Agrégation interne 2025-2026 Analyse

Lecon 212 : Série de Fourier d’une fonction périodique;
propriétés de la somme. Exemples.

Prérequis
Connaissances préalables et notations :
> Espaces préhilbertiens sur les corps K= R ou C.
> Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie.
> Théoreme de Stone-Weierstrass trigonométrique.
On note CMa, V'espace des fonctions 2m-périodiques continues par morceaux sur U'intervalle [0, 27].
On note Dy, C CMo, I'ensemble des fonctions f € CMo, telles que, pour tout x € R,

fla) = (1;mf +lim f> .

Série de Fourier d’une fonction périodique
Définition : Soit f € CMa,. Pour tout k € Z, le k-ieme coefficient de Fourier (exponentiel) est le

nombre complexe
1 [ ,
w(f) =5 | f(£)e™ ™ at.
Pour tout n > 0, les n-itme coefficients de Fourier (trigonométriques) sont les scalaires
1 [2m 1 [2r

an(f) == — f(t)cos(nt) dt, by(f) = — f(t)sin(nt) dt,

™ Jo ™ Jo

et on posera de plus ag(f) := % 0% f(t) dt et bo(f) = 0.

Propriété : Soit f € CMao,. Pour tout n € N,

an(f) = [ea(f) + con(H)ls bu(f) = ilen(f) — c—n(f)],

() = D) gy D))

Propriété : Soit f € CMo,. Si f est paire, alors, pour tout n € N,

an

en(f) =con(f) = (f) _ ;/ﬂ f(t)cos(nt) dt, b,(f) =0.
0

2

En particulier, si f est a valeurs réelles, alors les coefficients ¢, (f) aussi. Si f est impaire, alors,
pour tout n € N,

bn(f)

lf) = —e-l$) =257 = = [ p0sinut) . au(r) =0

s

En particulier, si f est a valeurs réelles, alors les coefficients ¢, (f) sont imaginaires purs.

Propriété : Soient f € CMa, et a € R. Posons f,(x) := f(z+ a) pour tout z € R. Alors, pour tout
keZ,

ck(fa) = e*er(f).



Propriété : Soit f € CMa,. Pour tout k € Z,

cx(f) = c-i(f)-

En particulier, si f est & valeurs réelles, alors la fonction k — c(f) est paire.

Propriété : Soit f € CMa,. Supposons de plus que f est continue et C! par morceaux. Pour tout
k € Z (respectivement k > 0, ou k > 1),

a(f') =iker(f), ap(f') = kbr, br(f') = —kap(f).
Définition : Soit f € CMa,. La série de Fourier de f est la série de terme général (uy)n>0, o1t

wolt) = co(f) VEER
Un(t) = cn(fe™ +c_p(fle™™ VteR, Vn > 1.

On notera Sy, (f) la n-itme somme partielle de la série de Fourier de f.
Définition : Soit f € CMo,. Pour tout ¢t € R et tout n > 0,

n

Sn(f)(t) = Z cr(f)et = ao(f) + Z [ay, cos(kt) + by sin(kt)] .

k=—n k=1

Structure pré-hilbertienne et convergence de la série de Fourier
Proposition : L’espace Dsy,, muni de la forme hermitienne
1 2m

(f,9) == f(t)g(t) dt

2 0
est un espace préhilbertien. Pour ce produit hermitien, la famille (e,)necz est orthonormée, ou
en : t— €. On notera ||-|| la norme hermitienne associée.

Proposition (Inégalité de Bessel) : Pour tout f € Do,

2
S leaf)P < 5 [ 1P

nez 0

+oo sin(nt)
n=1 NG
Fourier d’une fonction continue par morceaux.

Théoréme (Parseval) : Pour tout f € Do,

Exemple : La série trigonométrique converge, mais n’est pas somme d’une série de

n

F=> ealflen

k=—n

Formule de Parseval : Pour tout f € Do,

27
> len(HIP = 217T/0 |£12(t) dt.

neZ

Remarque : Les trois propriétés précédentes s’étendent aux fonctions de CMa;,;.

Théoréme de convergence normale des séries de Fourier : Soit f une fonction continue, C*
par morceaux sur [0, 27], et 27-périodique. Alors la série de Fourier (Ezzfn en(f )en)
normalement vers f.

n>0 converge

Applications
Voir la feuille de TD jointe pour une liste de développements. Nous nous limiterons ici a une liste
non exhaustive de développements possibles, qui nous semblent particulierement intéressants :



> Calcul des valeurs de la fonction ¢ aux entiers pairs (¢(2), ((4), etc. ; éventuellement, lien avec
les nombres de Bernoulli) ;

> Equation de la chaleur, si possible sur le cercle pour éviter les difficultés techniques liées aux

conditions au bord ;

Développement de la fonction cotan, éventuellement suivi de 1’écriture du sinus en produit

infini da a Euler;

Inégalité de Wirtinger et inégalité isopérimétrique;

Phénomene de Gibbs;

Critere de Weyl (équirépartition de progressions arithmétiques modulo 1) ;

Formule sommatoire de Poisson...
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Références
Pour le contenu du cours : beaucoup de livres ont une présentation trop superficielle au niveau exigé
pour l'agrégation, ou bien trop technique. Je conseille en premier lieu :
> [RW] : Mathématiques Tout-en-un pour la Licence. Ramis, Warusfel est une excel-
lente référence sur le sujet, et celle que je conseille en premier lieu. Ce livre est disponible en
version numérique aux oraux de ’agrégation.
> [Ska] : Analyse. Skandalis. est elle aussi trés bien pour le cours, plus limitée pour les
développements.
[Dan] : Mathématiques pour l’agrégation interne. Analyse et probabilités. Dantzer et
[QZ] : Analyse pour l’agrégation. Queffélec, Zuily sont deux autres références tres correctes
sur le sujet.

Remarquons que, si 'article sur les séries de Fourier de Wikipedia manque d’énoncés mathématiques
précis et adaptés, il reste un bon texte d’introduction.

Pour les développements, on regardera en particulier :
> [FGN-Ana2| : Ezxercices de mathématiques des oraux de l’Ecole Polytechnique et
des Ecoles Normales Supérieures. Analyse 2. Francinou, Gianella, Nicolas. Beau-
coup d’exercices techniques n’ont pour but que de tester les compétences techniques des can-
didats. Ceci dit, ce livre contient quelques perles, qui ont l'avantage d’énoncés courts et de
corrections (souvent) rigoureuses.
> [Moi] : Suites et séries de fonctions. Moisan, Vernotte, Tosel. On y trouve beaucoup
de développements intéressants, que 1’on peut presque choisir a I'aveugle.
D’autres références peuvent aussi étre tres utiles. Des développements possibles et les références
associées sont détaillés dans la feuille d’exercies jointe.



