
Groupes et algèbres de Lie
Devoir maison

Ce devoir est à rendre pour le lundi 7 avril à 8h15, soit en personne lors du cours, soit par mail à
l’adresse suivante :

daniel.monclair@universite-paris-saclay.fr

Ce devoir sera noté de façon non pénalisante : la note finale NF sera calculée selon la formule

NF = max
(
NE ,

NE +NDM

3

)
où NE est la note de l’examen final et NDM est la note de ce devoir maison. Si vous rendez le devoir au
plus tard le vendredi 4 avril, il sera corrigé et rendu le 7 avril.

Exercice 1 : Représentations de U(1) et Td

1. En identifiant M1(C) avec C, montrer que l’espace tangent T1U(1) est égal à iR (faire un dessin).
2. Montrer que l’exponentielle complexe eiθ coincide avec l’exponentielle de matrices exp(iθ) de iθ ∈

u(1).
3. Pour k = (k1, . . . , kN ) ∈ZN , on note

ρk :


U(1) → GLN (C)

z 7→


zk1 0

. . .

0 zkN

 .

Montrer que (CN ,ρk) est une représentation de U(1).
4. À quelle condition (CN ,ρk) est-elle irréductible ?
5. Montrer que si (V ,ρ) est une représentation irréductible de U(1), alors il existe J ∈ gl(V ) tel que

ρ(eiθ) = exp(θJ) pour tout θ ∈R.
6. Montrer que si J ∈ glN (C) vérifie exp(2πJ) = IN , alors J est diagonalisable et ses valeurs propres sont

dans iZ.
Indication : on pourra utiliser la forme réduite de Jordan.

7. En déduire une classification des représentations de U(1) à conjugaison près, ainsi qu’une classifi-
cation de ses représentations irréductibles à conjugaison près.

8. Une représentation de l’algèbre de Lie u(1) vient-elle d’une représentation du groupe U(1) ?

Pour d ∈N∗, on considère l’ensemble

Td =



eit1 0

. . .
0 eitd


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ t1, . . . , td ∈R

 .

9. Montrer que Td est un sous-groupe de Lie matriciel de GLd(C).
10. Décrire son algèbre de Lie.
11. Montrer que si (V ,ρ) est une représentation irréductible de Td , alors dim

C
V = 1.
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Exercice 2 : SO(4) et SU (2)× SU(2)

On considère le groupe formé de matrices diagonales par blocs

G =
{(

g1 0
0 g2

) ∣∣∣∣∣∣g1, g2 ∈ SU(2)
}
⊂GL4(C) .

1. Expliquer pourquoi G est un sous-groupe de Lie de GL4(C).
On considère le sous-ensemble

H =
{(

a+ ib −c − id
c − id a− ib

) ∣∣∣∣∣∣a,b,c,d ∈R
}
⊂M2(C) .

Pour g =
(
g1 0
0 g2

)
∈ G et Q ∈H, on note ρ(g) ·Q := g1Qg−1

2 .

2. Montrer que H est un sous-espace vectoriel réel de dimension 4 de M2(C).
3. Montrer que si g ∈ G et Q ∈H, alors ρ(g) ·Q ∈H.
4. Montrer que (H,ρ) est une représentation réelle de G.
5. Montrer qu’il existe un unique produit scalaire ⟨·, ·⟩ sur H tel que ⟨Q,Q⟩ = detQ pour tout Q ∈H.
6. Soit B une base orthonormée de H pour le produit scalaire défini à la question précédente. Pour

g ∈ G, on note ρB(g) := [ρ(g)]B. Montrer que ρB(g) ∈O(4) pour tout g ∈ G.
7. En déduire un isomorphisme entre les algèbres de Lie u(2)⊕u(2) et so(4).
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