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Daniel PERRIN Invariants, relations et théorèmes
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Resurrectionists (1847) par Hablot
Knight Browne. L'illustration
accompagnait un récit sur John
Holmes et Peter Williams qui furent
fouettés en public à Londres pour
avoir exhumé des cadavres en 1777.

Trafic de cadavres au Royaume-Uni
Le trafic de cadavres au Royaume-Uni aux XVIIIe et XIXe siècles était alimenté par la demande croissante en
cadavres pour les recherches anatomiques et entraînait l'exhumation clandestine de centaines de corps par an.

Entre 1506 et 1752, très peu de cadavres étaient légalement alloués aux études anatomiques. Pour essayer de
renforcer l'effet dissuasif de la peine de mort, le Murder Act de 1752 autorisait les juges à remplacer l'exposition
publique du cadavre sur un gibet par une dissection qui était généralement considérée avec horreur. Cette
évolution législative accrut le nombre de corps auxquels les anatomistes avaient légalement accès mais cela
n'était pas suffisant pour répondre aux besoins croissants des hôpitaux et des universités qui apparurent à cette
période. Devant la faiblesse de l'offre, les anatomistes commencèrent à s'adjoindre les services de trafiquants
appelés resurrectionists qui en échange d'argent déterraient les cadavres récemment inhumés pour les livrer à
leurs clients. Ces corps ou leurs différentes parties devinrent une marchandise mais si la pratique était haïe par le
public, les cadavres n'étaient la propriété de personne. Cette méthode clandestine pour obtenir des sujets d'étude
se trouvait donc dans un vide juridique.

Les fossoyeurs clandestins surpris durant leurs activités risquaient néanmoins le lynchage. Des mesures furent
prises pour mieux surveiller les cimetières et des patrouilles nocturnes furent mises en place. Les plus riches
pouvaient se faire inhumer dans des cercueils blindés tandis que des obstacles physiques comme des cages à
cercueil ou de lourdes dalles de pierre rendaient l'exhumation plus difficile. Les anatomistes étaient également
détestés par la population et des émeutes avaient fréquemment lieu après les exécutions lorsqu'ils venaient
récupérer les corps qui leur étaient légalement attribués.

À la suite des meurtres de Burke et Hare ayant eu lieu à Édimbourg en 1827 et 1828 pour approvisionner
l'anatomiste Robert Knox, le Parlement du Royaume-Uni mit en place une commission d'enquête dont le rapport
souligna l'importance de la science anatomique et recommanda que les corps des indigents décédés puissent être utilisés pour les dissections. Après une
affaire similaire à Londres, le Parlement adopta une loi soumise par Henry Warburton qui avait rédigé le rapport de la commission. Même s'il ne rendait
pas illégal le trafic de cadavres, l'Anatomy Act de 1832 y mettait de fait un terme car il donnait accès aux anatomistes aux morts des hospices.
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Accueil > Delicatessen > Pâté de lapin

Rumine, Hans !

( 13 juin, 2010 )

Pâté de lapin
Ce jour là quand vous vous approchez de la cage du lapin, il sait pourquoi vous êtes venu. Regardez-le, il tourne dans sa cage, puis en vous voyant arriver se plaque
naïvement contre la paroi du fond, en pensant qu’il pourra vous échapper.

Faites attention, un lapin terrorisé peut vous faire de profondes entailles dans les bras, aussi bien avec ses dents qu’avec ses griffes. Vous ferez donc attention de bien le
prendre par la peau du dos, et de serrer très fort pour qu’il ne puisse vous échapper, même s’il se débat. En touchant de la main sa fourrure vous vous rappellerez la
douceur du petit lapin dans vos bras, la douceur de tous les petits lapins qui sont entrés dans cette cage. Vous vous rappellerez quand vous étiez enfant, lorsque vous
regardiez comme hypnotisé votre grand-mère tuer des lapins, sans état d’âme apparent. C’est votre tour maintenant. Votre bras ne doit pas faiblir.

Après avoir serré un nœud coulant autour des pattes arrières de l’animal, vous le suspendez à la branche de prunier, là, juste au dessus du fumier. Le lapin se débat, il pousse des petits cris, il cherche à
s’échapper. Vous empoignez alors le semoir pour planter les choux ou tout autre instrument contondant. Energiquement, vous lui fracassez la nuque. Le lapin n’a pas crié. Il ne bouge presque plus, il
est animé de quelques tremblements désynchronisés, comme un jouet cassé. Vous lui assénez un second coup. Il ne bouge plus. Vous prenez alors un couteau bien pointu et vous lui arrachez un œil. Il
faut tourner dans l’orbite et tirer, jusqu’à ce que le sang coule. Le lapin ne doit plus contenir de sang quand on le mangera. Pendant que le sang coule, vous entaillez la peau autour des 4 pattes, vous
lui ouvrez le ventre et vous enlevez rapidement les entrailles, en les prenant à pleines mains, sinon les pattes arrières auront un horrible goût d’urine. Vous lui tirez ensuite la fourrure, qui s’enlève
comme un pyjama, se désolidarisant de la peau comme on enlève le dos d’un autocollant, et laissant voir une peau rosâtre aux jolis reflets bleutés. C’est presque poétique. Ces reflets fugaces
s’estomperont d’ici quelques minutes. Le sang finit de se répandre sur le fumier, dans une flaque noirâtre qui intéresse déjà quelques mouches.

Récupérez le foie et les rognons, ils agrémenteront le pâté. Enterrez le reste dans le fumier, cela fera un bon engrais.

Vous dépendez le lapin et le posez dans ce plat blanc en porcelaine. Vous sentez le sang frapper à vos tempes, en regardant ce qui n’est plus qu’un vous avez très chaud, vous transpirez. Vous avez
plein de sang sur votre manche droite. Il va falloir laver rapidement votre chemise. Vous êtes écoeuré par ce lapin. Plus jamais vous ne tuerez de lapin. Plus jamais vous ne mangerez de lapin. Mais il
faut maintenant aller jusqu’au bout. Le lapin est maintenant allongé sur ce plat. La tête lui donne un insupportable aspect de cadavre. On ne laisse pas la tête des lapins au supermarché. Pourquoi
faut-il donc qu’il ait une tête ? Et il lui reste cet œil stupide qui vous regarde fixement, l’œil de Caïn qui vous jette son reproche muet. Vous êtes un assassin maintenant, un assassin de lapin. Vous
essuyez machinalement la sueur sur votre front. Des bouffées de chaleur vous montent à la tête. Vous allez vous trouver mal.

Vous décidez de lui couper la tête, vous ne pouvez pas l’apporter comme ça à la maison. Si les enfants le voyaient ? Un billot, et un bon coup de hachoir. Mais il ne faut pas briser les os de lapin, les
éclats sont coupants et vous risquez d’en avaler un par mégarde. Vous prenez alors le couteau et vous insinuez la lame entre deux vertèbres en cherchant la jointure. Vous n’y arrivez pas. Encore un
effort et la tête se sépare du corps et tombe par terre. Vous osez à peine la ramasser, vous la prenez enfin du bout des doigts en détournant la tête et vous la jetez sur le fumier, où la rumeur des
mouches se fait plus pressante.

Voilà, c’est fini. Il faut laver cette chemise. Vous sentez un désagréable liquide salé vous remonter dans la gorge. Vous allez vomir…

Nota bene et petit rappel : Christophe organise un picnic à Nantes le samedi le 26 juin 2010 à partir de 12h30. On pourra y croiser quelques ruminants tels La pecnaude, Rémi, lediazec, Clomani,
Babelouest et b.mode. Venez nombreux. Le principe est simple : chacun amène un plat et on partage. Le thème est autour de la cuisine pied-noir et plus généralement méditerranéenne. Si vous ne
connaissez pas ce n’est pas grave, apportez ce que vous connaissez

Rumine, Hans ! » Pâté de lapin http://ruminances.unblog.fr/2010/06/13/pate-de-lapin/
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Deux de mes préoccupations principales

• Comprendre les liens entre l’algèbre et la géométrie

• Réfléchir à l’enseignement de la géométrie
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Pour des précisions : voir ma page web

Je ne vais qu’effleurer le sujet des invariants et des relations. Pour
plus de détails voir :

http://www.math.u-psud.fr/~perrin/

rubrique livre de géométrie projective, Partie II

(cette partie porte exclusivement sur le sujet des invariants et des
relations mais ce thème est présent aussi dans les autres parties).

Mes sources d’inspiration principales sur le sujet : Leibniz, Cayley,
Klein, Hilbert, Weyl, Mumford.
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http://www.math.u-psud.fr/~perrin/


Introduction et exemples
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Mon point de départ, une citation de Bourbaki :
Mais la situation devient bien plus nette avec les progrès de la
théorie des invariants qui parvient enfin à formuler des méthodes
générales permettant en principe d’écrire tous les covariants
algébriques et toutes leurs “syzygies” de façon purement
automatique ; victoire qui, du même coup, marque la mort, comme
champ de recherches, de la géométrie “élémentaire”. Sans doute,
rien ne permet de prévoir a priori, parmi l’infinité de théorèmes que
l’on peut ainsi dérouler à volonté, quels seront ceux dont l’énoncé,
dans un langage géométrique approprié, aura une simplicité et une
élégance comparables aux résultats classiques, et il reste là un
domaine restreint où continuent à s’exercer avec bonheur de
nombreux amateurs (géométrie du triangle, du tétraèdre, des
courbes et surfaces algébriques de bas degré, etc.) Mais pour le
mathématicien professionnel, la mine est tarie ...
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Les invariants : qu’est-ce que c’est ?

Dans une géométrie, associée à un groupe, ce sont des quantités
invariantes par le groupe. Par exemple :

I Dans le plan affine euclidien (avec le groupe des isométries),
les deux invariants essentiels sont les longueurs et les angles,
ou leur variante algébrique, le produit scalaire.

I Dans le plan affine (avec le groupe affine) un invariant
(relatif) associé à 3 points est l’aire du triangle ou sa variante
algébrique, le crochet.

I Sur une droite projective, un invariant associé à 4 points est
leur birapport.
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Invariants, relations et théorèmes

Le principe qui sous-tend la phrase de Bourbaki :

Tout théorème d’une géométrie correspond à une relation
(algébrique) entre des invariants (algébriques) du groupe
associé.

C’est ce que nous allons tenter d’illustrer, voire de prouver.
Commençons par deux exemples.
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Théorèmes et relations, un exemple simple :

I Soit ABC un triangle et H un point du plan affine euclidien.
On a la relation :

(
−−→
BC|
−−→
HA) + (

−→
CA|
−−→
HB) + (

−−→
AB|
−−→
HC) = 0.

I C’est Chasles, plus la bilinéarité et la symétrie du produit
scalaire :

(
−−→
HC −

−−→
HB|
−−→
HA) + (

−−→
HA−

−−→
HC|
−−→
HB) + (

−−→
HB−

−−→
HA|
−−→
HC) = 0.

I Interprétation géométrique : voir figure hauteurs.
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scalaire :

(
−−→
HC −

−−→
HB|
−−→
HA) + (

−−→
HA−

−−→
HC|
−−→
HB) + (

−−→
HB−

−−→
HA|
−−→
HC) = 0.
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Introduction et exemples
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Mon chouchou : le théorème des six birapports

I Définition du birapport de 4 points :

[[a, b, c, d]] =
c− a
c− b

:
d− a
d− b

=
c− a
c− b

× d− b
d− a

.

I Pour 8 points a, b, c, d, p, q, r, s on a la relation :

[[a, b, r, s]] [[b, c, p, s]] [[c, a, q, s]] [[p, q, c, d]] [[q, r, a, d]] [[r, p, b, d]] = 1.
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Invariants et relations : les théorèmes fondamentaux
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Enfin un théorème pas cher !

[[a, b, r, s]] [[b, c, p, s]] [[c, a, q, s]] [[p, q, c, d]] [[q, r, a, d]] [[r, p, b, d]] = 1.

r − a
r − b

× s− b
s− a

× p− b
p− c

× s− c
s− b

× q − c
q − a

× s− a
s− c

×c− p
c− q

× d− q
d− p

× a− q
a− r

× d− r
d− q

× b− r
b− p

× d− p
d− r

= 1

Interprétation géométrique : Les points a, b, c, d ∈ C ∪ {∞}
sont cocycliques ou alignés si et seulement si leur birapport est
réel, donc, si cinq des quadruplets sont cocycliques ou alignés, le
sixième aussi. Voir figures pivot et Miquel.
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Géométrie et calcul : le rêve de Leibniz

Je croys qu’il nous faut encor une autre analyse proprement
géométrique linéaire, qui exprime directement la situation
[c’est-à-dire la position, les propriétés géométriques] comme
l’algèbre exprime la grandeur. ... Les calculs y sont de véritables
représentations de la figure et donnent directement les
constructions.

Nous allons illustrer cette idée sur l’exemple de la géométrie des
points et des droites du plan projectif.
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Plan projectif et coordonnées homogènes

I Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur un corps k (par
exemple R). En choisissant une base on a E ' R3 et on note
m = (x, y, t) ses éléments.

I Le plan projectif P(E) est le quotient de E − {0} par la
relation de colinéarité :

m ∼ m′ ⇐⇒ ∃λ ∈ k m′ = λm

I On dit que (x, y, t) est un système de coordonnées homogènes
de m, image de m dans P(E).

I On retrouve le plan affine comme l’ensemble des points
(x, y, 1), les autres points (x, y, 0) (homogènes) constituent la
droite à l’infini de P(E).
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Les invariants de la géométrie projective plane

Invariants et relations : le méta-théorème
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Les droites sont des points comme les autres

I Une droite projective a pour équation ux+ vy + wt = 0 avec
u, v, w non tous nuls (donc une forme linéaire non nulle).

I Une droite admet ainsi un système de coordonnées homogènes
(u, v, w) ∈ E∗ : les droites projectives constituent le plan
projectif dual P(E∗).

I Le groupe associé à cette géométrie est le groupe des
homographies PSL(E) = PSL(3,R) induites par les
matrices 3× 3 de déterminant 1. C’est le groupe des
bijections de P(E) qui transforment droite en droite.
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Les invariants de la géométrie projective plane

Invariants et relations : le méta-théorème
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L’interprétation des rêves

Dans le plan projectif on a donc deux types d’objets : des points
a, b, c, etc. et des droites A,B,C, et entre eux des relations
d’incidence.

Un calcul géométrique au sens de Leibniz doit comporter deux
opérations :
• à deux points distincts a, b on associe la droite qui les joint : a∧ b
• à deux droites distinctes A,B on associe leur point d’intersection
A ∧B.

Il doit aussi comporter des critères d’alignement de trois points
[a, b, c] = 0 ou de concours de trois droites [A,B,C] = 0.
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Réaliser ses rêves, c’est déterminant
Trois points a, b, c de coordonnées homogènes a = (a1, a2, a3),
b = (b1, b2, b3) et c = (c1, c2, c3), sont alignés s’il existe une droite
ux+ vy + wt qui passe par ces trois points, donc si l’on a :

ua1 + va2 + wa3 = 0,

ub1 + vb2 + wb3 = 0,

uc1 + vc2 + wc3 = 0,

avec u, v, w non tous nuls et c’est équivalent à :

[a, b, c] =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 0

De même, le concours des droites d’équations f, g, h s’écrit
[f, g, h] = 0.
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Rêves en mineurs

Dire que la droite ux+ vy + wt = 0 passe par a, b est donc
équivalent à : ∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
x y t

∣∣∣∣∣∣ = 0 pour tous x, y, t.

L’équation de la droite (ab) est a ∧ b = (u, v, w), avec

a ∧ b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

De même, si f et g sont les équations de deux droites, leur point
d’intersection est donné par f ∧ g avec une formule analogue.
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Interprétation géométrique des relations
Les invariants et l’enseignement de la géométrie
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Un exemple de calcul

I Pour pouvoir utiliser les définitions qui précèdent, il faut être
capable de calculer avec ces symboles, par exemple de
déterminer le point m, intersection des droites (ab) et (cd) :

m = (a ∧ b) ∧ (c ∧ d).

I Pour cela, on montre que les crochets et les produits
extérieurs sont invariants par le groupe SL(E).

I Cela permet de prouver la relation de double produit (∗) :

(a ∧ b) ∧ (c ∧ d) = [a, c, d] b− [b, c, d] a = [a, b, d] c− [a, b, c] d.
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Invariants et relations :

le méta-théorème
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Les objets de la géométrie projective linéaire plane

Les objets d’étude sont les points et les droites de P(E), donc les
m+ n-uplets :

q = (a1, . . . , am ;D1, . . . , Dn) ∈ P(E)m ×P(E∗)n

définis par les vecteurs ai et les formes linéaires δj . On désignera
simplement sous le nom d’objets ces m+ n-uplets dans ce qui suit
et on les notera parfois q = (a, δ).
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Propriétés projectives

I On appelle propriété d’un objet (a,D) ∈ P(E)m ×P(E∗)n

une partie P de P(E)m ×P(E∗)n : on définit la propriété “en
extension” comme l’ensemble des objets qui la vérifient.

I On dit qu’une propriété est projective si elle vérifie deux
conditions :
• elle est invariante par PSL(E) (autrement dit elle ne
dépend pas du choix d’un repère),
• elle est localement fermée au sens de Zariski (autrement dit,
elle est définie par des équations polynomiales hi(q) = 0 ou
des inéquations polynomiales fj(q) 6= 0).
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Propriétés projectives : exemples

• Trois points sont alignés : c’est la condition [a, b, c] = 0 qui est
conservée par SL(E) et fermée.

• Trois droites sont concourantes : [f, g, h] = 0.

• Un point est sur une droite (condition f(a) = 0).

Un exemple de condition localement fermée : trois points sont
distincts, mais alignés.
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Théorèmes projectifs

Un théorème de géométrie projective plane linéaire associé à
la donnée de points et de droites ai, Dj est une assertion du type
(H) =⇒ (C) dans laquelle :

1) les hypothèses (H) portent sur les données et sont des
propriétés projectives (fermées, ouvertes ou localement fermées),
2) les conclusions (C) sont de la même forme, mais font intervenir
les points et droites donnés ou construits.
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Les invariants de la géométrie projective plane

Invariants et relations : le méta-théorème
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Le Méta-théorème : les données

Soit T un théorème de géométrie projective plane (linéaire).

On note q = (a, δ) ses données (les ai sont des vecteurs, les δj des
formes linéaires), ai,k ; δj,k leurs coordonnées homogènes, R
l’anneau de polynômes en les ai,k ; δj,k (vus comme des
indéterminées) et S le sous-anneau des invariants sous SL(E).
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Les invariants de la géométrie projective plane

Invariants et relations : le méta-théorème
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Le Méta-théorème : l’énoncé
On suppose qu’il existe des polynômes invariants hi, fj , et ck,j
tels que :
• L’objet q vérifie les hypothèses de T si l’on a :

a) hi(q) = 0 pour tout i (condition fermée),
b) il existe j tel que fj(q) 6= 0 (condition ouverte),

• S’il existe j tel que q vérifie ck,j(q) = 0 pour tout k, q vérifie les
conclusions de T .

Alors, le théorème T est vrai si et seulement si, pour tout j, il
existe des invariants bijk ∈ S tels que l’on ait les relations :

(∗j) ∀k, fjck,j =
r∑

i=1

hibijk.
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BONUS

Un exemple : le théorème de Desargues

On considère deux triangles abc et a′b′c′ et on suppose que les
droites (aa′), (bb′) et (cc′) sont concourantes. Alors, les points
d’intersection u, v, w des côtés (bc) et (b′c′), (ca) et (c′a′), (ab) et
(a′b′) sont alignés.

Ce théorème résulte aussitôt de la relation suivante :

[u, v, w] = [(b ∧ c) ∧ (b′ ∧ c′), (c ∧ a) ∧ (c′ ∧ a′), (a ∧ b) ∧ (a′ ∧ b′)]

= [a, b, c] [a′, b′, c′] [a ∧ a′, b ∧ b′, c ∧ c′].

La réciproque est vraie, pourvu que a, b, c et a′, b′, c′ ne soient pas
alignés. Voir figures Desargues.
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Un autre exemple : le théorème de Pappus

Soient a, b, c (resp. a′, b′, c′) des points distincts alignés sur D,D′.
Les droites (bc′) et (b′c), (ca′) et (c′a), (ab′) et (a′b) se coupent
respectivement en u, v, w. Alors, u, v, w sont alignés.

Le théorème (voir figure Pappus) découle de la relation :

[u, v, w] = [(b∧ c′)∧ (b′ ∧ c), (c∧ a′)∧ (c′ ∧ a), (a∧ b′)∧ (a′ ∧ b)] =

[b′, c′, a][c′, a′, b][a′, b′, c][a, b, c]− [b, c, a′][c, a, b′][a, b, c′][a′, b′, c′].
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Invariants et relations :

les théorèmes fondamentaux
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On connâıt tous les invariants vectoriels

I On considère des vecteurs génériques x1, x2, . . . , xm (cela
signifie que leurs coordonnées xi,j , etc. sont des
indéterminées). On note R l’anneau de polynômes en les xi,j
à coefficients dans k.
Le groupe SL(E) opère sur l’anneau R via les matrices 3× 3.

I Le sous-anneau S des polynômes de R invariants sous l’action
de SL(E) est engendré par les crochets [xi, xj , xk] avec
i, j, k ∈ {1, 2, . . . ,m}.

I Si l’on se donne m vecteurs x1, . . . , xm et n formes
f1, . . . , fn, le sous-anneau des invariants est engendré par les
crochets de vecteurs [xi, xj , xk], les crochets de formes
[fi, fj , fk] et les évaluations fi(xj).
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de SL(E) est engendré par les crochets [xi, xj , xk] avec
i, j, k ∈ {1, 2, . . . ,m}.

I Si l’on se donne m vecteurs x1, . . . , xm et n formes
f1, . . . , fn, le sous-anneau des invariants est engendré par les
crochets de vecteurs [xi, xj , xk], les crochets de formes
[fi, fj , fk] et les évaluations fi(xj).
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On connâıt tous les invariants projectifs

Les invariants [a, b, c] n’ont pas de sens géométrique (ils dépendent
des coordonnées homogènes) mais ils permettent de construire des
invariants projectifs.
Soient a, b, c, d ;x des vecteurs non nuls de E et a, b, c, d ; x leurs
images dans P(E). On a la formule :

[[x; a, b, c, d]] := [[(xa), (xb), (xc), (xd)]] =
[x, a, c]× [x, b, d]

[x, b, c]× [x, a, d]
.

Les fractions rationnelles (géométriques) de m points du plan
P(E), invariantes sous l’action de PSL(E), sont les fractions
rationnelles en les birapports [[x; a, b, c, d]] associés à 5 points
x, a, b, c, d pris parmi les m.
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On connâıt toutes les relations

L’idéal des relations entre les invariants de x1, . . . , xm est engendré
par les éléments suivants :
1) Les relations d’alternance (triviales) du type [a, a, b] = 0,
[a, b, c] = [b, c, a] ou [a, b, c] = −[b, a, c].
2) Les relations de la forme :

[b, c, d][a, x, y]−[a, c, d][b, x, y]+[a, b, d][c, x, y]−[a, b, c][d, x, y] = 0

(avec des cöıncidences possibles entre les variables).
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L’origine de la relation fondamentale

La relation :

[b, c, d][a, x, y]−[a, c, d][b, x, y]+[a, b, d][c, x, y]−[a, b, c][d, x, y] = 0

provient de la relation de dimension qui exprime que si l’on a
quatre vecteurs a, b, c, d de R3, ils sont dépendants :

[a, b, c]d = [b, c, d]a+ [c, a, d]b+ [a, b, d]c

en appliquant [•, x, y].

La relation de dimension est apparue dans la formule du double
produit mais elle a aussi un sens plus familier...
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Les invariants de la géométrie projective plane

Invariants et relations : le méta-théorème
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Les relations sur 5 lettres

La relation fondamentale :

[b, c, d][a, x, y]−[a, c, d][b, x, y]+[a, b, d][c, x, y]−[a, b, c][d, x, y] = 0

donne, en faisant x = d, une relation sur 5 lettres :

[b, c, d][a, d, y]− [a, c, d][b, d, y] + [a, b, d][c, d, y] = 0

On peut écrire ces relations sous la forme normalisée suivante :

[e, a, b] [e, x, y]− [e, a, x] [e, b, y] + [e, a, y] [e, b, x] = 0.

Ces relations suffisent (presque) à engendrer toutes les autres.
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Interprétation géométrique

de la relation sur cinq lettres
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La relation sur cinq lettres, 1

Rappelons qu’on a la formule qui donne le birapport :

[[x; a, b, c, d]] := [[(xa), (xb), (xc), (xd)]] =
[x, a, c]× [x, b, d]

[x, b, c]× [x, a, d]
.

de sorte que la relation sur 5 lettres :

[x, a, b][x, d, c] = [x, a, d][x, b, c]− [x, a, c][x, b, d]

s’interprète comme la formule de permutation du birapport “au
milieu ” :

[[x; a, c, b, d]] = 1− [[x; a, b, c, d]]
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Relation sur cinq lettres et birapports
Soient a, b, c, d;x, y ∈ E des vecteurs non nuls. On suppose que les
points a, b, c, d sont alignés sur une droite D et que x et y sont
des points de P(E) non situés sur D. On a l’égalité des birapports
(figure réfraction) :

[[x; a, b, c, d]] = [[y; a, b, c, d]] c’est-à-dire

[x, a, c] [y, b, c] [x, b, d] [y, a, d] = [x, b, c] [y, a, c] [y, b, d] [x, a, d]

En effet, avec la relation sur 5 lettres on a :

[x, a, c] [y, b, c]− [x, b, c] [y, a, c] = [a, b, c] [x, y, c] = 0.

On a aussi la variante duale : “les perpectives (voir figure)
conservent le birapport”. Ces propriétés impliquent la plupart des
théorèmes de géométrie projective, Pappus, Desargues, Newton,
Céva, etc. Voir figures.
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Être ou ne pas être sur une conique

Dans la formule précédente, a, b, c, d sont alignés. Il y a une
variante plus générale. En effet, cinq points du plan sont toujours
sur une conique, mais pas six en général. La relation :

[[x; a, b, c, d]] = [[y; a, b, c, d]] c’est-à-dire

[x, a, c] [x, b, d] [y, b, c] [y, a, d] = [y, a, c] [y, b, d] [x, b, c] [x, a, d]

est équivalente au fait que x, y, a, b, c, d sont sur une même
conique (dégénérée si a, b, c, d sont alignés) (voir figure conicité).
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Les invariants de la géométrie projective plane

Invariants et relations : le méta-théorème
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Le théorème de Pascal

Dire que a, b, c, a′, b′, c′ sont sur une même conique est donc
équivalent à :

[a, b, c][a, b′, c′][a′, b′, c][a′, b, c′]−[a, b′, c][a, b, c′][a′, b, c][a′, b′, c′] = 0.

Mais, on a la relation, vue avec Pappus :

[(b ∧ c′) ∧ (b′ ∧ c), (c ∧ a′) ∧ (c′ ∧ a), (a ∧ b′) ∧ (a′ ∧ b)] =

[b′, c′, a][c′, a′, b][a′, b′, c][a, b, c]− [b, c, a′][c, a, b′][a, b, c′][a′, b′, c′].

On en déduit que les points d’intersection de (bc′) et (b′c) ; (ca′) et
(c′a) ; (ab′) et (a′b) sont alignés, c’est-à-dire le théorème de Pascal
(voir figure).

Daniel PERRIN Invariants, relations et théorèmes
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Interprétation géométrique des relations
Les invariants et l’enseignement de la géométrie
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J’ai des relations !
Comme une conique a pour équation :

αx21 + βx22 + γx23 + δx2x3 + εx3x1 + ηx1x2 = 0,

dire que les six points a, b, c, d, x, y sont sur une même conique
signifie que le déterminant suivant est nul :

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 a22 a23 a2a3 a3a1 a1a2
b21 b22 b23 b2b3 b3b1 b1b2
c21 c22 c23 c2c3 c3c1 c1c2
d21 d22 d23 d2d3 d3d1 d1d2
x21 x22 x23 x2x3 x3x1 x1x2
y21 y22 y23 y2y3 y3y1 y1y2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On obtient ainsi 360 relations du type :

∆ = [x, a, c] [x, b, d] [y, b, c] [y, a, d]− [y, a, c] [y, b, d] [x, b, c] [x, a, d]
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Les invariants

et l’enseignement de la géométrie
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Introduction et exemples
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La pertinence des invariants

Une conséquence de la détermination des invariants pour
l’enseignement de la géométrie est la suivante : dans une géométrie
donnée par un groupe, ce sont les invariants associés à ce groupe
qui vont être pertinents pour prouver les résultats.

Ainsi, en géométrie affine plane, l’unique invariant, qui correspond
au crochet, est l’aire qui permet de prouver tous les théorèmes de
la géométrie affine (Thalès, Ménélaüs, le concours des médianes,
etc.) notamment grâce au lemme du chevron, variante affine de la
relation sur 5 lettres. Là-dessus, voir ma page web ou mon livre
Mathématiques d’école.
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BONUS

Les autres géométries

Il y a bien sûr d’autres invariants dans les géométries métriques
(essentiellement les produits scalaires et leurs avatars). Il y a
mieux. Un groupe peut parfois apparâıtre sous deux habits
différents. C’est le cas en géométrie anallagmatique (géométrie de
l’inversion) avec l’isomorphisme PGL(2,C) ' PO+(q), où q est
une forme de Lorentz réelle à 4 variables.

La conséquence de cet isomorphisme c’est que cette géométrie
possède les deux types d’invariants correspondant aux deux habits
du groupe : l’invariant birapport (dont on a vu qu’il est lié à la
cocyclicité) et l’invariant produit scalaire (lié aux propriétés
d’orthogonalité et de contact des cercles et droites).
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Les invariants de la géométrie projective plane

Invariants et relations : le méta-théorème
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Les géométries riches

C’est ce qui explique la profusion des théorèmes de cette géométrie
avec par exemple Miquel d’un côté et Feuerbach de l’autre : on a
affaire à une géométrie riche. Ce type de phénomène n’existe qu’en
petite dimension : ici, la généralisation est un appauvrissement.
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Belles relations et beaux théorèmes

La phrase de Bourbaki semble établir un automatisme entre les
relations (entre invariants) et les théorèmes. En allant un peu plus
loin dans cette direction, on s’attendrait à ce que la qualité de la
relation et celle du théorème soient liés, par exemple :
• que le théorème associé à une relation triviale soit trivial lui aussi,
• qu’au contraire, un théorème associé à une relation fondamentale
(i.e. qui fait partie des générateurs minimaux de l’idéal) soit
particulièrement important.
L’expérience montre que ce n’est pas aussi simple ...
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La géométrie affine
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Applications en géométrie affine

On a vu que la géométrie affine du plan est la sous-géométrie de la
géométrie projective obtenue par la donnée supplémentaire d’une
droite (dite à l’infini) qui permet de définir le parallélisme. Les
résultats précédents vont avoir des traductions immédiates dans ce
cadre.

En dimension 1 on retrouve ainsi la relation de Chasles comme
conséquence de la formule [[a, c, b, d]] = 1− [[a, b, c, d]] (avec
d =∞).
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Dans le plan affine

L’invariant fondamental [a, b, c] n’est autre que l’aire orientée
A(abc) du triangle abc. On retrouve comme traduction des
résultats sur les invariants nombre de théorèmes classiques sur les
aires. Par exemple, la relation de dimension

[a, b, c]d = [b, c, d]a+ [c, a, d]b+ [a, b, d]c

s’interprète en termes de barycentres et on en déduit la formule
d’additivité des aires :

A(abc) = A(bcd) +A(cad) +A(abd).
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Dans le plan affine : le lemme du chevron

La relation sur 5 lettres

[a, a′, b] [a, c, d] = [a, a′, c] [a, b, d]− [a, a′, d] [a, b, c]

(avec a, a′, d alignés) donne le “lemme du chevron” :

Soient a, b, c, d quatre points distincts du plan affine. On suppose
que les droites (ad) et (bc) se coupent en a′. Alors on a l’égalité :

A(adb)

A(adc)
=
A(aa′b)

A(aa′c)
=
a′b

a′c
.

Application : le concours des médianes d’un triangle.
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Quelques autres anagrammes, pour la route ...
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Invariants et relations : les théorèmes fondamentaux
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Les titres auxquels vous avez échappé cette semaine

RENE CORI a RI ENCORE,

devant cette CONERRIE ( ?)

du PELERIN RADIN
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Invariants et relations : les théorèmes fondamentaux
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Où l’on voit que René Cori soutient la géométrie

RENE CORI = CORNIERE

pièce utilisée pour renforcer les angles (et ils en ont bien besoin) !
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