Partie VI. LA GEOMETRIE
ANALLAGMATIQUE






Introduction historique

La géométrie anallagmatique?® est essentiellement celle de I'inversion et
I’étude de cette transformation remonte a la premiere moitié du XIX-ieme
siecle. Mes sources historiques proviennent principalement du livre de Michel
Chasles [Cha70] Rapport sur les progrés de la géométrie, qui date de 1870.

Comme souvent avec une notion nouvelle, il est difficile de dire qui est le
premier a en avoir eu 'idée. Pour certains auteurs, il s’agit de Jacob Steiner
(1796-1863) qui l'utilise des 1826. C'est a la fois vrai et faux. Faux parce que
Steiner ne considere pas la transformation ? au sens moderne du terme, mais
vrai parce qu’il a reconnu la situation géométrique correspondante. Comme
Chasles ne parle pas de Steiner, je donne quelques précisions a son sujet.
L’article ou I'on voit apparaitre quelque chose qui ressemble a l'inversion est
[Ste26] Einige geometrische Betrachtungen dans lequel il prouve notamment
au paragraphe 22 ce qu’on appelle maintenant ’alternative de Steiner sur les
chaines de cercles tangents (voir ci-dessous 4.3.6). Le lemme crucial apparait
au paragraphe 12. Le lecteur en trouvera un énoncé en 1.5.17 ci-dessous.

FIGURE 1 — Steiner et 'inversion

Steiner considere deux cercles C' et C’ et il introduit deux points p
et ¢ (qu'il appelle® Aehnlichkeitpuncte), qui sont les centres d’homothéties
échangeant les cercles, mais qu’il n’utilise pas comme tels, mais plutot comme

1. Ce mot vient du grec allasso qui désigne une transformation et dont le dérivé nominal
est allagma. Merci & Monique Trédé de ces précisions.

2. Ce concept n’était pas encore vraiment apparu a 1’époque, mais on commence a
parler de figures homographiques, par exemple.

3. Je reproduis 'orthographe de 1826. Dans I’édition de 1901 le mot est écrit Punkt.



poles des inversions échangeant les cercles. En effet, il montre la propriété
suivante (voir figure ci-dessus) : pm.pm’ = pa.pa’ = k ou k est une constante
indépendante de la sécante (et de méme avec ga.qa”). De plus, il donne un
nom a cette position de deux points m € C et m’ € C' alignés avec p et
vérifiant pm.pm’ = k (et qui sont donc, en langage moderne, inverses dans
I'inversion de pole p et de puissance k) : sie seien potenzhaltend in Bezug auf
den Aehnlichkeitpunct p, ce qu’on peut traduire tres approximativement par
ils sont liés par la puissance relativement au point p : le point p (le pole),
la puissance, tout y est. Steiner utilise de maniere essentielle cette notion au
paragraphe 22 (la fameuse alternative) pour passer d'un cercle & un autre
en conservant les propriétés (notamment les contacts). S’il n’a pas inventé
I'inversion en tant que transformation, on doit reconnaitre qu’il en est bien
le précurseur.

Chasles, qui désigne I'inversion sous le nom de transformation par rayons
vecteurs réciproques?, attribue la premiere apparition du concept & Adolphe
Quételet (1796-1874), I'un des représentants de 1’école belge (avec Dande-
lin), dans un mémoire de 1827 intitulé Résumé d’une nouvelle théorie des
caustiques, ou ce qui est en cause me semble surtout étre la projection
stéréographique. Il est a noter que Quételet emploie le mot moderne d’in-
version, a la différence de Chasles.

Mais Chasles attribue principalement la découverte de I'inversion au géo-
metre italien 5 Giusto Bellavitis (1803-1880) dans un mémoire de 1836 Teoria
delle figure inverse, e loro uso nella Geometria elementare. Chasles signale
aussi des contributions de Stubbs et Ingram.

Le physicien anglais William Thomson (qui deviendra Lord Kelvin) utilise
lui aussi cette transformation vers 1845 sous le nom de principe des images
électriques pour préciser la distribution des charges sur une calotte sphérique.
Je cite Chasles ici : Si le point a appartient a une sphére, le point a’ est sur
une seconde sphere, que Monsieur Thomson appelle l'image de la premiere.
Serait-ce I'acte de naissance du mot image, qui nous est si familier ?

La premiere théorie complete de 'inversion semble cependant étre due a
Joseph Liouville (1809-1882), vers 1847. Il établit en particulier que le groupe
des transformations conformes (i.e. conservant les angles) d’un espace de
dimension > 3 est engendré par les similitudes et les inversions.

S’agissant de géométrie anallagmatique, on ne peut oublier qu’elle est
un des exemples importants qui illustrent le programme d’Erlangen de Fe-
lix Klein et que son groupe® est I'un des premiers exemples de groupes

4. Son nom actuel, dit-il! Elle semble avoir été nommée ainsi par Liouville.

5. Connu aussi pour avoir donné une définition de lignes équipollentes qui préfigure
celle des vecteurs.

6. Que nous dirons circulaire, mais qui est parfois appelé groupe de Mobius en I’honneur
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géométriques non triviaux. Voici ce que dit Klein dans le paragraphe Géométrie
des rayons vecteurs réciproques :

La géométrie des rayons vecteurs réciproques’ et la géométrie projective
sur une surface du second degré sont une seule et méme chose et plus loin :

La géométrie des formes binaires d’une variable complexe trouve sa repré-
sentation dans la géométrie d’une surface sphérique réelle.

Nous interpréterons ci-dessous ces phrases en termes d’isomorphisme du
groupe circulaire et de deux groupes : le groupe PSL(2, C) des homographies
de la droite projective complexe (les formes binaires) et le groupe PO™(q)
pour une forme de Lorentz de dimension 4 (la surface sphérique de P*(R)).

De ce point de vue, l'un des intéréts principaux de la géométrie anallag-
matique est d’illustrer une conséquence essentielle du programme d’Erlangen
(méme si elle n’est pas explicite dans le texte de Klein) : dans l'interprétation
d’une géométrie comme l'opération d'un groupe sur un ensemble, lorsque le
méme groupe apparait sous deux habits différents et avec des représentations
différentes, la géométrie est riche, au sens ou elle renferme deux types de
propriétés, liées aux deux aspects du groupe. Nous verrons que c’est le cas ici
avec le groupe circulaire. Quand on le voit comme PSL(2,C) avec comme
invariant naturel le birapport, les propriétés naturelles sont celles de cocycli-
cité et d’alignement, voir par exemple le lemme des six birapports 2.2.3 et
ses conséquences. Mais quand on le voit comme PO (q), les invariants sont
liés a la forme quadratique (on a notamment I'invariant anallagmatique, voir
3.2.6) et les propriétés sont toutes celles qui concernent 1’orthogonalité et les
contacts, voir par exemple le théoreme de Feuerbach 1.4.1.

d’August Mébius (1790-1868).
7. Rappelons que c’est 'ancien mot pour la géométrie de 'inversion.



Le contenu de cette partie

Cette partie comprend sept chapitres assez différents. Dans le premier,
on présente le traitement élémentaire de I'inversion, essentiellement tel qu’on
pouvait le trouver dans les manuels de terminale des années 1950. Ce chapitre
culmine avec le théoreme de Feuerbach, I'un des joyaux de la géométrie plane.

Le second chapitre est dévolu a I’approche complexe, autrement dit a
la vision du groupe circulaire (direct) comme le groupe des homographies
complexes PSL(2,C). Qui parle des homographies de la droite projective ne
peut manquer d’évoquer le birapport et il occupe effectivement une place de
choix dans ce chapitre, notamment avec le lemme des six birapports et sa
kyrielle d’applications. L’entrée par la droite projective complexe est aussi
I’occasion de traiter les problemes de conjugaison.

Le troisieme chapitre change radicalement de point de vue avec l'intro-
duction de 'espace £ des cercles-droites et de la forme quadratique ¢ associée
au carré du rayon. Points, droites et cercles se mettent a jouer sur un pied
d’égalité et des notions comme les pinceaux deviennent bien naturelles dans
ce cadre. Ce chapitre est I'occasion de prouver I'isomorphisme fondamental
entre PO (q) et PSL(2,C), que Klein évoque dans le programme d’Erlan-
gen.

Les chapitres suivants s’appliquent a montrer que cette théorie ne manque
pas d’applications. Au chapitre 4, on traite de toutes celles qui tournent
autour des pinceaux : représentation conforme des couronnes, cercles tangents
a trois cercles, alternative de Steiner. La vision de I'inversion comme réflexion
de I'espace des cercles montre ici toute sa puissance.

Le chapitre 5 porte sur les réseaux de cercles, c’est-a-dire les plans de €.
On y retrouve, avec émerveillement, toutes les géométries métriques étudiées
dans les parties précédentes : hyperbolique, elliptique, euclidienne, avec le
sentiment de mieux percevoir leur unité, notamment sur la question de la
somme des angles d'un triangle.

Le chapitre 6 revient sur les questions de cocyclicité et d’alignement, mais
avec l'entrée par l'espace des cercles, dont l'intérét est de rendre linéaire
cette propriété. On y voit a I'ceuvre des techniques de géométrie algébrique,
d’abord élémentaires, puis plus sophistiquées, avec un théoreme tres général,
qui englobe a la fois les théoremes de Pappus, Pascal et ceux des six cercles.
Pour le résumer en un mot, ce théoreme affirme que si deux ensembles finis
sont liés par une intersection complete® 1'un est spécial si et seulement si

8. On appelle intersection complete dans P™ une variété de dimension d qui est inter-
section de n — d hypersurfaces exactement. Deux variétés V, W de dimension d dont la
réunion est une intersection complete X sont dites liées par X.



I’autre l'est.

Enfin, le dernier chapitre reprend 1’étude des invariants, comme dans les
parties précédentes, avec ici un accent particulier mis sur le birapport et
sa traduction dans l’espace des cercles. Il se termine par un retour sur le
théoreme de Feuerbach, abordé de maniere analytique et cela permet de dis-
cuter encore une fois des liens entre théoremes et relations entre les invariants.

Cette introduction est 'occasion d’insister sur I'un des choix de ce livre,
celui de s’en tenir a la dimension 2. Certes, on peut tout a fait définir I'in-
version en toutes dimensions (d’ailleurs un livre comme [DC51] I'étudiait
non seulement dans le plan, mais dans l’espace). Bien str, il y a alors des
résultats intéressants, notamment le fait que cette transformation échange
(hyper) spheres et (hyper) plans. On peut méme définir 'espace des spheres
et des plans comme nous le ferons au chapitre 3 et voir le groupe “circulaire”
comme le groupe d’automorphismes PO(q) pour une forme ¢ de Lorentz,
voir [Ber90]. Cependant, on perd de maniere définitive I'un des points cru-
ciaux que nous allons utiliser ici : I'intervention des nombres complexes. En
effet, il n’y a pratiquement rien de tel en dimension plus grande faute d’iso-
morphisme analogue? & celui de PO(q) et de PSL(2,C). Bref, la géométrie
anallagmatique existe encore en dimension plus grande que 2, mais elle est
devenue ordinaire, générique, pauvre en un mot, et elle a perdu beaucoup de
son charme.

Un autre choix opéré dans cette partie (contrairement aux précédentes)
est de ne travailler que sur le corps des réels. Il y a plusieurs raisons a cela.
La premiere est que cette partie est tres géométrique et que les plus beaux
des résultats étudiés ici ne sont pas d'un grand intérét en dehors du cas réel.

La seconde raison, peut-étre la plus importante, est que 1'isomorphisme
entre PI'L(2,C) et PO(q) qui sous-tend la géométrie anallagmatique est
viscéralement attaché a la conjugaison complexe (ou au corps des réels, si 'on
préfere) : la géométrie anallagmatique est une géométrie de la conjugaison.
C’est une différence fondamentale avec un autre isomorphisme important,
mettant en jeu le méme groupe, celui de PSL(2,C) et de OT(Q), ou Q est
la forme Y2 — XT, isomorphisme que nous avons rencontré Parties III et
IV. Celui-la, en effet, est valable sur n’importe quel corps, donc aussi sur C,
mais, peut-étre a cause de son universalité, il ne joue pas un grand role ici.

Bien stir, sur le plan algébrique, bon nombre de résultats peuvent s’étendre
au cas d’'un corps quelconque k dans lequel —1 n’est pas un carré, par exemple
un sous-corps de R et notamment le corps des rationnels. En particulier

9. En dimension vectorielle 5 et 6 cependant, il y a des isomorphismes utilisant les
quaternions, voir [Die70] Ch. IV §8, exemples 3 et 6, avec sans doute des propriétés
géométriques intéressantes sur lesquelles je ne me suis pas penché.
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I’isomorphisme évoqué ci-dessus avec le groupe de la forme de Lorentz en di-
mension 4 reste valable dans ce cadre plus général, comme le lecteur n’aura
aucune peine a le montrer. Mais il y a cependant un autre bémol impor-
tant, déja rencontré dans la Partie IV, et qui justifie la restriction au corps
des réels : les classes de conjugaison du groupe circulaire sont tres liées aux
propriétés arithmétiques du corps (notamment au groupe k*/k*?) et alors
qu’elles sont tres simples dans le cas réel, elles deviennent totalement inex-
tricables dans le cas d’un corps comme celui des des rationnels ou d’autres
corps de nombres.



Chapitre 1

Rappels sur l'inversion

Dans ce chapitre, on rappelle, le plus brievement possible, quelques
propriétés élémentaires de linversion, en prélude a une étude plus ap-
profondie et plus sophistiquée qui se déroulera dans les chapitres suivants.
Le lecteur est censé étre familier avec la géométrie euclidienne. Pour ra-
fraichir sa mémoire, on le renvoie, comme pour la partie V, a divers ou-
vrages : [Aud06], [Ber90], [Lad03], [DHPO07], [Per96], [Eid09], [Ped70a],
[Gug67], [Mar82], etc. En vérité, sur le sujet particulier de l'inversion,
la meilleure référence reste le livre de terminale [DC51] de Deltheil et
Caire, résolument moderne bien qu’il date des années 1940-50 (et méme
de 1939 pour la premiére édition). Je me suis d’ailleurs largement inspiré
de ce livre, au moins dans le présent chapitre.

On donne dans ce chapitre quelques applications de 'inversion, dont le
théoreme de Feuerbach, mais de nombreuses autres apparaitront dans les
chapitres suivants.

Dans tout ce chapitre, X désigne le plan'® affine euclidien (réel) et X
'espace vectoriel associé. On note (¥]@) le produit scalaire des vecteurs ¥/ et

w et ||U]] la norme de ¢. On notera ab = ||ab|| la distance des deux points a
et b, c’est aussi la longueur du segment [ab]. On sait qu'il existe dans X des
reperes orthonormés et lorsqu’on utilisera des coordonnées et des équations,
ce sera toujours par rapport a un tel repere. Si o, ;, fest un repere orthonormé,
'application qui & m € X associe le couple (z,y) € R? tel que o = xi + yj
permet d’identifier X et R2.

1. Mais beaucoup de choses se généralisent sans difficulté en toute dimension.



1.1 Quelques rappels sur les cercles

Les rappels qui suivent étant tres classiques, le lecteur est averti que les
démonstrations seront parfois sommaires.

1.1.1 Angle de deux courbes planes

Pour des précisions sur les courbes paramétrées le lecteur consultera les
manuels de premier cycle des universités, ou les innombrables textes dispo-
nibles sur Internet.

1.1.1 Définition. On appelle courbe plane (paramétrée) l'image d’une
application f : I — X ou I désigne un intervalle de R, non vide et non
réduit ¢ un point, et ot f est de classe C' par morceauz. Dans un repére de
X, ona f(t) = (z(t),y(t)) avec z,y de classe C* par morceauz.

1.1.2 Remarques. 1) Cette définition comprend le cas des courbes d’équation
y = f(x) (poser x = t) et x = f(y) et, localement, les courbes d’équation
F(z,y) = 0 lisses, en vertu du théoréme des fonctions implicites. Bien en-
tendu, les droites et les cercles sont des courbes de classe C'™, le cercle unité
11—t 2t
e VT Ie

2) En un point ot f est de classe C!, le vecteur tangent & la courbe est
le vecteur U(t) = (2/(t),y'(t)).

par exemple étant paramétré par x =

1.1.3 Définition. Soient Cy,Cy deux courbes paramétrées par les applica-
tions fi et fa, de classe C', et soit m un point d’intersection de C; et Cs.
On appelle angle de C; et Cy en m langle de leurs vecteurs tangents v et
Uy en ce point.

1.1.4 Remarque. Cette notion a autant d’avatars que celle d’angle : il peut
s’agir d’angle orienté ou non, des vecteurs ou des droites qui les portent.

1.1.5 Définition. Deuz courbes Cy et Cy sont dites tangentes (resp. or-
thogonales) en m € C, N Cy si leur angle est nul (resp. égal a w/2) modulo
m. On dit que Cy et Cy sont tangentes si elles le sont en au moins un point.

1.1.2 Cercles et droites tangents

On rappelle que, dans le cas des cercles et des droites, la notion de tan-
gence peut étre définie en termes de cardinal :
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1.1.6 Proposition. 1) Soit C' un cercle et D une droite. Les courbes C' et
D sont tangentes si et seulement si l'on a |C N D| = 1.
2) Soient C,C" deux cercles. Ils sont tangents si et seulement si l'on a

cne’| = 1.

On rappelle aussi que si un cercle C' de centre o et une droite D sont
tangents en m, la droite D est perpendiculaire a (om).

1.1.3 Puissance d’un point par rapport a un cercle

Voir aussi Partie IV chapitre 7, exercice 7?7 pour comparer avec la situa-
tion en géométrie non euclidienne.

La définition

1.1.7 Proposition-Définition. Soit C' un cercle de centre w et de rayon R
et soit m un point de X. On pose d = mw. Soit D une droite passant par
m et coupant C' en deux points a et a’ (éventuellement confondus). Alors, la

quantité (inG|md') = ma.ma’ est indépendante du choiz de la sécante, elle
est égale a d*> — R? et s’appelle la puissance de m par rapport a C. On la
note p(m, C).

Démonstration. Soit h le milieu de [aa’]. On a md = mh + I et ma —
mh + ha' = mh — h_&>, d’ott p = (mhﬁ) = mh? — ha®. Par ailleurs, on a
w0l = E+ l?t et cﬁ = R—l— f:;’ = R — l;)z. De I'égalité des carrés des rayons
wa? = (wa')? on déduit qu’on a (m\lﬁz) = 0. Comme m, h, a sont alignés, on a
aussi (Eh%) = 0. Le théoreme de Pythagore donne alors mh? = mw? —wh?
et ha® = wa?® — wh?. En définitive, on a bien? p = mw? — wa? = d? — R2.

1.1.8 Remarque. La puissance p(m, C) est positive (resp. nulle, resp. négative)
si et seulement si m est extérieur a C' (resp. sur C, resp. intérieur a C'). Si
(mt) est tangente en ¢ au cercle, on a p(m, C) = mt?.

Expression analytique de la puissance

1.1.9 Proposition. Soit C' un cercle d’équation P(X,Y) = X?+Y?—2bX —
2cY +d = 0 dans un repére orthonormé et soit m = (x,y) un point de R?.
Alors, on a p(m,C) = z* + y* — 2bx — 2cy +d = P(m).

2. On peut bien entendu donner une variante de cette démonstration a l'aide de la
géométrie élémentaire et notamment des propriétés du triangle isoctle waa’. Attention
toutefois aux cas particuliers (par exemple le cas ot D passe par w). On peut aussi montrer
la formule a.ma’ = mb.mb’ grace a la similitude des triangles mab’ et mba’.
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FIGURE 1.1 — Puissance : ma.ma’ = mb.mb = mt? = d> — R?

Démonstration. Le cercle C' a pour centre w = (b, ¢) et son rayon est donné
par R = b? + ¢ — d. Le résultat est conséquence de la formule p(m,C) =
mw? — R2.

1.1.10 Remarque. On retrouve le fait que la puissance p(m, C') est nulle si
et seulement si m est sur C'.

Axe radical de deux cercles

1.1.11 Proposition-Définition. Soient C et C' deux cercles non concen-
triques. L’ensemble des points m du plan qui ont méme puissance par rapport
a C et C" est une droite A(C,C"), appelée axe radical de C' et C’.

Démonstration. Le plus simple est d’utiliser la version analytique. Si C' et C’
ont pour équations? respectives P(X,Y) = X2+ Y2 —2bX —2¢Y +d =0 et
P(X,)Y)=X?+Y?-20/X —2JY +d = 0, les points m = (z,y) qui vérifient
P(m) = P'(m) sont donnés par I’équation 2(6' — b)z +2(¢' —c)y+d—d =
0. Comme les centres (b,c) et (V,¢') de C et C’ sont distincts c’est bien
I’équation d’une droite.

1.1.12 Remarques.

1) Si les cercles C, C" sont concentriques et distincts, on a p(m, C') # p(m, C")
pour tout m.

2) Si C, C" se coupent en des points distincts m et n, leur axe radical est la
droite (mn). En effet, on a p(m,C) = p(m,C") = 0, et de méme pour n, de
sorte que m et n sont sur l’axe radical. Pour une construction dans le cas

3. Les équations de ce type seront dites normalisées.
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général, voir exercice 1.5.2.

3) Dans tous les cas, 'équation de la droite A(C,C") montre qu’elle est
orthogonale a la droite joignant les centres de C' et C'. En particulier, si les
cercles sont tangents, I’axe radical est la tangente commune.

1.1.4 Orthogonalité

Rappelons, voir 1.1.5, que deux courbes planes C et C’ qui se coupent en
un point a sont dites orthogonales en a si les tangentes a C' et C’ en a sont
perpendiculaires. Dans le cas des cercles et des droites on a la traduction
suivante :

1.1.13 Proposition.

1) Soit C un cercle de centre o et D une droite. Alors, C et D sont orthogo-
nauz si et seulement si D est un diamétre de C' (i.e. passe par o).

2) Soient C et C' deux cercles de centres o et o' et de rayons R et R res-
pectivement. On note d la longueur oo’. Alors C' et C' sont orthogonauz si et
seulement si on a d*> = R®> + R

Démonstration. 1) Soit a un point d’intersection de C' et D. La tangente a
D en a est D elle méme et elle doit étre perpendiculaire a la tangente a C'
en a. Or, on sait que celle-ci est perpendiculaire au rayon, c’est-a-dire a (oa).
On a donc D = (oa).

2) Soit a un point d’intersection de C' et C’. Comme les tangentes en a a
C' et C" sont perpendiculaires, ce sont respectivement les droites (o'a) et (oa).
Le triangle oao’ est donc rectangle en a et la conclusion vient du théoreme
de Pythagore.

Les réciproques sont immédiates.

Le corollaire suivant traduit la relation d*> = R? + R’ (cf. [DC51]) :

1.1.14 Corollaire. Deuzx cercles sont orthogonaux si et seulement si la puis-
sance du centre de l'un par rapport a l'autre est égale au carré de son propre
rayon.

1.1.15 Remarque. On peut étendre la définition au cas ou I'un des cercles est
un cercle-point, i.e. de rayon nul. Dans ce cas, les cercles sont orthogonaux
si et seulement si le cercle point est sur 'autre cercle. Cette propriété jouera
un role important au chapitre 3.
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1.1.5 Pinceaux de cercles
Définition

La notion de pinceau* de cercles est trés ancienne. Une définition élémen-
taire passe par la notion d’axe radical, voir [DC51]. On préfere donner ici une
définition analytique, dans ’esprit du chapitre 3.

1.1.16 Définition. Soient C et Cy deux cercles distincts d’équations Py et
P,. Le pinceau de cercles défini par Cy et Cy est l’ensemble des “cercles”
d’équations N\ Py + Mo Py ou les \; sont des réels non tous deux nuls. On le

note (C1, Cy).

1.1.17 Remarques. 1) Cette définition mérite un mot d’explication. Si on
pose :
P(X,)Y)=X*+Y? 20X — 2¢;Y +d;

on a )\1P1 + )\QPQ = ()\1 + )\2)(X2 + Y2) — 2()\1()1 + )\ng)X — 2()\161 + )\202)Y +
(AM1dy + Aads). Posons a = A\ + Ao, b = Aby + Aaba, ¢ = Ajcp + Aacy et
d = \idy + Aady. Léquation A\ Py + APy = a(X? +Y?) = 20X —2¢Y +d =0
définit un cercle si et seulement si a est non nul et b? + ¢ — ad > 0. Si a est
nul on a (en général) 1'équation d’une droite, si b* + ¢* — ad est nul il reste
seulement un point, si cette quantité est négative I’équation définit le vide.
C’est ce qui explique la présence des guillemets autour du mot cercle dans la
définition.

2) Sur cette définition, on voit que les équations des cercles du pinceau ne
sont définies qu’a un scalaire prés (nous verrons au chapitre 3 qu’un pinceau
est une droite projective de l'espace des cercles). En particulier, si 'équation
est bien celle d'un cercle, ce qui impose que a = A; + Ay est non nul, on peut
la normaliser en divisant ses coefficients par a.

Les trois types de pinceaux

1.1.18 Proposition. Soient C; et Cs deux cercles non concentriques, A leur
aze radical et F = (Cy,Cy) le pinceau défini par Cy et Cs.

1) L’axe radical est un élément de F et c’est la seule droite de F.

2) Si C' est un cercle de F, distinct de C, l'aze radical® de C et Cy est
la droite A.

4. On parlait autrefois de faisceaux de cercles. J’ai choisi d’utiliser la terminologie
plus moderne de pinceau, car le mot faisceau a pris en géométrie (algébrique) une telle
importance (en un sens tout a fait différent), qu’il m’est difficile de l'utiliser. Toutefois, les
pinceaux s’appelleront souvent F ...

5. C’est cette propriété qui servait autrefois de définition.
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3) Si Cy et Cy sont sécants en a,b avec a # b, les “cercles” du pinceau
sont les cercles passant par a et b, ainsi que la droite (ab). Les points a et b
sont appelés points-base du pinceau.

4) Si Cy et Cy sont tangents en a, et si D est leur tangente commune en
a, les “cercles” du pinceau sont les cercles tangents a D en a et la droite D.
Le point a est le point limite du pinceau.

5) Si Cy et Cy sont extérieurs ou intérieurs, les cercles du pinceau sont
disjoints, le pinceau contient deuz cercles-points a,b (de rayon nul) appelés
points de Poncelet du pinceau. Les cercles du pinceau (Cy,Cy) sont ortho-
gonauz aux cercles du pinceau a points-base a,b.

FIGURE 1.2 — Un pinceau a points-base

Démonstration. On note P; et P, les équations normalisées de Cy et Cj.

1) On a vu dans la preuve de 1.1.11, qu'une équation de A est P, — P,
ce qui montre que A est dans le pinceau. Inversement, A\ P; + Ao P, n’est
I’équation d’une droite que si 'on a \; + Ay = 0, ce qui, comme les coefficients
sont définis a un scalaire pres, définit une unique droite.

AP+ NP
2) Le cercle C' a pour équation normalisée P := Aat Aol L’axe
) AL+ Ao
radical de C' et 'y a alors pour équation P — P, = By +2 3 (P, — Pp) qui est
1 2

bien une équation de A.
3) Il est clair que les cercles du pinceau passent par a et b. Inversement,
soit C' un cercle passant par a et b et soit ¢ un point de C' distinct de a, b. Les
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FI1GURE 1.3 — Un pinceau a point limite

nombres Pj(c) et Py(c) ne sont pas tous deux nuls, donc il existe Aj, Ay non
tous deux nuls tels que P(c) := (M Py + Ao P,)(c) = 0. Le cercle d’équation
P est dans le pinceau et circonscrit a abc, donc égal a C'.

4) La tangente commune a pour équation D = P, — P,. Soit C' un cercle
du pinceau différent de D. Son équation est \{ P; + Ao P> avec A\ + A\ # 0 et
C N D est défini par les équations P, — P, = APy + Ao P> = 0 qui donnent
P, = P, =0, donc 'unique point a, ce qui signifie que C est tangent a D en
a.

5) Il est clair que les cercles du pinceau sont disjoints. On note R; le rayon
de C; et d la distance des centres. On cherche les cercles points du pinceau F,
donc les cercles \{C7 + A2Cy de rayon nul. Rappelons que le carré du rayon
d’un cercle d’équation a(x? +y?) — 2bxz —2cy +d = 0 est donné par la formule
a’R? = b? +c* — ad. Un petit calcul montre alors que les couples (A1, \y) sont
solutions de I’équation homogene du second degré :

MV + e — di) + M A2(2b1by + 2c109 — dy — da) + N5(b3 + 3 — do) = 0,
soit R2A? + (R? + R3 — d*)\i A2 + R3)\3 = 0, dont le discriminant A est égal
3 (R + B3 — )2 — ARZRS = ((Ry — Ro)® — &)((Ry + Ra)? — ) et, comme
les cercles sont disjoints, on a d < |R; — Rs| ou d > Ry + R, de sorte que A

est positif et I’équation admet deux solutions.
Pour la derniere assertion, on a besoin d’un lemme :

1.1.19 Lemme. Soient C1,Cy, C trois cercles. Si C est orthogonal a C; et
Cy, il est orthogonal a tous les cercles du pinceau (Cy, Cy).

Démonstration. Le lecteur qui souhaite une preuve élémentaire résoudra I’exer-
cice 1.5.5. Pour les autres, voir 3.2.3.
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FIGURE 1.4 — Un pinceau a points de Poncelet

La fin du point 5) résulte alors de 1.1.15. En effet, les cercles-points a, b
sont sur les cercles du pinceau F’ a points-base a, b, donc ils leur sont ortho-
gonaux. Comme a, b engendrent F, la conclusion vient du lemme.

1.1.20 Remarque. En comparant avec ’excellent livre de Deltheil et Caire, le
lecteur constatera combien les techniques linéaires du chapitre 3 simplifient
et éclairent ces questions. C’est particulierement frappant pour le lemme ci-
dessus.

1.1.21 Remarque. Nous verrons au chapitre 3 que les trois types de pinceaux
définis ci-dessus correspondent aux orbites du groupe circulaire dans son
opération sur les pinceaux et nous mettrons en évidence des représentants
privilégiés pour chaque type (droites concourantes, droites paralleles, cercles
concentriques), voir 4.2.4.

1.2 L’inversion : définition et premieres pro-
priétés
Nous donnons ict une définition élémentaire de [inversion, telle qu’elle
était enseignée autrefois dans les lycées.

1.2.1 Définition

1.2.1 Définition. Soit o un point de X et k un réel non nul. On appelle
inversion de pole o et de puissance k ['application :

i(o,k) =X —{o} = X —{o}
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R
définie par i(o,k)(m) =m’' avec om' = k”; B

1.2.2 Remarques. Dans les remarques qui suivent, ¢ est I'inversion de pole o
et de puissance k.

1) I revient au méme de dire que les points o, m, m’ sont alignés et vérifient
om.om/ = k. C'est cette définition qui était utilisée autrefois au lycée®. Si
I’on restreint ¢ a une droite D passant par o et qu’on pose om = x on a donc,
en coordonnées i(z) = k/x (d’ou le nom d’inversion). On voit que i|p définit
une homographie (une involution) de la droite projective associée & D. En
particulier, ¢ conserve le birapport sur D.

2) On vérifie aussitot qu'on a om' = 1L} (inversion des longueurs).
om

3) Si on pose m"” =i(m’), on a :

—

— om/ , om | om)?

om" =k——=k = om,
[om |2 [k|2

lom |2

donc m” = m, de sorte que i est une involution de X — {o} (et donc une

bijection).
4) Si T'on adjoint & X un unique point a linfini, noté oo, et si 'on pose
X = X U {oo} (on parle alors de X comme du plan anallagmatique

associé a X), on peut prolonger ¢ en une bijection de X en posant i(0) = 0o
et i(00) = o.

5) L’application i : X — {0} — X — {0} est continue. Si I'on munit X
de la topologie " pour laquelle les voisinages de oo sont les complémentaires

des compacts de X, la bijection obtenue a la remarque précédente est un
homéomorphisme de X. Nous reviendrons sur ce point au chapitre 2.

1.2.2 Quelques propriétés
Composition

Le produit de deux inversions n’en est pas une en général. Le groupe
engendré par les inversions sera étudié aux chapitres suivants. Notons seule-
ment :

6. Je vous parle d'un temps que les moins de vingt ans (voire de cinquante) ne peuvent
pas connaitre ...
7. Cette topologie en fait le compactifié d’Alexandroff de X.
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1.2.3 Proposition.

1) La composée® i(o, k) oi(o, k') est 'homothétie h(o,k/k'). Ces transforma-
tions ne commutent que si on a k = +k'.

2) En particulier, on a i(o,—k) = 0, 01i(0,k) = i(o,k) o 0, ot 0, désigne la
symétrie de centre o.

Démonstration. La preuve est analogue a celle de 2 = Id. On notera que
le second point permet tres souvent de se ramener au cas des inversions de
puissance positive ?.

Points fixes, cercles invariants

1.2.4 Proposition. Les points fixes de i(o, k) sont les points m qui vérifient
om? = k. Si k est négatif il n’y a pas de points fives, si k est > 0 on obtient le
cercle T de centre o et de rayon \'k. On dit encore que i(o0, k) est Pinversion
de cercle T' et on la note aussi ir.

1.2.5 Remarque. Le complémentaire du cercle I' a deux composantes connexes,
le disque, qui est borné et contient le centre, et 'extérieur, qui est non borné
et contient le point co. Si ¢ est 'inversion de cercle I'; elle laisse fixe I', mais
comme elle échange le centre de I' et le point a I'infini, elle échange I'intérieur
et 'extérieur de I', autre raison qui justifie son nom.

Il y a d’autres cercles qui sont globalement conservés par une inversion :

1.2.6 Proposition. Soit i = i(o, k) une inversion et C' un cercle ne passant
pas par o. Si k est égale a la puissance de o par rapport a C, C' est invariant
par i. Il suffit pour cela que C' contienne deux points m,m’ inverses l'un de
lautre.

Sik est > 0, et si " est le cercle d’inversion de i, les cercles C' orthogonaux
a I' sont invariants par i.

Démonstration. En effet, si m est un point de C' et si m’ est 'autre '° point

d’intersection de (om) et de C, on a om.om’ = p(o,C') = k, donc i(m) = m/.

Le dernier point résulte de 1.1.14.

Inversion et cocyclicité

La propriété suivante est essentielle :

8. Prolongée en envoyant o sur o.
9. On parlera souvent d’inversion positive ou négative au lieu d’inversion de puissance
positive ou négative.
10. Si (om) est tangente & C' en m, le point m est fixe par i.
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1.2.7 Proposition. Soit i = i(o, k) une inversion, soient p,q € X —{o} des
points non alignés avec o et soient p' = i(p) et ¢ = i(q) leurs transformés.
On suppose p # p'. Alors, les quatre points p,q,p’,q sont cocycliques.

Démonstration. Soit C' le cercle circonscrit a p,q,p’ et soit ¢” le point d’in-
tersection de C' et de (ogq) autre que ¢. Par définition de l'inversion, on a
opop =0goq = k. La propriété de la puissance de o par rapport a C' donne
aussi opop’ = 0goq” = k et on en déduit og’ = og”, de sorte que ¢’ = ¢" est
sur C.

1.2.8 Remarques. 1) Cette proposition fournit une construction de I'image
d’un point par une inversion dont on connait le pole et un couple de points
homologues.

2) 1l se peut qu’on ait ¢ = ¢, auquel cas la droite (0g) est tangente au
cercle (pp'q) en q et on a og* = k.

Calcul de longueurs

1.2.9 Proposition. Soit i =i(o, k) une inversion, soient p,q € X — {o} et

k
p =i(p) et ¢ =i(q) leurs transformés. On a la formule p'q’ = Iklpa .

op . oq

Démonstration.

C’est facile si o, p,q sont alignés. Sinon, on
note que les triangles opg et o¢’p’ sont sem-
blables (comme les points p, q,p’, ¢’ sont co-
cycliques, c’est le théoreme de l'angle ins-
crit, dans diverses positions selon les cas de

O
figure). On en déduit P4 P Pou le
P'q oq’ -

résultat par 1.2.2.2.

FIGURE 1.5 — Inversion, cocyclicité, longueurs

(On peut aussi faire un calcul vectoriel directement, voir exercice 1.5.7.)
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1.3 Images des cercles et des droites

1.3.1 Images des droites, images des cercles passant
par le pole

Le charme de l'inversion, par rapport aux transformations euclidiennes
usuelles, c’est qu’elle peut changer les droites en cercles et inversement :

1.3.1 Proposition. Soit i = i(o, k) une inversion et D une droite.

1) Si D passe par le péle, l'image de D (privée de o) est elle-méme.

2) Si D ne passe pas par o, l'image de D est un cercle C' passant par o, privé
de o. La tangente en o a ce cercle est paralléele a D.

3) Inversement, l'image d’un cercle passant par o (privé de o) est une droite,
ne passant pas par o et paralléle a la tangente au cercle en o.

Démonstration. Le premier point est clair. Pour le second, on donne deux
preuves.

1) Géométriquement. Soit h le projeté orthogonal de o sur D, soit h’' =
i(h), soit m € D quelconque, distinct de h et posons m’ = i(m). On a vu
en 1.2.7 que les points h,/hi m, nisglt cocycliques et, en vertu du théoreme
de I'angle inscrit, on a mhh' = mm'h’ = w/2. Mais, cela montre que I’angle
om/I7 est droit, de sorte que m’ est sur le cercle (fixe) C' de diametre [oh/].
Réciproquement, on vérifie que tout point de ce cercle, a 'exception de o,
est sur i(D). Comme le cercle est de diametre [oh'], la tangente en o est
perpendiculaire a (oh’), donc parallele a D.

o'

FIGURE 1.6 — Inverse d’une droite

2) Analytiguement. Prenons o comme origine du plan, z = a (avec a # 0)
comme équation de D et soit m = (a,y) € D. On calcule m’ = i(m) = (2/,y)
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ka k
avec la définition vectorielle et on a2’ = —— et ¢y = M
a? + y?

aZ + 12
ainsi une représentation paramétrique de Z(CZ)/ en fonction de y. On élimine
y = ay'/z’ pour obtenir équation cartésienne : a(z’* 4+ y'*) — ka' = 0, qui
est I’équation d’un cercle passant par o, centré sur (ox) et recoupant cet axe
en (k/a,0), inverse de (a,0).

Le point 3) résulte du fait que i est involutive.

- On obtient

1.3.2 Corollaire. Si un cercle de centre w est transformé en une droite D
par une inversion de pole o, l'image w' = i(w) du centre du cercle est le
symétrique de o par rapport a D.

Démonstration. On reprend les notations de la proposition précédente. On a
donc ow.ow’ = oh.oh/ = k. Comme [oh/] est un diametre de C, on a oh/ = 20w,
d’out ow’ = 20h et le résultat.

1.3.2 Application : le théoreme de Ptolémée

L’usage de l'inversion permet de retrouver facilement le théoreme de
Ptolémée (voir aussi Partie V, 7?7 et 77 et ci-dessous 2.6.4 et 7.2.8).

1.3.3 Théoreme. Soient a,b,c,d quatre points de X, trois a trois non
alignés. On suppose que abcd est un quadrilatére convexe. Alors, a,b,c,d
sont cocycliques si et seulement si on a ac.bd = ab.cd + ad.be (le produit des
diagonales est égal a la somme des produits des cotés opposés).

Démonstration. On effectue une inversion i de pole a et de puissance positive
quelconque. Supposons d’abord a, b, ¢, d cocycliques, de sorte que les images
b',c,d deb,c,d sont alignées. De plus, comme [bd] coupe la demi-droite [ac)
par convexité, ¢’ est entre b’ et d’. On a donc b'd’ = b’ + ¢'d’. On conclut en
utilisant la formule de 1.2.9.

Réciproquement, le méme calcul montre qu’on a b'd’ = b'd +'d’, de sorte
que b, et d' sont alignés. Alors, leurs images b, ¢,d par i (qui ne sont pas
alignées) sont sur un cercle passant par a : cqfd.

1.3.3 Images des cercles ne passant pas par le pole

1.3.4 Proposition. Soit i = i(o, k) une inversion et soit C' un cercle ne
passant pas par o. Alors, l'image de C' est un cercle C' ne passant pas par o.

Démonstration. 1) Supposons d’abord & = A := p(o,C') (puissance de o par
rapport a C'). Alors, C' est globalement invariant par ¢ en vertu de 1.2.6.
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2) Passons au cas général. On a vu la formule i(o, k) = h(o,k/X) oi(o, A).
Il en résulte que i(C') est I'image de C' par 'homothétie de centre o et de
rapport k/\, d’ou la conclusion.

La proposition suivante précise les inversions échangeant deux cercles :

1.3.5 Proposition. Soient C,C’" deux cercles de rayons distincts et non
tangents. Il existe deux inversions échangeant ces cercles, dont les poles sont
les centres des homothéties transformant C' en C' (voir Partie V, exercice
??), donc situés sur la droite des centres.

Démonstration. On traite le cas de deux cercles extérieurs, le lecteur se

convaincra que les autres sont analogues. Soit a le centre!? de 'homothétie

de rapport k = R'/R qui transforme C' en C’ et soit p la puissance de a par

rapport a C’. Considérons une sécante (am) avec m € C qui recoupe C’ en

deux points, m’ = h(m), qui est tel que (o'm’) et (om) soient paralleles, et
am - N

m”. Alors, on a 5= 7 et am’.am” = p. On en déduit am.am” = p/k, ce
m

qui montre que m” est I'image de m dans I'inversion de pole a et de puissance

p/k. En appliquant cela avec trois points de C' on voit qu'on a i(C') = C".

Inversement, si l'inversion i de pole a transforme C' en C’, si on pose
i(m) = m” et qu'on appelle m' I'autre point d’intersection de (am) et de C",
le méme calcul montre que m’ est 'image de m par I'une des homothéties
échangeant les cercles.

1.3.6 Remarques. 1) Lorsque les cercles sont sécants, les cercles d’inversion
qui les échangent passent par les points d’intersection, voir figure ci-dessous.
En effet, ces points sont soit fixés par les inversions, soit échangés, mais ce
dernier cas est impossible car les poles sont sur la droite des centres donc ne
sont pas alignés avec les points d’intersection.

2) Pour une autre approche, dans laquelle les divers cas particuliers ap-
paraissent peut-étre plus naturellement, voir 4.1.8.

1.3.4 Conservation des contacts

Dans la proposition suivante, on appelle cercle-droite un ensemble qui
est soit un cercle, soit une droite et on convient de dire que deux cercles-
droites sont tangents s’ils le sont au sens ordinaire ou si ce sont deux droites
paralleles.

11. Si les cercles sont concentriques, tout ce beau monde est agglutiné en un seul point.
12. Le raisonnement est identique avec le centre b de 'homothétie négative qui trans-
forme C en C’.
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FIGURE 1.7 — Inversions et homothéties

1.3.7 Proposition. L’image par une inversion de deux cercles-droites tan-
gents est formée de deux cercles-droites tangents.

Démonstration. On prolonge I'inversion au compactifié X. La condition de
contact de C, C’ s’exprime alors comme une condition de cardinal : |[CNC’| =
1 et elle est conservée par I'inversion qui est une bijection.

1.3.8 Remarque. Plus généralement, on a défini en 1.1.3, I'angle de deux
courbes C, C" de classe C*. Nous verrons au chapitre 2 que l'inversion s’écrit
en complexes sous la formes z — a/Z. C’est donc une transformation anti-
holomorphe, de sorte que son application linéaire tangente est une similitude
indirecte et elle conserve les angles non orientés, donc le contact et 1’ortho-
gonalité, mais change en leurs opposés les angles orientés, voir ci-dessous
exercice 1.5.13 et proposition 2.5.2.

1.4 Le théoréeme de Feuerbach

Nous terminons ce chapitre en prouvant I'un des plus beaux théoremes
de la géométrie élémentaire :

1.4.1 Théoréme. (Feuerbach )
Dans un triangle, le cercle des 9 points (voir Partie V ?7?) est tangent
auz cercles inscrit et exinscrits.

13. Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834). A ne pas confondre avec le philosophe Ludwig
Feuerbach. Il semble bien que la découverte du cercle des 9 points, attribuée a Euler, soit
en fait due a Feuerbach.
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FIGURE 1.8 — Le théoreme de Feuerbach

1.4.1 Notations, rappels et préliminaires
Notations

On considere un triangle abe, on note a’, ', ¢ les milieux des cotés [be], [ca]
et [ab] respectivement, aq, by, ¢1 les pieds des hauteurs issues de a, b, ¢ respec-
tivement, o le centre du cercle circonscrit {2 au triangle. On note C' le cercle
inscrit dans abc. Son centre 7 est l'intersection des bissectrices intérieures du
triangle, voir Partie V ?7. On note C' le cercle exinscrit dans I’angle a@. Son
centre j est l'intersection de la bissectrice intérieure de @ et des bissectrices
extérieures de b et ¢. Les cercles C' et C” sont tangents & (bc) respectivement
en h et k.

On considere aussi les points d, intersection de la bissectrice (ai) et de
(be) et e, milieu de [ij], voir figure 1.9.

Rappels

e Rappelons que le cercle des neuf points I' est le cercle qui passe par
par les milieux des cotés a’,b’,¢’. Il passe aussi par les pieds des hauteurs
ai, by, cy. Ce cercle est 'image du cercle circonscrit {2 par 'homothétie de
centre g (centre de gravité du triangle abc) et de rapport —1/2 car cette
homothétie transforme respectivement a,b,c en a’, ', c.

e Le résultat suivant, qui concerne les divisions harmoniques, était autre-
fois classique :
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1.4.2 Lemme. Soient a, b, ¢, d quatre points distincts d’une droite D formant
une division harmonique (ce qui signifie qu’on a [a,b,c,d] = —1) et soit m
le milieu de [ab]. On a la formule ma®> = mb? = mc x md.

Démonstration. 11 est facile de prouver cette propriété en écrivant éa.db =
—cb.da et en introduisant m grace a la relation de Chasles.

On peut aussi considérer 'inversion f de pole m et de puissance k =
ma? = mb®. Restreinte & D avec m comme origine, c¢’est simplement 1'ap-
plication z — k/x et c’est une involution homographique qui fixe a et b.
Comme on a [a,b,c,d] = —1, f échange c et d (voir Partie I ??) et on a bien
me.md = k.

e Soit C' un cercle de centre o, m un point extérieur a C', A et B les deux
tangentes a C issues de m qui touchent C' en a et b. Il est clair que les droites
A et B sont symétriques par rapport a D = (mo). De plus, leurs directions
sont symétriques par rapport a la direction de la corde (ab). En effet, si u est
le milieu de [ab], on a 7(4) = 0, 0 Tp, OU Tp, T(ep) sont les symétries d’axes
D, (ab) et o, la symétrie de centre u, et le résultat vient du fait que o,
transforme une droite en une droite parallele.

1.4.2 Démonstration du théoréme de Feuerbach

On se reportera a la figure 1.9.

Le principe : ’inversion f

L’idée de la démonstration consiste a effectuer I'inversion f de pole a’ et
de puissance a’h? (dont on montrera qu’elle est aussi égale & a’k?). Comme
le pole est sur le cercle I', 'inversion transforme I' en une droite A ; comme
(a’h) est tangente & C en h, a’h? est la puissance de a’ par rapport a C,
de sorte que C' est invariant par f, et de méme pour C’. Comme l'inversion
conserve les contacts (voir 1.3.7), il suffit de montrer que A est tangente a C
et C'.

Le point ¢ et le cercle )

Rappelons que e est le milieu de [ij]. Comme (bi) et (bj) sont les bissec-

trices intérieures et extérieures de abe, elles sont perpendiculaires, donc b
est rectangle en b et on a eb = et = ej. On a, de méme, ec = ei, ce qui montre
que e est sur la médiatrice de [be]. Les égalités précédentes montrent que le le

cercle de centre e passant par b passe aussi par ¢,i,j. On a donc iec = 2ibe
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(angle au centre est double de I'angle 1nscr1t) Mais, comme (b) est bissec-

trice de abc cet angle est encore égal a abc. On a donc abe = iec = Gec car
(ae) = (ie) et cela montre!® que les points a, e, b, c sont cocycliques : e est
sur le cercle circonscrit €2 a abe.

Divisions harmoniques

On sait que les bissectrices et les cotés d'un angle forment un pinceau
harmonique (voir Partie I exercice ?77). On a donc [(ba), (bc), (bi), (bj)] =
—1. En coupant le pinceau par (ai) on en déduit [a,d,i,j] = —1. Soit p
la projection orthogonale de (ai) sur (bc). Elle conserve le birapport. Les
images de a,d, i, j par p sont respectivement ay,d, h et k (pour ces derniers
c’est le fait que la tangente a un cercle est perpendiculaire au rayon). On a
donc [ay,d, h, k] = —1. De plus, comme e est sur la médiatrice de [bc], il se
projette en @', mais comme il est milieu de [ij], cela montre > que a’ est milieu
de [hk]. En vertu du lemme 1.4.2 on a donc o'h? — a'k? — @ a.a'd.

La droite A

La formule précédente montre que 'inversion f de pole a’ et de puissance
a’'h? est aussi de puissance a'k? et qu’elle transforme a; en d. Comme I" passe
par aj, la droite A = f(I') passe par d. Comme la droite (bc) est tangente
a C et (' et passe aussi par d, pour voir que A est I'autre tangente a ces
cercles passant par d, il suffit de montrer que (bc) et A sont symétriques par
rapport a (di) = (ij).

Comme ces droites passent toutes deux par d, il suffit de voir que leurs
directions sont symétriques. Or, comme A est I'inverse de I' dans une inver-
sion de pole @', on sait que A est parallele a la tangente a I' en @’ (voir 1.3.1).
Par le premier rappel ci-dessus, c¢’est-a-dire I’homothétie de €2 et T", cette di-
rection est aussi celle de la tangente a 2 en a. Mais, par le troisieme rappel,
les tangentes a {2 en a et e ont des directions symétriques par rapport a la
corde (ae) = (ij). Comme la tangente en e est perpendiculaire a (oe) = (od’),
donc parallele a (bc), les directions de (bc) et A sont bien symétriques par

rapport a (ij).

1.4.3 Remarque. Pour une approche analytique du théoréeme de Feuerbach,
voir 'exercice 3.4.3. Pour son expression en termes de relations entre les
invariants, voir paragraphe 7.3.3.

14. Car b et e sont dans le méme demi-plan limité par (ac).
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1.5 Exercices

1.5.1 Puissance, axe radical, pinceaux

1.5.1 Exercice. Soit C' un cercle.
1) Construire un cercle C’ orthogonal a C, de centre o' donné. Discuter.

2) Soit @ un point fixe n’appartenant pas a C'. Quel est le lieu des centres
des cercles orthogonaux a C' et passant par a ? Construire le deuxieme point
de Poncelet du pinceau (C, a).

3) Soient C4,Cy, C3 trois cercles non en pinceau. Construire le cercle du
pinceau (Cq, Cs) orthogonal a Cs.

1.5.2 Fzxercice. On considere deux cercles disjoints.
1) Construire leur axe radical. (Utiliser un cercle auxiliaire coupant les
deux cercles.)

2) Construire les points de Poncelet du pinceau F défini par ces cercles.
(Construire un cercle orthogonal aux deux, par exemple de centre le point
d’intersection de l’axe radical et de la droite des centres. Il passe par les
points de Poncelet.)

3) Soit a un point quelconque. Construire le cercle du pinceau F qui passe
par a (utiliser 1.5.1).

1.5.3 Ezercice. 1) Soient Cp,Cs, Cy trois cercles dont les centres ne sont
pas alignés. Montrer qu’il existe un unique point m qui vérifie p(m, Cy) =
p(m,Cy) = p(m,Cs). Ce point est le centre radical des trois cercles. En
donner une construction dans les divers cas possibles. Que se passe-t-il si les
centres sont alignés ?

2) Soient A, B, C trois cercles. On suppose que B,C (resp. C, A, resp.
A, B) se coupent en a,a’ (resp. b, ', resp. ¢, ¢’). Montrer que les droites (aa’),
(b') et (cc’) sont concourantes. (On retrouve ainsi le théoreme facile des six
cercles, voir 6.2.1 et 6.6.1).

1.5.4 Ezercice. Soit abc un triangle, a’, b/, ¢’ trois points distincts des sommets
et situés respectivement sur (bc), (ca), (ab). On suppose que les droites (aa’),
(V') et (ec’) sont concourantes ou paralleles. Le cercle circonscrit a a'b'¢
recoupe (bc), (ca), (ab) en a”,b", . Montrer que les droites (aa”), (bb") et
(ec”) sont concourantes ou paralleles. (Théoreme de Terquem !5 ; utiliser le
théoreme de Céva, voir Partie I 7?7 et la puissance).

15. Olry Terquem, mathématicien francgais, 1782-1862, bien oublié de nos jours.
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1.5.5 Ezercice. On se propose de prouver directement le lemme 1.1.19.

1) Soient Cy, Cy deux cercles et A leur axe radical. Montrer que le pinceau
(Cy, Cy) est 'ensemble ' des cercles C' tels que 1'axe radical de C' et C} soit
égal a A.

2) Prouver le lemme 1.1.19 (si C' est un cercle de centre o orthogonal a
Cy et Cy, on considérera les puissances de o par rapport a Cy et Cy).

1.5.2 Généralités sur 'inversion

1.5.6 FExercice. Soit i I'inversion de cercle I' de centre o. Soit a un point
extérieur a I', ¢, les points de contacts des tangentes a I' issues de a. La
droite (tt') coupe (oa) en a’. Montrer qu'on a i(a) = a’ et en déduire une
construction de l'inverse d’un point quelconque.

1.5.7 FEzxercice. Montrer par un calcul vectoriel direct la formule de 1.2.9
. . -
donnant p'q’ (on écrira PG = 04 — op et de méme pour p'¢ ).

1.5.8 Ezxercice. 1) Soient ¢ une inversion de cercle C, m’ I'image d’un point
m & C et I' un cercle passant par m, m’. Montrer que I" est orthogonal a C
(utiliser 1.1.14).

2) Soit C' un cercle de centre o et a, b deux points distincts et distincts de
0. Montrer qu’il existe un unique cercle I" orthogonal a C' (ou une droite) et
passant par a,b et le construire. (On utilisera 'inversion de cercle C'.)

1.5.9 Ezercice. § On trouve dans le livre de Deltheil et Caire [DC51], p. 179,
'assertion suivante (cf. 1.2.7) :

La propriété de deux couples homologues d’appartenir a un méme cercle,
supposée vérifiée par tout systeme de deux tels couples, est caractéristique de
ltnversion et de la réflexion.

1) Critiquer cette assertion 7. (Outre le cas des points alignés, le lecteur
considérera avec effroi les exemples suivants. Soient ¢ une inversion de pole
o, K une réunion de droites passant par o et L son complémentaire. On
considere I'application f définie sur le plan privé de o qui est égale a ¢ sur K
et a l'identité sur L. Elle vérifie la condition de [DC51]. Il en est de méme
de l'application définie comme une bijection quelconque d’une droite D et
comme l'identité en dehors.)

2) Pour réparer ce théoréeme, on se place dans le plan anallagmatique
X = X Uoo (voir 1.2.2). On convient (voir Chapitre 2) d’appeler droites de

16. Plus I’axe lui-méme.
17. Malgré tout le respect que j’ai pour Deltheil et Caire, il faut reconnaitre qu’ici leur
énoncé est bien bancal! Les canons de la rigueur ont bien évolué depuis 1940.
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X les réunions des droites de X et du point a l'infini. Soit f : X — X une
bijection. On note m' I'image du point m par f.
a) On fait les deux hypotheses suivantes :
(DC) Pour tous p,q € X les points p, ¢, p’, ¢’ sont cocycliques ou alignés.
(T) Il existe quatre tels points p, g, p’, ¢" distincts et non alignés.
Montrer qu’il existe une inversion ou une réflexion o telle que 'on ait
o(m) =m' = f(m) dés que m et m’ sont distincts. (On utilisera les quatre
points p, p’, q, ¢ distincts et non alignés, on distinguera selon que les droites
(pp') et (qq') sont sécantes ou paralleles et on utilisera 1.5.3.)

b) On suppose que f vérifie (DC) et qu’elle est sans point fixe. Montrer
que f est une inversion ou une réflexion.

¢) On suppose que f vérifie (DC) et qu’elle est continue et différente de
Iidentité. Montrer que f est une inversion ou une réflexion.

1.5.10 Ezercice. (Théoréme de Coolidge) Soit i une inversion de pdle o,
a,a’; b,b' et m, m’ trois couples de points homologues par i. Montrer ’égalité
d’angles de droites : (ma, mb) + (m'a’,m't’) = (oa,ob). Utiliser ce résultat
pour retrouver le fait que si m décrit un cercle passant par a, et b, m’ décrit
un cercle ou une droite passant par a’ et b'.

1.5.11 Ezercice. Soient i une inversion de pole o, abc un triangle, a’t’c’ son
image, a”,b", ¢’ les projetés orthogonaux de o sur les droites (bc), (ca), (ab)
respectivement.

Montrer que les triangles a't'c’ et a”, 0", ¢’ sont semblables. (Indication :
partager les angles de ces triangles en deux a l'aide de o et utiliser la cocy-
clicité des points o,a”, ¢,b” et a,b,a’, b’ notamment.)

1.5.3 Conservation des contacts et des angles

1.5.12 FExercice. Soit ¢ une inversion de pole o et de puissance k. Soit C'
un cercle ne passant pas par o, C’ son image, m un point de C et m' =
i(m). Montrer que les tangentes a C' et C’ en m et m’ respectivement sont
symétriques par rapport & la médiatrice de [mm/]. (Considérer le cercle!8 T’
passant par m,m’ et tangent a C' en m. Montrer qu’il est invariant par i,
qu’il est tangent a C’ en m’ et conclure.)

Que se passe-t-il dans le cas ou le cercle C passe par o7

1.5.13 Exercice. Soit ¢ une inversion. On s’intéresse ici aux angles des droites
et des cercles, vus comme angles (de droites) de leurs tangentes dans le cas
des cercles. Montrer que ¢ conserve les angles non orientés mais qu’elle change
le signe des angles orientés (utiliser 'exercice précédent). (Voir aussi 2.5.2.)

18. Le lecteur prendra garde au cas ol m’ est sur la tangente a C' en m.
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1.5.14 Ezercice. Soient C' un cercle de centre o et de rayon R et D une
droite. On note d la distance de o a D. Soit @ un point de C'— D et ¢ une
inversion de pole a qui transforme C' en une droite D’ et D en un cercle
C" de centre o' et de rayon R’. On note d' la distance de o' & D’. Montrer
qu'on a d/R = d'/R'. (Le calcul est assez saumatre. On pourra par exemple
supposer que o est 'origine, D la droite d’équation x = d et que a est le
point (Rcosf, Rsin#). Voir 4.2.10 pour des éclaircissements.)

1.5.4 Inverseurs

1.5.15 Ezercice. (L’inverseur de Hart)

On considere un trapeze isocele convexe abed et on suppose qu’on a un
dispositif articulé formé des quatre barres [ad], [db], [bc] et [ca], les points a
et d étant fixes. On fixe sur [bd] un point m et on porte sur |ac] le point m/
défini par m'c = md. Montrer que, quand le dispositif articulé bouge (par
exemple en bougeant b), les points m, m’ sont inverses I'un de I’autre dans une
inversion que 'on précisera. (Indication : le pole est le point o d’intersection
de (mm') et (ad), on montrera qu’il est fixe. La puissance se calcule avec
Thales. On se ramene a montrer que ab X cd est constant et c¢’est Ptolémée.)

1.5.16 Ezercice. (L’inverseur de Peaucellier) Il s’agit d’un dispositif ar-
ticulé comme sur la figure ci-dessous : ambm’ est un losange et les longueurs
oa et ob sont égales. On pose r = am et d = oa.

F1GURE 1.10 — L’inverseur de Peaucellier
Montrer qu'on a m’ = i(m), ou i désigne l'inversion de podle o et de

puissance d? —r2. Indiquer comment on peut utiliser ce dispositif pour tracer
I'inverse d’une courbe donnée.
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1.5.5 Un lemme de Steiner

1.5.17 Ezercice. Soient (' et Cy deux cercles, avec C intérieur a Cy et soient
I'y et 'y deux cercles tangents a C; et C5. On note respectivement a, b, ¢, d
les contacts de C1,T'y; C1,Ty; Co, Ty et Cy, 'y, Montrer que (ab) et (cd) se
coupent en un point de l'axe radical A de C et Cs. (On notera o le point
d’intersection de (ab) et A et on considérera'® I'inversion de pole o et de
puissance oa.ob.)

1.5.6 Inversion et polaire

1.5.18 FExercice. Cet exercice rappelle la définition de la polaire d’un point
par rapport a un cercle. Soit C' un cercle de centre w et de rayon R > 0, soit
o un point du plan, distinct de w, et soit D une droite.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) La droite D est la polaire de o par rapport & C' au sens des coniques
(voir Partie III, 77).

ii) Si une droite A passant par o coupe C' en m,n et D en p, on a
lo,p,m,n] = —1. o

iii) La droite D est perpendiculaire a (ow) au point h défini par wh.wo =
R%.

(Pour montrer 74) on utilisera la réflexion d’axe (ow) et 1.4.2.)

On dit alors que D est la polaire de o par rapport au cercle C.

1.5.19 Ezxercice. Soient C' un cercle de centre w, o un point du plan non situé
sur C et distinct de w et D la polaire de o par rapport a C' (voir 1.5.18). On
note p la puissance de o par rapport a C' et on considere I'inversion i = i(o, p).

1) Montrer qu'on a i(C) = C.
2) Montrer que h = i(w) est le point d’intersection de D et de (ow).

3) Montrer que I'image du cercle de diameétre [ow] par i est la droite D.

1.5.7 Chapple et Poncelet
1.5.20 Ezercice. Soit ¢ une inversion de pole a et de puissance positive p, C'
un cercle de centre o et de rayon R ne passant pas par a et C’ son image, qui

R
est un cercle de rayon R'. Montrer la formule R’ = _pr
oa? — R?

19. Steiner n’utilise pas vraiment I'inversion pour montrer ce lemme, mais cela revient
essentiellement au méme, voir I'introduction historique ci-dessus.
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1.5.21 Ezercice. Soit abc un triangle, C' son cercle circonscrit, de centre o et
de rayon R, I' son cercle inscrit, de centre u et de rayon r. On pose d = ou.
On note @/, ¢ les points de contact du cercle I' avec les cotés (be), (ca) et
(ab) respectivement.

1) Montrer que I'inversion i de cercle I' transforme C' en le cercle C' des
neuf points du triangle a’b'c’. (On montrera par exemple que 'image de a est
le milieu m de (b'¢’).)

2) En déduire la formule de Chapple : d*> — R? = 2rR (on se souviendra
que le rayon de C” est /2 et on utilisera l'exercice précédent).

3) Montrer le grand théoreme de Poncelet dans le cas de deux cercles et
un triangle : s’il existe un triangle abc inscrit dans C' et circonscrit a I, il en
existe une infinité (voir Partie III, chapitre 4, §4.5).

1.5.8 Le probleme de Napoléon

1.5.22 FExercice. Le probleme est de construire le centre d’un cercle donné, a
I'aide du compas seulement. Soit C' un cercle de centre o (inconnu). Montrer
que la procédure suivante permet de construire le point o.

On choisit un point a € C quelconque, on trace un cercle I' de centre a,
qui coupe C en e et f. Les cercles de centres e, f passant par a se recoupent
en b. On considere le cercle X, de centre b, passant par a qui coupe I" en m, n.
Alors, les cercles de centres m et n passant par a se recoupent en o.

Indication : On considérera 'inversion i de pole a et de cercle d’inversion
I". On montrera que 'on a i(o) = b (voir 1.3.2) et que o est symétrique de a
par rapport a (mn).

1.5.9 Un lieu géométrique classique

1.5.23 FExercice. Soient a, b deux points distincts du plan et soit £ un nombre
réel positif. On se propose de déterminer ’ensemble des points m du plan

vérifiant ma _ k.
mb

1) Traiter le cas ou k est égal a 1.

2) On suppose k # 1.

a) Montrer qu’il existe exactement deux points my, my € (ab) vérifiant
mia . moa

mlb N mgb N

On considere l'inversion i de pole m; et de puissance mya.m;b.

b) Montrer que i transforme my en le milieu p de [ab] (on peut par exemple
utiliser le birapport, voir 1.2.2), puis qu’elle échange la médiatrice de [ab] et
le cercle de diametre [myms).
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FiGURE 1.11 — Le probleme de Napoléon

/

m
¢) Soit m un point du plan et posons m’ = i(m). Montrer qu’on a 5=
m

m
k— et conclure.
ma

1.5.10 Applications de Ptolémée

1.5.24 Ezercice. 1) Soit abc un triangle équilatéral et m un point de son

cercle circonscrit situé dans ’arc be. Montrer 1'égalité ma = mb + mc. (On
pourra utiliser le théoreme de Ptolémée ou proposer une preuve directe.)

2) Soit abc un triangle, m un point de (bc), p et g ses projetés orthogonaux
sur (ab) et (ac) respectivement. Pour quelle position de m la longueur pq est-
elle minimale ? (Considérer le quadrilatere apmg.)

1.5.11 Feuerbach généralisé

1.5.25 Ezercice. Soient C4,Cy, C3 trois cercles sécants deux a deux et ad-
mettant un unique point commun o. Le ressort de l'exercice est de
transformer la situation par une inversion de pole o.

1) Montrer qu’il existe exactement quatre cercles-droites tangents aux C;
(les cercles tangents auz cotés du “triangle”).
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2) Montrer qu'il existe exactement un cercle Hy, du pinceau (C;, C;) qui
soit orthogonal a C (les hauteurs). Montrer que les trois cercles Hy passent
par o et sont en pinceau (elles sont concourantes).

3) On appelle a; le point d’intersection de C; et H; autre que o (les pieds
des hauteurs) et T' le cercle circonscrit a ajasas (le cercle d’Fuler). Montrer
que I' est tangent aux quatre cercles de la question 1 (Feuerbach).

Dans le cas général ou les cercles n’ont plus un point en commun, il ne
semble pas y avoir de résultat qui généralise Feuerbach. On peut encore définir
les “hauteurs” H;, et elles sont en pinceau, voir 5.2.11. Cette fois on a six
points d’intersection avec les “cotés” C; et huit cercles d’Euler possibles, mais
ils me sont pas tangents (en général), méme a un seul des cercles tangents

auz C;, comme le montre l'expérience avec Cabri®® .

20. Comme on le verra au chapitre 5, on se retrouve alors en géométrie hyperbolique ou
elliptique. En géométrie hyperbolique, les deux cercles ont “l’air tangents”, mais si I'on
demande a Cabri les points d’intersection, il en affiche deux, voisins mais distincts.
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Chapitre 2

La droite projective complexe

Ce second chapitre vise a identifier la géométrie anallagmatique plane
réelle (c’est-a-dire la géométrie de 'inversion) et celle de la droite projective
complexe. On y retrouve donc les objets rencontrés dans la partie I : homo-
graphies, birapport, etc. Sur un corps quelconque, la géométrie de la droite
projective est bien pauvre et on pourrait penser qu’il en est de méme ici. Ce
n’est pourtant pas le cas, comme on l’a déja entr’apercu et comme en aura
confirmation au chapitre 5, puisque ['on verra que la géométrie anallagma-
tique contient toutes les autres géométries planes réelles. En fait, la seule
différence avec le cas général de la géométrie de P(k) tient a l'existence
dans C de la conjugaison (ou du sous-corps R si l'on préfére), mais cette
différence est décisive. Par exemple, on retrouve les parties remarquables du
plan que sont les droites et les cercles par le biais de la réalité du birapport,
avec comme application le merveilleur lemme des six birapports. Ce chapitre
est aussi [’occasion d’une premiere étude du groupe circulaire, vu ici comme
le groupe PTL(2,C) des homographies et anti-homographies de P1(C). La
encore, la présence de la conjugaison joue un role essentiel.

2.1 Introduction

Le plan euclidien réel, lorsqu’il est muni d’un repere orthonormé direct,
s’identifie au plan complexe C. L’intérét de cette identification c’est que C
est muni d’une structure de corps, donc d’une multiplication, dont on a déja
vu la traduction géométrique en termes de similitudes, voir Partie V, 77, mais
aussi, et ¢’est cela qui va nous étre utile ici, du passage a l'inverse. De plus, le
corps des complexes est, par construction, livré avec un automorphisme : la
conjugaison. Ces deux derniers points permettent de représenter de maniere
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tres simple les inversions. Ainsi, I'inversion de pole l'origine et de puissance

1
1 s’écrit en complexes sous la forme 2/ = i(z) = = En effet, la formule
Z
' Z 1 2 gt T traduction de Tégalité vectoriclle ol — 27"
7 = — = —— est la traduction de 1’égalité vectorielle om’ = avec
z P ¢ [
k=1.
Plus généralement, 'inversion ¢ = i(a, k) de pole a et de puissance k est
k

donnée, pour z # a, par la formule i(z) = 2z’ avec 2/ —a = ——-
Z—a

On constate ainsi que les inversions sont des anti-homographies, i.e. des

Z+0b .

=1 d avec a,b,c,d € C et ad — be # 0, (voir

Partie I, chapitre 4). Cela nous conduit évidemment a travailler non pas sur

~

la droite affine C mais sur la droite projective P'(C) = C = C U {oo},

c’est-a-dire ce qu’on appelle encore la spheére de Riemann!. Cet espace est

muni d’une topologie naturelle, dans laquelle les voisinages de oo sont les

complémentaires des compacts de C, et il est compact (c’est le compactifié

d’Alexandroff de C). Les homographies et anti-homographies s’étendent en
az+b

des homéomorphismes de C. Par exemple, si f(z) = —d avec ¢ # 0, on
cz

pose f(—d/c) = oo et f(o0) = a/c. C'est le cas, en particulier, des inversions,
en posant i(a, k)(a) = oo et i(a, k)(o0) = a.

transformations de la forme

On renvoie le lecteur a la partie I pour tout ce qui concerne les homogra-
phies et leur triple transitivité sur P*(C), les involutions, le birapport, etc.
Rappelons simplement que les homographies et anti-homographies forment
un groupe? noté PT'L(2,C) (Partie I, Ch. 4), dont le groupe des homo-
graphies PGL(2,C) est un sous-groupe d’indice 2, que les homographies
conservent le birapport, mais que les anti-homographies le changent en son
conjugué. On rappelle aussi que le groupe PGL(2,C) ~ PSL(2,C) est simple
(voir [Per96] ou ci-dessous exercice 2.6.8).

2.1.1 Remarque. Le fait que PGL(2,C) soit triplement transitif sur P!(C)
(avec le fixateur de trois points réduit a I'identité) montre que ce groupe est
une variété de dimension 3 complexe, donc 6 réelle. C’est un point qu’il est
utile de garder en téte dans toutes les questions de transitivité. Par ailleurs,
on voit que la géométrie anallagmatique, avec un groupe de dimension 6,
contre 3 (resp.4) seulement pour les géométries non euclidiennes (resp. eucli-
dienne, avec le groupe des similitudes) est une géométrie plus riche que les
autres. On verra d’ailleurs au chapitre 5 qu’elle les renferme toutes.

1. La projection stéréographique, cf. Partie IV chapitre 2, §3, montre que cet espace
est bien homéomorphe a la sphere réelle S2.
2. Qu’on appellera groupe circulaire plus loin.
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La notion de pole d'une inversion s’étend au cas d’une (anti) homographie
générale :

2.1.2 Définition. Soit f € PT'L(2,C) une homographie (resp. une anti-
homographic). erite sous a forme £(2) = 2 (resp. f(z) = S
omographie), écrite sous la forme f(z) = resp. f(z) =
TTOPIE/; cz+d P cz+d
a,b,c,d € C et ad — bc # 0. On appelle pole de f le point f~1(c0). Dans le

) avec

cas d’une homographie, ce point est égal a —— si ¢ est non nul et a oo sinon.
c

Dans le cas d’une anti-homographie il vaut —= si ¢ est non nul et oo sinon.
c

2.2 Birapport et conservation des droites et
cercles

2.2.1 Interprétation géométrique du birapport

2.2.1 Proposition. Soient a,b,c,d quatre éléments de 6, avec a,b,c dis-
tincts et soit v = [a,b,c,d] leur birapport, qui est un élément de C. Si
a,b,c,d sont distincts de oo on note A, B,C,D les points du plan affine
d’affizes a,b,c,d.
1) Sion ad=a (resp. d = b, resp. d = ¢), le birapport vaut oo (resp. 0,
resp. 1).

On suppose désormais les points a,b, c,d distincts.

2) St l'un des points est égal d 0o, on peut supposer, quitte a effectuer une

permutation produit de deux transpositions qui ne change pas le birapport,
c—a
qu’il s’agit de d. On a alors r = , Le module |r| est égal a B et
C p—
—
largument Argr est l’angle orienté de vecteurs (C@,C’A). Le birapport est

réel si et seulement si les points A, B, C sont alignés.

On suppose désormais que a,b, c,d sont distincts de co.

c—a d—a (¢ —a)(d—Db) CA DA
3 O = . == ’ = ey t
JOnar = = T T e=bd—a) " ¢

CB DB
Argr = (C@, Cﬁl) - (ﬁ, 174) Le birapport est réel si et seulement si les
points A, B,C, D sont cocycliques ou alignés.

4) Soient f une homographie (resp. une anti-homographie) de C et a,b,c, d
quatre points de C. On pose r = [a, b, c, d]. Alors, on a [f(a), f(b), f(c), f(d)] =
r (resp. T).

Démonstration. Le point 1) a été vu dans la partie I ainsi que I'assertion sur
les permutations, les calculs de birapports et la conservation du birapport
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par homographie. Les assertions sur les modules et arguments résultent de
I'interprétation classique des complexes. Dire que le birapport est réel c’est
dire que son argument vaut 0 ou 7 et, en termes d’angles, cela donne 1’égalité
d’angles (orientés) de droites : (CB,CA) = (DB, DA) qui est une condition
nécessaire et suffisante d’alignement ou de cocyclicité (voir Partie V 77?).

2.2.2 Remarque. Si le birapport de quatre points est réel, il est conservé a

la fois par les homographies et les anti-homographies.

2.2.2 Mon application favorite : le lemme des six bi-
rapports

Il s’agit du lemme? évident suivant :

2.2.3 Lemme. Soient a,b,c,d,p,q,r,s huit points distincts de C.Onala
formule :
[abrs] [beps] [caqs] [pged] [qrad) [rpbd] = 1.

Démonstration. Un vrai plaisir! On écrit le produit en question :

r—a s—b p—b s—c q—c s—a
X X X
r—b s—a p—c s—b qgq—a s—c
c— d— a— d—r b—r d-—
X P R ¢y P

c—q d—p a-—r d—qxb—pxd—r

et on simplifie les termes deux a deux.

Avec ce lemme, on retrouve aussitot le théoreme du pivot (cf. Partie V,
?7?7)

2.2.4 Corollaire. Soit a, b, c trois points non alignés de E. Soient p, q,r trois
points distincts de a,b, c, situés respectivement sur les droites (bc), (ca), (ab).
Les cercles circonscrits aux triangles cpq,brp, aqr ont un point commun d
(appelé le “pivot”).

3. J’ai découvert tout seul, et avec émerveillement, ce lemme, au début des années 1980,
en analysant la situation du théoreme du pivot. Pendant longtemps je n’ai pas su si ce
résultat était connu auparavant et j’en ai fait la promotion aupres de nombreux collegues,
a tel point qu’on a fini par me Pattribuer (sans que j’en aie jamais revendiqué la paternité).
C’est ainsi qu’on trouve sur Internet des allusions au lemme des six birapports de Perrin.
Las, j’ai fini par apprendre il y a quelque temps aupres de collegues lillois que ce résultat
était en tous cas en exercice dans un livre de géométrie de Daniel Pedoe (1910-1998) datant
de 1970 (voir [Ped70a] exercices 53.8 et 53.9). La question qui demeure est de savoir si
Pedoe lui-méme en était 'inventeur !
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Démonstration. On applique le lemme en prenant pour d le point d’inter-
section des cercles circonscrits & cpg et brp autre* que p et pour s le point
00.

2.2.5 Remarques. 1) On peut aussi retrouver les autres résultats vus dans la
partie V (droite de Simson, théoreme des six cercles de Miquel), grace a la
proposition ci-dessous, voir exercices 2.6.2 et 2.6.3.

2) Ce lemme est sans doute le plus bel exemple du fait qu’'une relation
entre des invariants donne naissance a un théoreme (voire a plusieurs). On
relira avec profit la discussion de la partie II sur ce sujet.

La proposition combinatoire suivante est la recette d’utilisation du lemme
des six birapports (avec la convention 2.2.7) :

2.2.6 Proposition. Si huit points de C sont en bijection avec les sommets
d’un cube et si les points correspondant a cing des faces sont cocycliques ou
alignés, il en est de méme de ceux de la sixzieme face.

Démonstration. Voir 'exercice 2.6.2.

2.2.3 Application : la conservation de I’ensemble droites-
cercles

2.2.7 Convention. On adopte les conventions suivantes concernant les cercles
et les droites du plan. Un cercle de C est un cercle ordinaire. Il ne contient
pas le point oo. Une droite de C est une droite ordinaire de C a laquelle on
adjoint le point co.

La conservation du birapport fournit une autre preuve de la conservation
de l'ensemble droites-cercles (voir 1.3.1 et 1.3.4) :

2.2.8 Proposition. Soit f € PI'L(2,C) et soit o son pdle. Alors [ trans-
forme un cercle ou une droite (au sens de 2.2.7) en un cercle ou une droite.
Précisément, si C' est un cercle et D une droite :

1) Sio€ D (resp. sio¢ D), f(D) est une droite (resp. un cercle).

2) Sio€ C (resp. sio ¢ C), f(C) est une droite (resp. un cercle).

Démonstration. Montrons par exemple le deuxieme point dans le cas ou o
n’est pas sur C. Soient a, b, ¢ trois points distincts (fixés) de C' et soit m € C'
un point quelconque. On note que les points a, b, ¢ sont non alignés. Soient
a', b, c,m' les images de ces points par f. On remarque d’abord que o', V', ¢’ ne

4. Le lecteur examinera le cas ou ces cercles sont tangents.
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sont pas alignés non plus. Sinon, le birapport [a’, ¥, ¢/, 00] serait réel en vertu
de 2.2.1.2. Comme f~! est une (anti) homographie, elle conserve ce birapport
et [a,b,c, 0] est donc réel, ce qui signifie que a,b,c,o0 sont cocycliques ou
alignés, ce qui est absurde puisque a, b, ¢ ne sont pas alignés et que o n’est pas
sur C. Soit C” le cercle circonscrit a o', V', . Le birapport ' = [a/,V/, ¢/, m/]
est a priori égal a r := [a,b,c,m] ou a son conjugué, mais comme r est réel,
ils sont égaux et 1’ est réel, de sorte que m’ est sur C’ et on a f(C) C C".
On a, de méme, f~(C") C C, donc f(C) = C". Les autres cas se montrent
de maniere analogue.

2.3 Etude du groupe PT'L(2,C)

2.3.1 Le groupe affine

Les transformations de PI'L(2,C) qui fixent le point a Iinfini sont les
applications affines (au sens complexe) : z — az + b ou z — azZ + b. 1l
s’agit des similitudes pour la structure euclidienne naturelle de C, directes
ou indirectes, selon que la formule fait intervenir z ou z (voir Partie V, ?77).
Dans les deux cas, la transformation est une isométrie si et seulement si a
est de module 1. Parmi ces transformations on trouve les symétries axiales
ou réflexions®. Ainsi, la symétrie T par rapport a la droite (ab) (a # b) est
donnée par 7(z) = aZ+ (3 ou les coefficients «, 5 se calculent en écrivant que

a —
a—b

Les similitudes directes sont produits d’isométries et d’homothéties. Les
isométries directes sont les rotations et les translations et elles sont produits
de deux symétries axiales. Les isométries indirectes sont les symétries axiales
et les symétries glissées. Ces dernieres sont composées d’une symétrie d’axe
D et d’une translation de vecteur parallele a D. Elles sont donc produits de
trois symétries.

a et b sont fixes : o = et §=a— aa.

2.3.2 Involutions de PI'L(2,C)

Les involutions de PGL(2, C) ayant été étudiées en détail dans la partie
I (voir §3.5), nous nous limitons ici & la recherche des anti-homographies qui
sont des involutions. Nous en avons déja exhibé deux types : les symétries

5. Exceptionnellement, dans cette partie, nous utiliserons plutét 'appellation symétrie
axiale (voire symétrie tout court 8’il n’y a pas d’ambiguité) pour éviter la confusion avec
les réflexions de ’espace des cercles que nous rencontrerons au chapitre 3.
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axiales, et les inversions, puisque l'inversion de pole a et de puissance k est

donnée par la formule i(z) = a + En vérité, ce sont les seules :

Z—a
2.3.1 Proposition. Les involutions de PT'L(2,C) — PGL(2,C) sont les in-
versions et les symétries axiales. Précisément, si une involution admet des

points fixes c’est une inversion de puissance positive ou une symétrie, sinon,
c’est une inversion de puissance négative.

Démonstration. Rappelons, cf. Partie I 77, qu'une anti-homographie est déter-
minée par ses valeurs en 3 points distincts. Soit f une anti-homographie.

1) On suppose que f admet 3 points fixes distincts a,b,c. Alors f est
une symétrie ou une inversion ®. En effet si a, b, ¢ sont alignés sur une droite
D, f et 7p coincident en a, b, ¢ donc elles sont égales. Sinon, soit C' le cercle
circonscrit & a, b, ¢, alors on a” f = i¢ par le méme argument.

2) Désormais on suppose qu’on a f? = Id et que f admet au plus deux
points fixes. Soit a € C, différent du pole de f et non fixe. On pose a’ = f(a).
Soit b € C, non situé sur la droite (aa’) et non fixe ('existence de ces points
est évidente puisque f admet au plus deux points fixes). On pose ' = f(b).
On a donc f(a') = a et f(b') = b. On considere le birapport r = [a,d’, b, V].
Comme f est une anti-homographie, elle transforme r en son conjugué :
7 = [f(a), f(d), f(b), f(b)] = [d,a,U,b]. Mais, ce dernier birapport est
obtenu par une double transposition a partir de r et il est donc égal a r (voir
Partie I 7?7). On a ainsi r = 7, ce qui signifie que a,a’, b, " sont cocycliques
(car ils ne sont pas alignés) en vertu de 2.2.1. Soit C' le cercle en question et
w son centre. On distingue deux cas :

e Les droites (aa’) et (bY') sont paralléles. La médiatrice D de [aa'] est alors
la droite perpendiculaire a (aa’) passant par w et c’est aussi la médiatrice de
[bD'] puisque (aa’) et (bV') sont paralleles. Il en résulte que f et 7p ont méme
effet sur a,a’, b, b, donc qu’elles sont égales et f est une symétrie®.

e Les droites (aa’) et (bb') sont concourantes en o. Si p est la puissance de
o par rapport & C, on a p = oa.oa’ = ob.ol/, de sorte que I'inversion de pole
o et de puissance p échange a et a’ d’une part et b et b’ d’autre part. Elle est
donc égale a f et on a gagné.

Le complément sur les points fixes est évident.

6. On ne suppose méme pas f2 = Id ici.

7. Si C est le cercle de centre o et de rayon R, rappelons, voir 1.2.4, qu’on note i¢
I'inversion de pole o et de puissance R2.

8. En fait, on a une contradiction puisque f est supposée n’avoir que deux points fixes,
donc ce cas est impossible.
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2.3.3 Conjugaison des inversions et des symétries

2.3.2 Proposition.

1) Soit D wune droite, Tp la symétrie de droite D et soit g € PT'L(2,C).
L’image g(D) est soit une droite A, soit un cercle C'. Dans le premier cas,
la conjuguée grpg™' est la symétrie d’axe A, dans le second l'inversion de
cercle C'.

2) Soit C' un cercle, ic Uinversion de cercle C' et soit g € PT'L(2,C). L’image
g(C) est soit une droite A, soit un cercle I'. Dans le premier cas, la conjuguée
gicg™! est la symétrie d’aze A, dans le second linversion de cercle T.

3) Soit i une inversion de puissance négative et soit g € PT'L(2,C). Alors,
la conjuguée gig=' est une inversion de puissance négative.

Démonstration. Comme la conjugaison conserve le fait d’étre une anti-homo-
graphie et une involution, la proposition 2.3.1 montre que les conjuguées sont
bien des inversions ou des symétries. Lorsqu’on a affaire a des transformations
qui ont des points fixes, le principe de conjugaison montre qu’ils sont trans-
portés par g (si f admet ’ensemble A comme ensemble de points fixes, g fg~*
fixe 'ensemble g(A)). Dans ce cas, les transformations sont déterminées par
leurs points fixes, ce qui donne 1) et 2). Le point 3) vient du rabiot de 2.3.1.

2.3.3 Remarque. Attention, si i, est une inversion de pole o, et si g est dans
PTL(2,C), gi,g~* est une inversion, mais son pole n’est pas g(o), sauf si g
fixe 0o, c’est-a-dire est une similitude.

Pour un panorama sur les classes de conjugaison dans PGL et PI'L, voir
exercice 2.6.9. On y verra en particulier qu’il y a deux classes d’involutions
dans PT'L(2,C) : la classe des inversions positives et des symétries axiales et
celle des inversions négatives.

2.3.4 Génération de PI'L

On a le résultat suivant :

2.3.4 Théoréme. (Cartan-Dieudonné) Les symétries axiales et les inver-
sions engendrent le groupe PT'L(2,C). Plus précisément :

1) Une homographie est produit de zéro, deux ou quatre inversions ou
symétries.

2) Une anti-homographie est produit d’une ou trois inversions ou symétries.

Démonstration. Montrons déja le point 1). On a rappelé ci-dessus que les
isométries directes sont produit de deux symétries. De plus, on a vu en 1.2.3
que toute homothétie est produit de deux inversions : h(o, k) = i(o, k)i(o,1).
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Il en résulte que toute similitude directe est produit de deux inversions et
deux symétries. Le cas d’'une homographie quelconque résulte alors du lemme
suivant par conjugaison :

2.3.5 Lemme. Toute homographie distincte de identité admet un ou deuz
points fizes dans C. Si elle admet un seul point fize (resp. deuz) elle est

conjuguée d’une translation (resp. d’une similitude directe z — az) dans
PGL(2,C).

az+b

Démonstration. On écrit f(z) =
flz)=— d

avec ad — bc # 0. Si ¢ est nul, f est

une similitude, elle fixe oo et est de la forme f(z) = az +b. On vérifie qu’elle
a un autre point fixe dans C, sauf si a est égal a 1 auquel cas elle n’en a pas
(car b est non nul) et f est alors une translation. Si ¢ n’est pas nul, on cherche
z € C tel que z = f(z), ce qui conduit a résoudre cz? + (d —a)z — b = 0.
C’est une équation du second degré (car ¢ est non nul) et elle admet une ou
deux racines complexes.

Le fait que f soit conjuguée d’une translation ou d’une similitude de la

forme z — az résulte alors de Partie I, 77, mais il est facile de le montrer
z—a

directement en conjuguant par une homographie du type? z qui

envoie les points fixes b et (éventuellement) a en oo et (éventuellement) 0.

En effet, si f admet oo comme unique point fixe on a vu que c¢’est une
translation et si elle admet oo et 0 comme points fixes, elle est de la forme
Z > az.

Passons au point 2). Soit f une anti-homographie et supposons d’abord
que f fixe oo, donc est une similitude. Si c¢’est une isométrie, elle est produit
de trois symétries axiales au plus. Sinon, on vérifie 1 qu’elle admet un point
fixe a dans C. En composant f par une homothétie h de centre a et de rapport
convenable, on obtient une isométrie négative fixant a, donc une symétrie 7,
et f = h™'7 est produit de deux inversions et une symétrie.

Si f ne fixe pas oo, on a f(co) = a € C et, en conjuguant f par une
similitude qui envoie a en 0, on se ramene au cas a = 0, donc a f de la forme

1
f(z) = = avec ¢ # 0. Si on compose f par I'inversion g de pole 0 et de
CZ

puissance k on obtient gf(z) = k(¢z +d) et, si on choisit k tel que k€ soit de
module 1, gf est une isométrie directe. Mais alors, gf est produit de deux
symétries, donc f d’une inversion et deux symétries.

9. Le lecteur examinera les cas oul a ou b est a 'infini.
10. Soit par un calcul direct en revenant aux parties réelles et imaginaires, soit en notant
que son application linéaire associée n’a pas la valeur propre 1, voir [DHP07] 7.2.3.
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2.3.6 Remarques.

1) Le maximum requis de trois inversions ou symétries est acquis pour les
symétries glissées qui sont produit de trois symétries et pas moins et pour
leurs conjuguées. Dans le cas des homographies, le maximum de quatre est
atteint pour une similitude qui n’est ni une isométrie, ni une homothétie,
voir exercice 2.6.11.

2) On peut montrer que les seules inversions, et méme les inversions de puis-
sances positives (resp. négatives), engendrent PI'L(2, C), voir 2.6.11. Bien
entendu, le nombre d’inversions nécessaires pour écrire une transformation
peut alors augmenter. Par exemple, une homothétie de rapport négatif est
produit d’une inversion positive et une négative, mais pas de deux inversions
positives.

3) La justification du nom de Cartan-Dieudonné attribué a ce théoreme ap-
paraitra au chapitre suivant ot l'on verra que symétries et inversions sont
toutes deux des avatars des réflexions de ’espace des cercles.

4) Pour une étude des produits de deux inversions-symétries, voir 3.3.8.

2.4 Retour sur I’isomorphisme entre PGL(2,C)
et le groupe de Lorentz a trois variables

Nous avons vu dans les Parties III (voir ??7 et ??) et IV que le groupe
PGL(2,k), sur un corps quelconque, est isomorphe au groupe PO(Q) ~
O™ (Q) ou Q est une forme ' de rang 3 et d’indice 1 (donc correspondant & une
conique propre non vide), par exemple Q(X,Y,T) = Y?— XT. Bien entendu,
ceci vaut aussi sur le corps des complexes et il est donc légitime d’examiner
ce que donne cet isomorphisme pour le groupe circulaire direct PGL(2,C)
(ici isomorphe a PSL(2,C)). En fait, il ne donne pas grand chose. En effet,
le groupe crucial dans la géométrie anallagmatique est plutot PT'L(2, C),
puisque c’est lui qui contient les inversions. Bien entendu, on peut prolonger
I'isomorphisme ci-dessus a PI'L(2, C), et nous allons le faire, mais le groupe
obtenu n’est pas trés commode et son action '? naturelle sur P?(C) est mal
adaptée au point de vue anallagmatique.

11. Nous utilisons ici la notation avec une majuscule pour réserver la lettre g a la forme
sur ’espace des droites et cercles qui interviendra au chapitre suivant.

12. On retrouve ici le fait qu'une géométrie ce n’est pas seulement un groupe, mais une
opération.
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2.4.1 Les aspects algébriques
L’isomorphisme explicite

Commencons par expliciter I'isomorphisme ! entre le groupe PSL(2, C)
et le groupe O (Q) ot Q est la forme Y2 — XT. Une facon simple de 'obtenir
est de considérer I'espace vectoriel M des matrices 2 x 2 symétriques '* &

coefficients dans C : ? muni de la forme déterminant xt — y? (qui

n’est autre que —Q) et de faire opérer SL(2,C) sur M par s.m = sm's. On

obtient ainsi I'homomorphisme £ qui a I’élément s = ((CL Z) de SL(2,C)
a? ac 2

associe £(s) = ch;b ad b—ic-i bc 2d02d élément de O1(Q) (le déterminant de

£(s) est (ad — bc)?) et cet homomorphisme est surjectif de noyau {£Id}, de
sorte que SL(2,C) est un revétement de degré 2 de PSL(2,C) ~ O1(Q).

PI'L vu comme extension de PSL

On a vu qu’on a une suite exacte de groupes :
1 — PSL(2,C) — PTL(2,C) — {1} — 1.

On peut reconstruire PI'L(2,C) a partir de PSL(2,C) car cette suite est
scindée. En effet, PI'L contient des éléments 7 d’ordre 2 (les inversions-
symétries, positives ou négatives). Le groupe PI'L(2, C) est donc isomorphe
au produit semi-direct PSL(2,C) x{£1} et ’édlément —1 du quotient opere
sur PSL(2,C) par un automorphisme involutif, qui est la conjugaison par 7
dans PTL(2,C), i,(g) = Tgr .

Rappels sur les produits semi-directs

Lorsque l'on dispose d'un automorphisme involutif o d’un groupe G, on
peut construire le produit semi-direct G = G xi1{£1} en définissant sur
I’ensemble produit la loi de groupe par la formule (g,¢€).(h,n) = (gh,en) si
e=1et (g,¢).(h,n) = (go(h),en) si e = —1, voir par exemple [Per96], Ch. 1
§6. Si 'on a deux automorphismes o, et oy de G, le lemme suivant explicite
deux cas ou les produits correspondants sont isomorphes :

13. Cette description vaut sur tout corps.
14. On comparera a ’exercice 3.4.7.
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2.4.1 Lemme. Soient o; (i = 1,2) deuz automorphismes involutifs de G et
notons G x;{£1} les produits semi-directs correspondants.

1) On suppose qu’il existe un automorphisme u de G tel que oy = uoju™?.
Alors, Uapplication de G x1{£1} dans G x2{£1} qui a (g, €) associe (u(g), €)
est un 1somorphisme de groupes.

2) On suppose qu’il existe T € G, d’ordre 2, fixé par oy et oq, qui vérifie
01 = i, 0 09 0U i, désigne [’automorphisme intérieur associé. Alors, ’appli-
cation de G x11{£1} dans G xo{x1} qui a (g,1) associe (g,1) et a (g,—1)
associe (gr, —1) est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. C’est une vérification sans difficulté.

Ce lemme permet de comprendre pourquoi les diverses involutions de
PT'L(2,C) donnent toutes la méme extension :

2.4.2 Corollaire. Soient 7 et 7o deux éléments d’ordre 2 de PT'L(2,C),
c’est-a-dire deux inversions-symétries positives ou négatives, et sotent oy et
oy les automorphismes de PSL(2,C) associés.

1) Si 1 et 7o sont de méme nature (i.e. toutes deuz positives ou toutes
deuz négatives), les produits semi-directs associés a oy et oy sont isomorphes
par le premier point du lemme.

2) Si T et T ne sont pas de méme nature, les produits semi-directs as-
sociés a o1 et oy sont isomorphes par le second point du lemme.

Démonstration. En effet, si les 7; sont conjugués, il en est de méme des
automorphismes intérieurs associés et dans 'autre cas, il suffit de constater
que les éléments z — Z et z — —1/Z de PI'L(2,C) different de I’élément
T:z+ —1/zde PSL(2,C) pour appliquer le second point du lemme.

2.4.3 Remarque. On peut montrer qu’il n’y a pas d’autres automorphismes
d’ordre 2 de PSL(2,C) que ceux envisagés ci-dessus, voir 1'exercice 2.6.14.

L’extension de O1(Q)

Pour construire, dans le cas de de O1(Q), l'extension correspondant &
PT'L(2,C) dans le cas de PSL(2,C), il suffit de trouver I'image d'un auto-
morphisme involutif de PSL, et on peut prendre par exemple la conjugaison
2z — Z. Cet automorphisme est induit par la conjugaison A — A sur les
matrices de SL(2,C) et le calcul explicite de I'isomorphisme montre qu’il
s’envoie sur 'automorphisme de conjugaison de O (Q) c’est-a-dire 'applica-
tion A — A. Cela permet de calculer le produit semi-direct :

2.4.4 Proposition. Le produit semi-direct OT(Q) x{=£1} associé a la conju-
gaison est le groupe formé des transformations Z = (:v,_y,t) — AZ de C3
dans C3, avec A € OT(Q) et des transformations Z — AZ avec A € OF(Q).
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Démonstration. On vérifie qu’il s’agit bien d’'un groupe, qui contient O (Q)
comme sous-groupe d’indice deux et qui contient un élément d’ordre deux
relevant le —1 du quotient, a savoir la conjugaison Z — Z.

2.4.2 Des applications géométriques ?

Bien que les groupes PSL(2,C) et OT(Q) soient isomorphes, le second
n’est que peu efficace en géométrie anallagmatique. En effet, il opere na-
turellement sur P?(C), en conservant la . conique ' = V(Q), que 'on peut
identifier a la droite projective P}(C) = C mais les objets intéressants de C
(droites, cercles), ne sont pas apparents dans cette représentation. La seule
notion que 'on peut récupérer aisément dans le cadre de O (Q) est celle de
birapport de quatre points, comme nous ’avons vu dans les Parties I1I et V.
Il apparait de deux manieres distinctes que nous rappelons maintenant. On
note ® la forme polaire de Q.

Birapport 1

Cette version fait intervenir les points de I', rappelons le résultat de la
Partie IV 77 :

2.4.5 Proposition. Soient a, b, c,d quatre points de I'. On a la formule :

O(a, ) (b, d)

.6l = 3 B d)

On a vu Partie IV que cette quantité est un invariant du groupe O (Q)
qui s’exprime a l’aide des invariants anallagmatiques et des Spin.

2.4.6 Corollaire. Soient a,b,c,d quatre points de I'. Alors, a,b,c,d sont

o(a,)0(b.d)
B(b, (o, d)

cocycliques ou alignés dans C si et seulement si linvariant
réel positif.

Avec cette description, le lemme des six birapports correspond comme en
2.2.3 a une relation triviale, mais cette fois entre les invariants ®.

Birapport 2

Cette fois on fait intervenir les droites joignant deux points de I', ou
encore leurs poles, comme on 1’a vu Partie III, ?? dont nous reprenons les
notations. On identifie P1(C) et T par Iapplication (X, u) = (A2, A\, p?).
Rappelons qu’on a défini une application ¥ : P1(C) x P!(C) — P?(C) qui
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a deux points de I', identifié & P!, associe I'intersection des tangentes en ces
points (le pole de la droite qui les joint sils sont distincts et le point lui-méme
s’ils sont confondus).

Le résultat suivant vient de Partie I1I 77 :

2.4.7 Proposition. Soient a,b,c,d quatre points de T' et posons © = V(a,b)
et y = V(c,d). Soit I(x,y) Uinvariant anallagmatique de xz,y, 1(x,y) =

2@’ et bedl ona Iy = G
Q) T lehed o ey =

sont cocycliques ou alignés dans C si et seulement si I(x,y) est réel positif.

Les points a,b, c,d

2.4.8 Remarque. Bien entendu, dire que a, b, ¢, d sont cocycliques est équivalent
a dire que a, d, b, ¢ le sont. Si l'on pose z = ¥(a, d) et t = ¥(b, ¢) on doit donc
se convaincre que [(z,t) est réel positif si et seulement si I(x,y) lest. C’est
une conséquence de la relation R’ vue dans la Partie IV (voir ?77) :

En effet, comme x = W(a,b) est défini comme le point d’intersection des
tangentes a la conique I' = V(Q) en a,b et de méme pour les autres, les
droites (xz), (xt), (yz) et (yt) sont tangentes a I'. Cela se traduit par le fait
quon a Q(z)Q(z) = ®(x,2)? (voir Partie III, ??). Comme on est sur C, les
valeurs de @) en x,y,z,t sont des carrés non nuls et on peut les supposer
toutes égales a 1, quitte a changer de représentants de x, vy, 2, t. Les produits
O(z,2), O(x,t), P(y,2), P(y,t) sont alors égaux a +1 et on peut supposer
les trois premiers égaux a 1 en choisissant les signes de x, puis ¢, puis y. Si
®(y,t) vaut —1, on arrive & ®(z,y)*> =1 ou ®(2,t)? = 1, ce qui est absurde
car (xy) et (zt) ne sont pas tangentes a . On a donc aussi ®(y,t) = 1 et
3 — (I)(‘Ta y)
O(z,y) + 1
réel si et seulement si ®(x,y) 'est et la conclusion s’ensuit.

on en déduit la relation ®(z,t) = ; ce qui montre que ®(z,t) est

Distance

Lorsqu’on travaille dans le plan anallagmatique P'(C), on utilise les inva-
riants euclidiens (distance, angle). Pour cela il faut commencer par se donner
un point oo = (1,0) par exemple. Les autres points s’écrivent alors sous la
forme a = (A, 1) et la distance de deux tels points ajay est égale a [\ — Ag.
Dans P?(C) muni de Q et @, avec I'identification de P'(C) et de ', on obtient
aussitot le résultat suivant :
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2.4.9 Proposition. Soient a; = (A\;, 1) deuz points de P*(C), que l'on envoie
sur les points m; = (A2, \;, 1) de T'. Alors, on a la formule —2®(my,my) =
(a1a2)2.

2.4.10 Remarque. Nous verrons au chapitre suivant que cette formule est
identique a celle obtenue dans l'espace des cercles et droites. On a aussi
®(00,a) = —1/2 comme au chapitre 3.

Le quadrangle harmonique

On retrouve avec @, ® les résultats sur le quadrangle harmonique, voir
I’exercice 2.6.6 :

2.4.11 Proposition. Soient a,b,c,d quatre points distincts de I'. On pose
r = Y(a,b) et y = Y(c,d). Alors, le quadrangle abed est harmonique (au-
trement dit on a [a,b,c,d] = —1) si et seulement si ®(x,y) est nul. Si les
points a, b, c,d ne sont pas a l’infini, on a la condition ac x bd = ad X bc.

Démonstration. Le premier point a été vu Partie III 77. Le second résulte du
fait que W(a, b) est le produit vectoriel a A b et de méme pour ¥(c, d). Or, on
a calculé, Partie IV 77 : A(Q)P(aAb,cAd) = D(a,c)P(b,d) — P(a,d)P(b,c).
Comme cette expression est nulle, 'interprétation de ® en termes de distances
donne le résultat.

2.5 Le groupe PI'L(2,C) et les transforma-
tions conformes

Nous aurons besoin de quelques rappels concernant les fonctions holo-
morphes d’une variable complexe, que le lecteur pourra trouver dans [Car61]

ou [Rud9g].

2.5.1 Fonctions holomorphes

Rappelons qu'une fonction f définie sur un ouvert de C et a valeurs dans
C est dite holomorphe si elle est dérivable au sens complexe. Si 'on écrit
flz +1iy) = P(x,y) +iQ(x,y), cela équivaut aux conditions de Cauchy :

P et Q) ont des dérivées partielles au sens réel qui vérifient a—(az,y) =
x

0Q oP o 0Q . .
a—y(z,y) et a—y(x,y) = (x,y). Ces conditions signifient que f, vue

comme application de R? dans R? est différentiable et que sa différentielle
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est une similitude directe. Une application f est anti-holomorphe si f(Z) est
holomorphe. Cette fois, sa différentielle est une similitude indirecte. On en
déduit la proposition suivante :

2.5.1 Proposition-Définition. Une application holomorphe (resp. anti-
holomorphe) conserve les angles orientés des courbes planes (resp. les change
en leurs opposés). On dit que f est conforme (resp. anti-conforme). Si
f U — C est holomorphe et injective, son image est un ouvert et l’ap-
plication f est un homéomorphisme de U sur f(U) dont la réciproque est
holomorphe. On dit que f est une représentation conforme de U sur

fU).

2.5.2 La sphere de Riemann comme variété analytique

On définit sur C une structure de variété analytique complexe en se don-
nant les deux cartes U = C et V= C — {0}, toutes deux en bijection avec C,
la premiere de maniere évidente, la seconde e par z — 1/z et le passage d'une
carte a 'autre est holomorphe. Si on a f : C— C elle sera dite holomorphe
si elle T'est localement en restriction aux cartes U et V. On vérifie alors
que les homographies sont des bijections holomorphes de C dans lui-méme.
On définit de méme les applications anti-holomorphes et on vérifie que les
anti-homographies le sont et ce sont donc des transformations conformes ou
anti-conformes.

2.5.3 Transformations conformes

En fait, les homographies sont les seules transformations conformes de la
sphere de Riemann (voir [Car61]) :

2.5.2 Proposition. Les bijections conformes (resp. anti-conformes) de C
sur lui-méme sont les homographies (resp. les anti-homographies).

Rappelons enfin, pour mémoire, le théoreme fondamental de la représentation
conforme :

2.5.3 Théoréme. Si U est un ouvert simplement connexe® de C, distinct
de C, il existe une représentation conforme de U sur le disque unité ouvert.

15. Un tel ouvert est non vide par définition.
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2.6 Exercices

2.6.1 Deux sens du birapport sur un cercle

2.6.1 FEzercice. Soit I' un cercle et a,b,c,d quatre points distincts de T'.
Montrer que le birapport [a,b,c,d | au sens complexe est le méme que le
birapport au sens des coniques, c¢’est-a-dire, pour tout point s € I" distinct de
a, b, c,d, le birapport des quatre droites [(sa), (sb), (sc), (sd)]. (On effectuera
une inversion de pole s.)

2.6.2 Autour du lemme des six birapports

2.6.2 Ezercice. (Systémes cubiques)

On appelle systéme cubique la donnée d’un ensemble X a 8 éléments et
de trois parties A, B, C' de X, a 4 éléments, vérifiant les propriétés suivantes :

1) BNC,CNA, AN B sont de cardinal 2 et distinctes,

2) AN BNC est de cardinal 1.

1) Montrer si X est ’ensemble des 8 sommets d'un cube et si A, B, C sont
trois faces passant par un méme sommet, X; A, B, C est un systeme cubique
et que les trois autres faces du cube sont X — A, X — Bet X —C.

2) Si l'on a un systeme cubique, montrer qu’on peut noter a, b, ¢, d, p, q,r, s
les éléments de X, de sorte que l'on ait A = {b,¢,p,s}, B = {c,a,q,s},
C = {a,b,r, s} et que tout systeme cubique est en bijection avec un systéme
cubique du type étudié en 1).

3) Si huit points de la sphere de Riemann sont en bijection avec les som-
mets d’un cube et si les points correspondant a cing des faces sont cocycliques
ou alignés, montrer qu’il en est de méme de ceux de la sixieme face (utiliser
la question 2) et le lemme des six birapports).

2.6.3 Ezercice. (Applications)
Utiliser 'exercice précédent pour retrouver les théoremes de la droite de
Simson et des six cercles de Miquel (voir Partie V, 7?7 et 77).

2.6.3 Retour sur Ptolémée

2.6.4 Ezercice. 1) Soient a, b, c,d € C. Vérifier la relation :
(a—c)(b—d)=(a—0b)(c—d)+ (a—d)(b—c).
En déduire, sur les longueurs, 'inégalité ac.bd < ab.cd + ad.bc.
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2) Soient u,v € C*. Montrer qu’on a |u + v| = |u| + |v] si et seulement si
u/v est un réel positif.

3) Soient a, b, ¢, d quatre points distincts de C. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) On a 'égalité de longueurs ac x bd = ab x c¢d + ad X be.

ii) Le birapport [a, ¢, b, d] est un réel négatif.

iii) Les points a, b, c,d sont soit cocycliques, avec le quadrilatere abed
convexe, soit alignés, les points b et d étant 'un extérieur et ’autre intérieur
par rapport a [ac|.

2.6.4 Division et quadrangle harmoniques

2.6.5 FEzxercice. Soit ¢ une inversion de pole o, soient a,b, m trois points
alignés avec o tels que m soit le milieu de [ad] et soient a’, b, m’ leurs images
par i. Montrer que a’, b, m’, o est une division harmonique.

2.6.6 FEzxercice. Soient a, b, ¢, d quatre points distincts de C. On dit que abed
est un quadrangle harmonique si on a [a,b, ¢, d] = —1.

1) A quelle configuration classique a-t-on affaire si les points sont alignés ?

2) Montrer que abed est un quadrangle harmonique si et seulement si ¢’est
I'image par f € PGL(2,C) (resp. par une inversion) de quatre points alignés
formant une division harmonique.

On se donne trois points a, b, ¢ distincts. Montrer qu’il existe un unique
point d tel que abed soit un quadrangle harmonique.

3) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) abed est un quadrangle harmonique,

i) a,b, c,d sont cocycliques ou alignés et on a ’égalité de longueurs ac x
bd = ad x bc,

i11) on a les égalités de longueurs ab x cd = 2ad x bc = 2ac x bd.

(On utilisera le théoreme de Ptolémée.)

4) Montrer que abcd est un quadrangle harmonique si et seulement si
il existe un élément de PGL(2,C) (resp. une inversion) i qui transforme
les points a, b, c,d en les sommets d', b, ¢, d d'un carré, de telle sorte que
a',c U, d soient consécutifs. (Pour la réciproque, on commencera par montrer
I'existence d'un élément de PGL(2, C) qui transforme acbd en un carré et on
regardera 'image du point a 'infini pour traiter le cas de I'inversion.)

5) On considere un carré abed, son cercle circonscrit I' et un point o du
plan. Les droites (oa), (0b), (oc), (od) recoupent I" en a', ¥/, ¢, d’. Montrer que
a'db'd est un quadrangle harmonique. (On utilisera 2.6.1 et les involutions
de Frégier, voir Partie III 77).
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6) Soit I' un cercle, s € I';, D une droite et a,b, ¢ trois points distincts de
D tels que ¢ soit le milieu de [ab]. Les droites (sa), (sb), (sc) et la parallele
a D passant par s recoupent I' en o', 0, c,d. Montrer que a'b'c’d est un
quadrangle harmonique.

En déduirggue si a, b, c,d sont cocycliques, si m est le milieu de [ab] et si

on a éma = dma le quadrangle abed est harmonique.

7) Soient a,b,c,d quatre points cocycliques. Montrer que abed est un
quadrangle harmonique si et seulement si les tangentes en a et b se coupent
sur (cd) (voir Partie III, 77).

8) On se donne trois points distincts a, b, c. En utilisant les questions
précédentes, proposer plusieurs constructions du quatrieme point d tel que
abced soit un quadrangle harmonique.

2.6.7 Ezercice. Soit abc un triangle, A, B, C' les hauteurs issues de a, b, ¢, On
note respectivement u, u’; v,v" et w, w’ les points d’intersection de A, B, C et
des cercles de diametres [bc], [cal, [ab]. Montrer que vv'ww’, ww'uu’ et uu've’
sont des quadrangles harmoniques ¢

2.6.5 La simplicité de PGL(2,C)

2.6.8 Exercice. Rappelons qu’on appelle PGL(2,C) le quotient du groupe
GL(2,C) des matrices 2 x 2 inversibles par le groupe des homothéties com-
plexes (ou des matrices scalaires), isomorphe & C*. Ce groupe est isomorphe
au groupe des homographies de 6, voir Partie I, ?77.

1) Montrer que PGL(2,C) = GL(2,C)/C* est isomorphe & PSL(2,C) =
SL(2,C)/{1d, —1d}.

2) On se propose de montrer que PSL(2,C) est simple. Soit N un sous-
groupe distingué de SL(2,C) contenant le centre {Id, —Id}, mais non réduit
au centre. Il s’agit de montrer que N est égal a SL(2,C). On rappelle que
SL(2,C) est engendré par les transvections et que toute transvection est
conjuguée dans SL de ((1) 1) (voir [Per96] IV 2.11 et 2.18).

a) On suppose que N contient une transvection ou l'opposée d’une trans-
vection. Conclure.

b) Soit g un élément diagonalisable de N qui n’est pas une homothétie.
Montrer que N contient une matrice diagonale ¢’ avec des coefficients A, 1/,
A # £1. Montrer que N contient une transvection (utiliser un commutateur
tg't 1¢'~* ol t est une transvection admettant un vecteur propre commun
avec ¢').

16. Voir au besoin les Eléments de géométrie de R. Mneimné, Cassini 1997, p. 131.
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c¢) Conclure.

2.6.6 Classes de conjugaison

2.6.9 Ezercice. Cet exercice complete 2.3.5.

1) On rappelle que toute homographie est conjuguée dans PGL(2, C)
d’une translation z — z 4+ b ou d’une similitude directe z — az.

a) Montrer que les translations distinctes de 'identité sont toutes conjuguées
dans PGL(2,C) (utiliser les similitudes).

b) Montrer que deux similitudes z — az et z — bz sont conjuguées dans
PGL(2,C) si et seulement sion a a=0boua=>5b""'.

¢) Montrer que les similitudes précédentes sont conjuguées dans PT'L(2, C)

. . _ - —1 .
siet seulement sionaa=boua=b"loua=boua=>b .Etudier les cas
ou il y a moins de quatre conjugués distincts.

2) On étudie maintenant les classes de conjugaison de PT'L(2, C). Soit f
une anti-homographie.

a) On suppose que f admet un point fixe. Montrer que f est conjuguée
d’une similitude indirecte z +— aZ + b avec a # 0. Il y a alors trois cas de
figure.

e Si|a|] # 1, f admet un deuxiéme point fixe, elle est conjuguée de la
similitude z — az et les similitudes z — aZ et z — bz sont conjuguées si et
seulement si on a |b| = |a| ou |b| = |a| ™ .

e Si |a| est égal a 1 et si f admet un point fixe (autre que o) c’est une
symétrie axiale. Montrer que ces transformations sont toutes conjuguées.
(Cette classe de conjugaison contient toutes les inversions positives.)

e Si |a| est égal & 1 et si f n’admet aucun point fixe (autre que 0o) c’est
une symeétrie glissée 7p o tz ou le vecteur ¢ est colinéaire a D. Montrer que
ces transformations sont toutes conjuguées.

b) On suppose maintenant que f n’a aucun point fixe dans C. Montrer
qu’il existe des points z, w distincts tels que f échange z et w (considérer f2).
En déduire que f est conjuguée d’une transformation s,(z) := z — a/Z avec
a € R*. Montrer que s, et s, sont conjuguées si et seulement si les arguments
de a et b sont égaux ou opposés. En particulier, toutes les inversions de
puissance négative (qui correspondent au cas ot a est un réel négatif) sont
conjuguées.

2.6.10 Ezercice. Cet exercice est inspiré du livre d’Hadamard, voir [Had98].

1) Soient C,Cy deux cercles. Déterminer les centres des inversions qui
transforment les C; en deux cercles de méme rayon. Discuter. (Considérer les
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inversions qui échangent les C; et les transformer en symétries axiales, atten-
tion au signe de la puissance, cf. 4.1.8. Cet exercice est une belle application
du principe de conjugaison.)

2) Soient C, Cy, C5 trois cercles. Existe-t-il une inversion qui transforme
les C; en des cercles de méme rayon? Si oui, construire le centre d’une telle
inversion. Voir aussi 5.4.5 ou 'on disposera de meilleurs outils pour aborder
cette question.

2.6.7 Conjugaison et suites récurrentes

Soit f(z) = azi? un élément de PGL(2,C). On définit une suite
vz
récurrente (u,) de C en se donnant une valeur initiale ug et en posant
Upy1 = f (un>

1) On suppose que f admet un unique point fixe ¢ € C. On pose v, =

- Montrer que (v,) est une suite arithmétique.
Up — C

2) On suppose que f admet deux points fixes a,b € C. On pose v, =
Uy —

a ST
7, Montrer que (v,) est une suite géométrique (complexe).
Up —

2.6.8 Compléments sur Cartan-Dieudonné

2.6.11 Ezercice. 0) Montrer qu’une similitude directe qui n’est ni une isométrie,
ni une homothétie, n’est pas produit de deux inversions ou symétries. (Dis-
tinguer les cas et considérer le point a l'infini.)

1) Montrer que toute symétrie 7p est produit de trois inversions de puis-
sances positives (conjuguer 7p par une inversion positive de pole non situé
sur D).

2) Montrer que les inversions seules engendrent PT'L(2, C).
3) Montrer que les inversions positives engendrent PT'L(2,C) (utiliser
).

4) Montrer que les inversions négatives engendrent PI'L(2,C). Indica-
tion : considérer le sous-groupe G de PGL(2,C) engendré par les produits
pairs d’isométries négatives, montrer qu'il est distingué et en déduire " qu’il
est égal a PGL(2,C). Conclure.

5) 9 Retrouver le résultat précédent sans utiliser la simplicité du groupe
PGL(2,C). On montrera successivement, :

1.2.

w

17. Le lemme général est le suivant : Si G est un groupe simple et C une classe de
conjugaison non réduite a l'identité, elle engendre G.
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a) Si 7¢ et 7/, sont deux inversions positives ou symétries axiales et si
C,C" se coupent, g = TcTer est produit de quatre inversions positives ou
symétries axiales 7¢, 7o, T e, avec Ch, Oy et Cs, Cy disjoints.

b) Si 7o et 7/ sont deux inversions positives ou symétries axiales et si
C, C" sont disjoints, g = T7¢7¢r est produit de deux inversions négatives.

c¢) Une symétrie centrale est produit de quatre inversions négatives.

d) Une inversion positive est produit de cinq inversions négatives.

On voit que cette preuve est nettement plus compliquée que [’autre, et il
ne semble pas facile de la simplifier'8. On a la un trés bel exemple d’une
conséquence géométrique d’un résultat pourtant tres algébrique.

2.6.9 Le théoreme fondamental de la géométrie anal-
lagmatique

On note ici C l'ensembles des cercles et des droites de C. On rappelle
que le point a l'infini est sur toutes les droites, mais sur aucun cercle (voir
la convention 2.2.7). L’exercice suivant a pour but de prouver le théoreme
suivant :

2.6.12 Théoreme. Soit f : C — C une bijection conservant l’ensemble
C des droites et des cercles. Alors, f est une homographie ou une anti-
homographie.

2.6.13 Ezercice. Soit f une bijection conservant C. On pose a = f(o0),
b= f(0), c= f(1).
1) Montrer que f~! conserve C.

2) Montrer qu’on peut se ramener au cas ou f fixe oo, 0 et 1 (utiliser une
homographie g qui ramene a, b, c en oo, 0 et 1).

On suppose désormais qu’on est dans ce cas.

3) a) Montrer que f conserve séparément ’ensemble des droites et celui
des cercles.

b) Montrer que f transforme deux droites paralleles en deux droites paral-
leles, deux cercles tangents en deux cercles tangents, une droite et un cercle
tangents en une droite et un cercle tangents.

c) Montrer que 'image par f et f~' d’un disque ouvert est un disque
ouvert (on caractérisera les points du disque ouvert comme les points du
plan par lesquels il ne passe pas de tangente au cercle). En déduire que f est
un homéomorphisme.

18. Le lecteur courageux montrera notamment qu'un produit de trois inversions
négatives n’est jamais une inversion positive.
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4) a) Montrer que, si a et b sont deux points d'un cercle C, les tangentes
en a et b sont paralleles si et seulement si (ab) est un diametre de C. En
déduire que si D est un diametre de C, f(D) est un diametre de f(C).

b) Montrer que si C' est un cercle de centre w, f(C') est un cercle de centre
)

¢) Montrer que f conserve l'orthogonalité des droites.

Soit C' le cercle de centre 0 passant par 1.

5) a) Montrer que C' est stable par f ainsi que I’axe réel et I’axe imaginaire
pur.

b) Montrer qu’on a f(i) = +i. Quitte & composer f par la symétrie z — Z,
on peut supposer qu'on a f(i) = i, ce que nous ferons désormais.

¢) Montrer qu’on a f(n) = n pour tout n € Z (pour n > 0, on raisonnera
par récurrence en utilisant le cercle centré en n et passant par 1).

d) Montrer qu’'on a f(r) = r pour tout r € Q (utiliser le théoreme de
Thales).

e) En déduire qu'on a f(z) = z pour z € R (utiliser la continuité de f).

6) Conclure.

2.6.10 Automorphismes et extensions de PSL(2,C)

2.6.14 FEzercice. § 1) Montrer que tout automorphisme de SL(2,C) est de
la forme A — PAP~! ot P est un élément de T'L(2,C) (ou encore que
le groupe des automorphismes de SL(2;C) est engendré par les automor-
phismes intérieurs et par les automorphismes 6, : A +— o(A) provenant d'un
automorphisme ' de corps de C). On consultera [Die70] Ch. IV au besoin.
2) Montrer que lautomorphisme y : A — 'A7! est intérieur (c’est la

conjugaison par P = <_01 (1)) ).

3) Montrer que tout automorphisme de SL(2,C) induit un automor-
phisme de PSL(2,C) et que, réciproquement, tout automorphisme du quo-
tient provient d’un automorphisme de SL(2, C) (voir [Die70]).

4) En déduire qu’il n’y a pas d’autre extension scindée non triviale de
PSL(2,C) par {+1} que PI'L(2,C).

5) Montrer que I'automorphisme de OT(Q) associé a ’lhomomorphisme
A 'A71 de SL(2,C) est 'automorphisme intérieur associé a la matrice

0 0 1
r=(0 -1 0
1 0 0

19. L’identité et la conjugaison sont les seuls automorphismes continus de C.

29
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Chapitre 3

L’espace des cercles et des
droites : généralités et
isomorphisme de groupes

Dans ce chapitre et les suivants, on étudie l'espace £ des cercles et des
droites. Il s’agit la, par rapport au traitement élémentaire de l'inversion,
d’un changement radical de point de vue. En effet, dans ’approche usuelle,
on traite d’objets situés a deux niveaux : les points, qui sont des éléments
du plan, et les cercles-droites, qui en sont des parties. Dans [’espace &£, en
revanche, tous ces objets sont au méme niveau puisque sont éléments de
E a la fois les cercles, les droites et les points. Cet espace est muni d’une
forme quadratique naturelle (qui correspond au carré du rayon dans le cas
des cercles) et l'orthogonalité pour cette forme redonne a la fois l'incidence
entre points et cercles-droites et [’orthogonalité au sens usuel pour les cercles
et les droites.

Ce point de vue présente de nombreux avantages. Dans ce chapitre, nous
verrons surtout qu’il permet de montrer 'un des isomorphismes entre deux
groupes classiques de petite dimension (ou leurs avatars) : le groupe orthogo-
nal associé a une forme de Lorentz réelle de rang 4 et le groupe des homogra-
phies de la droite projective complexe. Cela permet notamment d’interpréter
[inversion comme une réflexion et d’éclairer certains résultats précédents.
Par ailleurs, le point de vue de [’espace des cercles rend trés naturelle la no-
tion de pinceau, vue comme droite projective, ainsi que la classification de
ces objets.

61



Introduction

Lorsqu’on travaille dans le plan R? formé des couples (z,y) et muni du
produit scalaire ordinaire donné par la formule xx’ 4 yy/, ’équation du cercle
C de centre (b, c) € R? et de rayon R > 0 est donnée par (z—b)?+ (y —c)? =
R?. Cette équation s’écrit encore sous la forme :

2? +y* —2br —2cy +d =0,

ol 'on a posé d = b* + ¢> — R%. Réciproquement, une telle équation, avec
b,c,d € R, définit un cercle pourvu qu’on ait b 4+ ¢ —d > 0.

Il en est de méme d’une équation de la forme a(x?+y?) —2bx —2cy+d = 0,
pourvu que a soit non nul et que 'on ait b + c? —ad = a>R? > 0. Sous cette
forme, bien entendu, deux quadruplets (a,b,c,d) et (a/,¥,c,d) définissent
le méme cercle si et seulement si ils sont proportionnels, ce qui conduit a
interpréter C' comme un point de P3(R). De plus, les points de P3(R) qui
vérifient @ = 0 correspondent aux équations —2bx — 2cy + d = 0 et il s’agit
des droites de R?, au moins si le couple (b,c) n’est pas nul. On voit donc
apparaitre ici cercles et droites comme points d'un espace projectif de dimen-
sion 3, muni de deux données supplémentaires : un plan “a l'infini” défini
par I’équation a = 0, qui correspond aux droites, et une forme quadratique
q(a,b,c,d) = b* + ¢* — ad, qui correspond au carré du rayon, et qui est une
forme de Lorentz, c’est-a-dire de signature (3, 1), en vertu de la formule :

b2+c2—ad:b2+02+<a;d)2— (a+d)2
2 2 '

Dans ce qui suit, nous allons renverser cette présentation en prenant comme
donnée initiale un tel espace projectif, muni d’un plan a l'infini et d’une forme
de Lorentz.

3.1 L’espace des cercles et des droites

3.1.1 Les données

3.1.1 Définition. On considere un espace vectoriel réel E, de dimension 4
et on pose € = P(E). On note p la projection de E — {0} dans €. On se
donne une forme quadratique q sur E, de rang 4 et de signature (3,1). Enfin,
on fize un hyperplan H de E, on note D ["image de H dans &, et on suppose
que la restriction q|g est une forme de rang 2 (donc dégénérée), positive®.
On note ¢ la forme polaire de q.

1. En fait, cette hypothese est inutile, voir 3.4.1.
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L’espace projectif £, muni de la forme q et du plan projectif D, est appelé
espace des droites-cercles.

3.1.2 Remarque. Le groupe naturellement associé a (€,q) est le groupe
PO(q) des homographies qui conservent la forme ¢, voir 3.3.1.

La proposition suivante montre que ces données permettent de retrouver
I’écriture vue dans l'introduction :

3.1.3 Proposition. [ existe une base de E telle que, si (a,b,c,d) sont les co-
ordonnées d’un vecteur dans cette base, la forme q soit donnée par la formule
q(a,b,c,d) = b* + % — ad et Uhyperplan H par l’équation a = 0.

Démonstration. On appelle e4 un vecteur du noyau de ¢|y. Comme la forme
q|g est positive de rang 2, on peut compléter e, en une base eq, e3,e4 de H
telle que, si les coordonnées dans cette base sont b, ¢, d, on ait ¢|y(b,c,d) =
b?> + ¢*. Soit P le plan (eq,e3). Il est non dégénéré et défini positif, donc
de signature (2,0). Comme la forme ¢ est de signature (3,1), le théoreme
de Sylvester 2 montre que 1'orthogonal P+ est un plan hyperbolique (i.e. de
signature (1,1)) et qu'on a E = P & P*. Comme e, est un vecteur isotrope
de P*, on peut le compléter avec un vecteur isotrope e; pour former une
base hyperbolique de P+, ce qui signifie, si les coordonnées sur e;, e, sont
a,d, qu'on a q|pi(a,d) = ad (sur tous ces points, voir par exemple [Per96|
Ch. VIII). La base —ey, es, €3, e4 réalise alors les conditions de I’énoncé.

3.1.2 La quadrique fondamentale

3.1.4 Définition. On note P la quadrique de £ définie par q c’est-a-dire
I’ensemble des points m € & wvérifiant® q(m) = 0. Dans la base définie en
3.1.3, cette quadrique a pour équation b> + ¢* — ad = 0.

3.1.5 Proposition. La quadrique P est formée de deux types de points :
1) un unique point situé dans le plan D, donné en coordonnées par (0,0,0, 1),
2) les points (1,b,¢,b* + ¢2), pour (b, c) € R2.
SiP(E) est muni de la topologie quotient de celle de E ~ R*, la quadrique
P est compacte et homéomorphe a la sphére S2.

2. Voir par exemple [Per96] Ch. V. Nous désignerons aussi sous ce nom le corollaire
suivant : Soit E un espace vectoriel réel muni d’'une forme quadratique non dégénérée
de signature (p,q). Si F est un sous-espace non isotrope de E de signature (k,l), son
orthogonal est de signature (p — k,q — ).

3. La situation est analogue au cas des coniques : si m est 'image de m € E — {0}, le
fait de vérifier g(m) = 0 ne dépend pas du choix du représentant m de m et on écrit alors
q(m) =0.
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Démonstration. Si on coupe P par I'hyperplan a = 0, il reste 1’équation
b? + ¢ = 0 dont la seule solution est b = ¢ = 0, autrement dit on a 1'unique
point (0,0,0,1). On cherche maintenant les points de P qui vérifient a # 0.
On peut supposer a = 1 et on trouve les points (1,0, ¢, d) avec b* + ¢* —d =
0 comme annoncé. Comme l'espace projectif P(E) est compact et que P
est définie par 'équation polynomiale v + ¢ — ad = 0, P est un fermé
de P(F) donc un compact. L’application (b,c) + (1,b,¢,b* + ¢*) est un
homéomorphisme de R? sur P — {(0,0,0,1)}. II en résulte que P est un
compactifié d’Alexandroff de R?, donc homéomorphe & la spheére (voir par
exemple [Bou65] Ch. I, §9, Th. 4).

3.1.6 Définition. La quadrique P est appelée plan anallagmatique, ses
éléments sont appelés points (ou cercles-points). Ils correspondent auzx points
de R? (ou de C), avec en plus le point oo = (0,0,0,1). On pose C = E—P—D
et D* = D — {oo}. Les éléments C' € C vérifiant q(C) > 0 sont appelés
cercles (sous-entendu réels) et leur ensemble est noté CT, ceuz qui vérifient
q(T') < 0 sont appelés cercles imaginaires* et leur ensemble est noté C~ ;
les éléments de D* sont appelés droites, ils vérifient q(D) > 0.

3.1.7 Scolie. Interprétation des éléments de £

On peut maintenant Ainterpréter5 les divers éléments de £ en termes de
points ou de parties de C. R

e On interprete les points de P comme ceux de C de maniere évidente :
oo correspond & oo et le point (1,0, ¢,0? + ¢) & b+ ic.

e La droite D = (0,b, ¢, d) s’interpréte comme la droite de C d’équation
—2bx —2cy +d = 0.

e Un cercle réel C' = (a,b,c,d) (a # 0, b* + ¢* — ad > 0) apparait comme
le cercle de R? ~ C d’équation a(x? +y?) — 2bx — 2cy +d = 0. C’est le cercle
de centre (b/a,c/a) et de rayon R avec a’R* = b* + ¢* — ad = q(C).

e Enfin, pour un cercle imaginaire I' = (a, b, ¢, d) (a # 0, b +c* —ad < 0),
le centre est toujours le point (b/a, ¢/a), mais le carré du rayon étant négatif,
le cercle n’a pas de points réels.

Pour les cercles, qu’ils soient réels ou imaginaires, comme a est non nul,
on peut normaliser les équations par a = 1.

3.1.8 Commentaire. Désormais, tout le jeu va consister a penser auz
éléments de £ comme des points, des cercles et des droites de C (on par-
lera encore de cercles-droites) et a interpréter les relations dans € avec cette

4. On essaiera, dans la mesure du possible, d’utiliser toujours ces notations : des lettres
minuscules pour les éléments de P, des majuscules romaines pour ceux de C* ou de D* et
des majuscules grecques pour ceux de C.

5. Si l'on veut étre précis, on est en train de construire une application ® de & — C~
dans C U P(C) qui envoie P sur C et les éléments de CT U D* sur les cercles-droites.

64



description, ou encore d’établir un dictionnaire entre ces deux entrées dans
la géométrie anallagmatique. Il est amusant de noter que, comme un vrai
dictionnaire, on l'utilise dans les deux sens. On verra aussi combien ['usage
de ce dictionnaire est profitable. En particulier, il va donner ['un des isomor-
phismes essentiels des groupes classiques entre le groupe PO(q) associé a €
et le groupe PT'L(2,C) provenant de C.

3.1.3 Interprétation des valeurs de ¢ et ¢

Soient C' = (a,b,c,d) et C" = (a',V, ', d’) deux éléments de E. Rappelons
qu'on a les formules ¢(C) = b+ * —ad et p(C,C") = bb' + cc' — L(ad' + d'd).

Comme on est dans un espace projectif, les coordonnées des divers points
ne sont définies qu’a un scalaire réel pres, de sorte que les valeurs de q et ¢
n’ont pas de sens géométrique en général. Il y a toutefois plusieurs exceptions
a cette regle.

e La valeur 0 a un sens indépendant des représentants. Dans le cas de
q elle définit les points isotropes rencontrés ci-dessus. Dans le cas de ¢ elle
définit 'orthogonalité que 1'on étudiera au paragraphe suivant.

e Comme on a, pour A € R, ¢(AC) = \%q(C), le signe de ¢ a un sens
géométrique, il permet de distinguer les cercles-droites réels des cercles ima-
ginaires.

e Dans le cas des cercles et des points (autres que 0o) les valeurs de ¢ et
q ont un sens pourvu que 1’on normalise les objets par a = 1.

e Dans tous les cas, les quotients de deux expressions homogenes de
méme degré (comme 'invariant anallagmatique, voir plus loin) ont un sens
indépendant des représentants.

Les deux propositions suivantes, qui résultent aussitot des formules don-
nant ¢ et ¢, donnent une interprétation de certaines quantités, la premiere
avec la normalisation, la seconde avec les quotients.

3.1.9 Proposition. Dans cette proposition les points m # oo et les cercles
C € C sont normalisés par a = 1 et le point co par (0,0,0,1). On note d
la distance euclidienne de R? : d((z,y), (2, y'))* = (x —2')* + (y — ¢)? et
on pose encore mm' = d(m,m’). Pour deux cercles C,C" on note A(C,C")
la distance de leurs centres.

0) Pour un cercle réel on a q(C') = R? (carré du rayon,).

1) Soient m,m' € P—{oo} des points normalisés. On a p(m,00) = —1/2
et d(m,m’)* = mm/? = —2¢(m,m’).

6. On notera aussi parfois R? le carré du rayon d'un cercle imaginaire.
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2) Pour un point et un cercle réel ou imaginaire on a —2p(m,C) =
p(m, C) (puissance™ de m par rapport a C).

3) Pour deuz cercles C,C" (réels ou non) on a —2¢(C,C") = A? — R? —
R, Si les cercles sont de centres 0,0 et se coupent en m on a ¢(C,C") =

—

RR' cosomo'.
4) Pour un cercle C (réel ou non), de centre w, et une droite D, on a
¢(C, D) = ¢(w, D).

Démonstration. Cela résulte des définitions. On notera que la derniere asser-
tion de 3) vient de la formule d’Al-Kashi.

3.1.10 Proposition. 1) Soient m un point, normalisé par a =1, et D une
droite. On note d(m, D) la distance euclidienne du point a la droite. On a la

D 2
formule d(m, D)?* = plm, D).

(D)
2) Soit C' un cercle, normalisé par a = 1, w son centre et soit D une
. ., _ #(C,D)?
droite. On a d(w, D)* = ————-
(D)
Démonstration. 1) Si le point a pour coordonnées (z,y) et la droite pour
| — 2bx — 2cy + d|

équation —2bx—2cy-+d, cela résulte de la formule d(m, D) =
4(b2 + ¢?)
Le point 2) vient de la formule ¢(C, D) = ¢(w, D).

3.1.11 Remarques. 1) Si m est un point et I' un cercle imaginaire de centre
w et de carré du rayon R? < 0, on a —2p(m,T') = d? — R? avec d = d(m, w)
et ¢o(m,I") est donc < 0.

2) Si m,m’ sont deux points du plan, on a vu ci-dessus qu’on retrouve la
longueur du segment mm’ grace a ¢(m,m’). On en déduit aussi le produit
scalaire ordinaire de deux vecteurs grace & la formule 2(ab|aé) = ab® + ac® —
be?.

3) Pour une discussion sur le signe de ¢, voir 3.2.10.

Parmi les invariants que 1’on retrouve grace a ¢ on retrouve aussitot,
sinon le birapport de quatre points, du moins le carré de son module :

3.1.12 Corollaire. Soient a,b,c,d quatre points de P et r = [a,b,c,d] leur
birapport en tant que points de C. On a la formule :

|7“|2 _ 90<67 a)@(d7 b)
(e, b)e(d, a)

7. Dans le cas imaginaire, la puissance est définie par 'analogue de la formule d? — R?.
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Démonstration. Cela résulte de la formule —2p(a,b) = ab?.
Pour une étude plus approfondie des liens entre le birapport et les inva-
riants de O(q), voir le chapitre 7.

3.1.4 Interprétation de ’orthogonalité dans £

Forts des calculs précédents, nous interprétons I'orthogonalité vis a vis de
la forme ¢ en termes des points et des cercles-droites de C. Le dictionnaire
va donc de £ vers C ici. Commencons par une définition :

3.1.13 Définition. Soit I' un cercle imaginaire, normalisé par a = 1 et de
“carré du rayon” q(T) = —r?, avec r > 0. On appelle® ombre de T le cercle
réel K de méme centre et de carré du rayon r* = —q(T).

Le théoreme suivant résume les propriétés des éléments de £ vis a vis de
I'orthogonalité :

3.1.14 Théoreme.
1) Deuz points distincts (c’est-a-dire deuz éléments de P) ne sont jamais
orthogonauz.
2) Un point de P — {oc} = R? est orthogonal a un cercle ou une droite si
et seulement si, dans l'interprétation 3.1.7, il lui appartient. Le point oo est
orthogonal (donc appartient) a toutes les droites, mais d aucun cercle. Aucun
point de P n’est orthogonal a un cercle imaginaire.
3) Deuz droites, un cercle et une droite, deux cercles sont orthogonauz si et
seulement si, dans l'interprétation 3.1.7, ils le sont au sens usuel.
4) Deux cercles imaginaires ne sont jamais orthogonaux. Un cercle imaginaire
est orthogonal a une droite si et seulement si son “centre” est sur la droite.
Enfin, un cercle imaginaire I' et un cercle réel C, tous deuxr normalisés par
a = 1, sont orthogonauz si et seulement si on a A* — q(C) — ¢q(T') = 0, ou
A est la distance de leurs centres. Si K est ['ombre du cercle I' la condition
d’orthogonalité de C' et I" se traduit comme suit :

e 5i ' et C' ont méme centre, ils sont orthogonaux si et seulement si C
est 'ombre de I', autrement dit si l'on a C = K.

e Sinon, ils sont orthogonauz si et seulement si le cercle C coupe K en

des points diamétralement opposés®.

Démonstration. 1) On peut utiliser la formule de 3.1.9 : mm'? = —2¢(m, m’).

8. C’est un vieux débat : 'homme invisible a-t-il une ombre ?
9. On voit ici revenir la géométrie elliptique.
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Mais on peut aussi '°, utiliser les formes quadratiques. Si deux points m et m’
étaient orthogonaux, leurs représentants m, m’ seraient des vecteurs isotropes
orthogonaux, de sorte que le plan (m,m’) serait totalement isotrope. L’in-
dice de la forme quadratique ¢ serait donc > 2 contrairement a I’hypothese
(I'indice d’une forme (3,1) est égal a 1, voir [Per96] Ch. V).

2) Considérons d’abord le point & I'infini co = (0,0,0,1). Si C' = (a, b, ¢, d)
est un élément de E, on a (oo, C) = —%a. On voit que oo est orthogonal a
toutes les droites, mais a aucun cercle, ce qui, avec l'interprétation 3.1.7, est
bien conforme aux conventions usuelles.

Pour un point m a distance finie, on utilise 3.1.9. Si C' est un cercle on a
—2¢(m,C) = p(m, C) et cette puissance est nulle si et seulement si le point
est sur le cercle. Si D est une droite, on a p(m, D)* = q(D)d(m, D)? d’apres
3.1.10 et 1a encore ¢ est nul si et seulement si m est sur D.

Le cas d’un cercle imaginaire résulte du calcul de la puissance, mais on
peut aussi le traiter en utilisant la forme quadratique. Si I" est un cercle
imaginaire, on a ¢(I') < 0. Comme ¢ est de signature (3,1), le théoréeme de
Sylvester montre que I'* est de signature (3,0), donc défini positif, et il n’y a
donc pas d’isotropes dans I't. C’est bien conforme & ce que I'on attend dans
I'interprétation 3.1.7.

3) Utilisons de nouveau les coordonnées. Dire que D = (0,b,¢,d) et D' =
(0,0, ¢, d") sont orthogonales c’est dire qu’on a ¢(D,D’) = b + ¢ = 0.
Mais, dans U'interprétation 3.1.7, les vecteurs (b, ¢) et (I, ¢’) sont des vecteurs
normaux de D et D’ et ils sont donc orthogonaux au sens du produit scalaire
de R2, ce qui signifie que les droites sont orthogonales.

Pour un cercle réel C' = (a,b,c,d) on peut supposer a = 1. Dire que la
droite D' = (0,V, ¢, d') est orthogonale a C' s’écrit alors —2b'b—2c'c+d' = 0,
ce qui signifie que le centre (b, c) de C' est sur D’ : c’est bien la définition de
I'orthogonalité, voir 1.1.13.

Si on a deux cercles réels, C,C’, avec a = a’ = 1, on a vu en 3.1.9 qu'on
a —2p(C,C") = A2 — R? — R”? ot A est la distance des centres. La encore,
dans la traduction 3.1.7, on retrouve la définition usuelle de I'orthogonalité,
cf. 1.1.13.

4) Pour voir que deux cercles imaginaires ne peuvent étre orthogonaux,
le mieux est d’utiliser de nouveau le théoreme de Sylvester : on aurait dans
E un plan défini négatif, ce qui contredirait le fait que la signature est (3, 1).

10. 11 y a deux fagons de faire les choses que nous allons utiliser selon les circonstances,
voire selon notre humeur du moment : 'une consiste a calculer avec les coordonnées, I’autre
a utiliser la théorie des formes quadratiques. Le lecteur appréciera la souplesse que confere
cette inconstance, mais s’il préfere la fidélité, il pourra toujours s’essayer a utiliser 'autre
voie a titre d’exercice.
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Le calcul pour l'orthogonalité d'une droite ou un cercle avec un cercle
imaginaire est identique au cas réel.

Montrons la propriété relative & K. Appelons o et w (resp. r et R) les
centres des cercles K et C' respectivement (resp. leurs rayons).

Comme on a ¢(I') = —r?, la condition d’orthogonalité s’écrit R* = A? +
7?2 = ow? +12. Sil'on a 0 = w on en déduit R = r, donc C' = K. Pour les
cercles de centres w #0,ona A > 0,doncr < R,et R—r <A< R+r,de
sorte que les cercles C' et K sont sécants!'! en a et b.

Mais alors, dans le triangle aow
on awa? = R? = A2 + 0% =
0w2—|—0a2, ce qui montre que le tri-
angle est rectangle en o. Le méme
argument appliqué avec b montre
que a,0,b sont alignés et [ab] est
bien un diametre de K.

F1GURE 3.1 — L’orthogonalité pour le cas imaginaire

Faisons le bilan de ce qui précede dans le cas des points :

3.1.15 Scolie.

Les éléments de P, c’est-a-dire les isotropes de &, correspondent aux points de C.

Sim est dans P et C' dans £, m appartient a C' au sens de C

si et seulement si m est orthogonal a C' au sens de £.

11. On peut aussi noter que la formule —2¢p(C, K) = A% —¢(C) —q(K) donne ¢(C, K) =
r2, ce qui montre que l'invariant anallagmatique I*(C, K), voir 3.2.6, vaut r?/R? < 1 et

on a la méme conclusion.
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3.2 Pinceaux de cercles-droites

3.2.1 Positions relatives de deux cercles-droites

Cette fois, le dictionnaire va en sens inverse. Nous cherchons a traduire
en termes de la forme quadratique ¢ les positions relatives des couples de
cercles-droites au sens usuel.

3.2.1 Proposition-Définition. Soient C,Cy deux cercles-droites distincts
que l'on voit a la fois comme éléments de £ et comme parties de P. On dit
qu’ils sont sécants 12, tangents ou disjoints s’ils le sont en tant que parties
de P, c’est-a-dire si leur intersection contient 2, 1 ou 0 éléments.

En termes de £ il s’agit de compter le nombre de points m isotropes
orthogonaux a C; et Cj.

Pinceaux

Nous aurons besoin, notamment pour la démonstration de 3.3.3, de la
notion de pinceau, que nous avons déja vue en 1.1.16, mais dont nous donnons
une nouvelle approche en termes de sous-espaces de & :

3.2.2 Définition. On appelle pinceau de cercles-droites une droite projec-
tive F de & = P(FE), image d’un plan vectoriel F' de E. Si Cy et Cy sont
deuz points distincts de &, le pinceau défini par Cy et Cy est noté (Cy,Cy).
Si F = p(F) est un pinceau, son orthogonal est le pinceau F*+ = p(F*1).

On dit que trois points C1, Cs, Cs de £ sont en pinceau si le sous-espace
projectif (C1,Cy, C3) qu’ils engendrent est de dimension < 1.

3.2.3 Remarques. 1) Le pinceau F = (C1,Cy) est I'image du plan vectoriel
F engendré par (' et Oy, c’est-a-dire des éléments de la forme A C + Ao C.
On retrouve bien la définition de 1.1.16.

2) On peut maintenant prouver le lemme 1.1.19 que nous avions admis
au chapitre 1 : si C' est orthogonal a C; et (5 il est orthogonal a tous les
cercles du pinceau (C7, Cy). Cela résulte de la formule ¢(C, \{Cy + X\oCy) =
Mp(C,Cy) + Aap(C, Cy). La méme formule appliquée & un point m montre
aussi que la position relative de C et Cy ne dépend que du pinceau (C4, Cs)
et pas des cercles pris comme base du pinceau.

La proposition suivante est évidente avec la définition, mais importante :

3.2.4 Proposition. Soient C1,Cy,C3 € E. Leurs images dans £ sont en
pinceau si et seulement si les C; sont linéairement dépendants dans E.

12. On notera que, comme les droites contiennent toutes le point co, on retrouve le sens
usuel de droites sécantes.
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Rang, indice, invariant anallagmatique

On a vu que la position relative de deux droites-cercles est une propriété
du pinceau engendré. On va maintenant caractériser cette position en termes
de la forme quadratique gq.

3.2.5 Proposition-Définition. Soit F' C E un plan vectoriel. On note rp
le rang de la forme q|F et ip son indice. On arp =2 ou 1 et, sirp est égal
a2,ip=0oul.

Le calcul des nombres rr et ip amene a introduire un invariant fonda-
mental 13 :

3.2.6 Proposition-Définition. Soient A, B deux éléments non colinéaires
de E et F' = (A, B) le plan vectoriel engendré. Si A, B sont non isotropes
on définit leur invariant anallagmatique comme [’élément I*(A,B) =
p(A, B)
q(A)q(B)

1) On arp =1 si et seulement si q(A)q(B) = p(A, B)*. Si A et B sont
non isotropes c’est encore équivalent a 1*(A, B) = 1.

Il ne dépend que des images de A, B dans &.

2) Onarp =2 etip =0 si et seulement si q(A)q(B) > p(A,B)?. Si A
et B sont non isotropes c’est encore équivalent a I*(A, B) < 1.

3) On arp=2etip =1 siet seulement si q(A)q(B) < (A, B)%. Si A
et B sont non isotropes c’est encore équivalent a I*(A, B) > 1.

Démonstration. Comme F, q est de signature (3, 1), il n’y a pas de plans to-
talement isotropes, les plans isotropes sont positifs et les plans non isotropes
contenus dans F peuvent étre de signature (2,0) ou (1,1) seulement. La dis-
tinction entre les trois cas se fait selon la nullité du discriminant de la forme
q|r et selon son signe, or ce discriminant est égal a q(A)q(B) — ¢(A, B)%.

3.2.7 Remarque. Si Cy et Cy sont deux cercles normalisés par a = 1, de rayons

Ry et Ry et de distance des centres A, on a, en vertu de 3.1.9, I*(C,Cy) =

(A? — R} — R})®
4R? R2

- Pour une interprétation géométrique, voir 4.2.8.

On a maintenant la caractérisation attendue :

13. Nous avons rencontré dans la partie IV un invariant noté I et défini par la méme
formule et nous avons vu que sa donnée était essentiellement équivalente a celle de la
distance dans les plans hyperbolique et elliptique. Nous verrons au chapitre 5 que ces
invariants sont essentiellement les mémes.
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3.2.8 Proposition. Soient Cy, Cy deuz cercles-droites distincts et F' = (Cy, Cy)
le plan vectoriel engendré. Alors, Cy et Cy sont sécants (resp. tangents, resp.
disjoints) si et seulement si on arp =2 etip =0 (resp. rp = 1, resp. rp = 2
et ip = 1) ou encore si linvariant anallagmatique I*(Cy,Cy) est < 1 (resp.
=1, resp. > 1). En particulier, les cercles-droites Cy et Cy sont tangents si
et seulement si on a la relation o(Cy, Cy)* — q(C1)q(Cy) = 0.

Démonstration. En effet, le nombre de points d’intersection de C; et Cy n’est
autre que le nombre de droites isotropes de 'orthogonal F*.

3.2.9 Remarque. Les conditions données ci-dessus en termes de g et ¢ se
traduisent de maniere élémentaire : si on suppose que les C; sont des cercles et
qu’on les normalise par a = 1, la condition ¢(C}, Cy)? < ¢(C1)q(Cs) devient,
en utilisant la distance des centres A et 3.1.9, (A% — R? — R2)? < 4R?R3 ou
encore :

(A? — (R, + Ry)*) (A? — (R, — Ry)?*) < 0

c’est-a-dire |R; — Rs| < A < Ry + Rs, qui est la condition usuelle pour les
cercles sécants.

Pour 'application de la caractérisation des cercles tangents au théoreme
de Feuerbach, voir I'exercice 3.4.3 ou le paragraphe 7.3.3.

Discussion sur le signe de ¢

Nous avons donné ci-dessus des conditions pour que deux cercles soient
sécants, tangents ou disjoints. En géométrie euclidienne, on sait bien que
ces conditions peuvent étre raffinées, notamment pour les cercles disjoints
qui peuvent étre extérieurs ou intérieurs (i.e. I'un intérieur a l'autre). Ces
conditions n’ont pas de sens en géométrie anallagmatique, comme nous allons
le voir. Commencons par discuter le signe de ¢ :

3.2.10 Proposition. Soient C,C" deux cercles normalisés par a = 1.

1) On suppose C,C" sécants. On note 0,0’ leurs centres et m l'un de leurs
points d’intersection. Alors o(C,C") est positif (resp. nul, resp. négatif) si et
seulement si [’angle omd est aigu (resp. droit, resp. obtus).

2) On suppose C,C" tangents. Alors p(C, C") est positif (resp. négatif) si
et seulement s’ils sont tangents intérieurement (resp. extérieurement).

3) On suppose C,C" disjoints. Alors p(C,C") est positif (resp. négatif) si
et seulement s’ils sont intérieurs (resp. extérieurs).

Démonstration. C’est clair avec les formules 2p(C, C") = R? + R? — A? et,
dans le cas sécant, p(C,C") = RR' cos omo’, voir 3.1.9.
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3.2.11 Remarque. Attention, cette proposition requiert la normalisation
par a = 1 qui ne se conserve pas par une transformation du groupe cir-
culaire. On ne peut donc pas espérer que la position de deux cercles (par
exemple intérieurs ou extérieurs) se conserve par une telle transformation.
Précisément, considérons 'inversion 4 de cercle C. Déja, on a vu en 1.2.5
qu’elle échange les composantes connexes du complémentaire de C', transfor-
mant ainsi un cercle C’ intérieur & C' en un cercle C” de la composante non
bornée. Plus précisément, les cercles C, C” peuvent étre soit extérieurs, soit
tels que C' soit intérieur & C”, voir ci-dessous 3.2.12 et exercice 3.4.6. On voit
ainsi que le signe “normalisé” de ¢(C, C") n’est pas conservé. Voir cependant
5.1.25.

3.2.12 Proposition. Soit u une transformation circulaire et soit a son pole
c’est-a-dire l'unique point tel que f(a) = oo. Soit C' un cercle ne contenant
pas a et C" = u(C") son image. L’extérieur de C' s’envoie sur lextérieur
de C" (resp. sur lintérieur) si et seulement si a est extérieur a C' (resp.
intérieur).

3.2.2 Classification des pinceaux

On se propose maintenant de classifier les pinceaux en tenant compte es-
sentiellement de la forme quadratique g, qui décrit I'incidence, mais aussi de
I’hyperplan D. Nous verrons au chapitre suivant que les types de cette clas-
sification correspondent bien aux orbites dans I'action du groupe circulaire
sur les pinceaux.

3.2.13 Définition. Soit F = p(F') un pinceau. On dit que F est :
1) un pinceau dégénéré si on a rp =1,

2) un pinceau & points-base si on a rp =2 et ip =0,

3) un pinceau & points de Poncelet si on a rp =2 et ip = 1.

3.2.14 Proposition. Si F est dégénéré (resp. a points-base, resp. a points
de Poncelet), son orthogonal F* est dégénéré (resp. a points de Poncelet,
resp. d points-base).

Démonstration. 11 suffit de traduire algébriquement les propriétés. Dire que
F est dégénéré c’est dire que le sous-espace F' est isotrope, c’est-a-dire qu’on
a FF'nFt # (0), propriété évidemment partagée par F-. Dire que F est
a points-base c’est dire que F' est non isotrope et de signature (2,0) (la
signature totale étant (3,1), le cas (0,2) est impossible). Comme on a E =

14. Dont nous verrons en 3.3.6 qu’elle est 'image d’une réflexion de F, qui conserve ¢
et .
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F 1 F*, lorthogonal est de signature (1,1) en vertu de Sylvester, donc
d’indice 1.

Pinceaux et cercles points

Si F = p(F) est un pinceau, la présence d’isotropes dans F' correspond a
la présence de cercles-points dans le pinceau :

3.2.15 Proposition. Soit F = p(F') un pinceau.

1) Si F est dégénéré il contient un unique (cercle) point m qui est contenu®
dans tous les éléments de F.

2) Si F est a points de Poncelet, il contient deuz (cercles) points distincts
my et my et on a F = (my,mg). Ces points sont les points de Poncelet de
F. Les éléments de F sont disjoints dans C.

3) Si F est a points-base, il ne contient aucun cercle point, son orthogonal
F+ en contient deux : my et my et F est l'ensemble des éléments de € qui
contiennent (au sens de l'incidence usuelle) les points my et mo. Ces points
sont les points-base de F.

5

Démonstration. 1) Si F est dégénéré, F' est un plan vectoriel muni de la
forme ¢|r de rang 1. Si on prend une base de F' dont le premier vecteur est
dans le noyau de ¢|r, et si (x,y) sont les coordonnées dans cette base, la
forme ¢ est équivalente & Ax? et la seule droite isotrope est o = 0.

2) Si F est a points de Poncelet, le plan F est hyperbolique et la forme ¢
en restriction a F' est équivalente a xy, avec les droites x = 0 et y = 0 comme
isotropes (voir [Per96] Ch. VIII).

3) Enfin, si F est a points-base, il provient d'un plan F' anisotrope, de
sorte que JF ne contient aucun cercle point.

Les assertions sur incidence des éléments de F dans C sont des traduc-
tions des propriétés algébriques : dire que deux éléments de J ont un point
m en commun dans C, signifie qu’il existe m isotrope orthogonal a ces deux
éléments, donc a F, ou encore que F* contient un isotrope.

Description en termes de cercles et droites

Dans ce paragraphe nous prenons en compte, non seulement la position
du pinceau vis a vis de la forme quadratique ¢, mais aussi par rapport a
I’hyperplan D.

15. Au sens de lincidence usuelle ou de I'orthogonalité dans £.
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3.2.16 Proposition. Soit F = p(F') un pinceau dégénéré et soit m 'unique
point appartenant a F.

1) Si m est le point oo, les éléments de F sont des droites. Si D est un
élément de F on a F = (00, D) et F est le pinceau des droites paralléles a
D.

2) Sim nest pas le point a l'infini, le pinceau contient une unique droite D,
qui passe par m et les autres éléments de F sont les cercles tangents a D en
m.

Démonstration. 1) Que les éléments de F soient des droites résulte de 3.1.14.
Les droites en question sont paralleles car leur unique point d’intersection
(c’est-a~dire 'unique isotrope qui leur est orthogonal) est le point oo.

2) Deux éléments distincts de F n’ont que m en commun. Cela exclut
que F contienne deux droites (car elles auraient aussi co en commun). Il en
contient une car, dans P(FE), espace projectif de dimension 3, le plan projectif
D et la droite F se coupent en un point. Enfin, il résulte de 1.1.6 que les
éléments de F sont tangents.

3.2.17 Proposition. Soit F = p(F') un pinceau a points-base mq,ms.

1) Si l'un des points, disons my, est co, le pinceau F est l’ensemble des
droites passant par ms.

2) Si les points m; ne sont pas a linfini, le pinceau F est formé des cercles
passant par my et my et de la droite (myms).

Démonstration. C’est essentiellement 3.1.15.
3.2.18 Proposition. Soit F = p(F') un pinceau a points de Poncelet my, ms.

1) Si lun des points, disons my est 0o, le pinceau F est ’ensemble des cercles
concentriques de centre me.

2) Si les points m; ne sont pas a linfini, le pinceau F est formé des cercles
orthogonauzr aux cercles passant par my et mq et de la médiatrice de [myma].

Démonstration. 1) Le pinceau F* est & points-base oo, msy et c’est donc
le pinceau des droites passant par ms. Le pinceau F est formé des cercles
orthogonaux a toutes ces droites, donc les admettant pour diametres. C’est
donc le pinceau des cercles de centre ms.

2) Le pinceau F= est formé des cercles passant par my, my et de la droite
(mymg). Le pinceau F est donc formé des cercles-droites orthogonaux a tous
ceux de F*. Il contient 'unique droite qui passe par les centres de tous les
cercles de F1, c’est-a-dire la médiatrice de [mimy).
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3.3 Le groupe circulaire

3.3.1 Définition et énoncé du théoréme fondamental

Rappelons (voir Partie III, ??) que le groupe O(q) est le groupe des
isométries relatives a ¢ (c’est-a-dire des automorphismes de E qui conservent
la forme ¢), O%(q) le sous-groupe des isométries positives (de déterminant
1) et PO(q) le quotient O(q)/{Id,—Id}, image de O(q) dans le groupe des
homographies de £ = P(E). Comme on 'a noté en 3.1.2, ce groupe est le
groupe naturel 1 associé & la donnée de & et q :

3.3.1 Définition. Le groupe PO(q) (resp. PO (q)) est appelé groupe cir-
culaire (resp. groupe circulaire direct ).

3.3.2 Remarque. Le groupe O(q) opére sur E en conservant les formes ¢
et . Sur l'espace projectif £, ces formes n’ont plus de sens géométrique en
général, toutefois le groupe circulaire opere sur £ en conservant la nullité de
q et © et le signe de ¢. On en déduit qu’il laisse invariants :

e I'ensemble C™ U D* des cercles-droites qui vérifient ¢ > 0,

e I'ensemble C~ des cercles imaginaires qui vérifient ¢ < 0,

e I'’ensemble P des isotropes de £ qui vérifient ¢ = 0.

De plus, comme les éléments de PO(q) conservent la nullité de ¢, ils
conservent I’orthogonalité entre les éléments ci-dessus. En particulier, il conserve
la relation d’incidence entre les points m € P et les cercles-droites (voir
3.1.14).

L’opération du groupe PO(q) sur le plan anallagmatique P =~ C meéne au
théoreme fondamental suivant :

3.3.3 Théoréme. L’opération de PO(q) sur P induit un isomorphisme 1
de PO(q) sur le groupe PTL(2,C) des homographies et anti-homographies
de la droite projective complexe. On en déduit des isomorphismes :

PO™(q) ~ Q(q) ~ PGL(2,C) ~ PSL(2,C).

(Rappelons, voir par exemple [Per96] Ch. VIII, qu’on note Q2(q) le groupe des
commutateurs de O(q).)

16. On pourrait aussi considérer le groupe PGO(q) image du groupe GO(q) des simili-
tudes relatives a ¢, a priori plus grand, mais, dans le cas présent, GO(q) est produit direct
du groupe des isométries et du groupe des homothéties (voir [Per96] Ch. V Ex. 5.3), de
sorte qu’'on a PO(q) = PGO(q).
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3.3.2 Démonstration du théoreme fondamental

L’opération de PO(q) sur P induit un homomorphisme de groupes ® :
PO(q) — &(P) a valeurs dans le groupe des bijections de P qui associe a u
sa restriction a P.

Injectivité de v

Soit u € PO(q) tel que u|p = Idp. Il s’agit de montrer que u est aussi
I'identité sur € — P. Si C' est un cercle (réel) ou une droite il est transformé
en un cercle ou une droite en vertu de 3.3.2. Mais C' est déterminé par trois
de ses points a, b, ¢, qui sont dans P, donc fixes par u et comme u conserve
I'incidence (pusique 'incidence n’est rien d’autre que 'orthogonalité), a, b,
sont dans u(C') qui est donc égal a C.

Il reste le cas ou I' est un cercle imaginaire. On peut le traiter en notant
que 't est contenu dans Ct U D*, donc fixé par u, donc I' aussi. Voici un
argument un peu plus géométrique. Soit w le centre de I'. On sait que les
droites orthogonales a I'" sont celles qui passent par w. Par conservation de
lorthogonalité et des droites, on voit que u(I') est orthogonal a toutes ces
droites, donc a pour centre w. Par ailleurs, en vertu de 3.1.14.4, il y a un
unique cercle réel K de centre w orthogonal a I' ('ombre de I', dont le carré
du rayon est —g(I")). Comme il est fixe par u et que u conserve I'orthogonalité,
on voit que u(I") a aussi pour “carré du rayon” ¢(I"). Il est donc égal a T'.

Les involutions

Rappelons que, pour a € E non isotrope, on note 7, la réflexion d’hy-
perplan a®. C’est un élément de O(q) et on a la formule, pour z € E :
pla,z)

q(a)

Le ressort de la preuve de 3.3.3 est de montrer que les images des réflexions
de PO(q) dans &(P) sont les inversions et des symétries axiales'”. On com-
mence par quelques précisions sur les inversions :

T (z) =2 —2

3.3.4 Définition. Soit i une inversion de pole w et de puissance négative
—R?, R > 0. Soit T le cercle imaginaire'® de centre w qui vérifie ¢(T') = — R
On dit que © est l'inversion de cercle I' et on la note ir.

17. Attention, le mot réflexion désigne a priori deux types d’objets, d’une part les
réflexions dans 'espace E de dimension 4 muni de la forme ¢ et d’autre part les réflexions
de Iespace euclidien R? ~ C au sens ordinaire. Pour éviter les confusions, on parlera donc
de symétries azxiales a propos de ces dernieres.

18. On suppose son équation normalisée par a = 1.
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On a alors le résultat suivant :

3.3.5 Proposition. On désigne par C' un cercle (réel ou imaginaire) ou une
droite et par ic Uinversion ou la symétrie aziale associée. Soit C' un cercle
réel ou une droite orthogonal a C. Alors C' est invariant par ic.

Démonstration. Le cas ou C' est une droite est immédiat et celui ou C' est un
cercle réel a été vu en 1.2.6. Il reste le cas ou C est un cercle imaginaire, que
nous noterons plutot I'. On a vu en 3.1.14.4 que la condition d’orthogonalité
se traduit par A2 — ¢(T") — ¢(C") = 0, soit A% — ¢(C") = ¢(T), o A désigne
la distance des centres w et w’ de I' et C’. On voit que la puissance de w par
rapport a C” est égale a la puissance ¢(I') de l'inversion ir et cela implique
que C' est invariant, toujours en vertu de 1.2.6.

On peut alors montrer le lemme suivant :

3.3.6 Lemme. 1) Soit C' € C* un cercle de centre w et de rayon R > 0.
L’image par 1 de la réflexion 1o est linversion de pole w et de puissance
q(C) = R? (c’est-a-dire linversion ic de cercle C).

2) Soit D € D* une droite. L’image par ¢ de la réflexion 7p de PO(q)
est la symétrie axiale(euclidienne) d’axe D.

3) Soit I' € C~ un cercle imaginaire de centre w. L’image par v de la
réflexion v est linversion de pole w et de puissance q(I") (c’est-a-dire 'in-
version ir de cercle imaginaire I").

Démonstration. Pour une preuve par le calcul, voir exercice 3.4.5. On donne
ici une démonstration plus géométrique. On traite les trois cas a la fois en
notant toujours C' le cercle (réel ou imaginaire) ou la droite qui définit la
réflexion et i l'inversion ou la symétrie axiale définie par C'.

Comme on ’a rappelé, si m est un point de P on a :

(%) To(m) =m — ZM C.

q(C)
Tout I'intérét de I'usage de l'espace £, qui met au méme niveau les points et
les cercles, apparait dans cette formule.

On étudie d’abord les points fixes de 7¢ sur P. La formule (%) ci-dessus
montre que si m est sur C' (c’est-a-dire si 'on a p(m, C') = 0), le point m est
fixe. Inversement, dire que m est fixe dans P(FE), c’est dire qu’il existe A € R*

m,C
p(m, C)
q(C)
Si ¢(m, C') est non nul, C' est colinéaire a m, donc isotrope, et c¢’est absurde.
On voit que les points de P fixes par 7o sont exactement ceux de C' et ce
sont bien les mémes que ceux de ic.

tel que 7o(m) = Am, ce qui conduit & la formule (1 — \)m = 2
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Soient maintenant m,n € P, non situés sur C, tels que 7¢(m) = n. Les
points m et n sont donc distincts. Comme m n’est pas sur C, ¢(m,C) est
non nul, et la formule (%) montre que C' est combinaison linéaire de m et
n. Autrement dit, C' est dans le pinceau a points de Poncelet F = (m,n).
En vertu de 3.2.14, il en résulte que le pinceau des cercles orthogonaux a F
est le pinceau des cercles-droites passant par m et n et ces cercles sont en
particulier orthogonaux a C'.

Considérons maintenant l'inversion i¢. En vertu de 3.3.5, elle laisse les
cercles C” orthogonaux a C' invariants. Si C” et C” sont deux cercles distincts
passant par m et n, ils sont dans F*, donc orthogonaux a C' et invariants par
ic. Mais on a C'NC" = {m,n}, de sorte que la paire {m, n} est invariante par
ic. Comme m n’est pas sur C, on a ic(m) # m, donc ic(m) = n = 7=(m).
On a bien montré que i et la restriction de 7o a P sont égales.

3.3.7 Remarque. Un mot sur les notations. Comme la réflexion 7o et l'in-
version ic sont égales sur P, nous utiliserons souvent les deux notations
de maniere indifférente. Toutefois il sera important d’utiliser la notation 7¢
quand on parlera de la transformation de £ et, plus encore, de F.

Conclusion

On sait que les réflexions engendrent O(q) (voir [Per96] Ch. VIII ou exer-
cice 3.4.4 ci-dessous), de sorte que I'image de 1) est le groupe engendré par
les inversions et les réflexions de C et on a vu en 2.3.4 que ce groupe est égal
a PI'L(2,C). On a donc 'isomorphisme annoncé. Pour une description de
=1, voir exercice 3.4.7.

Le groupe circulaire direct

Montrons d’abord que 'image de PO*(q) dans PT'L(2,C) n’est autre
que PGL(2,C). On sait que OT(q) est engendré par les produits pairs de
réflexions. Son image est donc engendrée par les produits pairs d’inversions
ou de symétries et c¢’est PGL(2,C) en vertu de 2.3.4.

Le fait que PGL(2,C) soit isomorphe a PSL(2,C) vient de ce que tout
nombre complexe est un carré. Si on a v € GL(2,C) il existe donc A € C*
tel que det(Au) = A?detu = 1, donc Au € SL(2,C) et u et Au sont égaux
dans PGL.

Enfin, I'isomorphisme de PO™(q) et de Q(q) résulte de deux faits :

e Q(q) est d’indice 2 dans O"(q) (c’est une affaire de norme spinorielle,
voir [Per96] Ch. VIII Th. 9.1),

e —Id est dans O™ (¢) mais pas dans €(q) (c’est le fait que le discriminant
de ¢ n’est pas un carré, voir [Per96] Ch. VIII Th. 9.2).
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3.3.3 Quelques conséquences algébriques
Cercles invariants

Avec 'interprétation de l'inversion i de cercle C' comme la réflexion ¢
de FE, et I'expression analytique de 7o vue ci-dessus, on retrouve le fait que
les cercles stables par i sont C' lui-méme et les cercles orthogonaux a C'.

Conjugaison des involutions

L’interprétation des inversions-symétries comme des réflexions de &£ re-
donne aussitot le résultat de 2.3.2. En effet, si C' est un élément non isotrope
de E (droite, cercle réel ou imaginaire), et si g est dans PO(q), le principe
de conjugaison montre que grcg~! est la réflexion Tyc) €t le lemme 3.3.6
conclut.

Cartan-Dieudonné

Le théoreme de Cartan-Dieudonné pour PI'L(2,C), voir 2.3.4, est une
conséquence du théoreme du méme nom pour O(q) (voir [Per96] Ch. VIII).

Produits de deux inversions-symétries

Le résultat suivant précise les produits de deux inversions-symétries :

3.3.8 Proposition. Soient Cy, Cy deux éléments non isotropes de € (cercles,
droites ou cercles imaginaires), distincts, T; 1= T¢, les réflexions associées et
o le produit Ty75. On note F le pinceau (Cy,Cy).

1) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) o est une involution,

ii) 11 et o commutent,

iii) C; est stable par T; avec i # j,

iv) les cercles Cy et Cy sont orthogonauz.

2) Dans tous les cas, la transformation o induit une homographie de C
distincte de l’identité dont les points fixes sont les cercles-points du pinceau
F ou du pinceau F*.

Démonstration. 1) L’équivalence de i) et ii) est une propriété générale des
involutions, le point éii) vient de la formule de conjugaison : 77¢, 1 = 77, ()
et le point iv) résulte du premier point du présent paragraphe.

2) Tl est clair que o est dans PGL(2,C). Comme les cercles sont distincts,
elle n’est pas égale a I'identité, donc admet un ou deux points fixes dans C.
On sait que, si C' est orthogonal & C; on a 7;(C') = C. Cela montre que F= est
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fixe par o, donc que F est stable par . Si les cercles C; sont sécants en a, b,
les cercles-points a, b sont dans F* et ce sont donc !? les points fixes de o. Si
les cercles sont disjoints (donc non orthogonaux), le pinceau F est a points de
Poncelet et les cercles-points a, b de F sont fixés par o ou échangés. Mais, dans
ce dernier cas, ¢ serait une involution (voir Partie I ?77) et c¢’est impossible
par 1.iv. Enfin, si les cercles sont tangents, il est clair que le point de contact
est fixe et facile de montrer que c’est le seul (par exemple en envoyant ce
point a l'infini, on se ramene au cas de deux symétries euclidiennes d’axes
paralleles, qui est une translation, donc ne fixe que 00).

On retrouve ainsi le résultat de 1.2.6 :

3.3.9 Corollaire. Soiti une inversion, m etm’ deux points distincts inverses
lun de l'autre et C un cercle passant par m,m’. Alors C' est invariant par i.

Démonstration. On suppose que ¢ est de cercle I' et on considere o = igir.
Comme o échange m et m/, c’est une involution, et on conclut par la propo-
sition précédente.

Le résultat suivant sera utile au chapitre 5 :

3.3.10 Proposition. Soit F un pinceau non dégénéré et F+ son orthogo-
nal. Si Cy,Cy (resp. Dy, Dy) sont deux cercles-droites de F (resp. de F*)
orthogonauz, on a l’égalité T7o,7¢, = Tp,Tp, dans le quotient PO(q).

Démonstration. La famille C7, Cy, Dy, Dy définit une base orthogonale de E
et on vérifie aussitot sur les matrices I'égalité 7¢, 70, = —7p, 7p, dans O(q).

3.4 Exercices

3.4.1 Généralités

3.4.1 FEzxercice. Soit E un espace vectoriel réel de dimension 4 muni d’une
forme de Lorentz q et soit H un hyperplan de E. Montrer que la restriction
de g a H est soit une forme définie positive, soit une forme de Lorentz (2, 1),
soit une forme de rang 2 positive.

3.4.2 Cercles imaginaires

3.4.2 FExercice. Soit I un cercle imaginaire d’ombre K.

1) Soit C' un cercle-droite réel. Construire les points de Poncelet du pin-
ceau (I', C'). (On construira un cercle orthogonal a I et C' en prenant deux

19. C’est d’ailleurs évident directement.
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points diamétralement opposés de K et leurs inverses par rapport a C.)
Etudier le cas ou C est orthogonal a I'.

2) Méme question pour deux cercles imaginaires donnés par leurs ombres.

3) Méme question avec un cercle imaginaire et un point.

3.4.3 Le théoréeme de Feuerbach par le calcul

3.4.3 FExercice. 99

Dans cet exercice on se propose de prouver le théoreme de Feuerbach 1.4.1
par le calcul en utilisant 3.2.8. Voir aussi §7.3.3. On considere un triangle abc
et il s’agit de montrer que le cercle d’Euler est tangent aux cercles inscrit
et exinscrits. On voit les points a, b, ¢ comme des points de P et on pose
o= gp(b, 0)7 6 = 90(07 CL) et v = QO(CL, b)

1) Montrer que a, b, ¢, 0o forment une base de E.

2) Montrer qu’on peut supposer qu'on a a = (0,0), b = (1,0) et ¢ = (u,v)
dans R?, soit a = (1,0,0,0), b = (1,1,0,1) et ¢ = (1,u,v,u* + v?) dans &.
Calculer «, §,~ dans ce cas.

2) On note A = (be), B = (ca),C = (ab) les cotés du triangle. Montrer
qu’on a, dans le cas général :

A= 200+ (a+pf—-7)b+ (a—B+7y)c+2a(a——7)

et de méme pour les autres par permutation circulaire. Calculer A, B, C dans
le cas de 1). (Réponse : A = (0, —v,u — 1,—2v), B = (0,v, —u,0) et C' =
(0,0,1,0).)

3) Soit X = (z,y,2,t) € E. On pose F4(X) = (A, X)? — q(A)q(X)
et on rappelle que F4(X) = 0 est I’équation déterminant les cercles-droites
tangents a A. Calculer Fyu(X), Fp(X), Fo(X)) dans le cas de la question 1).
(Réponses : Fy = uxt — 2uzt + v:at + xt — uy? + 2uvzz — 2uvyz + 2uy® +
vie? —20xy —v?2? — vz +20yz —y?, Fp = v*(xt—22) +u? (vt —y?) — 2uvyz,
Fo = wt—y*.) On suppose v non nul (autrement dit inversible dans I’anneau).
Montrer que 'idéal I engendré par Flu, Fig, Fo peut s’écrire :

I = (2uzz + va* — 2ury — 22z + 2yz, v(wt — 2°) — 2uyz, at — y?).

Vérifier 2% que V/(I), vu dans l'espace projectif associé & I'anneau des
polynomes en x,y, z,t,u,v, est de codimension 3 et de degré 18 et qu’il

20. Pour toute la fin de I'exercice, il est vivement conseillé d’utiliser un logiciel de calcul
formel adapté, par exemple Macaulay 2. Méme avec cela, les choses ne sont pas si faciles :
en comparant a 1.4.1, on voit que la géométrie élémentaire ce n’est pas si mal!
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contient le point co quadruple, d'idéal K = (2%, xy, vz, yz,y* — xt, 2% — at).
Montrer que, pour u, v fixés, V(I) est de codimension 3 et de degré 8 et qu’il
est réunion de V(K) et des cercles inscrit et exinscrits dans abe.

4) Déterminer le cercle d’Euler dans le cas général, puis dans le cas de 1).
(Réponse : I' = (2v,uv + 3 %7 uwv).) En déduire I'équation Fr(X) des
cercles tangents a I'.

5) Soit J l'idéal I + (Fr) (il définit les cercles tangents a la fois aux cotés
et au cercle d’Euler). Montrer que le transporteur 2! de J dans I (c’est-a-dire
I'ensemble des f tels que fJ C I) est I'idéal K. En déduire le théoreme de
Feuerbach.

3.4.4 Générateurs de O(q)

3.4.4 Ezercice. Dans cet exercice, E est un espace vectoriel réel de dimension
finie muni d’une forme quadratique ¢ non dégénérée et on se propose de
montrer que O(q) est engendré par les réflexions. Soit u € O(q) et E, 1'espace
vectoriel des z € E tels que u(x) = x.

1) On suppose que £, est un hyperplan non isotrope. Montrer que u est
la réflexion d’hyperplan E,,.

2) Soit « € E un vecteur non isotrope et posons y = u(x). On suppose
T #y.

a) Montrer que I'un des vecteurs x + y ou x — y est non isotrope.

b) En déduire qu’il existe une réflexion ou un produit de deux réflexions
f tel que f owu fixe x.

3) Conclure en raisonnant par récurrence descendante sur dim F,,.

3.4.5 FExercice. On se propose de montrer par le calcul le résultat de 3.3.6.

1) Soit C' € C un cercle réel ou imaginaire, écrit sous la forme C' =
(1,b,¢,d). On note v = b+ ic le centre de C' que 'on voit comme un point
de C et on pose R? = b? + ¢* — d (avec R réel ou imaginaire). On se propose
de calculer I'image par v de la réflexion 7¢.

Soit m un point de P écrit sous la forme m = (1, x,y, x* + y?) et identifié
az=x+1y € C et soit n = 7¢(m) écrit sous la forme n = (1, X, Y, X2 +Y?)

2

et identifié a Z = X 4+ 1Y € C. Montrer la formule : 7 —y = —— et en
z =7
déduire que 1)(7¢) est I'inversion de pole v et de puissance R? (on utilisera
p(m, C)
la formule 7¢(m) = m — 2——+—=C).

21. On peut vérifier que V(J) est de codimension 3 et de degré 14 sur R[z,y, z, ¢, u, v]
et qu’il ne contient plus le point a l'infini.
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2) Soit D € D* une droite, écrite sous la forme D = (0, b, ¢,d). On pose
v = b+ ic et on reprend les notations précédentes pour z et Z. Montrer que

d

I'image par 1 de la réflexion 7p est donnée par la formule Z = —;YE + — et
gl gl
qu’il s’agit de la symétrie d’axe D.

3.4.6 Erercice. (Le signe de ) On considere le cercle C' d’équation x? +
y* = 1 qui correspond au point C' = (1,0, 0, —1) de € et le cercle C’ d’équation
22 4+ y* — 2bx + d = 0 qui correspond & C" = (1,0,0,d).
1) Calculer p(C,C") et discuter la position des deux cercles avec 3.2.10.
2) Soit 7¢ linversion de cercle C. Montrer qu'on a C” = 7¢(C') =
(d,b,0,1), soit en version normalisée C! = (1,b/d,0,1/d). Montrer qu’on
a(C,Cl) = —3 ©(C,C") et montrer que le fait d’étre intérieur ou extérieur

n’est pas, en général, conservé par inversion. Discuter selon la position du
centre de C' par rapport a C".

3.4.5 L’isomorphisme ¢!

3.4.7 FExercice. Dans cet exercice, on donne une autre preuve de l’'isomor-
phisme de PSL(2, C) et de PO™(q) en construisant une fleche en sens inverse.

Soit m € M(2, C) une matrice hermitienne, i.e. vérifiant ‘m = m.

I t w
1) Montrer que m peut s’écrire sous la forme m = (@ x) avec r,t € R

et w =1y +iz € C. Montrer qu'on a detm = xt — y? — 22
On note F l'espace des matrices hermitiennes, qui est donc isomorphe a
R*, £ I'espace projectif associé et ¢ la forme quadratique zt — y? — 22.

2) Montrer que le groupe SL(2, C) opére sur E par la formule s.m = sm's
et que cette opération conserve le déterminant, donc la forme q. Montrer
qu’on obtient ainsi un isomorphisme de PSL(2,C) sur PO™(q). (Voir au
besoin [Per96] Ch. VIII §9, exercice 4.)

3) On note P la partie de F formée des matrices de déterminant nul et P
son image dans £. Montrer que les éléments de P sont les images des matrices

<U%U lf), avec w € C, ainsi que de la matrice <(1) 8> On obtient ainsi

une bijection de P avec C. Avec cette identification, montrer que I'opération
b L
de s = (Z d) € PSL(2,C) sur P n’est autre que 'opération usuelle w +—

aw + b
cw +d
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Chapitre 4

L’espace des cercles et des
droites : pinceaux, transitivité
et applications géométriques

Nous poursuivons [’étude de l’espace £ des cercles et des droites. La
description du groupe circulaire vue au chapitre précédent permet de
revisiter certains résultats qui le concernent (conservation des cercles-
droites, transitivité sur les objets et les pinceaux, avec ['omniprésence du
théoréme de Witt et lintervention de linvariant anallagmatique, etc.)
et d’en découvrir d’autres (notamment lexistence et l’alignement des
“cercles-milieux”, autre version du concours des bissectrices, que nous re-
verrons au chapitre suivant). Nous allons ensuite appliquer ces résultats,
et notamment ceux sur les pinceauz, pour traiter quelques problemes clas-
siques : la représentation conforme des couronnes, la construction des
cercles tangents a trois cercles donnés, qui remonte a Apollonius et ot
se sont illustrés les plus grands géometres du XIX-iéme siecle (Poncelet,
Gergonne) et enfin, Ualternative de Steiner, dont on a vu dans l'intro-
duction qu’elle a joué un role important dans la genese de la notion
d’inversion.

4.1 Transitivité sur les objets

Beaucoup des résultats que nous énoncons ici ont déja été rencontrés,
mais le cadre de I'espace des cercles permet de les regarder autrement.
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4.1.1 Conservation des droites-cercles

L’identification de l'incidence et de l'orthogonalité permet d’abord de
retrouver le résultat de 2.2.8 :

4.1.1 Proposition. Soit f € PT'L(2,C). Alors f transforme un cercle ou
une droite en un cercle ou une droite.

Démonstration. En effet, par le théoreme fondamental, f est I'image d’un
élément u de PO(q), qui opere sur P = C. Si C' est un cercle ou une droite,
on peut le voir comme un élément de C* U D* ou comme une partie de
P et I'image u(C) correspond a l'image f(C) dans P par conservation de
l'orthogonalité. Comme u(C') est encore dans C* U D*, cette image est bien
un cercle ou une droite et on peut préciser sa nature selon 'image du point
oo comme en 2.2.8.

4.1.2 Transitivité sur les objets
L’outil principal : le théoreme de Witt

L’intérét du cadre de I'espace £ et du groupe PO(q) en ce qui concerne
les résultats de transitivité est de permettre d’utiliser le théoreme de Witt.
Rappelons ce théoreme (voir [Per96] Ch. VIII Th. 4.1 ou aussi infra Partie
IV ?7):

4.1.2 Proposition. (Witt) Soient F' et G deuz sous-espaces vectoriels de
E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) 1l eziste u € O(q) tel que u(F)=G.

2) Il existe une isométrie (linéaire) ug : F — G relative aux formes q|p
et qlc-

3) Les formes q|r et q|¢ sont équivalentes.

Transitivité sur les objets : le cas général

4.1.3 Théoreme. Soient C,Cy deux éléments de £ de méme nature vis a
vis de q (c’est-a-dire vérifiant tous deuz g > 0 ou g =0 ou g < 0). Il existe
un élément du groupe circulaire qui envoie Cy sur Cs.

Démonstration. En effet, quitte a multiplier par un scalaire, on peut alors
supposer ¢(C}) = ¢(Csy) et Witt conclut.

La transitivité redonne immédiatement les résultats de conjugaison de
2.3.2et26.9:
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4.1.4 Corollaire. Deux inversions ou symétries ic et icr sont conjuguées si
et seulement si leurs cercles sont tous deux réels ou tous deux imaginaires.

Démonstration. Cest la formule grcg™ = 740).

Le cas des points

L’identification du groupe circulaire direct et du groupe PGL(2,C) de
3.3.3 donne non seulement la transitivité, mais la triple transitivité ! sur les
points :

4.1.5 Corollaire. Le groupe circulaire direct est triplement transitif sur P

(ou sur C).

Démonstration. Cela résulte de Partie I, 77.

En termes d’inversions on peut préciser :

4.1.6 Corollaire. Si m,n sont deuzr points distincts de P, il existe une
infinité d’inversions? qui envoient m sur n.

Démonstration. On peut évidemment montrer ce résultat avec les outils des
chapitres précédents. On peut aussi utiliser les réflexions de E. Notons encore
m,n des représentants des points dans E. Pour tout A € R*, les éléments
m + An et m — An sont tous deux non isotropes et ils sont orthogonaux, de
sorte que la réflexion 7,,_», fixe m + An et change m — An en An — m, donc
transforme m en An (donc en n en projectif). On vérifie que, pour des A
distincts, les cercles-droites m + An sont distincts.

4.1.7 Remarque. Comme il y a une infinité d’inversions qui échangent deux
points, on peut imposer une condition supplémentaire, par exemple que le
“cercle” d’inversion soit orthogonal a un élément donné (cercle-droite, cercle
imaginaire, point). Nous étudierons cette situation au chapitre suivant et
nous verrons qu’elle revient a étudier les médiatrices dans les trois géométries
euclidienne, hyperbolique et elliptique.

4.1.3 Les cercles-milieux
Echange de cercles

Dans le cas des cercles-droites, le résultat suivant précise 4.1.3. Ce résultat
a déja été vu en 1.3.5, mais I'écriture des cercles d’inversion dans I’espace £

1. Le résultat est beaucoup plus simple a prouver dans le cadre du groupe PGL que
dans celui de PO(q), voir exercice 4.4.1.
2. On englobe dans ce cas les symétries axiales.
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va nous permettre de les voir autrement (voir 4.1.10) et d’en découvrir des
propriétés nouvelles (voir 4.1.12).

4.1.8 Corollaire. Soient C',C" deux cercles-droites. Si C' et C" sont sécants
(resp. tangents, resp. disjoints) il existe deux inversions® positives (resp. une
inversion positive, resp. une inversion positive et une négative) qui trans-
forment C" en C".
Lorsqu’il y a deux telles inversions-symétries, leurs cercles (ou droites ou
cercles imaginaires) sont donnés par les formules :
/ " / "
At = ¢ + ¢ et A" = ¢ ¢

g(C) /a7 IV RV CR

et ils sont orthogonaux.

Démonstration. Notons encore C” et C” des éléments de E qui relevent les
cercles-droites C’ et C”. Quitte a diviser par \/q(C") et \/q(C"), on peut sup-
poser ¢(C") = q(C”) > 0. En vertu de 3.3.6, on cherche A € F, non isotrope,
tel que 74(C") = eC” avec € # 0. Comme on a supposé ¢(C’) = ¢(C"”) on a
nécessairement € = +1. Si ?Aest/)convenable, la formule donnant la réflexion
o : ) _ oA C
s’écrit T4(C") = C" — 2 A
A=C"—eC" et on aalors q(A) = 2(q(C") —ep(C",C")). Si cette quantité est
non nulle, on vérifie que la formule précédente donne bien 74(C’) = eC”. De
plus, lorsqu’on a deux solutions, elles sont bien orthogonales. Il reste donc a
préciser les valeurs de q(A). Rappel;)ns que l'invariant anallagmatique de C’
1 * / n\ __ ()0(C,7C”>
et C" vaut I*(C',C") J(Ca(C

selon que les cercles sont sécants, tangents ou disjoints. Si les cercles sont
sécants on voit que les deux valeurs de € donnent deux solutions pour A avec
q(A) > 0 (car on a |(C",C")| < q(C")), s’ils sont tangents, I'une des valeurs
donne une solution positive et I'autre un isotrope, enfin s’ils sont disjoints
le € du signe opposé a p(C’,C") donne ¢(A) > 0 tandis que 'autre donne
q(A) <O0.

A = €C”. Cela nous conduit & prendre

et qu'il est < 1 (resp. = 1, resp. > 1)

4.1.9 Remarques. 1) Le signe dans A, A~ a une signification géométrique.
En effet, on a vu en 1.3.5 que les poles des inversions échangeant C’ et C”
(c’est-a-dire les centres de A' et A7) sont aussi les centres des homothéties
échangeant ces cercles. Ce sont donc les barycentres des centres o et o” de
C" et C" affectés des coefficients R” et R’, au signe pres. Or, on voit aussitot
sur 'expression analytique que le centre de A™ est barycentre & coefficients

3. Ou symétries axiales.
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positifs de o' et 0”, ¢’est donc celui des deux poles qui est situé entre o’ et o,
tandis que le centre de A~ est situé a 'extérieur de [0/0"].

2) En particulier, dans le cas ou les cercles sont disjoints, si I'on sup-
pose C’, C" normalisés, I'inversion positive correspond a A™ (resp. A7) si les
cercles sont intérieurs (resp. extérieurs).

Cercles-milieux ou bissectrices 7

Deux cercles C et C" étant donnés, il n’est pas si simple de donner un nom
raisonnable aux cercles AT et A~ des inversions qui les échangent. Lorsque
C" et C" se coupent en a et b, les cercles AT et A~ passent par a et b et
la conservation des angles par inversion montre que les angles (non orientés
de droites) des tangentes a C’ et AT et a AT et C” sont égaux. On peut
donc & bon droit considérer AT et A~ comme les bissectrices de C’, C”. En
revanche, cette analogie disparait lorsque C’ et C” sont disjoints. On peut
aussi, par analogie avec la situation rencontrée notamment dans le chapitre
3 de la partie IV, considérer A" et A~ comme des “milieux” de C’,C” dans
Pespace des cercles. Emule de Buridan, & moins que ce ne soit de Salomon,
nous avons décidé de ne pas choisir :

4.1.10 Définition. Soient C',C" deux cercles-droites. On appelle cercle
milieu ou bissectrice de C',C" un élément A non isotrope (cercle, droite
ou cercle imaginaire) de € vérifiant io(C") = C" ot iy désigne l'inversion ou
symétrie associée a A.

4.1.11 Remarque. Lorsque les cercles sont tangents on appellera milieu généra-
lisé le point correspondant a celui des éléments AT, A~ de 4.1.8 qui est iso-
trope.

4.1.4 Alignement des cercles-milieux ou concours des
bissectrices ?

La proposition suivante, si elle n’est pas d’une importance cruciale, est
néanmoins révélatrice de la puissance du point de vue adopté. A partir du
moment ou [’on dispose de trois objets et des symétries qui les échangent, on
a un théoreme de dépendance linéaire (donc de concours ou d’alignement)
entre les supports de ces symétries. Comme toujours* pour ces propriétés
de concours (ou d’alignement) des droites (ou des points) remarquables du
triangle c’est simplement la relation de Chasles, et elle est complétement
gratuite dans le cadre adopté ici. Nous verrons au chapitre suivant que ce

4. Voir par exemple Partie IV, 77.
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résultat n’est rien d’autre que le concours des bissectrices dans les diverses
géométries métriques, mais il apparait ici de maniére totalement unifiée.

4.1.12 Proposition. Soient Cy,Cy, Cs trois cercles-droites et soient U™
et U™ (resp. V' et V=, resp. WT et W) les cercles milieux de Cy,Cs
(resp. Cs3,Ch, resp. C1,Cy), éventuellement généralisés. Alors, les “cercles”
U, V=, W~ (resp. U, VT W resp. Ut V=, W, resp. UT, VT W~ ) sont
“alignés” dans &, c’est-a-dire font partie d’un méme pinceau.

C C
Démonstration. On a par exemple U~ =

-2 vy
\/Q(C2) \/9(03) iV q(Cs)
C C

1 1 2
——etW = - , dlou U™+ V~—+W~ =0 et la conclu-
q(C1) Va(Ch)  /q(Cs)

sion en vertu de 3.2.4.

4.1.13 Remarque. Cette proposition se décline dans de nombreuses positions
qui apparaissent dans les trois figures ci-dessous. Un premier cas est celui de
trois cercles sécants tels que les trois disques associés se rencontrent. Dans ce
cas, les quatre pinceaux ci-dessus sont a points-base et le résultat se lit sur la
figure : les cercles se coupent trois a trois en deux points, autrement dit : les
bissectrices sont concourantes. Un second cas est celui de trois cercles sécants
deux a deux, mais avec les disques correspondants sans intersection trois a
trois. On a encore un des pinceaux qui est a points-base, mais les trois autres
sont a points de Poncelet.

Enfin, si 'on part de trois cercles extérieurs, les cercles U7, V™ et W~
sont réels, mais U', VT et W™ sont imaginaires. Dans ce cas, le fait que
U=, VT et W soient dans le méme pinceau se traduit par I'existence d’'un
cercle réel C' (en rose sur la figure) qui est orthogonal a ces trois cercles, ce
qui, pour les cercles imaginaires, signifie qu’il coupe leurs ombres selon un
diametre (voir 3.1.14).

4.2 Transitivité sur les pinceaux

4.2.1 Transitivité et classification

Dans le cas des pinceaux, le théoreme de Witt ramene la transitivité a
I’équivalence des formes :
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FIGURE 4.1 — Le premier cas des cercles milieux

4.2.1 Proposition. Si F = p(F) et G = p(G) sont deux pinceaur de &,
images des plans vectoriels F' et G de E, il existew € PO(q) tel queu(F) =G
si et seulement si les formes q|r et qlg sont équivalentes.

En vertu de Sylvester, I’équivalence est déterminée par le rang et I'indice :

4.2.2 Proposition. On reprend les notations de 3.2.5. Si F' et G sont deux
plans vectoriels, les formes q|r et qlg sont équivalentes si et seulement si on
arp=rg etip =1ig.

Il en résulte que la classification des pinceaux donnée en 3.2.13 est aussi
une description des orbites :

4.2.3 Corollaire. Soient F et G deux pinceauz. Ils sont équivalents sous
PO(q) si et seulement si ils sont de méme nature (a points-base, point limite
ou points de Poncelet).

Un corollaire de ce résultat (essentiel dans les applications) est le suivant :

4.2.4 Corollaire. Soient C, Cy deux cercles-droites distincts et F le pinceau
engendreé.

1) Si Cy et Cy sont sécants, il existe un élément du groupe circulaire qui
les transforme en deux droites sécantes en a et qui envoie F sur le pinceau
a points-base a et 0o.

2) Si Cy et Cy sont tangents, il existe un élément du groupe circulaire qui
les transforme en deux droites paralléles et qui envoie F sur un pinceau @
point limite oo.
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FIGURE 4.2 — Le second cas des cercles milieux

3) Si Cy et Cy sont disjoints, il existe un élément du groupe circulaire qui
les transforme en deux cercles concentriques de centre a et qui envoie F sur
le pinceau a points de Poncelet a et co.

Démonstration. C’est clair avec Witt. De maniere élémentaire, les deux pre-
miers cas se traitent en utilisant une inversion de pole I'un des points com-
muns et le troisieme cas résulte du premier en utilisant le pinceau orthogonal.

4.2.5 Remarque. Si 'on a un cercle-droite réel C' et un cercle imaginaire
I', ou deux cercles imaginaires I', I, on peut les transformer en des objets
de méme nature, mais concentriques de centre a. En effet, le pinceau défini
par les deux cercles est nécessairement a points de Poncelet et il suffit alors
d’envoyer ces points sur a et oc.

4.2.2 Double transitivité

Pour la double transitivité sur les objets non isotropes, il y a une obs-
truction qui est bien sur I'invariant anallagmatique (voir 3.2.6) :

4.2.6 Proposition. Soient Cy, Cy (resp. C1, Ch) des cercles-droites distincts.
Il eziste u € PO(q) tel que u(C;) = C! pour i = 1,2 si et seulement si on a
I"(Cy, Cy) = I*(C1, C3).
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FIGURE 4.3 — Le troisieme cas des cercles milieux ; attention, les cercles plus
foncés (soulignés) sont les ombres de cercles imaginaires.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire par conservation de
q. Inversement, le résultat est ’analogue de Partie IV 77 et provient aussi du
théoreme de Witt (voir 4.1.2). En effet, quitte & changer C; en AC; on peut
supposer ¢(C;) = q(C?). L’égalité des invariants anallagmatiques donne alors
©(C1,Cs)? = p(Cf,C4)? et quitte a changer C} en son opposé on peut sup-
poser qu’on a p(Ch,Cy) = ¢(C4, CY). Lapplication de (Cy, Cy) sur (Cf, CY)
qui envoie C; sur C! est une isométrie pour les formes restreintes et on la
prolonge par Witt.
Pour une preuve directe, voir exercice 4.4.2.

4.2.7 Remarque. L’existence de cet invariant, vu comme obstruction a la
double transitivité, mérite discussion. En effet, on a vu en 2.1.1 que le groupe
PGL(2,C) est de dimension réelle 6, tout comme ’ensemble des couples de
cercles. On s’attendrait donc, a priori, a une opération transitive. L’existence
d’une obstruction vient du fait que le stabilisateur de deux cercles est un
groupe de dimension 1 (voir exercice 4.4.3), de sorte que 1'orbite n’est que de
dimension 5.

On a vu en 3.2.8 que deux cercles-droites sont tangents si et seulement

si leur invariant anallagmatique est égal a 1. Dans le cas sécant on a une
interprétation géométrique de cet invariant :
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4.2.8 Proposition. (Interprétation de I’invariant anallagmatique)

1) Soient Cy et Cy deux cercles de centres 01,0, et de rayons Ry, Ro,
sécants en a et b. On a la formule I*(Cy,Cy) = cos?0 ou 0 €]0,7/2] est
langle (non orienté) des tangentes a Cy et Cy en a (ou en b), ou encore
langle des rayons (01a) et (0xa).

2) Soit C' un cercle et D une droite sécants en a et b. On note T, et T,
les tangentes ¢ C en a et b. On a la formule I*(C, D) = cos? 6 o1 6 €]0,7/2]
est l’angle (non orienté) de D avec T, ou T.

3) Soient Dy, Dy deux droites sécantes. On a la formule I*(C, D) = cos* 6
ou 0 €]0,7/2] est l'angle (non orienté) de Dy et Ds.

(A? — R} — R3)?
4R? R?
avec A = 0109, Ri = 01a et Ry = 09a, et le résultat vient de la formule
d’Al-Kashi. -
2) Soit w le centre de C' et h son projeté orthogonal sur D. On a 6 = awh
(car tous deux sont complémentaires de wah). On en déduit cos® § = w_2 =
wa
d(w, D)
2
3) Posons D; = (0, b;, ¢;, d;). Le vecteur 7; = (b;, ¢;) est un vecteur normal
a D; et on a p(Dy, Dy) = (7i1|2) et q(D;) = ||77;||*. La formule en résulte.

Démonstration. 1) En vertu de 3.2.7, on a I*(Cy,Cy) =

- On conclut avec 3.1.10.

Dans le cas de deux cercles disjoints, I'interprétation de I'invariant anal-
lagmatique est moins claire, sauf dans le cas des cercles concentriques :

4.2.9 Proposition. Si C; et Cy sont deux cercles concentriques, la donnée
de leur invariant anallagmatique est équivalente a celle du rapport de leurs
rayons. Précisément, si les rayons sont Ry, Ry et si l’on pose k = Ry/Rs, on

1 1.2

I*(C,Cy) = —(k+ —)"-
a ( 1 2) 4( + k')

Enfin, dans le cas d’une droite et d’un cercle, disjoints ou non, on a le

résultat suivant :

4.2.10 Proposition. Soit C' un cercle de centre o et de rayon R et D une
d2

droite. On note d la distance de o a d. Alors on a I*(C, D) = 2

Démonstration. Quitte a faire une transformation circulaire, on peut suppo-

ser que le cercle a pour équation x? + y? — R? et la droite z = d et le résultat

est évident.

4.2.11 Remarque. L’exercice 1.5.14 qui affirme que d/R est invariant par
inversion devient maintenant transparent !
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4.3 Applications géométriques de la transiti-
vité

Les applications qui suivent reposent toutes sur le méme principe : quand
on a deux cercles-droites, on peut toujours, par un élément du groupe cir-
culaire, les transformer en deux droites concourantes, ou en deux droites
paralleles, ou en deux cercles concentriques.

4.3.1 Application 1 : représentation conforme des cou-
ronnes

Nous avons vu en 2.5.3 que tous les ouverts simplement connexes du plan
(distincts de C) sont équivalents par une application biholomorphe.

Dans le cas ou les ouverts ne sont plus simplement connexes, la situation
est plus compliquée. L’exemple le plus simple est celui des couronnes. On a
le résultat suivant :

4.3.1 Théoreme. On note U, g, r, la couronne ouverte, de centre a et de
rayons Ry et Ry avec 0 < R; < Rs.

1) Les couronnes Uy g, r, €t Uy gy g, sont conformément équivalentes si

. R!
et seulement si on a % = 5"
2 2

2) 8i C,C" sont deux cercles, avec C" intérieur a C, et D, D’ les disques
ouverts correspondants, ['ouvert D — D' est conformément équivalent a une
couronne Uy g, r,- St les cercles sont extérieurs, c’est ['ouvert complémentaire

de la réunion des disques qui est conformément équivalent a une couronne.

Démonstration. Notons que le complémentaire de la réunion de deux cercles
de centre a est formé de trois composantes connexes : le disque intérieur, qui
contient a, la couronne, et le complémentaire du disque extérieur qui contient
00, en abrégé : I'intérieur, la couronne, I'extérieur.

1) Le sens direct de 'assertion 1) est facile. En effet, pour envoyer U :=
Ua,ry,R, sur U := Uy gr gy, on commence par effectuer la translation de

vecteur aa’ qui nous ramene au cas @’ = a. On effectue ensuite 'inversion 4
de pole a et de puissance k = Ry R, = Ry R). Cette inversion transforme le
cercle intérieur de U en le cercle extérieur de U’ et inversement. Comme elle
échange a et oo elle échange les composantes intérieures et extérieures, donc
aussi les couronnes. On a ainsi une application anti-holomorphe qui envoie U
sur U’. Pour avoir une application holomorphe il suffit de composer par une
symétrie d’axe passant par a, qui laisse U’ invariante.

Inversement, si les rapports des rayons sont différents, on ne peut pas
envoyer les cercles frontieres les uns sur les autres par un élément du groupe
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circulaire car leur invariant anallagmatique est différent (voir 4.2.9) et donc
pas non plus les couronnes. En fait, on peut montrer que, méme avec des
applications holomorphes (ou anti-holomorphes) quelconques, on ne peut
échanger deux couronnes que si les rapports des rayons sont égaux. Nous
admettrons ce point, voir par exemple [Rud98] Th. 14.22.

2) Cela résulte de la transitivité sur les pinceaux : une paire de cercles
disjoints est transformée en une paire de cercles concentriques (de centre a
et rayons Ry, Ry) par un élément du groupe circulaire, donc aussi l'ouvert
complémentaire. Or celui-ci est formé de trois composantes connexes. Parmi
celles-ci, deux sont simplement connexes (le petit disque et Iextérieur du
grand dans le cas intérieur, les deux disques dans le cas extérieur). La derniere
(non simplement connexe) est donc équivalente a la couronne U, g, r,.

4.3.2 Application 2 : cercles tangents
Introduction

L’inversion permet de résoudre nombre de problemes classiques de construc-
tion de cercles tangents, par exemple le probleme de construire les cercles
tangents a trois cercles C1, Cs, C5 donnés. Ce probleme, qui remonte a Apol-
lonius, a notamment été résolu par Poncelet et Gergonne au XIX-ieme siecle.
Commencons par un résultat théorique qui éclaire la situation, méme si sa
preuve est, pour l’essentiel, au-dela du niveau de cet ouvrage :

4.3.2 Proposition. 1) L’ensemble des cercles-droites tangents a un cercle
donné est une quadrique de & = P3(R) (c’est-a-dire une surface de degré 2).
2) L’ensemble des cercles-droites tangents a deux cercles donnés est en
général une courbe de degré 4 de &.
3) L’ensemble des cercles-droites tangents a trois cercles donnés est en
général un sous-ensemble fini de £, de cardinal < 8.

Démonstration. En vertu de 3.2.8, 'ensemble des C' tangents a un cercle C
donné est défini par 1'équation p(C, C})? — q(C)q(C}) = 0 qui est bien poly-
nomiale de degré 2 en les coordonnées de C', donc définit une quadrique de £.
Cela montre le point 1). Le reste est bien naturel : I'intersection de deux sur-
faces de degré 2 est une courbe de degré 4, l'intersection de trois est formée
de 8 points. Bien naturel (et évident lorsque les surfaces en question sont
des réunions de deux plans en position générale), mais pas du tout évident
a démontrer. On est la dans le domaine de la géométrie algébrique, essen-
tiellement le théoreme de Bézout et la théorie de l'intersection. Le lecteur
courageux ira regarder la littérature et notamment [Ful84|, exemple 10.4.2
qui traite explicitement le probleme des cercles tangents.
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4.3.3 Remarque. Préciser le nombre exact de cercles tangents a trois cercles
dans les cas non génériques est encore plus difficile a priori. C’est un exemple
relativement simple de ce qu’on appelle la géométrie énumérative®. On peut
toutefois signaler un cas ou le nombre de cercles est < 8, c’est celui ou les
cercles sont des droites. En effet, on a alors un triangle et il y a quatre
cercles tangents aux cotés : le cercle inscrit et les trois cercles exinscrits. Bien
entendu, ce cas est particulier car les trois éléments ont ici un point commun
a l'infini®. Par conjugaison, on en déduit que trois cercles admettant un
point commun (et génériques pour cette propriété) admettent quatre cercles
tangents.

Construction

L’approche théorique étant inabordable, revenons a 1’étude élémentaire
des cercles tangents a trois cercles C7, Cy, C5 donnés. Nous traitons ici le cas
ou deux au moins de ces cercles sont sécants, disons C,Cy (les autres cas
sont plutot plus faciles”, voir les exercices 4.4.6 et 4.4.7). On effectue une
inversion ¢ de pole I'une des intersections qui transforme les cercles en deux
droites Dy et Do et il reste a trouver les cercles tangents a Dy, Dy et C}
(image de C3 par 7). C’est un probléme classique, voir par exemple [DC5H1]
Ch. 2 numéro 76 dont nous recopions la solution.

On cherche donc les cercles tangents a deux droites Dy, Dy, sécantes en
o, et a un cercle C4 de centre ¢. On commence par construire un cercle I'
quelconque tangent aux deux droites (il y en a deux familles, centrés sur les
deux bissectrices des droites, que I'on construit en choisissant le centre, puis
en trouvant les contacts par projection sur les droites).

Rappelons que lorsque deux cercles C, C” sont donnés, il y a toujours deux
homothéties qui les échangent, voir Partie V 7?7. On construit les centres de
ces homothéties en prenant un point b sur C, la droite qui le joint au centre
de C et la parallele & cette droite passant par le centre de C’. Cette droite
coupe C’" en b, b" et les centres d’homothéties sont les intersections de la
droite des centres avec les droites (bt') et (bb”).

Dans le cas qui nous intéresse, on a trois cercles : C3, I" et le cercle cherché
C'. Si a est le point de contact de C' et Cf, c’est le centre d’'une homothétie h

5. Dont le plus beau fleuron est sans doute le théoréeme de Chasles affirmant qu’il y a
exactement 3264 coniques tangentes & 5 coniques données, voir [Ful84].

6. Ce point est d’ailleurs dans l'intersection des quadriques ou il compte avec multi-
plicité 4. Au chapitre suivant on dira que le réseau engendré par les trois éléments est
euclidien.

7. Car, dans les cas particuliers de deux droites paralleles ou de deux cercles concen-
triques auxquels on se ramene, le rayon du cercle cherché est connu.
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de C sur CY. Par ailleurs, on connait le centre d’'une homothétie k£ de I" sur
C' qui est o. La composée h o k est une homothétie, qui envoie I' sur C} et
son centre w est donc aligné avec o et a.

La construction est maintenant facile : on construit le point w comme
centre d'une homothétie envoyant I' sur C% comme expliqué ci-dessus (il y
a deux solutions), puis le point a, a l'intersection de (ow) et de C% (deux
solutions encore) et enfin le centre de C' a Iintersection des bissectrices des
D; et de (ac) (toujours deux solutions). Il y a donc au maximum huit cercles
répondant a la question et la figure 4.5 ci-dessous montre qu’il peut y en
avoir huit. A partir des huit cercles tangents a deux droites et un cercle, on
retrouve par inversion ceux tangents a trois cercles, voir figure 4.3.2.

—

: O ""7"VV"VV""W""""""V]::"" \. (1)

FIGURE 4.4 — Construction d’un cercle tangent a deux droites et un cercle

4.3.3 Application 3 : I’alternative de Steiner

Comme on I’a dit dans I'introduction, ce probleme a suscité la premiere
apparition de la notion d’inversion. A ce titre, et méme si cette premiere
tentative était encore timide, il mérite toute notre attention.

4.3.4 Définition. Soient® K, Ky deux cercles disjoints. Une chaine de
cercles relative a Ky, Ky est une suite de cercles C,, (n € Z) tangents a K
et Ky et tels que, pour tout © € Z, C; soit tangent a Ciy1. Une telle chaine

8. K comme Kreis en hommage a Steiner.
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FIGURE 4.5 — Les huit cercles tangents a deux droites et un cercle

est dite fermée de longueur n > 0 si l'on a C; = Ciyy, pour tout i € Z. On
dit que c’est une chaine de Steiner si, de plus, pour chaque i pris modulo
n et pour a = 1,2, les cercles C;, Ci11, K, ne sont pas en pinceau.

4.3.5 Remarque. La derniere condition signifie que les trois cercles, qui sont
tangents deux a deux, ne sont pas tangents en un méme point. Elle permet
d’éviter des cas parasites comme le suivant. On part de K; et K5, par exemple
concentriques de centre o, avec K7 intérieur, et d'un cercle C tangent aux
deux (tangent a K5 en a) et situé dans la couronne, on prend pour Cj le
cercle tangent a C et K, en a, tangent a K7 et contenant K. On complete
la chaine en prenant pour C3 et Cy les symétriques de C et Cy par rapport
a o, voir figure 4.3.3 ci-dessous. On a ainsi une chaine fermée de longueur 4
(qui n’est pas une chaine de Steiner) sans aucune condition sur les rapports
des rayons des K; contrairement a 4.3.6.

Le résultat essentiel est alors le suivant :

4.3.6 Théoreme. (Steiner) Soient Ky et Ky deuz cercles disjoints, I* leur
mvariant anallagmatique et soit n un entier > 3. Il existe une chaine de
Steiner fermée de longueur n relative a Ky et Ko si et seulement si on a
Iégalité I* = (1 + 2tan” IE)Q avec 1 < p < n/2. De plus, si cette condition
est remplie, on peut prend?e n’importe quel cercle tangent a Ky et Ko comme
premier maillon de la chaine. Si les cercles sont concentm’q%es et si k> 1 est
1+ sin 2%

le rapport de leurs rayons, la condition s’écrit k = —
1 —sin 2%
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FIGURE 4.6 — Les huit cercles tangents a trois cercles

Démonstration. En vertu de 4.2.4, on se ramene ou K; et Ky sont concen-
triques de centre o et on a vu en 4.2.6 que l'invariant anallagmatique est
conservé. Dans le cas concentrique, on sait d’apres 4.2.9 que cet invariant

1 1
vaut é_l(k + E)Q ou k désigne le rapport des rayons des cercles, disons du

R
grand sur le petit, k = ﬁ Le lemme suivant explicite les propriétés des
1
cercles tangents a K et K, (voir aussi exercice 4.4.7) :

4.3.7 Lemme. 1) Il y a deuz familles de cercles C' tangents a K, et Ky :

e Les cercles dont le centre est a la distance (Ry + Rs)/2 de o et dont le
rayon vaut (Ry — Ry)/2. On les désignera sous le nom de “petits cercles”.

e Les cercles dont le centre est a la distance (Ry — Ry)/2 de o et dont le
rayon vaut (Ry + Ry)/2. On les désignera sous le nom de “gros cercles”.

2) Deux gros cercles ne sont jamais tangents; un petit cercle et un gros
cercles sont tangents si et seulement si leurs contacts avec K1 ou Ko sont les
mémes. Il y a exactement deur petits cercles tangents a un petit cercle donné.

3) Si deuz petits cercles de centres a et b sont tangents, 'angle 6 = aob

L e k=1
vérifie sin 5 = Tl
Démonstration. Les points 1) et 2) sont faciles en se souvenant que deux
cercles de rayons R, r, avec r < R, et de distance des centres d, sont tangents
extérieurement (resp. intérieurement) si et seulement si on a d = R+1 (resp.

d=R—r).
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FIGURE 4.7 — Une chaine de longueur FIGURE 4.8 — Les petits cercles tan-

4 qui n’est pas de Steiner gents

Pour 3), on considere le triangle isocele oab, d’angle au sommet 6. Si t est
le point de contact des petits cercles, c¢’est le milieu de [ab], de sorte que le

Ri+R Ry —R
triangle oat est rectangle en t et on a oa = % et at = % On
t Ry—R 0 k—1 0
en déduit @ _emm sin — soit = sin —-
oa Ry+ R; 2 k+1 2

Revenons alors au théoreme de Steiner. Le point 2) du lemme montre
qu’une chaine de Steiner ne contient que des petits cercles. Le point 3) montre
que si I'on a deux cercles successifs d'une chaine, de centres a, b, on a, quitte
a les échanger, (oﬁ, %) =0 €]0, 7], avec 0 défini comme dans 4.3.7. On passe
donc de I'un a l'autre par la rotation p de centre o et d’angle 6, donc de C} a
C; par la rotation p(o, j€). La chaine est fermée de longueur n si et seulement
si Cp4q est égal a (', c’est-a-~dire si p" est I'identité, donc si 'on a nf = 2pm,

kE—1
soit 8/2 = pr/n avec 0 < p < n/2. Cela signifie qu’on a i sin 22
n
1+ sin 22 ) .
et finalement k& = 1—.;;- La valeur de [* en découle et on voit que
—sin 25

I’existence d’une chaine fermée ne dépend que de la position des cercles K;
et pas du choix du cercle initial de la chaine.

4.3.8 Remarques. 1) Dans le théoreme précédent, le nombre p correspond au
nombre de tours que fait la chaine de cercles autour de K, voir figure 4.10.
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FIGURE 4.9 — Une chaine de Steiner de FIGURE 4.10 — Une chaine de Steiner
longueur 5 dans le cas général de longueur 7 a deux tours dans le cas

concentrique

2) Les cercles K; sont disjoints, mais pas nécessairement intérieurs. Voir
figure 4.11 pour un exemple avec des cercles extérieurs.

3) La preuve de Steiner (voir [Ste26] §22) n’est pas celle-la. En langage
moderne, il montre que si C, C’ sont deux cercles tangents a K7, Ky il existe
une inversion ¢ (dont le pdle est sur 'axe radical des K;, extérieur aux K;)
qui échange C,C” (voir 1.5.17). Mais alors, si 'on a une chaine de Steiner C
(resp. C’) de point de départ C (resp. C') et tournant par exemple dans le
sens trigonométrique, le n-ieme cercle de de C s’envoie par ¢ sur le n-ieme
cercle® de C' et, en particulier, si I'une est fermée, 'autre aussi.

4) Le théoreme de Steiner n’a été énoncé que dans le cas de deux cercles
disjoints. Le lecteur se convaincra qu’il n’y a pas de chaines de Steiner dans
les autres cas. Une explication de ce phénomene est la suivante. Deux cercles
étant donnés, l'existence d’une chaine de Steiner de longueur n associée
dépend, comme on I’a vu, de celle d'un sous-groupe cyclique d’ordre n dans
le stabilisateur des deux cercles dans PO (q). Or, voir exercice 4.4.3, si dans
le cas des cercles concentriques ce stabilisateur est le groupe des rotations
de centre o qui contient des sous-groupes cycliques d’ordre n quelconque, il
n’en est plus de méme dans les autres cas. Lorsqu’on a deux cercles sécants,
on se ramene au cas de deux droites sécantes en o, et le stabilisateur est
le groupe des homothéties de centre o qui n’a d’autre sous-groupe cyclique

9. Le lecteur notera que, comme ’axe radical est extérieur, les petits cercles et les gros
ne peuvent s’échanger.
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FIGURE 4.11 — Une chaine de Steiner de longueur 5 avec des cercles extérieurs

que {#£Id}. Lorsqu’ils sont tangents, on se ramene & deux droites paralleles
et le stabilisateur, qui est formé de translations, ne contient aucun élément
d’ordre fini.

4.4 Exercices

4.4.1 Triple transitivité sur P

4.4.1 Ezercice. On se propose de montrer directement que le groupe PO(q)
est triplement transitif sur P.

1) Soient @,b,¢ € P trois points distincts, de représentants a,b,c € E.
Montrer que les vecteurs a, b, ¢ sont linéairement indépendants et que la forme
q restreinte au sous-espace (a,b,c) est une forme de signature 2, 1. On pose
a=p(b,c), f=¢(ca), y=¢(a,b). Montrer que le produit af7y est < 0.

2) Montrer qu’il existe des représentants a’ = Aa, b/ = ub et ¢ = ve tels
que l'on ait (0, ) = p(d,a’) =1 et p(a’,b') = —1.

3) En déduire que PO(q) (resp. PO™(q)) est triplement transitif sur P
(utiliser le théoreme de Witt).

4.4.2 Double transitivité

4.4.2 Fzxercice. On se propose de prouver directement le résultat de 4.2.6
dont on reprend notations et hypotheses.
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1) Montrer qu'il existe une réflexion 74 € PO(q) qui envoie C sur Cf
(utiliser 4.1.8).

2) Dans cette question on suppose qu'on a Cy = C (dans E) et ¢(Cs) =
q(C5).

a) Montrer que 'un des vecteurs Cy — C ou Cy + CY est non isotrope et
que ces vecteurs sont orthogonaux.

b) En utilisant ’égalité des invariants anallagmatiques, montrer que I'un
des vecteurs précédents est orthogonal a (.

¢) On suppose par exemple que A = Cy—C), est non isotrope et orthogonal
a C7. Montrer que la réflexion 74 fixe Cy et transforme Cy en C5.

d) On suppose que m = Cy — CY est isotrope et orthogonal a C;. Montrer
que les cercles Cy et Cf sont tangents en m et que C passe par m. Montrer
que, sauf dans deux cas particuliers que 'on précisera, il n’existe pas de
réflexion laissant stable C et envoyant Cy sur C, mais seulement un produit
de deux réflexions (on se ramenera au cas ou Cy et Cf sont deux droites
paralleles et ou € est une autre droite).

3) Conclure.

4) On suppose I*(Cy,Cy) = I*(C], C4). Peut-on toujours envoyer C} sur
C et Cy sur C4 par un produit d’au plus deux inversions-symétries 7 (La
réponse est non : considérer deux droites sécantes C', (5 et leurs transformées
par une symétrie glissée.)

4.4.3 Stabilisateur de deux cercles-droites

4.4.3 FEzxercice. Soient (', Cy deux cercles-droites distincts. Montrer que le
stabilisateur S du couple (C7, Cs) est un sous-groupe de PGL(2,C) de di-
mension 1. On se ramenera aux trois cas suivants :

o (1 et Cy sont deux droites sécantes en a (S contient le groupe des
homothéties de centre a),

e ('} et (5 sont deux droites paralleles (S contient le groupe des transla-
tions de vecteurs paralleles aux droites),

e () et Cy sont deux cercles de méme centre a (S contient le groupe des
rotations de centre a).

(Préciser dans chaque cas le groupe S des transformations directes. At-
tention aux cas particuliers, par exemple celui de deux droites perpendicu-
laires.)
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4.4.4 Produit de deux réflexions

4.4.4 FExercice. Soient C, Cy deux éléments non isotropes distincts de £, F
le pinceau engendré par les C; et 7; la réflexion associée a C;. Soit D € F
non isotrope quelconque. Montrer qu’il existe D', D" € F, non isotropes, tels
que l'on ait 7, = TpTp = TprTp.

4.4.5 Le théoreme de Bachmann anallagmatique

4.4.5 FExercice. Le but de I'exercice est de prouver le théoréeme suivant :
Sotent C1, Cy, C3 trois éléments non isotropes de £, 11, To, T3 les inversions-
symétries'* correspondantes. Alors le produit T = T\ TeT3 est une inversion-
symétrie si et seulement si l'une des deux conditions suivantes est réalisée :
o les trois cercles C; sont dans un méme pinceau,
e les trois cercles C; sont deux a deux orthogonaux.

1) a) Montrer que si 717573 est une inversion il en est de méme de 73757
et de 31 7o.

Cette remarque permet, lorsqu’on a deuz cercles vérifiant une propriété,
de supposer que ce sont Cy et C.

b) Montrer qu’on peut supposer les C; distincts.

2) On suppose que T = TT»T3 est une inversion.

a) On suppose que C; et Cy sont deux cercles réels se coupant en deux
points. Montrer qu’on peut se ramener au cas ou C et Cy sont deux droites
sécantes en o. Montrer que Cj est soit une droite passant par o soit un cercle
de centre o (écrire 7175 = 773 et distinguer selon 'image de oo par 73.)

b) On suppose que C et Cy sont deux cercles réels se coupant en un seul
point. Montrer qu’on peut se ramener au cas ou C; et C5 sont deux droites
paralleles et conclure.

¢) On suppose que Cj et Cy sont deux cercles réels disjoints. Montrer
qu’on peut se ramener au cas ou C et Cy sont deux cercles concentriques et
conclure.

d) Traiter de méme le cas ou deux des cercles sont imaginaires.

3) Montrer la réciproque en se ramenant aux cas particuliers évoqués
ci-dessus.

4) Montrer que, si les 7; et 7 = 17973 sont des inversions positives ou
) 7 3

des symétries axiales, le cas d’orthogonalité est impossible. (On montrera

qu’a conjugaison pres, le seul cas relevant de 'orthogonalité est celui de deux

10. Dans cet exercice, le mot inversion signifiera toujours inversion ou symétrie et le mot
cercle vaudra pour cercle ou droite.
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droites perpendiculaires en o, d'un cercle imaginaire de centre o et de son
ombre.)

4.4.6 Cercles tangents

4.4.6 Ezercice. On considere deux droites paralleles Dy, Dy, de distance 2d
et un cercle C' de centre ¢ et de rayon R, et on se propose de construire un
cercle €2 de centre w tangent a Dy, Dy et C.

1) Montrer que 2 est nécessairement centré sur la parallele a Dy, Dy
équidistante de ces droites, que I'on note D, et que son rayon est égal a d.
En déduire que la distance we est égale & R+ d ou |R — d].

2) Construire les cercles €2 tangents aux D; et a C' et discuter. (Si on note
0 la distance de ¢ a D on montrera que I'on a au plus quatre cercles tangents
a D1, Dy, C et que leur nombre est déterminé par la position de § par rapport
aR+det|R—d|)

3) Déduire de ce qui précede la construction des cercles tangents a trois
cercles C, Cy, C5 dans le cas ou C] et Cy sont tangents et discuter.

4.4.7 FExercice. On considere deux cercles C7, Cy concentriques, de centre o,
de rayons R; et Ry avec Ry < Rs, et un cercle C' de centre c et de rayon R et
on se propose de construire un cercle €2 de centre w, tangent aux C; et a C.

1) Montrer que le centre de €2 est sur le cercle de centre o et de rayon
(R1 + Rs)/2 ou (Ry — Ry)/2 et que son rayon est égal respectivement a
r=(Ry— Ry)/2our=(Ry+ Ry)/2 (voir 4.3.7).

2) Montrer que la distance wc est égale & R+7 ou |R—7| et en déduire une
construction de €). Discuter selon les valeurs des R;, de R et de la distance
) = oc.

3) Déduire de ce qui précede la construction des cercles tangents a trois
cercles C1, Cy, C3 dans le cas ou C et Cy sont disjoints et discuter (on donnera
notamment des exemples ou il y a 2,4,6 ou 8 solutions).
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Chapitre 5

Les plans de ’espace des cercles
ou 'unité des géométries

Apres avoir abondamment étudié les pinceauz, c¢’est-a-dire les droites de
Uespace (de dimension 3) des cercles, dans les chapitres précédents, nous
franchissons une étape en étudiant maintenant les réseauz, autrement dit les
plans cet espace. L’intérét principal de cette étude est qu’elle permet de re-
trouver les trois géométries métriques étudiées dans les parties précédentes :
hyperbolique, elliptique et euclidienne. En particulier, les groupes associées
a ces géométries sont tous des sous-groupes du groupe circulaire. D une cer-
taine maniere, la géométrie anallagmatique est donc aussi une géométrie-
mere, comme la géométrie projective, les autres géométries étant obtenues a
partir d’elle avec une donnée supplémentaire (comme le prévoit le programme
d’Erlangen) : un point dans le cas euclidien, une droite ou un cercle dans le
cas hyperbolique, un cercle imaginaire dans le cas elliptique. Cette frater-
nité des trois géométries permettra de voir de maniére unifiée les résultats
concernant le concours des droites remarquables ou la somme des angles d’un
triangle. On verra toutefois qu’il y a des différences essentielles entre les deux
approches : la topologie de l’espace ambiant est différente, le groupe qui en-
globe les autres est plus petit que dans [’approche projective et les droites sont
privilégiées par rapport auzx points.

5.1 Les plans de ’espace des cercles

5.1.1 Introduction

Il y a deux facons de se convaincre de l'intérét de 1'étude des plans de
I'espace £ des cercles et des droites.

107



La premiere, un peu naive, consiste a dire que cet espace est un espace
projectif de dimension 3, dont les droites projectives, c¢’est-a-dire les pinceaux,
ont joué un grand role dans les chapitres précédents et qu’il n’y a pas de raison
de ne pas étudier aussi les plans de cet espace.

La seconde est de penser a Euclide. En effet, dans ’espace € on a la chance
de disposer d'un ensemble de points P et de parties remarquables : les droites-
cercles, donc des deux ingrédients de base d’une géométrie (des points et des
parties ayant vocation a s’appeler droites). Cependant, il est clair que cette
approche n’est pas satisfaisante telle quelle car dans une géométrie plane
digne de ce nom, ’ensemble des droites doit étre, comme celui des points, de
dimension 2 et ici 'ensemble des droites et cercles est de dimension 3. Pour
dire cela autrement, ’ensemble des droites-cercles passant par deux points
est un pinceau, donc de dimension 1, au lieu d’étre réduit a un seul élément.
Pour limiter cette trop grande richesse des droites-cercles, une idée naturelle
est de les taxer en se limitant aux droites-cercles qui sont dans un plan de £.
C’est ce que nous allons faire maintenant, en constatant avec émerveillement
que cette notion nous ramene a I’'étude des trois géométries qui ont fait 'objet
des parties IV et V : elliptique, hyperbolique et euclidienne, ’entrée dans ces
géométries se faisant non pas par leurs points, mais par leurs droites. Une
conséquence négative de cela, par rapport a la situation dans 'espace &,
c’est que nous aurons perdu la cohabitation points-droites et la description
de 'incidence par I'orthogonalité. On ne peut pas tout avoir!

5.1.2 Plans de £ et réseaux de cercles
Définition
La notion de réseau est la suite logique de celle de pinceau :

5.1.1 Proposition-Définition. On appelle réseau de cercles-droites un
plan projectif V de € = P(E), image d’un hyperplan vectoriel V de E. On
note qy la restriction a 'V de la forme quadratique q. L’orthogonal de V' est
une droite vectorielle de E et son image® m dans £ est appelée horizon du
réseau. On note Gy le stabilisateur de V' dans O(q), Gy celui de V dans
PO(q) (qui est aussi le stabilisateur de m) et Gy l'image de ce groupe dans
le groupe des bijections de V.

5.1.2 Remarque. Un réseau est donc 'ensemble des éléments de £ dont un
représentant est de la forme \{C 4+ \oC5 4+ A\3C5 ou les C; sont trois éléments
de E non coplanaires? et les \; des réels non tous nuls.

1. Qui peut étre un point, un cercle-droite ou un cercle imaginaire.
2. Ce qui signifie que leurs images dans £ ne sont pas en pinceau.
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5.1.3 Scolie. La donnée d’un réseau fournit donc un espace vectoriel V' de
dimension 3 et une forme quadratique ¢y sur cet espace, c’est-a-dire exac-
tement les ingrédients que nous avons utilisés dans les parties IV et V pour
définir les géométries planes non euclidiennes et euclidienne. Nous allons voir
ci-dessous que l'on retrouve effectivement ces géométries, mais le plan pro-
jectif YV = P(V) y apparait comme le plan dual, c’est-a-dire I'ensemble des
droites de la géométrie et non des points.

Nous allons voir aussi que la classification des réseaux fait apparaitre
naturellement les trois cas elliptique, hyperbolique et euclidien selon la nature
de la forme quadratique ¢y, ou encore de I’horizon, et que ’on retrouve aussi
les modeles les plus classiques de ces géométries.

S’il en est besoin, nous parlerons de ’entrée anallagmatique pour désigner
I’approche actuelle et de I’entrée projective pour évoquer celle des parties IV

et V.

Classification : le cas elliptique

5.1.4 Proposition-Définition. (Le cas elliptique) Soit V un réseau de
E. On suppose que son horizon est un cercle imaginaire I', de centre o et de
carré du rayon —r?, avec r > 0. On considére le cercle réel K, ombre de T,
c’est-a-dire le cercle de centre o et de rayon r. Alors, le réseau V ne contient
que des cercles-droites réels. Précisément, V est ’ensemble formé de K et
des cercles-droites qui coupent K en des points diamétralement opposés.

La forme qy est définie positive de rang 3, le groupe Gy (resp. Gy, resp.
Gy ) est isomorphe a {£1} x O(qy) (resp. {£1} x O (qv), resp. OF(qy) ~
PO(qv)). Le groupe @V est le stabilisateur du cercle imaginaire I

Un tel réseau sera dit elliptique.

Démonstration. On supposera les cercles (réels ou non) normalisés par a = 1.
Le fait que V ne contient que des cercles-droites et que ceux-ci coupent K en
des points diamétralement opposés vient de 3.1.14. Comme 'orthogonal est
un cercle imaginaire, qui vérifie ¢ < 0, il résulte de Sylvester que la forme gy
est positive de rang 3.

Soit u € Gy. Comme wu laisse stable la droite non isotrope (I'), I" est vec-
teur propre de u pour la valeur propre +1. Comme u conserve ¢, donc gy, la
description annoncée correspond a la décomposition F = (I') ® V. Le groupe
@V est le quotient de Gy par {£Id}. On vérifie aussitot que l'application
composée {+1} x O (qy) — {£1} x O(qv) — Gy est un isomorphisme et
comme le premier facteur opere trivialement sur V, on a bien O* (qy) =~ Gy.

5.1.5 Remarque. Dans la description de Gy comme {+1} x 0T (gy), I'6lément
(—1,1d) n’est autre que la réflexion 7 (ou encore I'inversion ir).
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5.1.6 Proposition-Définition. Soit V un réseau elliptique d’horizon I et
soit K l'ombre de I'. Le plan elliptique E associé¢ a V est défini de la
maniére suivante :

e Comme ensemble de points, E est le quotient de P obtenu en identifiant
les points m et ip(m). Il est en bijection avec la réunion du disque ouvert
limité par K et de son bord K dont les points opposés sont identifiés.

o Les éléments C' de V définissent les “droites elliptiques” de E : la droite
associée a C' est I’ensemble des points m € E orthogonaux a C' au sens de .
Les parties ainsi obtenues sont l'image du cercle K et les images des cercles-
droites coupant K en des points diamétralement opposés. Ce sont les droites
du plan elliptique au sens de Partie IV, Ch. 2, 77.

Deuz droites “elliptiques” distinctes C' et C" se coupent exactement en
un point du plan elliptique.

Démonstration. La description des droites de E vient de la proposition précé-
dente et il est clair que ce sont bien les droites du plan elliptique telles que
nous les avons rencontrées dans la partie I'V.

La propriété d’intersection est claire si I'une de ces droites est portée
par K et sinon, on peut le voir géométriquement, ou encore en notant que le
pinceau (C”, C") est formé de cercles-droites orthogonaux au cercle imaginaire
I', donc qu’il est nécessairement a points-base et que ces points-base étant
échangés par ir sont identifiés dans le plan elliptique.

5.1.7 Proposition. Le groupe Gy, opére fidélement sur E.

Démonstration. Le groupe CA;V opere sur P comme tout sous-groupe de PO(q).
Il opere aussi sur E car ses éléments commutent avec ir. Comme ir est trivial
sur E, le quotient Gy opere aussi sur E. L’opération est fidele. En effet, soit
u € Gy qui opere trivialement sur E. Cela signifie que, pour tout m € P, on
a u(m) = m ou u(m) = ir(m) et les ensembles F' = {m | wu(m) = m} et
GF ={m e P | u(m)=ir(m)} sont deux fermés disjoints qui recouvrent
P. Comme P est une sphere, donc connexe, I'un est vide et I'autre égal a P
et on en déduit u = Id ou u = ir (c’est 'injectivité de v, voir la preuve de
3.3.3). Dans les deux cas, u est trivial dans le quotient Gy, .

5.1.8 Remarque. Attention, si 'ombre de I' est commode pour identifier la
géométrie du réseau V avec la géométrie elliptique, il ne faut pas non plus
lui attribuer une importance qu’elle n’a pas. En effet, 'ombre, qui est une
droite elliptique comme une autre, n’est pas invariante par le groupe Gy car
celui-ci est transitif sur les droites elliptiques (on peut penser, voir Partie
IV, au choix de 'ombre comme celui d’'un grand cercle particulier sur la
sphere). Une autre raison qui interdit évidemment que Gy, stabilise K c’est
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que sinon, ce groupe serait contenu dans celui associé¢ a K qui est le groupe
des isométries de la géométrie hyperbolique, voir 5.1.10 ci-dessous. Etant tous
deux de dimension 3 ces groupes seraient isomorphes et la considération des
classes de conjugaison de leurs involutions montre qu’il n’en est rien.

Il reste a vérifier que la forme ¢y induite par ¢ est bien la méme que celle
que nous avons vue dans la partie IV :

5.1.9 Proposition. Sur les équations des droites elliptiques la forme qua-
dratique qy définie par ’entrée anallagmatique est la méme que celle qui
provient de [’entrée projective de la partie IV.

Démonstration. Par transitivité, on peut supposer que le cercle I' est le cercle
de centre (0,0) et de carré du rayon —1, donc I' = (1,0,0,1). Les cercles-
droites orthogonaux a I' ont alors pour coordonnées (a, b, ¢, —a), donc pour
équations a(z?+y?)—2bxr —2cy—a = 0, et la forme gy est la forme a?+b*+c2.
De l'autre coté, dans la partie IV, les droites de la géométrie elliptique sont
définies au départ comme les droites de P2, avec pour équations azx +by+ct =
0, et la forme ¢ est définie par a®+b?+c2. Quand on passe au modele conforme
de Klein, par projection stéréographique, voir Partie IV, 7?7 et sa preuve, ces
droites deviennent les cercles d’équations a(z? + y?) — 2bx — 2cy —a = 0 et
on retrouve exactement la forme qy .

Classification : le cas hyperbolique

5.1.10 Proposition-Définition. (Le cas hyperbolique) Soit V un réseau
de £. On suppose que son horizon est un cercle-droite réel H. Alors le réseau
V est l'ensemble des cercles-droites (réels ou non, isotropes ou non) orthogo-
nauzr a H.

La forme qy est une forme de Lorentz de rang 3, le groupe Gy (resp.
Gy, resp. Gy) est isomorphe a {£1} x O(qy) (resp. {£1} x OF(qv), resp.
Ot (qv) =~ PO(qv)). Le groupe Gy est le stabilisateur du cercle-droite H.

Un tel réseau sera dit hyperbolique.

Démonstration. La description de V est évidente avec la définition de I'hori-
zon, la nature de gy vient de Sylvester et le calcul du groupe est identique a
celui du cas elliptique.

5.1.11 Remarque. Comme dans le cas elliptique, dans la description de év

comme {+1} x O (qy), I'élément (—1,1d) n’est autre que la réflexion 74 (ou
encore l'inversion iy ).
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5.1.12 Proposition-Définition. Soit V un réseau hyperbolique d’horizon
H. Le plan hyperbolique D associé a )V est défini de la maniere suivante :

o Comme ensemble de points, D est le quotient de P — H obtenu en
identifiant les points m et ig(m). Il est en bijection avec le disque ouvert
limité par H (ou l'un des demi-plans ouverts limités par H si H est une
droite).

o Les éléments D de V wvérifiant q(D) > 0 définissent les “droites hy-
perboliques” de D : la droite associée a D est [’ensemble des points m € D
orthogonauzr a D au sens de £. Les parties ainsi obtenues sont les images
des cercles-droites orthogonaux a H. Ce sont les droites du plan hyperbolique
dans le modéle du disque ou du demi-plan de Poincaré, voir Partie IV, Ch.
2, 7.

Démonstration. Cela résulte de la définition des droites dans le modele de
Poincaré comme cercles-droites orthogonaux a 1’horizon.

5.1.13 Remarque. On notera qu’on a exclu I'horizon des points du plan
hyperbolique, voir en 5.1.21 une discussion.

5.1.14 Proposition. Le groupe Gy, opere fidelement sur D.

Démonstration. Que le groupe opeére résulte du fait que les éléments de @v
commutent avec iy. Montrons que 'opération est fidele. Soit u € Gy qui
induit l'identité sur D. Cela signifie qu’on a, pour tout m € P, u(m) = m ou
u(m) = ig(m). Mais, comme H est stable par u, les composantes connexes
de son complémentaire sont stables ou échangées par u. Si, pour un point m
on a u(m) = m, les composantes sont conservées par u et on a ulp =1Id . Si
au contraire on a u(m) = igy(m), comme iy échange les composantes, il en
est de méme de u et on a u = 1. Dans les deux cas, u est 'identité dans le
quotient.

La encore, il reste a vérifier que la forme ¢y induite par ¢ est bien la méme
que celle que nous avons vue dans la partie IV :

5.1.15 Proposition. Sur les équations des droites hyperboliques la forme
quadratique qy définie par l’entrée anallagmatique est la méme que celle qui
provient de l’entrée projective de la partie IV.

Démonstration. On peut supposer que l'horizon est l'axe des x, de coor-
données H = (0,0,1,0). Les cercles-droites orthogonaux a H sont alors
définis par ¢ = 0 et la forme gy est b* — ad. C'est exactement la forme
rencontrée dans la partie IV sur le modele du demi-plan de Poincaré, voir
exercice 77.
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Classification : le cas euclidien

5.1.16 Proposition-Définition. (Le cas euclidien) Soit V un réseau de
E. On suppose que son horizon est isotrope, donc un point m € P. Alors le
réseau V est l’ensemble des cercles-droites passant par m. Si le point m est
le point 0o, V est 'ensemble des droites du plan affine euclidien.

La forme qy est une forme dégénérée de rang 2 parabolique (au sens de
la partie V), les groupes Gv et Gy, sont isomorphes au groupe des similitudes
du plan euclidien. Le groupe @v est le stabilisateur du point m.

Un tel réseau sera dit euclidien (au sens de la partie V). Le plan eucli-
dien associé a V est l'ensemble P — {m} avec comme droites les traces des
éléments de V.

Sur les équations des droites euclidiennes la forme quadratique qy définie
par l’entrée anallagmatique est la méme que celle qui provient de l’entrée
projective de la partie V.

Démonstration. La description de V est évidente avec I'interprétation de 1’or-
thogonalité comme incidence. Pour le calcul du groupe, on peut supposer
m = oo par conjugaison. On voit que Gy est le stabilisateur de oo dans
le groupe PI'L(2,C) des homographies et anti-homographies : c¢’est bien le
groupe des similitudes (directes ou indirectes).

Pour le calcul du groupe Gy, voir exercice 5.4.1.

Pour I'assertion sur les formes quadratiques, on peut supposer m = oo =
(0,0,0,1). On retrouve alors les droites d’équations —2bx — 2cy + d avec la
forme b? + 2, c’est-a-dire, & un scalaire pres, la forme vue dans la partie V.

Ou suis-je ?

La proposition suivante répond a une question tres simple concernant les
réseaux de cercles : si l'on a trois cercles engendrant un réseau, comment
savoir dans quel type de géométrie 'on se trouve ?

5.1.17 Proposition. Soient C1, Cy, C3 trois cercles-droites non situés dans
un méme pinceau et soit V' le réseau engendré.

1) Le réseau V est euclidien si et seulement si les C; ont un point commun.

2) Si deuz des C; sont disjoints, le réseau est hyperbolique.

3) Dans le cas général, soit a le centre radical des C; (voir 1.5.3). Alors,
le réseau est hyperbolique (resp. euclidien, resp. elliptique) si a est extérieur
auz C; (resp. commun aux C;, resp. intérieur).

Démonstration. 11 s’agit de déterminer 'orthogonal de (C4, Cy, C3). Comme
les C; ne sont pas en pinceau, ils ont au plus un point commun, qui est dans

113



I'orthogonal. Dans ce cas, on a un réseau euclidien, par définition. Si deux
cercles sont disjoints on ne peut étre ni dans le cas euclidien (ou il y a un
point commun a tous les cercles) ni dans le cas elliptique (voir 5.1.6). On est
donc dans le cas hyperbolique.

Dans le cas général, soit C' 'orthogonal des C}, a son centre, r son rayon
(éventuellement nul, voire imaginaire). La puissance de a par rapport aux
C; est égale a r* (& cause de la formule d7 — R? = r?), donc indépendante
de i, de sorte que a, qui est le centre radical des trois cercles, est dans la
méme position (intérieur, dessus ou extérieur) par rapport aux C;. S’il est
extérieur, on peut mener des tangentes aux C; issues de a et il existe un
cercle réel orthogonal aux trois : on est dans le cas hyperbolique. S’il est sur
I'un des cercles, il est sur les trois et 'on est dans le cas euclidien. S’il est
intérieur, le cercle orthogonal est imaginaire : c’est le cas elliptique.

Pour une construction de 1’horizon, voir 'exercice 5.4.2.

Transitivité

La proposition suivante montre qu’on a bien une classification des réseaux
au sens de la théorie des groupes :

5.1.18 Proposition. Soient V; et Vs deux réseauz de E. Il existe w € PO(q)
tel que u(Vy) = Vs si et seulement si les deuz réseaux sont de méme nature :
elliptique, hyperbolique, euclidien.

Démonstration. En considérant I'orthogonal de V), c’est-a-dire son horizon,
on se ramene a la transitivité sur les objets donc a 4.1.3.

Quelques précisions
Commencons par une définition :

5.1.19 Définition. On parlera des plans métriques associés a un réseau
pour désigner ['un des plans euclidien, elliptique ou hyperbolique précédents.

La remarque suivante montre que les invariants des géométries ne dépendent
pas de 'approche choisie :

5.1.20 Scolie. Soient A, B,C des cercles droites d'un réseau V), que l'on
voit aussi comme des droites de la géométrie métrique associée a V. Comme
les formes quadratiques obtenues par les deux entrées sont les mémes, les
(A, B)?
q(A)q(B)

définis dans les trois géométries métriques.

invariants anallagmatiques [*(A, B) = sont les mémes que ceux
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B A)p(A, B
De méme, le spin anallagmatique S*(A, B,C) := p(B,C)p(C, A)p(A, B)

q(A)q(B)q(C)

n’est autre que le spin angulaire défini notamment Partie IV, chapitre 4, ?7.

5.1.21 Remarques. 1) La présentation des trois géométries métriques a I'inté-
rieur de la géométrie anallagmatique est une bonne maniere de montrer qu’il
y a de nombreuses similitudes entre elles, et surtout entre les deux cas el-
liptique et hyperbolique. Rappelons qu’il y a tout de méme deux différences
essentielles.

e En hyperbolique, les points du bord ne sont pas dans D. Certes, on
pourrait les ajouter sans perdre I’axiome principal d’Euclide : Par deux points
passe une droite et une seule. En revanche, comme I’horizon est stable dans
le cas hyperbolique?, le plan ne serait plus homogene.

e Les droites hyperboliques ne se coupent pas nécessairement.

2) On voit que le plan P ~ P!(C) de la géométrie anallagmatique ap-
paralt comme une compactification du plan des géométries elliptique et hy-
perbolique. On notera qu’on avait déja une compactification dans la partie
IV, mais différente, puisqu’elle utilisait le plan projectif réel P%(R). Ces deux
compactifications sont vraiment distinctes, a la fois sur le plan topologique
(la sphere de Riemann est une variété orientable, contrairement au plan pro-
jectif) et sur le plan algébrique (les groupes PI'L(2,C) et PGL(3,R) ne sont
pas isomorphes, le premier étant de dimension réelle 6 et le second, 8).

3) Cette différence d’approche n’est pas préjudiciable dans les cas eucli-
dien et elliptique, car on récupere a peu pres completement les notions vues
dans les parties précédentes. En revanche, ce n’est pas tout a fait le cas en
géométrie hyperbolique. La raison est qu’ici I’entrée dans cette géométrie se
fait par les droites et que le modele hyperbolique obtenu est celui du disque
ou du demi-plan de Poincaré, et non celui de Klein. On perd ainsi les points
extérieurs du modele de Klein dont on a vu I'importance dans la partie IV.

4) Nous verrons dans la suite que la présence dans la géométrie anallag-
matique des trois autres géométries peut s’utiliser dans les deux sens :

e On peut utiliser les résultats vus dans les parties précédentes pour
prouver des faits relatifs a la géométrie anallagmatique, voir ci-dessous la
triple transitivité ou encore 5.4.5.

e On peut aussi, grace a la géométrie anallagmatique, retrouver des
résultats antérieurs (voir au paragraphe suivant le concours des droites re-
marquables du triangle).

5.1.22 Scolie. Tout ce qui précede est une nouvelle illustration d’un des
principes du Programme d’Erlangen de Felix Klein : les diverses géométries

3. Contrairement & I’ombre de I'horizon dans le cas elliptique.
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sont toutes des sous-géométries d'une géométrie mere qui est la géométrie
projective. Dans les parties IV et V les diverses géométries avaient été définies
a partir de la géométrie du plan projectif (par exemple réel) en imposant en
plus une forme quadratique, euclidienne, de Lorentz ou dégénérée. Ici, elles
apparaissent a partir de la droite projective complexe avec comme donnée
supplémentaire un objet qui est un point dans le cas euclidien, un cercle
ou une droite dans le cas hyperbolique et un cercle imaginaire dans le cas
elliptique.

Cette vision permet de mieux comprendre la différence de taille des groupes
correspondants en les voyant comme stabilisateurs dans le groupe circulaire
(qui est de dimension 6). En effet, comme 'orbite d’un point est de dimen-
sion 2, son stabilisateur est de dimension 4, tandis que les orbites des cercles
(réels ou non) sont de dimension 3, de sorte que leur stabilisateur n’est que
de dimension 3. C’est une nouvelle explication de la richesse de la géométrie
euclidienne !

5.1.3 Triple transitivité

Dans le cas de la triple transitivité, on se ramene aux cas d’isométrie des
triangles dans les géométries euclidienne et non euclidiennes :

5.1.23 Théoréme. Soient A, B,C (resp. A', B',C") trois cercles-droites dis-
tincts ne faisant pas partie d’un méme pinceau. Il existe u € PO(q) qui envoie
A,B,C sur A',B',C" respectivement si et seulement si on a les conditions
suivantes :

1) Les invariants anallagmatiques sont égauzx : I*(A, B) = I*(A', B') et
de méme pour les autres.

2) Les spin anallagmatiques (voir 5.1.20) sont les mémes, i.e. on a l’égalité :

(B, C)p(C, A)p(A, B) (B, C")p(C", A')p(A', B')

q(A)q(B)q(C) q(A")q(B")q(C")

St le réseau engendré par A, B, C' est euclidien, la deuxiéme condition est
inutile.

Démonstration. Notons ) et V' les réseaux engendrés par A, B,C' et A’, B', C".
On note d’abord que les conditions impliquent que les réseaux sont de méme
nature. Il suffit pour cela de voir que le signe du discriminant de gy est
déterminé par les invariants. Or, pour une forme quadratique ¢ sur un es-

pace de dimension 3 et trois vecteurs A, B,C, on a la formule (voir Partie
1 77) -

A(q)[A, B, CT” = q(A)q(B)q(C) + 2¢(B, C)p(C, A)p(A, B)
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_Q(A)@(B7 0)2 - Q(B>S0(Cv A>2 - Q(C)SO(A7 B)2>

ou A(q) est le discriminant de la forme g. Si les vecteurs A, B, C' vérifient
q > 0, on voit, en divisant par ¢(A)q(B)q(C), que le signe de A est déterminé
par le spin et les invariants anallagmatiques. En appliquant cela avec ¢ = qy
et avec A, B,C; A", B’,C’, on voit que V et V' sont de méme nature.

Il existe alors un élément du groupe circulaire qui envoie V sur V' en vertu
de 5.1.18 et on est ramené au cas V = V. Dans les cas elliptique et hyper-
bolique, en passant au dual et en tenant compte du fait que les invariants
sont les mémes dans les deux entrées, cf. 5.1.20, on voit que le résultat est
conséquence des cas d’isométries des triangles ou plutot des trilateres, voir
par exemple Partie IV 77. Dans le cas euclidien, il s’agit de la transitivité du
groupe des similitudes sur les droites et on peut appliquer? le résultat ?? de
la partie V.

5.1.24 Commentaire. Le théoreme précédent est la forme algébrique de
deux résultats géométriques bien connus :

e en géométrie euclidienne, deux triangles qui ont les mémes angles de
demi-droites sont semblables,

e en géométrie non euclidienne, deux triangles qui ont les mémes angles
de demi-droites sont isométriques, voir Partie IV ?77.

La différence de conclusion entre ces deux énoncés vient du fait qu’en non
euclidien la donnée des trois angles est vraiment de dimension 3, alors qu’en
euclidien elle se ramene a la donnée de deux puisque la somme des angles est
égale a .

Par rapport a ces énoncés géométriques, le théoreme précédent fait appel
a I'invariant anallagmatique au lieu de ’angle. Or, cet invariant ne définit que
le carré du cosinus de ’angle des cercles-droites. Il identifie donc un angle et
son supplémentaire et c¢’est ce qui impose la présence de la condition de spin,
cet invariant n’intervenant que par son signe, que nous étudions maintenant.

Le signe du spin anallagmatique

Comme le spin anallagmatique est le méme que le spin angulaire (voir
5.1.20), on se reportera a la partie IV pour une discussion plus approfondie
de la condition de spin. La proposition suivante nous suffira ici :

5.1.25 Proposition. Soient A, B, C' trois cercles-droites.
1) Le carré du spin S*(A, B, C) est déterminé par les invariants anallag-

matiques selon la formule : S*(A, B,C)? = I*(B,C)I*(C, A)I*(A, B).

4. Dans le cas n = 3, la condition sur les invariants K* (les aires) est vide.
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2) Le signe de S*(A, B, C) est celui du produit p(B,C)p(C, A)p(A, B) et
il est indépendant du choix des représentants de A, B,C. St A, B, C sont des
cercles, on peut les supposer normalisés par a = 1.

Démonstration. Le point 1) est évident. Pour 2), si 'on change A, B,C en
aA, BB et vC, on voit que le produit des ¢ est multiplié par o522,

5.1.26 Remarques. 1) Le point 2) de 5.1.25 permet de supposer les cercles
normalisés et on peut alors utiliser la proposition 3.2.10 qui précise que
©(A, B) est positif, soit si les cercles sont sécants, avec un angle aigu des
rayons menant aux points communs, soit tangents intérieurement, soit dis-
joints et intérieurs. Le signe du spin de trois cercles sera alors conservé si les
cercles sont dans la méme position ou si 'on change deux des positions sur
trois.

2) Le lecteur se convaincra qu’on retrouve ainsi les résultats de la partie
IV. Dans le cas elliptique, les cercles déterminent deux triangles du plan
elliptique et on sait qu’on ne peut les échanger sans la condition de spin, voir
Partie IV ??7. Par exemple, on ne peut échanger deux triangles dont I'un a
une somme des angles < 37/2 et 'autre > 37/2. Dans le cas hyperbolique,
c’est encore le cas (trois droites du plan K correspondent a trois points de
la partie extérieure T et le spin est nécessaire pour les cas d’isométrie dans
T). Ainsi, on ne peut échanger deux triangles ayant pour 'un trois angles
aigus et pour 'autre deux angles aigus et un angle obtus, voir Partie IV 77?.
De méme, dans le cas de trois droites hyperboliques qui ne se coupent pas, il
y a quatre possibilités, deux de spin positif (trois intérieurs ou un intérieur
et deux extérieurs) et deux de spin négatif (trois extérieurs ou un extérieur
et deux intérieurs), voir figures ci-dessous. Pour des exemples explicites, voir
Partie IV 77 et 77.

Une application : une question d’Hadamard

Dans un exercice de son livre de géométrie élémentaire [Had98], Jacques
Hadamard pose la question suivante : Trois cercles étant donnés, existe-t-il
toujours une inversion qui les transforme en trois cercles de méme rayon ?
Le lecteur intéressé ira résoudre ’exercice 5.4.5.
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FIGURE 5.2 — Deux exemples de tri-
plets de cercles d'un réseau hyperbo-
lique avec spin négatif, échangés par la
symétrie hyperbolique de centre o.

FIGURE 5.1 — Deux exemples de tri-
plets de cercles d'un réseau hyperbo-
lique avec spin positif, échangés par la
symétrie hyperbolique de centre o.

5.2 Retour sur le concours des droites remar-
quables du triangle

Dans cette section, nous allons retrouver les propriétés de concours des
hauteurs, bissectrices, médiatrices et médianes dans les trois géométries eucli-
dienne, elliptique et hyperbolique, comme conséquences d’'un méme théoreme
anallagmatique, voire d’'une méme relation (de Chasles). Commencons par
préciser la terminologie.

5.2.1 Trilateres

5.2.1 Définition. On appelle trilatere la donnée de trois cercles-droites
de £ non alignés dans £, c’est-a-dire ne faisant pas partie d’un méme pin-
ceau. Les cercles-droites sont les cotés du trilatére. On dit que ce trilatére
est euclidien (resp. elliptique, resp. hyperbolique) si le réseau engendré
[’est.

St les cotés du trilatére se coupent deux a deuxr en un point du plan
métrique associé au réseau engendré, on parlera du triangle associé au tri-
latere.
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5.2.2 Remarque. Attention, un trilatere ne définit pas toujours un triangle
du plan métrique associé. C’est vrai dans le cas elliptique, car les droites
elliptiques se coupent toujours, mais pas nécessairement dans les cas euclidien
(a cause du parallélisme) ou hyperbolique.

5.2.2 Des pinceaux dans les réseaux

Avant de regarder les différents cas de droites remarquables des trilateres,
traduisons ce qui en sera la conclusion universelle, a savoir étre en pinceau
pour trois éléments d’un réseau. Nous distinguons les trois types de réseaux.
Le cas le plus simple est celui du plan elliptique :

5.2.3 Proposition. Soit V un réseau elliptique d’horizon I et soient Ay, A,
Ag trois cercles-droites distincts de V' engendrant un pinceau F. Le pinceau
F est orthogonal a I', c’est un pinceau a points-base m,n avec m € E et
n = ir(m) et les droites elliptiques A; sont concourantes en m. De plus, il
existe un unique cercle-droite D € V orthogonal a F (donc auz A;) et les
droites elliptiques A; admettent une perpendiculaire commune.

Démonstration. Comme les A; sont orthogonaux a I'; il en est de méme de
F. Cela montre que F ne contient aucun isotrope et ¢’est donc un pinceau
a points-base. Comme les A; sont orthogonaux a I', I'inversion ir les laisse
stables donc aussi {m,n} = A; N As. Comme ir est une inversion négative,
elle n’a pas de point fixe et elle échange donc m et n. Le pinceau orthogonal
F* est une droite projective de £ ~ P3, contenant I', donc non contenue
dans le plan V. Elle rencontre donc )V en un point qui est nécessairement un
cercle-droite réel® (puisqu’orthogonal a T').

Dans le cas hyperbolique on a le résultat suivant :

5.2.4 Proposition. Soit V un réseau hyperbolique d’horizon H et soient
A1, Ay, As trois cercles-droites distincts de V engendrant un pinceau F. Ce
pinceau est orthogonal a H et on a l'un des cas suivants :

1) Le pinceau F est a points-base m,n avec m € D et n = iy(m). Les
droites hyperboliques A; sont concourantes en m.

2) Le pinceau F est a point limite m avec m € H. Les droites hyper-
boliques A\; sont “paralléles au sens fort” (i.e. concourantes en un point de
I’horizon).

3) Le pinceau F est a points de Poncelet m,n. Dans ce cas, les points
m,n sont sur H, il existe un unique cercle-droite D € YV orthogonal a F
(donc auzr A;). Les droites hyperboliques A; admettent une perpendiculaire
commune.

5. En fait, c’est la polaire de m, voir Partie IV ou ci-dessous 5.2.22.
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Démonstration. Comme les A; sont orthogonaux a H, il en est de méme de
F. Dans le cas 1), si m, n sont les points-base de F, on a {m,n} = A;NA, (au
sens ordinaire). Comme les A; sont orthogonaux a H, I'inversion iy les laisse
stables, donc aussi {m, n}. Si m et n étaient fixes, ils seraient sur H, de sorte
que H serait dans F, donc orthogonal a lui-méme et c¢’est absurde. Ils sont
donc échangés par iy ce qui prouve 1). Le méme argument montre que, dans
le cas 2), le point limite est sur H. Enfin, dans le cas 3), le pinceau orthogonal
F+ admet les points-base m, n, qui sont dans F, donc orthogonaux & H, donc
sur H. Cela montre qu’il est formé uniquement de cercles-droites réels. C’est
une droite projective de P2, non contenue dans le plan V, de sorte que son
intersection avec V est un unique cercle-droite.

5.2.5 Remarque. En fait, largument développé dans le cas 3) s’applique aussi
dans les autres, mais l'intersection ¥V N F* est soit le point limite m dans le
cas 2), soit un cercle imaginaire dans le cas 1), voir exercice 5.4.4.

Traitons enfin le cas euclidien :

5.2.6 Proposition. Soit V un réseau euclidien d’horizon® m (de sorte que le
plan euclidien associé est P —{m}) et soient Ay, Ay, Ag trois cercles-droites
distincts de V engendrant un pinceaw F. Il y a deux cas :

1) Le pinceau est a points-base m,n. Les droites euclidiennes A; sont
concourantes en n.

2) Le pinceau est a point limite m. Les droites A; sont “paralléles”.

Démonstration. C’est clair car les éléments de V sont tous orthogonaux a m,
i.e. passent par m.

5.2.7 Scolie. Forts de ces résultats, nous nous contenterons dans ce qui suit
de conclure que certains éléments sont en pinceau, a charge pour le lecteur de
préciser s’il s’agit d’un vrai concours ou de I'existence d'une perpendiculaire
commune. Il pourra toujours se reporter au chapitre 3 de la Partie IV pour
toutes précisions.

5.2.3 Les bissectrices

Rappelons qu’on appelle bissectrice de deux “droites” Dy, Dy, dans une
géométrie métrique, une droite D telle que la symétrie d’axe D échange les
D;. Dans le cas présent, ces symétries proviennent des réflexions 7p et on les
a rencontrées ci-dessus, elles correspondent aux “cercles-milieux” A* et A~
de 4.1.10. La chose essentielle a noter est que, comme les axes de symétries

6. On peut supposer m = oo pour plus de clarté.
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s’écrivent comme combinaison linéaire des D;, voir 4.1.8, ils sont bien dans
le réseau considéré, de sorte que ce sont bien des droites pour la géométrie
associée. Le concours des bissectrices, dans chacun des cas euclidien, hyper-
bolique et elliptique, est alors conséquence du théoreme général 4.1.12.

5.2.8 Remarques. 1) Dans le cas euclidien, il faut vérifier que les bissectrices
ne sont pas paralleles ce qui peut bien entendu se faire de maniere élémentaire.
Pour les lecteurs qui aiment les calculs, voir exercice 5.4.6.

2) Comme conséquence de I'existence des bissectrices on retrouve le fait
que le groupe Gy est transitif sur les droites de la géométrie associée a V.

5.2.4 Les hauteurs

5.2.9 Proposition-Définition. Soit T := C1C5C3 un trilatére. On suppose
que Cy n’est pas orthogonal a la fois a Cy et Cs. Il existe un unique élément
H, € & situé dans le pinceau F; = (Cy, C3) et orthogonal a Cy. On 'appelle
hauteur généralisée de T' relative a C.

Démonstration. On cherche H; sous la forme A\oCo+A3C5. Un calcul immédiat
donne I'expression de H; :

H, = 90(01, 03)02 - 90(01, 02)03-
Avec ’hypothese, on voit que H; est non nul, donc définit un élément de £.

5.2.10 Remarques. 1) Si C; est orthogonal a Cy et (s, il est orthogonal a
tout le pinceau (Cy, C3).

2) Attention, si Cy et C3 ne se coupent pas, on ne peut pas dire que la
hauteur H; passe par un sommet de 7.

3) Si Oy, C3 sont sécants”, le pinceau JF; est & points-base, donc ses
éléments sont tous des cercles-droites (i.e. vérifient ¢ > 0). La hauteur
généralisée est alors une hauteur au sens strict. C’est le cas si le trilatere
définit un triangle du plan métrique associé.

4) Si Cy, C3 sont tangents® en m, le point m est dans le pinceau Fi-, de
sorte que Hi est orthogonal a m. C’est donc un cercle-droite, sauf si 'on a
H; = m. Ce cas se produit si et seulement si le cercle C; passe par m (par
exemple si Cy, C5 sont des droites paralleles et si C est une droite).

5) Lorsque Cy, C3 sont disjoints, trois cas sont possibles pour H; : un
cercle-droite, un point, un cercle imaginaire.

Dans tous les cas, on a gratuitement le théoreme attendu :

7. On englobe bien entendu dans ce cas celui des droites sécantes.
8. Ou si ce sont des droites paralleles.
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5.2.11 Théoreme. Soit T' = C1CyC5 un trilatéere. On suppose qu’aucun coté
de T n’est orthogonal aux deuz autres. Alors, les hauteurs généralisées de T
sont en pinceau.

Démonstration. Avec les notations précédentes, cela résulte de la formule :

©(Cq, C3)Hy + ¢(Cs,C1)Hy + o(Ch, Cy)Hy = 0.

On obtient comme corollaire le résultat du “concours” des hauteurs dans
les trois cas : euclidien, elliptique, hyperbolique.

5.2.12 Corollaire. On suppose que le trilatére T définit un triangle du plan
métrique associé. Alors, les hauteurs généralisées du trilatére sont les hau-
teurs de ce triangle et elles sont en pinceau dans le plan métrique.

Bien entendu, dans le cas hyperbolique, les hauteurs ne sont pas nécessaire-
ment concourantes, mais, sinon, elles admettent une perpendiculaire com-
mune.

5.2.13 Remarque. Comme pour les bissectrices, dans le cas euclidien, il faut
vérifier que les hauteurs ne sont pas paralleles, voir exercice 5.4.6.

5.2.5 Les médiatrices anallagmatiques

Nous avons vu en 4.1.6 qu’étant donnés deux points m,n € P, il y a
une infinité d’inversions qui les échangent. Si 'on s’impose une contrainte
supplémentaire, a savoir un horizon, on a le résultat suivant :

5.2.14 Proposition-Définition. Soit C' un élément de & (cercle-droite,

cercle imaginaire ou point) et soient m,n deur points distincts non ortho-

gonauz a C. Il existe exactement une inversion (ou symétrie) de “cercle” A

orthogonal a C' qui échange m,n. On a la formule A = p(n, C)m—p(m, C)n.
Le “cercle” A est appelé médiatrice de m,n relativement a C.

20(A,m)
q(A)
Comme m et n sont distincts, (A, m) est non nul et on en déduit que A est
dans le pinceau (m,n). Cherchons donc A sous la forme Am + un avec A,
non nuls. Un tel A est non isotrope, orthogonal a Am — un et il en résulte que
T4 envoie Am sur —un dans E donc m sur n dans £. Il reste a déterminer A, p
pour que A soit orthogonal a C. On doit avoir Ap(m, C') + pp(n, C') = 0. On
peut donc prendre A = ¢(n,C) et u = —p(m,C) (non nuls par hypothese).

Démonstration. Si T4 échange m et n on a T4(m) =n =m — A.
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5.2.15 Remarque. On a q(A) = —2p(m, C)p(n, C)e(m,n). Si C est un point,
comme ¢ appliquée a deux points est négative (voir 3.1.9), on voit que g(A)
est > 0, donc A est un cercle-droite. Si C' est un cercle réel, comme ¢(m, C')
est du signe opposé a la puissance de m par rapport a C, A est réel si m,n
sont dans la méme position par rapport a C' (tous deux intérieurs ou tous
deux extérieurs) et imaginaire sinon. Enfin, si C' est imaginaire, ¢(m, C') est
toujours négatif (voir 3.1.11), donc A est un cercle réel.

On obtient alors gratis le théoreme général de concours des médiatrices
anallagmatiques :

5.2.16 Théoreme. Soient C' € £ et a,b,c € P distincts et non orthogonaux
a C. Les médiatrices de b,c; c,a et a,b relativement a C' sont en pinceau

dans &.

Démonstration. Les trois médiatrices sont U = (¢, C)b — p(b,C)e, V
o(a,C)e—p(c,Claet W = ¢(b, CYa—p(a,C)bet on a ¢(a, C)U~+p(b,C)V +
o(c, CYW = 0.

5.2.6 Les médiatrices dans les géométries euclidienne
et non euclidiennes

La géométrie euclidienne

Choisissons oo comme horizon. Le plan )V orthogonal a oo est donc formé
des droites du plan euclidien. Le théoreme 5.2.16 donne alors le résultat bien
connu :

5.2.17 Théoreme. Soient a,b, c trois points non alignés du plan affine eu-
clidien ordinaire. Les médiatrices du triangle abc sont concourantes.

Démonstration. On se place dans V = oot. Les médiatrices anallagmatiques
de abc relatives a oo sont orthogonales a ce point, donc sont des droites
ordinaires. Le théoreme 5.2.16 montre qu’elles sont en pinceau, donc concou-
rantes ou paralleles en vertu de 5.2.6. Il reste a voir qu’elles ne sont pas
paralleles. Comme on a, pour tout point a # oo, ¢(a,00) = —1/2, on voit
que les médiatrices sont simplement b — ¢, ¢ —a et a — b. Si par exemple b— ¢
est parallele a ¢ — a, cela signifie que co est dans le pinceau (b — ¢,c — a)
et on en déduit que les quatre points oo, a, b, ¢ sont coplanaires dans &, ce
qui (voir 6.1.3) signifie que a, b, ¢ sont alignés dans le plan euclidien, contrai-
rement a ’hypothese. Pour une preuve par le calcul, ou 'on retrouvera les
déterminants de Cayley-Menger, voir exercice 5.4.7.
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La géométrie hyperbolique

Cette fois, on choisit un cercle réel H comme horizon, par exemple le
cercle unité et on travaille dans le modele du disque de Poincaré D.

5.2.18 Théoreme. Soient a,b, c trois points non alignés de D. Les média-
trices du triangle abc sont concourantes dans D, ou sur l’horizon, ou ad-
mettent une perpendiculaire commune.

Démonstration. Les médiatrices au sens hyperbolique sont portées par des
cercles-droites orthogonaux a H, donc ce sont exactement les médiatrices
anallagmatiques relatives a H. On a vu qu’elles sont en pinceau dans £. La
conclusion est exactement 5.2.4.

5.2.19 Remarque. Sia,bsont dans D, et si a’ =iy (a) et b’ = iy (b) sont leurs
inverses, on vérifie que Tp échange aussi a’ et b’ (comme iy conserve D, c’est la
formule de conjugaison iy Tpig = Tp), ce qui est rassurant, puisque les points
a,a’ et b, b’ sont identifiés dans le plan hyperbolique. En revanche, la symétrie
qui échange a et b’ est une inversion négative (i.e. de cercle imaginaire), cf.
5.2.15. On verra en 5.2.28 qu’il s’agit d'une symétrie centrale.

La géométrie elliptique

La situation est un peu plus délicate dans le cas elliptique. En effet,
reprenons la description du plan elliptique E associé a un réseau V de £.
On note encore I' I'horizon de V et K l'ombre de I'. Soient b, ¢ deux points
de E. Une médiatrice de b, ¢ est une droite elliptique, donc un cercle-droite
A de &, orthogonal a I'; et tel que la réflexion 74 transforme b en ¢, ou en
¢ = 1r(c) puisque c et ¢ sont identifiés dans E. Il y a donc deux médiatrices
AT =p(e,T)b— (b, T)cet A~ = p(d,T)b— (b, T)c.

5.2.20 Remarques. 1) 11 y a aussi a priori deux autres médiatrices : A" =
o, ) — (b, T) et A~ = p(c, 1)V — (b, T)c, avec b’ = 1r(b). Comme
on a 70(I') = =T, on voit que les quantités p(c/,T") et p(c,I') sont opposées.
On en déduit qu'on a 7 (A") = —A" et (A7) = —A'", et comme AT et
A~ sont orthogonales a I', donc invariantes par 7, on retrouve les mémes
droites.

2) Attention, les notations AT, A~ n’ont pas de sens intrinseque car
elles dépendent des choix des représentants de b,c et I'. Dans ce qui suit,
on supposera toujours qu’on a normalisé points et cercles par le choix de la
premiere coordonnée égale a 1. Pour une définition de médiatrice intrinseque,
voir Partie IV ?7.

Avec ces précautions, on obtient :
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5.2.21 Théoreme. Soient a,b,c trois points non alignés de E. Les média-
trices AY,BT,C*t; At B~,C~; A~,BT,C~ et A~,B~,C" du triangle abc
sont concourantes.

Démonstration. Pour les médiatrices d’exposant + c’est exactement 5.2.16.
Pour les autres on utilise la remarque 1) précédente. Par exemple, on écrit
AT = (e, T)b—p((b,T)c, B~ = p(d,T)c—p(c,T)d', C"~ = p(b,T)a’—p(a,T')b
et on a la relation ¢(a, ) AT + ¢(b,T)B~ + ¢(c,I')C"~ = 0, d’otut le concours
de A¥, B~ et C'"~ =C".

5.2.7 Poles, polaires, milieux, médianes

Comme on 'a dit, 'entrée dans les géométries non euclidiennes par la
voie anallagmatique est tres efficace pour étudier les propriétés des droites,
mais nettement moins pour étudier celles des points. Cela va notamment
apparaitre maintenant dans les questions de milieux.

Le cas elliptique

On conserve les notations précédentes : I', K, E. Le lecteur se souvient sans
doute qu’en géométrie elliptique, symétries axiales et centrales coincident. La
proposition suivante le montre d’une autre maniere.

5.2.22 Proposition-Définition. 1) Soit D une droite elliptique (c’est-a-
dire un cercle-droite orthogonal a T"). Les inversions ir et Tp = ip commutent,
leur produit o est une involution qui admet deux points fixes, d intérieur a
K et d =ir(d) extérieur, qui sont les points de Poncelet du pinceau (I', D).
Dans E, la réflexion elliptique Tp et la symétrie centrale elliptique o4 = irip
coincident (voir Partie IV, Ch. 1, §4). Le point d est appelé pdle elliptique
de D. R

2) Inversement, si d est un point de C et d' son inverse par rapport a T,
il existe un unique cercle-droite D orthogonal a T (donc une droite elliptique)
dans le pinceau (d,d'). La droite D est appelée polaire elliptique de d et d
est le pole elliptique de D.

Démonstration. 1) Comme D est orthogonale a I' elle est invariante par
ir et le résultat vient de 3.3.8. Si a est 'un des points fixes de o, on a
ip(a) =ir(a) := b et donc ip(b) = ir(b) = a, de sorte que 'autre point fixe
est l'inverse de a. Dans E, comme on identifie les points m et ir(m), les deux
applications ip et o4 sont égales.

2) Comme I' est un cercle imaginaire, les points d, d’ sont distincts, donc
définissent un pinceau F qui contient I' en vertu de la formule (%) de 3.3.6.
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L’orthogonal de I' coupe ce pinceau en un unique point D qui est un cercle-
droite. On a donc F = (d,d") = (T, D), ce qui, vu 1), montre que d est le
pole de D.

5.2.23 Proposition. En géométrie elliptique, toute réflexion est un produit
de deux réflexions.

Démonstration. Soit Tp une réflexion, avec D orthogonale a I'. On considere
le pinceau F = (D,T) et son orthogonal F*. On choisit D;, Dy dans F*,
orthogonales. On a alors 707p = 7p,7p, en vertu de 3.3.10, d’ou le résultat
puisque 7 est 'identité dans E.

5.2.24 Remarque. Dans la partie IV, avec la compactification du plan ellip-
tique en le plan projectif, le point d est apparu comme le pole de la droite D
au sens de I'orthogonalité par rapport a la forme quadratique X2 + Y2 + 7172
Bien entendu, et c¢’est 'un des défauts de la compactification anallagmatique,
cet aspect disparait ici, mais cela explique ’appellation. Pour une construc-
tion du pole, voir exercice 5.4.8.

5.2.25 Proposition-Définition. Soient a,b € E. Il existe deuzx points m™
et m~ de E tels que les symétries de centres m* et m~ échangent a et b. Les
points m™ et m~ sont appelés milieux de a, b.

Démonstration. Comme a,b ont deux médiatrices D™ et D™, leurs poles
elliptiques m~ et m™ conviennent.

5.2.26 Proposition. Soient a, b, c trois points du plan elliptique. On note
at,a” (resp. bT,b7, resp. ¢t ¢ ) les milieur de b,c (resp. c,a, resp. a,b).
Alors, les points a™,b",¢™ ; at, b, c¢" ;a",b", ¢t ;a",b",c” sont alignés au
sens elliptique (i.e. sur un cercle-droite qui coupe l'ombre de I' en deux points
diamétralement opposés).

Démonstration. La proposition résulte de 5.2.21 et du lemme suivant :

5.2.27 Lemme. Soient A, B, C trois droites elliptiques et a,b, c leurs poles
elliptiques. Alors A, B,C sont concourantes si et seulement si a,b,c sont
alignés (au sens de E).

Démonstration. (du lemme) Ce lemme est évident par dualité avec la des-
cription de la géométrie elliptique vue a la partie IV mais un peu moins
ici.

Notons @', 0/, ¢ les inverses de a, b, ¢ par rapport a I'. On a donc (a,a’) =
(A,T') par définition des poles. Supposons A, B, C' concourantes en m € E.
Soit m’ = ir(m) et soit M la polaire elliptique de m. On a donc (m,m’) =
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(I, M) et les droites A, B,C sont orthogonales & ce pinceau, donc a M. Il
s’agit de montrer que a, b, ¢ sont orthogonaux a M. Traitons par exemple le
cas de a. Comme a est dans (A, T), il suffit de montrer que M est orthogonal
a ce pinceau. Or, on sait que M est orthogonal a I" (comme polaire elliptique)
et il est aussi orthogonal a A, d’ou le résultat.

Pour le concours des médianes, voir exercice 5.4.9.

Le cas hyperbolique

Nous venons de voir qu’en géométrie elliptique il y a identité entre symétries
axiales et centrales. Dans le cas hyperbolique, en revanche, ces deux sortes de
symétries sont bien distinctes. Dans tout ce paragraphe, H désigne le cercle
horizon, D le disque de Poincaré associé. On rappelle que, dans la géométrie
hyperbolique, les points m et ig(m) = 7 (m) sont identifiés.

5.2.28 Proposition. 1) Soit D une droite hyperbolique (donc un cercle-
droite orthogonal a H ). La symétrie Tp commute avec Tg. Le produit est une
involution de PGL(2,C) dont les points fires (au sens de C) sont les deus
points d’intersection de H et D. Comme transformations hyperboliques, Tp
et TpTy sont égales.

2) Soit T' un cercle imaginaire orthogonal a H. Si K est ['ombre de T,
cela signifie que H coupe K en deux points diamétralement opposés. Les
tmvolutions T et Ty commutent, de sorte que o = Ty est une involution de
PGL(2,C). Cette involution admet deuz points fizes o et o avec o intérieur
a H et o = tg(0) extérieur. C’est la symétrie hyperbolique de centre o,
notée o,. Les points 0,0 sont les points de Poncelet du pinceau (H,T).

Démonstration. Le premier point est clair par 3.3.8, ainsi que le début du
second. Comme le pinceau (H,T") est a points de Poncelet, ce sont eux les
points fixes de o, toujours en vertu de 3.3.8. Pour la construction de o, voir
I’exercice 3.4.2.

On peut retrouver ainsi la définition du milieu hyperbolique :

5.2.29 Proposition-Définition. Soient a,b € D. Il existe un unique point
m € D tel que la symétrie centrale hyperbolique o,, échange a et b. Ce point
est appelé milieu de a,b. C’est l'unique point d’intersection (dans D) de la
droite hyperbolique (ab) et de la médiatrice de a,b.

Démonstration. On consideére l'inverse b’ = 74(b). On a vu en 5.2.14 qu'il
existe une unique réflexion 7 qui envoie a sur ¥, avec I' orthogonal a H.
Comme a et V' sont de part et d’autre de H, I' est un cercle imaginaire (voir
5.2.15) et 0 = Ty convient.
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Pour voir que m est lintersection de (ab) et de la médiatrice, il faut
préciser I'. En vertu de 5.2.14 on a I' = ¢(a, H)V — (', H)a avec b =

7H(b) =bH— 2— ’(b7) H. Un caleul i édiat donne alors
q(H) a
I'=(a, H)b + (b, H)a — 295(“7 )(b, H) I

q(H)

Les points m et m’ = 75 (m) sont les points de Poncelet du pinceau (I', H). Ils
s’écrivent donc sous la forme ¢(a, H)b+¢(b, H)a+ pH et il faut vérifier qu'ils
sont orthogonaux a C' et a la droite hyperbolique D = (ab). Pour D c’est clair
car elle est orthogonale a a, b, H. Pour C, qui vérifie C' = ¢(a, H)b—¢(b, H)a
et est orthogonal a H, cela résulte de la valeur des coefficients de a, b.

5.2.30 Proposition. Soient D, D’ deux droites hyperboliques orthogonales
se coupant en a € D. Le produit TpTp est la symétrie centrale hyperbolique
de centre a.

Démonstration. 1l est clair que le produit est une involution qui fixe a et
son inverse o’ = Ty(a). Si F est le pinceau (D, D’), son orthogonal est donc
Ft = (a,a’), il contient H et l'orthogonal de H dans FL est un cercle
imaginaire I' qui vérifie Tp7p, = 77 (car les points de Poncelet de F © sont
aeta).

On peut maintenant montrer le concours des médianes hyperboliques :

5.2.31 Proposition. Soit abc un triangle du plan hyperbolique, o', V', c" les
milieuzr des cotés [bcl, [ca] et [ab] respectivement. Alors, les droites hyperbo-
liques (aa’), (b)), (cc') sont en pinceau.

Démonstration. Dans ce qui suit, nous utiliserons la base® a, b, ¢, H de E. On
a vu dans la preuve de 5.2.29 que le milieu a’ de b, ¢ s’écrit o' = (b, H)c +
o(e, H)b + poH = Bub + vac + o H et de méme pour les autres. Appelons
A’ la médiane (aa’). Par définition, elle est orthogonale au plan projectif
A = (a,d',H) de £ et de méme pour les autres. Dire que les trois médianes
A’ B, C" sont dans un méme pinceau F signifie que I'orthogonal F* est
contenu dans chacun des plans A, B,C ou encore que ces trois plans ont en
commun une droite, donc que leurs équations sont linéairement dépendantes.
Mais, on exhibe aisément une équation de ces plans sur la base a, b, ¢, H. Par
exemple, I’équation de (a,d’, H) est —v,Y + 3,2 = 0, soit (0, —7,, 54, 0) dans
la base duale de (a, b, ¢, H). Dire que les trois équations sont dépendantes c’est

9. Le lecteur vérifiera que c’en est bien une.
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0 ~Ya ﬁa 0
dire que la matrice ( Vb 0  —ap 0] est derang < 3 et c’est équivalent
—0B. . 0 0

a la nullité du premier mineur 3 x 3, c’est-a~-dire —ay8:Ya + @eBaVp-
Comme on a a = a. = @(a, H), B, = . = p(b, H) et 7, = v = p(c, H),
le résultat est alors évident.

5.2.8 Génération, simplicité

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ici les principaux résultats
concernant les groupes elliptique et hyperbolique O*(gy) :

1) Dans le cas elliptique, g est une forme euclidienne, les symétries 7p
par rapport aux droites elliptiques engendrent le groupe Gy ~ OT(qy) et ce
groupe est simple (voir par exemple [Per96], Ch. VI §6). Dans ce cas, toute
réflexion est aussi un produit de deux réflexions (voir 5.2.23). Il n’y a donc
pas, en géométrie elliptique, de sous-groupe d’indice deux engendré par les
produits pairs de réflexions et, partant, pas d’orientation du plan.

2) Dans le cas hyperbolique, gy est une forme de Lorentz de rang 3,
les symétries 7p par rapport aux droites elliptiques engendrent le groupe
Gy ~ O™ (qy). Les produits d'un nombre pair de réflexions forment un sous-
groupe distingué d’indice 2 de O%(qy) qui est le groupe des commutateurs
Q(qv), et ce dernier est simple (voir par exemple [Per96], Ch. VIII §9). Dans
ce cas on peut définir des transformations directes et indirectes (celles de €2
et les autres), donc une orientation du plan. Pour une preuve élémentaire de
I’existence de l'orientation, voir exercice 5.4.10.

5.3 Retour sur la somme des angles du tri-
angle

Dans cette section nous revenons sur la question de la somme des angles
du triangle, déja abondamment abordée dans les parties IV et V. La seule
nouveauté introduite ici est I'unification du résultat principal : la somme des
angles du triangle est égale a 7 en euclidien, plus petite que 7 en hyperbolique
et plus grande que 7 en elliptique. Ces trois résultats vont apparaitre ici
comme trois oripeaux de la formule de changement de base pour la forme
quadratique gq.
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5.3.1 Définition des angles
Rappel

Dans la partie IV, nous avons défini les angles (de demi-droites, non
orientés) d'un triangle abc dans les géométries non euclidiennes (hyperbolique
et elliptique). Le cadre était celui d’un espace vectoriel £ de dimension 3 et du
plan projectif associé et cet espace était muni d’une forme quadratique non
dégénérée q de forme polaire ¢. L’angle était défini par la formule suivante :

w(la ANbya Nc)
Vala Ab) gla Ac)

sous réserve que les représentants des points soient choisis de telle sorte que
o(a,b) et p(a,c) aient méme signe Dans cette formule, les formes ¢ et ¢
s’appliquent a des produits vectoriels, mais il revient au méme d’appliquer la
forme duale ¢* aux produits extérieurs, c¢’est-a-dire aux droites. Si I’'on pose,
comme a l'accoutumée, A =bAc, B=cAaet C=aAb,il devient naturel,
dans le cadre anallagmatique de définir les angles d’un trilatere ABC' par les
p(B,C)
q(B)q(C)

la normalisation imposée ci-dessus, que nous étudions maintenant.

cosbac =

formules ! du type cos(B,C) = — ; mais il faut prendre garde a

Normalisation

Le point de départ est le lemme suivant, qui se place dans le cadre de la
Partie IV, dont nous reprenons les notations :

5.3.1 Lemme. On suppose qu’on est en géométrie elliptique ou hyperbolique,
avec les formes quadratiques q, q* et leurs formes polaires p, ¢*. Soient a, b, ¢
trois points du plan, A=bANc, B=cANa et C =aAb les droites associées.
On a la formule p(a,b)[a,b,c)* = —A(q)(q*(C)p* (A, B) —p*(C, A)p*(B, ()

et de méme pour les autres par permutation circulaire.

Démonstration. C’est un calcul facile avec la formule 7?7.2 de la partie IV
(appliquée dans le dual), la formule du double produit (voir Partie II, ??7) et
la formule A(q*) = A(q)™! (voir Partie III, 77).

On peut alors revenir en géométrie anallagmatique :

5.3.2 Proposition-Définition. Soient A, B,C € & trois cercles-droites
d’équations A, B,C' € E. On considere les quantités £4,€p,Ec définies par

10. Attention au changement de signe : B=cAa=—aAc.
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o = q* (C)p*(A, B) — ¢*(C, A)p*(B,C) et de méme pour les autres par per-
mutation circulaire. On peut choisir les équations A, B,C' de telle sorte que
les £a,&B,&c soient tous trois > 0 ou tous trois < 0. On dit alors que les
équations sont normalisées.

Démonstration. On note qu’en changeant A en —A on change les signes de
ép et && mais pas celui de £4. Si les trois € ne sont pas de méme signe, il
suffit donc de changer 'une des équations en son opposée.

5.3.3 Remarque. Si abc est un triangle de cotés A, B, C, et si on normalise
les équations de A, B, C, le lemme 5.3.1 montre que les trois nombres ¢(b, ¢),
o(c,a) et p(a,b) sont de méme signe, ce qui assure la condition de normali-
sation des géométries non euclidiennes. On notera que la quantité ¢ est non
nulle, sauf dans le cas de la géométrie elliptique lorsque les points a, b sont
orthogonaux. Pour I’étude de ce cas voir Partie IV 77.

Définition des angles d’un triangle anallagmatique

Si 'on a deux cercles-droites sécants B, C, on a défini, avec l'invariant

anallagmatique, leur angle comme un élément de [0,7/2], par la formule
B,C)?

cos’0 = I*(B,C) = ¢(B,C)°
q(B)q(C)
valeurs dans dans [0, 7|, il faut choisir une racine carrée de I*, ce qui revient
a prendre (B, C'), mais cette expression n’a de sens que pour les équations
et non pour les droites. Cependant, avec la procédure de normalisation, on
va pouvoir définir les angles d’un triangle :

Pour avoir un angle de demi-droites, a

5.3.4 Proposition-Définition. 1) Soient B,C € E des éléments distincts
vérifiant ¢ > 0. On suppose que les cercles associés sont sécants. On définit
p(B,C)
o a(B)q(C)
2) Soient A, B,C € & trois cercles-droites, ne faisant pas partie d’un
meéme pinceau, d’équations normalisées A, B, C'. On suppose que les trois
couples de cercles sont sécants en a,b,c. On définit l’angle (B, C) €]0, 7| du

trilatére ABC par la formule cos(B,C) = __wBCO)
9(B)q(C)

Uangle (B, C) €]0, ] de ces équations par la formule cos(B,C) = —

et de méme pour

les autres par permutation circulaire.
Ces angles sont indépendants du choix des équations normalisées A, B, C'.
Dans le plan métrique associé au réseau (A, B,C), les angles sont ceuzr du

¢(B,C)

triangle abe défini par le trilatére ABC. On a donc cos@ = —————~>—
q(B)q(C)

et de méme pour les autres par permutation circulaire.
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Démonstration. Comme les cercles sont sécants deux a deux, leur invariant
anallagmatique I* est < 1, donc aussi sa racine, d’ou 'existence du cosinus.
L’indépendance des équations résulte de ce qui précede. En effet, pour conser-
ver la normalisation il faut soit garder toutes les équations, soit les changer
toutes de signe. Dans les deux cas les angles ne changent pas. Enfin, comme
on I'a rappelé, on retrouve les angles du triangle tels qu’ils ont été définis
dans la partie IV dans le cas non euclidien. Pour le cas euclidien, on montre
que la normalisation correspond au choix de 'orientation des droites par les
vecteurs bc, ca, ab, ce qui revient a considérer les angles de demi-droites au
sens usuel, voir exercice 5.4.11.

5.3.2 La formule de changement de base pour la forme
quadratique ¢

Rappelons la formule vue dans la partie III, 77 :

5.3.5 Proposition. Soit E un espace vectoriel muni d’une forme quadratique
q de forme polaire p. Soit B une base de E, Ag(q) le discriminant de q dans

cette base, et soit ay,as, ..., a, une famille de vecteurs de E. On a l’identité :
Q(al) So(ala a?) e @(&17 an)

detg(ay,...,a,)? Ap(q) = cp(al., ) Q(C.Lz) . cp(ag., ) )

olan,an) olasan) - alan)

Dans le cadre anallagamatique, la forme ¢ s’écrit b? + c? — ad dans la base
canonique donc on a A(q) = —1/4 et cette proposition devient :

5.3.6 Corollaire. Soient A, B,C' € E non alignés dans &, et soit I' un
générateur de l'orthogonal de (A, B,C). On a la formule [A, B,C,T]> =
—4q(T")G(A, B,C), ou le crochet [A, B,C,T| est le déterminant de ces vec-
teurs sur la base canonique et ou G(A, B,C) est le déterminant de Gram :

q(A)  @(A,B) »(A,C)
(A, C) o(B,C)  ¢(C)

Cette formule s’écrit encore :
[A,B,C.T]* = —4q(T) |¢(A)q(B)a(C) + 2¢(B, C)¢p(C, A)p(A, B)

_90(B7 0)2 - QO(C, A)2 - 90(A7 B)2 )
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et, si A, B,C,T" sont non isotropes :
[A, B,C,T]?
4q(T)q(A)q(B)q(C)

ot les invariants I* sont les invariants anallagmatiques et S* le spin (voir
5.1.20).

= —1-28%(A, B,C) + I*(B,C) + I*(C, A) + I"(A, B)

Dans le cas ou A, B, C' sont des droites de I’espace euclidien ordinaire, la
formule ci-dessus disparait car on a a la fois ¢(I') = 0 (car l'orthogonal de
(A, B,C) est oo qui est isotrope) et [A, B, C,T'] = 0 (car le plan (A, B, C) est
isotrope donc contient son orthogonal). On peut toutefois prouver le corollaire
suivant par passage a la limite :

5.3.7 Corollaire. Si A, B,C sont des équations de droites (euclidiennes)
linéairement indépendantes, le déterminant de Gram G(A, B,C) est nul et
on a :

—1-28*(A,B,C) + I"(B,C) + I'(C, A) + I"(A, B) = 0.

Démonstration. Comme A, B, C' sont des équations de droites, on peut les
écrire, sur la base canonique de F, A = (0,ba,ca,d4) (autrement dit, A
est I"équation baz + cay + da = 0) et de méme pour les autres. Supposons
par exemple que les droites ne passent pas par lorigine m = (1,0,0,0).
On peut alors normaliser les droites en imposant dy = dg = do = 1.
Posons A" = am + A = (a,ba,ca,1) avec a € R*, et de méme pour B’
et €. Avec la normalisation, on voit que l'orthogonal de (A’, B’,C") est
["'=—am+ oo = (—a,0,0,1) qui n’est pas isotrope, puisqu’on a ¢(I'") = a.
On applique la formule ci-dessus avec A’, B', C', T". Si G, est le déterminant
de Gram sur A, B',C’, on a donc —4aG, = [A', B',C’,T']?. Mais tous les
termes de la premiere ligne du déterminant [A’, B’, C’, T"] étant multiples de
a, ce déterminant est multiple de a : [A", B, C", "] = aP,, ou P, est poly-
nomial en a. Comme a est non nul, on en déduit la formule —4G, = aP?2.
Quand a tend vers 0 le déterminant G, tend vers G := G(A, B,C) et on a
donc G = 0. La deuxieéme formule en découle en divisant par ¢(A)q(B)q(C).

5.3.3 Traduction angulaire

Avec la définition des angles donnée ci-dessus, on a I*(B,C) = cos’a

et S*(A,B,C) = — cos@cos beose et les formules de 5.3.6 et 5.3.7 ont des
traductions angulaires :

(A, B,C,T]?
4q(T)q(A)q(B)q(C)

—1+2cosa cosb cosc+ cos?a + cos? b+ cos? ¢ =
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dans le cas non euclidien et
—1+2cosa cosb cosC+ cos?a + cos>b + cos’ ¢ =0

dans le cas euclidien, qui vont permettre de donner les résultats d’'une maniere
plus séduisante (voir aussi Partie IV 77?) :

5.3.8 Proposition. Soit abc un triangle du plan hyperbolique ou elliptique,

A, B,C ses cotés, I' I’horizon. On a la formule :
[A, B,C,T)? G+b+¢ a+b—¢ a—b+¢ —a+b+7e
= COoS cos Ccos Ccos .

16 ¢(I")q(A)q(B)q(C) 2 2 2 2

Dans le cas euclidien on a simplement :

~¢ G-b+¢ —a+b+cC
Ccos 5 Cos 5 =0.

i+b+C a4+
COS 2 COS

| o)

Démonstration. C’est simplement le lemme trigonométrique suivant que le
lecteur prouvera avec délectation :

5.3.9 Lemme. Soient a, g, ¢ des éléments de [0,7]. On a la formule :

A G+b+¢ a4+b—¢ a—-b+¢ —da+b+c
COS COS COS COS =
2 2 2 2

—142cosa cosb cosc+ cos>a + cos? b + cos® ¢

5.3.4 Le théoreme de la somme des angles

5.3.10 Théoreme. Soit abc un trmngle du plan hyperbolzque (resp. ellip-
tzque resp. euclidien). On a a + b+T < m (resp. @ + b+7 > T, Tesp.
a+b+c=m ).

. a+b+e —a+b+7¢ a-b+e
Démonstration. On pose s = cos 5 @ =cos———— B = cos 5
a+b-¢ , o
et v = cos ————- Avec les notations de 5.3.2, rappelons que la définition

des angles de A, B, C' suppose la condition de normalisation qui affirme que
&4, &p et Eo sont tous trois > 0 ou tous trois < 0. On a le lemme suivant :

5.3.11 Lemme. 1) Avec les notations précédentes et celles de 5.3.2, le signe
de £4 est le méme que celui de By + as et de méme pour les autres.

2) Les trois angles G+ b+C a—b+Ceta+b—7¢sont <.
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€a

q(A)v/q(B)q(C)
En utilisant les formules de trigonométrie on trouve que cette quantité vaut
—(Bv + as) et on a le résultat.

= — cosa—cosbcosc.

Démonstration. 1) Il suffit de calculer

2) On note d’abord que, parmi ces angles, un au plus est > 7 (sinon, la
somme de deux, qui vaut deux fois I'un des angles du triangle, serait > 27
et c’est absurde car les angles du triangle sont dans |0, 7[). Si, par exemple,

o~ —-a+b+c a+b+c 3 )
ona—a+b+c>mona— < at —I—c<a+ +C<—7T.Ilenresulte

2
quonas < 0,a<0et 3,7 > 0. Mais alors, la quantité 8v + as est positive,
alors que ya + s et af + s sont négatives et, en vertu du point 1), cela
contredit la condition de normalisation.

Revenons au théoreme et supposons d’abord que le plan est hyperbolique,
donc qu’on a ¢(I') > 0. Le produit des quatre cosinus est donc positif en vertu
de 5.3.8. Comme les trois angles munis d’un signe moins ont un cosinus > 0,

a+b+c T«
on a atote < — et le résultat.
2 2

Supposons maintenant que le plan est elliptique. Cette fois, le produit des
quatre cosinus est négatif. Or, on a vu ci-dessus que les cosinus des angles

at+b+7c

munis d’un signe moins sont > 0. C’est donc que le cosinus de — est

négatif et cet angle est plus grand que /2, d’ou le résultat.

Supposons enfin qu’on est dans le cas euclidien. Comme les angles munis
du signe — sont < 7 et que le produit des cosinus est nul, c’est qu’on a
a+b+c=m.

5.3.12 Remarque. Bien entendu, on aimerait avoir, outre le résultat précédent,
une formule de Gauss-Bonnet qui relie le défaut |7 —a — b — ¢| de la somme
des angles et l'aire du triangle abc. On a vu dans la partie IV, 7?7, qu’il ne
faut pas trop compter avoir une version algébrique de la formule car I'aire
n’est pas un invariant rationnel et on ne peut séparer la somme a+b+c
(moralement, 'aire) de ses conjugués +a + b £+ ¢. D’une certaine maniere,
c’est donc la formule 5.3.8 qui joue le role de Gauss-Bonnet ici.
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5.4 Exercices

5.4.1 Calcul du stabilisateur d’un réseau euclidien

5.4.1 Ezercice. Déterminer le groupe Gy des éléments u € O(q) qui conservent
le sous-espace vectoriel V = co®. On cherchera u sous forme matricielle :

vp 0 0 O
v a B0
U= v v o0 0
vy fi 2 A
Avec les notations de la partie V, 7?7, montrer que ce groupe est isomorphe

a O(qv).
En appliquant u & un élément (1, z,y, 2% + y?) de P, montrer que Gy est
isomorphe au groupe des similitudes du plan euclidien.

5.4.2 Construction de I’horizon

5.4.2 FEzercice. Soient C, Cy, C5 trois cercles non en pinceau. On se propose
de construire I’horizon du réseau V = (Cy, Cy, C3).

1) Construire le centre radical a des C; (c¢’est-a-dire le centre de I'horizon).

2) On suppose a extérieur aux C;. Construire le cercle (réel) orthogonal
aux C; et de centre a.

3) On suppose a intérieur aux C;. L’orthogonal des C; est un cercle ima-
ginaire I". Construire 'ombre K de I". (On utilisera le symétrique de I'un des
C; par rapport a a pour trouver des points diamétralement opposés de K.)

5.4.3 Ou suis-je ? (bis)

5.4.3 Exercice. Soient A, B, C' trois cercles-droites distincts. Le but de I'exer-
cice est de donner une condition portant sur les inversions-symétries associées
Ta, T €t To permettant de reconnaitre si ’on est ou non en géométrie eucli-
dienne. Pour cela on pose u =T407go 7o et v =TgoTc o Ty.

1) a) Montrer que 75 et 7¢ commutent si et seulement si B et C' sont
orthogonaux.

b) Montrer que u ou v sont des inversions-symétries si et seulement si
A, B, C sont dans un méme pinceau (voir 4.4.5).

On suppose désormais que B et C ne sont pas orthogonaux et que A, B, C'
ne sont pas dans un meéme pinceau.

2) Montrer que les transformations u et v commutent si et seulement si
le cercle-droite A est stable par (75 o 7¢)2.
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3) Montrer que si le réseau V = (A, B, C) est euclidien les transformations
u et v ne commutent pas, mais que u? et v? commutent.

4) 9 On suppose que le réseau V est elliptique. Montrer que u fixe un
unique point et laisse stable une unique droite que 1'on précisera, et de méme
pour v. Préciser dans quel cas les transformations u et v commutent. Montrer
que, si u et v ne commutent pas, u? et v? non plus, sauf dans un cas particulier
que l'on précisera. Conclure.

5) 49 Traiter de méme le cas d’un réseau hyperbolique.

5.4.4 Concours ou perpendiculaire commune ?

5.4.4 Ezxercice. Soit V un réseau hyperbolique d’horizon H et soient Ay, Ag, As
trois cercles-droites distincts de V engendrant un pinceau J a points-base
m,n avec m € D et n = ig(m) (voir 5.2.4). Montrer que F+ NV est un
cercle imaginaire. (On cherchera un élément de l'intersection sous la forme

D = Am + un avec ¢(H, D) = 0 en tenant compte des formules ig(m) = n
et ZH(H) = —H)

5.4.5 Une exercice d’Hadamard

5.4.5 FExercice. Soient C,Cy, C3 trois cercles. La question est de savoir s’il
existe une inversion (ou a défaut une transformation circulaire) qui les trans-
forme en trois cercles de méme rayon.

1) Montrer que la question peut étre restreinte au cas de 'inversion (on
utilisera le fait qu'un élément de PT'L(2, C) est toujours produit d’une in-
version et d’une similitude).

2) Soient C, C), deux cercles de méme rayon. Déterminer les réflexions de
€ qui échangent les C! et montrer que I'une d’elles est une symétrie axiale,
lautre (qui n’existe que si les cercles ne sont pas tangents) étant une inver-
sion, positive ou négative selon la position des cercles.

3) Soient C, Cy deux cercles, on note AT et A~ les cercles-droites (éven-
tuellement confondus) des inversions qui échangent C; et Cy (il s’agit des
cercles-milieux, ou bissectrices, au sens de 4.1.10). Montrer que s’il existe
une inversion 7 de pole o qui envoie les C; sur des cercles C! de méme rayon,
elle envoie AT ou A~ sur l'axe de symétrie de C] et C%. En déduire que o est
sur AT ou A™.

4) Soient C7,Cy, C3 trois cercles. Montrer qu'’il existe une inversion qui
envoie ces cercles sur trois cercles de méme rayon si et seulement si les “bis-
sectrices” des C; sont concourantes. Montrer que c’est toujours le cas si le
plan associé aux C; est elliptique ou euclidien. Si le plan est hyperbolique
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c’est encore vrai sauf dans peut-étre le cas ou les cercles sont deux a deux dis-
joints (voir 4.1.12 et Partie IV chapitre 3 77 : dans le cas d'un trilatere il y a
seulement trois bissectrices et elles ne sont pas nécessairement concourantes).

5.4.6 Géométrie euclidienne et parallélisme

Dans les exercices de ce paragraphe on travaille avec des réseaux eucli-
diens.

5.4.6 Exercice. On considere trois droites A, B, C' distinctes et linéairement
indépendantes et on va montrer par le calcul!' les résultats concernant le
parallélisme des droites remarquables du trilatere ABC. On pose a = q(A),
B = Q(B)a 7= Q<C)7 a = (p(B,C), b= @(C7 A) et c = 90(A7B)

a c b
1) Montrer que le déterminant A = |¢ 8  a| = affy+2abc—aa® — b —
b a v

vc? est nul.

2) Montrer que les droites A, B sont paralleles si et seulement si 'on a
a3 —c? =0, puis que deux des droites A, B, C sont paralléles si et seulement
si I'on a P(a,b,c,a,8,7) = (87 — a®)(ya — b*)(aB — ¢*) = 0 ou encore
Py(a,b,c,a, B,7) = (a —VBY)(b — \/7a)(c — VaB) = 0.

3) On considere les hauteurs Hy = bB — ¢C et Hg = ¢C' — aA. Montrer
qu’elles sont paralleles si et seulement si on a :

Q(a,b,c,a, B,7) := b*c*By+c’a*yat+a®b*aff—2a’bea—2ab’ cf—2abc*y+3a*b*c? = 0.

Montrer Iidentité P + @ = A(2abc — af7) et en déduire que les hauteurs ne
sont pas paralleles si les cotés ne le sont pas.

v Vi Va
l'on a:

4) On considere les bissectrices Dy =

Sl

t si

=

Montrer qu’elles sont paralleles si et seuleme
R(a,b,c,a, B,7) := a*a +b*B + 2y — 3aBy — 2bcy/ By — 2car/ya — 2aby/af
+2aa\/ By + 268\ /vy + 2cy/af = 0.

Montrer qu'on a 2P, — R = A et conclure.

11. Bien entendu, c’est plus simple géométriquement. C’est I'occasion de montrer que
la vision géométrique est porteuse de beaucoup d’informations. Si I'on analyse la preuve
géométrique dans le cas des hauteurs, on voit qu’elle repose essentiellement sur le postulat
d’Euclide, qui n’est autre que la nullité de A, mais dite d’'une maniére beaucoup plus
intuitive !
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5.4.7 Ezercice. Soient a, b, c € P des points différents de co. On pose z = bc?,
y = ca®, z = ab® (carrés des distances).

1) Montrer que les médiatrices b — ¢ et ¢ — a (voir 5.2.17) sont pa-
ralleles si et seulement si le déterminant de Cayley-Menger (voir Partie V,
??) Th(z,y, 2) = 22 + 42 + 22 — 2yz — 222 — 2xy est nul (utiliser invariant
anallagmatique et la formule (b, c) = —2bc?).

2) Montrer que cela se produit si et seulement si a, b, ¢ sont alignés (utiliser
la factorisation de I‘g, voir Partie V, 77).

5.4.7 La géométrie elliptique

5.4.8 Ezxercice. (Construction du pole d’une droite elliptique)

On reprend les notations de 5.2.22. Soit D une droite elliptique, qui coupe
K en a,b diamétralement opposés. On se propose de construire les points
fixes d,d de la composée ipir. On rappelle que ces points sont les points de
Poncelet du pinceau F = (I, D), donc les points-base de F=.

1) Montrer que la médiatrice euclidienne de [ab] est dans F*, donc contient
detd.

2) Soit m un point de D, m’ son inverse par ir, T la tangente a D en m.
Soit C' un cercle de centre w passant par m.

a) Montrer que si w est sur 7', C' est orthogonal a D.

b) Montrer que si w est sur la médiatrice de [mm/], C' est orthogonal a I'
(voir 1.2.6 ou 3.3.9).

c¢) En déduire une construction d'un cercle de F*.

3) Construire les points d, d’. (Le lecteur désireux d’approfondir ce genre
de choses se plongera avec délices dans [Mar03].)

5.4.9 Ezxercice. (Concours des médianes elliptiques)
On se propose de montrer le concours des médianes d'un triangle abc du
plan elliptique E, d’horizon I'. On reprend les notations de 5.2.21.

1) Montrer que a, b, ¢, I est une base de E.

2) Montrer que le milieu a~ de (bc) s’écrit sous la forme a= = [ab +
vac+ pal', avec Bq = —p(c,T') et va4 = (b, T') et préciser le coefficient ji4.
Procéder de méme pour les autres milieux. Montrer que l'autre milieu a™
s’écrit at = —fab+ yac+ p/yT.

3) L’espace E est toujours muni de la base a,b,c,I" et les coordonnées
dans cette base sont appelées z, vy, z,t. Montrer que 'hyperplan (a,a=,T") a
pour équation —yay + Baz = 0.
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4) Montrer qu'on a apficya = acfayp. Retrouver ainsi le fait que
at,b”,c” sont alignés dans E. Montrer que les équations F,, Fy, F, sont liées,
puis que les médianes (aa™), (bb~), (cc™) sont concourantes.

5) Traiter le cas des autres médianes du triangle.

5.4.8 Orientation du plan hyperbolique

5.4.10 FEzxercice. On reprend les notations de 5.1.12 : V est un réseau hyper-
bolique d’horizon H et D le disque de Poincaré associé. Le but de I’exercice
est de montrer que 'on peut orienter le plan hyperbolique, c¢’est-a-dire qu’on
a deux classes d’éléments dans le groupe hyperbolique suivant la parité du
nombre de réflexions hyperboliques qui les composent.

1) Soient Dy, Do, D3, Dy quatre droites hyperboliques (i.e. des cercles-
droites orthogonaux a H) et 7; la réflexion associée a D;. Montrer que u =
T1ToT3T4 peut s’écrire comme produit de deux réflexions hyperboliques. (On
utilisera 4.4.4 pour écrire 7179 = Tp/Tp et 7374 = TpTp~ en tenant compte du
fait que les deux pinceaux (D, Do) et (Ds, Dy) se rencontrent 2 puisqu’ils
sont dans un méme réseau.)

2) Montrer qu’une réflexion hyperbolique n’est pas produit de deux. (Si-
non, on aurait, dans PO(q), soit Bory = TD,TDy, SOIt TDTH = Tp,TD,. Ecarter
le premier cas en pensant PGL, PI'L et le second a I'aide de 4.4.5).

3) Montrer qu’une réflexion hyperbolique n’est pas produit d’un nombre
pair de réflexions hyperboliques (utiliser les deux questions précédentes). En
déduire que le sous-groupe de Gy formé des produits pairs de réflexions est
un sous-groupe d’indice 2 de Gjy,.

5.4.11 Exercice. (Normalisation : le cas euclidien)

1) On munit le plan R? de sa structure euclidienne canonique notée ¢ et
de la forme polaire associée . Soient b, ¢ deux vecteurs non colinéaires et
a = —b — c. Montrer que x,. = q(a)p(b,c) — ¢(c,a)p(a,b) est < 0.

2) En déduire que la définition usuelle des angles de demi-droites d'un
triangle du plan euclidien (voir Partie V ??) coincide avec celle donnée en
5.3.4 ci-dessus. (Si abc est le triangle et si 'on pose A =bAc¢, B=cAa
et C = a A b, on montrera des égalités du genre ¢*(B,C) = o(cd, %), puis,
avec les notations de 5.3.2, £4 = Xa,ai-)

12. Si lintersection est isotrope, on montrera que les deux pinceaux sont égaux et on
utilisera 4.4.5.
13. Attention, il y a une petite difficulté, ici.
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Chapitre 6

Retour sur la cocyclicité

Nous revenons dans ce chapitre sur la notion de cocyclicité étudiée dans la
partie précédente. La nouveauté c’est que cette propriété, de nature quadra-
tique quand on ’examine dans ’espace euclidien, devient linéaire dans l’ap-
proche anallagmatique, quatre points étant cocycliques ou alignés s’ils sont
coplanaires dans l’espace £. Nous examinerons avec ce point de vue ['un des
théoremes qui nous sert de fil conducteur : le théoreme des six cercles de
Miquel que nous avons déja revu dans cette Partie avec le lemme des six
birapports. Dans ce chapitre il va apparaitre sous un autre jour : comme un
théoreme de géométrie algébrique, précisément un théoréeme de liaison, pas si
¢loigné des théoremes de Pascal ou de Pappus et d’autres. Nous en donnerons
plusieurs démonstrations, certaines relativement élémentaires, d’autres plus
sophistiquées qui utiliseront les outils de la géométrie algébrique projective
“moderne”.

6.1 Cocyclicité, colinéarité et dépendance li-
néaire

Dans cette section, montre que la propriété de cocyclicité qui apparaissait
jusqu’ici comme une propriété algébrique de degré > 2 (voir par exemple
Partie V ??) devient une propriété linéaire dans 'espace £. Les notations
sont celles du chapitre 3.

6.1.1 Lemme. 1) Trois droites isotropes distinctes ne sont jamais copla-
naires dans [’espace vectoriel E.

2) Trois points distincts a,b,c € P ne sont jamais alignés dans [’espace
projectif £.
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Démonstration. 1l suffit de montrer le point 1), ¢’est-a-dire qu’'un plan vecto-
riel de E ne contient pas trois droites isotropes distinctes. Comme la signature
de q est (3,1), son indice est 1 et les plans de E ne sont jamais totalement
isotropes. Ils contiennent donc 0,1 ou 2 droites isotropes.

La proposition suivante n’étonnera personne :

6.1.2 Proposition. (Incidence) Par trois points distincts de P passe (au
sens ordinaire) un cercle-droite et un seul. Précisément :

1) Par deux points de P — {o0} passe une droite et une seule.

2) Par trois points non alignés (au sens ordinaire) passe un cercle et un seul.

Démonstration. Soient mq,ms, ms les trois points et notons encore m; leurs
représentants dans . En vertu du lemme précédent, le sous espace vectoriel
<mq, Mo, mg > est de dimension 3, donc son orthogonal est de dimension 1
engendré par C'. L’élément C' étant orthogonal a des éléments de P est un
cercle-droite qui contient les m; (au sens ordinaire), voir 3.1.14. Les autres
assertions sont immédiates.

Le critere suivant, qui ramene la question de la cocyclicité a la dépendance
linéaire dans &£, est évident, mais essentiel :

6.1.3 Proposition. Soient my, ms, m3, my quatre points de P. Ces points
sont cocycliques ou alignés (au sens ordinaire) si et seulement s’ils sont co-
planaires au sens de € (ou encore si le sous-espace vectoriel de E engendré
par leurs représentants est de dimension 3 ).

Démonstration. En effet, dire que les points sont cocycliques ou alignés si-
gnifie qu’il existe un cercle-droite C' qui leur est orthogonal au sens de £. Les
représentants des points sont alors dans I’hyperplan V = C* de E, donc les
m; dans le réseau V associé. Inversement, si les points sont dans un réseau
V), 'orthogonal est un point de £ qui n’est ni dans P, ni un cercle imaginaire
en vertu de 3.1.14. C’est donc un cercle-droite qui contient les m;.

6.1.4 Remarque. Si I'un des points m; est le point oo, le critere permet
d’affirmer que les autres points sont alignés.

6.2 Le théoreme des 6 cercles, version pyra-
mide

Le cadre de l'espace des cercles et droites, avec la linéarisation de la
propriété de cocyclicité qu’il apporte, rend presque triviaux certains résultats
qui ne sont pas si faciles dans le cadre élémentaire (voir exercice 6.6.1). Le
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théoreme facile des six cercles (que je propose de qualifier de théoreme de la
pyramide, voir figure ci-dessous) en est un treés bel exemple *. Il ressemble au
théoreme des six cercles de Miquel, en plus simple.

6.2.1 Théoréme. Soient a,b,c,d;a’, b, ,d huit points distincts de P. On
suppose les points (a,a’,b,b') ; (a,d',c, ) ; (a,d',d,d); (b,V,c,c); (b,V,d,d)
cocycliques ou alignés. Alors, (¢, ,d,d") sont cocycliques ou alignés.

FIGURE 6.1 — Le théoreme des six cercles, version pyramide, dans £

Démonstration. Traduisant le mot cocyclique par coplanaire dans £, on consi-
dere les plans P, = (a,d’,b, V') et P, = (a,d,¢,¢’) d'une part et P, =
(a,a’,b,0') et Py = (b,b,c,c) d’autre part. Les droites intersections (aa’) =
Py N Py et (bb') = Py N P3 sont coplanaires dans Py, donc concourantes en
un point ? T'. Ce point est donc dans P, N P3 = (c¢c’), mais il est aussi dans
P, = (a,d',d,d) et dans Ps = (b,V',d,d'), donc dans leur intersection (dd’).
Il en résulte que les droites (cc’) et (dd') sont concourantes en I', donc copla-
naires et on a le résultat.

6.2.2 Remarques. 1) Ce qui fait la différence entre ce théoreme et le suivant
c’est qu'ici, le fait que les 8 points de € soient dans P (donc sur une quadrique)
n’a aucune importance, alors qu’il est crucial pour le théoreme de Miquel.

1. Je emprunte & Berger, voir [Ber09], p 117.
2. Un point de £, donc un cercle ou une droite ou un cercle imaginaire, bien entendu.
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FIGURE 6.2 — Le théoreme des six cercles, version pyramide, cas elliptique.
Le cercle K est 'ombre du cercle imaginaire [' de centre 7.

2) En termes de cercles, le cercle C; qui contient les quatre points de P,
est 'orthogonal de ce plan de £. Il est donc orthogonal a l'intersection des P,
c’est-a-dire au cercle I'. En définitive, les six cercles de la configuration sont
orthogonaux a un méme “cercle” I'. Comme I" est aligné avec deux points de
P, ce ne peut étre un cercle point. S’il s’agit d’un cercle réel ou d’'une droite,
les six cercles s’interpretent comme six droites du modele hyperbolique de
Poincaré correspondant, s’il s’agit d’un cercle imaginaire, ce sont six droites
du modele elliptique correspondant. De plus les points a, a’ (resp. b, ¥, resp.
¢, resp. d,d') sont inverses dans l'inversion de cercle I, voir exercice 6.6.1.

6.3 Le théoreme des 6 cercles, version cube
(théoréme de Miquel)

Nous allons retrouver le résultat prouvé en 2.2.6 a 'aide du lemme des

6 birapports par une voie utilisant Pespace® £. Rappelons 1'énoncé, vu en
2.2.6 :

3. Voir aussi l'article de Pedoe [Ped70b].
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6.3.1 Théoréme. Soient a,b,c,d;a’, b, c,d huit points distincts de P. On
suppose les points (a,b,c,d); (a,b,a’, V') ; (b,e,b,); (¢,d,d,d); (d,a,d,a)
cocycliques ou alignés. Alors, (a',b',c,d") sont cocycliques ou alignés.

6.3.2 Remarque. Pour retrouver cet énoncé, il faut penser les points comme
les huit sommets d’un cube, les cercles-droites correspondant alors aux six
faces du cube, sans oublier que les points, dans l'espace &, sont dans P,
quadrique d’équation ¢, qui apparait en bleu sur la figure, et qui joue un role
crucial (si I'on déplace d’ le long de (dd') en le sortant de P, le théoréme n’est
plus vrai).

AN | :
N

FIGURE 6.3 — Le théoreme des six cercles, version cube, dans £

6.3.1 Le principe de la preuve

Il consiste a noter que 'ensemble X = {a,b,c,d;a’,b',c,d'} est Uintersec-
tion de trois quadriques de £ = P3(R), c’est-a-dire de trois surfaces de degré
2. D’abord, X est contenu dans P, qui est définie par I’équation ¢ qui s’écrit
en coordonnées 3% + 2% — xt = 0. Ensuite, X est inclus dans deux quadriques
dégénérées, chacune réunion de deux plans, R = R Ry avec® Ry = (a,b,a’, ')
et Ry = (¢,d,d,d') et S = 515 avec S1 = (b,¢, b, ) et Sy = (d,a,d,d).

En effet, en vertu de 6.1.3, dire que a,b,d’, b, par exemple, sont cocycliques

4. On confond ici les plans et leurs équations.
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ou alignés, se traduit dans £ par le fait que les points correspondants sont
coplanaires.

On sait par ailleurs que a, b, ¢, d sont coplanaires ou alignés, on appelle U
le plan correspondant, et il s’agit de montrer que a’, V', ¢, d’' le sont aussi.

6.3.2 Position générale

Avant de prouver le théoreme 6.3.1, on commence par établir un résultat
de position générale :

6.3.3 Lemme. Avec les hypotheses du théoreme et les notations ci-dessus,
si l'un des points o', V', ', d' (resp. ¢,d,c,d') est dans le plan U = (a,b,c,d)
(resp. Ry = (a,b,d’,V)), tous sont dans ce plan.

Démonstration. Traitons le premier cas en supposant par exemple que a’ est
dans U. Si on note I' le cercle passant par a,b,c,d, on a I' = Ut et cela
implique que @’ est sur I'. En vertu de 6.1.2, il y a un seul cercle-droite
passant par a,b,a’, qui est donc I', et comme a,b,d’,b’ sont cocycliques ou
alignés, le point b’ est aussi sur I". Mais alors, I" étant le seul cercle passant
par b,c, b/, il contient aussi ¢’. Enfin, comme il est le seul & contenir ¢, d, ¢,
il contient aussi d’. Les huit points sont donc cocycliques (donc coplanaires
dans &). L’autre cas est analogue.

6.3.4 Remarque. Bien entendu, si les huit points sont coplanaires dans &, cela
signifie qu’ils sont tous cocycliques et le théoréme est trivial. Nous écarterons
désormais ce cas.

6.3.3 Preuve numéro 1, par liaison

On pose V = {a,b,c,d} et W = {a’,V/,,d'}. On a donc® VUW = X.
Comme trois des points a, b, c,d ne sont pas alignés, en prenant des coor-
données homogenes x, y, z, t convenables, on peut supposer que U est le plan
t = 0 et que les points sont donnés par a = (1,0,0,0), b = (0,1,0,0),
c=(0,0,1,0) et d =(1,1,1,0). On montre d’abord le lemme suivant :

6.3.5 Lemme. L’espace vectoriel Io(V') des polynomes homogénes (a coef-
ficients réels) de degré 2 nuls sur V' est formé des polynomes de la forme
PU + AR + uS ou P est un polynome homogene de degré 1 et A\, i des sca-
laires.

5. On dit que V et W sont liés par X, d’ou le nom de la méthode.
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Démonstration. 1l est clair que ces polynomes sont dans I(V'). Par ailleurs,
un calcul immédiat avec les coordonnées montre que les polynomes de Io(V)
sont de la forme tP(x,y, z,t) + ay(z — z) + Bz(z — y), autrement dit que,
modulo U = t, I5(V) est de dimension 2. Pour conclure, il suffit de montrer
que R et S sont linéairement indépendants modulo ¢. Sinon, on aurait AR +
wS +tP = 0 avec A, u non tous deux nuls. Mais alors, si par exemple p est
non nul, la droite (ab), qui vérifie R = ¢t = 0 serait dans S = 5155 = 0 donc
contenue dans la réunion des droites (bc) d’équations S; = t = 0 et (ad)
d’équations S, = t = 0, donc dans I'une d’elles, et c’est absurde car trois
points de P ne sont jamais alignés dans £.

En vertu du lemme, on peut écrire ¢ = AR + uS + PU. De plus, le
polynéme P est non nul (donc définit un plan). En effet, sinon, la droite
projective d’équations R; = S; = 0 (par exemple) serait contenue dans la
quadrique d’équation ¢. En termes de forme quadratique, cela signifie qu’on
aurait un plan vectoriel totalement isotrope et c’est impossible car g est
d’indice 1. Mais alors, les points a’, ', ¢, d’, sont a la fois dans les quadriques
q, R, S, donc dans la réunion des plans U et P. Comme aucun n’est dans U
en vertu de 6.3.3, c’est qu’ils sont tous dans P.

6.3.4 Preuve numéro 2, a la Cayley-Bacharach

Cette fois on considere 'ensemble V' = {a,b,c,d;a’,V/,c'} et, outre les
plans R;,S; définis précédemment, le plan U qui contient a,b, c,d et le plan
P qui contient o', b, . Notre objectif est évidemment de montrer que P
contient aussi d'.

Le lemme crucial est le suivant :

6.3.6 Lemme. L’espace vectoriel I5(V') des polynomes homogénes de degré
2 nuls sur V' est de dimension 3 engendré par q, R, S.

Démonstration. L’espace des polynomes homogenes de degré 2 en x,y, 2,t
est de dimension 10 et dire qu'une quadrique passe par un point impose
une équation linéaire a ses coefficients. Comme V'’ contient 7 points, ’espace
I, (V') est défini par 7 équations linéaires, donc de dimension > 3. Il contient
bien R, S, q et ces quadriques sont linéairement indépendantes. En effet, si
l'on a AR+ uS + vq = 0, avec A, u, ¥ non tous nuls, on peut supposer v # 0
(sinon, les plans constituant R et S seraient les mémes). Mais alors, la droite
d’équations Ry = S; = 0 est contenue dans P, ce qui contredit le fait que E
ne contient pas de plan totalement isotrope.

11 reste donc a voir que la dimension de I5(V’) est exactement 3. Pour

149



cela, il suffit de trouver® deux points M, N € & tel que I'espace vectoriel
des polynomes nuls sur V' et en M et N soit de dimension 1, c’est-a-dire
réduit a une seule quadrique (en l'occurrence il s’agira de R). On considére
les droites (ab) et (a’t’) de €. Elles sont distinctes et contenues dans le plan
Ry. On choisit M € (ab), M # a,bet N € Ry, N ¢ (ab) U (a'b’). Alors,
la seule quadrique ¥ contenant V', M, N est la quadrique R. En effet, si
ne contient pas le plan Ry, l'intersection ¥ N R; est une conique I' de Ry,
contenant les points M, a,b donc toute la droite (ab). La conique I' est donc
dégénérée. Comme elle contient aussi a’ et V', c’est la réunion des droites (ab)
et (a't’), ce qui est absurde car cette réunion ne contient pas N. On a donc
Ry C ¥, donc ¥ = Ry R), ou R, est un plan de £. Mais, comme c¢,d, ¢ sont
dans ¥, et pas dans R; en vertu de 6.3.3, ces points sont dans R/, et on a
Ry = R, donc ¥ = R.

On peut alors finir la démonstration du théoreme. Il est clair que la qua-
drique UP est dans I(V'). On a donc UP = Ag + pR + vS. Comme d’ est
dans PN RN S, il est dans la quadrique d’équation U P. Mais il n’est pas
dans U en vertu de 6.3.3, donc il est dans P.

6.4 La version savante du théoréme des six
cercles

6.4.1 Introduction

Par rapport au reste du livre, ce paragraphe va nettement plus loin dans
les connaissances de géométrie algébrique utilisées. En particulier, il fait appel
aux notions de faisceau et de cohomologie. Le lecteur qui souhaiterait en
avoir une approche (relativement) élémentaire consultera [Per95] et pour des
notions plus élaborées (par exemple la dualité de Serre) il ira lire [Har77]. Je
résume en quelques mots la philosophie de cette approche.

Nous avons vu ci-dessus I'importance des espaces vectoriels du type I,,(V)
(les fonctions polynomiales homogenes de degré n nulles sur une variété
algébrique V') et du calcul de leurs dimensions. Pour mener ce type de cal-
culs en général, la notion de faisceau est essentielle. L’idée principale est
de regarder, non seulement les fonctions polynomiales définies partout, mais
les mémes (ou plutot les fonctions rationnelles), définies localement. Ainsi,
Op(n) (resp. Oy(n)) est le faisceau des fonctions rationnelles de degré n
définies sur des ouverts de 'espace projectif P (resp. de V') et Jy est le

6. Attention, M et N sont des points de &, pas de P. D’ailleurs si a, b, M étaient dans
P, ils ne seraient pas alignés dans &.
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faisceau des fonctions de Op(n) nulles sur V. Par rapport a cette écriture,
I'espace I, (V) apparait comme l'espace des sections globales de Jy(n) :
celles définies partout. On le note H° 7y (n).

L’intérét du passage aux faisceaux est de pouvoir utiliser des suites exactes.
En particulier, sur les faisceaux, on a la suite exacte la plus simple : 0 —
Jv — Op — Oy — 0, qui exprime que le noyau de la restriction des fonc-
tions de Op a V est l'idéal Jy des fonctions nulles sur V. Attention, la
surjectivité de la derniere fleche ne signifie pas qu’elle 'est sur tout ouvert,
mais seulement localement. En particulier, en passant aux sections globales,
elle n’est pas surjective en général. C’est pour remédier a cet inconvénient
qu’a été inventée la cohomologie des faisceaux qui permet d’englober la suite
des sections globales dans une suite exacte longue d’espaces vectoriels :

0— H°Jy(n) — H°Op(n) = H'Oy(n) — H' Jy(n) — H' Op(n) — ...

Inutile de dire que I'existence de théoremes permettant d’affirmer que certains
termes sont nuls (c’est souvent le cas avec les Op(n)) est alors cruciale pour
calculer les dimensions voulues.

Deux autres outils sont essentiels pour faire les calculs.

1) II est important de disposer de ce qu’on appelle des résolutions, c’est-
a-dire des suites exactes permettant par exemple de trouver un faisceau de
type Jy comme conoyau : 0 — Lo — L1 — Lo — Jy — 0 ou les £; sont
des faisceaux dissociés, c’est-a-dire sommes directes de faisceaux Op(n). Ce
genre de choses remonte a Hilbert.

2) On a aussi besoin des faisceaux Hom et Euxt et des théoremes de
dualité, dont le plus important est di a Serre. Pour le confort du lecteur
courageux, rappelons la formule de dualité sur P¢ pour un faisceau £ dissocié
et un faisceau F quelconque " :

Exth (F,L) = [H"™MF o £'(-d—1))]",

ol les symboles ¥ et * désignent respectivement la dualité au sens des fais-
ceaux et des espaces vectoriels.

6.4.2 Le théoréme de Davis-Geramita-Orecchia

On suppose qu’on est dans P = P? et qu’on a des ensembles finis X, V, W
tels que V et W sont “liés” par X, c’est-a-dire qu'on a X = VU W et
VNW = (. On note Jx le faisceau d’idéaux de Op qui définit X et de méme

7. On note avec des caracteres droits Hom, Ext les sections globales des faisceaux Hom
et Ext correspondants.
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pour les autres. Le théoreme essentiel qui va nous servir est du (dans un
autre langage) & Davis, Geramita et Orecchia® et il généralise de nombreux
résultats anciens (Noether, Pascal, Cayley-Bacharach, etc.). Dans la preuve,
on supposera qu’on est sur le corps des complexes. Le lecteur se convaincra
qu’il est facile ensuite de revenir a des résultats réels lorsque les données sont
réelles.

6.4.1 Théoreme. On suppose que X est une intersection complete de d
hypersurfaces de degrés eq,...,eq et on pose e = ijl e;. Alors, on a la
formule :

RO TJw(n) — h°Tx(n) = h' Jy(e —d —n —1).

Démonstration. On se limite ici au cas d = 3 qui est celui qui nous intéresse
ici, mais la preuve est analogue dans les autres cas®. Comme W est inclus
dans X, Jx est contenu dans Jy et on a la suite exacte 0 — Jx — Jw —
Jw/x — 0 ot Jwyx est le faisceau d’idéaux de Ox qui définit W. La suite
de cohomologie associée s’écrit :

0 — H°Jx(n)—=H° Fyw (n) L5 H T x () =S H Tx (n) — - -

t19 cokeri = kerq. On calcule les deux espaces

et la quantité cherchée es
source et but de q.

e On sait (voir par exemple [Per95]) que le faisceau d’idéaux Jw,x peut
s’écrire comme le faisceau Home, (Oy, Ox) et on en déduit S = H'Jy)x(n) =
HOI’H@P (Ov, Ox<n))

e [’idéal Jx de l'intersection complete X admet une résolution a trois
termes dissociés 0 — Lo — L1 — Lo — Tx — 0, avec Ly = @le Op(—d;),
L1 = DicicjcaOr(—di — d;j) et L = Op(—e), on appelle £ le faisceau
conoyau 0 — Ly — L1 — & — 0 et on a la suite exacte 0 = & — Ly —
Jx — 0. Si X est l'intersection complete des hypersurfaces fi, fa, f3, on
note que les fleches de la résolution sont données par des matrices dont les
coefficients sont les f; ou 0.

Cette résolution donne aussitot B = H'Jx(n) ~ H?E(n) = Ext*(Op,E(n)).

Avec lasuite 0 — Jx — Op — Ox — 0, on obtient S = Ext ' (Oy, Jx(n)).
En effet, les termes Hom(Oy, Op(n)) et Ext ' (Oy, Op(n)) sont nuls en vertu
de la dualité de Serre et du fait que V' est de dimension < 2. Avec la résolution
de Jx on trouve ensuite S = Ext *(Oy, £(n)). Cette fois, cela vient de la nul-
lité des Ext‘(Oy, Lo(n)) pour i = 1,2 qui, toujours par Serre, vient du fait

8. E. Davis, A. Geramita, F. Orecchia, Gorenstein algebras and the Cayley-Bacharach
Theorem, Proc. Amer. Math. Soc. 93 (1985), 593-597.
9. Avec une variante dans le cas d = 2.
10. On écrit la dimension de Ker ¢ en minuscules : ker ¢, et de méme pour les autres.
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que V est fini. Finalement, g est la fleche Ext *(Oy, £(n)) — Ext *(Op, £(n))
issue de la suite 0 — Jy — Op — Oy — 0. Si on incorpore cette fleche dans
la suite de cohomologie on obtient :

Ext '(Op, E(n)) — Ext '(Jy, £(n)) — Ext2(Oy, E(n))—SExt 2(Op, £(n))

et le premier terme de cette suite est H'E(n), qui est nul, car coincé entre
H'Li(n) et H?L5(n), tous deux nuls. On a donc ker ¢ = ext'(Jy,E(n)) et
il reste a calculer cette quantité. Pour cela, on repart de la suite 0 — Lo —
Ly — & — 0, on tensorise par n et on applique Hom(/ 7y, ). On obtient :

— ExtY(Jy, L£1(n)) = ExtY(Jv, E(n)) = Ext*(Jv, La(n)) — Ext*(Fy, L1(n)) — ...

Le terme Ext'(Jy, £1(n)) est dual de H2Jy ® LY (—n — 4), qui est nul car
V est de dimension 0 (donc ce groupe, coincé entre un H'Oy et un H?Op
est nul). On a donc la suite :

0= Ext "(Jv,E(n)) = [H' Tv@Ly (—n—4)] =% [H' Fyr@L) (—n—4)]" — ...

Mais, on a vu que la fleche de £5 dans £; de la résolution est donnée par
la matrice (f1, f2, f3) des équations de X et donc aussi la fleche u. Mais
elle est nulle car cette fleche sur les H'Jy provient de la méme sur les
H°Oy et, comme V est contenu dans X, les f; sont nuls sur V. On a donc
ext'(Jy,E(n)) = ATy @ LY(—n — 4) = W' Jy(e — n — 4) comme annoncé.

6.4.3 Formulations géométriques

Il y a deux facons de formuler géométriquement le théoreme 6.4.1, 'une
comme un théoreme de transfert de spécialité par liaison, l'autre a la Cayley-
Bacharach. Commencons par une définition :

6.4.2 Proposition-Définition. Soit V un ensemble fini de P?. On considére
Uapplication naturelle de restriction r : H°Op(n) — H°Oy(n). Les pro-
priétés sutvantes sont équivalentes :

1) r est surjective ou injective,

2) h° Ty (n) ou h*Jy(n) est nul,

3) on a h°Jy(n) = h'Op(n) — h°Oy(n) ou h'Jy(n) = KOy (n) —
hOOP (TL)

St ces conditions sont réalisées on dit que V est générique en degré
n. Si 'V n’est pas générique on dit qu’il est spécial (toujours relativement a
lentier n).

11. Muni de sa structure de variété algébrique naturelle pour laquelle ses points sont
simples.
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Démonstration. Cela résulte de la suite exacte :
0— H°Jy(n) — H'Op(n)—=H Oy (n) = H' Jy(n) — 0.

6.4.3 Commentaire. Cette définition mérite un éclaircissement. Le noyau
de 7 est ’espace vectoriel des équations des hypersurfaces de P? qui contiennent
les points de V. On sait que le nombre total d’hypersurfaces de degré n dans
P? est h°Op(n) = ("1%) et le fait d’écrire quune hypersurface de degré n
passe par un point impose une condition linéaire entre ses coefficients. Si v
est le cardinal de V', on a v = h°Oy(n) et ce que demande la définition c’est
que les v conditions correspondant aux points de V' soient indépendantes.
Précisément, s’il y a moins de points que d’hypersurfaces (v < (”;d)) I’appli-
cation r est surjective et la dimension du noyau est exactement (";d) — v, si
au contraire il y a plus de points que d’équations, I'application est injective
et le noyau est nul.

Par exemple, dans P2, si I'on prend v = 3 et n = 1, on cherche les
équations des droites contenant trois points. Comme on a h’Op(1) = Oy (1) =
3, la condition signifie que r est injective, ¢’est-a-dire qu’il n’y a aucune droite
qui contient les trois points. On sait bien que c’est le cas pour trois points en
position générale, c’est-a-dire non alignés. De la méme maniere, pour n = 2,
cinq points génériques vont étre sur une unique conique, mais six points
génériques n’y seront pas.

La proposition suivante montre qu’il existe toujours des ensembles finis
satisfaisant la condition de la définition et, mieux, qu’ils forment un ouvert
de Zariski, donc dense.

6.4.4 Proposition. Soit d,n deux entiers > 0. Pour tout entier v > 1, il
existe un sous-ensemble fini V. C P, de cardinal v, qui soit générique en
degré n. L’ensemble des V' génériques de cardinal v est un ouvert de Zariski
de (P?)v.

Démonstration. Elle est facile et laissée au lecteur. Le principe consiste a no-
ter que I'espace des hypersurfaces de degré n de P¢ est I'espace projectif as-
socié a l'espace vectoriel des polynomes homogenes de degré n en d+1 lettres
et que chaque point supplémentaire dans V' impose une équation linéaire
supplémentaire sur les coefficients de ces polynomes. Jusqu’a atteindre pour
v la dimension (";d), on peut alors choisir les points par récurrence pour que
cette équation définisse un sous-espace strict du précédent.

La derniere assertion vient du fait que la condition de généricité s’in-

terprete comme le fait quun (voire plusieurs) déterminant est non nul.
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Le théoréme de liaison

Un corollaire de 6.4.1 est alors le suivant :

6.4.5 Corollaire. Soient X,V,W des ensembles'? finis de P = P? tels que
V et W soient “liés” par X (i.e. X =V UW et VNW =0). On suppose que
X est une intersection compléte de d hypersurfaces de degrés ey, ..., eq et on
pose e = Zle e;. Soit n un entier avec n < Mine;. Alors, W est générique
en degré n si et seulement si'V [’est en degré e —d —n — 1.

Démonstration. Comme on a n < e; pour tout i, on a h’Jx(n) = 0, donc
P Jw(n) = h'Jy(e —d —n — 1) en vertu de 6.4.1 et W et V sont donc
génériques en meéme temps.

6.4.6 Remarque. Le résultat s’utilise plutot dans ’autre sens : si V' est spécial,
W aussi. Par exemple, dans le cas de Pascal, on a 9 points partagés en 6 + 3
et, comme les 6 points sont sur une conique (donc spéciaux en degré 2), les
3 autres sont spéciaux en degré 1, c’est-a-dire alignés.

A la Cayley-Bacharach

Ici, en revanche, c’est le fait que V est générique qui assure une propriété
intéressante de W :

6.4.7 Corollaire. Soient X,V,W des ensembles finis de P = P? tels que V
et W soient “liés” par X (i.e. X =V UW et VAW =0). On suppose que
X est une intersection compléete de d hypersurfaces de degrés ey, ..., eq et on
pose e = Zfil ei. Onpose N =e—d—n—1 etv=|V] et on suppose qu’on a

<N+d

> . Alors, si'V est générique en degré N, toutes les hypersurfaces

de degré n qui contiennent W contiennent X tout entier.

‘ N +d . PP
Démonstration. Comme on a d > v, dire que V est générique en

degré N signifie que h'Jy(N) est nul. On conclut par la formule h° Fy (n) —
hOJX(n) = hljv(N) de 6.4.1.

6.5 Applications

6.5.1 Application 1 : les 6 cercles

Si I'on reprend la situation du théoréme des 6 cercles, on est dans P3, X
est formé de 8 éléments, il est intersection complete de 3 quadriques, 4 des

12. 11 y a une variante avec des schémas finis, c’est-a-dire des points comptés avec des
multiplicités.
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points a, b, ¢, d sont coplanaires et il s’agit de voir que les 4 autres le sont
aussi. On a donc d = 3 et e = 6. On retrouve les deux preuves élémentaires
précédentes qui correspondent aux deux fagons d’utiliser 6.4.1.

Par liaison

On prend pour V' les quatre points a, b, ¢, d et pour W les quatre autres.
Comme V' est contenu dans un plan il est spécial en degré 1 en vertu de la
suite exacte :

0— H°J(1) = H°Op(1) = H°Oy (1) = H' Jy(1) = 0

dans laquelle les deux termes centraux sont de dimension 4. Il en résulte que
W est spécial en degré 6 —3 — 1 — 1 = 1, donc contenu dans un plan par la
suite exacte analogue.

A la Cayley-Bacharach

Cette fois on prend pour V' le point d’ et pour W les 7 autres, on montre
quon a h’ Jw (2) = h°Jx(2) et on conclut comme dans la version élémentaire.
D’apres 6.4.7 il suffit pour cela de prouver que V est générique en degré 0,
mais comme V est un point (donc connexe), c¢’est évident. Le résultat prouvé
ici mérite d’étre énoncé :

6.5.1 Proposition. Si trois quadriques de P3 se coupent en exactement
huit points et si une quadrique passe par sept d’entre eux, elle passe par le
huitieme.

6.5.2 Application 2 : En géométrie plane
Des applications de Cayley-Bacharach

On retrouve les résultats vus dans la partie III. Par exemple, si X est
I'intersection compléte de deux cubiques de P? (X contient donc 9 points,
supposés distincts), et si W est formé de 8 de ses points, on a h°’JTx(3) =
h°Jw(3) (ce qui montre que toute cubique contenant 8 des points contient
le neuvieme, cf. Partie III, ?7). Pour cela il suffit de montrer que si V' est le
neuvieme point il est générique en degré 0, ce qui est évident.

On peut prouver de nombreux autres résultats de cette maniere. Par
exemple, si X est I'intersection complete de deux courbes planes de degré 4,
donc formée de 16 points, et si W est formé de 15,14 ou 13 de ces points,
toute quartique contenant W contient aussi les autres points pourvu que
ceux-ci (appelons les V') soient génériques en degré 1, ce qui est automatique
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si V est de cardinal 1 ou 2, et signifie que V' n’est pas aligné s’il est de cardinal
3.

Pascal, Pappus et d’autres

On peut retrouver ainsi les théoremes de Pascal ou de Pappus. Dans ce
cas, on a une conique I" qui contient les 6 points a, b, ¢;a’, V', ¢ et on considere
les points u, v, w d’intersection de (bc') et (b'c), (ca’) et (c'a), (ab) et (a'b)
respectivement et il s’agit de montrer que u, v, w sont alignés. On considere
la réunion X des 9 points cités. C’est l'intersection complete des cubiques
décomposées (bd)U(ca’)U(al') et (D'c)U(c'a)U(a’b). On appelle V I'ensemble
des 6 points de la conique et W = {u,v,w}. Comme V est sur une conique,
donc spécial en degré 2, il en est de méme de W en degré 1 qui est donc
aligné.

On retrouve aussi le théoreme de Pascal généralisé (voir Partie III 77).
Rappelons la situation : on a V, intersection complete de deux courbes de
degrés a, b, contenu dans 'intersection complete X de deux courbes de degrés
s,t et W = X — V. Il s’agit de montrer qu'on a h° Jyy(s+t—a—0b) # 0, c’est-
a-dire que W est spécial en degré n := s+t —a — b. D’apres le théoreme de
liaison 6.4.5, c’est équivalent a montrer que V' est spécial en degré e—d—n—1
avec e = s+t et d = 2, donc en degré a+b—3. Or, on dispose de la résolution
de js .

0— Op(—a—1b) = Op(—a) ® Op(—b) > Ts — 0

a’?+b*—-3a—3b+4

et cela permet de montrer qu'on a h°Js(a + b — 3) =

2
qui est plus grand que la valeur attendue h°Op(a+b—3) —h°Og(a+b—3) =
(a—l—b—l) b a’+b*—3a—3b+2
2 2

6.5.2 Remarque. On peut aussi montrer, par une méthode voisine qui utilise
des schémas finis, le théoreme & quatre points (voir Partie I ?7). En effet,
les cubiques sont ici les réunions des cotés de abe et a'b'c et “I’ensemble”
V' est la réunion des trois points d’, b, ¢, chacun compté doublement. La
conclusion est 1'alignement de W = {a”, ", ¢"}. Pour d’autres exemples, voir
les exercices 6.6.4, 6.6.5, 6.6.6. Le lecteur en produira d’autres sans peine.

Deux beaux théorémes

Parmi les applications du théoreme de liaison 6.4.5 en géométrie plane,
les deux suivantes sont les plus satisfaisantes, dans la mesure ot la conclusion
est exactement de la forme attendue : V' est sur une courbe de degré n si et
seulement si W est sur une courbe de degré s +t —n — 3.
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6.5.3 Théoréme. 1) Soit s un entier, X un sous-ensemble fini de P?, in-
tersection complete de deux courbes de degrés s et s + 1. On suppose que la
moitié des points (autrement dit s(s + 1)/2) sont sur une courbe de degré
s — 1. Alors il en est de méme de [’autre moitié.

2) Soit s un entier, X un sous-ensemble fini de P?, intersection compléte
de deux courbes de degré s. On suppose que s(s+ 1)/2 points de X sont sur
une courbe de degré s — 1. Alors les s(s —1)/2 autres sont sur une courbe de
degré s — 2 et inversement.

6.5.4 Remarque. On montre que ces deux cas sont les seuls ot 'on détienne
un théoreme présentable, voir exercice 6.6.7.

6.6 Exercices

6.6.1 Autour des théorémes des six cercles

6.6.1 FEzxercice. Dans cet exercice on propose une preuve élémentaire du
théoreme facile des six cercles 6.2.1 dont on reprend les notations, voir aussi
1.5.3.

1) Soit «y le point d’intersection de (aa’) et (bb'). En considérant la puis-
sance de y par rapport aux cercles (aa’cc’) et (bb'cc’), montrer que vy est sur
leur axe radical (cc’).

2) Montrer que v est sur (dd') et qu'on a jc.y¢’ = yd.yd' et en déduire
que ¢, c,d,d sont cocycliques.

3) Montrer que v a méme puissance p par rapport aux six cercles et que
les points a, a’, etc. sont deux a deux échangés par I'inversion de pole v et de
puissance p.

6.6.2 Ezercice. (Le théoréme du pentagone '?)

Soient a, b, ¢, d, e cinq points du plan. On appelle respectivement f, g, h, 1, j
les points d’intersection des droites (ae) et (be) ; (ab) et (ed), (be) et (de), (cd)
et (ae) et enfin (de) et (ab). Les cercles circonscrits & eaj et abf (resp. abf
et beg, resp. beg et cdh, resp. cdh et dei, resp. dei et aej) se coupent en k
(resp. [, resp. m, resp. n, resp. o). Montrer que les points k, [, m,n,o sont
cocycliques.

(Indication : on montrera d’abord que les points d, g, j,m sont cocy-
cliques en appliquant le théoreme des six cercles (version cube) aux points

13. Merci a Etienne Fouvry de m’avoir signalé ce probleme, il y a dix ans, et a Frangois
David de me ’avoir remis en mémoire récemment.
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FIGURE 6.4 — Le théoreme du pentagone

d,g,7,m,b,c, h,oo, puis que les points d, g, j, o sont cocycliques en appliquant
le méme théoreme a d, g, j,0,a,e,i,00 et enfin que les points k, I, m, o sont
cocycliques en utilisant k,1,m,0,a,b, j,g.)

6.6.3 Ezercice. (Un théoréme de Clifford)

1) Soient Dy, Dy, D3, Dy quatre droites du plan euclidien, en position
générale 4, soit T} le triangle déterminé par les droites autres que D; et soit C;
son cercle circonscrit. Montrer que les quatre cercles C; ont un point commun,
appelé point central des quatre droites. (On utilisera le théoreme des six

cercles. Attention, il y a trop de droites et de cercles, on peut commencer en
oubliant Dy et Cy ...)

2) On considere cinqg droites en position générale Dy, Dy, D3, Dy, D5 et on
appelle m; le point central du quadruplet formé de ces droites a I'exception
de D;. Montrer que les cinq points m; sont cocycliques. Faire le lien avec le
théoreme du pentagone.

3) € On se propose de généraliser les résultats précédents.

Rappelons que D* désigne I'ensemble des droites du plan, C* celui des
cercles réels et P* celui des points différents de oo. Montrer que, pour tout
n > 1, il existe deux applications ®,, : U, C (D*)*" — P*et U, : V,, C
(D*)*+! — CT, définies sur des ouverts de Zariski U, et V,, (donc pour des
droites “en position générale”), telles que P, est l'application qui a deux
droites non paralleles associe leur point d’intersection, et vérifiant en outre

14. C’est-a-dire telles que deux d’entre elles ne sont pas paralleles et que trois ne sont
pas concourantes.
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les deux conditions suivantes pour tout n :

a) Le point ®,,(Dy, ..., Do, ) est sur les 2n cercles U,,_1(Dy,. .., Z)\i, ooy Day)
pour ¢ = 1,...,2n, ou le symbole I)\Z signifie qu’on omet la droite D;.

b) Le cercle W, (D, ..., Dy,11) passe par les 2n + 1 points (pour i =
1,....2n+1), ®on(Ds,...,D;, ..., Dopiv).

(On raisonnera par récurrence a ’aide des questions 1) et 2)).

Ce résultat est du a Clifford, voir par exemple H. Lebesgue, Sur deux

théoremes de Miquel et de Clifford, Nouvelles annales de mathématiques,
4-ieme série, tome 16 (1916), p. 481-495.

6.6.4 Ezercice. On considere trois coniques A, B, C' se coupant en a,b. Les
coniques B, C' (resp. C, A, resp. A, B) se recoupent en ¢, d (resp. e, f, resp.
g,h). Montrer que les droites (cd), (ef) et (gh) sont concourantes. (Soit
i = (ed) N (ef). Considérer les cubiques A U (cd) et B U (ef) et appliquer le
théoreme de liaison 6.4.5.) En prenant pour a et b les points cycliques, on
retrouve 1.5.3.2.

6.6.5 Fzxercice. Soit I' une cubique plane et Dy, Do, D3, D, quatre droites
coupant chacune I' en trois points distincts. On suppose que six des points
obtenus sont sur une conique. Montrer que les six autres sont aussi sur une
conique.

6.6.6 Ezercice. (Quelques cas triviaux)

Montrer directement le théoreme de liaison dans les cas suivants :

1) Six points formant une intersection complete 2 x 3 partagés en deux
paquets de trois points et n = 1.

2) Huit points formant une intersection complete 2 x 4 avec trois points
alignés.

6.6.7 Ezercice. (Un théoréme présentable ?7)

Il s’agit de repérer dans quel cas le théoreme de liaison en géométrie plane
donne un résultat digne d’intérét, c’est-a-dire ot la condition de spécialité est
d’étre sur exactement une courbe d’un certain degré. On considere donc une
partie finie de P?, intersection complete de deux courbes de degrés s,t et un
entier n et on suppose que la condition de spécialité est d’étre sur une courbe
de degré n pour un paquet de points et sur une courbe de degré s+t —n—3
pour 'autre paquet.

1) Montrer que la condition pour avoir un théoreme présentable est la

relation :
n+2 . s+t—n-—1 :
= st.
2 2

160



2) Montrer que cette condition s’écrit :
20 +2n(3 —s—t)+ s +t*—3(s+t)+4=0
et que le discriminant réduit de cette équation du second degré en n est

A’ =1—(s—t)% En déduire qu’il n’y a de théoréme présentable que si |s — |
est < 1 et conclure.
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Chapitre 7

Les invariants du groupe
circulaire

Dans ce chapitre, nous étudions brievement les invariants du groupe cir-
culaire. Le charme de la situation, par rapport a ce que nous avons vu dans les
parties précédentes, c’est que ce groupe a deux habits (et méme trois avec le
groupe de Lorentz OT(Q) de dimension 3, mais cet aspect a été traité dans la
Partie IV et nous n’y revenons pas), celui lié au groupe orthogonal O(q) et ce-
lui lié au groupe linéaire SL(2,C). Or, il y a des invariants naturels associés
a ces deuz oripeauz. Dans le premier cas, tout ce qui est en lien avec la forme
quadratique et sa forme polaire, par exemple linvariant anallagmatique, dans
le second, tout ce qui est du ressort du crochet et notamment le birapport.
Ces deux types d’invariants donnent d’ailleurs naissance a des propriétés
géométriques différentes, que nous avons abondamment rencontrées dans les
chapitres précédents, cercles tangents ou orthogonaux pour le premier, points
cocycliques et alignés pour le second. Nous allons maintenant étudier direc-
tement ces invariants, d’abord a partir des groupes et des représentations
dont ils sont issus, puis en essayant de les rapprocher au moins dans le cadre
projectif. Nous y verrons quelques belles formules, notamment autour du bi-
rapport, et leurs conséquences géométriques, retrouvant une derniére fois les
théoremes de cocyclicité et quelques autres. Nous terminerons cette partie
en donnant une preuve algébrique du théoreme de Feuerbach, en termes de
relations entre les invariants.
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7.1 Les deux représentations canoniques et
leurs invariants

7.1.1 Introduction

Comme le titre de ce livre I'indique, le cadre de notre travail est la
géométrie projective et les groupes auxquels nous avons affaire sont les groupes
projectifs, de sorte que les invariants qui ont pour nous un sens géométrique
sont les invariants projectifs (dans cette partie, invariant anallagmatique,
spin, birapport, etc.) Cependant, comme nous 1’avons vu abondamment dans
les parties II, IV et V, la détermination de ces invariants passe par celle des in-
variants linéaires (ici, valeurs de ¢ et ¢, crochets, etc.), associés aux variantes
linéaires des groupes considérés. La raison en est essentiellement technique :
la manipulation des polynomes est plus simple que celle des fractions ra-
tionnelles, mais elle est néanmoins prégnante. Nous allons donc commencer
ce chapitre en examinant les deux représentations naturelles des groupes
linéaires SL(2,C) et O(q), avant de passer aux représentations projectives
de leurs quotients. Dans un premier temps, I’étude sera menée séparément
pour les deux avatars du groupe circulaire, la synthese étant opérée dans la
section suivante.

7.1.2 La représentation linéaire canonique de SL(2,C)
et ses invariants

En ce qui concerne la variante PSL(2, C) du groupe circulaire, le travail
a été entierement fait dans la partie I et il nous suffit ici d’en rappeler
les résultats, le lecteur étant renvoyé a cette partie pour les détails. Comme
annoncé, nous commencons par la version linéaire, donc ’étude des invariants
de SL(2,C) dans sa représentation naturelle sur I’espace vectoriel V = C2.

Les invariants linéaires

On considere m vecteurs génériques de V. Comme expliqué dans la partie
I1, cela signifie qu'on introduit ’anneau de polynomes R a coefficients com-
plexes en les 2m indéterminées Z;;, 1 = 1,...,m; j = 1,2 et qu'on étend
les scalaires de V' a cet anneau. Les vecteurs Z; sont alors définis par Z; =
(Zix, Zi2) (ou simplement, sans indice i, par Z = (Zy, Z2), W = (W, Wa),
etc.) et on définit les crochets par les formules du type [Z, W] = Z3Wo— Z, W1
Le groupe SL(2, C) agit sur 'anneau R comme on ’a expliqué dans la partie
IT et on note S le sous-anneau des invariants pour cette opération. On a le
résultat suivant :
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7.1.1 Théoréme. L’anneau des invariants S est le sous-anneau de R en-
gendré par les crochets [Z;, Z;], 1 <1 < j <m.

Démonstration. Voir Partie 11 77.

Les invariants projectifs

On considere cette fois les points Z; de l'espace projectif, associés aux
vecteurs Z;. Comme on l’a dit, les invariants linéaires n’ont pas de sens
géométrique (car ils changent si I'on multiple les vecteurs par un scalaire
et ne sont donc pas définis pour les points) et les invariants intéressants sont
les invariants projectifs. C’est pourquoi on utilise les fractions rationnelles
géométriques en les Z; ; et le résultat a été obtenu Partie II, 77 :

7.1.2 Proposition. Les fractions rationnelles “géométriques” en Zy, ..., Zpy,
invariantes sous PSL(2,C) sont de la forme F/G ou F et G sont des po-
lynomes en les crochets [Z;, Z;| qui sont homogénes de méme degré par rap-
port a chaque vecteur.

Parmi ces invariants on a le birapport qui s’exprime en fonction des cro-

A B,D
chets comme nous 'avons vu Partie I 77 : [A, B,C, D] = % Le

théoreme suivant montre que c’est essentiellement le seul :

7.1.3 Théoreme. Les fractions rationnelles géométriques de m points de la
droite C = P(V'), invariantes sous l’action de PSL(2,C), sont les fractions
rationnelles en les birapports de 4 points pris parmi les m.

7.1.3 La représentation linéaire canonique de O(q) et
ses invariants

Nous passons maintenant a la variante PO(q) du groupe circulaire, en
commengant par la détermination des invariants du groupe orthogonal O(q)
dans sa représentation naturelle sur R*. Les résultats sont essentiellement les
meémes que ceux de la partie IV et leurs démonstrations sont pratiquement
identiques, de sorte que nous renverrons le plus souvent le lecteur a cette
partie ou aux références [Wey39] ou [Ric89] pour des précisions, en nous
contentant de pointer les différences. La principale est 'augmentation d’une
dimension puisque dans la partie IV on travaille en dimension 3 et ici en
dimension 4.

165



Les invariants linéaires

On considere un espace vectoriel réel E de dimension 4. L’espace E est
muni de la forme quadratique ¢ de Lorentz et de sa forme polaire ¢. Dans
la base canonique, la forme ¢ est donnée par la formule ¢(aq,as,as,ay) =
a3+ a3 — ajay et sa forme polaire par ¢((ay, as, as, as), (b1, ba, b3, bs)) = asbs+
azbs—3 (a1bs+asby). Les groupes orthogonaux associés sont O(g) et OT(¢). On

considere m vecteurs génériques Ay, ..., A,, de E. Comme d’habitude, cela
signifie qu’on introduit ’anneau de polynomes R a coefficients réels en les 4m
indéterminées A; ;, ¢ =1,...,m; j=1,...,4 et qu'on étend les scalaires de

E a cet anneau. Les vecteurs A; sont définis par A; = (A; 1, A2, Ai 3, Aia) et
on peut définir les valeurs de g et de ¢ sur les vecteurs A; par les formules ci-
dessus, ainsi que le crochet [A;, A;, Ay, Aj] qui n’est autre que le déterminant
de ces vecteurs sur la base canonique.

Les groupes O(q) et O*(q) operent sur 'anneau R et on note S et ST les
sous-anneaux des invariants dans cette opération. Attention, ici, contraire-
ment a ce que 'on a vu dans la partie IV, nous aurons besoin de distinguer
les résultats concernant O et OT (car les groupes projectifs associés sont
différents). Le résultat est analogue :

7.1.4 Théoréme. Avec les notations ci-dessus, le sous-anneau S (resp. S™)
de R des polynomes invariants sous O(q) (resp. O1(q)) est engendré par les
polynomes p(A;, A;) avec 1 <1i < j <m (resp. par ces polynomes et par les
crochets [A;, Aj, A, Af] avec 1 <i<j<k<l<m).

Démonstration. Elle est analogue a celle de la partie IV, et plutot plus simple,
puisqu’on travaille seulement sur R, voir [Wey39].

Les invariants projectifs

Cette fois, il s’agit de déterminer les invariants sous les groupes projec-
tifs PO(q) et PO™(q). La encore, il faut utiliser les fractions rationnelles
géométriques en les A, ; et le résultat est attendu et il se démontre comme*
dans la partie IV :

7.1.5 Théoreme. Les fonctions rationnelles géométriques invariantes sous
PO(q) (resp. PO™(q)) sont les fractions F/G ou F et G sont des polynomes
en les @(A;, Aj) (resp. en ces quantités et en les crochets) homogénes de
meéme degré par rapport a chaque vecteur A;.

1. En particulier, I'inexistence de caracteres rationnels pour O%(q) se prouve comme
??
en ?77.
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On voit évidemment apparaitre parmi ces invariants ceux que nous avons

déja rencontrés, 'invariant anallagmatique I*(A, B) #(A, B)” et le spi

rencontrés, l'invariant an matiqu ,B) = =~/ pin

J R jB a(A)q(B)

S*(A,B,C) = (B, C)p(C, A)p(4, ) En fait, ce sont essentiellement les
| q(A)q(B)q(C)

seuls :

7.1.6 Théoreme. Le corps des fractions rationnelles géométriques inva-
riantes sous PO(q) est engendré par les fractions du type I* et S*. Pour
les invariants sous POT(q), il faut rajouter les invariants de la forme :

(A, B, C, D]

WA B.C.D) = e e D)

Démonstration. La démonstration est essentiellement identique a celle de
Partie IV ?? dans le cas de PO(q). Pour PO*(q) il faut faire attention a
I'argument de degré (ici les crochets peuvent étre compensés par les formes
¢ comme dans l'invariant b). Le lecteur en écrira les détails.

7.1.7 Remarques. 1) Lorsque les points A, B, C, D sont isotropes, 'invariant
b s’interprete en termes de birapport, voir 7.2.3.
2) Comme exemple de calcul explicite illustrant ce théoreme on a la for-
mule o(A,C)p(B,D)  S*(A,B,C)I*(B, D)
#(B,C)p(A, D) S*(A,B,D)I*(B,C)
Dans le cas ou les vecteurs sont isotropes, cette quantité est le carré du
module du birapport, voir 7.2.3.

Le lien avec les invariants euclidiens

Rappelons (voir 3.1.7) que les points de C se plongent dans & = P(FE)
comme des points isotropes par = + iy — (1, z,y, 2% + y*). Pour ces points,
les invariants de type ¢ et les crochets permettent de retrouver les valeurs
des invariants euclidiens usuels :

7.1.8 Proposition. Soient a,b,c € C, identifiés avec leurs images dans £ et
avec les représentants normalisés de celles-ci. On note ab (resp. (a |a_c>), resp.

[a?,a_é] ) la distance (resp. le produit scalaire, resp. le “produit vectoriel”?)
au sens euclidien. On a les formules suivantes :

1) ab® = —2¢(a,b),
2) (abfa) = o(b — a,c — a),
3) [ab, @] = [a, b, ¢, od).

2. Voir Partie V pour la définition précise ; il est vu ici comme un scalaire.
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Démonstration. C’est un calcul sans difficulté (voir aussi 3.1.9).

7.2 Le lien entre les deux apparences

7.2.1 Introduction

Nous avons étudié dans la section précédente les représentations linéaires
des groupes linéaires SL(2,C) et O(q) associés au groupe circulaire. Nous
allons maintenant faire le lien entre les deux, notamment en ce qui concerne
les invariants et principalement le birapport. Attention, si certains groupes
projectifs sont isomorphes, par exemple PSL(2,C) et PO™(q), il n’en est pas
de méme des groupes linéaires. Déja, le groupe GL(2,C) est de dimension
réelle 8 (comme variété) alors que les autres (SL(2,C), O(q), O*(q)) sont
de dimension réelle 6. Ensuite, le groupe SL(2,C) ne contient pas d’autre
involution que —Id alors que les groupes O"(q) et O(q) sont engendrés par
des involutions. Il n’est donc pas question d’espérer que leurs représentations
soient équivalentes.

Pourtant, nous allons exhiber une correspondance entre ces représentations,
certes imparfaite, mais utile. L’idée de départ est que l'on retrouve la va-
riante projective de la représentation de SL(2) sur C?, a savoir P!(C) = C
comme la quadrique P de l'espace des cercles £ ~ P3(R) qui correspond
a la représentation de O(q) et il s’agit de relever ce plongement au niveau
vectoriel.

7.2.2 Le plongement

Une maniere de comprendre le plongement en question est d’utiliser les

matrices hermitiennes, comme dans l'exercice 3.4.7. On y a vu en effet que
. R . t z

I’espace E est isomorphe a I'espace des matrices (5 x) avec z € Cet t,x

réels, la forme ¢ correspondant alors au déterminant. Si I’on part d’un vecteur

(z,w) € C? il y a une maniere naturelle de lui associer une telle matrice (de

déterminant nul, donc isotrope pour ¢) qui est de calculer le produit :

(@) ™= (iF ou)-

Cela justifie la proposition suivante :

7.2.1 Proposition. L’application ® de V = C? dans E = R? qui a (z,w)
associe :
O(z,w) = (a,b,c,d) :== (ww, Re (2w), Im (2w), 2Z)
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a pour image l’ensemble P des vecteurs wsotropes de E relativement a la
forme ¢ = b* + ¢ — ad. Elle induit une bijection de P*(C) sur P qui envoie
(2, 1) sur (1,Re (2),Im (2), |i|2) (ou encore b+ ic sur (1,b,c,b* + ¢?)) et
oo = (1,0) sur oo = (0,0,0,1).

En termes de coordonnées, c’est une application polynomiale homogene
de degré 2. Précisément, si l'on pose z =x + iy et w =u+1v on a :

®(z,w) = (u* +v*, 2u + yv,yu — v, 2% + 3?).

Démonstration. La premiere assertion vient de la formule Re (2w)?+Im (2w)?
|2w|? = zwzw = zZww. Si A est un nombre complexe, on vérifie qu'on
a ®(\z, \w) = M\®(z,w) et que seul le vecteur nul s’envoie sur 0, ce qui
montre 'assertion au niveau projectif. Les autres formules se vérifient sans
difficulté.

7.2.3 Que deviennent les invariants de SL(2,C)?

L’invariant principal de SL(2,C) dans sa représentation naturelle sur V
est le crochet [(z1,w1), (22, w2)] = z1we — zowy. Sil'on pose zp = x + iy et
Wy = Uy + 1V, le crochet s’écrit :

T1Uy — Y1V — U1T2 + V1Y2 + 1(X1V2 + Y1Us — Ur1Y2 — V172).

Attention, le fait que ® soit de degré 2 fait que le crochet n’est pas un
invariant polynomial en les images m; = ®(z1,w;) et my = P(29,ws). En
effet, on a ¢(m;) = g(ms2) = 0 et le lemme suivant :

7.2.2 Lemme. Avec les notations précédentes, on a :

—2p(my,ma) = | [(z1,w1), (22, w2)] |

Démonstration. On peut le vérifier par un calcul facile ou utiliser 3.1.9 ap-
pliqué aux images de 21 /w; et z3/ws.

Cela montre que les invariants, coté F, sont de degré 4 en les variables
x;, u;, ete. alors que les parties réelles et imaginaires du crochet sont de degré
2, ce qui interdit qu’elles soient des polynomes en les invariants .

7.2.4 La valeur du birapport

La remarque précédente semble empécher, de maniere rédhibitoire, d’ex-
primer les invariants de SL en termes de ceux de O(g). C’est vrai au niveau
des invariants linéaires, mais pas pour les invariants projectifs, comme on va
le voir grace a une ruse déja rencontrée dans la partie IV.
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Soient a, b, ¢, d quatre points distincts de C. On note encore a, b, c,d leurs
images® par ®. On a le résultat suivant :

7.2.3 Théoreme. Soit r = [a,b,c,d] € C. On a les formules :

_ gp(b, C)@(“? d) + 90(0’7 C)Qp(bv d) — QO(CL, b)gO(C, d)

Re(r) = )

") 26(b.c)o(a.d)
—la, b, ¢, d]

Im(r) = ;

") = b 0(a.d
|7"|2 _ QO(CZ, C)gp(ba d) .
(b, c)p(a,d)

Si l’on pose, comme dans la partie V, x = bc® = —2¢(b,c), y = ca?, z = ab?,

X =ad?, Y =bd? et Z = cd?® on obtient les formules :

X +yY — 27 5 Yy
R, — Y t —_ "
e(r) 2x X et |rl x X
Démonstration. La formule avec le module est une conséquence immédiate
d,b
de la formule [a, b, c,d] = % (voir Partie I 7?) et du calcul du carré
c, ,a

du module du crochet 7.2.2.
On en déduit la partie réelle du birapport grace au lemme suivant (cf.
Partie IV 7?7 et 77) :

7.2.4 Lemme. Soit r un nombre compleze. On a 2Re (r) = 1+|r|*—|1—r|%

Démonstration. C’est clair en posant r = s + it.

La formule donnant Re (1) se déduit de ce lemme, du calcul de |r|? et de
la formule de permutation du birapport [a, ¢,b,d] = 1 —r, qui donne |1 —r|?!

Il reste a calculer la partie imaginaire. Attention, comme celle-ci n’est pas
invariante sous le groupe circulaire PT'L(2,C) tout entier, mais seulement
par la partie directe, elle ne peut s’exprimer seulement en fonction des seuls
v(a,b) qui sont des invariants de PO(q), mais doit comprendre obligatoire-
ment le crochet [a, b, ¢, d]. On calcule d’abord le carré : Im (1) = |r|*~Re (r)?,
ce qui donne, avec les notations du théoreme :

o Az XyY — (X +yY — 27)?
42 X?

Im (r)

3. Et méme des représentants de celles-ci dans F. On vérifie en effet que les formules
ne dépendent pas des choix de ces représentants.
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et le numérateur de cette fraction, au signe pres, est notre vieille connaissance
le déterminant de Ptolémée (voir Partie V 77) :

2 X2 4P Y2 4+ 2277 — Y 27 — 2270 X — 22 XyY.

On utilise maintenant la relation de changement de base pour la forme qua-
dratique? ¢ rappelée en 5.3.5 (on n’oubliera pas que les vecteurs a,b,c,d
sont isotropes). Au second membre on a le déterminant de Ptolémée et on
obtient :

—4la,b,c,d* = 2 X2+ Y2+ 2222 — 29V 2 Z — 2272 X — 20 XyY.
a,b,c,d? [a,b, c,d]?

2X2  16¢(b, c)%p(a,d)
voulue, mais élevée au carré.

On en déduit Im (r)? = [

> qui est la formule

Pour vérifier le signe, on écrit les éléments a,b,c,d € C comme images
d’éléments de C? et, par rapport a leurs parties réelles et imaginaires, on a

I’égalité des carrés de deux fractions rationnelles : (5)2 = (6)2 ce qui donne
(FQ — GP)(FQ + GP) = 0. Comme X = (C?)* est une variété algébrique
irréductible, I'un des polynomes est nul sur X tout entier, ce qui montre que
le signe cherché est le méme pour tous les quadruplets. Il n’y a plus qu’a le
déterminer pour oo, 0, 1,4 par exemple, ce qui est évident (le birapport vaut
i, le crochet vaut —1 et les valeurs de ¢ sont toutes deux égales a —1/2).

7.2.5 Remarque. On peut aussi montrer le théoreme précédent par le calcul,
d’au moins deux manieres. La premiere est I'utilisation de la force brute,
par un calcul direct, pénible mais sans difficulté, que les machines font a
merveille. La seconde nécessite un peu plus d’intelligence. Comme les quan-
tités considérées sont invariantes par le groupe PO™(q) ~ PGL(2,C), on se
rameéne au cas ¢ = o0, b = 0, ¢ = 1, d = x + iy (donc [a,b,c,d | = d),
ce qui donne, dans E, a = (0,0,0,1), b = (1,0,0,0), ¢ = (1,1,0,1) et
d= (1,z,y,2* + y*) et la vérification des formules est un plaisir.

7.2.6 Remarque. On voit sur ces formules que la partie réelle du birapport est
invariante sous PO(q), donc sous PI'L(2, C), tandis que la partie imaginaire
est seulement invariante sous PO*(q) ~ PGL(2, C), ce que I'on savait depuis
le chapitre 2.

4. Ou plutét pour —2¢ qui est de discriminant —4. Comme pour la somme des angles,
on constate une nouvelle fois 'importance cruciale de cette relation.
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7.2.5 Cocyclicité : les convergences

Dans cette partie et la précédente, nous avons rencontré a de nombreuses
reprises le probleme de savoir si quatre points du plan sont cocycliques ou
alignés® et nous ’avons abordé par de nombreuses méthodes. Le calcul des
invariants du groupe circulaire va nous permettre de faire le lien entre ces
diverses méthodes.

La méthode générique : nullité du crochet

Nous avons vu au chapitre 6 que, dans 'espace &, le fait que quatre points
a,b,c,d € P soient cocycliques est équivalent au fait qu’ils soient coplanaires
dans &, ou encore linéairement dépendants dans I’espace vectoriel E et cela se
traduit par la nullité du déterminant, c’est-a-dire du crochet : [a, b, ¢, d] = 0.
Nous allons montrer que toutes les autres méthodes se ramenent a celle-ci.

Le birapport

Le calcul mené en 7.2.3 montre que la nullité du crochet est équivalente
a celle de la partie imaginaire du birapport. On retrouve donc le critere
utilisé au chapitre 2 : les points a, b, ¢, d sont cocycliques si et seulement si
leur birapport est réel, avec les applications que 'on sait, notamment wvia le
lemme des six birapports.

Le théoréeme de I’angle inscrit

Nous avons rencontré, Partie V, 77, une condition de cocyclicité de quatre
points a, b, ¢, d de la forme C(a;b,c,d) = 0 avec :

C(a;b, ¢, d) = g(ab)[at, ad] + q(at)[ad, ab] + q(ad)[ab, @],

Cette condition, qui a mené au théoreme de I'angle inscrit (Partie V 77),
s’éclaircit avec le résultat suivant (voir aussi Partie V, 77?) :

7.2.7 Proposition. Soient a,b,c,d € C. On note encore a,b,c,d leurs
images dans & et des représentants normalisés de celles-ci. On a la formule

C(a;b,c,d) = [a,b,c,d].

Démonstration. Quitte & appliquer une translation de R? ~ C (qui ne change
ni les vecteurs, ni le crochet), on peut supposer que a est 'origine du plan :

a = (1,0,0,0). On a alors b = (1, by, by, b3 + 13), ab = (b1,by), et de méme

5. Ce mot sera toujours sous-entendu dans ce qui suit.
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pour les autres. On en déduit q(a?) = b3 + b2, [%, at] = bycy — byey, ete. Le
résultat est alors une conséquence du développement du déterminant :

0 O 0
b by 212
a1 ¢ G+

dy dy &+

la,b,c,d] =

— = = =

par rapport a sa premiere ligne.

Le théoréme de Ptolémée

Enfin, toujours dans la partie V, nous avons donné une condition de
cocyclicité en termes de longueurs (voir Partie V, ??) : les points a, b, c,d
sont cocycliques ou alignés si et seulement si le déterminant suivant est nul :

0 ab®> ac® ad? 0 2z y X
- ab®> 0  bc? bd? |z 0 2 Y
“lac® b2 0 ed?| T |y x 0 Z
ad*> bd*> cd> 0 XY Z 0

=22 X2 4 Y2+ 22727 — Y 27 — 2270 X — 22 XyY,

avec les notations rappelées en 7.2.3. Le lien avec ce qui précede apparait
dans la proposition suivante, qui a été vue dans la preuve de 7.2.3 :

7.2.8 Proposition. Soient a,b,c,d € C et r = [a,b,c¢,d]. On a la formule
A A

I 2 p— p— .
(Im.7) 4bc?.ad? 4x2X?

On retrouve donc la condition de cocyclicité en termes de birapport.

7.2.6 En prime, un théoréme

Le lecteur, lassé des multiples variations sur le theme “le birapport est
réel”, appréciera le théoréme suivant ¢, qui traduit le fait qu’il est au contraire
imaginaire pur :

7.2.9 Théoreme. Soient a,b,c,d quatre points distincts du plan. Alors, les
“cercles” circonscrits a abc et abd sont orthogonaux si et seulement si on a
la relation suivante entre les carrés des longueurs :

b? x ad® + ac® x bd? = ab® x cd?.

6. Tout de mon cru.
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Démonstration. Vu le théoreme 7.2.3, et les formules —2p(a,b) = ab?® de
3.1.9, la condition signifie que le birapport r := [a, b, ¢, d] est imaginaire pur.
Si on envoie a, b, ¢ sur 00,0,1 par un élément de PGL(2,C), le point d va
sur r. Le “cercle” circonscrit a abc est 'axe des x, celui circonscrit a abd est
la droite (bd). Dire qu’ils sont orthogonaux en b = 0, ¢’est dire que d est sur
I’axe des y : cqfd.

7.3 Détermination des relations

Cette section finale comprend deux parties. On donne d’abord la liste des
relations entre les invariants du groupe circulaire, liste attendue et similaire a
celle vue dans la Partie IV. Ensuite, on revient sur le théoreme de Feuerbach
pour élucider la nature des relations dont il provient.

7.3.1 Les relations entre invariants de SL(2,C)

On renvoie a la partie IT ou ces relations ont été déterminées. Le résultat
est simple : il y a essentiellement un seul invariant projectif relatif a I’action
de PSL(2,C) sur la droite P!(C), le birapport, et une seule relation, la
formule de permutation du birapport au milieu : [a,c,b,d] = 1 — [a,b, ¢, d].
On notera que cette formule est triviale avec ’écriture du birapport donnée
en 7.2.3, mais c’est bien parce que le résultat est tributaire de la permutation
du birapport, au travers de la ruse vue en 7.2.4.

7.3.2 Les relations entre les invariants de O(q)

Comme pour le calcul des invariants, on renvoie le lecteur a la partie IV ou
les relations entre invariants ont été déterminées dans le cas d’une forme de
rang 3 ou a [Wey39]. Voici la liste des relations fondamentales, qui engendrent
toutes les autres (a,b,c,d,e;x,y, z,t,u sont des vecteurs génériques de F) :

ola,z) w(a,y) vla,z) ela,t) @la,u)
pb,z) @by) »b,2) @bt) @b u)
(1) ole,x) wley) wle,z) wlet) @lc,u)| =0,
e(d,z) @ld,y) »(d,z) (dt) ¢(d u)
ple,z) wle,y) wle,z) wlet) ole,u)
63 %3 %3 5
_ e, x) @(by) @b z) @b,
2) “dlabedry =00 0y Gley) eles) plet)]|
o(d,z) »(d,y) »(d,2) »(d,1)



(3) b, c,d, e]lo(a,x) — |a,c, d, e]lpb, )+ |a,b,d, e|lp(c, )

—la, b, c,e]lp(d, z) + |a, b, ¢, d|p(e, z) = 0.

Les relations (1) et (3) traduisent le fait que E est de dimension 4, en
particulier la relation (3) provient de la relation fondamentale de dimension :

[b,c,d,ela —[a,c,d,elb+ [a,b,d, e]c —[a,b,c, e]ld+ [a,b,c,dle =0,

tandis que (2) est la relation de changement de base pour la forme q.

7.3.3 Le théoréme de Feuerbach et les relations entre
invariants

Ce paragraphe est une nouvelle illustration du principe qui affirme : tout
théoreme de géométrie provient d’une relation entre les invariants de cette
géométrie (voir la phrase de Bourbaki rappelée dans I'introduction générale).

Parmi les résultats les plus spectaculaires de la géométrie anallagmatique
on peut citer le théoreme des six cercles, mais aussi le théoreme de Feuerbach.
Si le premier est bien apparu au travers d'une relation entre invariants”, le
lemme des six birapports, ce n’est le cas du second. Nous allons maintenant
analyser ce théoreme de ce point de vue et discuter de la nature des relations
qui vont apparaitre. Il y a plusieurs fagons de faire les calculs. Nous avons
choisi celle qui mene a une relation entre invariants au niveau vectoriel. Ce
n’est pas celle qui donne les calculs les plus simples, mais c’est celle ou I'on
en comprend le mieux la nature des choses.

Les données

On considere ’espace vectoriel E¥ de dimension 4 muni de la forme de Lo-
rentz ¢ et on se donne quatre éléments de E, notés A, B, C, H. Ces éléments
sont quelconques au départ, mais on verra plus loin A, B, C' comme les cotés
d’un triangle et H comme 1'un des cercles inscrits ou exinscrits dans ce tri-
angle. Comme F est de dimension vectorielle 4, la donnée de quatre éléments
génériques est de dimension 16 et, modulo O(q) qui est de dimension 6, elle est
de dimension 10 et on peut repérer A, B, C, H par leurs 10 invariants usuels :
o = Q(A)a p = Q(B)a T = Q(C); a = QP(B7O)7 b= QO(O,A), ¢ = QO(Av B>;
X=9p(AH),Y=pB,H), Z=p(C,H) et T =q(H).

7. Au moins avec le groupe PGL(2,C) car la traduction du lemme des six birapports
en termes d’invariants de O(q) est redoutable!
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On pose fag = X?—aT, fpug =YY%= BT et foug == Z% —~T et les
relations qui expriment que H est tangent a A, B, C s’écrivent alors fa g =
fe.a = fom=0.

Traduire I’hypothese que A, B, sont des droites

Dire que A, B, C' sont des équations de droites, a I'action pres du groupe
O(q), c’est dire que le réseau engendré par A, B, C' est euclidien, donc que le
sous-espace vectoriel V = (A, B, C'), muni de ¢, est dégénéré (dans le cas des
droites, I'orthogonal de A, B, C est le point co qui est isotrope). Cela revient
a dire que le déterminant de Gram suivant est nul :

q(A)  ©(A,B) o(AC) ja ¢ b
§:=|p(A,B) q(B) @(B,C)=|c B a
(A, C) ¢(B,C) q(C) b a v

= affy + 2abc — a*a — b3 — .
On peut alors calculer 'orthogonal de V' = (A, B,C) :

7.3.1 Lemme. On suppose qu’on a la relation 6 = 0. Alors, si A\, i, v sont les
mineurs associés a une ligne quelconque de la matrice de Gram (par exemple
A= pBy—a* p=ab—cyetv=ca—>03), I'élément m = NA + uB + vC
vérifie o(A,m) = p(B,m) = ¢(C,m) = 0, il est orthogonal a (A, B,C) et
1s0trope.

Démonstration. C'est la traduction des relations p(A,m) = @(B,m) =
©(C,;m) =0 en un systeme d’équations en \, p, v.

7.3.2 Remarques. 1) Dans le cas cas standard m est égal a oo.

2) Sil’on travaille en projectif, et si A, B, C' sont génériques (non paralleles
'l s’agit de droites), les coefficients A, p, v sont non nuls et on peut les
prendre tous égaux a 1, ce qui apporte de grandes simplifications dans les
calculs ci-dessous (on a alors A+ B+C = oo et on en déduit « = —b—c¢, etc.)
comme le lecteur le vérifiera. L’avantage de la version que nous avons choisie
¢’est qu’elle met bien en évidence ’endroit exact ou apparait la relation 6 = 0
(le lemme 7.3.5).

Le cercle d’Euler

On reprend les notations précédentes, mais, dans ce paragraphe, A, B, C'
sont des équations de droites (on a donc la relation § = 0) et on suppose
que ces droites ne sont ni paralleles ni concourantes. Elles déterminent un
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triangle dont nous allons considérer le cercle d’Euler I' et calculer ¢(T") et
o(I", H) en vue de déterminer la relation qui exprime que H est tangent a
U fru = @I, H)*> = ¢(T')g(H) = 0. Attention, les coordonnées de I' ne
sont définies qu’a un scalaire £ pres, mais si 'on change I" en £I°) (T, H) est
multiplié par £ et ¢(T') par 2.

7.3.3 Lemme. Avec les notations précédentes, on a les formules suivantes :
1) 4¢(T) = a B,

2) 200X +puY +vZ)p(I',H) =

2(A\be + pca + vab)T + AaX? + ubY? + veZ? + \aY Z + uBZX + vy XY.

Démonstration. En appliquant une similitude on se ramene au cas ou le
triangle dont les cotés sont A, B, C' est défini par les trois points (0, 0), (1,0)
et (u,v), ou encore, dans I'espace £, (1,0,0,0), (1,1,0,1) et (1, 2, =, %)

On pose H = (z,y,2,t) dou T = q(H) = y* + 2* — xt. Les autres invariants
sont les suivants :

a=1u+v+w® - 2uw, B=u’+v>, v=u?
a=—uw, b=uw—w? c=—-u’—v*+uw,

X=vx—vy+uz—wz, Y =vy—uz, Z=uw=z.

On a, en outre, A = p = v = v*w?. On calcule les milieux des cotés du

triangle et on en déduit expression de I' (& un scalaire pres), voir 'exercice

3.4.3. On trouve ici (le facteur w est 1a pour des raisons d’homogénéité) :
vw? 2w — wtw + vw?

I = (2vw?, uvw + 5 5 s UVW).

Il n’y a plus qu’a vérifier les formules données dans 1’énoncé, ce qui est facile ®
(on notera que la valeur commune de A, u, v est en facteur, de sorte qu'on
peut supposer A =y =v = 1).

Les relations polynomiales

Nous allons maintenant mettre en évidence les relations qui sont a la
racine du théoreme de Feuerbach. Dans un premier temps, a,b,c; o, 5,7;
X,Y, Z,T; \ p,v sont des indéterminées. On rappelle qu'on a posé fa g =
X2—aT, fpy :=Y*=PT et fou := Z*—~T notés ici, en abrégé, fa, [z, fc.
Les lemmes suivants sont une étape en vue de calculer (AX +pY +v2)? fr u,
cf. 7.3.3.

8. Ce qui n’était pas évident, en revanche, c’est de trouver ces formules a partir des
expressions en u, v, w. Le lecteur est prié d’entonner les louanges de l'auteur ici.
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7.3.4 Lemme. On a la formule suivante :
Si= (Y Z+ uBZX +vyXY)? — afyT(A\X + puY +vZ)* =

XA fp fot 12 B2 fo fat 1Py fafp+2uvBYY Z fa+2vdyaZ X fp+2 \uaBXY fo
BTN fart 22 fi v o)+ 200 B7Y ZX3 fat 20y Z XY f+20uaBXY 22 .
En particulier S est dans l'idéal (fa, [B, fc)-

Démonstration. C’est une vérification sans difficulté.

Dans le lemme suivant, tout aussi immédiat a établir, A, u, v ne sont
plus des indéterminées, mais sont définis par A\ = By — a?, u = ab — ¢y et
v = ca— bB et § est le déterminant de Gram oy + 2abc — a’a — b*5 — 2.

7.3.5 Lemme. On a la formule suivante :
2(Abe + pca+vab)T + XaX? + ubY? +veZ? = Xafa+ pbfs +vefo +aTsé.

Retour A Feuerbach

On considere trois équations de droites A, B, C', génériques, et un élément
H € E, non isotrope. On reprend les notations précédentes concernant les
invariants associés (y compris A, u, ) et on rappelle que le déterminant de
Gram ¢ est nul. On considere un représentant I' du cercle d’Euler associé
au triangle ABC'. Rappelons que la relation f4 y = 0 traduit le fait que le
cercle-droite H est tangent a A et de méme pour B,C,I'. Le point crucial
est le suivant :

7.3.6 Lemme. Le polynome 40X + uY + vZ)fr g en les invariants est
dans Uidéal I = (fam, fo.H, fom) : il existe u, v, w vérifiant :

ANX +pY +vZ) from = ufanm + vl +wlcn.

Démonstration. On a fry = p(I',H)? — q(T')q(H) avec q(H) = T et, en
vertu de 7.3.3, 4¢(I") est égal a afy et 2(AX + uY +vZ)p(I', H) a

2(\be + pca + vab)T + MaX? + ubY? +veZ? + \aY Z + upZX + vyXY.

Comme ¢ est nul, 7.3.5 montre que, dans cette derniere expression, le terme
2(Abe + pca + vab)T 4+ AaX? + pubY? + veZ? est dans I. Quand on éleve au
carré et qu’on regarde modulo I, il ne reste donc dans 4(AX + uY +vZ2)% fr
que (A\aYZ + ufZX +vyXY )2 —afyT(AX +uY +vZ)?, c'est-a-dire S, qui
est dans [ lui aussi en vertu de 7.3.4.

On peut alors finir de prouver Feuerbach. On applique ce qui précede en
prenant pour H 1'un des cercles inscrit ou exinscrits dans le triangle ABC.
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Comme on a M + uB + vC = oo en vertu de 7.3.1, on en déduit AX +
wY +vZ = p(co, H) et ce nombre est non nul puisque H est un vrai cercle.
Comme H est tangent a A, B,C, fau, fp,u, fc,g sont nuls, donc aussi fr g
en vertu de 7.3.6, donc H est tangent a I' et le théoreme est établi.

7.3.7 Remarques. 1) L'une des difficultés de cette preuve vient du fait que
I'idéal I ne définit pas seulement les quatre cercles inscrit et exinscrits, mais
aussi le point & l'infini quadruple. En effet, les équations fa g = p(A, H)* —
q(A)q(H) sont du second degré en H donc définissent des quadriques de
£ = P3 et leur intersection est de cardinal 8. Comme I' ne contient pas le
point a l'infini, I'équation fr i ne peut donc pas étre dans 'idéal 7, mais elle
y est “transportée” par 1'élément (AX + pY + vZ)%

2) Les calculs ci-dessus imposent une réflexion. En effet, le théoreme
de Feuerbach n’est pas du tout trivial. Déja, son énoncé n’est pas évident
a découvrir et sa preuve, par quelque moyen qu’on utilise, est loin d’étre
évidente. Cependant, du point de vue algébrique, les relations qui ont été
mises en jeu dans la preuve algébrique ci-dessus sont “triviales”. En effet, il
s’agit essentiellement des lemmes 7.3.4 et 7.3.5 et ces relations sont, au fond,
de la forme 0 = 0. D’ailleurs, elles ne peuvent s’écrire de maniére non triviale
a partir des relations énumérées au paragraphe 7.3.2 car elles ne mettent
en jeu que quatre éléments A, B,C, H et pas de crochets. Ce paradoxe (un
théoreme non trivial dont la preuve n’utilise que des relations triviales) doit
nous conduire a mettre un sérieux bémol sur la fameuse phrase de Bourbaki.

3) Qu’il existe une preuve algébrique du théoreme de Feuerbach n’est
pas étonnant et conforme aux principe généraux. Encore fallait-il I’écrire. En
comparant cette preuve et celle donnée en 1.4.1 on ne peut que se dire que
la géométrie c’est tout de méme une belle invention !
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