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Soit k un corps de nombres, k une cloture algébrique de k, et k, le
complété de k en une place v. Si v est une place non archimédienne de k,
on note O, 'anneau des entiers de k, et F, son corps résiduel. L’extension
maximale non ramifiée de k, sera notée k. On appelle p(k) le groupe des
racines de 'unité appartenant a k.

On considére un k-groupe algébrique fini G. On note 'y, = Gal (k/k)
le groupe de Galois absolu de k et H'(k,G) := H'(T},G(k)) Pensemble
pointé de cohomologie galoisienne associé ([14], I.5). Le but de cet article est
d’étudier 'image de I'application diagonale

js : H'(k,G) = [[ H' (k0. G)
vES

en relation avec des propriétés de type "approximation faible” sur le quotient
de GL,, par GG pour une représentation fidele de G.

1. Différentes propriétés d’approximation

1.1. Approximation faible et tres faible

On dira que G vérifie la propriété (AF) (”approximation faible”) si pour
tout ensemble fini S de places de k, I’application diagonale
js: H'(k,G) — [[ H' (k0. G)
veS

est surjective. On dit que G vérifie la propriété (ATF) (”approximation tres
faible”) §’il existe un ensemble fini Sy de places de k, tel que pour tout en-
semble fini de places S disjoint de Sy, I'application jg soit surjective. Comme
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on le verra plus bas, ces notions sont liées a des propriétés d’approximation
sur une certaine variété algébrique, d’ou la terminologie employée ici.
Voici quelques résultats connus concernant ces propriétés :

a) Si G est abélien, alors il vérifie (ATF) et on peut prendre pour S
I’ensemble constitué des places de mauvaise réduction de G et des places

divisant I'exposant de G(k) (Neukirch, [10]).

b) Pour £k = Q, G = Z/8 (vu comme k-groupe constant) et S = {2},
I'application jg n’est pas surjective (Wang, [17]).

¢) Si G est constant (i.e. G(k) = G(k)), résoluble et d’exposant premier
au cardinal de p(k), alors G vérifie (AF) (Neukirch, [11]).

Comme I’a remarqué Colliot-Thélene, la propriété (ATF) pour un groupe
constant G implique que G est groupe de Galois sur k. Une légere modifi-
cation de son argument permet d’obtenir la méme conclusion sous une hy-
pothese plus faible, voir la section 4.

Notons aussi qu'on ne connait aucun k-groupe fini G qui soit un contre-
exemple a (ATF). Il semble en tout cas raisonnable de conjecturer que tout
k-groupe fini G avec G/(k) résoluble vérifie cette propriété, en accord avec le
théoreme de Shafarevitch qui dit que tout groupe fini résoluble est groupe
de Galois sur k. Le but de cet article est de présenter quelques nouveaux
résultats (théoremes 1 et 2 énoncés plus bas) dans cette direction, en utilisant

notamment la notion d’ obstruction de Manin a 'approximation faible.

1.2. Interprétation géométrique

Si X est une k-variété, on notera H'(X,G) I'ensemble de cohomologie,
défini via les cocycles de Cech pour la topologie étale (cf. [15], 2.2). Cet
ensemble classifie les X-torseurs sous G, et on notera [Y] la classe d'un tel
torseur dans H'(X,G). Rappelons que si X est une k-variété lisse, on dit
que X vérifie Uapprozimation tres faible (notion due a Serre) s’il existe un
ensemble fini de places Sy de k tel que pour tout ensemble fini .S de places de
k disjoint de Sy, tout point (P,).es de [],.q X (k,) soit dans I'adhérence de
X (k) pour la topologie produit. On dit que X vérifie [’approzimation faible
si on peut prendre Sy = () dans la définition ci-dessus. Les deux propriétés
sont invariantes par transformation k-birationnelle entre variétés lisses.

Le lien avec les propriétés correspondantes définies précedemment pour un
k-groupe fini G est le suivant. On considere une représentation linéaire fidele
de G, i.e. un morphisme injectif de k-groupes G — GL,, et on s’intéresse
au quotient V' = A}/G associé. On peut également considérer le quotient
GL, /G, ou encore prendre un plongement de G dans SL, et le quotient



associé SL,/G. D’apres le lemme sans nom ([3], Corollaire 3.9), on obtient
toujours, a stable équivalence k-birationnelle pres, la méme k-variété V, et
celle-ci ne dépend pas non plus de la représentation fidele choisie.

D’autre part, si par exemple on travaille avec X = SL, /G (la méme
chose vaut si on remplace SL,/G par un ouvert lisse de V. = A}/G ou
de GL,/G), alors comme la cohomologie galoisienne de SL, est triviale
(théoreme de Hilbert 90) le G-torseur SL, — SL, /G est versel, au sens
de [5], 1.5 : cela signifie que pour toute extension de corps K/k, toute classe
a € HY(K,G), et tout ouvert de Zariski non vide U de SL,,/G, 'application
d’évaluation U(K) — H'(K,G) qui & P associe [SL,](P) est surjective. On
en déduit immédiatement le résultat bien connu (cf. [1]) suivant : la surjecti-
vité de jg: H'(k,G) — [[,cs H'(ky, G) est équivalente a la densité de X (k)
dans [[,.q X (k). Ainsi la propriété que G vérifie (AF) (resp. (ATF)) est
équivalente a la propriété analogue pour X (et ceci vaut aussi en remplacant

SL,/G par tout ouvert lisse de V= A}/G ou de GL,,/G).

1.3. Lien avec 'obstruction de Manin

Il va maintenant étre utile d’introduire une propriété intermédiaire entre
(AF) et (ATF). Si X est une variété lisse et géométriquement integre sur k,
on note Bry, X son groupe de Brauer non ramifié (cf. [3], 5.), qui est aussi le
groupe de Brauer! d’une compactification lisse de X. On pose X = X x k.
Soit 2 I'ensemble des places de k, puis j, : Brk, — Q/Z l'invariant local ; on
note X (ko) = [[,cq X (kv), et X (kq)P™ Tensemble de Brauer-Manin de X,
qui est le sous-ensemble de X (kq) constitué des points (P,),cq qui vérifient

> jua(P)) =0 (1)

vEQN

pour tout élément « de Br,,, X (noter que la somme est toujours finie, cf. [15],
5.2). Plus généralement, si C' est un sous-groupe de Bry, X, on notera X (k)¢
I'ensemble des points de X (kq) qui vérifient (1) pour tout a de C'. D’apres
la loi de réciprocité du corps de classes global, l'ensemble X (kq)B™ contient
I'adhérence X (k) de X (k) dans X (kq) pour la topologie produit des topolo-
gies v-adiques. Cette loi de réciprocité permet aussi de définir X (kq)¢ quand
C' est un sous-groupe du quotient Br,, X/Brk, puisque (1) vaut toujours si
« est un élément de Br k.

On dira que Vobstruction de Brauer-Manin a ['approximation faible est

la seule pour X si X (k) = X (kq)B™ (cette propriété se conserve également

!'Dans tout ce texte, groupe de Brauer signifie groupe de Brauer cohomologique.



par transformation k-birationnelle entre variétés lisses). Quand Br,, X/Brk
est fini (par exemple si X est k-unirationnelle), ceci implique que X vérifie
I’approximation tres faible. On dira qu’'un k-groupe fini G vérifie la propriété
(BM) si I'obstruction de Brauer-Manin a 'approximation faible est la seule
pour un ouvert lisse X du quotient V' = A} /G défini comme ci-dessus (ou
encore pour GL, /G ou SL,,/G) , qui est une variété k-unirationnelle. On a
donc, pour un k-groupe fini GG, les implications suivantes :

(AF) = (BM) = (ATF)

Par exemple quand G est abélien, la variété V' est stablement k-birationnelle
a un k-tore ([16], Th. 1 et remarque p. 85) et G vérifie (BM) d’apres [13].
L’interprétation de la propriété (BM) en termes de la cohomologie ga-
loisienne de G est plus compliquée que pour (AF) ou (ATF), et est liée au
calcul du sous-groupe Bry, ;X = ker[Br,, X — Bry, X] de Bry,, X. Voir la
section 5. pour un résultat dans cette direction. On ne connait pas d’exemple
de k-groupe fini G qui ne vérifie pas (BM), mais les résultats de la section 5.

sembleraient plutot aller dans le sens de I'existence de ce type de groupes.

1.4. Enoncé des résultats principaux

Le but de cet article est d’établir que certains groupes G obtenus comme
des extensions vérifient (BM). Plus précisément le résultat est le suivant :

Théoréme 1 Soit
1 A—-F—-G—1

une extension scindée de k-groupes finis, avec A abélien. Alors
- Si G vérifie (BM), la méme propriété vaut pour E.
- Si G vérifie (ATF), il en va de méme de E.

On obtient par exemple que la premiere propriété est vraie pour les
groupes diédraux, ou plus généralement pour les groupes qui sont obtenus a
partir du groupe trivial par une suite de produits semi-directs par un groupe
abélien.

Remarque : L’énoncé du théoreme 1 rappelle bien entendu les problemes
dits de plongement ([10], [11]), dans lesquels on se donne une classe g €
H'(k,G) quon essaie de relever en une classe dans H'(k, F) satisfaisant
certaines conditions locales, en supposant que la restriction de g & H'(k,, G)
provient (pour toute place v) de H'(k,, E). La différence est qu’ici on ne fixe
pas cette classe g, ce qui fait qu’il y a a priori une infinité d’images possibles
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pour I'image dans H'(k, G) des classes que l'on cherche dans H'(k, E). C’est
cette difficulté qui rend malaisée 1'utilisation directe de la propriété (ATF),
et justifie I'introduction de (BM), voir aussi la remarque suivant la preuve
du théoreme 3.

Nos méthodes permettent également de considérer une action multiplica-
tive (voir aussi [3], 8. pour les définitions). On considére ici une action d’un
k-groupe fini constant GG par automorphismes sur le k-tore déployé GJ . et
on s’intéresse a la k-variété quotient de G, par I'action de G. Le résultat est
alors le suivant :

Théoréme 2 Avec les notations ci-dessus :
- Si G vérifie (ATF), alors un modéle lisse X de V = G! |G vérifie
l’approzimation tres faible.

- Si G vérifie (BM) (ex. G est abélien), alors l'obstruction de Brauer-
Manin a Uapprozimation faible est la seule pour X.

Remarque : Déja avec G = (Z/pZ)3, il y a dans le cas multiplicatif des
exemples (dus & Saltman, [12]) ou la variété V n’est pas géométriquement
rationnelle car le groupe de Brauer non ramifié de V' x; k n’est pas nul (voir
[3], 8.12). En particulier V' n’est alors pas stablement k-birationnelle a A} /G,
dont le groupe de Brauer non ramifié sur k est nul via le théoreme de Fischer
vu que G est ici abélien.

Un ingrédient essentiel dans la preuve de ces résultats va étre un théoreme
sur les variétés fibrées, qui fait I'objet de la section suivante.

2. Un résultat sur les variétés fibrées

On commence par un lemme, trés proche d’un résultat d’Ekedahl [4]. On
note Oy 'anneau des entiers de k et Oy g (pour S fini) 'anneau des entiers
en dehors de S.

Si V est une k-variété integre, un sous-ensemble H de V' (k) est dit hil-
bertien élémentaire s’il existe un ouvert de Zariski non vide U de V' et un
revétement étale p : U’ — U avec U’ integre tel que H soit I'ensemble des
k-points de U en lesquels la fibre de p est connexe (i.e. inteégre puisqu’elle est
lisse) ; un sous-ensemble de V' (k) est dit hilbertien s'il est intersection finie
d’ensembles hilbertiens élémentaires.



Lemme 1 Soit B une k-variété lisse et géométriquement intégre telle que
B(kq) # 0. On suppose que B wvérifie l'approzimation faible en dehors d’un
ensemble fini Sy de places. Soient S un ensemble fini de places (pouvant
rencontrer Sy ), et (P,)yes une famille de points locauz de B telle que : pour
tout ensemble fini de places Sy disjoint de (SUSy), et toute famille (M,)ves, »
la famille (Ry)ve(sus,) reunion des P, et des M,, soit dans l’adhérence de
B(k) pour la topologie produit.

Alors si H est un sous-ensemble hilbertien de B(k), il existe un point de
H arbitrairement proche des P, pour v dans S.

Nous utiliserons ce lemme dans deux situations :

a) quand S est disjoint de Sj.

b) quand l'obstruction de Brauer-Manin a I'approximation faible est la
seule pour B, avec Bry, B/Brk fini; en effet, dans ce dernier cas, on choisit
un systeme de représentants fini £ de Br,, B/Brk. Si Sy contient les places
de mauvaise réduction des éléments de E, I'hypothese est alors vérifiée des
que (P,)yes est la projection d’'un point de B(kq)P™ car pour v € Sy, on a
a(M,) = 0 pour tout a € E et tout M, € B(k,).

Preuve du lemme : La méthode est exactement celle de [4]. Soit p : U" —
U un revétement étale, (avec U’ integre et p galoisien de groupe J) au-dessus
d'un ouvert U de B, tel que H contienne l’ensemble des points ou la fibre
de p est connexe. On étend p en un revétement étale U’ — U de groupe J
(avec U lisse), au-dessus d’'un ouvert de Spec Oy contenant Spec (O g,). On
se ramene comme dans [6], Proposition 3.2, au cas ou U’ est géométriquement
integre : en effet il suffit d’appliquer la méthode ci-dessous en ne choisissant
dans S; que des places totalement décomposées dans k' /k, ou k' est la cloture
algébrique de k dans le corps de fonctions k(U’) de U’. Il y a un nombre infini
de telles places d’apres le théoreme de Cebotarev.

Alors d’apres le lemme principal de [4], presque toute place v de k vérifie :
pour chaque classe de conjugaison ¢ de J, il existe un F,-point ZT/[/U de U, tel
que le Frobenius correspondant soit dans la classe c. Par le lemme de Hensel,
un tel point se releve en un point M, de U(k,).

Soit alors (P,),es comme dans le lemme. Pour chaque classe de conjugai-
son de J, choisissons une place v non dans (S U Sy) et un point M, € U(k,)
correspondant comme ci-dessus. Appelons S; 'ensemble des places ainsi ob-
tenues. D’apres 'hypothese, il existe un point rationnel m € U(k) arbitrai-
rement proche des P, pour v dans S, et des M, pour v dans S;. Mais alors,
la fibre de p en m est connexe, car pour toute classe de conjugaison ¢ de J,
il existe une place v de Sy tel que le Frobenius de la réduction de m modulo



v soit dans ¢, ce qui implique que le sous-groupe de décomposition de J en
m contient au moins un élément dans toutes les classes de conjugaison de J.
Or, la réunion des conjugués d’'un sous-groupe strict d’un groupe fini ne peut
étre le groupe tout entier (cf [4]). Finalement m € H.

0

Une étape-clé dans la preuve des théoremes principaux de cet article est
la généralisation suivante du théoreme 4.3.1. de [6] (voir aussi [7]) :

Théoreme 3 Soit f : Z — B un morphisme dominant de k-variétés lisses
et géométriquement intégres, avec Bry, B/Brk fini. Soit Z, la fibre générique,
Zy un modele projectif lisse de Z, sur le corps des fonctions K de B, Z3. :=
ZEXKF, ou K est une cloture algébrique de K. On suppose que Zy, possede un
K-point, que Br Z% est fini et Pic Z% sans torsion (c’est le cas par exemple
si Z, est K-unirationnelle). On fait enfin U’hypothése que l'obstruction de
Brauer-Manin a 'approximation faible est la seule pour les k-fibres de f en
dehors d’un ouvert de Zariski non vide de B. Alors :

1. St B vérifie lapprozimation tres faible, il en va de méme de Z.

2. St lobstruction de Brauer-Manin a 'approximation faible est la seule
pour B, alors Z possede cette méme propriété.

Démonstration : La preuve est calquée sur celle du théoreme 4.3.1. de
[6] (pour lequel on supposait que B vérifiait 'approximation faible). Pour
le confort du lecteur, nous reproduisons ici 'argument. Quitte a restreindre
Z et B, on peut supposer que le morphisme f est lisse et que pour toutes
ses k-fibres, l'obstruction de Brauer-Manin a l'approximation faible est la
seule. Les hypotheses sur la fibre générique impliquent que Br,, Z, /Br K est
fini (en effet BrZ% est fini et ker[Br, Z,/Br K — Br Z%] est isomorphe
a H'(K,PicZ%), cf. [15], 1.5), on en choisit un systéme de représentants
C C Br(k(Z)). La fibre générique Z,, possede un K-point mpg, et on peut
supposer que a(mg) = 0 pour tout o de C, quitte a modifier les éléments
de C par des éléments de Br K. On note b — s(b) la section B — Z associée
a mg (on peut la supposer définie sur B tout entier). Enfin on choisit un
systeme de représentants D dans Br,, Z du groupe Br,, Z/Brk; ce dernier
groupe est fini car d’'une part Br,, B/Brk et Br,, Z, /Br K sont finis, d’autre
part un élément de Br K dont I'image dans Br,, Z, est non ramifiée est lui-
méme non ramifié via la section s (si R est un anneau de valuation discrete de
corps des fractions K et contenant k, alors la section s s’étend par propreté
en une section Spec R — 7', ou Z’ est un modele projectif lisse de 7). Fixons
un point rationnel § de Z, on peut supposer que 3(6) = 0 pour tout 3 de D.
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D’apres le théoréme 2.3.1. de [7] (voir aussi [6] pour le cas ou Br Z%- = 0),
il existe un ensemble hilbertien H de B(k) tel que pour tout point m de H,
les spécialisations des éléments de C' en la fibre Z,,, engendrent Br,, Z,,/Brk.
Soit Sy un ensemble fini de places en dehors duquel B vérifie I’approxima-
tion faible, et tel que les éléments d’un systeme de représentants (fixé) de
Br,, B/Brk soient non ramifiés en dehors de S.

Soit alors (Q,)yeq dans Z(kq)P™ | qu’on veut approximer en un ensemble
fini de places S. D’apres le lemme formel 2.6.1. de [6], on peut supposer que
Y ves Ju(@(@Qy)) = 0 pour tout o € C, quitte a rajouter a .S des places qui ne
sont pas dans Sy et a modifier @), pour v € S. La projection (P,),cq de (Qy)
est alors dans B(kq)B™ par fonctorialité. On applique alors le lemme 1 Si
I’'obstruction de Brauer-Manin a I’approximation faible est la seule pour B, on
peut approximer (P,),cs par un point rationnel m de H ; si on suppose juste
que B vérifie I'approximation tres faible, on peut faire de méme a condition
de supposer que S est disjoint de Sy.

Maintenant par le théoreme des fonctions implicites v-adique, la fibre Z,,
possede des points locaux Q! proches de @, pour v dans S, donc vérifiant
Y ves Jo(@(@Q))) = 0 pour a dans C'. On complete (@) aux places de Q\ S par
la spécialisation s(m) de la section s. On obtient un point de Z,,(ko)B™ car
les spécialisations des éléments de C' a la fibre Z,, engendrent Br,, Z,,/Brk
et s’annulent en s(m). D’apres I'hypothese sur les k-fibres, ce point peut étre
approximé par un point rationnel aux places de S.

En résumé, si 'on est dans le cas 2., tout point (Q,)ycq de Z(kq)B™
peut étre approximé par un point rationnel aux places de S, ce qui prouve
2. Si 'on est dans le cas 1., la méme assertion vaut a condition que S ne
rencontre pas Sy. Comme il existe un ensemble fini S’ de places en dehors
duquel les éléments de D sont non ramifiés, tout point (Q,),cs de Z peut étre
approximé par un point rationnel si S ne rencontre pas S’ U Sy (on complete
(Q,) par le point rationnel 6 aux places de Q\ (SpUS’) pour obtenir un point
de Z(kq)Brr).

0

Remarque : Méme pour 1., il ne semble pas possible de relacher 1’hy-
pothese sur les fibres en supposant juste qu’elles vérifient I'approximation
tres faible, car on ne controle alors plus ’ensemble des mauvaises places, qui
peut varier selon les fibres.

Le cas particulier qu’on va notamment utiliser est celui d’une fibration
en tores :



Corollaire 1 Soit B une k-variété lisse et géométriquement integre, de corps
des fonctions K. Soit f : T — B un k-morphisme dominant avec T lisse
et géométriquement intégre. On suppose que la fibre générique 7T, de f est
un K-tore. Alors si l'obstruction de Brauer-Manin a 'approximation faible
est la seule pour B (resp. B vérifie l'approximation trées faible), il en va de
meéme de T .

Démonstration : Pour un k-tore, on sait que 'obstruction de Brauer-
Manin a approximation faible est la seule ([13]). D’autre part, un k-tore est
k-unirationnel, ce qui permet d’appliquer le théoreme 3

O

3. Preuves des théoremes principaux

3.1. Preuve du théoreme 1

On commence par fixer un ouvert de Zariski non vide X’ (resp. B’) de
A7} (resp. A}') sur lequel F (resp. G) agit librement ([3], 4.18). On peut alors
prendre X = X'/E et B = B'/G. Soit Y le quotient de X’ par I'action du
sous-groupe A, on a alors X = Y/G. On considere Y comme un X-torseur a
droite sous GG et B’ comme un B-torseur a gauche sous G.

On forme le produit contracté Z =Y x% B : c’est le quotient de (Y x B’)
par Paction simultanée (& droite) de G, donnée par (y,V').g = (y.g,g71.V),
yeY,bVeB' geG. Posons Yg =Y x Bet Xg =X x B. Soit £ un cocycle
de Z'(B, G) correspondant a la classe dans H'(B, G) du torseur B’ — B (qui
est versel au sens de [5], [.5), et soit £x son image dans Z'(Xp, G). Alors Z
est le tordu du G-torseur Yp — Xp par {x ([15], ex. 2 p. 20).

On remarque que Z est stablement k-birationnel a X = Y/G car Z est
un ouvert de (Y x A}")/G, qui est un fibré vectoriel au-dessus de X via
la premiere projection, et tout fibré vectoriel est localement trivial pour la
topologie de Zariski (je remercie J-L. Colliot-Thélene pour cet argument).
Pour montrer les propriétés d’approximation faible voulues sur X, il suffit
donc de le faire pour Z.

Considérons le k-morphisme f : Z — B = B’'/G induit par la deuxieme
projection. Soit k(B) le corps des fonctions de B, posons Xyp) = X X k(B)
et Yip) =Y X, k(B). Alors la fibre générique Z, de f est le tordu du torseur
Yis) — Xk par la restriction? &) de £ & Z'(k(B),G). Fixons une
section s : G — E de la suite exacte 1| — A — F — G — 1 et appelons

%i.e. par son image dans Z'(Xy(p), G)



cum) = S(&u(my) le cocycle de Z1(k(B), E) correspondant. Soit (Afp))*® le
tordu de AZ(B) par le cocycle cy(py.

Par construction, le tordu (Xj g))*® de X’ x; k(B) par cyp) est un

torseur sur Ykg('jé?) = Z, sous le k(B)-groupe tordu ., . A. Ainsi Z, est un

ouvert du quotient de (AZ(B))CMB) par l'action de ., . A. En particulier Z,
est k(B)-unirationnelle car (A} p))*® est k(B)-isomorphe a A} 5 d’apres
le théoreme de Hilbert 90. D’autre part, le méme argument montre que la
fibre en § € B de f s’identifie & un ouvert du quotient de (A})® ~ A}
par le k-groupe abélien (A (agissant linéairement), ou ¢ est la spécialisation
en 6 du cocycle s(¢). En particulier 1'obstruction de Brauer-Manin a 1'ap-
proximation faible est la seule pour toute k-fibre de f. On conclut en appli-
quant le théoreme 3, vu que la k-variété B est k-unirationnelle, donc satisfait
Br,, B/Brk fini.
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3.2. Preuve du théoreme 2

Le raisonnement est tres similaire a celui du paragraphe précédent. On
fixe une représentation linéaire fidele de G dans GL,,, puis un ouvert de
Zariski non vide B" de A}" sur lequel G agit (a gauche) librement, et on note
B = B'/G le quotient étale associé. Le fait que G vérifie (ATF) fournit un
ensemble fini Sy de places tel que H'(k,G) — [ .5 H'(ky, G) soit surjective
pour tout S fini disjoint de Sy ; autrement dit B vérifie ’approximation faible
en dehors de Sy (cf. [1]).

Fixons un ouvert W de GI, sur lequel G agit (a droite) sans point fixe, et
posons U = W/G (c’est un ouvert lisse de V = G’ /G) Soit 7 = G’ x¢ B’
le produit contracté de G], avec B’ : c’est le quotient (étale) de GJ, x B’
par l'action diagonale (a droite) de G, définie par (z,b).g = (z.g, g '.V'). La
projection 7 — B fait de 7 un B-tore; d’apres le corollaire 1, la k-variété
T vérifie 'approximation tres faible, et si 'obstruction de Brauer-Manin a
I’approximation faible est la seule pour B, il en va de méme pour 7.

On a alors & nouveau que la projection G, x% A7 — V fait de G7, x“ A
un fibré vectoriel au-dessus de V', qui est donc localement trivial pour la
topologie de Zariski. De ce fait, la k-variété 7 est k-birationnelle a V' x AJ".
Ainsi si 'obstruction de Brauer-Manin a I'approximation faible est la seule
pour 7 (resp. si 7 vérifie 'approximation tres faible), il en va de méme pour
U, qui est un ouvert lisse de V.

0
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4. Lien avec le probleme de Galois inverse

Dans cette section, quand G est un groupe abstrait, il est sous-entendu
qu’il est considéré comme k-groupe constant ; dans ce cas H'(k, @) est I'en-
semble des homomorphismes continus de 'y, dans G modulo conjugaison par
un élément de G.

Soit G un k-groupe fini. Il est dit mon ramifié en une place non ar-
chimédienne v de k si 'action du groupe d’inertie en v sur G(k) est triviale.
Il revient au méme de dire que G Xy, k, s’étend en un O,-schéma en groupes

lisse G,. Dans ce cas, on note H! (k,,G) le sous-ensemble de H'(k,,G) qui

est 'image de H'(Gal (k™ /k,), G(k)). Cest aussi 'image de H*(O,,G,) dans
H(ky, G).

On dira qu’'un k-groupe fini G possede la propriété d’approximation hyper-
faible (AHF) ¢'il existe un ensemble fini Sy de places de k tel que pour
tout ensemble fini S de places de k disjoint de Sy, 'image de I'application
js : H'(k,G) = I],es H'(ky, G) contienne [], ¢ H} . (ky, G).

Le résultat ci-dessous généralise la remarque de Colliot-Thélene reliant la
propriété (ATF) au probleme de Galois inverse :

Proposition 1 Soit G un groupe (vu comme k-groupe constant). Supposons

que G vérifie l'approximation hyper-faible. Alors G est groupe de Galois sur
k.

Démonstration :  Soit Sy un ensemble fini de places de k tel que I'image
de js contienne [, g HL (ky, G) pour S disjoint de Sy. Soient ci, ..., ¢, les
classes de conjugaisons de G; pour tout i € {1,...,7}, choisissons une place
v; de k non dans Sy et un élément a; de H! (k,.,G) ~ Hom,(Z,G) dont
I'image rencontre ¢;, avec les v; deux a deux distinctes. Par hypothese il
existe a € H'(k, G) dont la restriction a chaque H'(k,,, G) est a;. L’élément
a définit a conjugaison pres un homomorphisme continu de I'y dans G'; soient
alors @ : I'y, — G un représentant de a et H C G son image. Alors la réunion
des conjugués de H rencontre toutes les classes ¢;, donc est égale a G tout
entier. Ceci implique (d’apres le lemme classique déja rencontré) que H = G.
De ce fait le noyau de @ est de la forme Gal (k/L), ot L est une extension
finie galoisienne de k de groupe G.

m|

Il se trouve que la propriété d’approximation hyper-faible se ”transmet”
a priori plus facilement que les autres propriétés de meéme nature. Plus
précisément on a
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Proposition 2 Soit E' un k-groupe fini vérifiant la propriété d’approrima-
tion hyper-faible. Alors il en va de méme de tout k-groupe G qui est un
quotient de E.

Démonstration : Par hypothese il existe un morphisme surjectif p de
k-groupes E' — G. Soit v une place de k telle que E et G s’étendent en des
schémas en groupes &,, G, au-dessus de O,, dont on note E, et G, les fibres
spéciales respectives au-dessus de F,,. Il suffit de démontrer que I'application
HY(O,,&,) — HY(O,,G,) induite par p est surjective, ou encore (d’apres [9],
111.3.11) que lapplication H'(F,, E,) — H*(F,,G,) est surjective. Mais ceci
résulte de [14], T11.2.4., Corollaire 2, vu que le corps fini F, est de dimension
cohomologique 1.

0

On a aussi :

Proposition 3 Soit
1-A—-F—->G—1

une suite exacte scindée de k-groupes avec A abélien. Alors si G possede la
propriété d’approximation hyper-faible, il en va de méme de E.

Démonstration : Soit s : G — FE une section de la suite exacte ci-dessus.
Soit Sp un ensemble fini de places de k tel que : E (et donc aussi A et G)
soient non ramifiés en dehors de Sy, et Sy contient toutes les places de k au-
dessus des entiers divisant ’ordre n de A. Soient S un ensemble fini de places
de k disjoint de Sy et (e,)yes une famille dans [, ¢ H\ (ky, E). Alors Pimage
gv de e, dans H'(k,,G) est dans H! (k,, G), et par hypothese il existe un
élément g de H'(k,G) dont I'image dans [],.q H'(ky, G) par 'application
diagonale est (gy)ves. Posons € = s(g). Pour tout v de S, 'image € de ¢’
dans H'(k,, E) et e, s’envoient sur le méme élément de H'(k,, G). D apres
[14], 1.5.5., Cor. 2, il different par I'action d'un élément a, de H'(k,,. A), ou1
c est un cocycle de Z'(k, G) représentant g et A désigne le k-groupe déduit
de A par torsion via 'action de G sur A associée a la suite exacte. Il suffit
donc de montrer que 'application diagonale

H'(k,. A) = [[ H (ky.c A)
veS
est surjective pour conclure (on modifie ensuite ¢’ par I'action d’un élément
de H'(k,. A) s’envoyant sur (a,).es). Mais ceci résulte de [10], 6.4.b. car pour
v dans S, le module galoisien A’ := Hom(.A, y,,) est non ramifié vu que A,
g, et u, sont par hypothese non ramifiés en v.
O
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5. Propriété (BM) et cohomologie de GG

On considere un k-groupe fini GG, que 'on plonge dans SL,, et note X
la k-variété lisse X = SL,/G. Soit G* T’abélianisé de G, i.e. le quotient du
k-groupe G par son sous-groupe dérivé G, Le G-torseur Y = SL,, — X
est versel ; on appelle Z le quotient de SL,, par I’action du sous-groupe G4,
Notons que, SL, étant un groupe semi-simple et simplement connexe, on
a k*[Y] = k* et PicY = 0. Ainsi k*[X] = k* et nous pouvons appliquer
les résultats de la théorie de la descente de Colliot-Thélene et Sansuc ([2],
[15], section 2.3.) & X. Soit M le T';-module fini dual du k-groupe fini G2,
Alors on a M = Pic X et Z — X est un torseur universel (cf. [8], preuve de
la proposition 5.5), de groupe structural G®°. En particulier le sous-groupe
Br;X = ker[BrX — BrX] de Br X vérifie : Br;X/Brk est isomorphe &
H'(k, M) (et plus précisément, d’apres [15], Th.4.1.1., les éléments de Br; X
sont obtenus comme des cup-produits a U [Z] 4+ ap, avec o € Brk et a €
HY(k, M)).

Définissons le sous-groupe IITL (M) comme le sous-groupe de H(k, M)
constitué des éléments dont la restriction & H'(k,, M) est nulle pour presque
toute place v. Alors IIT! (M) (qui est fini) correspond & un sous-groupe de
Br;X/Brk, qui est inclus dans Br,,;X/Brk d’apres [6], Théoreme 2.1.1.
Notons B, (X) le sous-groupe de Bry, ; X correspondant. Il se trouve que
c’est pour l'obstruction de Manin attachée a ce sous-groupe qu'on a une
traduction agréable :

Théoréme 4 Soit G un k-groupe fini. Alors on a équivalence entre :

a) X (k) = X (kq)B).

b) Pour tout ensemble fini S de places de k, l'image de l'application jg :
HY(k,G) = [l,es H' (ky, G) est constituée des éléments (g,)ves dont limage
(av)ves dans [],cq H* (kv, G*™) provient de H'(k, GP).

Démonstration : e Supposons d’abord qu’on ait a). Comme IIT. (M)
est fini, on peut trouver un systéme fini A de représentants dans B, (X)
de B,(X)/Brk, tel que tout élément de A soit de la forme a U [Z] avec a €
ITIY (M). Soient S un ensemble fini de places et (gy)ves dans [[,cg H' (ku, G).
On appelle b, 'image de g, dans H!(k,, G?*) et on fait 'hypothese qu’il existe
b dans H'(k, G*) dont la restriction & H!(k,, G*) est b, pour v € S. Notre
but est de trouver un point (P,) € X (kq)B) tel que [Y](P,) = g, pour
v € S. En effet on aura alors un point rationnel P € X (k) arbitrairement
proche de P, pour v € S, ce qui implique que [Y](P) € H(k,G) a pour
restriction g, dans H'(k,,G) siv € S.
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On peut supposer que pour tout élément a U[Z] de A, la restriction a, de
a & H'(k,, M) est nulle (quitte & aggrandir S). Comme Y est un G-torseur
versel, on peut déja trouver P, € X(k,) avec [Y|(P,) = g, si v € S. Pour
v non dans S, on prend P, € X(k,) arbitraire. Soit alors a € B, (X) de la
forme a = a U [Z]. Alors, la somme

Y du(@(P) = julan U([Z](R)))

vEQN vEQN

ne change pas si on remplace [Z](P,) par la restriction b, de b. En effet pour
v dans S on a [Z](P,) = b, par hypothese et pour v non dans S, on a a, = 0.

De ce fait
S ua(P) =3 ulas Ub) =0

vEQ veEQ
puisque a U b est un élément de Br k.
e Supposons maintenant qu’on ait b). Soit (P,) dans X (kq)B~*). On

veut montrer que (P,) est dans I'adhérence de X (k) dans X (kq). Soit S un
ensemble fini de places. On a alors une suite exacte :

H'(k,G™) — [[ H' (k,, G™) — TT§(M)" (2)

veS
ot ITL (M) C I} (M) est le sous-groupe constitué des classes dont la res-
triction a H'(k,, M) est nulle en dehors de S et P = Hom(., Q/Z) désigne

le dual. Pour obtenir cette suite exacte, on note que la suite de Poitou-Tate
pour le I'y,-module fini M donne une suite exacte

L (M) — H HY(k,, M) — H'(k,G*™)P
vES

qu'il suffit ensuite de dualiser en utilisant la dualité locale ([14], I1.5). Dans
la suite (2), la fleche de droite est donnée par 1’accouplement

[1H" (., G™) x TTg(M) — Q/Z

veS

((B),a) = > ju((a, Ub,))

vES

qui est nul pour b, = [Z](P,) et a € IIT{(M) vu que c’est aussi

Y il(@U[Z)(R))

vES)
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On en déduit que 1'élément ([Z](P,)),es provient de H(k, G).

Maintenant 1’hypothese b) dit que ([Y](P,)),es provient de H'(k,G).
Cela signifie qu’il existe un tordu Y9 — X du torseur Y par un cocycle
g € Z'(k,Q), tel que pour v dans S, les points P, se relévent en des k,-points
@, de Y9. Alors Y9 est un k-espace principal homogene de SL,,, donc il est k-
isomorphe & SL,, vu que H'(k,SL,) = 0. Comme SL,, vérifie ’approximation
faible, il ne reste plus qu’a approximer les (), par un point rationnel @) et a
projeter () sur X pour obtenir le résultat.

0

A priori B, (X) est plus petit que Bry, ; X (il serait intéressant d’avoir
un exemple explicite ou I'inclusion est stricte). Ce dernier groupe admet la
description suivante :

Proposition 4 Soit X = SL,/G. Alors Bry, ;X/Brk s’identifie au sous-
groupe de H*(k, M) constitués des éléments a qui ont la propriété suivante :
Pour presque tout place v de k, la restriction a, de a a H'(k,, M) est

orthogonale (pour l'accouplement local donné par le cup-produit) au sous-
ensemble Im [H(k,, G) — H'(k,, G*)] de H'(k,, G*).

En particulier si la surjection canonique G — G admet une section (et
plus généralement si I'image de la fleche [H(k,, G) — H*'(k,, G*)] engendre
H'(k,,G*) pour presque toute v), on obtient que Br, ;X = B,(X), ou
encore Bry, ; X/Brk ~ 1L (M).

Démonstration : D’apres ce qu’on a vu ci-dessus, il s’agit de voir a quelle
condition un élément v = aU[Z] de Br, X est dans Bry, ; X. D’apres [6], Th.
2.1.1., c’est le cas si et seulement si pour presque toute place v de k, on a
(a U [Z])(P,) = 0 pour tout P, € X(k,). Or I'ensemble des [Z](P,) pour
P, € X(k,) est précisément Im[H'(k,,G) — H'(k,, G*)] car [Z](P,) est
I'image de [Y](P,) dans H'(k,, G*) et le G-torseur Y — X est versel. Le
résultat en découle.

0
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