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1. Généralités sur les anneaux

1.1. Définitions, premiéres propriétés
Définition 1.1 Un anneau (A, +,.) est la donnée d'un ensemble A et de

deux lois internes +, . vérifiant :

1. (A, +) est un groupe abélien (on notera comme d’habitude 0 le neutre
pour + et —z l'opposé de = € A).

2. La multiplication . est associative et posséde un élément neutre (noté
1).

3. . est distributive par rapport a 4+ : pour tous z,y,z dans A, on a
z(y+z2)=xy+zxzet (y+ 2)r =yr+ zx.

Si la multiplication est commutative, on dit que 'anneau A est commu-
tatif. Noter qu'on a dans tout anneau 0.x = .0 = 0 pour tout x, ot 0 est le
neutre pour l'addition.



Exemples :

1.

L’anneau nul {0}. Il est caractérisé par le fait que dans cet anneau, on
al0=1.

. (Z,+,.), (Z/nZ,+,.) sont des anneaux commutatifs.

. Un corps K est par définition un anneau commutatif, distinct de {0},

tel que tout élément non nul ait un inverse pour la multiplication. On
peut aussi dire qu'un anneau K est un corps si et seulement si K \ {0}
est un groupe pour la multiplication.

. Si A est un anneau commutatif *, on dispose de I’anneau des polynémes

en n variables A[X7, ..., X,,] qui est commutatif.

. Pour tout corps K, (M,(K),+,.) est un anneau, non commutatif si

n > 2.

Définition 1.2 On appelle ensemble des éléments inversibles d'un anneau
A l'ensemble des x € A tels qu’il existe y € A avec zy = yxr = 1. C’est un
groupe pour la multiplication, noté en général A*.

Exemples :

1.
2.

ZF = {+1}.

(Z/nZ)* est 'ensemble des classes m, avec m premier a n. Attention
a ne pas parler d’élément de Z/nZ premier avec n, ce qui n’a pas de
sens en général (on ne peut parler de cette notion que dans un anneau
integre).

. Dans un corps K, on a par définition K* = K \ {0}.

Si K est un corps, K[X1, ..., X,,]* est ’ensemble des polynémes constant
non nul (qui est isomorphe au groupe multiplicatif K*). Ceci reste vrai
si on remplace K par un anneau intégre (voir plus loin) A, et K* par
son groupe des inversibles A*.

Si K est un corps, on a M, (K)* = GL,(K), qui est aussi I’ensemble
des matrices de déterminant non nul. Si on remplace K par un an-
neau commutatif A, alors M, (A)* est 'ensemble des matrices dont le
déterminant est dans A* (via 'identité de la comatrice).

1On peut définir cet anneau de polynémes pour A non-commutatif, mais aucune des
bonnes propriétés habituelles ne se conserve, donc on se limitera dans ce cours au cas
commutatif.



Définition 1.3 Un homomorphisme (ou morphisme) d’anneaux f: A — B
est une application entre deux anneaux vérifiant pour tous z,y de A :

L f(x+y) = f(x)+ f(y).
2. flzy) = f(x)f(y)
3. f(1) =1

On notera que ’application nulle n’est pas un morphisme d’anneaux car
elle ne vérifie pas 3.

1.2. Idéaux, anneaux quotient

On supposera désormais tous les anneaux commutatifs, sauf mention expresse
du contraire (la théorie des anneaux non commutatifs est intéressante, mais
trés différente, et elle n’a pas les mémes applications).

Définition 1.4 Soit A un anneau. Un sous-anneau de A est un sous-groupe
B de (A,+), contenant 1, et stable pour la multiplication. Autrement dit,
cela signifie que B est un anneau pour les lois induites par A, avec le méme
neutre? pour la multiplication.

Cette notion est en pratique souvent moins utile que la suivante :

Définition 1.5 Une partie I d’un anneau commutatif A est un idéal de A
si elle vérifie :

1. I est un sous-groupe de A pour +.

2. Pour tout x de I et tout a de A, on a ax € I.

Remarque 1.6 a) En particulier un idéal de A contient 1 (ou encore contient
un élément inversible de A) si et seulement s’il est égal a A.

b) Si A n’était pas commutatif, il faudrait parler d’idéal a gauche ou
d’idéal a droite (voire d’idéal bilatére si I est stable par multiplication par
un élément de A a droite et a gauche).

Noter aussi qu'un idéal de A n’est pas autre chose qu’'un sous A-module

de A.

2 Attention, 'ensemble des matrices A = (a;;) € M>(K) dont tous les coefficients autres
que aq1 sont nuls est un anneau pour les lois + et X, mais ce n’est pas un sous-anneau
de My(K), car le neutre pour x n’est pas le méme. Plus simplement, {0} n’est pas un
sous-anneau d’un anneau non nul.




Exemples :

1. {0} et A sont des idéaux de A. Ce sont les seuls si A est un corps (et
cette propriété caractérise les corps parmi les anneaux non nuls).

2. Les idéaux de Z sont les nZ avec n € N.

3. Si f: A — B est un morphisme entre deux anneaux commutatifs,
I'image réciproque d’un idéal de B par f est un idéal de A. En parti-
culier le noyau ker f = f71(0) est un idéal de A. Ceci implique qu'un
morphisme de corps (=morphisme entre les anneaux sous-jacents) est
toujours injectif.

Attention, 'image directe d’un idéal par un morphisme d’anneaux n’est
pas toujours un idéal si on ne suppose pas le morphisme surjectif. Par exem-
ple 'image de Z par l'inclusion Z — Q est Z, qui n’est pas un idéal de Q.
Par contre, I'image directe (resp. l'image réciproque) d’un sous-anneau par
un morphisme d’anneaux est bien un sous-anneau.

Proposition 1.7 Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A. Alors
le groupe quotient A/I muni de la multiplication ab := ab est un anneau,
appelé anneau quotient de A par 1. La surjection canonique p : A — A/I est
un morphisme d’anneauz, et [’élément unité de A/ est 1.

Vérification facile, comme dans le cas des espaces vectoriels quotients ou
des groupes quotients.
On a alors immédiatement le théoréme de factorisation habituel :

Theoréme 1.8 Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors il existe
un unique morphisme d’anneaux f A/ker f — B tel que f = fop, ou
p:A— A/ker f est la surjection canonique. De plus f est injectif d’image
Im f, i.e. on a un isomorphisme d’anneauz A/ ker f ~ Im f.

Proposition 1.9 Soit I un idéal d’un anneau commutatif A.

a) Les idéaur de A/I sont ses sous-groupes additifs de la forme J/I, ou
J est un idéal de A contenant I. L’anneau quotient de A/I par J/I est alors
isomorphe a A/J.

b) Soit J; un idéal quelconque de A. Son image p(Jy1) par la surjection
canonique p : A — A/I est lidéal (I + Jy)/I de A/I, qui est isomorphe en
tant que A-module a Jy/(I N Jy).



Démonstration :  a) On sait déja que les sous-groupes additifs de A/l
sont les J/I, ou J est un sous-groupe additif de A contenant J. Si de plus
J/I est un idéal de A/I, alors son image réciproque par p (qui est J vu que
J D I) est un idéal de A, et réciproquement si J est un idéal de A, son
image J/I par la surjection canonique p est bien un idéal de A/I. Enfin,
I'isomorphisme d’anneaux

(A/D/(J/T) = AT

résulte du théoréme de factorisation, comme dans le cas des groupes abéliens.

b) On a clairement p(.Jy) = p(Jy + 1) = (I + J;)/I. L’isomorphisme de
groupes abéliens (I + J;)/I ~ J;/(I N Jy) (vu dans le cas des groupes) est
clairement ici également un morphisme de A-modules (attention, morphisme
d’"idéaux" n’a pas de sens, la notion d’idéal étant relative a I’anneau sous-
jacent).

0

Exemples :

1. Z/nZ est le quotient de Z par I'idéal nZ.

2. L’application P+ P(i) est un morphisme d’anneaux surjectif de R[X]
dans C dont le noyau est I'idéal (X? + 1) engendré par le polynome
X?+1 (pour le voir effectuer la division euclidienne par X?+1). On a

donc un isomorphisme d’anneaux R[X]/(X?+1) ~ C et R[X]/(X?+1)
est un corps (on peut prendre cela pour définition de C!).

1.3. Anneaux intégres

Définition 1.10 Un anneau commutatif A est dit intégre s’il est non nul, et
si pour tous a,b de A, la condition ab = 0 implique a = 0 ou b = 0.

Noter que la propriété analogue si 'anneau A n’est pas supposé com-
mutatif s’appelle plutdt anneau sans diviseur de zéro ("domain" en anglais,
tandis qu’anneau intégre se dit "integral domain" et corps se dit "field").

Exemples :
1. Z est intégre.

2. Pour n € N*, Z/nZ est intégre si et seulement si n est premier.



3. Tout corps est un anneau intégre (mais pas réciproquement, par exems-
ple Z n’est pas un corps).

4. Tout sous-anneau d’un anneau intégre (par exemple d'un corps) est
integre.

5. Si A est intégre, les anneaux A[X], A[Xq,..., X,] sont intégres (et ré-
ciproquement).

On rappelle le résultat classique suivant :

Proposition 1.11 Soit A un anneau intégre; alors il existe un corps K et
un homomorphisme injectif i = A — K tel que pour tout morphisme injectif
f d’anneaux de A vers un corps K', il existe un unique morphisme de corps
j: K — K' tel que f = joi. K est unique a isomorphisme pres, et s’appelle
le corps des fractions de A. On le note Frac A.

Cela signifie donc que K est le "plus petit corps" contenant A, tout
¢lément de K s’écrit o/y avec © € A et y € A non nul; ainsi un anneau
est intégre si et seulement s’il est sous-anneau d'un corps. Par exemple
FracZ = Q, et Frac (K[X]) = K(X) (le corps des fractions rationnelles en
une indéterminée). Noter que l’anneau nul n’a pas de corps des fractions
(ce qui justifie qu’il ne soit pas intégre par convention). Pour construire
K = Frac A, on considére les couples (a,b) avec a € Aet b € A\ {0}, et on
définit ensemblistement K comme le quotient de I’ensemble de ces couples
par la relation d’équivalence : (a,b) ~ (¢,d) ssi ad = be. On vérifie alors que
K, muni des lois

(a,b)(c,d) := (ac,bd); (a,b) + (¢,d) = (ad + be, bd),

est un corps (dans lequel (a,b) correspond a a/b) qui vérifie les propriétés
voulues.

Définition 1.12 Un anneau commutatif A est dit principal s’il est intégre
et si tous ses idéaux sont principaur, i.e. de la forme (a) = aA avec a € A.

Par exemple Z et K[X] (quand K est un corps) sont principaux. Si
n € N* n’est pas premier, alors Z/nZ n’est pas un anneau principal (bien
que tous ses idéaux soient principaux) car il n’est pas intégre. Un corps est
trivialement un anneau principal.

Définition 1.13 Un idéal I de A est dit premier si A/I est intégre. De
maniére équivalente cela signifie : A # I, et la condition ab € [ implique
acloubel.



Exemples :
1. Les idéaux premiers de Z sont {0} et les nZ pour n premier.
2. Un anneau A est intégre si et seulement si {0} est premier.
3. Les idéaux (X7) et (X7, X3) sont tous deux premiers dans K[X7, Xs].

a

2. Divisibilité dans les anneaux intégres

Dans tout cette section, A désigne un anneau commutatif, supposé intégre
sauf mention explicite du contraire.

2.1. Eléments irréductibles

Définition 2.1 Soient a,b dans A. On dit que a divise b et on écrit a|b sl
existe ¢ € A tel que b = ac. En termes d’idéaux, c’est équivalent a (a) O (b).

En particulier 0 ne divise que lui-méme, et un élément de A* divise tous
les éléments de A.

Proposition 2.2 Soient a,b dans A. Alors (alb et bla) si et seulement s’il
existe u € A* tel que a = ub. On dit alors que a et b sont associés.

Démonstration : On peut supposer a et b non nuls (sinon le résultat
est trivial). Si a = ub avec u € A*, alors bla et b = u~'a donc alb. En sens
inverse si a = bc et b = ad avec ¢,d dans A, alors a = adc donc dc = 1 par
intégrité de A, soit ¢ € A*.

0

La relation "étre associé" est d’équivalence sur A ou A\ {0}; en termes
d’'idéaux, a est associé & b si et seulement si (a) = (b).

Définition 2.3 On dit qu'un élément p de A\ {0} est irréductible s’il vérifie
les deux propriétés suivantes :

1. p n’est pas inversible dans A.

2. La condition p = ab avec a, b dans A implique que a ou b soit inversible.



La deuxiéme condition signifie que les seuls diviseurs de p sont ses associés
et les inversibles de A. On fera bien attention au fait que par convention, les
éléments de A* ne sont pas irréductibles (tout comme 1 n’est pas un nombre
premier).

Exemple 2.4 a) Les irréductibles de Z sont les +p avec p nombre premier.

b) Les éléments irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et
les polynomes de degré 2 sans racine réelle. Les irréductibles de C[X] sont
les polynomes de degré 1.

¢) Un corps n’a pas d’éléments irréductibles.

d) L'anneau A = Z[iv/5] = Z[T]/(T? + 5), qui est aussi le sous-anneau
de C constitué des a + biv/5 avec a,b € Z, est intégre. Si z = a+ biv/5 € A,
posons N(z) = |z]* = a? + 5b%. On observe que N(z) € N et que N(z22') =
N(z)N(2'). En particulier, si z € A*, alors I'égalité N(z)N(z') = 1 implique
N(z) = 1, ce qui implique que z = 1 ou z = —1 puisque N(z) = a® + 5b%.
Comme 1 et —1 sont évidemment inversibles, on a A* = {£1}. Un exemple
d’irréductible de A est 3, car si 3 = 2z’ avec z, 2’ dans A, alors 9 = N(3) =
N(2)N(z'), ce qui implique que N(z) = 1 vu que N(z) divise 9 et ne peut
pas valoir 3 (parce que I’équation a® + 50> = 3 n’a pas de solutions avec a, b
entiers); or N(z) = 1 implique comme on l'a vu que z € {£1}. On vérifie
de méme que 2 — iv5 et 2+ iy/5 sont irréductibles, et aucun des deux n’est
associé a 3 puisque A* = {#+1}. Ainsi, 9 a deux décompositions différentes
en produit d’irréductibles : 9 = 3 x 3 = (2—1iv/5)(2+4v/5). Ceci va conduire
dans le paragraphe suivant au fait que 'anneau A n’est pas ce qu’on appelle
factoriel.

2.2. Anneaux factoriels et noethériens

On suppose toujours que A est un anneau intégre.

Définition 2.5 On dit que deux éléments a et b de A sont premiers entre
eux sl leurs seuls diviseurs communs sont les éléments de A*.

On a l’analogue du théoréme de Bezout quand A est principal :

Proposition 2.6 Soit A un anneau principal. Deux éléments a et b de A
sont premiers entre eux si et seulement s’il existe u,v dans A tels que ua +
vb=1 (i.e. si A= (a,b) =aA+bA, idéal engendré par a et b).

Plus généralement, dans tout anneau principal, on peut définir un p.g.c.d.
(unique & multiplication par un inversible prés) de deux éléments a et b
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comme un générateur de 'idéal (a,b). On verra que cette notion s’étend a
tout anneau factoriel, mais cette définition via 'idéal (a, b) n’est plus valable
dans ce cadre si I’anneau n’est pas principal.

Démonstration : Si 1 = ua + bv, alors tout diviseur commun de a et
b divise 1, donc est inversible (cette implication est vraie dans tout anneau
commutatif). En sens inverse, si a et b sont premiers entre eux, alors I'idéal
(a,b) s’écrit (d) avec d € A car A est principal. En particulier d divise a et
b, donc est inversible donc (d) = A; ceci signifie exactement qu'il existe u, v
dans A tels que ua + vb = 1.

0

Notons que dans 'anneau A = K[X,Y] (ou K désigne un corps), les
polynémes X et Y sont premiers entre eux mais ne satisfont pas A = (X,Y)
(par exemple parce que tout polynéme de (X,Y’) s’annule en (0,0)). Ainsi
K[X,Y] n’est pas principal.

Remarque : Rappelons au passage que tout anneau euclidien comme Z,
K[X] (si K est un corps), ou encore Z[i], est principal. Un anneau intégre A
est euclidien s’il existe une application v : A\ {0} — N ("stathme euclidien")
vérifiant la propriété suivante : pour tous a,b € A\{0}, il existe ¢, € A (pas
forcément uniques) avec a = bg + r et : v(r) < v(b) ou r = 0. Il existe des
anneaux principaux non euclidiens (cf. par exemple le livre de D. Perrin pour
I'exemple de Z[%E]) Pour voir qu’un anneau euclidien A est principal, il
suffit de remarquer que si I est un idéal non nul de A, alors il est engendré
par tout élement b de I tel que v(b) soit minimal (puisque’alors tout élément
x de I s’écrit © = bgq + r, avec r nul puisque v(r) < wv(b) contredirait la
minimalité de v(b)).

On aimerait quand méme avoir une théorie de la divisibilité raisonnable
pour des anneaux plus généraux que les anneaux principaux. C’est ce qui
motive l'introduction de la notion d’anneau factoriel.

Définition 2.7 Un anneau commutatif A est dit factoriel s’il vérifie les trois
propriétés suivantes :

1. A est inteégre.

2. Tout élément non nul a de A s’écrit comme produit

a = upy...pr (1)



avec u € A* et les p; irréductibles 3.

3. Il y a unicité de cette décomposition au sens suivant : si a = vq;...qs en
est une autre (avec v inversible et les ¢; irréductibles), alors r = s et il
existe une permutation o de {1, ..., 7} telle que pour tout i de {1, ..., 7},
les éléments p; et g,(;) soient associés.

Remarques : a) Comme pour principal, on n’oubliera pas la condition
d’intégrité de A.

b) Une autre formulation, souvent plus commode, de 'unicité, est la
suivante : fixons un systéme de représentants irréductibles P de A, i.e. un
ensemble d’éléments irréductibles tels que tout irréductible de A soit associé
a un et un seul élément de P. Alors tout élément non nul @ de A s’écrit d’une
maniere unique a = u [ [ cp p"™ avec u € A*, et (n,),ep famille presque nulle
d’entiers naturels. On note alors n, = v,(a). Avec cette notation, on a :
a divise b si et seulement si v,(a) < v,(b) pour tout p € P. Noter qu’en
général, l'existence d’un tel P résulte de I'axiome du choix. Pour A = Z, on
peut prendre I’ensemble des nombres premiers et pour A = K[X] (ou K est
un corps) 'ensemble des polynémes irréductibles unitaires.

Il se trouve que la plupart des anneaux intégres que l'on rencontre en
algeébre ont la propriété d’existence de la décomposition (la propriété forte
est 'unicité). Plus précisément, ceci est lié a la notion suivante :

Proposition 2.8 Soit A un anneau commutatif (pas forcément intégre). Les
trois propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Pour tout idéal I de A, il existe un nombre fini xq,...,x, d’éléments
de I tels que I = {>" | a;x;,a; € A} (autrement dit : tout idéal de A est
engendré par un nombre fini d’éléments).

it) Toute suite croissante Iy C Iy C ...I,, C ... d’idéaux est stationnaire
(autrement dit : il existe un indice k tel que I, = I pour tout n > k).

iii) Toute famille non vide E d’idéaux de A posséde un élément mazximal
pour linclusion (i.e. un élément I de E tel que si J est dans E et J D I,
alors J =1).

On dit que A est noethérien s’il vérifie ces propriétés.

Démonstration : i) implique ii) : soit (I,,) une telle suite, alors la réunion
I des I,, est encore un idéal car la famille (1,,) est totalement ordonnée pour

3Si a n’est pas inversible, le produit des p; qui apparait n’est pas un produit vide, et
on peut remplacer up; par p;, donc se passer de I'unité u dans la décomposition.
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I'inclusion (ainsi si z,y sont dans la réunion, il existe un méme indice n tel
que x,y € I,; il est alors clair que x + y et az sont dans I,, pour tout a € A).
Soient 1, ..., x, des éléments de I qui I’engendrent, alors chaque x; est dans
I'un des I,,, donc il existe ny (le plus grand des indices correspondants) tel
que I, les contienne tous. Alors I = I, et la suite ([,,) stationne & I,,,.

ii) implique iii) : si une famille non vide d’idéaux de A n’a pas d’élément
maximal, on construit par récurrence une suite infinie strictement croissante
d’idéaux de A, ce qui contredit ii).

iii) implique i) : soit I un idéal de A, alors la famille £ des idéaux J C [
qui sont engendrés par un nombre fini d’éléments est non vide (elle contient
{0}). Soit Jy un élément maximal de E, alors pour tout x de I, I'idéal Jy+xA
est aussi dans F, donc Jy+xA = Jy par maximalité. Ceci signifie que x € Jy
Finalement I = Jy et I est engendré par un nombre fini d’éléments.

0

Par exemple via la propriété i), il est clair que tout anneau principal
est noethérien et le quotient d’'un anneau noethérien par tout idéal reste
un anneau noethérien via la proposition 1.9. Il se trouve (voir exercices)
que si A est noethérien, on a aussi A[X] noethérien et donc par récurrence
A[Xq, ..., X,,] est noethérien, ce qui implique que la plupart des anneaux qu’on
rencontre (qui apparaissent comme quotients d’un anneau de polynémes sur
un corps ou sur Z, voir aussi la section 3) sont noethériens.

Proposition 2.9 Soit A un anneau intégre noethérien. Alors tout élément
non nul a de A admet une décomposition en produit d’irréductibles.*

Démonstration :  Soit F 'ensemble des idéaux de A de la forme x A avec
x ne s’écrivant pas comme produit d’irréductibles (en particulier, un tel x
n’est pas inversible). Si F n’était pas vide, il admettrait un élément maximal
(a) = aA. En particulier a n’est alors pas irréductible, donc comme il n’est
pas inversible il s’écrit a = bc avec b, ¢ dans A non associés & a. Mais alors
les idéaux (b) et (c) contiennent strictement (a), donc par maximalité b et ¢
se décomposent en produit d’irréductibles, ce qui contredit le fait que a ne
s’écrit pas comme produit d’irréductibles.

0

La proposition suivante donne un critére pour qu’un anneau soit factoriel
quand on connait déja l'existence de la décomposition en irréductibles.

4(C’est ici un léger abus de langage pour dire que tout élément non nul admet une
décomposition du type (1), i.e. est produit d’un inversible par un produit d’irréductibles.
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Proposition 2.10 Soit A un anneau intégre tel que tout élément non nul
de A admette une décomposition en produit d’irréductibles, par exemple un
anneau noethérien. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est factoriel.
2. Sip € A est irréductible, alors l’idéal (p) est premier.

3. Soient a,b,c dans A\ {0}. Sia divise bc et est premier avec b, alors a
divise ¢ ("lemme de Gauss").

Démonstration : 3. implique 2. : déja (p) # A car p n’est pas inversible
puisqu’irréductible. Si maintenant p divise ab et ne divise pas a, alors p
est premier avec a puisque p est irréductible (donc un diviseur commun non
inversible de a et p serait associé a p, et p diviserait a), d’ou p divise b d’aprés
3. Ainsi (p) est premier.

2. implique 1. : Soit P un systéme de représentants irréductibles. Si
U Hpep P =0 Hpep p" sont deux décompositions, alors la condition m, >
n, pour un certain ¢ de P impliquerait que ¢ divise Hpépm 2P donc 'un
des facteurs d’aprés 2. Mais ¢ ne peut diviser p pour p € P distinct de ¢ car
P est un systéme de représentants irréductibles. Ainsi m, = n, pour tout
p € P, puis u = v par intégrité de A.

1. implique 3. : on décompose a, b, ¢ comme ci-dessus (il y a unicité
de la décomposition puisque A est supposé factoriel). Alors pour tout p de
P, vy(a) < vy(b) + vy(c) (car a divise be) et v,(b) > 0 implique v,y(a) = 0
(car a est premier avec b). Finalement on a v,(a) < v,(c) aussi bien quand
v,(b) = 0 que quand v,(b) > 0. Ainsi a divise c.

m|

Theoréme 2.11 Tout anneau principal A est factoriel.

Démonstration : Comme A est noethérien, on connait déja l'existence
de la décomposition en irréductibles par la proposition 2.9. Il suffit donc
de montrer (en utilisant la caractérisation 2. de la proposition 2.10) que si
p € A est irréductible et si p divise xy avec x,y € A, alors p divise x ou y.
Supposons donc que p ne divise ni x ni y. Comme p est irréductible, ceci
implique que p est premier avec x et avec y. Comme A est principal, il existe
(Bezout) des éléments a,b,c,d € A avec ap+bxr = 1l et cp+dy = 1. En
multipliant, on obtient (acp + ady + bex)p + (bd)zy = 1, ce qui montre que
p et (zy) sont premiers entre eux. En particulier, p ne divise pas zy.

0
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Remarque 2.12 Si on connait la notion d’idéal maximal d’un anneau A
(c’est un idéal I qui est maximal parmi les idéaux autre que A, ou encore tel
que A/I soit un corps, cf. exercices; en particulier un tel idéal est premier),
on peut aussi montrer directement que dans un anneau principal, tout idéal
engendré par un élément irréductible est maximal.

Exemples :

1. Z est factoriel (on peut prendre pour P l’ensemble des nombres pre-
miers).

2. K[X] est factoriel (on peut prendre pour P l'ensemble des polynoémes
irréductibles unitaires).

3. Il y a des anneaux factoriels non principaux, méme noethériens, par ex-
emple K[X7, ..., X,] sin > 2. Aussi, 'anneau K[(X,)nen+] est factoriel
(ces résultats seront vus dans le cours sur les anneaux de polynomes)
mais pas noethérien. Cela ne marche pas non plus pour le quotient
d’un anneau factoriel pour un idéal premier, voir I'exemple suivant ol
Z[T] est factoriel mais pas son quotient par (T2 + 5).

4. L’anneau A = Z[iv/5] = Z[T]/(T? 4 5), qui est aussi le sous-anneau de
C constitué des a + biv/5 avec a,b € Z, est intégre et noethérien mais
n’est pas factoriel (cf. exemple 2.4, d). En effet A* = {£1}, et on a
deux décompositions

9=3x3=(2—14iV5)(2+iV5)

dans A, alors que 3 est irréductible, mais n’est associé a aucun des
irréductibles 2 — i\/g, 2 + /5.

5. Un sous-anneau d’un anneau factoriel (resp. noethérien) ne le reste
pas forcément, puisque tout anneau intégre est un sous anneau de son
corps des fractions, lequel est évidemment un anneau principal.

Proposition 2.13 Si A est un anneau factoriel, alors deuz éléments non
nuls a et b de A (et plus généralement toute famille d’éléments de A\ {0})
ont un pgcd, bien défini a association pres.

Rappelons quun pged (plus grand commun diviseur) de a et b est un
diviseur commun d de a et b, tel que tout autre diviseur commun divise d;
"grand" fait réference a la relation d’ordre partiel "divise" sur ’ensemble
quotient de A\ {0} par la relation d’association.
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La proposition est immédiate en décomposant a et b suivant un systéme
de représentants P, un pged étant Hpep pmin@e(@):p () (et de méme pour une
famille quelconque d’éléments de A\ {0}). On étend immédiatement ceci
a une famille d’éléments de A, le pged étant alors le méme que celui de la
famille a laquelle on a éventuellement enlevé 0 (le pged de la famille vide, ou
encore de la famille réduite & 0, est 0). Notons que deux éléments de A sont
premiers entre eux si et seulement si leur pged est 1.

On a de méme un ppem de a et b (plus petit commun multiple) en prenant
Hpep prax(p(@)p () notion qu’on peut étendre & une famille finie d’éléments
de A\ {0}.

3. Notion de A-algébre

On désigne toujours par A un anneau commutatif.

Définition 3.1 Une A-algébre est un anneau commutatif ® B équipé d’un
morphisme d’anneaux (pas forcément injectif) ¢ : A — B.

Notons que B est alors munie d’une loi externe (qui en fait un A-module)
définie par a.b = p(a)b pour tous a € A,b € B. On peut alors poser :

Définition 3.2 Un morphisme de A-algébres f : B — C est un morphisme
d’anneaux qui vérifie de plus f(a.b) = a.f(b) pour tous a € A,b € B. Une
sous-A-algébre de B est un sous-anneau C' de B qui vérifie de plus a.c € C
pour tous a € A,c € C.

Noter que 'image d’un morphisme f : B — C de A-algébres est une sous
A-algeébre de B, et le noyau ker f est un idéal de I'anneau B. Le théoréme
de factorisation pour les anneaux s’étend immédiatement aux morphismes
de A-algébres.

Exemple 3.3 a) Tout anneau commutatif B est ipso facto une Z-algébre
via le morphisme n — n.1 de Z dans B.

b) L’anneau A[X1,...X,,] est une A-algeébre via l'injection canonique A —
AlXq, .. X,

c) Si r € N*, 'anneau produit A" est une A-algébre via le morphisme
a— (a,a,..,a) de A dans A".

50n peut définir la méme notion en ne supposant pas ’anneau B commutatif, mais
dans ce cours nous n’aurons a considérer que des A-algébres commutatives. En fait, on

peut méme généraliser aux A-modules B munis d’une application bilinéaire de B x B dans
B.
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Exemple 3.4 Soient P,Q,...,Q, € A[Xy, .., X,,]. On dispose du polyndéme
R = P(Qy, ...,Q,) obtenu en substituant @); a l'indéterminée X;. Plus pré-
cisément, le polynéme R est I'image de P par I'unique morphisme® de A-
algeébres qui envoie X; sur ;. En particulier, on a P = P(Xy,...X,,) par
deéfinition (ce qui justifie ’emploi des deux notations !). Quand n = 1, on
note souvent P o @ le polynome de A[X] défini par (P o Q)(X) = P(Q(X)).

Définition 3.5 Soit B une A-algébre. Soit S une partie de B. La sous-A-
algebre de B engendrée par S est I'ensemble C' des P(xy, ..., x,) avec n € N*,
T, ..ty €S et P e A[Xy, ..., X,

Il est immédiat que C est la plus petite sous-A-algébre de B contenant

S.

Proposition 3.6 Soit B une A-algébre. Alors il existe une partie finie S =
{b1,...,b,} de B engendrant B si et seulement si B est isomorphe au quotient
de A[X1, ..., Xp| par un idéal I. On dit alors que la A-algébre B est engendrée
par une partie finie.”

Démonstration : Il est immédiat que la A-algébre A[Xy, ..., X,,|/ est
engendrée par les images de Xy, ..., X, via la surjection canonique, qui con-
stituent donc une partie finie ’engendrant. En sens inverse, si B est une
A-algébre engendrée par S = {by, ..., b,}, il existe un (unique) morphisme de
A-algebres f : A[Xy, ..., X,,| = B envoyant X; sur b;. L'image de f contient
les b;, donc est égale & B (qui est engendrée par les b;). On conclut avec le
théoréme de factorisation.

0

Notons que si A est noethérien, alors A[Xq, ..., X,,| aussi, et donc toute
A-algébre engendrée par une partie finie est un anneau noethérien.

5Voir les exercices pour ’existence et I'unicité de ce morphisme, qui résulte essentielle-
ment de la définition d’un anneau de polynémes.

7On peut aussi dire "de type fini", mais il y a alors une ambiguité entre étre de type
fini comme A-algébre et comme A-module. Typiquement, si par exemple K est un corps,
K[X] est de type fini comme K-algébre mais pas comme K-espace vectoriel.
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