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1. Cohomologie des groupes finis

Dans toute cette section, G' désigne un groupe fini! (dont la loi est notée
multiplicativement et 1’élément neutre 1). Notre but est ici de donner les
propriétés essentielles de la cohomologie d'un tel groupe; pour les détails
des démonstrations, on pourra par exemple se reporter aux deux premiers
chapitres de [4].

Rappelons que [algébre du groupe G est l'ensemble Z[G] des sommes

formelles
ang, ng €4
geG

muni de 'addition évidente et du produit de convolution

(Z ngg)(z mgg) = Z ngmg’gg/

geG geG (9,9)EGXG

En particulier Z[G] est un anneau, non commutatif si G n’est pas abélien.

1.1. Notion de G-module

Définition 1.1 Un G-module est la donnée d’'un groupe abélien (A, +) et
d’une action (g, z) — g.x de G sur A telle que pour tout g de G I'application
g : x +— g.x de A dans A soit un morphisme de groupes abéliens.

On a donc les régles de calcul : g.(¢'.x) = (99').x, l.x =z, et g.(x +y) =
g.x + g.y, valables pour tous g, ¢ de G et pour tous x,z’ de A.

De fagon équivalente, un G-module est la donnée d'un module (& gauche)
sur 'anneau R := Z[G].

1. Beaucoup de résultats de cette section sont valables pour un groupe quelconque,
mais dans ce cours nous n’utiliserons que la cohomologie des groupes finis et profinis, celle
de ces derniers se ramenant au cas fini.



Définition 1.2 Un morphisme de G-modules (ou G-morphisme) f : A — A’
est un morphisme de groupes abéliens qui commute aux opérations de G, i.e.
tel que f(g.x) = g.f(z) pour tout = de A et tout g de G. Cela revient a dire
que f est un morphisme de R-modules.

On définit de maniere évidente les notions d’isomorphisme de G-modules,
de sous G-module, de suite exacte de G-modules etc. Si A et A’ sont des
G-modules, on note alors Homg (A, A’) 'ensemble des G-morphismes de A
dans A’; c’est un groupe abélien pour I'addition, qui est un sous-groupe du
groupe Homz (A, A") des morphismes de groupes abéliens de A dans A’ (non
nécessairement compatibles avec l'action de G).

Exemples. a) Pour tout groupe abélien A, l'action triviale de G sur A
(définie par g.x = x pour tout g € G et tout x € A) fait de A un G-module.

b) Le groupe abélien Z[G] est muni d’une structure canonique de G-
module via ’action a gauche de G sur lui-méme par translation.

¢) Si A et B sont des G-modules, alors Homgz (A, B) est un G-module pour
I'action de G définie par (g.f)(z) = g.f(¢7'.x), g € G, f € Homgz(A4, B),
x € A.

d) Soit L une extension finie galoisienne de groupe G d’un corps K. Alors
L et L* sont tous deux des G-modules pour l'action de G = Gal (L/K).

L’exemple suivant est particulierement important :

Définition 1.3 Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. Soit A
un H-module. On définit un groupe abélien IZ(A) comme I'ensemble des
applications f : G — A vérifiant f(hg) = hf(g) pour tous g € G, h € H.
Ce groupe abélien est alors muni d’une structure de G-module via la formule
(9.£)(¢") = f(g'g) pour tous g,g" de G. On dit que IZ(A) est induit de H
a G du H-module A. En particulier si H est le sous-groupe trivial et A est
un groupe abélien, on note simplement I(A) I'induit correspondant, qu’on
appelle G-module induit du groupe abélien A.

Remarque : Comme G est fini, on vérifie que I (A) est aussi isomorphe
au G-module Z[G] ® A, I'action de G étant sur le premier facteur.

Définition 1.4 On dit qu'un G-module M est induit s’il existe un groupe
abélien A tel que M soit isomorphe a I(A) ~ Z[G] ® A.

De fagon équivalente, M est induit si et seulement s’il contient un sous-
groupe X tel que M soit la somme directe des g.X pour g € G.



1.2. Cohomologie d’un G-module

Fixons un groupe fini G. Les G-module forment une catégorie abélienne,
que I'on notera Modg (elle est bien sur équivalente a la catégorie Modg des
R-modules a gauche, on R = Z[G]).

Pour tous G-modules A et A’, le foncteur covariant Homg (A, .) et le fonc-
teur contravariant Homg(., A") sont exacts a gauche (vérification immédiate).

Définition 1.5 Un G-module A est dit projectif si Homg (A, .) est exact. Un
G-module A’ est dit injectif si Homg(., A") est exact.

Rappelons qu'un G-module est projectif si et seulement s’il est facteur
direct d'un Z[G]-module libre. Si A est un G-module et I un sous G-module
injectif de A, alors I est un facteur direct de A (autrement dit il existe un
sous G-module B de A tel que A =1 B).

O

Proposition 1.6 Pour tout G-module A, il existe un G-module induit [
muni d’un G-morphisme injectif A — 1.

En effet si I = Ig(A) = Homgz(Z[G], A) est 'induit de A, on plonge A
dans I5(A) en associant a tout a € A l'application g — g.a de G dans A.
O

Définition 1.7 On dit qu'un G-module est relativement injectif (ou faible-
ment injectif) s’il est facteur direct d'un G-module induit I5(A) (ou A est
un groupe abélien).

D’apres ce qui précede, tout G-module injectif est relativement injectif.
D’autre part, comme nous avons supposé G fini, cette notion coincide avec

celle de G-module relativement projectif, i.e. facteur direct d’'un G-module de
la forme Z[G] ® A.

La catégorie Modg posséde suffisamment d’injectifs (i.e. tout G-module
est isomorphe a un sous-module d’'un G-module injectif). C’est en fait une
propriété générale des catégories de modules, conséquence du fait que Q/Z
est injectif dans la catégorie des groupes abéliens (car il est divisible) et de ce
que si [ est injectif dans la catégorie des groupes abéliens, alors le R-module
Homgz(R, I) est injectif dans Modg, cf. [14], paragraphe 2.3.

Il en résulte que pour tout foncteur additif, covariant et exact a gauche
F : Modg — B (ou B est une catégorie abélienne, par exemple la catégorie



Ab des groupes abéliens), on peut définir les foncteurs dérivés (a droite) R'F
pour 7 > 0. Rappelons qu’en particulier R'F = F et si

0—-A -A—-A"=0

est une suite exacte dans Mod, on a des morphismes naturels (i.e. fonctoriels
vis & vis des morphismes de suites exactes) ¢° : R'F(A") — R F(A') qui
induisent une longue suite exacte

.= RF(A) = RF(A) = RF(A") % RTF(AY) - ..

On pourra se reporter au chapitre 2 de [14] pour les propriétés générales des
foncteurs dérivés. Rappelons seulement comment on obtient les R'F(A) a
partir d’une résolution injective? de A (i.e. une suite exacte ou tous les
sont des G-modules injectifs)

0—-A—Iy—>1 — 1, — ..

Les R'F(A) sont les groupes de cohomologie du complexe

(par exemple R'F(A) s’obtient comme le quotient de ker[F'(I;) — F(I,)] par
Im [F(Iy) — F(I;)]). Plus généralement, on peut calculer les R'F(A) avec
n’importe quelle résolution (1;) telle que les tous les I; soient acycliques, i.e.
vérifient R'F(I;) = 0 pour tout ¢ > 0, cf. [14], paragraphe 2.4.

Notons aussi que tout G-module est quotient d’'un G-module projectif
(par exemple d’'un module libre sur 'anneau R := Z[G]), autrement dit la
catégorie des G-modules possede suffisamment de projectifs.

Pour tout G-module A, notons A le sous-groupe de A constitué des
éléments x qui vérifient g.x = 2 pour tout g de G. Le foncteur F : A s A%
de Modg dans Ab est covariant et exact a gauche. On peut donc définir ses
foncteurs dérivés a droite R'F et on pose

H'(G,A) := R'F(A)

pour tout G-module A. Ces groupes sont “fonctoriels en A” de fagon co-
variante, c’est-a-dire qu’un morphisme de G-modules ¢ : A — B induit
pour tout 4 > 0 un homomorphisme de groupes abéliens o, : H(G, A) —
Hi(G, B), avec de plus les formules (¢+1), = p.+1, et (po1)), = @.01,; en

2. L’existence d'une telle résolution découle de ce que la catégorie des G-modules
possede suffisamment d’injectifs.



particulier si ¢ est la multiplication par un entier m > 0 dans un G-module
A, alors ¢, est la multiplication par m dans H'(G, A). On en déduit que si A
est de m-torsion, alors H'(G, A) est de m-torsion. Si G est le groupe trivial,
on a bien entendu H*(G, A) = 0 pour tout i > 0 vu que le foncteur A — AY
est évidemment exact dans ce cas.

Les H'(G, A) peuvent se calculer a partir d’une résolution injective (ou
méme d’une résolution acyclique) comme expliqué au paragraphe précédent.
Les propriétés générales des foncteurs dérivés (qui découlent de ce calcul)
donnent alors :

Theoréme 1.8 a) On a HY(G, A) = A°.
b) On a H'(G, A) = 0 pour tout G-module injectif A et tout i > 0.

¢) Pour toute suite exacte courte
0—+A—=B—-C—=0

de G-modules, on a une suite exacte longue
0 AC = B® = ¢ % HY(G, A) = HYNG, B) — HY(G,0) 5 HX(G, A) — ...

et les 0° dépendent fonctoriellement de la suite exacte considérée.

Comme il est plus facile de construire des G-modules projectifs (par
exemple libres) qu’injectifs, on a souvent intérét a utiliser un autre procédé
pour calculer les H'(G, A). On observe que le foncteur A — A% de Modg
dans Ab s’identifie au foncteur A — Homg(Z, A) (ou l'action de G sur Z
est triviale). Il en résulte que H'(G, A) = ExtL(Z, A), les Ext,(Z,.) étant
par définition les foncteurs dérivés du foncteur Homg(Z,.). Une propriété
générale des Ext dans les catégories de modules ([14], théoréme 2.7.6.) donne
que les Ext(Z, A) s'obtiennent également comme les foncteurs dérivés (ap-
pliqués a Z) du foncteur contravariant Homg(., A). On peut donc les calculer
en choisissant une résolution projective de Z (par exemple par des G-modules
libres) :

. > PP 1 —.—-P—>F—>72Z—0

et les H'(G, A) apparaissent alors comme les groupes de cohomologie du
complexe

0 — Homg (P, A) — Homg (P, A) — Homg (P2, A)...

Par exemple H'(G, A) est le quotient de ker[Homg(P;, A) — Homg(Ps, A)]
par Im [Homg(FPy, A) — Homg( Py, A)].
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On aimerait maintenant généraliser le theoreme 1.8, b) en utilisant cette
nouvelle méthode de calcul de la cohomologie. On commence pour cela par
une proposition générale (dont la preuve consiste en un calcul un peu long,
mais sans difficultés).

Proposition 1.9 Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Soit A un
H-module. Alors pour tout G-module B, le groupe Hompy (B, A) s’identifie
canoniquement ¢ Homg(B, IH(A)).

Le cas H = {1} donne Homgz(B, A) = Homg(B, I(A)). On peut alors
obtenir assez facilement, en utilisant le calcul des groupes de cohomologie via
la résolution projective de Z :

Proposition 1.10 Soit A un G-module relativement injectif. Alors pour tout
i>0onaH(G A =0.

Autrement dit : les G-modules relativement injectifs sont acycliques.
Corollaire 1.11 Soit

0A—-1—-+B—=0

une suite exacte de G-modules avec I relativement injectif (par exemple in-
duit). Alors pour tout i > 0, on a H'(G, B) = H"™™ (G, A) et la fleche “co-
bord” H°(G, B) — H' (G, A) est surjective.

Démonstration : Cela résulte de la suite exacte longue de cohomologie
et de la proposition précédente.
O

Ce corollaire est utile car il permet souvent de démontrer des propriétés
des H'(G, A) par “décalage” en raisonnant par récurrence sur i.

Proposition 1.12 Soit (A;)jc; un systéme inductif* de G-modules et A :=
hﬂj A; le G-module limite inductive des A;. Alors pour tout i > 0 on a

HY(G,A) = @Hi(G,Aj)

3. Par convention, les systemes inductifs que I'on considérera dans ce cours seront tou-
jours associés a des ensembles ordonnés filtrants. Sans cette hypothese une limite inductive
de groupes abéliens n’est bien définie que comme ensemble et pas comme groupe abélien.



En particulier on voit que “la cohomologie de G commute avec les sommes
directes” (pour cette propriété, il est vraiment important que G soit fini). On
démontre ce résultat via le fait que hﬂ est un foncteur exact dans la catégorie
des groupes abéliens et qu’une limite inductive de G-modules relativement
injectifs est un G-module relativement injectif, vu que hﬂ commute avec ®
(ce dernier point implique que pour G fini, une limite inductive de G-modules
induits reste un G-module induit).

Remarque : IL’analogue de la proposition 1.12 avec “limite projective”
au lieu de “limite inductive” est en général faux, mais reste vrai si tous les
G-modules A; sont finis.

1.3. Calcul de la cohomologie avec les cochaines

Pour les petits degrés (i = 1, i = 2), on a intérét a avoir une description
explicite des groupes H'(G, A). Pour cela, il est possible de construire une
résolution explicite du G-module Z (équipé de 'action triviale de G) par des
Z|G)-modules libres. Le résultat est alors le suivant :

Theoréme 1.13 Soit A un G-module. Les groupes H'(G,A) pour i > 1
s’obtiennent comme les groupes de cohomologie du complexe

K° 5 K' -5 K? — ...

ot K° = A (vu comme l’ensemble des fonctions de G° := {1} dans A) et
pour i > 1, K* est le groupe abélien constitué des fonctions f : G — A
(“cochaines non homogénes”), le cobord d* : K* — K™ étant donné par la
formule

df (91, s 9i41) = 91F (925 Gi )+ D (=1 F (91,00 9595415 -0 G4 1) (= 1) F g1, -0, 9)
i=1

En particulier I’ensemble des 1-cochaines (non homogénes) K est constitué

des fonctions de G dans A, l'ensemble des 1-cocycles Z'(G,A) C K' est

le sous-groupe des fonctions f vérifiant de plus f(g192) = f(91) + 91f(g2)
pour tous gi,g> de G, et l'ensemble des 1-cobords BY(G, A) est l’ensemble

des fonctions de la forme g — g.a —a avec a € A. On a HY(G,A) =
ZY1G,A)/BYG, A).

Remarque : 1l est parfois plus commode de voir les éléments de K* comme
des cochaines homogeénes, i.e. des fonctions f : G*' — A vérifiant

f(s.90, s 5.9)) = s-f(go0, -, 9s)
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pour tout s € G et tout gy, ..., g; de G
Corollaire 1.14 Si G et A sont finis, tous les groupes H'(G, A) sont finis.

Remarque : Ce dernier corollaire peut aussi s’obtenir par décalage avec
le corollaire 1.11, en remarquant que si A et G sont finis, alors A se plonge
dans le module induit I5(A) qui est également fini. On verra un peu plus loin
que la conclusion est encore valable pour ¢ > 1 si A est seulement supposé
de type fini en tant que Z-module.

Exemples; a) Un élément de Z'(G, A) s’appelle un homomorphisme
croisé. Quand l'action de G sur A est triviale, un homomorphisme croisé est
simplement un homomorphisme et B'(G, A) = 0, ce qui fait que H'(G, A)
est alors ’ensemble des morphismes de groupes de GG dans A.

b) On déduit de a) que pour tout groupe fini G agissant trivialement sur
un groupe abélien sans torsion A, on a H'(G, A) = 0. De méme, si G = Z/p
agit trivialement sur un groupe abélien A, on a H*(G, A) ~ A[p|, o Alp] est
le sous-groupe de p-torsion de A.

¢) Un 2-cocycle est une application f de G x G dans A vérifiant :

91f(92,93) — f(9192, 93) + f(91,9293) — f(91,92) =0

On dit que c’est un systéme de facteurs.*

1.4. La suite spectrale de Hochschild-Serre

Dans ce paragraphe, on ne va plus travailler avec un seul groupe GG, mais
considérer ce qui se passe quand on change le groupe qui agit. Soit donc
A un G-module et soit G’ un autre groupe (fini) équipé d’un morphisme
f: G" — G. On peut alors munir A d’une structure de GG’-module en posant

ga:=f(¢g)a ¢geG, acA

Notons f*A (ou simplement A si cela ne préte pas a confusion) ce G'-module.
Comme A% est alors un sous-groupe de (f *A)G/, on obtient un morphisme de
foncteurs de H°(G,.) dans H°(G’, f*.). La propriété universelle des foncteurs
dérivés ([14], Th. 2.4.7) montre alors que pour tout entier ¢ > 0, on a une
unique famille de morphismes de foncteurs

frHY(G,.) = H(G,.)

4. On peut montrer ([14], Th. 6.6.3) que H?(G, A) classifie les extensions de groupes
E de G par A telles que l'action (par conjugaison dans E) de G sur A correspondant & F
soit l'action donnée par la structure de G-module de A. Le cas ou cette action est triviale
correspond aux extensions centrales.
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qui sont compatibles avec les applications §° des longues suites exactes de co-
homologie (en un sens évident). On a ainsi obtenu un morphisme de foncteurs
cohomologiques.

Soient maintenant A’ un G’-module et u : A — A’ un morphisme de
groupes abéliens. Si de plus u est f-compatible, i.e. vérifie

uw(f(g).a) =g wua) ¢geG, acA

alors u est un G’-homomorphisme de f*A dans A’ et il induit un homomor-
phisme u, : HY(G', f*A) — H(G', A’). En le composant avec f;, on obtient
finalement un homomorphisme

HY(G,A) — H(G', A

associé au morphisme de groupes f : G' — G et au morphisme f-compatible
u: A — A’. Cet homomorphisme s’exprime de maniere évidente en utilisant
la définition explicite des H? par les cochaines. De plus si on a un morphisme
f-compatible de suites exactes courtes de la suite 0 - A - B —- C — 0
vers 0 — A" — B" — (' — 0, les morphismes correspondant entre les H'
sont encore compatibles avec les applications 6° des longues suites exactes
associées a ces suites exactes courtes (on a donc encore un morphisme de
foncteurs cohomologiques).

Définition 1.15 a) Soient G un groupe, A un G-module, et H un sous-
groupe de G. En prenant pour f l'injection canonique de H dans G, on
obtient pour 7 > 0 un homomorphisme Res : H/(G, A) — H'(H, A) qu'on
appelle homomorphisme de restriction.

b) Soient G un groupe et A un G-module. Pour tout sous-groupe dis-
tingué H de G, le groupe quotient G/H agit sur A? et I'inclusion A% — A
est compatible avec la surjection canonique G — G/H. On en déduit pour
i > 0 un homomorphisme Inf : HY(G/H, A¥) — H'(G,A) quon appelle
homomorphisme d’inflation.

Soit maintenant H un sous-groupe d’un groupe G et soit A un H-module.
On dispose du G-module If(A). En associant a tout u € IF(A) sa valeur
en 1, on obtient un morphisme de groupes abéliens IH(A) — A qui est
compatible avec 'injection H — G. On en déduit des homomorphismes

HY(G,I§(A)) — H'(H, A)

On a alors le tres important résultat suivant, dont la preuve est essentielle-
ment formelle a partir de la formule

Homg (B, IF (A)) = Homy (B, A)

11



(proposition 1.9) et du fait que A — IZ(A) est un foncteur exact de Mody
dans Modg, ce qui résulte de IH (A) = Hompy(Z[G], A) et de ce que Z[G] est
un Z[H]-module libre (prendre comme base un systeme de représentants des
classes a droite de G selon H).

Theoréme 1.16 (Lemme de Shapiro) Les homomorphismes
HI (G, I(A) — H(H, A)
définis ci-dessus sont des isomorphismes.

Une autre construction va étre utile dans la suite. Soient G un groupe et
A un G-module. Soit t € G ; prenons G’ = G, A’ = A, et notons f : g > tgt—?
I’automorphisme intérieur associé a t. L’homomorphisme de groupes abéliens
w:artta de A dans A est alors f-compatible, et il induit donc pour tout
i > 0 un homomorphisme o; : H(G, A) — H(G, A). On obtient alors par
décalage, en plongeant A dans un module induit 7 (le cas i = 0 est immédiat) :

Proposition 1.17 L’application o; est l’identité.

Si H est un sous-groupe distingué de GG, on peut de méme faire opérer GG
sur H'(H, A) via I’action par conjugaison de G sur H. La proposition 1.17 dit
alors que H opere trivialement sur H'(H, A), autrement dit G/H opere sur
H'(H, A). On a alors le théoréme suivant, cas particulier de la suite spectrale
des foncteurs composés de Grothendieck ([14], Th. 5.8.3.) :

Theoréme 1.18 (Hochschild-Serre) Soit G un groupe (fini). Soient H un
sous-groupe distingué de G et A un G-module. Alors on a une suite spectrale

B = HP(G/H, HY(H, A)) = H"*(G, A)

Cela signifie en particulier que pour chaque n > 0; on a une filtration
de H"(G,A) par une suite décroissante F° = H"(G,A) D ... D "l =
0, ot FP/FP*! (pour p = 0,...,n) est isomorphe & un sous-quotient de
HP(G/H,H" P(H,A)). La suite exacte des termes de bas degré de cette
suite spectrale s’écrit

0 — HYG/H, ATY™ HY(G, A) %S HY(H, A% - H>(G/H, AT) ™ H2(G, A)
(la fleche sans nom s’appelle la transgression), dont les trois premiers termes
non nuls constituent la suite exacte de restriction-inflation (qui peut étre
établie directement avec des calculs de cocycles). On obtient aussi le résultat
suivant, qui généralise la dite suite exacte :
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Corollaire 1.19 Soit G un groupe (fini). Soient H un sous-groupe distingué
de G et A un G-module. On fait I'hypothése supplémentaire que H'(H, A) = 0
pour 1 <1< q—1. Alors la suite

0 — HY(G/H, A" HY(G, A) S HY(H, A)

est exacte.

1.5. Corestriction ; applications

Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G. Soit A un G-module. On va
voir que l'on peut définir® des homomorphismes H'(H, A) — H'(G, A) “en
sens inverse” de la restriction. On commence par le cas 7 = 0. La corestriction
est alors définie par la norme :

N/ :a— Z s.a
s€eG/H

de A vers AY, ott G/H est I'ensemble (qui est fini par hypothese) des classes
a gauche selon H. Il est immédiat que s.a ne dépend que de la classe de s
dans G/H (parce que a € A¥) et que Ng/y(a) € A°.

On peut alors prolonger la corestriction en degré 0 en un unique mor-
phisme du foncteur cohomologique { H'(H, f*.),d} dans le foncteur cohomo-
logique {H(G,.),d}, olt f est I'inclusion H — G. Ceci est possible (cf. [14],
pp. 48-49) car le premier de ces foncteurs est effacable® en degré > 1, donc
universel. On obtient ainsi des homomorphismes de corestriction

Cor : H'(H, A) — H'(G, A)

qui sont compatibles avec les morphismes de suites exactes courtes au sens
habituel.

Theoréme 1.20 Soit m = [G : H| lindice de H dans G. Alors la composée
Cor o Res est la multiplication par m dans H'(G, A).

5. Dans le cas général ou G n’est pas supposé fini, cela marche encore si H est d’indice
fini dans G, condition que nous retrouverons dans le cadre de la cohomologie d’un groupe
profini.

6. Si I est induit pour G, il est induit pour H et H*(H, I) = 0 pour tout i > 0; or tout
G-module se plonge dans un G-module induit I.
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Démonstration : C’est clair pour ¢ = 0. On en déduit le cas général par
décalage (en plongeant A dans un module induit /) via le corollaire 1.11.
O

Corollaire 1.21 Soit G un groupe fini de cardinal m. Soit A un G-module.
Alors pour i > 0, les groupes H'(G, A) sont de m-torsion.

En particulier si A est de plus de n-torsion avec n premier a m, on obtient
H(G, A) =0 pour i > 0.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théoreme 1.20 dans le cas H =

{11,

a

Corollaire 1.22 Soit G un groupe fini. Alors pour tout G-module A qui est
de type fini comme Z-module, on a H(G, A) fini pour i > 0.

Démonstration : La description via les cochaines montre que les groupes
H(G, A) sont de type fini. Comme pour 7 > 0 ils sont de torsion d’apres le
corollaire 1.21, ils sont finis.

0

Corollaire 1.23 Soit G un groupe fini. Soit A un groupe abélien uniquement
divisible muni d’une action de G (ex. A = Q avec action triviale de G ). Alors
H{(G, A) = 0 pour tout i > 0.

Démonstration : FEn effet le corollaire 1.21 dit que pour ¢ > 0, le groupe
Hi(G, A) est de torsion ; mais d’un autre c6té la multiplication par n dans A
est un isomorphisme pour tout n > 0 par hypothese, donc la multiplication
par n dans H'(G, A) est également un isomorphisme.

0

Exemple : Soit A = Q/Z avec action triviale d'un groupe fini G.
D’apres le corollaire précédent et la suite exacte longue de cohomologie, on
a H(G,Q/Z) = H™(G,Z) pour tout i > 0. En particulier H*(G,Z) =
HY(G,Q/Z) est le groupe des caractéres de G. On a aussi H'(G,Z) = 0 vu
que Z n’a pas de sous-groupes finis non triviaux.
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1.6. Les groupes de cohomologie modifiés de Tate

Il se trouve (notamment pour les questions arithmétiques) qu’il est souvent
commode dans le cas d'un groupe G fini d’introduire des groupes H (G, A)
pour tout i € Z, qui coincident avec les H (G, A) pour i > 1 mais donnent
un peu plus d’information pour ¢ < 0. C’est surtout les cas i = 0, —1, —2 qui
seront utiles, le dernier en particulier quand on appliquera le théoreme de
Tate-Nakayama pour des groupes de Galois de corps locaux ou globaux.

Définition 1.24 La norme de I'algebre de groupe Z[G] est I'élément > ., g.
L’idéal d’augmentation Ig de 1'algebre de groupe Z[G] est le noyau de I’ho-
momorphisme Z[G] — Z défini par 3 . a,9 = > g

On peut aussi dire que Ig est ’ensemble des combinaisons linéaires (a
coefficients dans Z) des (¢ — 1), g € G. Si A est un G-module, la norme
définit un endomorphisme N : A — A par la formule N(z) = > gec 9-T-
Noter que IgA Cker N et In N C H°(G, A).

Définition 1.25 Soit A un G-module. Le G-module des co-invariants est le
G-module Ag = Ho(G, A) := A/IgA. C’est le plus grand G-module quotient
de A sur lequel G agit trivialement.

Par passage au quotient, on a donc un homomorphisme (qu’on peut aussi
noter N7 s'il y a ambigiiité)

N*: Hy(G, A) — H°(G, A)
Définition 1.26 On pose ]/-\IO(G, A) =ker N* et ]/-\IO(G, A) = coker N*.

Autrement dit Hy(G, A) = yA [IgA et H(G, A) = A9 /NA, ot yA est
le noyau de la norme dans A. Noter que ces groupes sont nuls si G est le
groupe trivial (ce qui n’était pas le cas de Hy(G, A) et H*(G, A)).

Le foncteur A — Hy(G, A) est covariant et exact a droite. On peut
alors définir les groupes d’homologie H;(G, A) comme ses foncteurs dérivés a
gauche. On obtient un foncteur homologique, i.e. si0 - A —- B —- C — 0
est une suite exacte de G-modules, on a une suite exacte longue fonctorielle :

e — Hl(G, A) — Hl(G,B) — Hl(G, C) — Ho(G, A) — HQ(G,B) — HQ(G, C) —0

De plus H;(G, A) = 0 pour ¢ > 0 si A est projectif, ou méme relativement
injectif *; les démonstrations sont exactement du méme type que pour la
cohomologie.

7. Si G n’était pas supposé fini, il faudrait ici considérer a la place les modules relati-
vement projectifs.
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Voici un exemple de groupe d’homologie, qui sera utile plus tard (quand
on appliquera le théoreme de Tate-Nakayama aux corps p-adiques) :

Proposition 1.27 Soit G un groupe. Alors H(G,7Z) est I'abélianisé G* =
G/D(G) de G, ou D(G) est le sous-groupe dérivé de G.

On va maintenant “raccorder” les suites exactes longues d’homologie et
de cohomologie associées a une suite exacte de G-modules via les groupes de
cohomologie modifiés de Tate. C’est 'objet de la définition suivante :

Définition 1.28 Soit GG un groupe fini. Soit A un G-module. On définit les
groupes H"(G, A) pour n € Z par la formule :

H*(G,A) = HY(G,A) n>1
HO(G,A) = AS/N A
H Y (G, A) = Hy(G,A) =y A/IGA
H ™G, A) = H, (G, A) n>2
L’intéret réside dans le théoreme suivant :

Theoréme 1.29 Soit0 - A — B — C — 0 une suite exacte de G-modules.
Alors on a une suite exacte longue “fonctorielle” :

LH?2G,C)— HYG,A) —» HYG,B) = H'(G,C)

2 HYG, A) — H(G, B) = HY(G,C) — H G, A) — ...
De plus si A est relativement injectif, on a ﬁ”(G, A) = 0 pour tout n € Z.

Les H™ forment ainsi un foncteur cohomologique, vérifiant H "(G,A) =0
pour tout G-module induit A et tout n € Z. En particulier on a :

Corollaire 1.30 Soit
0A—-1—-+B—=0

une suite exacte de G-modules avec I relativement injectif (par exemple in-
duit). Alors pour tout n € Z, on a H*(G, B) = H""(G, A).
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Cela permet de montrer des propriétés par décalage en écrivant un G-
module quelconque comme sous G-module ou G-module quotient d'un induit.

On va maintenant expliquer comment les morphismes de restriction et
de corestriction s’étendent a la cohomologie modifiée. Soit A un G-module.
Soit H un sous-groupe de G. On a NgA C Ny A (pour le voir, regrouper les
éléments de G en classes a droite selon H), d’ou par passage au quotient un
homomorphisme de restriction Res : H °(G,A) — H O(H, A). On a également
un homomorphisme de corestriction Cores : H O(H,A) — H %G, A) induit
par x — > geG/u 9T de A dans AY. Restriction et corestriction s’étendent
en des morphismes de foncteurs cohomologiques, respectivement de H "@G,.)
dans H"(H,.) et de H"(H,.) dans H"(G,.) (pour le voir on utilise les pro-
priétés analogues en homologie, plus quelques calculs directs pour faire les
“raccordements”). Par exemple pour n = —1, la corestriction est induite par
la surjection canonique Hy(H, A) — Hy(G, A) par passage aux sous-groupes
Ho(H, A) et Ho(G, A), et la restriction Ho(G, A) — Hy(H, A) vient de I'ho-
momorphisme Ng, py + A/IgA — A/IyA défini par

NG (7) = Z st

seG/H

Le lemme de Shapiro s’étend sans probleme a la cohomologie modifiée.
On a aussi une généralisation des résultats du chapitre 1 :

Theoreme 1.31 Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe de G d’indice
m. Soit n € Z. Alors :

a) La composée Cor o Res est la multiplication par m dans H"(G, A).
b) Le groupe H"(G, A) est annulé par Uordre de G.
c) Si A est de type fini, tous les groupes ﬁ”(G, A) sont finis.

Noter en particulier que contrairement & ce qui se passe pour H°(G, A)
(non modifié), les résultats sont ici valables pour n = 0.

1.7. Cohomologie d’un groupe cyclique

Soit G un groupe cyclique de cardinal n. L'un des intéréts de la cohomolo-
gie modifiée de Tate est que dans ce cas, la suite des groupes H(G, A) (pour
q € Z) est 2-périodique, ce qui permet de les calculer facilement en se rame-
nant & H°(G, A) et H1(G, A), qui admettent des descriptions explicites. On
a en effet le théoreme suivant :
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Theoréme 1.32 On suppose que le groupe fini G est cyclique d’ordre n. Soit
A un G-module. Alors pour tout q € Z, les groupes Hq(G A) et H‘”Q(G A)
sont isomorphes.

Démonstration : La preuve va consister a identifier les H9(G, A) a la co-
homologie d’un certain complexe qui sera 2-périodique par construction. Fixons
un générateur s de G et posons D = s — 1 dans Z[G|. On a d’autre part N =
Yt =D 01 s'. Définissons alors un complexe K (A) par K¢(A) = A pour tout
i € Z, les cobords d' : K(A) — K'"!(A) étant donnés par les formules : d’ est la
multiplication par D si i est pair et d’ est la multiplication par N si i est impair
(il s’agit bien d’un complexe car ND = DN = 0).

Pour toute suite exacte 0 - A — B — C' — 0 de G-modules, on a une suite
correspondante de complexes

0—K(A) - K(B)—K({C)—0

d’ot1 une suite exacte longue associée avec des opérateurs de cobord §°. On obtient
ainsi un foncteur cohomologique (HY(K(.))qez,0) qui est clairement 2-périodique
par rapport a g. Pour conclure il nous suffit de montrer qu’il est isomorphe au
foncteur (f-\I‘I(G, ), 0).

Comme G est engendré par s, on a A = ker D et IgA = Im D. Il en résulte que
pour ¢ =0 ¢t ¢ = —1, on a bien H%(G, A) = HY(K(A)) et Popérateur de cobord
entre le degré —1 et le degré 0 est le méme. En particulier si A est relativement
injectif, on a HY(K(A)) = 0 pour ¢ = —1,0, donc pour tout ¢ € Z vu que le
complexe K (A) est 2-périodique. On conclut que pour tout G-module A et tout
q € Z, les groupes H (G, A) et HI(K(A)) sont isomorphes en raisonnant par
exemple par décalage via le corollaire 1.30, apres avoir écrit A comme sous-module
(resp. comme quotient) d’un G-module induit I (resp I’).

O

1.8. Quotient d’Herbrand

Soit G un groupe fini cyclique. Soit A un G-module. Lorsque ﬁO(G, A)
et H'(G, A) sont des groupe finis, on note h%(A) et h'(A) leurs cardinaux
respectifs.

Définition 1.33 Supposons que ﬁO(G, A)et ]/-\Il(G, A) sont finis. On appelle
quotient d’Herbrand h(A) du G-module A le nombre rationnel
(4) = h°(A)
= hiA)

Les propriétés du quotient d’Herbrand sont résumées dans le théoreme
suivant :
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Theoreme 1.34 Soit G un groupe cyclique.
a) Soit
0—+A—=B—-C—=0
une suite exzacte de G-modules. Si deux des quotients d’Herbrand h(A), h(B),
h(C) sont définis, il en va de méme du troisiéme et on a h(B) = h(A)h(C).
b) Si A est un G-module fini, alors h(A) = 1.

c) Soit f: A — B un homomorphisme de G-modules dont le noyau et le
conoyau sont finis. Si l'un des quotients d’Herbrand h(A), h(B) est défini,
alors il en va de méme de l'autre et h(A) = h(B).

Démonstration : a) La suite exacte longue de cohomologie modifiée
s’écrit, en tenant compte du théoreme de périodicité 1.32 :
..— HYG,C) - H*(G,A) - H(G,B) — H*(G,C) — H' (G, A) - H(G,B) - H(G,C) — ...

Cette longue suite exacte est donc 6-périodique (“hexagone exact”). On en
déduit une suite exacte :

0— I, - HG,A) — H(G,B) — H*(G,C) - H'(G,A) - H'(G,B) - H'(G,C) = I, = 0

ot I} = Im[HY(G,C) — H(G,A)] = ker[H*(G, A) — H°(G, B)]. 1l est
alors immédiat que si deux des quotients h(A), h(B), h(C) sont définis, le
troisieme l’est aussi. Si c’est le cas, le produit alterné des cardinaux dans
la suite exacte a huit termes ci-dessus est 1, ce qui donne, en appelant s le
cardinal de I :

hO(A)RO(C)RY(B)s = hO(B)R (AR (C)s

soit

h(B) = h(A)(C).

b) Soit s un générateur du groupe cyclique G. Soit D la multiplication
par s — 1 dans A, on a donc une suite exacte

0 HYG,A) > AB A— Hy(G, A) =0

vu qu'un élément x de A est dans H°(G, A) si et seulement si s.x — z = 0,
et 'image de D est précisément I;(A). On a de méme une suite exacte

0— H (G, A) = Hy(G, A) S H(G,A) » H'(G, A) = 0

Si le cardinal m de A est fini, on obtient donc que H°(G, A) et Hy(G, A)
ont méme cardinal via la premiere suite, puis que H (G, A) ~ HY(G, A) et
H°(G, A) ont méme cardinal via la deuxieéme suite, d’ott h(A) = 1.
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c¢) Soit I I'image de f. On a des suites exactes
0O—kerf > A—1—0

0—1I1— B — coker f -0

D’apres b), on a h(ker f) = h(coker f) = 1. On obtient alors d’apres a) que
si h(A) (resp. h(B)) est défini, alors h(I) I'est également et on a alors h(B)
(resp. h(A)) défini avec h(A) = h(I) = h(B).

O

1.9. Cup-produits

Soit G un groupe fini. Soient A et B deux G-modules, alors on peut voir
A®B := A®z B comme un G-module via la formule g.(a®b) = ga® gb pour
tout g € G et tout (a,b) € A x B. On en déduit une application bilinéaire au
niveau des groupes de cochaines homogenes (définies au paragraphe 1.3.) :

K?(G,A) x K1(G,B) > K" (G, A® B)
définie (pour tous entiers naturels p, ¢) par la formule :

(@Ub)(gos -+ Gptg) = a(Gos s Gp) © b(Gp; --Gp+4)

On a a alors, en vérifiant de fagon calculatoire la formule d(a U b) =
(da) Ub+ (—1)P(aUdD) :

Theoreme 1.35 Si a et b sont des cocycles, alors a U b est également un
cocycle. Si l'une des deuz cochaines a ou b est un cobord et l'autre est un
cocycle, alors a U b est un cobord. L’application U induit une application
bilinéaire

HP(G, A) x HY(G, B) — H"(G,A® B)

notée encore U, et appelée cup-produit.

Notons que pour p = ¢ = 0, le cup-produit est simplement 1’application
(a,b) — a®bde AY x B¢ dans (A® B)®. Il est immédiat qu’il est fonctoriel
en A et B. On peut alors plus généralement définir un cup-produit associé a
une application G-bilinéaire® ¢ : A x B — C entre G-modules en utilisant le
fait qu'une telle application se factorise a travers A ® B. On notera U, (ou
encore U si ¢ est sous-entendue) le cup-produit ainsi obtenu. On a en outre
les deux propriétés de compatibilité suivantes du cup-produit :

8. Cela signifie que ¢ est bilinéaire, et vérifie de plus ¢(g.a, g.b) = g.p(a, b) pour tous
ac€ A, beB,geq.
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Proposition 1.36 a) Soit 0 - A — A" — A” — 0 une suite exacte de
G-modules. Soit B un G-module tel que la suite

0 A®B—-A®B—-A"9B—=0

reste exacte (ex. B sans torsion). Alors pour tout o € HP(G,A”) et tout

g€ HY(G,B), on a
(5a")UB =6(a"UB) € HTH G, A® B)

ou ¢ est le cobord entre groupes de cohomologie.
b) Soit 0 - B — B'" — B” — 0 une suite exacte de G-modules. Soit A
un G-module tel que la suite

02> ARB > AR B - A B =0

reste exacte (ex. A sans torsion). Alors pour tout o € HP(G,A) et tout
p" e HY(G,B"), on a

aU(68") = (=1)Ps(aU B") € HP (G, A® B)

Noter que les propriétés de cette proposition jointes au fait que le cup-
produit est “bifonctoriel” et a sa définition pour p = ¢ = 0 caractérisent
uniquement le cup-produit (par décalage).

On obtient également par décalage :

Proposition 1.37 a) Si on identifie (A® B) @ C a A® (B ® (), alors
(aUb)Uc=aU(bUc).

b) Si on identifie A® B et B® A, on a (aUb) = (=1)P1(bUa) si
a€ HP(G,A) etbe HY (G, B).

c) Si H est un sous-groupe de G, A et B des G-modules et Res la res-
triction, alors Res(a Ub) = Res(a) U Res(b).

d) Si H est un sous-groupe distingué de G, A et B des G/H-modules et
Inf linflation, alors Inf(a U b) = Inf(a) U Inf(b).

e) St H est un sous-groupe de G, A et B des G-modules et Cores la
corestriction, alors Cores(a U Res(b)) = Cores(a) U b.

Enfin, voici une derniere compatibilité qui sera utile pour le théoreme de
dualité local :
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Proposition 1.38 Soient
0—+A—-A—-A =0, 0B —-B—-B"—0

des suites exactes de G-modules. Soit C' un G-module et ¢ : Ax B — C une
application bilinéaire (compatible avec l'action de G) telle que p(A'x B') = 0,
de sorte que  induit des accouplements @' : A’ x B" — C et " : A" x B' —
C. Alors les cup-produits induits

HP(G, A") x HY(G,B") — H"™(G,C)
et
HPY G, A x HYG, B") — HPM(G,C)

sont compatibles (au signe pres) avec les cobords §. Plus précisément on a
(0a)U B+ (=1)P(aUdB) =0
pour tous o € HP(G, A") et B € H™Y(G, B").

Il est également possible (cf [10], prop. 1.4.7.) de définir pour G fini le
cup-produit H?(G, A) x HY(G, B) — H"4(G, A ® B) pour tous p,q € Z,
avec les mémes propriétés. Pour p = ¢ = 0, la définition est immédiate. Il
faut faire un peu plus de calculs dans le cas ou p ou ¢ est négatif. Dans
le cas ou G est un groupe fini cyclique, on peut obtenir 'isomorphisme
de H¢ (G, A) avec ]/-\Iq”(G,A) en faisant le cup-produit avec la classe de
H 2(G,Z) = Hom(G,Q/Z) obtenue en envoyant un générateur (qu’il faut
choisir) s de G sur la classe de 1/m dans Q/Z, ou m est I'ordre de G.

1.10. Exercices

Dans tous ces exercices, G désigne un groupe fini.

1. Soit H un sous-groupe de G. Soit A un G-module.

a) Montrer qu’on définit un homomorphisme surjectif m : I (A) — A de
G-modules par la formule :

T(f)= > gflg7") .feIf(A)

geG/H

b) Soit i > 0. Soit w, : H(H,A) = HY(G, I} (A)) - HY(G, A) I'homo-

morphisme induit sur la cohomologie. Montrer que 7, est la corestriction.
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2. On dit qu’'un G-module A est un G-module de permutation s’il existe
un sous-groupe H de G tel que A soit isomorphe & IH(Z) (ot Z est muni de
'action triviale).

a) Comparer IH(Z) et le G-module Z[G/H] constitué des sommes for-
melles >/ ynss, s € G/H, laction de G sur Z[G/H] étant donnée par
I'action & gauche de G sur I'ensemble des classes a gauche G/H.

b) Montrer que si A est un G-module de permutation, alors H'(G, A) = 0.
c¢) A-t-on H?(G, A) = 0 pour tout module de permutation A ?

d) Montrer qu'un G-module A est de permutation si et seulement si le Z-
module A possede une base finie (eq, ..., €,) telle qu’il existe une permutation
transitive o de 'ensemble {1,...,n} avec g.e; = eq(; pour tout 7 de {1,...,n}.

3. Soit G = Z/p (avec p premier) et soit (pour n € N) A, le G-module Z
avec action triviale de GG. Soit £ un nombre premier différent de p, considérons
le systeme projectif (A,,), les fleches de transition étant la multiplication par

(. Comparer lim H*(G, A,) et H*(G,lim A,).

4. Pour tout G-module A, on note A* le G-module Homgz(A, Q/Z), ou
'action de G est donnée par (g.f)(z) = f(g~'.x) pour tout g € G et tout
x € A. En particulier si B est simplement un groupe abélien, le groupe
abélien B* est défini.

a) Montrer que pour tout groupe abélien B, ’homomorphisme canonique
B — (B*)* (qui envoie x sur f — f(x) pour x € B et f € B*)) est injectif.

b) Donner un exemple de groupe abélien B tel que (B*)* ne soit pas
isomorphe a B. Que se passe-t-il si B est fini?

¢) Montrer que si A est un G-module relativement injectif, alors A* est
encore relativement injectif.

d) Montrer que pour tout G-module A et pour tout entier i > 0, le groupe
H;(G, A)* est isomorphe & H'(G, A*) (on commencera par le cas i = 0).

2. p-groupes, théoreme de Tate-Nakayama

Soit p un nombre premier. Rappelons qu'un p-groupe fini est un groupe
fini dont le cardinal est une puissance de p. Dans ce chapitre, on va voir que
les p-groupes ont des propriétés cohomologiques particulieres, qui permettent
souvent détudier la cohomologie d’un groupe fini en se ramenant a celle de
ses p-Sylow.
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2.1. Modules cohomologiquement triviaux

Rappelons quun groupe abélien de torsion A est dit p-primaire si tout
élément de A est d’ordre une puissance de p. Tout groupe abélien de torsion
A est somme directe (pour p premier) de ses composantes p-primaires A{p},
ou A{p} est le sous-groupe de A constitué des éléments d’ordre une puissance
de p.

Lemme 2.1 Soit p un nombre premier. Soient G un p-groupe fini et A un
G-module de torsion p-primaire. Alors si A% =0 on a A= 0.

Démonstration :  Supposons A # 0. On se rameéne immédiatement a
A fini en considérant le G-module engendré par un élément non nul de A,
qui est fini car de type fini sur Z et de torsion. Alors I’équation aux classes
donne que A et A® ont méme cardinal modulo p, et leurs cardinaux sont des
puissances de p, donc A% ne peut pas étre de cardinal 1.

0

Lemme 2.2 Soient G un groupe fini et A un G-module. Soient p un nombre
premier et H un sous-groupe de G. Alors si p ne divise pas |G : H|, Uappli-
cation Res : HY(G, A){p} — HY(H, A) est injective pour tout q¢ > 0.

Démonstration : Cela résulte immédiatement de la formule Cor o Res =
|G : HJ.
O

Lemme 2.3 Soit G un groupe fini. Soient A et B des G-modules. Supposons
B induit. Alors le G-module Hom(A, B) := Homg(A, B) est induit.

Notons que par définition, 'action de G sur Homgz(A, B) est donnée par
(9.f)(z) = g.f(g7 " .z) pour tous g € G, f € Homg(A, B), x € A.

Démonstration :  (Voir aussi [11], prop. 1. p. 149 pour un énoncé un peu
plus général). Comme B est induit, il est somme directe des g. X pour g € G,
ou X est un sous-groupe fixé de B. Alors Hom(A, B) est somme directe des
Hom(A, g.X) = g.Hom(A, X) (en effet Hom(A, g.X) est simplement le sous-
groupe de Hom(A, B) constitué des f dont I'image est incluse dans ¢.X,
ce qui équivaut & Im (g~1.f) C X), donc est induit puisqu’il est la somme
directe des g.Hom(A, X), Hom(A, X) étant un sous-groupe de Hom(A, B)
(cf. remarque apres la définition 1.4).

0
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Nous aurons aussi besoin de la notation suivante : soit G un groupe fini
et soit A un G-module. Alors comme on I’a vu on a un plongement naturel
A — Ig(A); on notera A; le quotient Ig(A)/A, et plus généralement par
récurrence on définit A, = (A,-1); pour tout ¢ > 0. De méme on peut
écrire A comme un quotient de I(A) via 'homomorphisme surjectif f —
deGg.f(gfl); on appelle alors A_; le noyau de I5(A) — A et on pose
A, = (Ay41)-1 81 ¢ < 0. Alors on a par décalage

HY(G,A) = H"™"(G, A,)
pour tous q,r € Z via le corollaire 1.30.

Définition 2.4 Soit G' un groupe fini. On dit qu'un G-module A est coho-
mologiquement trivial si pour tout n > 0 et tout sous-groupe H de G, on a
H"(H,A)=0.

En particulier un tel G-module est aussi un H-module cohomologique-
ment trivial pour tout sous-groupe H de G. Noter qu'un G-module induit
est cohomologiquement trivial : cela résulte de ce que A est aussi induit en
tant que H-module

Lemme 2.5 Soit G, un p-Sylow de G. Un G-module A est cohomologique-
ment trivial si et seulement si A est un G,-module cohomologiquement trivial
pour tout nombre premier p.

Noter que si G, est un autre p-Sylow de G, alors A est cohomologiquement
trivial comme G,-module si et seulement sil est cohomologiquement trivial
comme G -module. En effet G, et G, sont conjugués (disons par t € G),
ce qui permet pour tout sous-groupe H' de G, d’avoir un homomorphisme
bijectif de A dans A (défini par x — t~1.z) compatible avec I'isomorphisme
g tgt™t de H' dans H := tH't™!, d’olt un isomorphisme de H"(H, A) sur
H"(H', A). Par ailleurs, on peut bien sur se limiter aux nombres premiers
qui divise le cardinal de G, vu que pour les autres le groupe G, est trivial.

Démonstration :  Soit H un sous-groupe de G. Soit H, un p-Sylow de
H. Alors H,, est contenu dans un p-Sylow de G, qu’on peut supposer étre G,
via la remarque ci-dessus. Le résultat découle alors de ce que pour n > 1,
la restriction H"(H, A){p} — H"(H,, A) est injective (lemme 2.2) vu que
I'indice [H : H,| est premier a p.

O

Theoreme 2.6 Soit p un nombre premier. Soient G un p-groupe fini et A un
G-module de p-torsion. On suppose qu’il existe q € Z tel que H1(G,A) = 0.
Alors A est un G-module induit (en particulier cohomologiquement trivial).

(La preuve va méme montrer que A est un F,[G]-module libre).
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Démonstration : On va commencer par trouver un G-module induit V'
tel que V& soit isomorphe & AY. Pour cela, posons A = F,[G], et choisissons
une base I du F,-espace vectoriel A®. Posons V = @, A, alors V est un
G-module induit (somme directe d’induits). Comme A% = F,, on obtient
un isomorphisme jo : A9 ~ V& On va maintenant essayer d’étendre cet
isomorphisme en un G-morphisme de A dans V.

Comme le foncteur Hom(., V') est exact dans la catégorie des F,-espaces
vectoriels, on a une suite exacte de G-modules

0 — Hom(A/A%, V) — Hom(A, V) — Hom(A% V) — 0

et d’autre part le fait que V' soit induit implique via le lemme 2.3 que le
G-module B := Hom(A/A%, V) est induit. On a donc HY(G, B) = 0 d’'ott

une surjection :
u : Homg (A, V) — Homg (A% V) = Homg(AY, VE)

De ce fait jg s’étend bien en un G-homomorphisme j: A — V.

On observe que le G-module ker j vérifie (ker j)¢ = 0 car la restriction
de j & AY est un isomorphisme de A% sur V¢. Comme G est un p-groupe,
ceci implique ker j = 0 par le lemme 2.1. Ainsi j est injective. Soit C' son
conoyau, la longue suite exacte de cohomologie

0— A - VY = C% = HY(G, A)
donne alors les implications

H (G, A)=0=C°=0=C=0

vu que j induit un isomorphisme AY ~ V¢ (la derniére implication vient
encore du lemme 2.1). On a donc montré que si H'(G, A) =0, alors A ~V
est un G-module induit.

Soit alors ¢ € Z tel que ]/-\Iq(G,A) = (0. On va se ramener au cas ¢ = 1
par décalage. On a

HYG,A) = H'(G, A1)

ce qui montre que H'(G, A,—1) = 0. D’apres ce qui précede, ceci implique
que A, (qui est encore de p-torsion) est induit, mais alors on a

HY (G, A) = H>* %G, Ay1) = 0

et A est induit d’apres le cas ¢ = 1.
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Theoréme 2.7 Soit G un groupe fini. Soit A un G-module.

a) On suppose que pour tout nombre premier p, il existe un entier q € Z
(pouvant dépendre de p) tel que

ﬁq<GP7A) = ﬁq+1<GP7A) = O

ou G, est un p-Sylow de G. Alors A est cohomologiquement trivial. Si on
suppose de plus que A est un Z-module libre, alors A est un Z[G]-module
projectif (donc relativement injectif).

b) On suppose que A est cohomologiquement trivial ; alors ﬁ]q(H, A)=0
pour tout sous-groupe H de G et tout q € Z. De plus il existe une suite exacte

0R—-F—=>A-=20

de G-modules avec F' libre sur Z|G] et R projectif sur Z|G].

Démonstration :  On commence par écrire A comme quotient d'un Z[G]-
module libre F', d’ou1 une suite exacte de G-modules

0-R—-F—=>A-=20

Fixons un nombre premier p et plagons nous d’abord sous I'hypothese de
a), i.e. HY(G,, A) = H"(G,, A) = 0. Alors comme F est en particulier
relativement injectif, on obtient

H* (G, R) = H*(G,, R) = 0 (1)
ce qui, via la suite exacte,
0—-R3R—R/pR—0 (2)

(noter que R est sans torsion car c¢’est un sous-module de F') donne ’égalité
H*Y(G,, R/pR) = 0. Le théoreme 2.6 donne alors que R/pR est un G-
module induit.

On commence par le cas ou A est supposé libre sur Z; on va alors
démontrer que A est un facteur direct de F' (donc est un Z[G]-module pro-
jectif). Soit M le G-module M := Hom(A, R).

Lemme 2.8 On a H'(G, M) = 0.
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Démonstration : La suite exacte (2) et le fait que A soit libre sur Z
donne un isomorphisme de G-modules

M/pM ~ Hom(A, R/pR)

ce qui montre que M/pM est un G,-module induit par le lemme 2.3 puisque
R/pR est un G,-module induit. De ce fait H'(G,, M)[p] = 0 via la longue
suite exacte de cohomologie modifiée associée a la suite exacte

0—MBM-—= M/pM —0

Ainsi on a H'(G, M){p} = 0 (rappelons que la restriction H'(G, M){p} —
HY(G,, M) est injective par le lemme 2.2). Ceci étant valable pour tout p,
on obtient bien H'(G, M) = 0.

O

Reprenons alors la preuve que A est un facteur direct de F', toujours sous
I’hypothese que A est libre sur Z. Cette hypothése implique qu’on a une suite
exacte de G-modules

0 - M = Hom(A, R) — Hom(A, F') - Hom(A, A) — 0

et HY(G, M) = 0 donne que Homg(A, F') se surjecte sur Homg(A, A), ce
qui permet (en considérant Id4) d’obtenir une section de ’homomorphisme
surjectif de G-modules F' — A. Ainsi F' est isomorphe comme G-module a la
somme directe A @ R comme on voulait. On a ainsi démontré a) dans le cas
particulier ou A est libre sur Z.

Démontrons maintenant a) dans le cas général. Ce qui précede s’applique
a R d’apres (1) car R est libre sur Z en tant que sous-module de F. On
obtient donc que R est projectif (en particulier relativement injectif), donc
cohomologiquement trivial. Comme c’est aussi le cas de F' (qui est induit), le
G-module A = F/R est également cohomologiquement trivial (via la longue
suite exacte). D’ou a).

Montrons enfin b). Soit A un G-module cohomologiquement trivial. A
fortiori A vérifie les hypotheses de a) (par exemple pour ¢ = 1). Choisissons
une surjection F' — A de noyau R avec F libre sur Z[G]. On vient de voir
que R était alors projectif (en tant que G-module, donc aussi en tant que
H-module pour tous sous-groupe H de GG) donc pour tout g € Z, on obtient

HY(H, A) = H"*'(H,R) = 0

pour tout sous-groupe H de G, ce qui prouve a).
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2.2. Théoreme de Tate-Nakayama

Dans tout ce paragraphe, on désigne par G un groupe fini et pour tout
nombre premier p, on fixe un p-sous-groupe de Sylow G, de G.

Lemme 2.9 Soit A un G-module cohomologiquement trivial. Soit B un G-
module sans torsion. Alors le G-module A ® B := A ®z B est cohomologi-
quement trivial.

Démonstration : D’apres le théoreme 2.7, on a une suite exacte
0OR—-F—=-A=0

avec F' libre sur Z[G] et R facteur direct d'un Z[G]-module libre. Alors les G-
modules F'® B et R® B sont tous deux facteur direct d’'un G-module induit,
ils sont donc cohomologiquement triviaux. Comme B est sans torsion, la suite

0——RB—-FQB—-ARB =0

reste exacte, d’ou on déduit immédiatement via la longue suite exacte que le
G-module A ® B est aussi cohomologiquement trivial.
0

Remarque : La méme preuve montre qu’il est suffisant de supposer
Torz(A, B) = 0, ou Torz(., B) est le premier foncteur dérivé a gauche du
foncteur . ®z B dans la catégorie des modules sur 'anneau Z.

Proposition 2.10 Soient A et A’ deux G-modules. Soit f : A* — A un G-
homomorphisme. On suppose que pour tout p premier, il existe un entier n,
tel que [’homomorphisme

f: : ﬁi<GpaAl) - ﬁi<Gva)

soit surjectif pour i = n,, bijectif pour i = n, + 1, et injectif pour i = n, + 2.
Soit B un G-module sans torsion® sur Z. Alors pour tout sous-groupe H de
G, ’homomorphisme

H(H,A' ® B) - H'(H,A® B)

induit par f ® 1 est bijectif pour tout 1 € Z. En particulier I’lhomomorphisme
HZ(H A) — HZ(H A) induit par f est bijectif pour tout i € Z.

9. La encore, cela fonctionne dés que Torz(A, B) = Torz(A’, B) = 0.
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Démonstration : On commence par le cas ou f est injectif. Soit A” son
conoyau. La suite exacte longue associée a la suite exacte

04 —=A—-A"=0
jointe & I’hypothése sur les f! donne alors
ﬁnp(Gp7A/l) _ ﬁanrl(Gp,A”) -0

pour tout nombre premier p. D’aprés le théoreme 2.7, le G-module A” est co-
homologiquement trivial. D’aprés le lemme 2.9, le G-module A” ® B est aussi
cohomologiquement trivial. Comme B est sans torsion, la suite

05>A®B—>AB—A"9B =0

est exacte, ce qui implique que flq(H, A'® B) — j-\lq(H,A ® B) est bijectif pour
tout ¢ € Z et tout sous-groupe H de G comme on voulait.

Le cas général se ramene au cas particulier f injectif par le procédé suivant : on
plonge A’ dans le module induit A’ := Ig(A’) et on pose A* = A A'. On obtient
alors (via f et le plongement j : A’ — Z’) une injection 6 = (f,j) : A’ — A*.
Comme A et A'® B sont cohomologiquement triviaux, on a H UHA) = H 9H,A)
et HY(H, A® B) = H1(H, A* ® B), ce qui permet de se ramener au cas précédent
en remplacant f par 6.

O

Proposition 2.11 Soient A, B, C trois G-modules. Soit p : A x B — C
une application bilinéaire compatible avec l'action de G. Soient q € Z et
a € HI(G, A) ; pour tout sous-groupe H de G et tout G-module D, on note
ag la restriction de a a H et

f(n,H,D): H"(H,B® D) — H""(H,C ® D)

I’homomorphisme défini par le cup-produit avec ay (relativement a ’applica-
tion bilinéaire induite par ¢ ).

Supposons que pour tout nombre premier p, il existe un entier n, tel que
f(n, Gy, Z) soit surjectif pour n = n,, bijectif pour n = n,+1, et injectif pour
n=mn,+2. Alors f(n, H, D) est bijectif pour tout n € Z, tout sous-groupe H
de G, et tout G-module sans torsion D (la encore Tor(B, D) = Tor(C, D) =0

suffit).

Démonstration : On commence par le cas ¢ = 0. Alors a € PAIO(G, A) =
A% /NgA provient d'un élément (noté encore a) de i‘lG. Soit f: B = C le G-
homomorphisme défini par f(b) = ¢(a,b). Alors f]' : H*(Gp, B) = H"(G)p, C) est
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simplement f(n,G),Z) et la proposition 2.10 dit alors que f(n, H, D) est bijective
puisque f(n, H, D) est alors ’homomorphisme induit par f®Id: B& D — C® D.

Le cas ¢ quelconque se traite par décalage. Montrons par exemple comment
passer de ¢ — 1 & ¢ en plongeant A dans I'induit A = I5(A) (pour aller dans I'autre
sens, on écrit A comme quotient de l'induit A). Posons A; = A/A, et de méme
posons C7 = C'/C, ce qui induit une application bilinéaire ¢ : A} x B — C;. On
peut alors écrire a = 8(ay) avec a; € HI"Y(G, A1) et ay définit par cup-produit
des homomorphismes

filn,H,D): H*(H, B ® D) — H""""'(H,C, ® D)

Comme C x D est encore cohomologiquement trivial (lemme 2.9), le cobord § :
ﬁ"*‘ﬁl(H7 Ci®D) — f[”*q(H, C' ® D) est un isomorphisme. Or f(n, H, D) s’ob-
tient (au signe pres) en composant f; avec ¢ vu la compatiblité des cup-produits
avec les cobords (proposition 1.36). Si le résultat voulu vaut pour aj, il vaut donc
également pour a d’ou le résultat par récurrence sur q.

D

Theoréme 2.12 (Tate-Nakayama) Soit A un G-module. On considére un
élément a de H*(G, A). Supposons que pour tout nombre premier p, les hy-
potheéses suivantes valent :

a) On a HY(G,, A) = 0.

b) Le groupe H*(G,p, A) est d’ordre m, := #G, et est engendré par la
restriction a, de a a H*(G,, A).

Alors pour tout G-module sans torsion D et pour tout sous-groupe H de
G, le cup-produit par ag = Resg(a) € H?(H, A) induit des isomorphismes

H"(H,D) — H""*(H,A® D)

pour tout n € Z. En particulier le cup-produit par ay induit des isomor-
phismes R R
H™(H,Z) — H""(H, A)

Démonstration : On applique la proposition précédente avec B = Z,
C = A, ¢ =2, en prenant pour ¢ : A ® Z — A Dapplication évidente. On
choisit n, = —1. Le cup-produit

ﬁn<Gp7 Z) — ﬁn+2(GP7 A)
induit par a, est surjectif pour n = —1 via 'hypothese a). Pour n = 0, c’est

I’application

Z/m,Z — H*(G,, A)
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qui envoie le générateur canonique de Z/m,Z sur a,, et 'hypothese b) dit
que cette application est bijective. Enfin pour n = 1 le groupe H'(G,, Z) est
nul donc le cup-produit est bien injectif.

O

Nous serons amenés plus tard a appliquer 1’énoncé précédent avec n = —2,
G = Gal(L/K) et A = L* pour une extension finie galoisienne L d'un
corps p-adique K. On en déduira un isomorphisme de H%(G,Z) = G*" sur
H(G,L*) = K*/NL*, une fois vérifiées les hypothéses du théoréme dans
ce cadre. On verra aussi qu'un énoncé analogue vaut dans le cas global, en
remplacant L* par le groupe des classes d’idéles de L.

2.3. Exercices

1. Soit G un p-groupe fini. Soit A un G-module de p-torsion. Montrer que
si Hy(G, A) =0, alors A =0 (considérer le G-module A’ := Homgz(A,Z/p)).

Ce résultat est-il encore vrai si on suppose seulement que A est p-primaire ?

2. Donner un exemple de groupe fini G et de G-module A tels qu'il
existe ¢ € Z vérifiant HY(G,A) = HI(G,A) = 0, mais A ne soit pas
cohomologiquement trivial.

3. Soit G un groupe fini. Soit
0—->X—-Xo—...—X,—0

une suite exacte de G-modules. Soit j € {1,..n}. Montrer que si X; est
cohomologiquement trivial pour tout ¢ # j, alors X, I'est également.

3. Cohomologie des groupes profinis

En théorie des nombres, on est souvent amené a travailler avec le groupe
de Galois absolu Gal (k/k) d'un corps k (dont on fixe une cloture séparable k),
qui est un exemple de groupe profini. On est donc amené a étendre certaines
définitions et propriétés de la cohomologie des groupes finis aux groupes
profinis. Par ailleurs, la notion de dimension cohomologique joue un role im-
portant pour les groupes profinis, alors que cette notion n’a en général pas
d’intérét pour les groupes finis (cf. exercice 2. de ce chapitre). On pourra se
reporter aux chapitre 3 et 4 de [4] pour plus de détails sur la cohomologie
des groupes profinis et le cas particulier de la cohomologie galoisienne.
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3.1. Généralités sur les groupes profinis

Définition 3.1 Un groupe topologique G est dit profini s’il est limite projec-
tive de groupes finis (munis chacun de la topologie discréte).

Un groupe profini admet une base {G;} de voisinages du neutre constitué
de sous-groupes ouverts'? distingués d’indice fini, et G s’identifie alors a la
limite projective des G/G;. Un groupe topologique est profini si et seulement
s'il est compact ! et totalement discontinu ([10], proposition 1.1.3) 2. Dans
un groupe profini, les sous-groupes ouverts sont d’indice fini (mais attention,
il peut arriver que des sous-groupes d’indice fini ne soient pas fermés). Les
groupes profinis forment une catégorie, les morphismes étant les morphismes
continus de groupes.

Exemples de groupes profinis :

a) Les groupes finis sont profinis (!).

b) Le groupe de Galois absolu Ty = Gal (k/k) d’un corps k est profini :
c’est par définition la limite projective des Gal (L/k) quand L parcourt les
extensions finies galoisiennes de k incluses dans k. Le théoreme principal de
la “théorie de Galois infinie” dit que l'application I' — L' induit une cor-
respondance bijective entre les sous-groupes fermés I' de I';, et les extensions
de corps L de k incluses dans k. Les sous-groupes ouverts (=fermés d’indice
fini) sont ceux qui correspondent aux extensions finies de k.

c¢) Tout sous-groupe fermé d’un groupe profini est profini. De méme tout
quotient par un sous-groupe distingué fermé est profini.

d) L’anneau des entiers p-adique Z,, est un groupe profini pour 'addition.

Définition 3.2 Soit G un groupe profini. Soient H un sous-groupe fermé
de G et p un nombre premier. On dit que H est d’indice'® premier a p s’il
n’existe pas de sous-groupe ouvert U de G contenant H tel que p divise le

cardinal de 'ensemble** fini G/U.

10. Noter que pour un sous-groupe d’indice fini, fermé équivaut & ouvert; rappelons
aussi que tout sous-groupe ouvert d’un groupe topologique est fermé.

11. On demandera toujours la condition d’étre séparé (au sens de Hausdorff) pour étre
compact.

12. En particulier la structure profinie de G ne dépend que de sa topologie, et pas du
systeme projectif choisi pour définir G.

13. 1l est possible plus généralement de définir I'indice d’un sous-groupe fermé, qui est
un nombre surnaturel.

14. Noter qu’on ne peut pas ici se restreindre aux sous-groupes U distingués : par
exemple le sous-groupe ouvert H = Gal (Q/Q(v/3)) de G = Gal(Q/Q) est d’indice 3,
mais le seul sous-groupe ouvert distingué de G qui contient H est G tout entier.
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En particulier on dira que 'ordre de GG est premier a p si le sous-groupe
trivial est d’indice premier a p. Au contraire, la notion suivante généralise
celle de p-groupe fini :

Définition 3.3 On dit que G est un pro-p-groupe s’il est limite projective de
p-groupes finis (de fagon équivalente, cela signifie que pour tout sous-groupe
ouvert U de G, le groupe fini G/U est un p-groupe). Un p-sous-groupe de
Sylow (ou p-Sylow en abrégé) d'un groupe profini G est un sous-groupe fermé
H de G qui est un pro-p-groupe et tel que H soit d’indice premier a p.

La proposition ci-dessous (dont la preuve se déduit des résultats analogues
pour les groupes finis) résume les propriétés des indices et des sous-groupes
de Sylow.

Proposition 3.4 a) Soient K C H C G des groupes profinis. Si H est
d’indice premier a p dans G et K d’indice premier dans H, alors K est
d’indice premier dans G.

b) Soit G un groupe profini. Pour tout nombre premier p, le groupe G
posséde des p-Sylow, et ceux-ci sont conjugués.

c¢) Soit G un groupe profini. Alors tout pro-p-sous-groupe de G est contenu
dans un p-Sylow.

Exemples : a) Le groupe Z, est un pro-p-groupe. C’est le p-Sylow de
Z:=lim 7 /n = [l,ep Zyp, ot P désigne 'ensemble des nombres premiers.

b) Soit G un groupe discret. Le complété profini G de G est la limite
projective des quotients finis de G. Le p-complété @p de G est la limite
projective des quotients de G qui sont des p-groupes finis; c’est le plus grand
quotient de G' qui est un pro-p-groupe.

3.2. Cohomologie d’un G-module discret

Dans toute la suite, G désignera un groupe profini. Soit A un groupe
abélien discret muni d’une action de GG. On dira que G opere continiment
sur A si pour tout z de A, 'application g +— g.x est continue de G dans
A, ou encore (A étant discret) si le fixateur de tout élément de A est un
sous-groupe ouvert de A.

Définition 3.5 Un G-module discret (ou plus simplement G-module si au-
cune confusion n’est possible) est un groupe abélien A muni d’une action de
G telle que G opere continument sur A.

Bien entendu pour G fini ceci coincide avec la notion habituelle de G-
module. Si A est un G-module discret, on a A = |J,; AY, ot U parcourt
I’ensemble des sous-groupes ouverts de G.
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Exemples. Soit k un corps de groupe de Galois absolu I'y = Gal (k/k).

a) On peut prendre l'action triviale v.x = x pour tous v € I'y, x € M.
On l'utilisera beaucoup pour M =Z, M = Z/n’Z.

b) Soit n un entier non divisible par la caractéristique de k. On obtient
un ['y-module discret en prenant I'action du groupe de Galois sur le groupe
multiplicatif &%, ou encore sur les racines n-iemes de I'unité dans k (on notera
ce dernier I'y-module ).

La catégorie Cz des G-modules discrets possede assez d’injectifs ' et on
peut donc utiliser les foncteurs dérivés du foncteur A +— AY de Cy dans
Ab pour définir les groupes de cohomologie H'(G, A). Une autre définition
(équivalente, voir le paragraphe 3.3. de [4]) est d’utiliser les cochaines :

Proposition 3.6 Soit A € Cg. Pour ¢ > 0, on note K9(G, A) I'ensemble
des applications continues (i.e. localement constantes) de G? dans A. Soit
d : K1(G,A) — K1 (G, A) le cobord défini par la formule usuelle (cf.
Theoreme 1.13). Les groupes de cohomologie H?(G, A) sont alors les groupes
de cohomologie du complexe (K(G, A)).

La cohomologie d'un groupe profini se ramene alors a celle de ses quotients
finis via la proposition suivante et son corollaire.

Proposition 3.7 Soit (G;) un systéme projectif de groupes profinis; soit
(A;) un systeme inductif de G;-modules discrets, les fleches de transition
étant compatibles avec celles de (G;). Soit G = @Gi et A = hﬂAZ Alors
pour tout ¢ € N :

HY(G,A) = liﬂHq(Gi,Ai)

Corollaire 3.8 Soit A un G-module discret. Alors

HY(G, A) =lim H'(G/U, A7)
U

ou U parcourt l’ensemble des sous-groupes ouverts distingués de G.

On a en effet G = @U(G/U) et A= ligUAU.

15. mais pas assez de projectifs ; noter par exemple que pour G infini, Z[G] n’est pas un
G-module discret. On peut par contre travailler avec le G-module discret Z[G/U] pour U
sous-groupe ouvert de G.
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Corollaire 3.9 Soit A un G-module discret. Alors
HY(G,A) = liqu(G, B)
ot B parcourt I'ensemble des sous G-modules de type fini'® de A.

Cela résulte de ce que A est la réunion (et donc la limite inductive) de
tels B.

Corollaire 3.10 Pour q > 1, les groupes H1(G, A) sont de torsion.
Cela résulte du corollaire 3.8 et du corollaire 1.21.

Les propriétés de la cohomologie d’un groupe profini G se déduisent
immédiatement de celle d’'un groupe fini via le corollaire 3.8. Il faut juste
faire attention, pour les propriétés faisant intervenir un sous-groupe H de G,
a se restreindre aux sous-groupes fermés de (G, de maniere a rester dans la
catégorie des groupes profinis. En particulier :

1. Pour tous sous-groupe fermé H de G et tout G-module discret A, on
dispose du G-module I (A) (la définition est la méme & condition de se
restreindre & des fonctions continues de G dans A). En particulier tout
G-module induit /¢ (A) est acyclique (ce qui permet les raisonnements
habituels par décalage).

2. Pour tout sous-groupe fermé H de G, les homomorphismes de restric-
tion et d’inflation sont définis comme dans le paragraphe 1.4., et le
lemme de Shapiro reste vrai. Il en va de méme de la proposition 1.17 et
de la suite spectrale de Hochschild-Serre (ainsi que ses conséquences)
lorsque H est un sous-groupe distingué fermé de G.

3. Lorsque H est un sous-groupe fermé d’indice fini (i.e. un sous-groupe
ouvert) de G, la corestriction H9(H, A) — H(G, A) est bien définie.
Le théoreme 1.20 et le corollaire 1.23 restent valables dans ce contexte.

4. Si p et ¢ sont deux entiers naturels, le cup-produit
H?(G,A) x HY(G, B) — H"*(G, A® B)
est défini comme au paragraphe 1.9. (si ce n’est que dans la définition

il faut prendre des cochaines continues), et jouit des mémes propriétés.

Par contre, bien qu’il soit possible de les définir, nous n’utiliserons pas de
groupes modifiés de Tate H'(G, A) pour G infini et i < 0.

16. Noter que comme A est discret, un sous G-module de A est de type fini sur Z[G] si
et seulement s’il est de type fini sur Z.
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3.3. Dimension cohomologique

La notion de p-dimension cohomologique d’un groupe profini est tres
importante. Elle est surtout intéressante pour un groupe infini car la p-
dimension cohomologique d'un groupe fini est soit nulle (si p ne divise pas son
cardinal) soit infinie (dans le cas contraire), voir 'exercice 2. de ce chapitre.

Définition 3.11 Soit G’ un groupe profini. Pour tout nombre premier p, la
p-dimension cohomologique de G' (notée cd,(G)) est la borne inférieure (dans
N U {+00}) des entiers n € N vérifiant :

Pour tout G-module discret de torsion A et tout ¢ > n, la composante p-
primaire de H9(G, A) est nulle (ce qui équivaut au fait que le sous-groupe de
p-torsion H9(G, A)[p] soit nul, ou encore via la proposition 3.7 que H9(G, A)
soit nul si on suppose de plus A de torsion p-primaire).

La dimension cohomologique de G est cd(G) = sup, cd,(G).
Le cas des pro-p-groupes est particulierement agréable :

Theoréeme 3.12 Soient G un pro-p-groupe et n € N. Alors cd,(G) < n si
et seulement si H"**(G,Z/p) = 0.

Démonstration (esquisse): Si cd,(G) < n, alors H"*(G,Z/p) = 0 par
définition de la p-dimension cohomologique. Supposons donc H" (G, Z /p) =
0. On note d’abord quun G-module discret A qui est simple!” et p-primaire
est isomorphe a Z/p : en effet on voit tout de suite que A est engendré par
tout élément non nul, donc est fini. On se ramene alors au cas ou G est un
p-groupe fini (vu que G contient un sous-groupe ouvert qui agit trivialement
sur A), auquel cas le lemme 2.1 donne aisément que 'action de G est triviale,
puis que A = Z/p par simplicité.

Ceci étant établi, on montre alors que H"™(G, A) = 0 pour tout A fini
et p-primaire, par récurrence sur le cardinal de A (puisque le cas A simple
résulte de ce qui précéde, vu qu’alors A = Z/p). Ceci vaut encore pour tout A
qui est p-primaire (pas forcément fini) via le corollaire 3.9. Enfin, la propriété
H(G, A) = 0 pour tout ¢ > n et tout module p-primaire A se montre par
récurrence sur ¢ > n en plongeant A dans I;(A) (qui est encore p-primaire car
ses éléments sont des fonctions localement constantes du groupe compact
G dans A, qui ne prennent donc quun nombre fini de valeurs), puis en
appliquant I’hypothese de récurrence a Ig(A)/A.

]

17. Rappelons qu'un G-module discret est simple s’il est non nul et n’admet pas de sous
G-module autre que {0} et lui-méme.
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Exemple. Prenons G = Z, = I&nn(Z/p") On a H*(G,Z/p) = 0 via la
proposition 3.7 : en effet d’apres le théoreme 1.32, on a H*(Z/p",Z/p) =
H %(Z/p",Z/p) = Z/p, ou les applications de transition entre les différents
groupes H*(Z/p",Z/p) correspondent !® & la multiplication par p; ainsi on a
bien lim H?*(Z/p",Z/p) = 0. Le théoreme 3.12 dit alors que cd,(Z,) < 1, et
Iégalite Vient de ce que

Hl(zpv Z/p) = HomC(ZZH Z/p) = HomC(Zp/pr7 Z/p) = Z/p # 0.

Définition 3.13 Soient G un groupe profini, p un nombre premier, et n €
N. La p-dimension cohomologique stricte de G est la borne inférieure des
n € N tels que pour tout G-module discret A et tout entier ¢ > n, on ait
Hi(G, A){p} = 0. On la note scd,(G). La dimension cohomologique stricte
de G est scd(G) = sup, scd,(G).

Proposition 3.14 Soit G un groupe profini. Alors scd,(G) < ¢d,(G) + 1
pour tout nombre premier p. En particulier scd(G) < c¢d(G) + 1.

Preuve de la proposition 3.14 :  Soit M un G-module, posons N =
M]p| (le sous-module de p-torsion) et Q = M/pM. Notons n la p-dimension
cohomologique de G. Soit I = pM. La multiplication par p induit deux suites
exactes

O =+N—->M=1—=0

0—=I—-M-—0Q—0

Soit alors ¢ > n + 1. Comme N et () sont de torsion p-primaire, on a
HYG,N) = H7Y(G,Q) = 0. Alors les applications HY(G, M) — HY(G,I)
et HI(G,I) — HYG, M) respectivement induites par les suites exactes
ci-dessus sont injectives, donc aussi leur composée qui est la multiplica-
tion par p dans H?(G, M). Finalement HY(G, M)[p] = 0 pour tout M, i.e.
scd,(G) <n+ 1.

0

Proposition 3.15 Soit G un groupe profini et soit H un sous-groupe fermé
de G. Alors pour tout nombre premier p, on a

cdy,(H) <cdy(G);  scdy(H) < sedy(G)

Il y a égalité si Uindice |G : H] est premier a p.

18. Une subtilité ici : si U et V' sont des sous-groupes ouverts distingués d’un groupe
profini G avec V C U, la fleche d’inflation H%(G /U, AY) — H°(G/V, AV) (qui permet de
faire la limite inductive) est obtenue via l’application norme.
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Bien entendu on a des résultats analogues pour cd(G) et scd(G). Par
contre il n’y a pas d’inégalité analogue pour le quotient : par exemple le
groupe Zs est de 2-dimension cohomologique 1, mais il possede un quotient
isomorphe a Z/2, dont la 2-dimension cohomologique est infinie (en effet
HY(Z/2,Z/2) = Z/2 et on applique ensuite le théoréme 1.32).

Démonstration :  Traitons le cas de cd, (le raisonnement est le méme
pour scd,,). Soit A € Cy, alors I (A) (qui est p-primaire si A est p-primaire)
est dans Cg et par le lemme de Shapiro HY(G, I}/(A)) = HI(H, A), ce qui
donne cd,(H) < c¢d,(G). Si maintenant [G : H] est premier a p, alors on a
égalité via le lemme 2.2.

|

Remarque :  On a encore 1'égalité cd,(H) = cd,(G) pour tout sous-groupe
ouvert H de G si on suppose cd,(G) finie (voir 'exercice 1 de ce chapitre).
De méme pour scd,. Par contre, on verra que le groupe de Galois de Q(7)
est de dimension cohomologique 2, alors que c¢’est un sous-groupe ouvert du
groupe de Galois de Q, qui est de 2-dimension cohomologique infinie puis-
qu’il contient un sous-groupe isomorphe a Z/2 (engendré par la conjugaison
complexe).

Corollaire 3.16 Soit G, un p-Sylow de G. Alors cdy(G) = cd,(G,) =
cd(Gp) et sed,(G) = scd,(Gp) = scd(Gp).

~

Exemples : a) D’apres le corollaire précédent, cd,(Z) = cd,y(Z,) = 1.
D’autre part H(Z,,Z) # 0 (en effet H*(Z,,Z) = Hom.(Z,, Q/Z) = Q,/Z,),
d’olt on déduit que scdp(z) = scd,(Z,) = 2.

b) On verra plus tard dans le cours que si k est un corps p-adique et
G = Gal (k/k), alors cd(G) = scd(G) = 2.

Proposition 3.17 Soit H un sous-groupe distingué fermé de G. Alors pour
tout nombre premier p, on a

edy(G) < od,(G/H) + ed,(H)

(et de méme pour scd,, cd(G) ete.).

Démonstration : Cela résulte de la suite spectrale de Hochschild-Serre,
qui donne que si A est un G-module discret, alors chaque H"(G, A) ad-
met une filtration dont les quotients successifs sont des sous-quotients des
HY(G/H,H’(H,A)) pour i + j = n.
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On a enfin le critere général suivant (du a Serre) :

Proposition 3.18 Soit G un groupe profini de dimension cohomologique n.
Alors G est de dimension cohomologique'® stricte n si et seulement si : pour
tout sous-groupe ouwvert U de G, on a H"W(U,Z) =0

Preuve de la proposition : La condition est clairement nécessaire par
la proposition 3.15. En sens inverse, si elle est vérifiée on a (par le lemme
de Shapiro) H""(G,A) = 0 pour tout G-module A qui est de la forme
A =I8(Z") = Z|G/U]" avec r > 0 et U sous-groupe ouvert distingué de G.
Soit alors M un G-module discret de type fini. Alors il existe un sous-groupe
ouvert distingué U de G qui opere trivialement sur M, d’ou une suite exacte

0—B—=ZG/U"—-M-=0

ce qui implique H"" (G, M) = 0 vu que H""™(G, B) = 0 d’apres la pro-
position 3.14. Comme tout G-module discret A est réunion de G-modules
discrets de type fini, on obtient H""(G, A) = 0, d’ott le résultat (toujours
avec la proposition 3.14).

O

3.4. Premieres notions de cohomologie galoisienne

Dans tout ce paragraphe, on désigne par k£ un corps de cloture séparable
k et on note Ty := Gal (k/k).

Soit M un ['y-module discret. Les groupes de cohomologie HY(T'y, M)
pour ¢ > 0 ont été définis au chapitre précédent. Si maintenant k; est une
extension de corps de k de cloture séparable k; et j : k — k; est un morphisme
de corps prolongeant I'inclusion ¢ : k — k1, alors 7 définit un homomorphisme
continu f : 'y, — [’y ; on obtient donc des homomorphismes

HY Ty, M) — HY Ty, M)

Si on change 7, on change f par un automorphisme intérieur de I'y, ce qui
fait que ces homomorphismes sont en fait indépendants du choix de j d’apres
la proposition 1.17. En particulier deux clotures séparables de k définissent
des H1(I'y, M) canoniquement isomorphes, ce qui permet de noter H9(k, M)

19. Bien entendu on a ’analogue avec la p-dimension cohomologique en se limitant a la
torsion p-primaire de H" (U, Z) dans 1’énoncé.
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au lieu de H(I'y, M). Pour toute extension de corps ki de k, on a alors des
homomorphismes canoniques H9(k, M) — H9(ky, M).*

Le groupe additif k& est un I';-module pour I'action naturelle de I'y. La
proposition suivante et son corollaire montrent que sa cohomologie est tri-
viale.

Proposition 3.19 Soit L une extension finie galoisienne de k. Alors
H(Gal (L/k),L) =0

pour tout q € 7.

Corollaire 3.20 On a Hi(k, k) = 0 pour tout q > 0.

Démonstration : Le corollaire se déduit de la proposition via le corol-
laire 3.8. La proposition résulte de ce que d’apres le théoreme de la base nor-
male (cf. [2], paragraphe 10), le Gal (L/k)-module L est induit (isomorphe a
Z|Gal (L/k)] ®z k).

O

Le résultat suivant est peut-étre 'énoncé le plus célebre en cohomologie
galoisienne :

Theoréme 3.21 (Hilbert 90) Soit L une extension finie galoisienne de k.
Soit G le groupe de Galois G = Gal (L/k). Alors

HY(G,L*) =0
et -
H'(k,k*) =0
Démonstration : La seconde assertion se déduit de la premiere via le

corollaire 3.8. Soit s — a, un cocycle dans Z'(G, L*). D’apres le théoreme
d’indépendance linéaire des morphismes de Dedekind ([2], paragraphe 7, no
5), on peut trouver un élément ¢ de L* tel que I’élément

b:= Z ast(c)

soit non nul. On a alors, pour tout s de G :

s(b) = slar).(st)(c) = > a;'ag.(st)(c) = ag'b

teG teG

20. Plus généralement, si A est un schéma en groupes commutatif sur k, ce procédé
fournit des homomorphismes canoniques H%(k, A(k)) — H9(k1, A(k1)).
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d’ott a; = s(b7') /b7, ce qui montre que s — a, est un cobord.

O
Corollaire 3.22 Soit n un entier inversible dans k. Alors
Démonstration : Ceci résulte de la suite exacte longue de cohomologie
associée a B B
1=y — k" 3k =1
et du théoréme de Hilbert 90.
O

3.5. Groupe de Brauer d’un corps, corps de dimension
cohomologique 1

Contrairement au groupe additif k, le groupe multiplicatif k* peut avoir
une cohomologie non triviale. En particulier, son deuxieme groupe de coho-
mologie va jouer un role important quand k est un corps local ou global.

Définition 3.23 Soit k un corps de groupe de Galois absolu I', = Gal (k/k).
Le groupe de Brauer de k est le groupe de cohomologie H?(T'y, k*). On le note
Brk.

Ainsi Br k est la limite inductive (pour L/k finie galoisienne) des groupes
Br(L/k) := H?*(Gal (L/k),L*). Notons aussi que si K est une extension de
k, on a un homomorphisme Br k — Br K induit par le morphisme?! naturel
I'x — Iy et linclusion k* — K.

Proposition 3.24 Soit L une extension finie galoisienne de k. Alors
Br(L/k) = ker[Brk — Br L]

Ainsi Brk est la réunion des Br (L/k) pour L/k finie galoisienne.
Démonstration :  Ceci résulte du théoreme 3.21 (Hilbert 90) et du corol-
laire 1.19, dans sa version ou le groupe G est profini et H est un sous-groupe
fermé de G : on prend ¢ = 2, G =Ty et H = 'y = Gal(k/L), ainsi que

A= k*.
O

21. Ce morphisme n’est bien défini qu’a conjugaison pres, mais le méme raisonnement
qu’au paragraphe 3.4. montre que ’homomorphisme Br k& — Br K est bien défini.
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Remarque : 1l existe une autre définition du groupe de Brauer, basée sur
les algebres centrales simples, voir par exemple [11], chapitre X, paragraphe
5. En particulier, on a Brk = 0 si et seulement si la seule algebre a division
de dimension finie sur k£ et de centre k est k. Cela permet par exemple de
montrer que toute algeébre a division 22 finie est un corps via le corollaire 3.31.

Proposition 3.25 Soit n un entier inversible dans k. Alors
H2(h, ) = (B k)]
En particulier si on a de plus w, C k, alors H*(k,Z/n) = (Brk)[n]

Démonstration : Ceci résulte de la suite exacte longue de cohomologie
associée a la suite exacte

1=y — k" 3k =1

compte tenu de ce que H'(k,k*) = 0 (Hilbert 90).
O

Exemples. 1. Par définition, un corps séparablement clos a un groupe de
Brauer nul. Comme on le verra un peu plus loin, il en va de méme d’un corps
fini.

2. Le groupe de Brauer du corps R est Z/2 car H?(I'r, C*) est isomorphe
a ]/-\IO(FR, C*) = R*/R._ via le théoreme 1.32 vu que I'g est cyclique.

3. On verra plus tard que le groupe de Brauer d'un corps p-adique est

Q/Z.

Définition 3.26 Soient £ un corps et p un nombre premier. La p-dimension
cohomologique?® (resp. la dimension cohomologique) de k est par définition
celle du groupe de Galois absolu I'y. On la note cd,(k) (resp. cd(k)).

Bien entendu on a aussi une définition analogue pour la dimension coho-
mologique stricte. Si k est de caractéristique p, sa p-dimension cohomologique
est toujours < 1 (voir exercice 9 de ce chapitre).

Le cas ou k est de dimension cohomologique < 1 est particulierement
important. Il est remarquable que cette propriété puisse étre caractérisée en
n’utilisant que le groupe de Brauer des extensions finies de k.

22. Ce qu’on appelle parfois en frangais un corps gauche, terminologie qui présente 1’in-
convénient qu'un corps gauche n’est alors pas un corps...

23. La définition que nous adoptons ici est la plus simple, mais ce n’est pas “la bonne”
si k est imparfait de caractéristique p, voir par exemple [12], chapitre I11.3 pour le cas de
la dimension cohomologique 1.
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Theoreme 3.27 Soit k un corps. Soit p un nombre premier différent de la
caractéristique de k. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) On a cd,(k) < 1.

it) Pour toute extension algébrique séparable K du corps k, la p-torsion
(Br K)[p] de Br K est nulle.

iii) Pour toute extension finie séparable K de k, la p-torsion (Br K)[p| de
Br K est nulle.

Bien entendu, si k est de caractéristique zéro, on peut remplacer partout
cd, par cd et (Br K)[p| par Br K.

Démonstration :  Supposons i) vérifiée. Soit K une extension algébrique
séparable de k. Alors son groupe de Galois absolu I'k est isomorphe a un
sous-groupe fermé de I'y, d’ou c¢d,(K) < 1 via la proposition 3.15, ce qui
implique (Br K)[p] = H*(K, p,) = 0. L’implication ii) = iii) est triviale.

Supposons donc iii). Soit G, un p-Sylow de '}, et K C k son corps fixe.
Alors K contient le groupe 1, des racines p-iemes de 1'unité de k, car le degré
[K(pp) : K] divise p et p— 1. Comme K est alors réunion d’extensions finies
séparables de k contenant s, la propriété iii) donne

H2(K’Mp) = H2(K’ Z/p) =0

donc cd, (k) = ¢d,(K) < 1 par le corollaire 3.16 et le théoreme 3.12.
O

Les exemples les plus fréquents de corps de dimension cohomologique 1
sont les corps C7, qui sont définis par la propriété tres concrete suivante.

Définition 3.28 On dit qu’un corps k est Cy si tout polynome homogéne
f € k[Xy,...X,] de degré d < n posséde au moins un zéro non trivial.

Exemples. 1. Un corps fini est C; (théoreme de Chevalley, [5], Th. 6.2.6.).

2. Si k est un corps algébriquement clos, alors k(t) est Cy, ainsi plus
généralement que toute extension de k de degré de transcendance 1 (théoreme
de Tsen, [5], Th. 6.2.8.). Il en va de méme de k((t)) (résultat du a Lang, [5],
Th. 6.2.1.)

3. Lang ([6]) a également démontré que l'extension maximale non ramifiée
d’un corps p-adique ** est C}.

Lemme 3.29 Soit k un corps Cy et soit ki une extension algébrique de k.
Alors ky est C.

24. Le résultat de Lang vaut plus généralement pour le corps des fractions K d’un
anneau de valuation discrete hensélien excellent (cette dernieére condition est automatique
si Car K = 0) & corps résiduel algébriquement clos.
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Démonstration : Soit F' un polynome homogene de degré d en n variables
a coefficients dans ki, avec d < n, dont on veut montrer qu’il a un zéro
non trivial. Comme les coefficients de F' sont algébriques sur k, il existe
une extension finie de k qui les contient et on peut donc supposer que ky
est une extension finie de k, dont on note m le degré. Posons alors f(z) =
Ni,ji(F(x)), alors f est un polynome homogene de degré dm en nm variables
a coefficients dans k (prendre une base (ey, ..., €,,) de k; sur k, et décomposer
x € kY sur cette base). Comme k est C, le polynome f a un zéro non trivial,
d’ott un x € k7 tel que f(z) =0, ce qui implique F(z) = 0.

O

Theoréme 3.30 Soit k un corps Cy. Alors cd(k) <1 et Brk =0.

La réciproque est fausse : Ax a construit un corps de dimension coho-
mologique 1 qui n’est pas Cy, cf. [12], exercice p.90. Noter que Brk = 0
est vrai pour tout corps k de dimension cohomologique 1 si k£ est de ca-
ractéristique zéro (via le théoreme 3.27). En caractéristique p > 0, il peut y
avoir (avec notre définition de cd,(k)) un probleme pour la p-partie si k n’est
pas parfait, par exemple la p-torsion du groupe de Brauer d’un corps local
de caractéristique p est isomorphe a Z/p (voir théoreme 4.8) ; pour k parfait
de caractéristique p, 'application x — 2P dans k* est un isomorphisme, ce
qui donne immédiatement (Brk)[p] = 0.

Démonstration : Soit K une extension algébrique séparable de k. Soit
L une extension finie galoisienne de degré d de K. Soit a € K*. Soit N 'ap-
plication norme de L dans K. Comme K est (' d’apres le lemme précédent,
I’équation

N(z) = azd

pour x € L, xy € K, possede une solution non triviale (z,xy) car c’est une
équation polynomiale de degré d en d + 1 variables sur K. On a xg # 0
(sinon N(z) = 0 d’out x = 0), ce qui fait que N(z/xy) = a. Finalement la
norme Ny, i : L™ — K™ est surjective. En combinant cela avec le théoreme de
Hilbert 90, on obtient H™(G, L*) = 0 pour n = 0,1, o G := Gal (L/K). Ceci
vaut aussi pour toute extension intermédiaire L/ K’ de 'extension L/K grace
au lemme 3.29. Le théoreme 2.7 permet alors de conclure que le G-module
L* est cohomologiquement trivial. En particulier Br (L/K) = H?(G, L*) est
nul, et en passant la limite on obtient Br K = 0. Le résultat découle alors
du théoreme 3.27 (combiné, en caractéristique p, au fait que cd,(k) < 1 est
automatique).

0
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Corollaire 3.31 Un corps fini est de dimension cohomologique < 1 et son
groupe de Brauer est nul.

Noter que ce corollaire peut aussi s’obtenir en notant que le groupe de
Galois d’un corps fini est isomorphe a Z, combiné pour la deuxieme partie
au fait qu’un corps fini est parfait.

3.6. Exercices

1. Soit G un groupe profini. Soit H un sous-groupe ouvert de G. On
définit un homomorphisme 7 : [ := I (A) — A par la formule

fa(f)= Y aftg™.

geG/H

a) Montrer que 7 est surjectif et que ’lhomomorphisme induit H"(G, ) =
H"(H,A) — H™(G, A) est la corestriction.

b) En déduire que si n = cd,(G) est finie, alors la corestriction
H*(H, A){p} — H"(G, A){p}

est surjective pour tout G-module discret de torsion A. Enoncer un résultat
analogue en supposant que n = scd,(G) est finie.

c¢) On suppose que n = cd,(G) est finie. Montrer que n = cd,(H). A-t-on
I’analogue avec scd,, ?

d) Donner un exemple de groupe profini G possédant un sous-groupe
ouvert H avec cd,(G) infinie et cd,(H) finie.

2. Soient GG un groupe profini et p un nombre premier.

a) Montrer que c¢d,(G) = 0 si et seulement si l'ordre de G est premier a
p.

b) Montrer que si cd,(G) n’est ni nul ni infini, alors pour tout m > 0, le
groupe G possede un sous-groupe ouvert d’indice p™.

c) En déduire que si G est fini, alors cd,(G) = 0 si p ne divise pas 'ordre
de G, et cd,(G) = 400 si p divise Pordre de G.

3. Soient G un groupe profini et p un nombre premier tel que c¢d,(G) < n
avec n € N.

a) Montrer que si A est un G-module discret p-divisible (i.e. la multipli-
cation par p est surjective dans A), alors pour tout ¢ > n la composante
p-primaire H9(G, A){p} est nulle.
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b) En déduire que si A est un G-module discret divisible et cd(G) < n,
alors HY(G, A) = 0 pour tout ¢ > n.

4. Soit G un groupe profini de dimension cohomologique finie. Montrer
que G est sans torsion (c’est-a-dire que tout élément de G autre que le neutre
est d’ordre infini).

5. Soit G un groupe abélien profini. On suppose que pour tout entier
n > 0, le groupe G/nG est fini.

a) Montrer que nG est un sous-groupe ouvert de G.

b) Soit U un sous-groupe ouvert de G. Montrer que nU est un sous-groupe
ouvert de G (on pourra comparer G/U et nG/nU).

c¢) En déduire que si A est un G-module discret fini, alors H'(G, A) est
fini.

6. Soient n un entier > 0 et p un nombre premier. Soit G un groupe
profini avec c¢d,(G) = n. Montrer que scd,(G) = n + 1 si et seulement s’il
existe un sous-groupe ouvert H de G tel que H"(H,Q,/Z,) # 0.

7. Soit G un groupe profini. On dit qu'un G-module discret A est coho-
mologiquement trivial si pour tout n > 0 et tout sous-groupe fermé H de G,
ona H"(H,A)=0.

a) Montrer qu'un G-module A est cohomologiquement trivial si et seule-
ment si pour tout sous-groupe ouvert distingué U de G, le G/U-module AY
est cohomologiquement trivial.

b) Montrer qu'un G-module induit est cohomologiquement trivial.

8. Soit I un groupe profini et p un nombre premier. On suppose que la p-
dimension cohomologique cd,(I") est un entier n > 0. Soit U un sous-groupe
ouvert normal de I'; on considere un I'-module de torsion p-primaire A.

a) On considere une résolution
0A—=X"— . =5 X"— ...

par des I-modules induits p-primaires et on pose A, = ker[X" — X"*1].
Montrer que A, est un I'-module cohomologiquement trivial.

b) Montrer qu'on a un diagramme commutatif a lignes exactes, ou N
désigne la norme Npy :

((anl)U)F/U e (Ag)F/U —_— Hn(U,A)F/U — 0

| Ll

(xrHytr —— A —— HYW(,A) —— 0
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¢) Montrer que la fleche verticale de gauche du diagramme est surjective.

d) Montrer que la fleche verticale du milieu est injective, et en déduire
que la corestriction H"(U, A)r/y — H"(I', A) est un isomorphisme.

9. Soit k un corps de caractéristique p > 0, de cloture séparable k. Soit
® I'application de k dans k définie par ®(x) = 2P — x.

a) Montrer que H'(k,Z/p) = k/®(k) et HY(k,Z/p) = 0 pour q > 2
(“théorie d’Artin-Schreier”).

b) En déduire que cd,(k) < 1.

10. Soit k un corps parfait. Soit p un nombre premier.
a) Montrer que cd,(k(t)) < cd,(k) + 1.
b) Soit &’ une extension algébrique de k. Comparer cd,(k) et cd, (k).

¢) En déduire que si K est une extension de k de degré de transcendance
N, alors
cdy(K) < N+ cd,(k)

11. Soient p un nombre premier et k un corps de caractéristique # p, de
cloture séparable k. Soit n € N*. Montrer I'équivalence des propriétés :

i) cdy(k) < n; )
ii) Pour toute extension algébrique séparable K C k de k, on a

(KR {p) = 0

et H"(K,k*){p} est p-divisible;
iii) Méme énoncé que dans ii) mais en se limitant aux extensions K /k qui
sont de plus finies et de degré premier a p.

(On pourra d’abord traduire ii) en utilisant le module galoisien ).

12. On considere le groupe proﬁniA/Z\. Soit M un G-module fini. Soit F' le
générateur topologique canonique de Z.

a) Montrer qu'il existe des entiers positifs m et n tels que : F™ opere
trivialement sur M et M est de n-torsion.

b) On pose s = mn et on considere M comme un Z/s-module. Montrer
que la norme Nz, : M — M est 'application nulle.

c) Montrer que pour i entier multiple de s, le groupe H*(Z/i, M) est
isomorphe au conoyau de ’endomorphisme F'—1: M — M.

d) En déduire que les groupes H*(Z, M) et H'(Z, M) sont finis de méme
cardinal.
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4. Le groupe de Brauer d’un corps local

Dans toute cette section, on désigne par K un corps local, c’est-a dire
un corps complet pour une valuation discrete v a corps résiduel fini x de
caractéristique p. Rappelons que quand K est de caractéristique zéro, c’est
un corps p-adique, c¢’est-a dire une extension finie du corps des nombres p-
adiques Q,; sinon K est de caractéristique p et il est alors isomorphe au
corps des séries de Laurent x((t)).

L’étape la plus importante dans le calcul du groupe de Brauer d’un corps
local consiste a montrer que le groupe de Brauer de I'extension maximale non
ramifiée K, est trivial (et en fait méme que K, est de dimension cohomolo-
gique 1). On peut obtenir ceci directement si on connait le théoréeme de Lang
([6]), ou encore le montrer avec la méme technique que dans le théoreme 3.30
via des calculs de normes dans les corps locaux ([11], section XII.1). Une
autre option est d’utiliser la caractérisation du groupe de Brauer en termes
d’algebres simples centrales ([11], section XII.2). Nous allons suivre ici la
méthode de [10] (voir aussi 'exposé de Serre dans [3]), qui est un peu moins
générale au sens ol elle utilise 'hypothese « fini, mais qui a ’avantage de ne
s’appuyer que sur ce qui a été vu précedemment dans ce cours.

4.1. Cohomologie du groupe des unités

On note Uk le groupe multiplicatif des unités de 'anneau des entiers Ok
de K (autrement dit Uk est 'ensemble des éléments de valuation nulle) et
U} le sous-groupe des unités principales, i.e. des éléments x de K vérifiant
v(1 — x) > 1. Plus généralement on note Ul le sous-groupe des z vérifiant
v(l —x) > 1.

Proposition 4.1 Soit L une extension finie galoisienne de K de groupe de
Galois G = Gal(L/K). On suppose que l'extension L/K est non ramifiée.
Alors Uy, et UL sont des G-modules cohomologiquement triviauz.

Démonstration :  Soit A le corps résiduel de L. Comme l'extension L/K
est non ramifiée, on a aussi G = Gal (A\/k). On a par ailleurs une filtration
du groupe des unités de L :

U,D>U;D>..oU:LD ..
avec Ui /U ~ X pour tout i > 0. Il en résulte que chaque Ut /Uit est un G-

module cohomologiquement trivial via la proposition 3.19, et par récurrence
sur 4 on en déduit immédiatement qu’il en va de méme pour U} /Ut pour
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tout ¢ > 0. Comme la cohomologie d’un groupe fini commute avec les limites
projectives de modules finis, on en déduit que U} = I'&nDO(U 1/UL) est un
G-module cohomologiquement trivial.

D’autre part, pour tout sous-groupe H de G (correspondant a une exten-
sion finie k' de k), on a H'(H, \*) = 0 par Hilbert 90, et H*(H,\*) = 0 par
la nullité du groupe de Brauer du corps fini x’. Le théoreme 2.7 dit alors que
A* est un G-module cohomologiquement trivial. C’est donc aussi le cas de
U;, via la suite exacte

0—=U, = U, —= N\ —0.
O

Lemme 4.2 Soit L une extension finie galoisienne de K de groupe G. Alors
il existe un sous G-module Vi de U} qui est d’indice fini et cohomologiquement
trivial.

Démonstration : D’apres le théoreme de la base normale, il existe o € L
tel que la famille (g.cv) e soit une base du K-ev L. Pour a € K* de valuation
suffisamment grande, on a alors M C Op, ou M est ’'Og-module engendré
par (ag.c)gee. On note que le G-module M est isomorphe a Ok[G], et par
ailleurs c’est un sous-groupe ouvert du groupe profini Oy, (en effet il est défini
par une condition du type : x € M ssi chacune de ses coordonnées x; sur
la base (g.a) est de valuation > m;, ou my,...,m, sont des entiers fixés).
En particulier M est d’indice fini dans Oy, d’ou un entier m > 1 tel que
M D 71Oy, ou 7 est une uniformisante de K. On définit alors un sous-G-
module (le fait que ce soit un sous-groupe pour la multiplication résultant
de la proprié¢té M D 7™QOp) V; de U} par V; = 1 + 7™ M. Chaque V;/V; 1,
est isomorphe a M/mM via

v " (= 1) (TM)

ce qui implique que ce sont des G-modules finis et cohomologiquement tri-
viaux (isomorphes & l'induit (O /7)[G]). Par récurrence, il en va de méme
des V1/V; pour i > 1. Ainsi leur limite projective Vi est également un G-
module cohomologiquement trivial, et V; est clairement d’indice fini dans
UL,

O

Proposition 4.3 (“Axiome du corps de classes”) Soit L une extension
finie et galoisienne de K, de groupe G cyclique. Alors HY(G,L*) = 0 et
H°(G, L*) est de cardinal [L : K].

90



Démonstration : La premiere assertion vient de Hilbert 90. Appliquons
le lemme précédent. Le quotient d’Herbrand h(G,V;) est 1 car V; est coho-
mologiquement trivial, et h(G,Ur/V;) = 1 via le théoreme 1.34, b). On en
déduit h(G,Ur) = 1 par le théoreme 1.34, a). Comme le G-module trivial Z
est isomorphe au quotient L*/Up, on obtient h(G,L*) = h(G,Z) = [L : K]
vu que HY(G,Z) = 0 et H(G,Z) = Z/|L : K|Z. Comme HY(G,L*) = 0,
ceci donne que le cardinal de H (@, L*) est [L : K] comme on voulait.

O

4.2. Calcul du groupe de Brauer

_ Soit Ky, I'extension maximale non ramifiée de K. Le groupe de Galois
'k = Gal (K,,/K) ~ Gal (k/k) (que nous noterons simplement I" §’'il n'y a
pas de confusion possible) est isomorphe a 7 ; il est topologiquement engendré
par le Frobenius F'. On a des isomorphismes :

HYD K;,) 5 HA(T,2) & H'(T.Q/Z) % Q/Z.
Ici B est induit par la suite exacte
0—=Ug, - K' 570

(Ofl UKm C Kr

nr

est le sous-groupe des unités, i.e. des inversibles de 1’an-
neau des entiers de K,,) vu que Hi(f, Uk,.) = 0 pour tout ¢ > 0 par la
proposition 4.1, en passant a la limite. L’isomorphisme ¢ vient de la trivia-
lité de la cohomologie de Q. Enfin v est obtenu en envoyant tout caractere

x € HY(T',Q/Z) sur x(F).

Proposition 4.4 Soit invg : H* Tk, K*) — Q/Z la composée des iso-

morphismes ci-dessus. Soit L une extension finie?® de K. Alors on a un
diagramme commutatif

H2(Tg, K) 55 Q/Z

Resl l-[L:K]

H2(Tp, L) — Q/Z

25. Noter que 'hypothese que L soit séparable n’est pas ici nécessaire.
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Démonstration :  Soit e l'indice de ramification de L/K et f le degré
résiduel. On a [L : K] = ef. Comme l'isomorphisme 8y : H2(Tx, KZ,) —
H2(fK, Z) est induit par la valuation (et de méme pour fL), on a fBroRes =
e.Resof. La compatibilité de Res avec les suites exactes longues donne, avec
des notations similaires, §; 'oRes = Resod'. Enfin, on a y,0Res = f.Resoyx
car 'image du Frobenius de T, dans [ est la puissance f-ieme du Frobenius
de T . Le résultat découle alors de la définition de invy.

0

On sait que H*(I'x, K7,) = Br (K™ /K) est un sous-groupe du groupe
de Brauer Br K. Le tres important énoncé suivant montre que c’est en fait
Br K tout entier. La méthode que nous avons suivie ne repose finalement
que sur des résultats généraux de cohomologie des groupes combinés avec les
propriétés de base des corps locaux. Par contre elle passe par le lemme 4.2 et
la proposition 4.3, qui utilisent de fagon essentielle le fait que le corps résiduel
de K est fini, alors que d’autres méthodes fonctionnent pour tout corps K
complet pour une valuation discrete a corps résiduel parfait.

Theoréme 4.5 On a Br (K™/K) =Br K.

Démonstration : Soit L une extension finie galoisienne de K de groupe
de Galois G. Soit n = [L : K|. La preuve repose sur deux lemmes :

Lemme 4.6 Le groupe H*(G, L*) est fini et son cardinal divise n.

Démonstration : Si G est cyclique, cela résulte immédiatement de la
proposition 4.3 et du théoreme 1.32. Si maintenant G' est un ¢-groupe avec
¢ premier, son centre est non trivial et il possede donc a fortiori un sous-
groupe distingué H = Gal (L/K,) de cardinal ¢. On obtient alors le résultat
par récurrence sur le cardinal de G via la suite exacte

0 — H*(Gal (K,/K),K}) — H*(G,L*) — H*(Gal (L/K,), L").

Dans le cas général, soit S l’ensemble des nombres premiers divisant
n et considérons, pour £ € S, un (-Sylow G, de G. Comme H?*(G,L*) =
D5 H*(G, L*){¢}, la proposition 2.2 dit que la restriction

H*G, L") - @ H*(G,, L)
Les

est injective. Le cas des f-groupes (appliqué a l’extension finie de K associée
a chaque G, par la correspondance de Galois) donne alors que le cardinal de
H?*(G, L*) est fini et divise [[, g #G¢ = n.

O
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Lemme 4.7 Soit K,, l’extension non ramifiée de K de degré n. Alors on a
H*(G,L*) = H*(Gal (K,,/K), K}),

ot on a identifié les deux groupes avec leur image dans Br K.

Démonstration :  D’apres le lemme 4.6, le cardinal de H?(G, L*) divise
n=[L:K]=|[K,: K], qui est le cardinal de H*(Gal (K,/K), K}) d’apres
la proposition 4.3 et le théoreme 1.32 puisque K,,/K est cyclique (elle est
non ramifiée et le corps résiduel de K est fini). Il suffit donc de montrer
que H*(Gal(K,/K),K}) C H*(G,L*). D’aprés la proposition 4.4, on a un
diagramme commutatif dont les fleches invg et invy, sont des isomorphismes
et la premiere ligne est exacte :

0 — HXG, L") —  BrKk 2, BrL

I I

H2(Tg, K7,) —= H2(Ty, L)

invg J{ J/inVL

Q/z —— Q/z

Soit a € H*(Gal (K,/K),K}). Alorsonana = 0eta € H2(T'g, KZ,) puisque
K, /K est non ramifiée. Le diagramme donne alors que la restriction de a a
Br L est nul, i.e. a € H*(G, L*).

O

Fin de la preuve du théoreme 4.5: Comme Br K est la limite inductive
(sur les extensions finies galoisiennes L de K) des H?*(Gal(L/K), L"), le
lemme précédent donne que Br K est inclus dans la limite inductive (sur
n > 0) des H*(Gal (K,/K), K*), donc dans Br (K,,/K).

0

On en déduit :
Theoreme 4.8 Soit K un corps local. Alors on a un isomorphisme
invg : Br K — Q/Z.

Si L est une extension finie de K, la restriction Br K — Br L correspond a
la multiplication par [L : K| dans Q/Z et si de plus L/K est séparable, la
corestriction Br L — Br K correspond a ['identité de Q/Z.
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Démonstration : Cela résulte du théoreme 4.5, de la proposition 4.4, et
de la formule Cor o Res = .[L : K].
O

Corollaire 4.9 Sous les hypothéses du théoréeme 4.8, un élément a de Br K
a une image nulle dans Br L si et seulement si na = 0.

Si de plus on suppose que L/K est galoisienne, l'image de Br (L/K) =
H?*(Gal (L/K), L*) par invg est le sous-groupe (+Z)/Z de Q/Z.

4.3. Dimension cohomologique ; théoréme de finitude

Soit £ un nombre premier. Soit G un groupe profini. On dira que ¢* divise
I'indice d'un sous-groupe fermé H de G si pour tout m > 0, il existe un sous-
groupe ouvert U de G contenant H tel que G/U soit divisible par ¢™. De
méme on dira que l'ordre de G est divisible par £*° si /> divise 'indice de

{1} dans G.

On déduit du théoreme 4.5 la dimension cohomologique d’un corps local :

Theoreme 4.10 Soit K un corps local. Soit ¢ un nombre premier. On note
K™ [’extension maximale non ramifiée de K.

a) Soit L une extension algébrique séparable de K. Si (> divise [L : K],
alors edy(L) <1 (et (BrL){¢} =0).

b) On a cd(K,) < 1.

c) Si t est différent de la caractéristique de K, on a et cd,(K) = 2. En
particulier cd(K) = 2.

Démonstration : a) Noter déja que si ¢ est la caractéristique de K, la
propriété cd,(L) < 1 est automatique. Il suffit de montrer que (Br L;){¢} =0
pour toute extension algébrique séparable de L (théoreme 3.27), et on est
immédiatement ramené au cas L; = L vu que ¢*° divise a fortiori [L; : K].
On observe que Br L est la limite inductive des Br K’ pour K’ extension
finie de K incluse dans L, les fleches de transition étant les restrictions (cela
résulte de la proposition 3.7). Soit K’ une telle extension et soit « € Br K’ un
élément de (™-torsion avec m > 0. Alors il existe une extension intermédiaire
K; de L/K', finie sur K’', et dont le degré sur K’ est divisible par ¢™ vu
que ¢ divise [L : K']. Alors la restriction de o dans Br K est nulle par le
théoreme 4.8, donc a fortiori son image dans Br L. Finalement on a montré
(Br L){¢} = 0 comme on voulait.

b) On applique a) a K™, ce qui est légitime vu que pour tout ¢ premier,
l'ordre de Gal (K™ /K) ~ Z est divisible par ¢*°.
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¢) Soit T'y = Gal (K/K) et prenons pour H le sous-groupe fermé H :=
Gal (K /K™). On vient de voir que cd,(H) < 1 et par ailleurs cd,(I'x /H) < 1
car I /H est le groupe de Galois absolu du corps résiduel &, qui est supposé
fini. On obtient alord cdy(K) < 2 par la proposition 3.17. D’autre part pour
¢ différent de la caractéristique de K, on a H?*(K, ) = (Br K)[{] # 0, donc

Cdg(K) = 2.
m

Remarque : Si K est de caractéristique p > 0, alors cd,(K) = 1 avec
notre définition (bien que (Br K)[p] ne soit pas nul, ce qui montre que cette
définition n’est pas bonne pour les corps imparfaits de caractéristique p...).
En effet on sait que cd,(K) < 1, et H'(K,u,) = K*/K*" est non nul. Par
ailleurs on verra plus tard que pour ¢ # Car K, on a scd,(K) = 2.

Proposition 4.11 Soit K un corps p-adique. Soit n > 0.
1. Le groupe HY(K, pu,) = K*/K*" est fini.
2. On a H*(K, i) = Z/nZ.

Démonstration : 1. On a déja vu (via la suite exacte de Kummer et
Hilbert 90) 1'égalité H'(K,u,) = K*/K*". Le fait que ces groupes soient
finis est classique et résulte par exemple de la filtration du groupe des unités
Uk par les Uk, i > 1 ([11], IV.2). On peut aussi utiliser le fait que Ug est
un groupe de Lie p-adique commutatif compact, donc isomorphe au produit
direct d’un groupe fini et de Z; avec r > 0.
2. Comme Br K ~ Q/Z, on a H*(K, u,) = (Br K)[n| ~ Z/nZ.
0

Remarque : Si K est une extension finie de k((t)), avec k fini de ca-
ractéristique p > 0, il n’est plus vrai que K*/K*" est fini, ni que H'(K,Z/p)
soit fini. Par contre la preuve de la proposition 4.11 fonctionne pour n non
divisible par p, et de méme le corollaire qui suit est encore valable si I'ordre
de M n’est pas divisible par p.

Corollaire 4.12 Soient K un corps p-adique et M un I g -module fini. Alors
H" (T, M) est fini pour tout r > 0.

Démonstration :  Soit n l'ordre de M. D’apres ce qu’'on a déja vu,
H" (K, p,) est fini pour r = 0,1,2, et nul pour »r > 3. Comme M est fini,
on peut trouver une extension finie galoisienne L/K telle que 'action de T'f,
sur p, et sur M soit triviale; en particulier le I';-module M est isomorphe a
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une somme directe de pi,,,. Comme on a alors H(I',, M) fini pour tout ¢ > 0
d’apres I'étude de la cohomologie de pu,, la suite spectrale

HY(Gal (L/K), HY(Ty,, M)) = HP™ (T, M)

permet de conclure que tous les H"(I'k, M) sont finis.

4.4. Exercices

1. Soit p un nombre premier. Soient K = F,((t)) et K une cloture
séparable de K. On note I'x le groupe de Galois absolu de K et I') un
p-Sylow de I'x. Soit L C K le corps fixe de I,

a) Montrer que cd(L) < 1.
b) A-t-on Br L =07

2. Soit £ un nombre premier. Soit K une extension finie de Q; de groupe
de Galois G = Gal (K /K). On fixe un nombre premier p (qui peut étre égal
al).

a) Soit L une extension algébrique de K. On suppose que [L : K| est
divisible par p*>. Que vaut (Br L){p}?

b) Soit Gk(p) = G/I le plus grand quotient de G qui soit un pro-p-
groupe : on a donc Gk(p) = Gal(K(p)/K), ott K(p) est une extension
algébrique de K et I = Gal (K /K (p)). Montrer que cd,(I) < 1.

¢) Montrer que tout homomorphisme de I dans un pro-p-groupe est tri-
vial. En déduire que si A est un G (p)-module de torsion p-primaire, on a
HYI,A)=0.

d) Soit A un Gk (p)-module de torsion p-primaire. Montrer que pour tout
entier ¢ > 0, ’homomorphisme d’inflation H*(G(p), A) — H'(G, A) est un
isomorphisme.

3. Soit K un corps p-adique de groupe de Galois absolu I'. Soit M un
' x-module de type fini. Montrer que H*(K, M) est fini.

5. Application de réciprocité d’un corps lo-
cal ; module dualisant d’un corps p-adique

Dans ce chapitre, on désigne par K un corps local (p-adique, ou exten-
sion finie de F,((¢))). Nous commencons 1'étude du groupe de Galois abélien
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Gal (K®/K), qui sera complétée dans la section suivante. Les deux para-
graphes qui suivent sont relativement indépendants, mais en rassemblant
leurs résultats on peut retrouver le théoreme d’existence (exercice 3) qui sera
démontré par une autre méthode (théorie de Lubin-Tate) dans le chapitre
suivant.

5.1. Application de réciprocité locale

Définition 5.1 Soit L une extension finie galoisienne de groupe G de K. Soit
n = [L : K]. On appelle classe fondamentale de I'extension L/K 1'unique
élément ur x de Br (L/K) = H*(G, L*) tel que invg (up/x) = 1/n € Q/Z.

Rappelons qu’on a un isomorphisme invy : Br K — Q/Z (théoréeme 4.8)
et que le groupe Br(L/K) est précisément le sous-groupe de n-torsion de
Br K (corollaire 4.9), ce qui justifie la définition ci-dessus. Nous pouvons
alors appliquer le théoreme 2.12 (Tate-Nakayama) au G-module A = L* et a
Pélément uy/ de H*(G, L*). Soit en effet G, = Gal(L/K,) un p-Sylow de
G. On a bien H'(G,, L*) = 0 par Hilbert 90, et H*(G,, L*) = Br (L/K,,) est
d’ordre #G,, engendré par la restriction uy,k, de u & H*(G,, L*) (d’apres le
théoréeme 4.8). En prenant n = —2 et en appliquant la proposition 1.27, on
obtient

Theoreme 5.2 Soit L une extension finie galoisienne d’un corps p-adique
K. Alors le cup-produit par ur,x définit un isomorphisme

Ok : G — K*/NL*
ot G :=Gal(L/K) et N : L* — K* désigne la norme de L a K.
Définition 5.3 Soit L une extension finie abélienne de K. L’isomorphisme
wryk = 0p )+ K*/NL* — Gal (L/K)

s’appelle isomorphisme de réciprocité associé a 'extension L /K. L’homomor-
phisme
. * ab
w: K* = Iy
obtenue & partir des wy/x par passage & la limite® sur les extensions fi-

nies abéliennes L de K s’appelle application de réciprocité. Elle induit un
isomorphisme de lim K*/NL* sur I'®.

26. Pour effectuer ce passage a la limite, il y a une compatibilité a vérifier entre wy,/x
et wp/i si F' D L D K ; celle-ci résulte de la proposition 5.4 ci-dessous.
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Ici 2 est I'abélianisé de I'c en tant que groupe profini (c’est le quotient
de ' par 'adhérence de son sous-groupe dérivé au sens usuel).

Nous verrons plus loin que pour un corps p-adique, le groupe I'2P est
le complété profini de K*, et donc que ce complété profini est isomorphe a
Jm K~ JNL* (la limite étant prise sur les extensions finies abéliennes L de
K) mais ceci nécessite de connaitre soit le théoréme d’existence pour les corps
locaux, soit le théoréme de dualité locale de Tate (que nous rencontrerons un
peu plus loin dans ce chapitre). Pour l'instant on déduit juste des résultats
précédents que @ . K*/NL* est un quotient du complété profini K* de K*.

La proposition suivante fait le lien entre application de réciprocité et cup-
produit.

Proposition 5.4 Soit L une extension finie abélienne d’un corps local K.
Soient G = Gal (L/K) et x : G = Q/Z un caractére de G, dont on note d,
limage dans H*(G,Z) via le cobord associé a la suite exacte

0-Z—-Q—-Q/Z—0
Soit a € K* d’image a € H(G, L*) = K*/NL*. Alors®
X(wr/k(a)) = invg(aUd,)
ot invg : Br(L/K) — Q/Z est linvariant local.
Démonstration :  Soit u = uj g € H*(G,L*) la classe fondamentale. Soit

s=wp/k(a) €G= H~2(G,Z) (rappelons que G est abélien). Notons n := [L : K.
Par définition de I'application de réciprocité, on a

wUs=ae H(G, L")

d’ou, par associativité du cup-produit (proposition 1.37) et compatibilité avec les
cobords (proposition 1.36)

aUdy, =uU(sUdy) =uU (d(sUx))

ousUx € ﬁ_l(G,Q/Z). Comme Daction de G sur Q/Z est triviale, le groupe
H=1(G,Q/Z) est simplement le sous-groupe %Z/Z de Q/Z et le cup-produit sUx
s’identifie & x(s). Posons alors x(s) = r/n avec r € Z. Il est immédiat que d(r/n) =

re HYG,Z) = Z/nZ d'on

uU(d(sUx)) =uUr=ruecQ/Z

27. Notons qu’il n’y a pas ici a se préoccuper de ’ordre dans lequel on fait le cup-produit
car aUd, = d, Ua vu que les classes de cohomologie considérées sont en degré pair.
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Or on a précisément ’égalité invy (r.u) = r/n par définition de u donc finalement
invg (r.u) = x(s), ou encore

invg(aUdy) = x(s)

comme on voulait.
0O

Corollaire 5.5 Soit K un corps local de groupe de Galois T = Gal (K/K).
Soit x un caractére de T* (ou de T, cela revient au méme). Soit b € K*.
Alors

invg(bU x) = x(w(b))

ou, dans le cup-produit, x est vu comme un élément de H*(T',Z) et b comme
un élément de HO(T,K").

Cela résulte de la proposition précédente par passage a la limite sur les
extensions finies abéliennes L de K.
O

5.2. Module dualisant ; applications

Soit G un groupe profini de dimension cohomologique n < +o00. On
considere le foncteur A — H"(G,A)* de la catégorie C’é des G-modules
discrets finis vers la catégorie des groupes abéliens (rappelons que * :=
Hom(.,Q/Z)). 1l se trouve qu’on a un résultat général d’algebre homolo-
gique (cf. [12], paragraphe 1.3.5., lemme 6) qui garantit, sous des hypotheses
assez faibles, que ce foncteur est représentable par un G-module discret de

torsion. Plus précisément :

Theoreme 5.6 Soit G un groupe profini de dimension cohomologique n <
+00. On suppose que pour tout A € C’é, le groupe H™(G, A) est fini. Alors
il existe un G-module discret de torsion I tels que les foncteurs Homg(., I)
et HM(G,.)* (de CL dans Ab) soient isomorphes. On dit que I est le module
dualisant du groupe profini G.

Autrement dit on a Homg(A, I) ~ H*(G, A)* (I'isomorphisme étant fonc-
toriel) pour tout G-module discret fini A. On a un théoréme et des définitions
analogues avec la p-dimension cohomologique (en se limitant aux modules de
torsion p-primaire). Notons aussi que si A est un G-module discret de torsion
(pas forcément fini), on obtient en passant a la limite que le groupe discret
H"(G, A) est dual du groupe profini Homg(A, I) (muni de la topologie de la
convergence simple)
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Il est en réalité possible de montrer 1'existence du module dualisant (et
également d’en donner une description explicite) sans I’hypothese de finitude
sur H"(G, A), mais cela demande pas mal d’efforts (voir [12], partie I, an-
nexe 1, ou encore [10], paragraphe II1.4). Nous allons ici calculer le module
dualisant d'un corps p-adique 2, et en déduire une application & la dimension
cohomologique stricte d’un corps p-adique et au théoreme de dualité de Tate.

Proposition 5.7 Soit I' un groupe profini de dimension cohomologique n €
N*. Soit U un sous-groupe ouvert de I'. Soit I le module dualisant de T'.
Alors le module dualisant de U est I vu comme U-module.

Démonstration : On a cd(U) = cd(I") (cela résulte de l'exercice 1.b)
du chapitre 3). Le résultat découle alors du lemme de Shapiro en prenant
M = IZ(A) (ot A est un U-module fini) dans la propriété qui caractérise le
module dualisant.

O

Soit maintenant K un corps p-adique. On a vu (théoreme 4.10) que
son groupe de Galois I'" := 'k était de dimension cohomologique 2 et que
H?(T', A) était fini pour tout I'-module fini A (corollaire 4.12). On peut donc
appliquer les résultats précédents avec n = 2. La proposition suivante calcule
le module dualisant I de I'.

Proposition 5.8 Le module dualisant I de I' est canoniquement isomorphe
au D-module p des racines de Uunité de K.

Démonstration :  Soit n > 0, notons [, le noyau de la multiplication
par n dans I. Pour tout sous-groupe ouvert U de I, I est aussi le module
dualisant de U d’ou, en appliquant la définition du module dualisant :

Homy (ftn, 1,) = Homy (pin, I) ~ H*(U, ji)* = Z/nZ

la derniére égalité venant de la proposition 4.11. Ainsi le groupe Homy (g, 1)
est indépendant de U et on obtient Hom(u,,, I,,) ~ Z/nZ, avec en plus le fait
que I' opere trivialement sur ce groupe (en prenant U = I') et que l'iso-
morphisme est fonctoriel en n. On choisit le générateur f,, de Homr(puy, I,)
correspondant & 1 € Z/nZ. L'homomorphisme f, est injectif car d’ordre
n. Il est également surjectif sinon on aurait un x de I, qui n’est pas dans
son image, d’oit un homomorphisme de pu,, dans I,, qui ne serait pas dans le

28. Comme d’habitude les résultats sont valables pour un corps local de caractéristique
p, a condition de se limiter a des modules sans p-torsion.
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sous-groupe engendré par f,,. En définissant f par f|,, = f,, on obtient un
isomorphisme de I'-modules de ;1 dans I.
O

On en déduit :

Theoréme 5.9 Soit K un corps p-adique. Alors la dimension cohomologique
stricte de K est 2.

Démonstration :  On utilise la proposition 3.18. Soit U un sous-groupe
ouvert de T'. On a alors H*(U,Z) = H*(U,Q/Z) comme on I'a déja vu.
D’apres la proposition 5.8, ce dernier groupe est dual de Homy (Q/Z, i). Soit
L/ K Textension finie correspondant a U. Alors I'image d’un homomorphisme
f:Q/Z — p de U-modules doit étre divisible et incluse dans H°(L, 11). Mais
L (qui est un corps p-adique) ne contient qu'un nombre fini de racines de
I'unité (parce que Uy, est isomorphe au produit d’un groupe fini et de Z;, ou
encore via la filtration du groupe des unités) donc H°(L, u1) est fini. On en
conclut que Im f = 0, soit Homy (Q/Z, 1) = 0, ce qui acheve la preuve.

m|

Soit k un corps de groupe de Galois absolu I'y, = Gal (k/k). Pour tout
I',-module fini M, on note

M' := Homg (M, k*) = Hom (M, p)
son dual de Cartier. Si M est d’ordre n, on a aussi M’ = Hom(M, p,,).

Theoréme 5.10 (Tate) Soient K un corps p-adique de groupe de Galois
I, et M un U'-module fini. Alors pour i =0,1,2, le cup-produit

HY(T, M) x H*{(T,M") - H*(K,K") = Q/Z

est une dualité parfaite de groupes finis.

Démonstration : La finitude de tous les groupes a déja été vue (co-
rollaire 4.12). Pour i = 2, le théoréme exprime que les groupes H?(T', M)
et Homp (M, ) sont en dualité via l'application bilinéaire (x,a) — a.z de
H?*(T, M) x Homp (M, u1) dans H*(T', ) = Q/Z; or ceci résulte de la propo-
sition 5.8. Le cas i = 0 est symétrique car (M') = M. Pour traiter le cas
1 = 1, il suffit donc de montrer que I’homomorphisme

HYT,M) — HYT, M)
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induit par le cup-produit est injectif (car en appliquant ensuite le méme
résultat & M’, on obtiendra en plus que le cardinal du groupe de gauche est
au moins celui du groupe de droite). Pour cela on écrit une suite exacte

0—-M-—-B—-C—=0

avec HY(T', B) = 0 en prenant par exemple pour B l'induit de M. D’apres
les propriétés de compatibilité du cup-produit vis a vis des suites exactes
(proposition 1.38), on a un diagramme commutatif (au signe pres) exact

H°T,B) —— HYI',C) —— H'(,M) —— 0

l | |

H*(T,B')* —— H*T,C")* —— HYT,M")*

D’apres la proposition 5.8, les deux premieres fleches verticales sont des
isomorphismes (bien que B et C' ne soient pas forcément finis, les [-module B’
et C” sont de torsion, ce qui suffit). On en déduit I'injectivité de la troisieme
par chasse au diagramme.

O

Remarque : Pour des corps locaux d’égale caractéristique p, le théoreme
reste vrai (avec la méme preuve) a condition de se limiter a des M dont
la torsion est premiere a p. Sinon le résultat analogue est nettement plus
compliqué (voir [13] ou [7], paragraphe IIL.6.), ne serait-ce que parce que
HY(T', M) n’est pas fini en général.

Par ailleurs, il existe une généralisation du théoreme 5.10 au cas ou A
est seulement supposé de type fini sur Z (dans ce cas la situation n’est plus
symétrique, le I-module A’ étant alors le groupe des K-points d'un groupe
de type multiplicatif sur K). Voir [12], partie II, paragraphe 5.8.

Theoréme 5.11 Le groupe I'*" est isomorphe a (K*)" = Hm (K*/K*").

Noter que (K*)" est simplement le complété profini?® de K* vu que les
K*/K*" sont finis. En particulier I'* est isomorphe (non canoniquement) &
ZxU K. Ses quotients finis correspondent exactement aux quotients finis de
K* (que l'on précisera plus tard, via le théoreme d’existence; voir exercice 3
de ce chapitre pour une preuve basée sur les résultats de dualité ci-dessus et
le théoréme de Tate-Nakayama). Le théoreme de dualité 5.10 donne d’ailleurs
directement la dualité (classique en théorie du corps de classes local) entre
HYT',Z/n) = Hom (T, Z/n) et K*/K*".

29. Le théoreme vaut pour une extension finie de F,((¢)) & condition de se limiter aux
sous-groupes ouverts d’indice fini. Cela peut par exemple se déduire de ’analogue du
théoreme 5.10 dans ce cadre, ou des résultats du prochain chapitre.
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Démonstration : Par dualité de Pontryagin, le groupe I'** est le dual
de son dual HY(T',Q/Z). Comme H'(T',Q/Z) est la limite inductive des
HY(T,Z/n), son dual est la limite projective des H'(T',Z/n)*. Or par le
théoreme de dualité 5.10, le groupe H*(T", Z /n)* est isomorphe & H (K, 1) =
KK,

5.3. Exercices

1. Soit G un groupe profini de dimension cohomologique n € N*. Soit [
son module dualisant. Soit p un nombre premier. Montrer que scd,(G) = n+1
si et seulement s’il existe un sous-groupe ouvert H de G tel que I contienne
un sous-groupe isomorphe a Q,/Z, (critere de Serre). Retrouver alors que si
K est un corps p-adique, on a scd(K) = 2.

2. Soit K un corps p-adique. Soit A une variété abélienne sur K. Pour
n > 0, soit A, le sous-groupe de A(K) constitué des éléments de n-torsion. On
rappelle les faits suivants : la multiplication par n dans A(K) est surjective,
le module galoisien A, est dual® de A;,, ot A" est la variété abélienne duale
de A, et A(K) = H°(K,A(K)) est un groupe de Lie p-adique compact,

a) Montrer que H*(K, A) = lim H*(K, A,).

b) Montrer que le sous-groupe de torsion de A’(K) est fini.

c¢) En déduire que H*(K, A) = 0.

3. Soit K un corps p-adique de groupe de Galois absolu I' = Gal (K /K).
On considere un sous-groupe U d’indice fini de K*. On se propose de montrer
(“théoreme d’existence” 31) qu'’il existe une extension abélienne finie L de K
(unique a isomorphisme pres) telle que U = N L*. La méthode de cet exercice
va consister a utiliser 'application de réciprocité (donnée par le théoreme de
Tate-Nakayama) associée a une extension finie abélienne de K, et le théoreme
de dualité locale de Tate.

a) Montrer qu’il existe une extension finie abélienne L de K telle que le
cup-produit induise une dualité parfaite

H'(Gal (L/K),Q/Z) x K*/U — Q/Z

30. Ceci résulte de 'existence de 'accouplement de Weil.

31. Nous retrouverons ce résultat par une méthode plus explicite dans le prochain cha-
pitre, via la théorie de Lubin-Tate. Notons qu’il vaut encore pour un corps local de ca-
ractéristique p > 0 a condition de se limiter aux sous-groupes ouverts d’indice fini de K*.
On peut aussi ’obtenir en se ramenant aux extensions de Kummer en caractéristique zéro,
et d’Artin-Schreier en caractéristique p, voir [11], chapitre XIV.
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entre le sous-groupe fini H'(Gal (L/K),Q/Z) de H(I'**, Q/Z) et le quotient
fini K*/U de K*.

b) Soit G = Gal(L/K) et pour tout a de K*, notons a sa classe dans
K*/NL*. Montrer que U est le noyau a droite de ’accouplement

HYG,Q/Z) x K* — Q/Z

donné par (x,a) — x(wr/k(a)).

¢) En déduire que U = NL*.

d) Montrer que si on fixe la cloture algébrique K, il existe une unique
extension finie abélienne L C K de K vérifiant c).

e) Montrer que réciproquement pour tout extension finie abélienne L de
K, le sous-groupe NL* de K* est d’indice fini, et fermé pour la topologie
p-adique sur K* (pour cette derniere propriété, on observera que la norme
N : L* — K* est une application propre, i.e. I'image réciproque d’'un compact
est compact). En déduire que tout sous-groupe d’indice fini de K* est fermé.

4. Soit K un corps p-adique de groupe de Galois absolu I' = Gal (K /K).
On note U = Gal (K /K,,) son groupe d’inertie. On rappelle que U possede
un unique p-Sylow U, qui est distingué dans U, et le quotient V := U/U, est
isomorphe a Z;, := [],,,Z; (plus précisément on a U, = Gal (K/Kp,), on
Ky est 'extension maximale modérément ramifiée de K'). On considere un
I-module fini A de cardinal premier a p.

a) Montrer que H'(U, A) = H'(V, AU).
b) Soit ¢ un nombre premier différent de p. Soit B un Z,-module fini et

(-primaire. On fixe un sous-groupe ouvert W de Z; qui agit trivialement sur
B. Montrer que H'(W, B) est fini, et en déduire que H'(Z;, B) est fini.

c¢) Montrer que H*(U, A) est fini pour tout ¢ > 0 et nul si i > 2.

5. On garde les hypotheses et notations de l'exercice précédent. On se
propose de démontrer que la caractéristique d’Fuler-Poincaré
_ #H(K,A)#H*(K, A)
T FH(KA)

x(4) :

est 1 pour tout I-module fini A de torsion premiere a p (ce résultat admet
une généralisation beaucoup plus difficile, due a Tate, cf. [12], paragraphe
I1.5.7).

a) En utilisant 1'exercice précc/ient, montrer qu’on a
H(K, A) = H(Z, H"(U, A)); H*(K,A) = H'(Z, H'(U, A)),
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et une suite exacte
0— HY(Z, H'(U,A)) = HY(K, A) — H(Z, H'(U, A)) — 0.
b) Conclure en utilisant I'exercice 12 du chapitre 3.

6. Soit K un corps p-adique de groupe de Galois absolu I'. Soit A un
[-module. On dit que A est non ramifié si le groupe U = Gal (K /K,,) opere
trivialement sur A. Dans ce cas on définit les groupes de cohomologie non
ramifiée H' (K, A) := H'(Gal (K,,;/K), A).

a) Soit A un I-module fini et non ramifié. Montrer que HC (K, A) =
H°(K,A), H (K, A) =0 pouri > 2, et que le groupe H! (K, A) s’identifie a
un sous-groupe de H!'(K, A) dont le cardinal est celui de H°(K, A) (utiliser
I'exercice 4).

On suppose dans toute la suite que A est un I'-module fni, non ramifié,
et d’ordre premier a p.

b) Montrer que le dual A’ = Hom(A, K ) possede les mémes propriétés.

c) Montrer que les groupes H! (K, A) et H! (K, A’) sont orthogonaux
pour 'accouplement local de Tate.

d) En utilisant 'exercice 5, montrer qu’on a
#HY K, A =#H! (K,A)#H (K,A).
e) En déduire que pour 'accouplement local
HY(K,A)x H(K,A') = Q/Z,
chacun des sous-groupes H! (K, A) et H! (K, A’) est 'orthogonal de I'autre.

7. Soit k un corps de groupe de Galois absolu I'x. Soit p un nombre pre-
mier différent de la caractéristique de k, et tel que k£ contienne une racine
primitive p-itme ¢ de 1. Le choix d’une telle ¢ permet d’identifier H*(k, p,,)
a H'(k,Z/p) C H'(k,Q/Z). Pour tout élément a de k*, on note y, €
H*'(k,Z/p) le caractere de 'y, associé a la classe de a dans H'(k, u,,) = k* /k*".
Pour a,b dans k*, on définit le symbole (a,b) comme le cup-produit de
Xo € H*(k,Z) = H'(k,Q/Z) avec b € H°(k, k*).

a) Montrer que si b est une norme de I'extension k(a'/?)/k, alors (a, b) = 0.

b) On a (a,—a) =0, (a,1 —a) =0 et (a,b) = (—b,a) pour tous (a,b) de
k* (avec a # 1 pour la deuxieme formule).

¢) On suppose que k est un corps local. Montrer que si un élément b de
k* vérifie (a,b) = 0 pour tout a de k*, alors b € k*".
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6. Théorie de Lubin-Tate

Le but de ce chapitre est de donner une description explicite, utilisant les
groupes formels, de ’extension abélienne maximale d’un corps local. Cela per-
mettra en particulier de donner une preuve facile (et indépendante de la ca-
ractéristique) du théoreme d’existence (cf. exercice 3 du chapitre précédent),
et également d’avoir explicitement des formules pour calculer les symboles
locaux (a, L/K) := wr/k(a) quand a € K* et L est une extension abélienne
d’'un corps local K. Ces formules seront également utiles pour la théorie du
corps de classes global.

Dans toute la suite, on désigne par K un corps local (i.e. complet pour
une valuation discrete, a corps résiduel fini) d’anneau des entiers Og. On
pose aussi Ux = Oj; et on note M l'idéal maximal de Ok.

6.1. Groupes formels

La loi de groupe multiplicative sur U} := 1 4+ My correspond a la loi
additive sur Mg donnée par (X,Y) — X +Y + XY Cette observation est
a 'origine de la définition suivante :

Définition 6.1 Soit A un anneau commutatif. Soit F' € A[[X, Y]] une série
formelle en deux variables. On dit que F' est une loi de groupe formel com-
mutatif si les propriétés suivantes sont satisfaites :
a) (associativité) F'(X, F(Y,Z)) = F(F(X,Y), Z)).
b) (neutre) F(0,Y) =Y et FI(X,0) = X.
¢) (symétrique) Il existe un unique G(X) tel que FI(X,G(X)) = 0.
d) (commutativité) F(X,Y) = F(Y, X).
e) F(X,Y)=X+Y (mod. deg?2).

(Deux séries formelles sont congruentes modulo degn si elles ont les
mémes termes de degré < n; on peut vérifier que c) et e) peuvent se déduire
des trois autres propriétés. Rappelons aussi que si n est un entier stricte-
ment positif, on peut substituer une famille de n séries formelles sans terme
constant dans toute série formelle en n variables).

Si on pose A = Ok, on peut alors définir z x y := F(z,y) pour x,y dans
M, ce qui fait de Mg un groupe commutatif qu'on notera F(M). On
peut de méme définir F'(My) pour toute extension finie L de K, et méme
pour toute extension algébrique en passant a la limite. Le cas de 1 + Mg
correspond a la loi de groupe formel F(X,Y) =X +Y + XY.

Soit maintenant K un corps local dont le corps résiduel  est de cardinal
g. On fixe une uniformisante 7 de K et on pose A = Ok. On note F,

66



I'ensemble des séries formelles f € A[[X]] telles que f(X) = 7X mod. deg2
et f(X) = X? mod. 7 (la deuxieme condition signifie que f(X) — X9 est
divisible par 7 dans A[[X]]). On peut prendre par exemple f(X) = 7.X + X9,
ou encore f(X)=(1+X)P —1sur K = Q,.

Theoréme 6.2 Soit f € F,. Alors il existe une unique loi de groupe formel
Fy € A[[X,Y]] telle que

FEXY)) = Fr(f(X), f(Y))

(autrement dit f est un endomorphisme pour la loi Fy). On dit que Fy est la
loi de groupe formel de Lubin-Tate associée a f et .

La preuve est basée sur la proposition suivante.

Proposition 6.3 Soient f,g € F,. Soit n € N* et soit ¢1(Xy, ..., X,,) une
forme linéaire en n variables a coefficients dans A. Alors il existe une unique
série formelle ¢ € A[[ X, ..., X,)]] vérifiant :

a) ¢ = ¢ mod. deg?2.

b) f(¢(X1, ..., Xn)) = d(9(X1), .., g( X))

(On notera parfois (g, g, ...g) la famille (g(X1), ..., 9(X,)), et ¢ o g la série
formelle en n variables ¢ o (g, g, ...,9) == ¢(g9(X1), ..., 9(Xy)))-

Démonstration : On construit ¢ par approximation successives : on va mon-
trer par récurrence sur r > 1 que pour tout r > 1, il existe une unique (mod.
degr 4+ 1) ¢ € A[[Xy, ..., X,]] vérifiant a) et b) mod. degr + 1. Cela donnera
bien comme unique solution du probléme la série formelle ¢ définie par ¢ = qﬁ(”)
mod. degr+ 1 pour tout r > 1. Noter en particulier qu’on devra avoir ¢{"t1) — (")
congru a 0 mod. degr.

On commence par prendre ¢(1) = ¢ (et c’est unique modulo deg2 d’apres a)).
Supposons que qﬁ(i) a été construit pour ¢ < r, et posons ¢; = qﬁ(”l) - ¢(i), de
sorte qu'on a ¢1 + ... + ¢, = ¢("). La condition b) donne f o &) = ¢ 6 g mod.
deg(r + 1), ou on a écrit pour simplifier g au lieu de (g,g9, .., g). On cherche alors
# Y sous la forme ¢t = ¢(") 4 ¢, 1, et comme on 'a vu ¢, doit étre congru
a 0 modulo degr. On a

foo™=¢"og+Ey

mod. deg(r + 2) avec E,+; = 0 mod. deg(r + 1), et il s’agit de corriger l'erreur
E, ;1. Comme le terme de degré 1 de f (sa dérivée en 0) est 7 et ¢,41 est congru
a 0 mod. degr, on obtient

foo"™™ = foo 4 rg,i
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mod. deg(r + 2) et de méme

¢ ogtdriiog=o ogta T

mod. deg(r + 2) d’ou

FodU D) g og = fo) 41— (¢ og+drii09) = Brypr+(r—7" ) dry1

mod. deg(r + 2). On voit alors que I'unique solution est

Gry1 = —Epp1/m(1 —7")

et il faut juste encore vérifier que ¢, reste a coefficients dans A, ou encore que
E, 11 est divisible par 7. Comme pour ¢ € F,[[X]] on a ¢(X?) = (¢(X))? et que
f(X)=g(X)=X?mod. m, on a:

fod™ =M og= (¢ (X))1 - (X)) =0

mod. 7, ce qui conclut la preuve de la proposition.

Preuve du théoreme 6.2 : On applique la proposition précédente en
prenant pour Fr(X,Y) I'unique solution de F(X,Y) = X +Y mod. deg?2 et
foFy = Fo(f, f). Pour vérifier les axiomes de groupe formel, on utilise I'uni-
cité dans la proposition : par exemple pour a), on note que Fy(F(X,Y), Z)
et Fr(X, Fy(Y, Z)) sont tous deux solutions de H(X,Y, Z) = X+Y +Z mod.
deg2 et H(f(X), f(Y), f(2)) = F(H(X,Y, Z)

O

Proposition 6.4 Soit f € F,. Soit Fy la loi de groupe formel associée a f
comme dans le théoréme 6.2. Alors pour tout a de A = Og, il existe une
unique série formelle [a]; € A[[X]] vérifiant : [a]fo f = folals et [a]; = aX
mod. deg 2. De plus [a]s est un endomorphisme pour la loi de groupe formelle
Fy.

Noter que par définition [1]; est I'identité et [x]; = f.
Démonstration : Pour f, g dans F;, définissons [a];,(T) € A[[T]] comme
I'unique série formelle (cf. proposition 6.3) vérifiant [a]s,(7) = o1 mod.

deg2 et f([a]sy(T)) = [als4(g9(T)). Posons [a]; = [a]fs. Alors I'unicité dans
la proposition 6.3 donne 1'égalité

Fy([a]54(X), [al.4(Y)) = [al4(Fy(X,Y)).
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En effet chaque membre de cette égalité est une série formelle H(X,Y) €
A[[X,Y]], congrue a aX + aY mod. deg?2, et vérifiant H(g(X),g(Y)) =
f(H(X,Y)). Cela signifie que [a];, est un homomorphisme de groupes for-
mels de F,, dans FY, et en particulier [a]; est un endomorphisme de Fy. Les
deux propriétés voulues résultent de la définition de [a]yf, et I'unicité est
claire, toujours via la proposition 6.3.

O

Proposition 6.5 L’application a — [a]; est un homomorphisme injectif
d’anneauxr de A dans End(FYy).

Démonstration : Comme dans la proposition précédente, on montre que

[a+0];4(T) = Fy([a]y4(T), [b]1.4(T))

et

[ab];n(T') = (lalyg © [blg.n)(T)- (3)
Par exemple les deux membres de la premiere égalité sont congrus a al’ + bT’
mod. deg 2 et sont solutions de 'équation f(H(T)) = H(g(T)). En prenant
f = g = h on obtient que a — [a]; est un homomorphisme d’anneaux de A

dans End(Fy). I est injectif car le terme de degré 1 de [a]; est aX.
O

Noter que la proposition précédente confere a Fy une structure de A-
module formel. En particulier Fy(M,) est muni d'une structure de A-module
pour toute extension algébrique L de K.

Proposition 6.6 Soient f,g € F.. Alors les lois de groupes Fy et F, as-
sociées respectivement a f et g sont isomorphes.

Démonstration :  Par définition de [a]f, on a [1];(7) = T. On en déduit
via (3) que si a est dans A*, alors [a];, est inversible d’inverse [a™ '], , et
[a] .4 induit donc un isomorphisme de F, dans F}.

|

6.2. Changement d’uniformisante

On a vu au paragraphe précédent qu'un changement d’élément f dans F
donnait des lois de groupes formels isomorphes. Il n’en va plus de méme si
c’est I'uniformisante 7w de A := Ok qu’on change. On va voir cependant qu’on
retrouve des lois isomorphes a condition de monter sur I’anneau des entiers
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A= Oz de la complétion K de I'extension maximale non ramifiée K., de

K. On note comme d’habitude U le groupe multiplicatif A*. On note o le
prolongement continu du Frobenius (générateur topologique de Gal (K,,/K))
4 K.Siz € K, on note z le transformé de x par o, et de méme si 6 € K[[X]]
est une série formelle, on note 76 la série formelle obtenue en appliquant o a
tous les coefficients de 6.

Lemme 6.7 Soit c € A (resp. ¢ € Ug. Alors l'équation “x — x = ¢ (resp.

(Vg = ¢) a une solution dans A (resp. dans Ug).

De plus, si x est un élément de A vérifiant °x = x, alors v € A.

Démonstration : Notons que I'uniformisante 7 reste de valuation 1 dans K ,
d’oul des isomorphismes o-équivariants de Uz / Ull? sur K* et de UI’% / UI%H sur K
pour n > 1. Soit ¢ € Up d’'image ¢ dans k. L’équation “Z = .c a une solution
dans &* car elle s’écrit 27 = z.¢ (ou q est le cardinal de k) et k est algébriquement
clos. Cela permet d’écrire ¢ ==1) 2, .ay avec 71 € Ugpetar € UIlA(. Par récurrence

o—1) z,

on peut écrire ¢ =1 (z1...70).an avec x; € U;A(_l et a, € U[%; d’ott ¢ =(
ot x est le produit infini des x; (qui converge par complétude de U, vu que son
terme général tend vers 1). Le cas de 'équation “x — x = ¢ dans A est similaire,

via les isomorphismes de M’/ M’}:l avec K.

Si maintenant r € A vérifie 7z = x, on montre par récurrence sur n > 0 que

x s’écrit x = x, + 7"y, avec x, € A et y, € A: pour n = 1, la propriété °z = x

donne que l'image ¥ de x dans K est dans k, donc = s’écrit x = x1 + wy; avec

1 € Aetyy € A ; il suffit ensuite d’appliquer le méme raisonnement a y, au lieu
de x. Alors z est la limite des z,, donc reste dans A puisque A est complet.

D

Lemme 6.8 Soient 7 et w deuzr uniformisantes de K, on pose w = u.m avec
u € Ug. Soient f € Fr et g € F,. Soit H € A[[X]] une série formelle
congrue a uX mod. 2, et vérifiant f o H = H o f. Alors il existe e € Ug et

une série formelle p(X) € g[[X]], congrue a X mod. 2, tels que :

a) 7¢ =¢oH;

b)?pof=gog.
Démonstration : La premicre étape consiste & déterminer une série formelle
a(X) vérifiant la condition a). On l'obtient comme la limite d’une suite de po-

lynomes o, () = S7_; a; X* dans A[X], vérifiant

Tap(X) —ar(H(X)) = Cr+1Xr+1
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mod. deg(r +2), avec ¢, 41 € A. Pour r = 1, cela signifie juste que u =Y ay, qui

a bien une solution a; = € dans Up d’apres le lemme 6.7. Supposons ;- construit
et posons
ar+1@Y)::aT@Y)—%ar+LXT+1

r+1 r—+1

avec a,411 = a.€" 7, ot a € A est solution de a —a = —c¢,41/(cu) (une telle

solution existe par loc. cit.). Comme %& = eu, on obtient
Tl — Q' T = (“a— a).(su)r+1 = —Cri1
d’ott on déduit
Tar1(X) — a1 (H(X)) = (¢r41 + (ar1 — ar+1ur+1))Xr+1 =0

mod. deg(r + 2) comme on voulait.

On observe maintenant que toute serie formelle du type ¢ = Soa avec f(X) =
X mod. deg?2 vérifie encore la condition a) et il s’agit de choisir g telle que ¢
vérifie aussi b). Pour cela, on pose

h="aofoal=aoHofoa!

oit a~! est la série formelle sans terme constant réciproque de o (bien définie car
a(X) =eX mod. deg?2 avec ¢ inversible). On cherche S telle que go = o h, ce
qui impliquera bien

gop=gofoa=fohoa=Fo"aof="gof

comme recherché.

On observe d’abord que
h="aoHofo’a'="aofoHo"a ' =h

donc h € A[[X]] d’apres le lemme 6.7. D’autre part h(X) =7 ere ! = unX = wX
mod. deg?2, et

h(X) =7 a(f(a (X)) =7 ala™ (X)) =7 a("a(X?)) = X1

mod. 7 (observer que modulo 7, le Frobenius o agit comme ’élévation a la puis-
sance ¢g-itme). On détermine alors § comme limite de polynémes 3, de degré < r,
que 'on construit par récurrence pour vérifier

9(B-(X)) = Br(h(X)) = ¢ X™H

mod. X" 2 avec ¢,41 € A, ce qui donnera bien go 3 = Boh. On prend b; = 1. On
note que ¢,41 est nul mod. 7 car

9(B-(X)) = B, (X)? = 8,(X?) = 6, (X))
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mod. 7. On pose alors B4 1(X) = B.(X) + b1 X" avec

bry1 = —Cry1/(w — WT—H)

qui est bien dans A. Alors

9(Br11(X)) = Br1 (W(X)) = (¢r1 + (W =™ ) X =0

mod. deg(r + 2) comme recherché, ce qui termine la récurrence.
]

Proposition 6.9 Soient 7 el w = u.m deur uniformisantes de K. Soient
f e Fretge F,. Alorsil existe ¢ € U et ¢ € A[[X]] avec ¢(X) = eX
mod. 2, tels que :

a) 7¢ = ¢ou]y;

b) po Fy=Fyo(p,9);

c) ¢olaly =laly 0 ¢ pour tout a € Ok.

En particulier ¢ est un isomorphisme de A-modules de Fy sur F,.

Démonstration :  On applique le lemme 6.8 & H := [u] (cf. proposition 6.4).
On obtient ¢ € A[[X]] avec ¢(z) = X mod. 2et e € Ug, vérifiant déja 7¢ = ¢oluly
et “p o f = go ¢.. Montrons par exemple b) (la preuve de ¢) est analogue). Soit
¢! € A[[X]] la série formelle de valuation nulle réciproque de ¢ (qui existe bien
car ¢(0) =0 et ¢'(0) est inversible). Posons G(X,Y) = ¢(Fr(¢~1(X), 97 1(Y)), il
s’agit de montrer que G = F,. Or G(X,Y) = X + Y mod. deg2, et on a aussi
G e A[[X,Y]]carona G =¢o Frogp~! dou

‘G="¢oFjo " p=¢ofujoFrofulilopt =G

(rappelons que [u]f commute avec F). Il ne reste plus qu’a vérifier (via 'unicité
dans la proposition 6.4) que go G = G o g. Or

goG:gO(boFfO(ﬁ*1 :U(ﬁofoFfO(ﬁ*l:
“poFro 7 ¢og="Gog=Goy.
en effet f commute avec Fr, et G € A[[X,Y]] donne °G = G).
f

6.3. Corps associés aux points de torsion

Dans toute la suite de ce chapitre, on fixe une cloture séparable K de K
et on ne considere que des extensions de K incluses dans K. Soient 7 une
uniformisante de K et f € F, ; on a défini plus haut la loi de groupe (et méme
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de A-module) formel Fy, et on peut donc considérer le A-module Fy(Myx)
et son sous-groupe de torsion Ey. Plus précisément si EY est le noyau de
Iendomorphisme [7"]f, on a E; = (J, E}. On pose aussi Ky = K(E}) et
K, = U, K(E}). Chaque extension K(E7}) est galoisienne sur K car les
conjugués sur K de tout élément de EY restent dans EY (par définition de
E} comme sous-module de m"-torsion de Fy(Mz)). Le groupe de Galois
Gr = Gal (K, /K) est la limite projective des G, := Gal (K(E})/K). On
obtient alors un homomorphisme G, — Aut 4(Ey) obtenu en faisant agir G,
sur les points de torsion de Fr(My).

Theoréme 6.10 a) Le A-module E; est isomorphe a K/A.

b) L’homomorphisme ® : G, — Aut 4(E;) ~ A* est un isomorphisme;
plus précisément il induit un isomorphisme ®,, de Gal (K!'/K) sur Uy U}
pour tout n > 0. En particulier [’extension K, /K est abélienne.

c¢) Pour tout n > 0, luniformisante m est une norme de [’extension
K'/K.

d) Soit L, = K,,. K, l’extension abélienne®? de K composée de K, et K.
Soit 0 = wr,/x : K* — Gal(L./K) Uapplication de réciprocité. Alors K
est le sous-corps fixe par 0(mw) de Ly ; les corps Ky, et K, sont linéairement
disjoints (autrement dit Gal (L, /K) est le produit direct de Gal (K,,/K) et
Gr).

Noter que la vérification du point d) (trés important pour la suite) semble
avoir été oubliée dans I'exposé VI de [3] (il n’est pas évident a priori que les
définitions de K, données p. 144 et p. 151 coincident).

Démonstration : a) D’apres la proposition 6.6, on peut prendre f comme
on veut dans F. Soit donc f = 7X + X9 ou ¢ est le cardinal du corps
résiduel £ de A = Ok. Comme on I'a vu, on a [7]; = f, ce qui fait que £} est
I’ensemble des racines de la n-ieme itérée f,, de f. On note que pour tout o €
My, Péquation f(z) = a a alors une solution dans K (le polynome f étant
séparable), et ses solutions restent de valuation > 0, donc dans M. Ainsi
I’A-module Fy(Mz) est divisible (la multiplication par 7 étant surjective),
donc aussi son sous-module de torsion Ey. En particulier F; est isomorphe
a une somme directe de copies de K /A ; mais comme E} (qui est isomorphe
au noyau de la multiplication par 7 dans K/A) a exactement ¢ éléments (les
racines de f), la seule possibilité est que E soit isomorphe a K /A.

32. Le composé de deux extensions abéliennes est une extension abélienne, traduction
du fait que si H et H' sont deux sous-groupes distingués d’un groupe G avec G/H et
G/H' abéliens, alors G/(H N H') est abélien.
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b) Soit 7 € G,. Il induit un automorphisme du A-module E; ~ K/A,
donc un élément de A*, d’out un homomorphisme ® : G, — A* qui est
injectif par définition de K. Il reste a vérifier que ® est surjectif. Notons que
® induit une fleche injective ®,, : Gal (K"/K) — U JUE (ou U := 147" A)
car I} correspond au sous-groupe de n-torsion A/m"A de K/A, sur lequel
Uk agit trivialement. Soit a € E} \ E}‘_l et posons h = f,/fn_1. Comme
f/X=X"'47 ona

h = f(fnfl)/fnfl = (fn*1<X))q71 +m,

ce qui montre que h est de degré ¢" — ¢" ! et est irréductible car c’est un

polynome d’Eisenstein. Comme « est racine de h, le degré [K(«a) : K] est
celui de h (puisque h est le polynome minimal de ). On obtient donc que le
cardinal de Gal (K" /K) est au moins ¢" —¢"~!, qui est le cardinal de Uy /U
(en effet Uy /U} est isomorphe a x*, et les quotients Uk /Ust" pour i > 0 sont
isomorphes a k). Ceci implique que ®,, est un isomorphisme et K(a) = K.
En passant a la limite, on obtient que GG est isomorphe a Uk via ®.

c¢) Le polynéme h construit en b) est le polynome minimal de «, et son
terme constant est 7. Ainsi 7 est la norme de —« pour l'extension K'/K.

d) On commence par un lemme utile en lui-méme :

Lemme 6.11 Soit K un corps local de groupe de Galois T = Gal (K /K).
Alors si K’ est une extension finie non ramifiée (donc cyclique) de K, on a,
pour tout x de K*,

wicyi(x) = F (4)

ol wrr i est Uapplication de réciprocité K* — Gal(K'/K) et Fg est le
Frobenius de Gal (K'/K).

Ce lemme résulte tres facilement du fait que pour tout caractere x de
Gal (K'/K), on a
X(wrr/k(2)) = invi(z U )
(proposition 5.4) et de la définition de invg (cf. proposition 4.4).
On peut maintenant démontrer d). Comme L, D K, on a une suite
exacte

0 — H — Gal(L,/K) — Gal (K /K) — 0

ou H := Gal(L,/K,,) et Gal (K,,/K) est topologiquement engendré par le
Frobenius . Comme 0(7) € Gal (L,/K) est un relevement de o d’apres le
lemme 6.11 (en passant a la limite sur les extensions finies K/ C K, de
K), on obtient que Gal (L, /K) est le produit direct de H et du sous-groupe
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fermé I, engendré par 0(m). Autrement dit on a L, = K, K" avec K, et K’
linéairement disjointes sur K, ou K’ est le corps fixe de L, par 0(m).

Or, I'application de réciprocité K* — Gal (K'/K) est triviale sur I'image
de la norme (K7')* — K*, ce qui implique d’apres ¢) que wg, /x(7) est trivial.
D’apres la compatibilité entre wy,_/x et wk,/k, on obtient que la restriction
de §(m) a K est l'identité, d’ou K, C K'. Comme on a aussi L, = K,,.K,, la
seule possibilité est K, = K’ car le sous-groupe H' := Gal (L,/K,) contient
I et vérifie H N H' = {1}, il est donc égal a I, vu que Gal (L./K) est le
produit direct de H et I,.

O

6.4. Calcul de Papplication de réciprocité

On a défini au paragraphe précédent une extension abélienne K, de K
associée a une uniformisante m de A = Og. Cette extension est linéairement
disjointe de K, (en particulier toutes les extensions finies de K intermédiaires
entre K et K, sont totalement ramifiées). Elle a été construite via le groupe
formel de Lubin-Tate associé a m, et admet aussi une caractérisation via
I'image de m par l'application de réciprocité (théoreme 6.10, d)). L’extension
K, dépend du choix de I'uniformisante 7. Néanmoins, on a :

Proposition 6.12 Soient m et w deux uniformisantes de K. Soient L, =
K...K;etL,=K,.K,. Alors L, = L,,.

Noter que ce résultat est plus facile si on suppose le théoreme d’existence
déja connu (cf. [8], ou le théoreme d’existence est démontré directement en
caractéristique zéro par la méthode classique des extensions de Kummer);
I'approche que nous suivons ici est celle de 'exposé de Serre dans [3], qui a
I’avantage de donner ensuite une preuve rapide du théoreme d’existence en
toute caractéristique a partir de la théorie de Lubin-Tate.

Démonstration :  Soient f € F, et g € F,. La proposition 6.9 dit que les
A-modules formels Fy et F, sont isomorphes sur K. En particulier les corps
engendrés par K, et les points de torsion respectifs de F (Mz), Fy(Mz)
sont les mémes, i.e. l?mr.K7r = IA(nr.Kw. A fortiori les complétions respectives
de L, et L, sont isomorphes. On conclut avec le lemme suivant (qu’on peut
sans doute également démontrer en utilisant le fait que E est le corps des
fractions d’un anneau local hensélien qui est réunion d’anneaux de valuations
discretes) :
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Lemme 6.13 Soit E une extenswn algébrique (finie ou infinie) d’un corps
local, de complétion E. Soita € E. Sia est algébrique séparable sur E, alors
a€cb.

Démonstration :  Soit E une cloture séparable de E. Soit E’ 'adhérence
de E dans E, on peut alors voir o comme un élément de E' (par définition
de la complétion). On observe que tout élément de Gal (E/E) est une appli-
cation continue® sur E : en effet il suffit pour le voir de vérifier que tout
automorphisme d’un corps local L est continu; or la boule unité ouverte My,
d’un tel corps (i.e. les éléments x de valuation > 0) possede la caractérisation
algébrique suivante : un élément x de K est dans M, si et seulement si 1+
est une puissance n-ieme dans L* pour tout n premier a la caractéristique du

corps résiduel de L (“si” est immédiat, et “seulement si” résulte du lemme
de Hensel).

On en déduit que tout élément de Gal (E/E) induit par continuité 1'iden-
tité sur £, d’ou £’ = E par la théorie de Galois, et donc o € E.
O

On peut maintenant démontrer le deuxieme théoreme principal de cette
section, qui relie la construction de Lubin-Tate a ’application de réciprocité.

Theoreme 6.14 Soit K un corps local. Soient m une uniformisante de K et
feF, Soit L=1L,=K,.K,. On définit un homomorphisme r, : K* —
Gal (L/K) par les propriétés :

a) ro(m) est lidentité sur K, et coincide avec le Frobenius o sur K, ;

b) Pour tout u de Uk, rr(u) est lidentité sur K, et agit par [u™']; sur
K.

Alors r, est indépendant du choiz de l'uniformisante m, et est égal a
Uapplication de réciprocité wykx : K* — Gal (L/K).

Notons que r, est bien défini car K* est le produit direct des sous-groupes
Uk et w2, et les extensions K, et K sont linéairement disjointes. Rappelons
aussi que [u™']; peut étre vu comme un A-endomorphisme de E, donc induit
un automorphisme de K.

Démonstration :  On a déja vu (proposition 6.12) que l'extension L = L,
ne dépend pas de 7. Soit w = um une autre uniformisante. On va montrer que
r-(w) = r,(w), ce qui montrera que pour toute uniformisante w, r,(w) est
indépendant de 7 et donc que r, est indépendant de m car K* est engendré

33. Cette vérification semble également avoir été omise dans [3].
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par les uniformisantes. On sait déja que r.(w) et r,(w) coincident sur K,
car 7. (w) = rr(u).r;(m); il reste & montrer que r,(w) est l'identité sur K.
On a par définition K, = K(E,) avec g € F,. Soit ¢ € A\[[X]] comme
dans la proposition 6.9. Tout élément X de £, s’écrit A\ = ¢(u) avec p € Ej.
Posons s = r,(w) ; il s’agit de vérifier que s(\) = A, ou encore *¢(u) = o(p).
On note que s = r(m).r-(u). Comme ¢ est a coefficients dans Ky, on a

0 ="¢=¢olul.

D’autre part

car u € K, d’ou

comme on voulait. Cela prouve que r, = 7.

On a vu que I'application de réciprocité § = wy /k vérifie (théoreme 6.10,
d)) pour toute uniformisante w : #(w) induit le Frobenius o sur K™ et I'iden-
tité sur K. D’apres ce qu’on vient de voir, (w) = r(w). Ceci étant valable
pour toute uniformisante w, on obtient bien que r, = r, est la méme appli-
cation que 6.

O

Pour achever la description de I’extension abélienne maximale K de K,
il reste & prouver que K* = K. K., ce qui est 'objet du paragraphe suivant.

6.5. Théoreme d’existence

Définition 6.15 On dit qu'un sous-groupe M du groupe multiplicatif K*
est un groupe de normes s’il existe une extension abélienne finie £ de K telle
que M = Ng/gE*.

On a en fait que tout sous-groupe de la forme Ng /g F™, ot F' est une
extension finie (pas forcément abélienne) de K est un sous-groupe de normes

(cf. exercice 1 de ce chapitre).

Lemme 6.16 Tout sous-groupe M de K* qui contient un groupe de normes
est un groupe de normes.
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Démonstration :  Supposons que M D Ng/gE*, ou E est une extension
finie abélienne de K. Alors I'image de M par 'application de réciprocité
wg/k © K* = Gal (E/K) est un sous-groupe de la forme Gal (E/F), ot F
est une extension intermédiaire. Comme M D Ng/xE* = kerwg x, M est
exactement I'image réciproque de Gal (E/F') par wg, k. Alors M est le noyau
de l'application de réciprocité wp/k : K* — Gal (F/K) via la compatibilité
des applications de réciprocité. Il en résulte que M = Ng/x F™* est encore un
groupe de normes.

0

Le théoreme d’existence donne a la fois une caractérisation des groupes
de normes, et l'identification de I'extension abélienne maximale de K avec
Ky K.

Theoréme 6.17 (Théoréme d’existence) Soient K un corps local et ©
une uniformisante de K. Soit L = K,..K,, ou K, est [’extension abélienne
associée a ™ comme précédemment.

a) Soit E une extension finie abélienne de K. Soit N la norme de E a
K. Alors le sous-groupe NE* de K* est ouvert et d’indice fini.

b) Réciproquement tout sous-groupe ouvert d’indice fini de K* est de la
forme NE*, ou E est une extension finie de K incluse dans L.

c¢) L’extension L est l’extension abélienne mazimale de K et ’extension
finie abélienne E de K associée a un sous-groupe ouvert d’indice fini de K*
comme en b) est unique.

Démonstration : a) On sait que I'application de réciprocité induit un
isomorphisme de K*/NE* sur Gal (E/K), ce qui montre que NE* est d’in-
dice fini dans K*. D’autre part la norme N : E* — K* est continue (si on fixe
une base du K-espace vectoriel F, c’est un polynéme en les coordonnées) et
propre (I'image réciproque d’un compact est compact) : en effet la valuation
dans K de N(z) est for(x) (on vy, est la valuation dans L et f le degré
résiduel de L/K) via [11], chapitre II, corollaire 4 p. 39), ce qui montre que
I'image réciproque de Uk par N est Uy (qui est compact). Or tout compact
de K* est contenu dans une union finie de translatés de Ug vu que Uk est
un sous-groupe ouvert de K*. Ceci implique en particulier que N est fermée,
donc NE* est d’indice fini et fermé dans K*, i.e. ouvert d’indice fini.

b) Soit M un sous-groupe ouvert d’indice fini de K*. Le fait que M soit
ouvert implique l'existence d’'un n > 0 tel que M D Up, et le fait qu’il
soit d’indice fini implique 'existence d'un m > 0 tel que 7™ € M. Ainsi M
contient le sous-groupe V,, ,,, engendré par U} et ™. Soit kK, 1'extension non
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ramifiée de K de degré m, posons E = K'.K,,, c’est une sous-extension de
L. Choisissons f € F,. Soient u € Uk et a € Z. D’apres le théoreme 6.14,
I'image (u.7®, E/K) de u.m® par I'application de réciprocité wg,r vaut [u='];
sur K et 0 (ol a est le Frobenius) sur K,,. Il en résulte que le noyau de
wg/k est exactement V;, », (rappelons que le théoreme 6.10 b) donne que [u]f
agit trivialement sur K7 si et seulement si u € Uf), d’ott V,,,, = Ng/gE* |
d’ou V, , = NE*. On conclut avec le lemme 6.16.
c) Soit F une extension finie abélienne de K incluse dans K. D’apres a)
et b), on peut écrire Np/kF* = Ng/gE*, ot E est une extension finie de K
incluse dans L. Comme les adhérences des images respectives de Np g F™,
Ng/kE*, par 'application de réciprocité wy : K* — Gal (K™ /K) sont
Gal (K®/F) et Gal (K*/E) (ceci via la compatibilité des applications de
réciprocité et le fait que les noyaus respectifs de wr/x, wg/x sont précisément
Np/kF*, Ng/g E* ; cf preuve du lemme 6.16), on obtient £ = F par la théorie
de Galois. En particulier /' C L, et on a bien montré que L contient toutes
les extensions finies abéliennes de K incluses dans K, ou encore L = K&
puisque L est une extension abélienne de K.
0

On retrouve au passage un énoncé qu’on avait obtenu dans le cas d’un
corps p-adique via le théoreme de dualité locale de Tate :

Corollaire 6.18 L’application de réciprocité wy : K* — Gal (K®/K) in-
duit un isomorphisme du complété de K* (pour la topologie définie par les
sous-groupes ouverts d’indice fini) sur Gal (K**/K). Ce dernier groupe est
1somorphe a 7 x Uk.

En effet le théoreme d’existence dit que les sous-groupes ouverts d’indice
fini de K™ sont précisément les groupes de normes, et on sait que 'application
de réciprocité induit un isomorphisme de lim K™ /NL* sur Gal (K**/K), la
limite étant prise sur les extensions finies abéliennes de K.

Remarque : Si K est un corps p-adique, le sous-groupe K** de K* est
ouvert pour tout n > 0 (ceci résulte du lemme de Hensel pour n premier
a p; on se ramene alors au cas ou n est une puissance de p, auquel cas le
résultat découle du fait que U C K** pour m assez grand via [11], chapitre
XIV, prop. 9 p. 219). On en déduit avec le lemme 6.16 que tout sous-groupe
d’indice fini de K* est un groupe de normes (car il contient le groupe de
normes K*" pour un certain n > 0), donc est fermé. Par contre, si K est
un corps local de caractéristique p, le sous-groupe K*" n’est plus ouvert 3*,

34. 1II est encore fermé par compacité de Uy, vu que K* ~ Z x Uk.
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sinon il contiendrait U} pour m assez grand, ce qui n’est clairement pas le
cas vu que I'équation 1 + 7™ = zP implique 7™ = (x — 1)?, ce qui n’est pas
possible si la valuation m du terme de gauche n’est pas divisible par p. De
fait, dans ce cas le groupe K* contient des sous groupes d’indice fini qui ne
sont pas fermés (cf. exercice 4 de ce chapitre) et on peut juste dire que tout
sous-groupe d’indice fini premier a p de K* est fermé.

Exemple : le cas de Q,. Pour K = Q,, on peut prendre 7 = p et
f=X+1)P-1=pX +C’§X2 + ...+ X?. Alors la loi de groupe formelle F}
est simplement F(X,Y)=X+Y 4+ XY, et Fy(Mz) est donc isomorphe a
K" avec la multiplication usuelle. Ainsi F ¢+ = Up~ est constitué des racines
de 'unité d’ordre une puissance de p, et I’extension abélienne maximale Q;b
de Q, est obtenue comme ng = Q)".Qp=, ou Q° est le corps obtenu en
ajoutant a Q, les racines de I'unité d’ordre une puissance de p. Finalement,
si u € Zy, 'élément [u] = [u]; associé agit sur Uy~ via I'identification de U
avec le groupe additif Q,/Z, ; 'image 6(a) d'un élément a = p"u de Q; par
Papplication de réciprocité K* — Gal (Q3/Q,) est donnée par : («) induit
F™ sur Q) (ol F' est le Frobenius) et [u~!] sur Q°. Noter enfin que Q;b est
simplement le corps obtenu a partir de Q, en ajoutant toutes les racines de
I'unité.

6.6. Exercices
1. Soit K un corps local. Soit E une extension finie séparable de K. On
note 'k, I'p les groupes de Galois absolus respectifs de K et F.

a) Montrer qu’on a un diagramme commutatif

WE b
Er — T%

w0l

* WK b
K+ 95, pab

ou ¢ est induite par 'inclusion I' — T'k.

b) Soit L I'extension abélienne maximale de K incluse dans E. Montrer
que Ng/gkE* = Ny L*.

¢) En déduire que l'indice [K* : NE*| divise [E : K|, et lui est égal si et
seulement si I est une extension abélienne de K.

d) Les résultats de b) et c¢) valent-ils encore si E n’est plus supposée
séparable sur K ?
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2. Soit K un corps local. Montrer que I'application de réciprocité K* —
Gal (K*/K) induit un isomorphisme de Ux sur le sous-groupe d’inertie
Ix = Gal (K®/K™) (utiliser le lemme 6.11 et la compacité de Ug pour
la surjectivité, puis le théoreme d’existence pour 'injectivité).

3. Soit K un corps local. Montrer que 1 est la seule norme universelle
de K7, i.e. le seul élément de K* qui est dans Ny, L* pour toute extension
finie abélienne L de K.

4. Soit K un corps local de caractéristique p > 0. On rappelle que le
groupe profini U} est alors isomorphe & G = Zgl.

a) Montrer que le sous-groupe D = ZI(,N) (constitué des suites presque

nulles d’éléments de Z,) est dense dans G.

b) Montrer qu'il existe un morphisme non nul de groupes abéliens G —
Z/pZ qui s’annule sur D.

¢) En déduire que K* possede un sous-groupe d’indice p qui n’est pas
fermé.

5. Soit K un corps local. Soient K7 et Ky deux extensions finies abéliennes
de K. On note E le corps composé I = K;K,. Montrer que Ng/, E* =
Ng, /kKi N Nk, kK5

7. Rappels sur les corps globaux

Dans ce chapitre, nous allons rappeler rapidement les notions de base sur
les corps globaux. Pour des démonstrations détaillées, on pourra se reporter
par exemple a l'exposé 11 de [3].

7.1. Définitions, premieres propriétés

Définition 7.1 Un corps global est soit une extension finie du corps Q des
nombres rationnels (on parle alors de corps de nombres), soit une extension
finie séparable de F(t) (on parle alors de corps de fonctions sur F).

Une place d'un corps global k£ est une classe d’équivalence de valeurs
absolues non triviales sur & (deux valeurs absolues sont équivalentes si I'une
est une puissance de l'autre). Pour tout o € £*, il n’y a qu'un nombre fini de
places v pour lesquelles la valeur absolue correspondante | « |, de v est > 1
(cf. [3], lemme p. 60). Plus précisément :
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-Dans le cas d'un corps de nombres, il y a un nombre fini non nul de
places v archimédiennes, qui peuvent étre réelles ou complexes (le complété
k, de k pour une telle place est respectivement R ou C). Les autres places (en
nombre infini) sont dites non archimédiennes ou finies : elles correspondent
bijectivement aux idéaux premiers p de I'anneau des entiers Oy de k, ferme-
ture intégrale de Z dans k (c’est un anneau de Dedekind). Le complété k,
en une place non archimédienne est alors un corps p-adique de corps résiduel
Ok/p, ou p est 'unique nombre premier tel que g divise p (i.e. tel que p
intervienne dans la décomposition en produits d’idéaux premiers de p dans
Ok), et les valeurs absolues associées & v sont de la forme | z |= a="*®) avec
a € RY, ol v, est la valuation sur k associée a 'idéal premier g.

-Dans le cas d'un corps de fonctions sur Fy, toutes les places sont non
archimédiennes, et les complétés k, sont isomorphes a un corps local de ca-
ractéristique p = Cark. Si X est une courbe projective et lisse sur F, de
corps de fonctions k, les places de k correspondent bijectivement aux points
fermés de la courbe X (il n'y a pas d’analogue canonique de l’anneau des
entiers d'un corps de nombres : par exemple pour k = F,(t), il y a la place
a l'infini en plus des places données par les idéaux premiers de F,[t]). Les
valeurs absolues associées & un point fermé z sont de la forme | f |= a==(),
ou v, est la valuation de I’anneau de valuation discrete Ox .

Définition 7.2 La wvaleur absolue normalisée associée a une place v d’un
corps global k est : dans le cas ou v est réelle, la valeur absolue usuelle de
R ; dans le cas ou v est complexe, le carré du module usuel ; dans le cas non
archimédien, la valeur absolue donnée par | z |,= ¢~**), ot ¢ est le cardinal
du corps résiduel du corps local k,.

Une des raisons pour adopter ces conventions est ([3], p. 60) :

Theoréme 7.3 (Formule du produit) Soit k un corps global. Soit o €
k*. Alors on a
H |lal,=1

ot v décrit l'ensemble des places de k et | « |, est la valuation normalisée
associée a v.

Noter que d’aprés ce qu'on a vu plus haut, on a bien | o |,= 1 pour
presque toute place v de k.

Pour toute place v de k et toute extension finie séparable K de k, on a
une décomposition

ky@p K = Ky, @ ... 0 Ky, (5)
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ol wi, ..., w, sont les prolongements de v a K ([3], théoreme p. 57). En
particulier » < [K : k| et pour v non archimédienne, chaque corps local
K, est une extension finie séparable du corps local k,. On dira que v est
non ramifiée dans I'extension K /k si toutes les extensions K., /k, sont non
ramifiées ; c’est le cas de presque toutes les places de k ([3], exposé I, corollaire
1 p. 22).

On notera la différence avec la situation ou k est un corps local (ou
plus généralement un corps complet pour une valuation discréte) : ici le
prolongement de v a l'extension K n’est en général pas unique. Par exemple
sik =Q, K = Qy/—1 et v correspond au nombre premier 5, alors K ®q Qs =
Qs ® Q5 (en effet —1 est un carré dans Qs via le lemme de Hensel), donc il y
a deux places de K au-dessus de v. Par contre pour p =2 oup = 3, K ®qQ,
reste un corps et il n'y a qu'une place de K au-dessus de p (ramifiée pour
p = 2, non ramifiée pour p = 3). On va voir aussi au prochain paragraphe
qu’on peut dire nettement plus de choses si I'extension K /k est galoisienne.

7.2. Extensions galoisiennes d’un corps global

Soit k& un corps global. Soit L une extension finie galoisienne de k de
groupe G = Gal(L/k). Le groupe G opere sur les places de L suivant la
formule | a |y0:=| 07 'a |, pour tout a € L et tout o € G, ce qui est
cohérent avec ’action naturelle de G sur les idéaux premiers de Oy dans le
cas d'un corps de nombres (resp. les points fermés de la courbe projective
lisse associée a L dans le cas d'un corps de fonctions). En particulier on a
bien (o7)w = o(Tw) pour tous 0,7 dans G. Tout ¢ € G induit aussi un
k,-isomorphisme entre les complétés L., et Ly, .

Définition 7.4 Soit w une place de L au-dessus d’'une place v de k (cela
signifie que w divise v). Le groupe de décomposition G, de w (relativement &
I'extension galoisienne L/k) est le sous-groupe de G constitué des o tels que
ow = w.

On observe que G, = 0G0 !, ce qui fait qu’ad conjugaison pres, le
groupe de décomposition est déterminé par v (ce qui permet par exemple de
le noter G, si G est abélien). Pour une preuve de la proposition suivante,
voir par exemple I'exposé VII de [3], prop. 1.2.

Proposition 7.5 Soit w une place de L au-dessus d’une place v de k. L’ex-
tension Ly, [k, est galoisienne et l'injection G, — Gal (L, /k,) est un isomor-
phisme. De plus pour chaque place v de k, le groupe G opére transitivement
sur les places de L au-dessus de v.
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On en déduit par exemple que la propriété que L,, soit une extension non
ramifiée (resp. triviale) de k, ne dépend pas de la place w de L divisant v (si
L, /k, est triviale, on dira que v est totalement décomposée dans 1’extension
L/k). Plus généralement, l'indice de ramification e et le degré résiduel f de
L, sur k, ne dépendent pas de v, ce qui fait qu'on a [L : k] = n.ef, ou n
est le nombre de places de L au-dessus de v. Le cas totalement décomposé
correspond an = [L: k],ete=f = 1.

Dans le cas d’une place v finie et non ramifiée pour l'extension L/k,
on obtient que pour toute place w de L au-dessus de v, le sous-groupe de
décomposition G,, de G est isomorphe au groupe de Galois de 'extension
résiduelle ¥, /F,,, ou F,, F, désignent respectivement les corps résiduels de
ky, k,. En particulier le Frobenius z — 2™* (ot N, est le cardinal du corps
fini F,)) admet un unique relevement F,, a G,,, qu’on appelle Frobenius associé
a w. A conjugaison pres, il ne dépend que de v et on notera F7(v) sa classe
de conjugaison dans G. Comme tout élément dans cette classe est d’ordre
le degré résiduel f, on obtient que v se décompose dans L en [G :< o >|
places, o 0 € G est un représentant du Frobenius. En particulier elle est
totalement décomposée si et seulement si F7 i (v) est trivial. Noter enfin que
pour G abélien, le Frobenius en v est un élément bien déterminé de G pour
toute place v de k non ramifiée dans L.

7.3. Ideles, théoreme d’approximation forte

Définition 7.6 Soit k un corps global. Soit (2 I’ensemble de toutes les places
de k. Un idéle de k est une famille (2, ),eq, dans [[,cq, K, vérifiant v(z,) = 0
(i.e. | &, |»= 1) pour presque toute place v de k (autrement dit : z, € O;
pour presque toute v, out O, est I'anneau des entiers du corps local k,).

Notons que comme il n’y a qu'un nombre fini de places archimédiennes
(dans le cas d'un corps de nombres), on peut remplacer partout “presque
toute place” par “presque toute place finie”, ce qui justifie de parler de la
valuation v(z,) ou de 'anneau O, dans la définition ci-dessus. Les ideles
forment un groupe multiplicatif, qu’on notera I (ou simplement [ s’il n’y a
pas d’ambigiiité). Ce groupe est donc le produit restreint des k¥ relativement
aux O;. Equipé de sa topologie de produit restreint (pour laquelle une base de
voisinages ouverts de 1 est constituée des sous-ensembles du type [[,.q Uy X
[Tgs Oss 01t S C Q est fini et U, est un ouvert de kj pour v € S), c’est un
groupe localement compact3®. Ce groupe est de plus totalement discontinu
dans le cas d’'un corps de fonctions (dans le cas d'un corps de nombres, le

35. Par définition on demande qu’un groupe localement compact soit séparé.
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groupe des idéles finis, constitué des ideles dont la composante aux places
archimédiennes est 1, est totalement discontinu). Attention, la topologie sur
I, n’est pas celle induite par la topologie produit de Hvegk k.

Définition 7.7 Un idéle principal est un idele de la forme (z, z., ...z, ...) avec
x € k*. Le groupe des classes d’ideéles de k est le quotient Cy, := I}, /k*, ou on
a encore noté k* le sous-groupe des ideles principaux de k.

C’est ce groupe C} qui va jouer en théorie du corps de classes global un
role comparable a celui du groupe multiplicatif en théorie du corps de classes
local.

Le théoreme suivant nous dit que si S est un ensemble fini de places
(qu’on peut supposer contenir les places archimédiennes), on peut approcher
une famille d’éléments (o) de [], . ¢ kv par un élément 8 € k (“approximation
faible” ), en imposant en plus que 3 soit entier en dehors de S et d’une place
vy fixée au départ (on ne peut pas espérer mieux, a cause de la formule
du produit). Plus précisément, on a (pour une preuve, voir [3], exposé II,
sections 14 et 15) :

Theoréme 7.8 (Approximation forte) Soit k un corps global et soit vy
une place de k. On se donne un ensemble fini S de places de k avecvy € S, des
éléments o, € k, pourv € S, ete > 0. Alors il existe § € k avec | f—a [,< &
pourv € S et|p,<1 (i.e. v() >0 siv est non archimédienne) pour toute

v SU{w).

La preuve du théoreme d’approximation forte utilise notamment le lemme
suivant (proche du théoreme de Minkowski en géométrie des nombres), que
I'on utilisera un peu plus loin (voir [3], lemme p. 66 pour une preuve) :

Lemme 7.9 Soit k un corps global. Alors il existe une constante C' > 0 (ne

dépendant que de k) vérifiant : pour tout idéle (cv,) € Iy vérifiant la condition
[loeq, | o [v=> C, il existe B € k™ tel que | B [,<| a, |, pour toute place v de

La proposition suivante implique en particulier que le groupe des classes
d’ideles C est séparé (et donc localement compact comme quotient de Iy).

Proposition 7.10 Le groupe k* est discret (et donc fermé) dans Ij.
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Démonstration :  Soit S un ensemble fini non vide de places de k, conte-
nant ’ensemble des places archimédiennes si £ est un corps de nombres. Soit
U le voisinage ouvert de Iy, défini par (o) € U si et seulement si | a,—1 |,< 1
pour tout v € S et | a, |= 1 pour v & S. Alors si x € k* nest pas égal a
L,ona [[,q, | —1[,=1viala formule du produit, ce qui exclut x € U
sinon on aurait | + —1 [,< 1 pourv € Set | z —1 |,< max(| z |,,1) pour
v € S, ce qui impliquerait Hveﬂk | x — 1 |,< 1. Ainsi 1 est un point isolé
du sous-groupe image de k* dans [, ce qui montre que ce sous-groupe est
discret.

0

Considérons 'homomorphisme continu

|l L= RE, (o) = [ ewls

vEQ

et notons I{ son noyau. Via la formule du produit, on a k* C I, d’olt un
homomorphisme induit | . |: Cx — R* de noyau C} = I})/k*. Ce groupe va
jouer en théorie du corps de classes un role analogue a celui de Oj; quand K
est un corps local (noter par exemple que si k est un corps de nombres, on a
Cr ~ CP x R%, tout comme on a K* = O x Z pour un corps local K). En
particulier on a :

Theoreme 7.11 Le groupe C) est compact.
Pour démontrer ce théoreme, commencons par rappeler :

Définition 7.12 Une adéle de k est une famille (o, )peq, avec a, € k, pour
tout v et a, € O, pour presque tout v. On note A, I'anneau des adeles,
équipé de la topologie de produit restreint par rapport aux O,.

On voit immédiatement que le groupe multiplicatif I des ideles est sim-
plement le groupe des inversibles de Aj. Attention par contre a la topologie :
la topologie de I, n’est pas induite par celle de Ay. Le théoreme d’approxi-
mation forte est un énoncé de densité de k dans ’anneau des “adeles tronqués
en vy” (produit restreint des k, pour v # vy) pour la Ag-topologie.

La preuve du théoreme 7.11 repose sur le lemme suivant, qui compare les
deux topologies sur .

Lemme 7.13 Le sous-ensemble I} est un fermé de Ay pour la Ay-topologie.
De plus, les topologies induites par Ay, et I sur I coincident.
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Démonstration :  Soit a = () une adele qui n’est pas dans I9. Il s’agit de
trouver un voisinage ouvert W de o dans A qui ne rencontre pas I,g. Notons déja
que comme presque tous les | ay |, sont < 1, le produit infini C' =[]
un sens dans R, . Distinguons deux cas :

vEQ | «Q |U a

a) Supposons C' < 1. Comme « est une adele, seul un nombre fini de places v
de S vérifient | , |,> 1. La propriété C' < 1 implique alors qu’on peut trouver
un ensemble fini S de places de k tel que S contient toutes les places v telles que
| oy |v> 1, et [],cq | @ [o< 1. Il suffit alors de prendre W défini par | §& —ay [v< €
pour v € S (pour € assez petit) et | &, [,< 1 pour v € S.

b) Supposons C' > 1. On peut encore trouver S fini tel que | ay, |,> 1 pour
v non dans S. Quitte & agrandir S, on peut aussi supposer que pour toute v non
dans S, la propriété | & |,< 1 implique | &, |,< (20)~! (observer que la plus
grande valeur absolue < 1 dans k, est ¢—!, ou ¢ est le cardinal du corps résiduel
de O, ; or pour tout entier M il n’y a qu’un nombre fini de places dont le cardinal
du corps résiduel est < gq). Pour € > 0 assez petit, la condition | &, — a,, |, < € pour
v € S implique alors 1 < [],cq | § [v< 2C. On peut alors prendre W défini par
| v — ay [p< e pourv e Set]|& [,<1pourv¢gs.

Finalement I,g est bien fermé dans Ay et il reste a montrer que les topologies
induites sur IIS par Ay et I; sont les mémes. Soit donc a € Ilg. Il est immédiat qu’un
A -voisinage de « contient un Ip-voisinage de « par définition des topologies de
produit restreint vu que O;, C O, pour toute place finie v de k. Soit réciproquement
H un Ii-voisinage de «;, il contient un Ix-voisinage ouvert du type | £, — a |,< &
pour v € S et | & |[,= 1 pour v € S, ot S contient les places archimédiennes et
toutes les places v telles que | v, [,# 1. On peut aussi supposer comme ci-dessus
que pour v non dans S, la condition | &, |,< 1 implique | &, |,< 1/2. Maintenant
la condition a € Ilg permet en plus de choisir € tel que tout élément (&,) de Ilg
vérifiant | §,—ay [,< e pourv € Set | & [,< 1pourv & S vérifie [[,cq, | & [0< 2,
donc vérifie en fait | &, |[,= 1 pour v ¢ S. Cela montre que H N I,g contient un
A -voisinage de o dans I,g comme on voulait.

0
Preuve du théoréme 7.11 : D’apres le lemme 7.13, il suffit de trouver
un Aj-compact W C Ay, tel que le passage au quotient W N I) — IY/k*
soit surjectif. Choisissons un idele o = (o) tel que | a |:== [], a, soit > C,

ou C' est la constante donnée par le lemme 7.9. On choisit alors pour W le
compact (comme produit de compacts) de Ay défini par | &, [,<| a, |, pour
toute place v. Le lemme 7.9 dit alors que si 8 = (3,) est dans I?, alors on a
un n € k* tel que | n [,<| B, a, |, pour toute place v, i.e. 3 € W comme
on voulait.

0
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Le théoreme 7.11 permet de retrouver deux résultats fondamentaux de
la théorie des corps globaux : la finitude du groupe des classes d’idéaux, et
le théoreme des unités de Dirichlet (on peut aussi aller dans I'autre sens et
démontrer le théoreme 7.11 en partant de ces propriétés). Disons d’abord
quelques mots sur le premier de ces résultats. Supposons d’abord que k est
un corps de nombres dont on note €2y I'ensemble des places finies. Soit Zj
le groupe des idéaux de k, i.e. le groupe abélien constitué des sommes for-
melles presque nulles Zveﬂf n,v avec n, € Z (c’est le groupe des diviseurs
Div (Spec Oy)). Le groupe Zj. est isomorphe (via la décomposition unique
d’un idéal en produit d’idéaux premiers dans un anneau de Dedekine) au
groupe multiplicatif des idéaux fractionnaires de Oy, les idéaux de O (au
sens usuel) correspondant aux sommes formelles presque nulles ), n,.v avec
n, > 0. L’application

Iy = Ty, () — Z v(ay).v

Ueﬂf

est continue (Z étant muni de la topologie discrete) par définition de la topo-
logie de I. Par ailleurs 'image de k* est par définition le groupe des idéaux
principaux Pg, et on obtient une surjection (parce qu’il y a au moins une
place archimédienne dans k) continue I /k* — Z;,/Pg. Comme un compact
discret est fini, le théoreme 7.11 donne alors

Theoreme 7.14 Soit k un corps de nombres. Le groupe des classes didéaux

Pic (Spec Oy) = I /Py, est fini.

La méme preuve montre que dans le cas d'un corps de fonctions d'une
courbe projective lisse X sur F,, le groupe Z? /P, = Pic 0X est fini, ol TY est
le groupe des diviseurs de degré zéro sur X. Ici le groupe des diviseurs Z;, est
composé des sommes formelles presque nulles Zveﬂk n,v avec v € Z, et le
degré d’'un tel diviseur est > n,d,, ol d,, est le degré sur F, du corps résiduel
de X en v. En particulier si on enléve un point fermé vy de X, 'anneau de
Dedekind des fonctions régulieres de la courbe affine Y = X \ {vo} a un
groupe des classes d’idéaux fini (en effet si on note d le degré du point fermé
Vg, les diviseurs de Y dont le degré est dans dZ forment un sous-groupe
d’indice fini de DivY’, et ce sous-groupe est isomorphe & Div°X).

Soit maintenant k& un corps global et soit S un ensemble fini de places de
k, tel que S contienne I’ensemble €2, des places archimédiennes. Il est parfois
utile de travailler avec le groupe I, ¢ des S-ideles de k, défini comme

Ls =[] *; < [ o

veS vgS

Noter en particulier que I, est la reunion des Ij ¢ pour S fini.
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Proposition 7.15 Pour S fini assez grand, on a I, = Ij, s.k* (et donc Cy, =
I .k JK*).

Démonstration : Soit Oy I'anneau des entiers de k si k est un corps de
nombres (resp. 'anneau des fonctions réguliéres sur la courbe affine X \ {vy},
ou X est une courbe projective lisse sur F, de corps des fonctions k, et v
est un point fermé de X, dans le cas ou k est un corps de fonctions). La
finitude du groupe des classes d’idéaux de k permet de choisir des places
vy, ..., v, de k correspondant a des idéaux premiers i, ..., de Oy tels que
les p; engendrent ce groupe des classes d’idéaux. Soit S un ensemble fini de
places de k contenant les places archimédiennes dans le cas d'un corps de
nombres (resp. vy dans le cas d'un corps de fonctions) et les places vy, ..., v,.

Soit alors a € I.. Notons g, I'idéal premier associé a une place finie v de

k. L’idéal fractionnaire [, _ oo ) (vesp. T1, v oo §i k est un corps de

fonctions) de O s’écrit (z)., ou I est un idéal fractionnaire du sous-groupe

engendré par les @;. Il en résulte que l'idele a.z™! a toutes ses composantes
en dehors de S inversibles, donc est dans I, g.k™.

0

Terminons ce chapitre en rappelant un lemme qui est une conséquence
facile du théoreme 7.11 (cf. [3], exposé II, paragraphe 18), et nous sera utile
plus tard :

Lemme 7.16 Soit S un ensemble fini non vide de places de k, contenant
toutes les places archimédiennes. Soit ks = k* NI} g le groupe des S-unités de
k. Soit V le R-espace vectoriel des applications de S dans R. Soit A : kg — V'
I’homomorphisme défini par A(a) = f,, ou f,(v) =log | a |, pour toutev € S.
Alors X\ a un noyau fini, et son image est un réseau engendrant le R-espace

vectoriel VO des f € V telles que Y., s f(v) = 0.

Démonstration : On observe d’abord que si ¢ et C sont des constantes avec
0 < ¢ < C, alors 'ensemble des S-unités 7 telles que ¢ <| n |,< C est fini comme
intersection d’un compact de I avec le sous-groupe discret (cf. proposition 7.10)
k*. En particulier les éléments x vérifiant | x |,= 1 pour toute place v sont en
nombre fini et forment un groupe multiplicatif, c¢’est donc exactement le groupe
des racines de I'unité. Ceci montre que ker A est fini. Pour obtenir ’assertion sur
son image, on observe qu’on peut définir A par la formule analogue sur les S-ideles
I} g, et I'image de Ig =1 s N I,g engendre 3 le R-espace vectoriel des f vérifiant
> wes f(w) =0, qui est de dimension s —1. Le groupe A(ks) est discret (parce qu'’il

36. et méme lui est égal si k est un corps de nombres et S est I’ensemble des places
archimédiennes.
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n’y a qu'un nombre fini de n € kg avec 1/2 <| n |,< 2 pour toute place v de S) et
AMI3)/A(ks) est compact via la compacité de I /ks qui résulte du théoréme 7.11
(noter que I9/ks est un sous-groupe ouvert, donc fermé de I/k*). Finalement
A(Ks) est un réseau qui engendre le R-espace vectoriel V.

O

On obtient en corollaire le théoréeme des unités de Dirichlet :

Theoreme 7.17 Le groupe des S-unités kg est isomorphe au produit direct
d’un groupe fini (les racines de 'unité de k*) et de Z*~1, ot s est le cardinal

de S.

7.4. Exercices

1. Soit k£ un corps global. Trouver une suite d’éléments de I qui converge
dans A mais pas dans Ij.

2. Soit k = Q(v/2).

a) Montrer que le sous-groupe H de I;, engendré par {1} et 14 /2 n'est
pas compact.

b) En déduire que £* n’est pas fermé dans le produit restreint des k) pour
v finie (relativement aux O}), c’est-a-dire dans les “ideles finis”.

3. On rappelle que le corps Q n’admet pas d’extension finie, non ramifiée
en tout nombre premier p, autre que Q. Soit L une extension finie et abélienne
de Q. Le but de cet exercice est de démontrer que L est une extension
cyclotomique (théoréeme de Kronecker-Weber) par voie purement locale.

a) Soit p un nombre premier ramifié dans L/Q. Soit L, le complété de
L en un premier au-dessus de p. Montrer qu'’il existe un entier n, > 0 tel
que L, C Q(ptn,), ot Q(pn,) est 'extension obtenue en adjoignant a Q, les
racines n,-iecmes de 1'unité.

Dans toute la suite, on écrit n, = p».m,, avec m,, premier a p, et on pose
n = Hp p°?, le produit étant sur tous les nombres premiers ramifiés dans L/Q
(dont on note R l'ensemble). On pose aussi M = L(uy,).

b) Montrer que si un nombre premier p est ramifié dans M/Q, alors il est
ramifié dans L/Q.

c) Soit (pour p € R) I, C Gal(M,/Q,) le sous-groupe d’inertie. Montrer
que I, est isomorphe a Gal (Q,(pper )/ Qp)-

d) Soit I le sous-groupe de Gal (M/Q) engendré par les I,,, Montrer que
le corps fixe M7 est Q.

e) Montrer que le cardinal de I est au plus [Q(u,) : Q] et en déduire que
L C Q(ptn)-
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8. Cohomologie des ideles : ’axiome du corps
de classes

Dans ce chapitre, nous commencons a investiguer les propriétés cohomo-
logiques des groupes [ et C} définis au chapitre précédent pour un corps
global k. Le but est de démontrer un analogue global de la proposition 4.3,
ou le groupe des classes d’ideles va remplacer le groupe multiplicatif d’'un
corps local. C’est ce résultat qui (comme en théorie du corps de classes local)
est la premiere étape dans la détermination du groupe de Brauer d’un corps
global.

8.1. Cohomologie du groupe des ideles

Dans tout ce paragraphe on fixe un corps global k et une cloture séparable
k de k. On considérera des extensions finies séparables K de k, qui seront
toujours implicitement supposées incluses dans k. Pour toute place v de k, on
fixe un k-plongement i, : k — k®}k,, et une place v de k au-dessus de v. Ceci
permet pour tout extension algébrique séparable K de k d’avoir une place
v® de K privilégiée au-dessus de v; on notera pour simplifier K, := i,(K)k,
le corps Kk,, qui est de plus la complétion de K en v*® si [K : k] est fini. On
notera de méme Uk, le groupe des unités de K}, et G,(K/k) (ou méme G, s’il
n'y a pas d’ambigiiité) le groupe de décomposition de v* dans G = Gal (K /k)
si K est une extension galoisienne de k.

Soit K une extension finie galoisienne de k de groupe . On peut écrire
le groupe des ideles de K comme le produit restreint des Ix(v) pour v place
de k par rapports aux Uk (v), ou on a posé

Ix() =[] Ki Ux(v):=]] Uk
wlv wlv

(Uk . est le groupe multiplicatif de I'anneau des entiers de K, pour w place
finie de K'). Chacun des Ik (v) et des Uk(v) est un G-module via le k,-
isomorphismes K, ~ K,,, induit par chaque o € G.

La proposition 7.5 donne facilement que I (v) (resp. Uk (v)) s’identifie a
Vinduit 15" (KY) de K (vesp. a 15" (Uk,)).

Proposition 8.1 Awvec les notations ci-dessus :
a) On a I, = HY(G, I).
b) Pour tout i € Z, on a
H(G,Ix) = P H' (G, K3).

vEQNy
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Démonstration : a) On a une injection naturelle de I}, dans I via la
décomposition (5). Soit a € I. Pour tout ¢ € G et toute place w de K
au-dessus d'une place v de k, la composante (ca),,, de o en ow est ooy, =
Qp = gy donc oca = a. Réciproquement si a = (ay,) est dans H°(G, I),
alors
(0Q) o = 0Qy = gy

pour tout ¢ € G. Pour o € GG, cela donne déja a,, € k. Le fait que G opere
transitivement sur les places w au-dessus de v (proposition 7.5) donne alors
que les av, pour w | v proviennent d’'un méme «, € k! via les plongements
ky — K, dou o € .

b) Le lemme de Shapiro donne
H(G, Ic(v)) = H'(G, K)
et par ailleurs si v est non ramifiée dans I'extension K/k, on a
H(G,Ug(v)) = H(Gy, Ug) =0

car Uk, est un G,-module cohomologiquement trivial par la proposition 4.1.
Considérons les ensembles finis S de places de k, contenant les places ramifiées
dans K/k et les places archimédiennes. Posons

[K,S = H[K(’U) X HUK(’U)

veES vgS

Alors I est la limite inductive des I g. On en déduit

HY(G, I)) = lim H'(G, Irc.s) = lig (H'(G, [ [ Ik (v)) x HY(G, ][ Uk(v))) =

veS vgS
lim ([ [ (G, Ixc(v) x [ H(G, Uk (v))) =
S vES vgS
lim []#(G., K7) = @D H'(G., KY).
S pes vEQ

Corollaire 8.2 On a H' (G, Ix) = H3(G, Ix) = 0.
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Démonstration : D’apres la proposition précédente, il s’agit de voir que
pour toute place v de k, on a H(G,, K}) = H*(G,, K}) = 0. La premicre
assertion résulte du théoreme de Hilbert 90. La deuxieme en résulte pour
v réelle via le théoreme 1.32. Pour v finie, le théoreme de Tate-Nakayama
(théoréme 2.12) donne un isomorphisme de H'(G,,Z) = 0 sur H*(G,, K}).

m|

On aimerait “passer a la limite” dans les assertions précédentes. Notons
1= hﬂK I le groupe des idéles de k, la limite étant prise sur les extensions
finies séparables K de k (attention, ce n’est pas le produit restreint des (k)?).
On appelle aussi C := I/k* le groupe des classes d’idéles de k, qui est la limite
inductive des C. La proposition 8.1 a) et le théoreme de Hilbert 90 donnent :

Proposition 8.3 On a H(k,I) = I}, et H(k,C) = C.

En passant a la limite dans la proposition 8.1 b), on obtient

= D H(G.(k/k), (k);)

vEQN

pour tout i > 1. On aimerait dans cet énoncé remplacer (k); par k} (ol k,
est la cloture séparable de k,). On a effectivement bien que (k), = kk, est
une cloture séparable de k,, mais cet énoncé est non trivial ; il utilise le

Lemme 8.4 (Krasner) Soit F' un corps complet pour une valeur absolue
ultramétrique (pas forcément associée a une valuation discrete), de cloture
séparable F. Soit « € F, on note a1 = a, ..., a, ses conjugués sur F. Soit
B € F vérifiant

la—Bl<la—a]|

pour i =2,..,n, ou | . | est lunique prolongement de la valeur absolue de F
a F. Alors on a Uinclusion de corps F (o) C F(B).

Démonstration :  Soit L la cloture galoisienne sur F(S) de l'extension de
corps F(a, B)/F(B). Soit ¢ € G := Gal(L/F(f)). Alors o(f — a) =  — o(a).
Comme o conserve | . | (par unicité du prolongement de la valeur absolue dans le

cas complet), on obtient
| B—0c(a) =] —al<|ai-al
pour ¢ = 2,...,n. On en déduit

|a—o(a) |<]a—q
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pour i = 2,...,n car | . | est ultramétrique. Finalement o(a) = «, i.e. a € F(B)
comme on voulait.
O

On en déduit le résultat annoncé :
Proposition 8.5 Soit k un corps global. Soit v une place de k. Alors (k),
(avec les conventions expliquées au début du paragraphe) s’identifie a la
cloture séparable k, de la complétion k, de k en v.

Démonstration :  On a une inclusion naturelle (k), — k,. On peut supposer
que v est une place finie (le cas archimédien est trivial). Soit «a € ky, de polynome
minimal f € k,[X]. Comme k est dense dans k,, on peut trouver un polynoéme
séparable g € k[X] tres proche de f, ce qui implique que | g(«) | peut étre rendu
aussi petit qu’on veut. Ecrivons g(X) = [[(X — B;) avec B; € k C (k),. Alors g
posseéde une racine 8 qui peut étre rendue aussi proche qu’on veut de «, donc en
particulier qui vérifie | 8 — a |<| a; — « | pour tous les conjugués o; € k, de «
autre que a. Le lemme de Krasner donne alors a € k,(8) = k(8), C (k).

O

Corollaire 8.6 Pour tout i > 1, on a H'(k,I) =
est la cloture séparable de k,.

Hi(ky, k¥), ot k,

vEQN

Noter que d’apres ce qu’on vient de voir, la notation k, n’est pas ambigiie.
8.2. La deuxieme inégalité

Le but de ce paragraphe est de montrer :
Theoreme 8.7 Soit k un corps global. Soit K une extension galoisienne
de k de groupe de Galois G cyclique d’ordre n. Soit h(G,Ck) le quotient
d’Herbrand du G-module Ck, ot Cx = Ix/K* est le groupe des classes
d’ideles de K. Alors h(G,Ck) = n.

On en déduit :

Corollaire 8.8 (“Seconde inégalité”) Sous les hypotheses du théoréme
précédent, le cardinal du groupe H(G, Cx) = Iy /k*Ng i Ix est > n.
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Démonstration :  En appliquant Hilbert 90 et la proposition 8.1 a), on a
HO(G, CK) = Ck, d’ou HO(G, CK) = Ck/NK/kCK = Ik/k?*NK/kIK.
O

Le but de ce chapitre est de démontrer qu'on a en fait #H°(G, Cx) = n
dans le corollaire ci-dessus. Pour cela, on aura besoin de la premziére inégalité
qui, bien que pouvant se démontrer en utilisant le corollaire 8.8 (voir les para-
graphes suivants), a historiquement été prouvée plus tot par voie analytique
(cf. [3], exposé VIII), d’ou la terminologie que nous adoptons ici (certains
auteurs adoptent la convention inverse, c¢’est le cas par exemple dans [3]). Le
corollaire 8.8 s’utilise surtout pour démontrer que K = k quand des infor-
mations arithmétiques permettent de vérifier que Iy = k" Nk Ik

La preuve du théoreme 8.7 s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme 8.9 Soit G un groupe fini.

a) Soient M et M’ deux modules sur l'anneau Q[G], de dimension finie
sur Q, et tels que les R[G]-modules Mg := M®qR et My soient isomorphes.
Alors les Q[G]|-modules M et M’ sont isomorphes.

b) Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie équipé d’une action de
G. Soient L et L' deux réseaux de E, stables pour l'action de G, et engendrant
le R-espace vectoriel E. Alors si l'un des quotients d’Herbrand h(L), h(L')
est défini, l'autre Uest aussi et on a h(L) = h(L').

Démonstration :  a) Tout Q[G]-homomorphisme ¢ : M — M’ induit un
R[G]-homomorphisme ¢ ® 1 : Mg — Mg et application ¢ — ¢ ® 1 induit
un isomorphisme de R-espaces vectoriels :

(HOIHQ[G](M, M,)) ®Q R — HOHIR[G}(MR, M]/;{)

Fixons des bases respectives des Q-espaces vectoriels M et M’, qui ont la
méme dimension. Le déterminant d'un élément de Homgqg (M, M’) ou de
Homgjg)(Mr, Mg) dans ces bases est alors bien défini. Soit alors (;) une
base du Q-espace vectoriel Homgqg(M, M’), la formule ci-dessus montre que
c’est encore une base du R-espace vectoriel Homgq) (Mg, Mg). L’hypothese
que Mg et Mg sont isomorphes implique alors que le polynome

P(ty, ... ty) = det()_t:&) € Q[t1, ... t]

ne s’annule pas sur R™ tout entier, donc pas non plus sur Q™ vu que Q est
infini. On a donc bien un Q[GJ-isomorphisme de M sur M’.
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b) Posons M = L® Q et M' = L' ® Q. Alors Mg et Mg sont tous deux
R[G]-isomorphes a E. Par a), il existe un Q[G]-isomorphisme ¢ : M — M.
Alors ¢ induit un homomorphisme injectif ¢ : L — (1/N)L’ pour un certain
entier N > 0. Ceci implique que f := Ny est un homomorphisme injectif de
L dans L'. Comme L et L’ sont des réseaux de méme rang, le conoyau de f
est fini et on conclut en appliquant le théoreme 1.34, c).

0

Preuve du théoreéme 8.7 : D’apres la proposition 7.15, on peut trou-
ver un ensemble fini non vide S de places de k (contenant les places ar-
chimédiennes et les places ramifiées dans K/k) tel que Ix = K*Ik g, ol

Ins =[] Ix ) x [JUc) = [TAT &2 < [T Vi)

veES vgS veES wlv vgS wlv

Soit T I’ensemble (fini) des places de K qui sont au-dessus d’une place de S.
On a alors
Cx =1Ix/K" =Ixs/Kr

ou Kr := K*NIk g est le groupe des T-unités de K. D’apres le théoreme 1.34,
on a alors, en abrégeant h(G,...) en h(...),

h<CK> = h<[K,S)/h(KT)

des que le membre de droite est défini (U'intérét d’introduire S et T est
précisément que cela va permettre a cette condition d’étre satisfaite, alors
que h(K*) n’est pas défini vu que H°(G, K*) = K*/NL* est infini).

On calcule d’abord h(Ixs) de fagon purement “locale”. Pour v & S,
la place v est non ramifiée dans K/k, ce qui implique comme on l'a déja
vu (conséquence du lemme de Shapiro et de la proposition 4.1) que le G-
module Uk (v) est cohomologiquement trivial. Soit maintenant v € S, notons
n, = [K, : ky| le degré local de K/k en v. Le lemme de Shapiro implique
que pour v dans S, on a :

hIk(v)) = h(Go, K7) = ny

par I'axiome du corps de classes local (proposition 4.3) d’ou finalement

h(Iks) =[] no

vES

On passe maintenant au calcul de h(K7r), qui est la partie “globale” de
la preuve. Il s’agit de montrer que n.h(Kp) = [],cqn0. Pour cela on va
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utiliser le lemme 8.9. Soit V' 1'espace vectoriel des applications de 7" dans R,
qui est donc isomorphe & R! avec t = #T. Le groupe G opere sur V par
la formule (of)(w) = f(o~'w) pour tous f € V, 0 € G, w € T. Soit N
le réseau constitué des f € V dont 'image est incluse dans Z. Il est clair
que N engendre le R-espace vectoriel V' et est stable pour I'action de G. Le
G-module N est isomorphe & [],c5(I1,, Zw), avec Z,, = Z et l'action de G
est par permutation des Z,, pour w | v et v fixée. Le lemme de Shapiro donne
alors, pour tout q € Z :

(G, N) =[] H(G., 2)

vES

ce qui implique immédiatement

W(N) =[] e

vES

Pour a € Kr, notons f, : T'— R lapplication définie par f,(w) =log | a |,
et appliquons le lemme 7.16. Il nous dit que 'application

AN Kr—=V, aw—f,

a un noyau fini, et que I'image M° de f est un réseau M° qui engendre le
R-espace vectoriel VO C V constitué des f telles que Y wer f(w)=0.0na
h(Kr) = h(MP) par le théoréme 1.34, c). Soit g € V défini par g(w) = 1 pour
tout w € T, posons M = M° + Zg. Alors le réseau M engendre le R-espace
vectoriel V = V% 4+ Rg; comme M° et Z.g sont tous deux stables par G, on
peut écrire

h(M) = h(M°).h(Z) = nh(M°) = nh(K7).

Comme M et N engendrent le méme R-espace vectoriel, le lemme 8.9 im-
plique que h(N) = h(M). Finalement n.h(K7) = h(N), ou encore

n.h(Kr) = H Ny

veS

comme on voulait.

On en déduit :
Proposition 8.10 Soit K une extension finie abélienne d’un corps global k.

On suppose qu’il existe un sous-groupe D de Iy, vérifiant : D C Niply et
k*D est dense dans I,. Alors K = k.
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Démonstration : On se ramene tout de suite au cas ou K/k est une
extension cyclique en raisonnant par récurrence sur [K : k| et en observant
que si K O F D k avec F/k cyclique, on a D C Ngylx C Npjplp par
transitivité des normes. Notons le

Lemme 8.11 Un idéle o = (ov,) € I est dans Ngy, si el seulement si
pour toute place v de k, sa composante locale o, € k est une norme pour
Pextension K, /k, (rappelons que K, désigne le complété de K pour une place
w au-dessus de v).

Ce lemme résulte immédiatement de la proposition 8.1 b) appliquée a
1 =0.

Maintenant, le théoréme 6.17, a) dit que chaque N, /i, K est un sous-
groupe ouvert de K ; de plus Ng, s, K, contient U, := O, pour presque
toute place v puisque v non ramifiée implique ﬁO(Gv, Uk,) = 0 avec G, =
Gal (K, /k,) (proposition 4.1). On en déduit, avec le lemme 8.11, que Ng /g
est un sous-groupe ouvert de [, donc aussi k* Nk I (réunion d’ouverts).
Ainsi k* Ng /i Ik est un sous-groupe fermé (car ouvert) et dense (car il contient
k*D) de I, d’ott k*Ngrlx = Ij. Le corollaire 8.8 donne alors [K : k] = 1,
ie. K =k.

0

Proposition 8.12 Soit S un sous-ensemble fini de places de k, contenant
les places archimédiennes. Soit K une extension finie abélienne de k, non ra-

mifiée en dehors de S. Alors le groupe de Galois G = Gal (K /k) est engendré
par les Frobenius Fi ,(v) pour v € S.

Démonstration : Notons déja que comme ici G est abélien, le Frobenius
F, := Fg(v) est bien défini comme élément de G (et pas seulement a
conjugaison pres). Soit G’ le sous-groupe de G engendré par les F, pour
v & S et soit E son corps fixe. Alors I'image de F, dans Gal (E/k) = G/G’
est triviale pour v € S, ce qui donne E, = k,, et donc tout élément de k,
est une norme de F,/k, pour v ¢ S. Notons alors D le sous-groupe de I
constitué des ideles (o) tels que a, = 1 pour tout v € S. Alors d’apres
le lemme 8.11 et ce quon vient de voir, on a D C Ng, /. D’autre part
le théoreme d’approximation forte” donne que k*D est dense dans I;. La
proposition 8.10 donne alors E' = k, ou encore G' = G.

0

37. Ou méme sa forme “faible”, c’est-a-dire sans la condition en dehors de S.
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Corollaire 8.13 Soit K une extension abélienne non triviale de k. Alors il
y a une infinité de places v de k qui ne sont pas totalement décomposées
dans K. Si de plus K[k est cyclique de degré £™ avec £ premier, il existe une
infinité de places de k qui sont inertes dans K/k (c¢’est-a-dire non ramifiées
et telles que le groupe de décomposition associé soit G = Gal (K/k) tout
entier).

Notons qu’une place inerte v correspond a un Frobenius Fi ,(v) qui en-
gendre Gal (K/k), ou encore a une place non ramifiée telle qu’il existe une
seule place w de K au-dessus de v.

Démonstration : La premiere assertion vient de la proposition 8.12 jointe
au fait que les places v totalement décomposées dans K correspondent a
Fip(v) # 1. La deuxieme assertion s’obtient en appliquant la premiere a
I'extension intermédiaire E/k de degré ¢, qui correspond a l'unique sous-
groupe d’ordre £™~! de Gal (K/k) : on obtient une infinité de places v pour
lesquelles le Frobenius Fi/,(v) a une image non triviale dans le quotient
d’ordre ¢ de GG, donc engendre G.

0

Par exemple, le corollaire ci-dessus donne qu’un élément de Z qui n’est
pas un carré ne peut pas devenir un carré modulo tous les nombres premiers
a I’exception d’'un nombre fini d’entre eux.

8.3. Extensions de Kummer

Dans ce paragraphe, nous établissons des résultats généraux sur les ex-
tensions de Kummer, qui seront utiles aussi bien dans le prochain paragraphe
que pour le théoreme d’existence global.

On fixe un corps k et un entier n > 0 non divisible par la caractéristique
de k, tel que k contienne une racine primitive n-ieme de 'unité (.

Définition 8.14 Une extension de Kummer de k est une extension de corps
K de k de la forme K = k("/A), olt A est un sous-groupe de k*, contenant
k" et tel que A/k*" soit fini. 3®

Noter que comme ¢ € k, la notation k(™/A) n’est pas ambigiie. Comme
pour tout a € A, Pextension k(™\/a) est cyclique de degré divisant n (elle
correspond a l'élément de H'(k,Z/n) = H'(k,pu,) = k*/k*" donné par la

38. Certains auteurs ne demandent pas cette condition, mais nous n’aurons pas besoin
du cas infini.
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classe de a), une extension de Kummer est une extension finie abélienne de
k dont le groupe de Galois est d’exposant divisant n (isomorphe a un sous-
groupe de (Z/n)", ou r est le cardinal de A/k*"). Réciproquement on a :

Proposition 8.15 Soit K une extension finie abélienne de k dont le groupe
de Galois G est d’exposant n. Alors K = k("VA) avec A = K*" Nk*. De

plus on a un isomorphisme

A/E*" — Hom(G,Z/n).

Démonstration :  On a clairement k("vA) C K. Réciproquement 1'ex-
tension K/k est la composée de toutes ses sous-extensions E/k cycliques
puisqu’elle est abélienne (vu qu'un groupe abélien fini est produit direct de
groupes cycliques). Une telle extension E est de degré divisant n, donc s’écrit
E = k("/a) avec a € k*NK*", d’ott E C k("VA) et finalement K C k("VA).

On définit alors un homorphisme v : A — Hom(G,Z/n) par u(a) = Xa,

ol
Xa(0) = o("Va)/"Va.
(le choix de ¢ permet d’identifier Z/n au groupe multiplicatif des racines de
I'unité de k*). Le noyau de u est k*" car yx, est trivial ssi "v/a € k*. Il reste
a montrer que u est surjectif. Soit x € Hom(G, Z/n) = Hom(G, ), alors x
devient un 1-cocycle (par Hilbert 90) quand on le voit comme une application
de G dans K*. Ceci signifie qu'on a un b € K* tel que x(o) = o(b)/b pour
tout o € G. Alors
a(d™) = (ab)" = x(o)"b" ="

d'olta:=b" € k*NK* = A, et finalement x = x,.

On aura besoin également du résultat “local” suivant.

Lemme 8.16 Soit K un corps local. Soit n > 0 un entier non divisible par
la caractéristique du corps résiduel k de K, on suppose que K contient une
racine primitive n-ieme de 1 (et donc n divise ¢ — 1, ot ¢ = #k). Alors,
pour x € K*, extension L = K("\/x)/K est non ramifiée si et seulement si
S UKK*n

Démonstration :  Supposons que r = u.y™ avec u € Ui et y € K*.
On veut montrer que K ("y/u) est non ramifiée sur K. Par le lemme de
Hensel, le polynome X" — u se décompose en produits de facteurs linéaires
sur I'extension non ramifiée K’ de K dont le corps résiduel est le corps de
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décomposition de la réduction X™ — @ sur x, donc "\/u € K’ et on a bien

K (™/u) non ramifiée sur K. Réciproquement si K ("+/z)/K est non ramifiée,

écrivons x = u.m" avec u € Ug et w uniformisante de K. Alors la valuation
1

v ("Vun”) vaut tup(77) = Lug(77), ce qui montre que n divise .

a

Enfin, les extensions de Kummer sont liées au résultat “local” suivant,
que nous utiliserons au prochain paragraphe :

Proposition 8.17 Soit k, un complété d’un corps global k. Soit n > 0 un
entier non divisible par la caractéristique de k (ce qui est automatique si k
est un corps de nombres), et tel que p, C k,. Alors le cardinal de k}/k*" est
n?/ | nl,, et siv est finie le cardinal de OF/OF" estn/ | n|,.

Démonstration : Le cas ou v est archimédienne est immédiat, en notant
que pour v réelle on a forcément n = 1 ou n = 2, et pour v complexe | n |,=
n? par convention. Supposons donc v finie. Comme k¥ ~ Z x O, il suffit
de calculer le cardinal de O/O:". Pour cela, on fait opérer le groupe Z/n
trivialement sur O, et on considere le quotient d’'Herbrand associé h,(Oy).
Comme H(Z/n, O:) = Hom(Z/n, O}) est de cardinal n (parce que k, D f,,),
on a o
hn(oz> — #O'U/O’U .
n
On est donc ramené & montrer que h,(O;) =| n |, ' Si k est un corps de
fonctions de caractéristique p, 'hypothese faite sur n implique que | n |,= 1,
et par ailleurs le sous-groupe d’indice fini U! de U, = O} est un pro-p-
groupe, donc vérifie h,(U!) = 1 puisque p ne divise pas n. On conclut avec
le théoreme 1.34. Si k est un corps de nombres, le groupe U} possede un
sous-groupe d’indice fini isomorphe au groupe additif O, ([11], chapitre XIV,
proposition 10). Comme H'(Z/n,O,) = O,[n] = 0, le théoreme 1.34 donne
alors

ha(Uy) = ha(Oy) = #(0,/n0,) =[ n [

comme on voulait.

8.4. Premiere inégalité et axiome du corps de classes

Nous revenons aux corps globaux. Dans tout ce paragraphe, k désigne
un corps global et n une puissance d’'un nombre premier ¢ différent de la
caractéristique de k, tel que k contienne une racine primitive n-ieme de I'unité
(. Le but va d’abord étre de calculer (par une méthode due a Chevalley) le
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groupe de normes Ng/,Cx pour une extension de Kummer K/k de groupe
de Galois G = (Z/n)". On commence par fixer un ensemble fini S de places
de k, contenant toutes les places archimédiennes, les places au-dessus de /,
les places ramifiées dans K/k, et tel que Iy = Iy gk* (cf. proposition 7.15).
On note s le cardinal de S.

Proposition 8.18 Awvec les notations ci-dessus, on a s > r. De plus, il
existe un ensemble T de places de k, disjoint de S et de cardinal s —r, tel
que K = k("™V/A), ot A est le noyau de Uapplication diagonale

ks — [ *i/k;"

veT
avec de plus A = K*" N kg.

(Rappelons que Ij g est le groupe des S-ideles et kg = k* N I}, g est le groupe
des S-unités).

Démonstration :  On commence par montrer que K = k("vA) avec
A = K*" Nkg. La proposition 8.15 donne K = k("v/D) avec D = K*" N k*.
Pour z € D, le choix de S donne que k("+/x)/k est non ramifiée pour v & S,
d'on = w,y! avec u, € U, = OF et y, € k) (lemme 8.16). Posons y, = 1
pour v € S, on obtient un idele y = (y,), qu’on peut écrire (toujours par le
choix de S) y = av.z avec « € I, g et z € k*. Alors x/2" € I, sNk* = kg donc
x/2" € A. Ainsi D = A.k*" comme on voulait.

Posons N = k("\ks), alors N D K puisque kg D A. Comme kgk*" /k*" =
ks/k?2 (observer que k*" M kg = k%), la proposition 8.15 donne

Gal (N/k) ~ Hom(ks/kS,Z/n).

D’autre part kg contient les racines n-iemes de 1'unité et c¢’est donc un groupe
abélien isomorphe & Z*~! X u, (olt ¢ est un entier tel que n divise ¢) par le
théoreme des unités de Dirichlet ; ceci donne que kg/k% est un Z/n-module
libre de rang s, donc c’est aussi le cas de Gal (N/k). Comme son quotient
G = Gal (K /k) est par hypothese un Z/n-module libre de rang r, on obtient
déja r < s et Gal (N/K) est un Z/n-module libre (pour voir ceci, on peut
par exemple utiliser que tout module projectif de type fini sur I’anneau local
Z/0™Z est libre) de rang s — 7.

Choisissons alors une Z/n-base o1, ..., 05—, de de Gal (IN/K), et appelons
N; le corps fixe de o; pour i = 1,...,s —r. Alors K = (),.,., , N;. D’apres
le corollaire 8.13, on peut trouver pour chaque i un idéal premier gp; de
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N;, au-dessus d’une place finie v; de k, tel que : les places v; sont deux a
deux distinctes, ne sont pas dans S, et chaque g; est inerte dans I’extension
N/N; (rappelons que les N/N; sont cycliques d’ordre n, avec n puissance
d’un nombre premier ¢). Ceci signifie que le Frobenius associé a p; engendre
Gal (N/N;), ou encore qu'il y a un seul premier @) = p; N de N au-dessus de
N;. Nous allons montrer que 7" = {vy, ..., vs_,} convient.

La place v; est non ramifiée dans I'extension N/k d’apres le lemme 8.16.
En particulier le groupe de décomposition Gal (N/Z;) de ¢, dans N/k est
cyclique, engendfe par le Frobenius Fyyi(v;). D’autre part Gal(N/Z;) D
Gal (N/N;) car tout élément de Gal (N/k) qui induit I'identité sur N; laisse
fixe p;, donc ;. Comme Gal (N/N;) est d’ordre n et Gal(N/Z;) cyclique
d’exposant < n, la seule possibilité est finalement N; = Z;. On en conclut
que Gal(N/N;) est le groupe de décomposition de v; dans N/k. Comme
Gal (N/K) est le produit direct des Gal (N/N;), on obtient que K/k est
la sous-extension maximale de N/k dans laquelle toutes les places v; sont
totalement décomposées : en effet cette propriété revient a dire que K est
la sous-extension maximale de N/k telle que tous les Fi/(v) soient dans
Gal (N/K). Soit alors « € kg. On obtient :

re A& k(") CK &k, ("Vr)=k,, Vi=1,.,s—r

ce qui signifie exactement que A est le noyau de kg — [[_| k7 / kjjz"
O

On en vient au résultat le plus compliqué de ce paragraphe, qui inclut en
particulier la “premiere inégalité” dans le cas d’une extension de Kummer :

Theoréme 8.19 Soient A et T comme dans la conclusion de la proposi-
tion 8.18. On pose

L(S,T) = [[*" < [Tks x ] U

vES veT vgSUT
Soit C(S,T) = I.(S,T).k*/k*. Alors on a
NK/kCK D) Ck(S, T)

et [Cr @ Ck(S,T)] = [K : k]. Si de plus Uextension K/k est cyclique (de
groupe Z/l donc), on a Cy(S,T) = Ng/Ck.

On commence par un lemme :

Lemme 8.20 On a I,(S,T) N k* = k% .
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Démonstration : Il est immédiat qu’on a l'inclusion k%, C I.(S, T)Nk*.
Soit réciproquement y € I;,(S,T) N k*, posons M = k(",/y). Pour montrer
que M = k, il suffit d’apres le corollaire 8.8 de voir que Cj, = Njyz/,Car. Soit
donc a € I g, d'image [o] € Cy = I sk*/k*. Montrons que 'application
diagonale f : ks — [[,ep Us/U; est surjective, oit U est le sous-groupe des
puissances n-iemes dans U,. Son noyau est A d’apres la proposition 8.18, et

on a #k /kn
_ S/vs

Comme on I'a vu dans la preuve de la proposition 8.18 (conséquence du
théoreme des unités de Dirichlet), le cardinal de kg/k% est n®; d’autre part
le cardinal de A/k%Z = AK*" /k*" est celui de G = Gal (K/k) par la pro-
position 8.15, c’est donc n”. Finalement le cardinal de kg/A est n®", et
il suffit pour obtenir la surjectivité voulue de voir que c’est aussi celui de
[Loer Us/U. Or c’est bien le cas d’apres la proposition 8.17, vu que v ne
divise pas ¢ si v € T' et n est une puissance de ¢.

La surjectivité de f permet de trouver x € kg tel que pour toute place
v de T, on ait o, = z.ul avec u, € U,. Posons o/ = a/z, il suffit de voir
que ' est dans Nyl ce qu’on peut vérifier composante par composante
d’apres le lemme 8.11. Pour v € S, on a y € kX" donc M, = k,, ce qui
implique évidemment que o, est une norme de 'extension M, /k,. Pourv € T
cela marche aussi parce que « = u! est une puissance n-ieme. Enfin pour
v ¢ SUT, on a M,/k, non ramifiée et o/ € U, ce qui suffit & assurer que o,
est une norme locale d’apres la proposition 4.1. Finalement on a bien M = k,
soit y € k*" N I,(S,T) C k% comme on voulait.
0

Preuve du théoréme 8.19 : On utilise la suite exacte :
1— Ik,SUT N k:*/]k(S, T) Nk*— Ik,SUT/Ik(Sa T) — Ik7SUT.kJ*/Ik(S, T)/{?* — 1

et on calcule les cardinaux des différents termes. Comme [, = Ij sur.k*,
l'ordre du groupe de droite est [Cy, : Ci(S,T)]. D’apres le lemme 8.20, 'ordre
du groupe de gauche est [ksur : k% 7] = n**~" comme on I'a déja vu (car le
cardinal de SUT est 2s — ). Enfin le cardinal du groupe du milieu est celui
de [T, cqlks - k2], soit [],cqn?/ | n |o=n* d’apreés la proposition 8.17. On
obtient donc

comme voulu.

Montrons maintenant que Cy(S,T") C Nk/,Ck. Soit a € I1(S,T'), on doit
vérifier (lemme 8.11) que chaque composante «, de « est une norme locale.
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Pour v € S, on a a, € k¥, qui est une norme locale via l'isomorphisme
de réciprocité local kf/NK; ~ Gal(K,/k,) et le fait que Gal (K/k) soit
d’exposant n. Pour v € T', on a K,, = k, car A C k" donc pas de probleme.
Enfin pour v ¢ SUT, «, est une unité et K,/k, est non ramifiée par le
lemme 8.16 donc cela marche encore (proposition 4.1).

Enfin, si K/k est cyclique, on a 7 =1 et le corollaire 8.8 donne

ce qui prouve I'égalité Ng/,.Cr = Ci(S,T).

On en déduit enfin :

Theoréme 8.21 (Axiome du corps de classes global) Soit k un corps
global. Soit K wune extension finie galoisienne de k de groupe de Galois G
cyclique. Alors H°(G, Ck) est de cardinal [K : k], et H'(G,Ck) = 0.

On verra un peu plus loin que la nullité de H*(G, C) est encore valable
si G est un groupe fini quelconque. L’assertion sur H %@, Ck) est également
valable (sous une forme plus précise) des que G est fini abélien, comme
conséquence de résultats que nous verrons dans les prochains chapitres. On
en déduira aussi que dans le théoreme 8.19, I'égalité Cy(S,T) = Nk ,Ck est
encore vraie si on suppose seulement que I'extension K/k est abélienne.

Démonstration : On va se limiter a donner la preuve si la caractéristique
de k ne divise pas [K : k]. Le cas ou k est un corps de fonctions de ca-
ractéristique p > 0 divisant [K : k] doit se traiter a part (cf. [1], chapitre
6).

Comme on sait que le quotient d’Herbrand h(G, Ck) est n:= [K : k] par
le théoreme 8.7, il suffit de voir que H*(G, C) (qui est aussi H(G, Ck))
est de cardinal 1. On raisonne par récurrence sur n. Considérons une sous ex-
tension M /k de K/k de degré ¢ premier. Si ¢ < n, 'hypothese de récurrence
et la suite exacte de restriction-inflation donnent H'(G,Ck) = 0. Suppo-
sons donc que n = £ est premier et posons k' = k(u,), K' = K(us). Alors
K'/K est une extension de Kummer cyclique et le théoréme précédent donne
H°(Gal (K'/K'), C) de cardinal [K’ : k'], donc H'(Gal (K'/K),Cx/) = 0
(toujours avec le théoreme 8.7). Comme [k’ : k] < ¢ — 1, 'hypothese de
récurrence donne aussi H'(Gal (k'/k), Cjs) = 0 d’ott H'(Gal (K'/k),Cr/) =0
par la suite de restriction-inflation, et a fortiori H'(G, Ck) = 0 par la méme
suite.

O
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Corollaire 8.22 (Principe de Hasse normique) Soit k un corps global.
Soit K une extension finie cyclique de k. Alors un élément x € k* est une
norme de ’extension K/k ssi son image x, dans k} est une norme de K,/k,
pour toute place v de k.

Attention, ce résultat n’est pas vrai pour une extension abélienne quel-
conque (voir par exemple 'exercice 5 de [3]).

Démonstration :  Soit G = Gal (K/k). Comme H~'(G,Cx) = 0, la suite
exacte de cohomologie modifiée donne une injection H°(G, K*) — H°(G, I),
ce qui permet de conclure avec la proposition 8.1, b).

|

Theoréme 8.23 Soit K/k une extension finie galoisienne de corps globaux
de groupe G. Alors H'(G,Ck) = 0.

Démonstration : Pour G cyclique, le résultat fait partie de 'axiome du
corps de classes (théoreme 8.21). Le cas ou GG est un p-groupe avec p premier
se traite par récurrence sur le cardinal de (G, en prenant une sous-extension
E/k galoisienne de degré p (rappelons que I’abélianisé d'un p-groupe est un
p-groupe non trivial, donc G' a un quotient d’ordre p) et en utilisant la suite
exacte de restriction-inflation

0 — H'(Gal(E/k),Cg) — HY(G,Cx) — H'(Gal (K/E), Ck).

Finalement, pour G quelconque, on considere, pour tout p divisant #G, un
p-Sylow G, de G et son corps fixe K,,. Alors, comme H'(G, Ck) est la somme
directe des H'(G, Cx){p}, 'application

H'(G,Ck) — [[ H'(Gal (K/K,), Ck)

obtenue via les restrictions est injective par le lemme 2.2, ce qui donne le
résultat d’apres le cas ou GG est un p-groupe.
O

Corollaire 8.24 Soit €' =lim  Cx = I;/k*. Alors HY(k,C) = 0.
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8.5. Exercices

1. Soit K un corps local. Soit n un entier premier a la caractéristique de K,
et tel que K contienne les racines n-iemes de I'unité. On pose L = K ("vK*).
Montrer que L est une extension finie abélienne de K et que le groupe des
normes Nk L* est exactement K "

2. Soit k£ un corps global. Soit K une extension finie galoisienne de k.
Montrer qu’on a une injection

Br (K/k) — €D Br (K, /ky).

vEQ

3. Soit k un corps global. Soit K une extension finie galoisienne de &
(pas forcément abélienne). Montrer qu’il existe une infinité de places v de
k telles que lextension K/k ne soit pas totalement décomposée en v. Le
résultat vaut-il encore si K/k est une extension finie séparable qui n’est pas
galoisienne ?

9. Loi de réciprocité et théoreme de Brauer-
Hasse-Noether

Dans ce chapitre, on va calculer le groupe de Brauer d’un corps global, par
une méthode assez similaire a celle du cas local, a ceci pres que le role joué
par les extensions non ramifiées sera ici tenu par des extensions cycliques
d’un type particulier, dites cyclotomiques (i.e. engendrées par des racines
de I'unité). Un point tres important sera de démontrer la loi de réciprocité
globale associée au symbole normique (dont un cas treés particulier est la
classique loi de réciprocité quadratique). Pour cela, nous utiliserons les calculs
locaux provenant de la construction de Lubin-Tate pour Q,.

Dans tout le chapitre, on désigne par k un corps global, par I le groupe
des ideles de k, et par Cy = I}, /k* son groupe des classes d’ideles. On utilisera
également les groupes I = [ := hﬂ}( Ix et C=C =1 KCK = I/k*, la
limite étant prise sur les extensions finies (galoisiennes) de k. On note

Q (resp. Qf, Qr) 'ensemble des places (resp. des places finies, des places
réelles) de k.

9.1. Existence d’une extension cyclique neutralisante

Dans ce paragraphe, on va montrer que pour tout élément a du groupe
de Brauer Brk d’'un corps global, il existe une extension finie cyclique K/k
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de k telle que la restriction de o a Br K soit nulle.

Proposition 9.1 Soit p un nombre premier. Soit L/k une extension galoi-
sienne (infinie) de k. On suppose que L est totalement imaginaire (i.e. n'a
pas de plongements réels) si p = 2 et k est un corps de nombres. On fait
Uhypothése que pour toute place finie v de k, l’extension L,/k, est de degré
divisible par p>. Alors on a

HX(L,){p} = 0. H(Gal(L/k), I.){p} ~ H*(k, I){p}.

ou I; = 16 (/L) est la limite inductive des Ik pour les sous-extensions K /k

finies galoisiennes de L/k.

Rappelons qu’ici L, désigne le corps Lk,, qui est aussi la réunion des K,
pour K extension finie de k incluse dans L (avec les conventions rappelées
au début du paragraphe 8.1.).

Démonstration : Comme H'(K,I) = 0 (corollaire 8.2) pour toute ex-
tension finie K de k incluse dans L, on a H'(L,I) = 0 en passant & la limite
(proposition 3.7). On a donc une suite exacte de restriction-inflation

0 — H*(Gal(L/k), 1) — H*(k,I) — H*(L,I)

qui permet de se ramener & montrer que H*(L,I){p} = 0. Le corollaire 8.6
donne (toujours par passage a la limite)

H(L, I){p} = € H*(L.. L,){p}.

vEQ

Supposons d’abord que v est une place finie de k. Alors I’hypothese que
p> divise le degré de L, sur k, donne H2(L,,L,){p} = (BrL,){p} = 0
par le théoreme 4.10, a). Si v est une place archimédienne, on a encore
H?(L,,L,){p} = 0 : c’est immédiat si p # 2, et résulte de 'hypotheése pour
p =2

0

Soit k(u) lextension de k qui est obtenue en rajoutant toutes les ra-
cines de 'unité. Si k est le corps des fonctions d'une courbe sur F, avec
F, algébriquement fermé dans k (rappelons qu'on peut toujours se rame-
ner a cette situation, quitte a remplacer F, par sa fermeture algébrique
dans k) le corps k(p) s’obtient simplement en prenant le corps des fonctions
F,(C) = kF,. On pose alors k = k(u), et on observe que Gal (k/k) est iso-

morphe & Z. Dans le cas d’'un corps de nombres, le groupe I' = Gal (k(u) /k)
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est le produit pour p premier des I', x A, avec I'y ~Z, et A, CZ/(p—1)Z
pour p # 2 (resp Ay C Z/2Z). On appelle alors T le sous- groupe de torsion
de T et on note k son corps fixe. On a donc Gal (k/k) ~

Définition 9.2 On dit que & est la Z-extension cyclotomique de k.

Noter qu’ici on sait que toutes les places archimédiennes de k sont tota-
lement décomposées dans k, vu que Z est sans torsion.
Par ailleurs, on a le

Lemme 9.3 Soit v une place finie de k. Alors le groupe de décomposition
— Go(k/k) est isomorphe a Z.

Démonstration : Le corps local k, ne contient qu'un nombre fini de racines
de I'unité, et en particulier il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers ¢ tels
que (s € k,. Ceci implique que D, contient un sous-groupe de 7= [1,Z; de la
forme ], Up x H%S Z;, ou S est un ensemble fini et U, est un sous-groupe non
réduit & {0} (donc de la forme {"Z; avec r > 0) de Z,, d’ou le résultat.

O

Proposition 9.4 Le groupe H?(k,I) est la réunion des H?(Gal (K/k), I)
ot K C k parcourt les extensions finies cycliques de k. On peut de plus se
restreindre auz sous-extensions K de k si k n'a pas de places réelles (resp.
de /:;1, ou ky est une extension quadratique totalement imaginaire quelconque
de k, si k a au moins une place réelle).

En particulier, en prenant k; = k(y/—1), on voit qu’on peut toujours
choisir pour K une extension cyclique cyclotomique (i.e. engendrée par des
racines de I'unité) de k.

Démonstration : Soit K une extension finie et galoisienne de k£ de groupe
G. Comme H'(K,I) =0 (corollaire 8.2), on a une suite exacte

0— H*G,Ig) — H*(k,I) = H*(K,I)

ce qui permet d’identifier H?(G,Ix) au sous-groupe de H?(k,I) constitué
des éléments dont la restriction & H?(K,I) est nulle. Soit x € H?*(k,I).
D’apres le corollaire 8.6, on peut décomposer x en x = z, + Ty avec T, €
@vGQR H?*(k,, k¥) et oy € @UEQ H?(k,, k*). La proposition 9.1 (ou plutot sa
preuve) jointe au lemme précédent dit que la restriction de zy a H 2(k, I) est
nulle, d’olt une extension finie K C k telle que la restriction de z ra H*(K,I)
soit nulle, ce qui termine la preuve si k n’a pas de places réelles.
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Dans le cas ou k est un corps de nombres possédant au moins une place
réelle et ky est une extension quadratique totalement imaginaire de k, notons
K Textension cyclique de degré 2[K : k] de k incluse dans k; en particulier
K est une extension quadratique de K, et elle est disjointe de ki sur k (car
totalement décomposée aux places réelles de k alors que k£ n’a pas de places
réelles). On a donc K, = K(y/a) et ki = k(v/b) avec a,b dans K. On a
aussi Gal (K/k) ~ Z/2n (ou n := [K : k]) et Gal (k1K;/k) est isomorphe
a Z/2n x Z/2. Si on pose L = K(v/ab), I'extension L de k est cyclique (car
isomorphe au quotient de Z/2n x Z /2 par le sous-groupe constitué des (x, x)
avec x € Z/2) de k, totalement imaginaire (car pour toute place réelle v de
K,onaa, >0etb, <0 vuque K; est totalement décomposées aux places
réelles de k et k; totalement imaginaire). Ceci implique que la restriction de
x & H*(L,I) est nulle.

0

On en déduit la premiere étape dans le calcul de Brk :

Proposition 9.5 Le groupe de Brauer Brk est la réunion des Br (K/k) pour
les extensions K/k finies cycliques (et on peut méme se restreindre aux K
comme dans la proposition 9.4).

Démonstration : Soit K une extension finie galoisienne de k de groupe

G. Comme les groupes H'(K,C), H'(k,C), H'(G, Ck) sont nuls ainsi que
HYK,k*) et HY(K,I), on a un diagramme commutatif exact :

0 —— BrK —— HXK,I)

0 ——  Brk —— HXk1I)

0 —— H*G,K*) —— H*(G,Ix)

0 0

On conclut alors avec la proposition 9.4.

9.2. Invariant global et symbole de reste normique

On va fabriquer ici les analogues de l'invariant local et de 'application
de réciprocité locale dans le contexte global.
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Définition 9.6 Soit K /k une extension finie galoisienne de groupe G. Pour
toute place v de k, on note G, = Gal (K, /k,) le sous-groupe de décomposition
associé a v. On définit alors

vy HA(G, ) — ﬁZ/Z cQ/z

par la formule :
invg/i(c) = Z invg, /k, (Cy)
vEQ
olt ¢, est la composante en v de ¢ € H*(G, Ix) = @,cq, H* (G, K).

Ici invg, jk, est l'invariant local induit par inv, : Brk, — Q/Z (pour v
réelle c’est juste 'isomorphisme de Br R avec Z/2, et pour v complexe c’est
I’application nulle). D’autre part, pour toute place v de k, on dispose de I'ap-
plication de réciprocité (., K,/k,) : ki — G2 C G* (si v est archimédienne
on prend pour (., K, /k,) Papplication induite par I’'homomorphisme surjectif
de k*/k** sur G2*). On définit alors le symbole de reste normique associé &
I'extension K/k par

(,K/k): I, = G®
(a, K/k) = ] (o, Ko/ ko) (6)
vEQ
Le produit est bien défini car si v est non ramifiée dans K/k et o, € U, = O},

alors (o, K,/k,) = 1 (en effet ]/-\IO(GU,UKU) = 0 pour une telle v via la
proposition 4.1, donc tous les éléments de U, sont des normes de K, /k,).

La proposition 5.4 donne facilement :

Proposition 9.7 Soit K/k une extension finie galoisienne de groupe G.
Alors pour tout x € HY(G,Q/Z) et tout a € I, on a

x((a, K/k)) = invg p(aUx)
o, pour le cup-produit, a est vu dans H°(G, Ix) et x dans H*(G,Z).
Les propriétés de I'invariant local (théoreme 4.8) donnent aussi :

Proposition 9.8 Soit L une extension finie galoisienne de k. Soit K une
sous-extension. Alors on a des diagrammes commutatifs :

H*(Gal (LK), 1) 4% 1 7/7

[L:K]

Res/‘\ T[Kk}

H*(Gal (L/k), 1) —%% 2:2/2
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et

inVL/K 1

H(Gal (L/K), 1) —% a2)Z

o] |

H2(Gal (L/k), ;) —% 02/

ou ['application

1 1
T KX Tt

est linclusion. Si de plus K/k est galoisienne, alors invy, prolonge invg
via Uinclusion H*(Gal (K/k), Ix) — H*(Gal (L/k), I.).

7

On a aussi, en passant a la limite sur les extensions finies galoisiennes K
de k, une application
inv: H*(k,I) — Q/Z.

Une propriété essentielle pour toute la théorie est le théoreme suivant :

Theoréme 9.9 (Loi de réciprocité globale) Soit K une extension finie
de k de groupe de Galois G abélien. Alors :

a) L’application invy, : H*(G,Ix) — QJZ est nulle sur l'image de
H?*(G, K*) dans H*(G, Ir).

b) Soit a € k* un idéle principal. Alors on a (a, K/k) = 1.

Pour une extension quadratique K = k:(\/l_)), le théoreme donne que la
somme des symboles de Hilbert locaux (a,b), (cf. exercice 7 du chapitre 5)
sur toutes les places de v est triviale, ce qui redonne pour k£ = Q la classique
loi de réciprocité quadratique.

Démonstration :  Notons déja que a) implique b) via la proposition 9.7
et le fait qu'un élément du groupe abélien G est trivial si et seulement si
son image par tout caractere de G est trivial. Pour démontrer a), il suffit de
démontrer que I'application inv : H*(k, I) — Q/Z est triviale sur 'image de
Brk = H?(k, k*) via la derniere assertion de la proposition 9.8.

Soit donc o € Brk. D’apres la proposition 9.5, on peut supposer dans
le cas d'un corps de fonctions que o € Br (K /k) avec K = k((,), ou n est
premier a la caractéristique de k. Dans le cas d'un corps de nombres, on se
ramene d’abord a k = Q en observant que si « € Br (L/k) avec L finie galoi-
sienne sur k, alors inv(«) = invyq(Cor «), ot Cor désigne la corestriction de
Br k vers Br Q (ceci résulte de la proposition 9.8). La proposition 9.5 permet
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de plus de supposer que o € Br (K/Q), ou K est une sous-extension cyclique

de Q(¢,/Q) pour un certain n.

Soit alors G = Gal (K /k) et soit x un générateur du groupe H'(G,Q/Z).
Le cup-produit par §, € H*(G,Z) est un isomorphisme de H(G, K*) sur
H?*(G, K*), ce qui permet d’écrire tout élément de H?(G, K*) sous la forme
aUd, avec a € k*. D’apres la proposition 9.7, on est donc ramené a prouver
I'assertion b) du théoreme dans les deux cas particuliers :

i) k corps de fonctions sur F, et K = k = k((,) avec n premier a la
caractéristique de k.

ii) k= Q et K =k((), ou ( est une racine de l'unité (noter que si £ est
une sous-extension de k((), alors (a, E/k) est I'image de (a, k(¢)/k) dans le
quotient Gal (E/k) de Gal (k(C)/k)).

Le cas i) est plus simple : en effet pour toute place v de k, 'extension
ky /k, est non ramifiée et le lemme 6.11 s’applique ; on obtient que (a, ky /ky)
est F(v)"@ ott F(v) est le Frobenius en v (qui agit sur ¢, par I'édlévation la
puissance n(v), ou n(v) est le cardinal du corps résiduel en v). On a donc

(an ku/kv)gn - C:LL(U)U(G)

d’ou o

(@ k/k) G =G =,
par la formule du produit car n(v)"® =| a |7 ce qui conclut la preuve dans
ce cas-la.

Dans le cas ii), on doit utiliser les calculs locaux explicites provenant
de la théorie de Lubin-Tate. Soit 6, : Q; — Gal(K,/Q,) I'application de
réciprocité locale définie pour p premier ou p = oo (on convient que Q. =
R). On a déja

Boo()-¢ = ¢°)

o1 () est le signe de x. Pour p premier, soit x = p™u avec u € Zj et m € Z.
Le théoreme 6.14 donne :

Op(x).C =¢"", V(eU,

0,(x).C =, V¢ € Uy

ot U}, (resp. Up=) est I'ensemble des racines de I'unité d’ordre premier a
p (resp. d’ordre une puissance de p). Pour montrer la formule [],6,(a) =1
(a € Q) dans le groupe Gal (K/k) (ou le produit correspond & la composition
des automorphismes), il suffit de traiter le cas a = —1 et le cas a = g avec
q premier, et de regarder 'action de Hp 6,(a) = 1 sur une racine de 'unité
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¢ € Upo avec ¢ premier. Or, ceci résulte des formules (pour p premier ou
p=00):

Ooo(—1).C = (Y 0(-1).C=CTY 0 0,(-1).C=CVp # 1 0.
Pour g # ¢ :

1

0p(0).C=CVp#Lq; 0u(q).C=C" 5 04(q).C = ("
Et enfin :

0p(0).C =¢(; V.
O

Corollaire 9.10 Soit K une extension finie cyclique de k de groupe G. Alors
on a une suite exacte

inv g 1
0— HXG,K*) — H*G, Ix) =" mZ/Z — 0. (7)

Démonstration :  Montrons d’abord la surjectivité de invg/, dans le cas
ou [K : k| = p™ avec p premier. D’apres le corollaire 8.13, il existe une place
finie v de k qui est inerte dans K. Comme on a alors [K, : k] = [K : k],
le fait que linvariant local invg, x, soit un isomorphisme de H?*(G,, K})
sur mz /Z implique que invg, est surjectif sur ﬁz /Z. On en déduit
immédiatement la méme surjectivité pour G cyclique quelconque via la pro-
position 9.8.

Maintenant, les égalités H'(G,Ck) = 0 et H3(G,Ck) = H'(G,Ck) =0

(rappelons que G est cyclique) donnent une suite exacte
0 — H*(G,K*) = H*G, Ix) — H*(G,Ck) — 0.

Ainsi le conoyau de la fleche H?(G, K*) — H?*(G, Ix) a pour cardinal celui
de H*(G,Ck) = ﬁO(G, Ck), soit [K : k] d’apres 'axiome du corps de classes.
Comme le théoreme 9.9 donne que la suite (7) est un complexe et qu’on a de
plus vu que sa derniere fleche était surjective, on en déduit finalement que
cette suite est exacte.

O

En passant a la limite sur les extensions cycliques K de k, et en utili-
sant les propositions 9.4 et 9.5, on obtient alors (avec la proposition 8.1) le
théoreme principal de ce chapitre :
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Theoréme 9.11 (Brauer-Hasse-Noether) Soit k un corps global. Alors
on a une suite exacte

0—Brk— P Brk, ™ Q/Z — 0.

vEQNy

ou 'application invy est définie comme la somme des invariants locauz inv,, :

Brk, — Q/Z.

Corollaire 9.12 Soit p un nombre premuer. Soit L une extension algébrique
(infinie) séparable de k, supposée totalement imaginaire si p = 2. Supposons
que p™ divise [L, : k,| pour toute place finie v de k. Alors cd,(L) < 1.

Rappelons qu’ici on note L, := Lk,.

Démonstration : Il suffit de vérifier que (Br L'){p} = 0 pour toute ex-
tension algébrique séparable L’ de L via le théoreme 3.27. Comme L’ vérifie
les mémes hypotheses que L, on est ramené a montrer que (Br L){p} = 0. Or
Br L s'injecte dans la somme directe (pour v place de k) des Br L, (passer a
la limite dans le théoreme de Brauer-Hasse-Noether). On conclut alors avec
le théoreme 4.10.

O

9.3. Exercices

1. Soit £ un corps de nombres. Soit p un nombre premier. On suppose
que p # 2 ou que k est totalement imaginaire. Montrer que la dimension
cohomologique cd,(k) est au plus 2 (utiliser la Z-extension cyclotomique de

2. Soit k un corps global. Soit S un ensemble de places de k. Donner une
condition nécessaire et suffisante sur S pour que 'application diagonale

Brk — @Brkv

veS

soit surjective. Méme question en remplagant “surjective” par “injective”.

10. Le groupe de Galois abélien d’un corps
global

Nous continuons avec les notations du chapitre précédent. En particulier
k désigne toujours un corps global dont on note [, le groupe des ideles et CY
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le groupe des classes d’ideles. On note G, = Gal (k/k) le groupe de Galois
absolu de k. On note aussi I = I la limite inductive des Ik pour K extension
finie galoisienne de k, et C' = I /k* celle des Ck.

10.1. Application de réciprocité et groupe des classes
d’ideles

On a défini au chapitre précédent une application invy, : H*(k,I) — Q/Z
en passant & la limite sur les applications invy, : H*(Gal (K/k), Ix) —
Q/Z. On aimerait en déduire des applications analogues sur H?(k,C). Une
difficulté est qu’en général le groupe H?(Gal (K/k), Ix) ne se surjecte pas
sur H?(Gal (K/k), Ck), mais nous allons voir que le probleme disparait si on
passe a la limite.

Lemme 10.1 Soit K une extension finie galoisienne de k de groupe G. Alors
le cardinal de H*(G, Cy) divise [K : k].

Démonstration: C’est tout a fait analogue a I’énoncé local correspondant
(lemme 4.6). Le cas d’une extension cyclique fait partie de ’axiome du corps
de classes. On en déduit le cas ot G est un p-groupe par récurrence sur [K : k|,
en utilisant la suite exacte (valable parce que H'(Gal (K/E),Ck) = 0 pour
toute sous-extension galoisienne E de k) :

0 — H*(Gal(E/k),Cg) — H*(G,Ck) — H*(Gal (K/E), Ck).

Enfin le cas général se traite en considérant (pour p divisant #G) un p-Sylow
Gp = Gal (K/K,) de G, et en utilisant 'injectivité de la fleche de restriction

H*(G,Ck) — P H*(Gal (K/K,), Ck).

P

a

Soit maintenant k la Z—extensiqn cyclotomique de k définie comme au cha-
pitre précédent. Posons G = Gal (k/k). Comme scd Z = 2, on a H3(G, k*) =
0, d’ou1 une suite exacte

0 — H*(G,k*) — H*G, I) = H*(G,C;) — 0.

Mais d’autre part, en passant a la limite dans le corollaire 9.10, on a aussi
une suite exacte

0 — H*(G,k*) = H*G,I) = Q/Z — 0.
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ot la derniere fleche est induite par invy. Rappelons que si K C k est une
extension finie de k, la fleche H?*(Gal (K/k),Cx) — H?(k,C) est injective
car H'(K,C) — 0. On obtient un isomorphisme

vy, H*(G, C;) ~ Q/Z.

La proposition suivante est l'analogue global du théoreme 4.5 dans le cas
local :

Proposition 10.2 La suite
0— Brk — H*(k,I) = H*(k,C) =0

est exacte.

Démonstration : Soit K une extension finie galoisienne de k de degré
n, dont on note G := Gal(K/k) le groupe de Galois. Soit k, l'unique
sous-extension de k de degré n sur k. On va montrer exactement comme
dans le lemme 4.7 que les sous-groupes H?(G, Ck) et H*(Gal (k,/k),Cy,) de
H?(k,C) coincident. Le lemme 10.1 et 'axiome du corps de classes donnent
que le cardinal de H?*(Gal (K /k),Ck) divise celui de H?*(Gal (k,/k),C,).
Mais par ailleurs H?(Gal (k,/k),Cy,) est inclus dans H?(G, Ck) via le dia-
gramme commutatif

Res

0 —— H?*(G,Cx) —— H*(k,C) H?*(K,C)

| T

HX(G,C}) —=4 H%(Gal(K/K,Cy)

im%/kl Jinvz?/x
Q/Z —— Q/Z

et le fait que les fleches invy, s €6 IV /i sont des isomorphismes. Finalement
on obtient que H?(k,C) est la réunion des H?(Gal (k,/k),Cy,), et en parti-
culier la réunion des H?(Gal (K /k),Ck) pour K cyclique. Par ailleurs, on a
I’énoncé analogue avec K* et I (propositions 9.4 et 9.5). On obtient alors
le résultat voulu en passant a la limite la suite exacte

0 — Br(K/k) — H*(G, Ix) = H*(G,Ck) = 0

qui est valable pour toute extension cyclique K de k.

117



Corollaire 10.3 On a un isomorphisme invy, : H*(k,C) — Q/Z.

Comme de plus la restriction H?(k,C) — H?*(K,C) correspond® & la
multiplication par [K : k| dans Q/Z, on en déduit pour toute extension finie
galoisienne K de k un isomorphisme

invy, : H*(Gal (K/k),Cg) — ﬁZ/Z.

Soit K une extension finie galoisienne de k de groupe GG. Comme dans le
cas local, nous pouvons maintenant appliquer le théoreme de Tate-Nakayama
en considérant le cup-produit par la classe fondamentale de H?*(G, Ck) (i.e.
I'élément qui s’envoie sur 1/[K : k] par invg ;). On obtient

Theoreme 10.4 Soit K une extension finie galoisienne de k de groupe G.
Alors on a un isomorphisme

WK/k = (,K//{Z) : Ck/NK/kCK — Gab
appelé isomorphisme de réciprocité.

Notons que par construction cet isomorphisme est obtenu par passage au
quotient & partir du symbole de reste normique (., K/k) : I — G, ce qui
justifie I'emploi de la méme notation pour 'isomorphisme de réciprocité. On
a donc (via la formule 9.7) la méme compatibilité que dans le cas local entre
les applications wg/, et wr, si L est une extension finie galoisienne de &
contenant K. On en déduit un homomorphisme de réciprocité

rec, = rec : Cy, — sz

dont I'image est dense et le noyau (), NkuCk est le groupe des normes
universelles.

Corollaire 10.5 Pour toute extension finie abélienne de k de groupe G, le
cardinal de H°(G, C) est [K : k.

Ainsi ’énoncé de 'axiome du corps de classes global se généralise a toute
extension abélienne (pas forcément cyclique). On en déduit aussi un lemme
qui sera utile au paragraphe suivant :

39. Avec la propriété H'(k,C) = 0, ceci correspond, comme dans le cas local, aux
axiomes d’une formation de classes.
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Lemme 10.6 Awvec les hypotheses et notations du théoreme 8.19, ’égalité
Ce(S,T) = NgiCk
est valable sans Uhypothese que K /k est cyclique.

En effet le théoreme dit que [Cy : Ci(S,T)] = [K : k] et Cx(S,T) C
Nk /kCk, mais on sait maintenant que [Cy : Ng;,Cx| = [K : k| des que K
est une extension finie abélienne de k.

10.2. Le théoréme d’existence global

Le théoreme suivant est le pendant global du théoreme local 6.17.

Theoréme 10.7 (Théoréme d’existence global) Soit k un corps global.
Alors les sous-groupes ouverts d’indice fini de Cy sont exactement les sous-
groupes de normes, i.e. les sous-groupes de la forme Ni;.Cx ou K est une
extension finie abélienne de k. De plus, tout sous-groupe de normes N est
associé & une unique extension finie abélienne K C k de k, qu’on appelle le
corps de classes de N.

Démonstration : Soit K une extension finie et abélienne de k. Alors
NgiCk est d’indice fini dans C} d’apres le théoreme 10.4. Montrons que
Ng /i Ck est un sous-groupe fermé de C}.. L’application N/, est continue sur
Ck, ce qui fait que 'image du sous-groupe compact C?( est compacte; par
ailleurs dans le cas d’un corps de nombres, le groupe Cj, est isomorphe a C? x
R : plus précisément on obtient un sous-groupe I' de représentants de Cy/ Cy
isomorphe a R en considérant une place archimédienne vy de k, puis en
définissant I' comme 'image dans C}, des ideéles de la forme (z,1,1,...,1,...),
avec r dans R, ou la premiere composante est celle en vy. L'image de I’
dans C est alors aussi un sous-groupe de représentants de Cx /C% et on a

Ni/Cx = NijrChe X Nyl = NijCpe x T™ = N Cpe x T

avec n = [K : k], vu que T' est divisible. Comme Ny /,Cy. est compact,
NgC% x T est fermé dans Cj, = Cf x I'. L’argument est analogue dans le
cas d'un corps de fonctions (en remplagant I" par un sous-groupe isomorphe
a Z). D’autre part, si N est un groupe de normes, 'unicité de 1’extension
K telle que N = Ng/,Ck se montre exactement comme dans le cas local
(théoreme 6.17, c).

Pour montrer que tout sous-groupe ouvert d’indice fini de C} est un
groupe de normes, on note d’abord que par la meme preuve que dans le cas
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local (cf. lemme 6.16), tout sous-groupe qui contient un groupe de normes
est un groupe de normes. D’autre part si K et L sont deux extensions finies
abéliennes de K et E = KL le corps composé, alors on a

NgmwCr N NpjiwCr = NpjuC.

En effet les deux membres de 1'égalité correspondent au noyau de l'appli-
cation de réciprocité wg/, vu la compatiblité des applications de réciprocité
et la trivialité du noyau de Gal (E/k) — Gal(K/k) x Gal(L/k). On en
déduit qu'une intersection finie de groupes de normes est encore un groupe
de normes.

Soit alors N un sous-groupe ouvert d’indice fini de C. Nous nous limite-
rons au cas ou 'indice [C}, : N] n’est pas divisible par la caractéristique de k
(ce qui est toujours le cas pour un corps de nombres ; pour le cas général, voir
le chapitre 8 de [1]) Il reste seulement & montrer que N contient un groupe
de normes. On se ramene d’abord au cas ou n est une puissance d’un nombre
premier ¢ (différent de Car k), en décomposant n sous la forme n = [[. p;™
(avec p; premier), puis en observant que si N; C Cy est le sous-groupe d’in-
dice p™ qui contient N, alors N est l'intersection de la famille (finie) des N;
(et chaque N; contient N, donc est ouvert), donc par la remarque ci-dessus
il suffit de savoir que chaque N; est un groupe de normes.

Soit alors J C I I'image réciproque de N, c¢’est un sous-groupe ouvert
de I} ; ceci implique que J contient un sous-groupe de la forme

vy =T <[] v

vES vegS

ou S est un ensemble fini de places de k, contenant les places archimédiennes.
On peut de plus supposer que S contient les places divisant ¢ et que I, =
Ii, sk*. Par ailleurs comme J est d’indice n dans I, il contient aussi le groupe
[Toes B % [ gg{1}, et donc finalement J contient le groupe

L(S) =[x T v

veS vgS

Il suffit donc de montrer que Ci(S) := I;(S).k*/k* contient un groupe de
normes.

On commence par le cas ou k contient les racines n-iemes de 1. Posons
alors K = k("vkg). C’est une extension de Kummer de degré [ks : k2] = n®,
ou s est le cardinal de S (cf. proposition 8.18). Le théoreme 8.19, et sa
conséquence (lemme 10.6) s’appliquent avec ici r = s, ¢’est-a-dire T = (). On
obtient donc Cy(S) = Nk/1Ck-
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Dans le cas général, on note k' I'extension cyclotomique de k& obtenue en
adjoignant a k les racines n-iemes de 1. D’apres le cas ou u,, C k, on peut
supposer (quitte a augmenter S) que [y = [k/,g/k/* et Cp(S") = NgrywCrr,
ou S est I'ensemble des places de k' au-dessus d’une place de S et K’ :=
k'("\/Ky). La formule (facile & vérifier), valable pour 3 € I

(Nry(B))o = H Nit /10y Bu

wlv
donne Ny /(L (S")) C I (S) d’onr
NK’/k<CK/) C Nk’/k<NK’/k’CK’) = Nk//k<Ck/<S/)) C Ck(S)

Ainsi Cy(S) contient Ng//,(Cgr). 1l reste a se ramener a une extension
abélienne de k (ici on ne sait méme pas si K’ est galoisienne sur k) pour
conclure. Pour cela, on applique le lemme suivant & £ = K’ (cf. aussi exer-
cice 1 du chapitre 6) :

Lemme 10.8 Soit E une extension finie de k, de cloture galoisienne L.
Soit M [’extension abélienne mazximale de k incluse dans E. Posons G =
Gal(L/k) et H= Gal(L/E). Alors on a un diagramme commutatif :

~

HiQ(H,Z) = > Hab = > CE/NL/ECL ;) ]/'\IO(H,CL)

o )| e Jor

H2(G,Z) —— G —= C/NupC, —— H(G,CL)
et NE/kCE:NM/kCM-

Preuve du lemme : La commutativité du diagramme résulte facilement
de la compatibilité du cup-produit avec la cohomologie modifiée. On ob-
serve alors que Gal (M/k) est le quotient de G par le sous-groupe engendré
par D(G) et H : en effet le sous-groupe Gal (L/M) de G est, par définition
de M, le plus petit sous-groupe contenant D(G) et H. On en déduit que
Gal (M/k) = G®/x(H), ot 7 est la surjection canonique G — G* =
G/D(G), soit finalement G*/§(H*") = Gal (M/k). L’inclusion Ng;,Cp C
NaiCar résulte de la transitivité des normes. Réciproquement tout élément
a de Ny Cyp vérifie wyy (o) = 1, donce 'image de o dans G est dans Im 6 ;
le diagramme donne alors que a € Ng/,Cp.

0

On va en déduire une description du groupe de Galois abélien d’un corps
de nombres :
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Theoréme 10.9 Soit k un corps de nombres de groupe de Galois Gy. Alors
on a une suite exacte

0= Dy — CL =G -0
ou Dy est la composante connexe neutre de Cy. Le groupe Dy est aussi le
groupe des normes universelles

Ne, C = [\ NkuCr
K

ou K décrit les extensions finies abéliennes de k, et c’est aussi le noyau
du morphisme de complétion profinie Cy, — C{, i.e. Uintersection des sous-
groupes ouverts d’indice fini de Cl.

Démonstration : Comme R’ n’a pas de quotient fini non trivial, I'image
de C, = C} x R* par l'application de réciprocité rec est la méme que celle
de C. Cette image est donc dense et compacte, i.e. c’est Gy tout entier. On
sait par ailleurs déja que le noyau de rec est Ng, C.

Définissons Dj, comme la composante connexe neutre de C. On observe
que dans une décomposition C, = C) x R*, on a R* C Dy (car R* est
connexe) d’olt une décomposition Dy = DY x R, ou DY est la compo-
sante connexe neutre de Dy. Le groupe Cy /Dy est compact car isomorphe a
CY/DY. Tous ses sous-groupes ouverts (7, sont donc d’indice fini (le quotient
est compact et discret) et leur intersection est triviale car Cj/Dy est tota-
lement discontinu. Ainsi l'intersection de leurs images réciproques U; dans
Cy est Dy, et par ailleurs tout sous-groupe ouvert de Cj contient Dy (son
intersection avec Dy est non vide, ouverte, et fermée dans Dj, donc cette
intersection est Dy). Finalement Dy est bien 'intersection de tous les sous-
groupes ouverts d’indice fini de C}. Le théoreme 10.7 donne alors que Dy, est
aussi 'intersection des sous-groupes de normes, i.e. Dy = N¢, C.

0

Remarque : Pourk = Q,onaDq = R} et pour k quadratique imaginaire
ona Dy = C* (il n’y a qu'une place archimédienne, qui est complexe), mais en
général la structure de Dy, peut étre tres compliquée. Pour d’autres propriétés
de Dy, voir [10], chapitre VIII, paragraphe 2. ce

Le cas d’'un corps de fonctions est, en un sens, plus simple; la situation
est totalement analogue au cas local :

Theoréme 10.10 Soit k le corps des fonctions d’une courbe (projective et
lisse) C' sur un corps fini k =F,. Alors, on a une suite exacte

0— C G - Z)Z — 0.
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Démonstration : Ici Cj est déja totalement discontinu et C est donc
profini. On peut supposer  algébriquement fermé dans k (i.e. la courbe C'
géométriquement integre sur ). Pour toute place v de k, correspondant a
un point fermé de C, notons k(v) le corps résiduel de v ; c’est une extension
finie de k. Alors 'application

deg: Iy = Z, (o) Z v(ay).[k(v) : K]

vEQy

se factorise en deg : Cy, — Z (le degré d’une fonction f € k* est nul), et deg
est de plus surjective : c’est par exemple une conséquence de ce que C a des
points sur Fy» pour n assez grand (corollaire du théoreme de Lang-Weil),
ou encore du fait que la projection 7 : Gi* — Gal (k/k) ~ 7 est surjective
et envoie (par le lemme 6.11 et la définition des symboles de reste normique
comme produit des symboles locaux) rec(a) sur z + 29 9°8% ce qui permet
de conclure avec le fait que I'image de rec dans G2° est dense.

On en déduit une suite exacte (scindée)
0—C" =, %27 0.

De plus le groupe Cj s’injecte dans sa complétion profinie C} (car C est
profini), qui est la limite des Cy/Ng/,Cx (pour K extension finie abélienne
de k) d’apres le théoreme d’existence, donc est isomorphe a G2 via rec. On
peut alors étendre deg en une application surjective C} — Z de noyau C?,
ce qui donne un diagramme commutatif exact :

0 o Cp —255 7 0
0 o cp 22, 7 0

d’ou on tire immédiatement la suite voulue.

10.3. Corps de classes de rayons; corps de classes de
Hilbert

Dans ce paragraphe, on va utiliser le théoreme d’existence pour relier les
extensions abéliennes de k aux corps de classes de rayon qui sont historique-
ment apparus avant la formulation idelique de la théorie. Pour simplifier les
notations, nous supposerons que k est un corps de nombres. Les résultats
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sont analogues pour le corps des fonctions d'une courbe projective lisse C'
sur F, avec quelques changements (notamment en remplagant les cycles par
les cycles de degré 0, le groupe des classes d’idéaux de Oy par Pic°C etc.).

Définition 10.11 Soit £ un corps de nombres. Un cycle M de k est un
produit formel M = Hvegk v"™, oun, € N, n, est nul pour presque toute v,
et n, € {0,1} si v est archimédienne.

Pour v finie et n, > 1, on note U]” le groupe multiplicatif des z tels
que v(z — 1) > n,, ainsi que U° = U, = O}. Pour v complexe, on pose
Ul = ki ~ C*. Pour v réelle, on pose U} = R% C k} et U} = k} ~ R*.
La notation a, = 1 mod. v™ signifiera v(c, — 1) > n, si v est finie et
n, > 1 (et on convient que pour n, = 0 la condition est toujours vérifiée).
Pour v complexe ou v réelle avec n,, = 0, cette condition sera par définition
toujours vérifiée et pour v réelle avec n, = 1, elle signifiera juste «, > 0.
Soit M =[], v™ un cycle et soit a € I;,. On notera a = 1 mod. M pour la
condition : o, = 1 mod. v™ pour toute place v de k.

Définition 10.12 Soit M un cycle de k. Posons

IM={a¢€l,a=1mod M} = H Uyr.

vEQ

L’'image O = IM.k* /k* du groupe I} dans Cy s’appelle le sous-groupe de
congruence mod. M de Cj. Le quotient Cy/CiM est le groupe de classes de
rayon mod. M.

Le cas o M = 1 est le cycle trivial est particulierement intéressant :
on a alors I} =[] .o ki x [L,eq, Us, d'ot on tire que Ci/Cl = T,/ Py est
le groupe des classes d’'idéaux de Oy. Son cardinal est le nombre de classes
h(k).

Theoreme 10.13 Un sous-groupe de CY, est un groupe de normes si et seule-
ment s’il contient un sous-groupe de congruence C.

Démonstration :  Soit M = [, v™ un cycle. Le groupe C{*! est un sous-
groupe ouvert de Cj, car I{M = [leq, Usv est un ouvert de I;. Par ailleurs

CM est d’indice fini dans Cy car [Cy : C}] = h(k) est fini et [C} : CM] est
majoré par l'ordre de I} /I =[], U,/U™ qui est bien fini (rappelons que
n, = 0 pour presque toute place v et U? := U,). Finalement C{"! est un
groupe de normes par le théoreme 10.7.
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Soit réciproquement N un groupe de normes, alors son image réciproque .J
dans I}, est ouverte, donc J contient un sous-ensemble de la forme ] .o W), X
vazs U,, ou S D € est un ensemble fini de places et W, est un voisinage
ouvert de 1 dans k). Pour v € S finie, on peut supposer que W, = U™
avec n, € N car les U]", m > 0 forment une base de voisinages de 1. Pour v
archimédienne, les seuls sous-groupes de & engendrés par un voisinage ouvert
de 1 sont £ ou R si v est réelle. On en déduit que J contient un sous-groupe
de la forme I, et donc que N contient un sous-groupe de congruence C{.

0

Définition 10.14 Le corps de classes k™ qui est associé au sous-groupe de
congruence Ci! s’appelle le corps de classes de rayon mod. M. Le corps k'
s’appelle le corps de classes de Hilbert de k.

On a donc Gal (k™ /k) ~ Cy/CM, et toute extension finie abélienne de k
est contenue dans un corps de classes de rayon. On a aussi M | M’ = kM C
EM = CM 5 M. On a en particulier Gal (k'/k) ~ Z,, /Py, ce qui fait que
le degré [k! : k] est le nombre de classes h(k) de k.

Définition 10.15 Soit K un corps local et soit L une extension finie galoi-
sienne de K de groupe G. Le conducteur f(L/K) de l'extension L/K est le
plus petit entier n > 0 tel que 'application de réciprocité wr, x : K* — Gab
soit triviale sur UZ (toujours avec la convention UY = Ug).

Notons que comme le noyau de wy,x est un sous-groupe ouvert de K*,
ce sous-groupe contient Uy pour n assez grand et le conducteur est bien
défini. Par ailleurs, le calcul de I'application de réciprocité via Lubin-Tate
(théoréme 6.14) montre que f(L/K) est nul si et seulement si 'extension est
non ramifiée. On généralise cette notion a K = R ou K = C, en prenant
f(L/K)=0ou f(L/K) =1 suivant que l'extension L est égale & K ou non.

Définition 10.16 Soit k£ un corps de nombres. Soit K une extension finie et

abélienne de £, associée au groupe de normes N := Ng/.Ck. Le conducteur
F de l'extension K /k (ou de Ni ) est le p.g.c.d. des cycles M tels que K C kM
(ou encore Ci' C N/ Clc).

Autrement dit k7 est le plus petit corps de classes de rayon qui contient K
(attention, ceci n'implique pas que le conducteur de k&M est M car M +— C¥!
est décroissante, mais pas injective en général).

Proposition 10.17 Soit K une extension finie et abélienne d’un corps de
nombres k, de conducteur F. Alors on a

F= [ i/,

vEQy
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Démonstration : On commence par un lemme :

Lemme 10.18 Pour z, € ki, notons [z,] lideéle (1,...,1,z,,1....). Soit K
une extension finie abélienne de k. Alors la classe de [x,] dans Cy est dans
NgmwCr si et seulement si v, € Ng, /i, K. De plus la classe d'un idéle o
est dans Nk pCk si et seulement si la classe de [a,] est dans Ng/Cx pour
toute place v de k.

Preuve du lemme :  Supposons x, € Nk, i, K. Alors on a par définition
du symbole de reste normique :

([20], K/E) = (20, Ky /ky) = 1

ce qui montre que la classe de [z,] appartient & N/, C par le théoreme 10.4.
Réciproquement supposons que la classe de [z,] soit dans Nk, Ck. Cela
signifie qu'il existe 8 € I et a € k* tels que [x,].a = Ng/,[. Ceci implique
que a est une norme de K, /k, pour toute place u de k autre que v. Mais alors,
on obtient que a est aussi une norme de K,/k, grace a la loi de réciprocité
(théoreme 9.9, b), ce qui prouve que x, € Ng, /i, K.

Pour la deuxieme assertion, soit a € Nl Alors o, € N/, K donc
[ow] € Nigjrplk par le lemme 8.11. Réciproquement si [ov,] € Ng/plx, pour
toute place v, alors v, € Nk, i, K pour toute place v, et donc o € N/ Ik
par (loc. cit.). Le résultat correspondant pour Cx au lieu de Ik s’en déduit
immédiatement.

0

On peut maintenant démontrer la proposition 10.17. Soit N = Ng/,Ck
et soit M = [],v™ un cycle. La condition C{* C N signifie : pour tout
a € I, on a que « = 1 mod. M implique @ € N (ou & est la classe de «
dans C%). Cette derniére propriété s’écrit, avec le lemme : a, = 1 mod. v™
pour toute place v implique o, € Nk, i, K, ou encore : U C N, i, K.
Finalement on a montré que C{' C N équivaut a f(K,/k,) < n, pour toute
place v, ce qui signifie exactement que F =[], v Eo/ko),

0

Corollaire 10.19 Soit K une extension finie et abélienne d’un corps de
nombres k, de conducteur F. Alors une place v est ramifiée dans K/k si
et seulement si v divise F (on convient que pour une place archimédienne,
non ramifiée signifie totalement décomposée). Le corps de classes de Hilbert
est l’extension abélienne mazimale de k qui est non ramifiée en toute place
de k (y compris les places archimédiennes).
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On conclut avec le célebre théoreme de Kronecker-Weber (qu’on peut
aussi déduire de sa version sur Q,, cf. exercice 3 du chapitre 7).

Theoreme 10.20 L’extension abélienne maximale du corps Q est ’exten-
sion Q(leo) engendrée par toutes les racines de l'unité.

Soit (,, une racine primitive m-ieme de I'unité. On sait déja que toute
extension cyclotomique Q((,,) est abélienne, il suffit donc de montrer que
toute extension finie abélienne de Q est contenue dans Q((,,) pour un certain
m. Pour cela, on va montrer la forme plus précise suivante :

Theoréme 10.21 Soit m = [[p™ € N*. Soit ps la place réelle de Q. Soit
M le cycle m.ps,. Alors le corps de classes de rayon mod. M de Q est Q((n)-

Démonstration :  Posons m = m’.p (pour p fixé). Alors U,” est inclus dans
le groupe de normes de I'extension non ramifiée Q((y)/Qp, et aussi dans celui
de Q,(¢pmr)/Qp par Lubin-Tate (cf. exemple & la fin du chapitre 6.). On en déduit
que Up,” est inclus dans le groupe de normes de Q,((n)/Q,, car par compatiblité
des applications de réciprocité, son image par wq,(¢,,)/qQ, est triviale. Comme
I(SVI = Hmépoo Up” x R* , on obtient C'(SV‘ C NCq(,) par le lemme 8.11.

Par ailleurs on a
[Cq:C{" =14.Q" : I§'.Q" = [T : I§'/[TE N Q* : 1§ N Q]
car [Cq : C’é] =1 vu que Z = Oq est principal. Or I(SVI NQ*={1} et I}Q nNQ* =
{£1} d’on

[Cq:Ca=1/2. [[ [U,:Up"12= ] ¢(@™) = ¢(m)
P#Poo PFPoo

soit finalement [Cq : Cé/t] = [Q(¢m) : Q] = [Cq : NCq(¢,)] ce qui conclut.

10.4. Exercices

1. Soit k£ un corps de nombres. On note Dy, la composante connexe neutre
de son groupe des classes d’ideles C. On note aussi C} le sous-groupe de Cy,
constitué des classes d’ideles « telles que | a |= 1, et DY la composante
connexe neutre de C?. Montrer que pour toute extension finie K de k, les
applications norme Ng/;, : DY — DY et Ng : Dg — Dy sont surjectives
(utiliser la compacité de CY).

2. On garde les notations de 'exercice précédent.
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a) Soit & un élément divisible de Cy, (i.e. pour tout n > 0, il existe y € C,
tel que y™ = x). Montrer que = € Dj.

Dans la suite, on fixe un nombre premier /.

b) Soit K une extension finie de k, contenant les racines ¢-iemes de I'unité.
Montrer que pour S ensemble fini de places de K suffisamment grand (conte-
nant les places archimédiennes et les places divisant ), on a

Dy C (CK)ZUIQS

ot Ug,s C I est 'ensemble des ideles de la forme ], .o 1 x vas Uy, et Ug.s
est I'image de Uk, ¢ dans Ck.

¢) En déduire que DY < (C%)!, puis que DY C (NgsxC%)* (utiliser
I'exercice précédent).

d) Soit @ € DY. Montrer que pour tout extension finie K de k, ’'ensemble

(Nk/kCy) N L(a) est non vide, ol £(a) est 'ensemble des racines (-iemes de
a dans CY.

e) En déduire que DY et Dy, sont des groupes abéliens divisibles.
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