Corrigé de 'examen d’algebre de M1

Exercice 1 (4 points)

a) (1 pt). Soit H un sous-groupe distingué de S,,, on a vu en cours que H
est 'un des sous-groupes {Id}, S,, ou A,. Le seul cas non trivial est H = A,,
qui est caractéristique par exemple parce qu’on sait que c’est le sous-groupe
dérivé de S, (on peut aussi utiliser le fait que c’est le seul sous-groupe d’indice
2de S,).

b) (1.5 point). Tout automorphisme du Z/pZ-espace vectoriel G est
un automorphisme du groupe abélien G (et réciproquement d’ailleurs). Il
suffit donc de trouver un sous-groupe H de G qui n’est pas stable par tous
les éléments de GL,(Z/pZ). Soit (ey,...,e,) la base canonique de G, alors
Iélément de GL,(Z/pZ) qui envoie e; sur es, ey sur ej, et e; sur e; pour
1 > 3, ne laisse pas stable le sous-groupe H engendré par e;.

c¢) (1.5 point). Non : si H est distingué dans G, il est I'unique p-Sylow
de G car on sait que deux p-Sylow quelconques de G sont conjugués. Comme
tout automorphisme de G envoie H sur un p-Sylow (par cardinalité), il laisse
forcément stable H.

Exercice 2 (4 points)

a) (1 point). Si A est intégre, alors {0} est un idéal premier de A. Si
A est de plus de dimension 0, alors cet idéal est maximal ce qui signifie que
A = A/{0} est un corps. Réciproquement, si A est un corps, son seul idéal
différent de A (et donc son seul idéal premier) est {0}, qui est bien dans ce
cas maximal.

b) (1.5 point). On peut prendre A = Z/4Z. Ce n’est pas un anneau
intégre, et comme on sait que les idéaux de A sont les mZ/4Z avec m entier
divisant 4, le seul idéal premier de A est I = 2Z/47Z, qui est clairement
maximal vu que les seuls autres idéaux de A sont {0} et A. Un autre exemple
consiste a prendre un produit k; X ko de deux corps, dont les seuls idéaux
premiers sont ’ensemble I des (0, z5) avec xo € ks et U'ensemble I; des (21, 0)
avec x1 € ki (en effet un tel idéal est non nul car k; X ks n’est pas intégre, et
il ne peut pas contenir d’élément inversible, donc il est inclus dans I; ou I5,



et on voit alors qu’il est égal a I ou I, dés qu’il n’est pas nul, vu que tout
¢lément non nul de &y ou ko est inversible).

¢) (1.5 point). Soit p un idéal premier de A/I, on sait qu’il est de la
forme o = J/I, ou J est un idéal de A contenant I. Comme (A/I)/p est
isomorphe a A/J, on doit avoir A/J intégre, donc J premier dans A, donc J
maximal dans A puisque A est de dimension zéro. Ainsi A/J est un corps et
il en va de méme de (A/I)/p, ce qui signifie que p est maximal dans A/1.

Exercice 3 (7 points)

a) (1 point). Posons P = ker u et montrons que M = A.x® P. On a déja
PNN = {0}, carsiy = Az est dans P avec A € A, alors 0 = u(y) = Au(z) = A
donc y = 0. Si maintenant z € M, alors z = (z — u(z)z) + u(z)x avec
u(z)r € Az et (z —u(2)x) € P puisque u(z — u(z)r) = u(z) — u(z)u(x) =
u(z) —u(z) =0.

b) (1 point). Comme N est libre et non nul, on peut en prendre une base
(1, ...,x,) avec r > 1, d’ott une application A-linéaire v : N — A définie par
v(xy) =1letv(z;) =0sid > 1. Soit P tel que M = N @& P, alors 'application
A-linéaire u définie par uy = v et up = 0 convient.

c¢) (1.5 point). Supposons pged(ay, ..., a,) = 1, alors d’aprés Bezout il
existe des éléments ay, ..., oy, de A tels que Y " | a;a; = 1. La forme lin¢aire
u: A" — A qui envoie tout (z1,...,x,) sur > ., o;x; vérifie alors u(a) = 1,
donc N est un facteur direct de A™ d’aprés a). Réciproquement, si N = A.a
est un facteur direct de A™, alors d’aprés b) il existe une application A-linéaire
u: A" — A qui prend la valeur 1 sur a (car (a) est une base de A.a vu que
a # 0 et A est intégre), ce qui fournit une identité de Bezout pour la famille
(a1, ..., an).

d) (1 point). Sia = (a4, ..., a,) peut étre complété en une base (a, es, ...€,,)
de M = A™, alors en notant encore N = a.A et P le sous-module de M en-
gendré par (ag, ...,a,),ona M = N@ P, donc le pged de la famille (a4, ..., a,)
est 1 d’aprés c). Réciproquement, si ce pged est 1, alors d’aprés c) il existe
un sous-module P de M tel que M = N @ P. Comme A est principal, on
sait alors que P est libre de type fini comme sous-module de A", il admet
donc une base (es, ..., €,), ce qui fait que (a, ea, ..., €,) est une base de A™. On
a bien alors r =n — 1 vu que A" est de rang n.

e) (2.5 points). Soit N le sous-module de M engendré par (fi, ..., f.). S'il
existe un sous-module P de N avec M = N@® P, alors comme on sait que P est
libre, on peut trouver une base (f,i1,..., fn) de P telle que (f1, ..., fry oy fn)
soit une base de M. Si B est la base canonique de A", la matrice B apparait
comme la matrice de U'injection N — M dans les bases (fi, ..., f.) de N et
B de N, et on sait que ses facteurs invariants sont (1,...,1) € A" car on a
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trouvé une base (f1, ..., fr, ..., fn) de M et une base adaptée (fi, ..., f,) de N.
Ainsi, le pged des mineurs d’ordre r de B est 1 d’aprés la formule qui relie
ce pged aux facteurs invariants.

Réciproquement, si cette condition est vérifiée, alors le théoréme de la base
adaptée dit que comme les facteurs invariants de B (matrice de Iinjection
N — M) sont (1,...,1), il existe une base (uy, ..., u,) de M telle que (uy, ..., u,)
soit une base de N, et il suffit de prendre pour P le sous-module engendré
par (ty11,...,uy,) pour avoir M = N @ P.

Exercice 4 (6 points+2 pour le bonus)

a) (1 point). Soit H le sous-groupe de G engendré par G UGs. Le corps
fixe LY est en particulier fixe par G et Gy, donc il est inclus dans F} et F
(les extensions L/ Fy et L/F, sont galoisiennes de groupes de Galois respectifs
G1 et Gy, donc LC = F} et L2 = F,). ainsi LY = K puisque 1N F, = K,
ce qui implique H = G via la correspondance de Galois.

b) (1 point). Le corps F; N Fy est fixe par G; U Gy, donc par G tout
entier si G; U Gy engendre G. Ainsi F} N F, = K puisque 'extension L/K
est galoisienne.

c) (1 point). Le groupe G; N Gy fixe Fy et Fy, donc fixe le corps F
engendré par Fy U F,. Si F'= L, on a donc que Gy N Gy est le groupe trivial.
Réciproquement, si G; N Gy est le groupe trivial, alors comme Gal (L/F)
est un sous-groupe de G et de Go, on obtient que Gal (L/F) est le groupe
trivial, et donc L = F via la correspondance de Galois.

d) (2 points). D’aprés ce qu’on vient de voir, on a Gy NGy = {1} et G
est engendré par GG et G5. De plus, les sous-groupes G et G5 sont distingués
dans G vu que Fj et Fy sont supposées galoisiennes sur K. Ceci implique (voir
cours sur les groupes) que I'ensemble G1G5 des produits g;¢2 avec g1 € Gy
et go € Gy est un sous-groupe de GG, qui est donc égal & G puisque G est
engendré par (G; et G5. On sait alors que G est isomorphe & un produit
semi-direct de GG; et Gy, mais comme ces deux sous-groupes sont distingués
dans G, il est en fait isomorphe a leur produit direct. Le méme argument
montrerait que si on suppose seulement G distingué dans G, alors G serait
isomorphe & un produit semi-direct G; x Gbs.

e) (1 point). On prend K = Q, L = Q(5,°v2), F1 = Q(V?2) et F, =
Q(5.3v/2). Alors G ~ S, tandis que G et G5 sont tous deux isomorphes &
Z/27, donc G; x Go n'est pas isomorphe & G (qui n’est pas abélien).

f) (2 points). La propriété universelle du produit tensoriel de deux K-
algébres donne un K-morphisme f : F; Qg Fy, — F tel que

f(z1 ® x9) = 2129
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pour tous x; € Fi, e € Fy. L’image de f est une K-algébre F’ de dimension
finie sur K (comme sous-algébre de L), ¢’est donc un corps (le K-morphisme
F' — F’ qui envoie y sur zy est injectif, donc bijectif, pour tout x non nul
de F'). Comme F’ contient clairement Fj et Fy, elle contient le sous-corps
engendré par Fy U Fy, c’est-a-dire F'. Ainsi f est surjectif.

Il se peut pourtant que F; ®g F5 ne soit pas un corps : par exemple dans
I'exemple e), comme Fy ~ Q[T]/(T? — 2), on a

Fy @k Fy ~ KB[T)/(T? - 2),

qui n’est pas un corps vu que le polynéme 72 — 2 ne reste pas irréductible
sur Fj.



