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1. Extensions de corps

1.1. Corps et espaces vectoriels

Rappelons qu’un corps K est par définition un anneau commutatif non
nul dans lequel tout élément non nul est inversible, i.e. K∗ = K \ {0}. La
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caractéristique de K est l’entier n ∈ N tel que le noyau de l’application Z →
K, x 7→ x.1K soit nZ. Comme pour tout anneau intègre, la caractéristique
d’un corps est zéro ou un nombre premier p. SiK est de caractéristique p > 0,
alors l’application x 7→ xp est un morphisme de corps de K dans K, via la
formule du binôme de Newton et le fait que p divise Ck

p pour 0 < k < p.

Exemple 1.1 a) Q, R, C sont des corps de caractéristique zéro.

b) Pour p premier, Z/pZ et Z/pZ(T ) sont des corps de caractéristique p
(noter que le second est infini).

c) Q(i) := {a + ib, (a, b) ∈ Q ×Q} est un corps de caractéristique zéro ;
c’est le corps des fractions de l’anneau Z[i].

Définition 1.2 Soit K un corps. Une extension de K est un corps L tel que
K soit un sous-corps de L. Une extension intermédiaire entre L et K est un
corps F tel que K ⊂ F ⊂ L.

Si L est une extension de K, il est muni ipso facto d’une structure de
K-espace vectoriel via la multiplication. D’autre part, si ϕ : K → L est
un morphisme de corps, il est injectif et on peut considérer L comme une
extension de K en identifiant K à ϕ(K) ≃ K. Si L et M sont deux extensions
d’un corps K, un K-morphisme de L dans M est un morphisme de corps qui
est en même temps un morphisme de K-algèbres, i.e. qui induit l’identité sur
K vu comme sous-corps de L et M .

On notera souvent L/K l’extension L de K (pour insister sur le fait qu’on
regarde L pas seulement comme un corps, mais aussi comme une K-algèbre).
On fera attention à ne pas confondre avec un quotient (cette notation pour
les extensions est malheureusement traditionnelle).

Exemple 1.3 a) Le corps C est une extension de Q et R en est une extension
intermédiaire. Plus généralement, tout corps de caractéristique zéro est une
extension de Q, via le morphisme p/q 7→ p.1/q.1 pour p ∈ Z et q non nul
dans Z.

b) Soit K un corps de caractéristique p > 0. Alors le morphisme x̄ 7→ x.1
de Z/pZ dans K est bien défini, et fait de K une extension de Z/pZ.

Définition 1.4 Si L est de dimension finie sur K, on note [L : K] la dimen-
sion du K-espace vectoriel L ; c’est un entier > 0 qu’on appelle le degré de L
sur K. On dit dans ce cas que L est finie sur K. 1

1. Attention à ne pas confondre à ce que l’on appelle parfois un corps de type fini sur K,
qui signifie que L est une extension finie d’un corps de fractions rationnelles K(T1, ..., Tn) ;
par ailleurs, un théorème (difficile) affirme que si L est un corps qui est une K-algèbre de
type fini, alors L est une extension finie de K. Voir les TD sur les anneaux
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Proposition 1.5 ("Base téléscopique") Soient M un corps, L un sous-
corps de M , K un sous-corps de L. Alors si (ei)i∈I est une base de L sur K
et (fj)j∈J est une base de M sur L, la famille (eifj)(i,j)∈I×J est une base de
M sur K.

Démonstration : Si
∑

(i,j)∈I×J λijeifj = 0 avec (λij) famille presque nulle
d’éléments de K, alors

∑

j∈J fj(
∑

i∈I λijei) = 0 ; comme (fj) est une famille
libre du L-ev M , on obtient pour tout j de J :

∑

i∈I λijei = 0, et comme (ei)
est une famille libre du K-ev L, on a (j étant fixé) λij = 0 pour tout i de I.
Finalement la famille (λij) est nulle et (eifj) est une famille libre du K-ev
M . Si maintenant x ∈ M , on peut écrire x =

∑

j∈J αjfj avec (αj) famille
presque nulle d’éléments de L, puis en décomposant chaque αj sur la base
(ei) du K-ev L, on voit que x est combinaison linéaire des eifj . Finalement
(eifj) est aussi une famille génératrice du K-ev M .

Corollaire 1.6 Si L est finie sur K et M est finie sur L, alors M est finie
sur K et on a

[M : K] = [M : L].[L : K]

Bien que facile, ce corollaire est extrêmement utile, comme on le verra
plus loin.

1.2. Éléments algébriques et transcendants

Définition 1.7 Soient L/K une extension de corps et α ∈ L. On note
— K[α] le sous-anneau de L engendré par K et α ; c’est une K-algèbre,

qui est aussi l’ensemble des P (α) avec P ∈ K[T ].
— K(α) le sous-corps de L engendré par K et α ; c’est le corps des

fractions de K[α], ou encore l’ensemble des R(α) avec R ∈ K(T )
(quand cette expression est définie, i.e. quand le dénominateur de R
n’annule pas α).

Définition 1.8 Soient L/K une extension de corps et α ∈ L. On définit un
morphisme de K-algèbres ϕ : K[T ] → L par P 7→ P (α).

— Si ϕ est injectif, alors K[α] ≃ K[T ] et K(α) ≃ K(T ). On dit alors
que α est transcendant sur K.

— Si ϕ n’est pas injectif, on note π le générateur unitaire de kerϕ. On
dit que α est algébrique sur K et on appelle π le polynôme minimal
de α sur K.
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Bien noter que les notions d’élément algébrique et transcendant dépendent
du corps de base K (tout élément de L est évidemment algébrique sur L).
Noter aussi que le polynôme minimal π est toujours irréductible sur K (car L
est un anneau intègre donc si le produit de deux polynômes de K[T ] annule
α, l’un de ces deux polynômes annule α).

Exemple 1.9 a) i est algébrique sur Q, de polynôme minimal X2 + 1.

b) L’élément T de K(T ) est transcendant sur K (par définition !).

c) On verra que l’ensemble des nombres complexes algébriques sur Q est
dénombrable. Il y a donc beaucoup plus de nombres réels ou complexes trans-
cendants sur Q que de nombres algébriques, bien qu’exhiber explicitement
un nombre transcendant soit assez difficile !

Proposition 1.10 Soient L/K une extension de corps et α ∈ L. Il y a
équivalence entre :

1. α est algébrique sur K.

2. K[α] = K(α).

3. K[α] est un K-espace vectoriel de dimension finie.

Si ces conditions sont satisfaites, alors l’entier [K(α) : K] est le degré du
polynôme minimal de α ; on l’appelle le degré de α sur K.

Démonstration : 1. implique 2. car dans ce cas K[α] est un anneau
isomorphe à K[T ]/(π) avec π irréductible, donc comme K[T ] est un anneau
principal, K[α] est un corps et il est égal à son corps des fractions K(α).

2. implique 1. car si α est transcendant, alors l’anneau K[α] est isomorphe
à K[T ] qui n’est pas un corps.

1. implique 3. car si π est le polynôme minimal de α, alors le K-espace
vectoriel K[α] est isomorphe à K[T ]/(π) qui est de dimension deg π (via la
division euclidienne par π dans K[T ]).

3. implique 1. car si α est transcendant, le K-espace vectoriel K[α] est
isomorphe à K[T ] qui est de dimension infinie.

Définition 1.11 Une extension L/K est dite algébrique si tout élément de
L est algébrique sur K.

Ainsi toute extension finie est algébrique, mais on verra que la réciproque
est fausse.

Le théorème principal sur les éléments algébriques est le suivant :
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Theorème 1.12 Soit L/K une extension de corps. On note M l’ensemble
des éléments de L qui sont algébriques sur K. Alors :

1. M est un sous-corps de L.

2. Tout élément de L qui est algébrique sur M est dans M ; on dit que
M est la fermeture algébrique de K dans L.

3. En particulier, si L est algébriquement clos, M est algébriquement
clos ; on dit dans ce cas que M est une clôture algébrique de K.

Rappelons qu’un corps F est dit algébriquement clos si tout polynôme
de F [X ] est scindé sur F , ou encore si les seuls polynômes irréductibles de
F [X ] sont de degré 1. C’est aussi équivalent à dire que tout polynôme non
constant de F [X ] admet une racine dans F . Par exemple C est un corps
algébriquement clos.

Remarque 1.13 Plus généralement on dit qu’une extension K de K est une
clôture algébrique de K si K est algébriquement clos, et K/K est algébrique.
D’après le théorème précédent, une telle clôture existe dès qu’il existe une
extension L deK qui est algébriquement close ; ceci est toujours vrai (on peut
le déduire de l’existence d’un idéal maximal dans tout anneau commutatif non
nul, cf. TD). D’autre part, la clôture algébrique est unique à isomorphisme
près (c’est encore une conséquence du lemme de Zorn joint au théorème 1.12).

Preuve du théorème : 1. Clairement M ⊃ K, donc 0 et 1 sont algé-
briques sur K. Si x ∈ L est algébrique sur K, alors il existe un polynôme
unitaire Xn+ ...+a0 dans K[X ] qui annule x. Alors (−1)nXn+ ...+a0 annule
−x et 1 + ... + a0X

n annule x−1, donc −x et x−1 sont algébriques sur K. Il
s’agit maintenant de montrer que si x, y sont dans M , alors x+ y et xy sont
encore dans M . Or K[x] = K(x) est un corps, et y, qui est algébrique sur K
l’est a fortiori sur K[x], c’est-à-dire que K[x, y] = K[x][y] est de dimension
finie sur K[x], donc aussi sur K via la base télescopique. Comme K[x, y]
contient K[x + y] et K[xy], il en résulte que ces deux derniers K-espaces
vectoriels sont de dimension finie, ce qui signifie que x + y et xy sont dans
M .

2. Soit x ∈ L, algébrique sur M . Alors il existe un polynôme unitaire
P = Xn + an−1X

n−1 + ...+ a0 de M [X ] qui annule x. Comme chaque ai est
algébrique sur K, on a par récurrence que K[a0, ..., an−1] = K(a0, ..., an−1)
est un corps K ′ qui est de dimension finie sur K. Comme P ∈ K ′[X ] est non
nul et annule x, il en résulte que x est algébrique sur K ′, i.e. K ′[x] est de
dimension finie sur K ′ ; comme K ′/K est finie, K ′[x] est aussi de dimension
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finie sur K, et K[x] (qui en est un sev) aussi, i.e. x est algébrique sur K.
Finalement x ∈M .

3. Si P ∈ M [X ] est non constant, il admet une racine x dans le corps
algébriquement clos L, mais x est alors algébrique sur M , donc x ∈M d’après
2.

Exemple 1.14 L’ensemble Q des nombres complexes algébriques sur Q est
un corps algébriquement clos, c’est une clôture algébrique de Q. Noter que Q
est dénombrable car Q[X ] l’est (c’est la réunion pour n ∈ N des polynômes
de Q[X ] de degré au plus n), et chaque polynôme non nul de Q[X ] n’a qu’un
nombre fini de racines dans Q. L’ensemble R ∩ Q des réels algébriques est
donc également dénombrable ("presque tous les réels sont transcendants sur
Q"). L’extension algébrique Q/Q n’est pas finie, car il existe des polynômes
irréductibles de degré arbitraire sur Q (par exemple Xd − p pour d ∈ N∗

et p premier via le critère d’Eisenstein), qui fournissent donc des nombres
algébriques de degré arbitrairement grand sur Q.

1.3. Corps de rupture, corps de décomposition

Étant donnés K un corps et P un polynôme de K[X ], on cherche une
extension L de K dans laquelle P a une racine. Cela amène la définition
suivante :

Définition 1.15 Soit P un polynôme irréductible de K[X ]. On dit qu’une
extension L de K est un corps de rupture pour P sur K s’il existe une racine
α de P dans L telle que L = K[α] (= K(α) puisque α est algébrique sur K).

Ainsi un corps de rupture est une extension dans laquelle P a une racine,
et qui est minimale pour cette propriété.

Theorème 1.16 Pour tout polynôme irréductible P ∈ K[X ], il existe un
corps de rupture L. De plus L est unique à K-isomorphisme près.

Remarque 1.17 Noter qu’on n’aurait pas unicité si P n’était pas irréduc-
tible, prendre P = (X2−2)(X2−3) sur Q, et les corps Q(

√
2), Q(

√
3) (ils ne

sont pas isomorphes car 2 est un carré dans le premier et pas dans le second).

6



Démonstration : Comme P est irréductible et l’anneau K[X ] est prin-
cipal, la K-algèbre L = K[X ]/(P ) est un corps vu que (P ) est un idéal
maximal de K[X ]. Si on prend pour α la classe de X dans K[X ]/(P ), on a
P (α) = 0 et L = K[α], donc L est un corps de rupture pour P sur K. D’où
l’existence.

Si maintenant L′ est un corps de rupture pour P sur K, soit α′ avec L′ =
K[α′] et P (α′) = 0. Alors le morphisme de K-algèbres défini par K[X ] → L′,
Q 7→ Q(α′) est surjectif, de noyau (P ) car le noyau (qui ne contient pas
1) contient (P ) avec P irréductible (donc (P ) maximal puisque K[X ] est
principal). Finalement on obtient un K-isomorphisme de L = K[X ]/(P ) sur
L′.

Remarque 1.18 On a plus précisément que si L = K[α] est un corps de
rupture pour P , L′ une extension de corps de K, et β une racine de P dans L′,
il existe un unique K-morphisme de L dans L′ qui envoie α sur β : on l’obtient
en envoyant tout Q(α) ∈ L (avec Q ∈ K[X ]) sur Q(β), ce qui a bien un sens
car si Q et R sont deux polynômes de K[X ] tels que Q(α) = R(α), alors
(Q−R) est divisible par le polynôme minimal P de α donc Q(β) = R(β).

Exemple 1.19 a) C est le corps de rupture de X2 + 1 sur R.

b) Q(i) est le corps de rupture de X2 + 1 sur Q.

c) Q(3
√
2) est le corps de rupture 2 de X3 − 2 sur Q. Noter qu’ici le

polynôme X3 − 2 n’est pas scindé sur Q(3
√
2) (il a deux racines complexes

non réelles). Ce phénomène ne se produit pas pour les polynômes de degré 2
parce que si X2 + aX + b possède une racine x dans L, alors l’autre racine
−x− a est encore dans L.

Le dernier exemple ci-dessus conduit à la définition suivante :

Définition 1.20 Soient K un corps et P un polynôme (qu’on ne suppose
pas irréductible) de K[X ]. On dit qu’une extension L/K est un corps de
décomposition pour P sur K si L vérifie les deux propriétés suivantes :

i) P est scindé sur L.
ii) L est engendré (comme corps ou comme anneau) par les racines de P

sur L.

2. Ici on devrait vraiment dire "un" corps de rupture parce qu’il n’y a pas unicité en
tant que sous-corps de C : Q(j3

√
2) et Q(j2.3

√
2) conviennent aussi, où j est une racine

primitive cubique de 1.
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Ainsi un corps de décomposition est une extension minimale de K sur
laquelle P est scindé.

Theorème 1.21 Pour tout P de K[X ], il existe un corps de décomposition
L, qui est unique à K-isomorphisme près.

Démonstration : On commence par un lemme un peu plus précis que
l’unicité voulue, qui est utile en lui-même :

Lemme 1.22 Soient ϕ : K → K ′ un isomorphisme de corps, P un polynôme
de K[X ], et L, L′ des corps de décomposition respectifs de P sur K, ϕ(P )
sur K ′. Alors il existe un isomorphisme de corps ψ : L → L′ qui prolonge ϕ
(en abrégé, les extensions L/K et L′/K ′ sont isomorphes), c’est à dire qu’on
a un diagramme commutatif :

L
ψ−−−→ L′

i

x





x




i′

K
ϕ−−−→ K ′

En particulier [L : K] = [L′ : K ′]. De plus, le nombre d’isomorphismes ψ
comme ci-dessus est au plus [L : K], et il est égal à [L : K] si on suppose en
outre que P est à racines simples dans L.

Noter que le polynôme P n’est pas supposé irréductible dans cet énoncé.

Preuve du lemme 1.22 : On procède par récurrence sur degP . Si P
est scindé (en particulier si degP ≤ 1), on a L = K, L′ = K ′ et l’assertion
est évidente. Sinon soit α racine de P dans L \ K, de polynôme minimal
Q ∈ K[X ]. Alors ϕ(Q) admet une racine α′ dans L′ et K[α], K[α′] sont des
corps de rupture respectifs de Q, ϕ(Q) sur K, K ′. On prolonge ϕ en un iso-
morphisme ϕ1 : K[α] → K ′[α′] en envoyant α sur α′ : plus précisément pour
tout polynôme R de K[X ], on définit ϕ1(R(α)) = ϕ(R)(α′), ce qui a bien un
sens (cf. remarque 1.18 dans le cas K ′ = K) puisque les polynômes minimaux
de α, α′ sur K, K ′ sont respectivement Q, ϕ(Q). On écrit P = (X − α)P1

et ϕ1(P ) = (X − α′)ϕ1(P1) avec P1 ∈ K[α][X ], puis on applique l’hypothèse
de récurrence au polynôme P1. L, L′ sont des corps de décomposition res-
pectifs de P1, ϕ1(P1) sur K[α], K ′[α′], d’où un isomorphisme ψ : L→ L′ qui
prolonge ϕ1, donc aussi ϕ.

Comptons maintenant le nombre de prolongements ψ qui conviennent.
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L
ψ−−−→ L′

x





x





K[α]
ϕ1−−−→ K ′[α′]

x





x





K
ϕ−−−→ K ′

Pour définir ϕ1 (prolongement de ϕ sur K[α]), on a autant de choix pour
α′ que de racines de Q, notons ce nombre r. On a r ≤ degQ = [K[α] : K],
avec égalité si et seulement si Q est à racines simples (dans son corps de
décomposition, donc aussi dans L). Puis par hypothèse de récurrence, on a
s choix pour prolonger ϕ1 en ψ (de K[α] à L), avec : s ≤ [L : K[α]] et
s = [L : K[α]] si P1 est à racines simples dans L. Par multiplicativité des
degrés, on a rs ≤ [L : K] choix pour ψ, avec égalité si Q et P1 sont à racines
simples dans L, ce qui est le cas si P est à racines simples dans L puisque Q
et P1 divisent P dans L[X ].

Reprenons la preuve du théorème 1.21. L’unicité découle du lemme 1.22,
en prenant K = K ′, ϕ = Id. Pour l’existence, on procède à nouveau par
récurrence sur degP . Le cas deg P ≤ 1 est trivial. Soit Q un facteur irré-
ductible de P . Alors Q admet un corps de rupture K ′ = K[x] = K(x) sur
K. Dans K ′[X ], on a alors P = (X − x)P1 avec degP1 < degP . On ap-
plique alors l’hypothèse de récurrence à P1 sur K ′ : il existe un corps de
décomposition L pour P1 sur K ′. Alors P = (X − x)P1 est scindé sur L,
et d’autre part L = K ′(x2, ..., xn), où x2, ..., xn sont les racines de P1 donc
L = K(x, x2, ..., xn) est engendré sur K par les racines de P , i.e. c’est un
corps de décomposition de P sur K.

Remarque 1.23 L’unicité est "meilleure" que celle du corps de rupture car
si deux corps de décomposition L, L′ d’un polynôme P ∈ K[X ] sont des
sous-corps d’une même extension M de K, alors L = L′ vu que ces deux
corps sont égaux à K(x1, ...xn), où x1, ...xn sont les racines de P dans L.

Exemple 1.24 Sur R, le corps de décomposition d’un polynôme est R ou
C, suivant que le polynôme a ou non toutes ses racines réelles. Sur Q, le
corps de décomposition de X3 − 2 est Q(3

√
2, j) (noter qu’il est de degré 6

sur Q).
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2. Corps finis

2.1. Existence et unicité des corps finis

Les résultats ci-dessus vont nous permettre de construire les corps finis.
Rappelons qu’un corps fini K est de caractéristique p > 0. Il peut être vu
comme extension de Fp = Z/pZ via le morphisme Fp → K, x̄ 7→ x.1K . En
particulier c’est un Fp-espace vectoriel de dimension finie (disons d) donc le
cardinal de K est une puissance de p puisque K est isomorphe à (Z/pZ)d en
tant que Fp-espace vectoriel. En sens inverse, on a :

Theorème 2.1 Soit q = pn avec n ∈ N∗. Alors il existe un corps de cardinal
q, unique à isomorphisme près. C’est le corps de décomposition sur Fp du
polynôme Xq −X. On note ce corps Fq.

Démonstration : Soit K le corps de décomposition sur Fp du polynôme
Xq −X. On note que l’ensemble K ′ des racines dans K de Xq −X est déjà
un corps, via le fait que x 7→ xq est un morphisme de corps (et même un
isomorphisme vu que K est fini) de K dans K : en effet c’est la n-ième itérée
de x 7→ xp. Par définition du corps de décomposition, on a K = K ′. D’autre
part la dérivée de Xq −X est qXq−1 − 1 = −1, donc toutes les racines sont
simples et il y en a donc q. Finalement K est bien un corps de cardinal q.

Si maintenant L est un corps de cardinal q, alors tout élément x de L
vérifie xq = x (c’est clair pour x = 0, et si x 6= 0 on a xq−1 = 1 ; d’après le
théorème de Lagrange, parce que L∗ est un groupe de cardinal q − 1). Ainsi
Xq −X est scindé sur L, et L contient donc un corps de décomposition de
Xq −X sur Fp, i.e. un corps K1 isomorphe à K. Par cardinalité L = K1, et
L est isomorphe à K.

Par exemple on a

F4 = F2[X ]/(X2 +X +1);F8 = F2[X ]/(X3 +X +1);F9 = F3[X ]/(X2 +1).

En effet, dans chacun de ces exemples, on quotiente Fp[X ] (avec p = 2 ou
p = 3) par l’idéal engendré par un polynôme irréductible P (car P est sans
racine dans Fp et de degré 2 ou 3), d’où un corps de dimension degP (donc
de cardinal pdeg P ) sur Fp.

Il n’est pour l’instant pas clair qu’on puisse ainsi faire apparaître tous les
corps finis de caractéristique p comme corps de rupture sur Fp. Pour cela, on
a besoin de savoir qu’il y a des polynômes irréductibles de tout degré sur Fp,
ce qu’on va voir au prochain paragraphe.
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Remarque 2.2 a) Toute anneau à division fini est un corps (théorème de
Wedderburn), autrement dit il n’y a pas de "corps non commutatifs" finis
(cf. TD).

b) Le corps Fpn est une extension de Fpm si et seulement si m divise n
(et non pas pm divise pn). Par exemple F8 n’est pas une extension de F4.
Cela résulte immédiatement de la caractérisation de Fq comme ensemble des
racines du polynôme Xq −X.

2.2. Polynômes irréductibles et corps finis

Le théorème suivant donne un résultat d’existence de polynômes irréduc-
tibles sur un corps fini. Trouver explicitement des polynômes irréductibles
est en revanche une question difficile.

Theorème 2.3 Soit K = Fq un corps fini. Soit d ∈ N∗. Notons L une exten-
sion finie de K de degré d (qui existe et est unique d’après le théorème 2.1).
Alors il existe un polynôme irréductible P ∈ K[X ], de degré d, dont L est le
corps de rupture.

Démonstration : On sait (voir cours sur les groupes) que le groupe mul-
tiplicatif L∗ est cyclique ; on en choisit un générateur α. Comme tout élément
x de L∗ s’écrit alors x = αn avec n ∈ Z, on a a fortiori L = K[α] et il suffit
alors de prendre pour P le polynôme minimal de α sur K.

Remarque 2.4 Il est possible (voir exercice en TD) de compter précisément
le nombre de polynômes irréductibles de degré d dans un corps fini.

Proposition 2.5 Soit K un corps fini. Soit P un polynôme irréductible de
K[X ]. Alors, le corps de rupture de P coïncide avec son corps de décompo-
sition.

Démonstration : Notons q le cardinal de K et d le degré de P . Le corps
de rupture L de P s’écrit L = K[α], et c’est le corps fini Fqd . Comme on
l’a déjà vu, l’application F : x 7→ xq est un automorphisme de corps de L,
et F induit l’identité sur K = Fq ; ainsi F envoie toute racine de P sur une
racine de P . Notons Fm la m-ième itérée de F ; on observe que d est le plus
petit entier m > 0 tel que Fm(α) = α : en effet si on avait un tel m < d,
alors α serait dans le corps Fqm (qui est le corps de décomposition sur Fp de
Xqm −X d’après le théorème 2.1), donc on aurait [K[α] : K] ≤ m, ce qui est
exclu vu que [K[α] : K] = degP = d. On voit alors que P admet d racines

11



distinctes α, F (α), ..., F d−1(α) dans L puisque si on avait F i(α) = F j(α) pour
0 ≤ i < j < d, on aurait F i(α) = F i(F j−i(α)) d’où F j−i(α) = α, vu que F i

est un automorphisme. Finalement, L est bien un corps de décomposition de
P sur K.

3. Compléments sur l’irréductibilité

Avant d’aborder la théorie de Galois en général, il est utile de voir quelques
exemples de polynômes irréductibles, qui peuvent ensuite servir à construire
des corps de rupture.

3.1. Irréductibilité sur Q et sur Z/pZ

Pour étudier l’irréductibilité d’un polynôme de Q[X ], on peut toujours
se ramener (en multipliant par un entier) à un polynôme primitif de Z[X ].
Le critère le plus efficace sera alors en général celui d’Eisenstein. Voici une
autre façon d’utiliser la réduction modulo p :

Proposition 3.1 Soit P = anX
n + ...+ a0 un polynôme de Z[X ]. Soit p un

nombre premier. On suppose que p ne divise pas an. Alors, si la réduction P
de P dans Z/pZ[X ] est irréductible, P est irréductible sur Q.

Remarque : On fera attention aux hypothèses (2X2 +X est irréductible
modulo 2, mais il n’est pas irréductible dans Q[X ]) et à la conclusion (P n’est
pas forcément irréductible sur Z, par exemple 3X est irréductible modulo
2). Ce critère paraît séduisant, mais d’abord il ne donne qu’une condition
suffisante (par exemple le polynôme X2 − 3 est irréductible sur Q mais il
devient réductible modulo 3 ; cf aussi remarque 3.6), ensuite il n’est en général
pas facile de déterminer si un polynôme de Z/pZ[X ] est irréductible si le
degré est grand ! Bien entendu la proposition se généralise immédiatement à
un anneau factoriel et à un idéal premier.

Démonstration : On a déjà deg P ≥ 1 sinon P ne serait pas irréductible
sur Z/pZ. Si P était réductible sur Q, il le serait donc aussi sur Z (d’après ce
qu’on a vu dans le chapitre sur les anneaux factoriels) et on pourrait écrire
P = QR dans Z[X ] avec Q et R de degré au moins 1. Mais comme p ne
divise pas an, P a même degré que P , donc Q et R sont non constants, ce
qui contredit l’irréductibilité de P .
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Rappelons que pour tout corps K, un polynôme de K[X ] de degré 2 ou 3
est irréductible si et seulement s’il n’a pas de racine dans K. Voici un autre
critère, souvent utile pour les corps finis :

Proposition 3.2 Soit P ∈ K[X ] de degré n. On suppose que pour toute
extension L de K de degré au plus n/2, le polynôme P n’a pas de racines
dans L. Alors P est irréductible dans K[X ].

Démonstration : Si P est réductible, on peut écrire P =
∏r

i=1 Pi avec
les Pi irréductibles et r ≥ 2. L’un des Pi (notons le π) est donc de degré d
au plus n/2. Comme π a une racine dans une extension de degré d de K (un
corps de rupture), la proposition en résulte.

Par exemple X4+X+1 est irréductible sur F2. En effet il n’a clairement
pas de racines dans F2, ni dans son extension F4 de degré 2, puisque tout
élément x de F4 vérifie x4 = x, d’où x4 + x+ 1 = 2x+ 1 = 1.

3.2. Polynômes cyclotomiques

Soit µn ⊂ C∗ le groupe multiplicatif des racines de l’unité. On note µ∗
n

l’ensemble des racines primitives n-ièmes de l’unité, c’est l’ensemble des gé-
nérateurs de (µn,×). Le cardinal de µ∗

n est ϕ(n), cet ensemble consiste en les
e2ikπ/n avec k entier premier à n.

Pour tout entier n > 0, on définit le n-ième polynôme cyclotomique Φn
de C[X ] par

Φn =
∏

ζ∈µ∗n

(X − ζ)

Par exemple si p est premier, on a

Φp =
Xp − 1

X − 1
= 1 +X + ... +Xp−1.

Rappelons que si F,G sont deux polynômes de Z[X ] avec G unitaire, on
a une division euclidienne de F par G dans Z[X ], c’est-à-dire qu’il existe
un unique couple H,R de polynômes de Z[X ] vérifiant F = GH + R avec
degR < degG (cela se montre aisément par récurrence sur degF , et s’étend
à tout anneau commutatif A dès lors que le coefficient dominant de G est
inversible dans A). Par unicité, cette division euclidienne est aussi celle de F
par G dans Q[X ], ou encore dans C[X ].

Proposition 3.3 On a Xn − 1 =
∏

d|n Φd. Pour tout n ∈ N∗, le polynôme

Φn est dans Z[X ].
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Démonstration : La première assertion vient de ce que Xn−1 et
∏

d|nΦd
sont deux polynômes unitaires, scindés et à racines simples dans C[X ], qui
ont les mêmes racines (en effet µn est la réunion des µ∗

d pour d divisant n,
comme on le voit en triant les éléments de µn suivant leur ordre). La deuxième
assertion se montre par récurrence sur n : pour n = 1, on a Φ1 = X − 1,
et si tous les Φd sont dans Z[X ] pour d < n, la formule précédente donne
Xn−1 = R.Φn (dans C[X ]), avec R dans Z[X ] et unitaire ; ainsi Φn est aussi
dans Z[X ] en considérant la division euclidienne de Xn − 1 par le polynôme
unitaire R de Z[X ].

Le théorème principal sur les polynômes cyclotomiques est le suivant :

Theorème 3.4 Le polynôme Φn est irréductible sur Q.

Ainsi si ζ est dans µ∗
n, le polynôme minimal de ζ dans Q[X ] est Φn et le

degré [Q(ζ) : Q] est ϕ(n). Noter que Q(ζ) est aussi le corps de décomposition
de Φn.

Pour démontrer le théorème, la proposition-clef est la suivante :

Proposition 3.5 Soit ζ ∈ µ∗
n. On fixe un nombre premier p ne divisant pas

n, puis on appelle f , g les polynômes minimaux respectifs de ζ, ζp sur Q.
Alors

1. f et g sont dans Z[X ].

2. f = g.

Démonstration : 1. Il suffit de montrer le résultat pour f car comme p est
premier à n, g est encore le polynôme minimal d’une racine primitive n-ième
de l’unité. CommeXn−1 annule ζ , f diviseXn−1. Comme Z[X ] est factoriel,
on peut décomposer Xn − 1 en un produit de facteurs irréductibles P1...Pr
dans Z[X ], et on peut choisir les Pi unitaires quitte à en multiplier certains
par −1, vu que Xn − 1 est unitaire. alors P1...Pr est aussi la décomposition
en produit de facteurs irréductibles dans Q[X ], donc f (qui est irréductible
et divise Xn − 1) est l’un des Pi et f ∈ Z[X ]. 3

2. Supposons le contraire. Alors f et g sont premiers entre eux et divisent
Φn, donc fg divise Φn (dans Q[X ], donc aussi dans Z[X ] puisque tous ces
polynômes sont unitaires). On observe que le polynôme h = g(Xp) annule

3. Le même argument donne que pour tout anneau factoriel A, le polynôme minimal
sur K := FracA d’un élément x qui annule un polynôme unitaire à coefficients dans A est
encore dans A[X ].
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ζ . Par conséquent il est divisible par f (dans Q[X ], ou dans Z[X ], toujours
parce que f est unitaire). Ainsi la réduction h̄ de h modulo p est divisible
par f̄ dans Z/pZ[X ]. Mais comme tout élément ā de Z/pZ vérifie āp = ā, on
obtient h̄ = ḡp. Ainsi f̄ divise ḡp puisque f divise h. Le polynôme unitaire
f̄ n’est pas forcément irréductible dans Z/pZ[X ], mais il admet un facteur
irréductible ϕ ∈ Z/pZ[X ]. On a alors ϕ | ḡ. Comme d’autre part f̄ ḡ divise
Φ̄n, on obtient a fortiori que ϕ2 divise le polynôme Q = Xn−1̄ dans Z/pZ[X ].
Mais ceci n’est pas possible car Q est premier avec son polynôme dérivé Q′,
via l’identité de Bezout dans Z/pZ[X ] :

(X/n̄)Q′ −Q = 1̄

qui a un sens parce que p ne divise pas n, donc n̄ est inversible dans Z/pZ.

Preuve du théorème : Fixons une racine primitive n-ième ζ de l’unité,
et appelons f son polynôme minimal sur Q. Si ζ ′ est un autre élément de µ∗

n,
on peut écrire ζ ′ = ζm avec m premier à n ; ainsi m =

∏r
i=1 pi où les nombres

premiers pi (qui ne sont pas forcément deux à deux distincts) ne divisent
pas n. D’après la proposition précédente, on voit par récurrence sur r que
le polynôme minimal de ζ ′ sur Q est encore f . Finalement f est divisible
dans C[X ] par tous les (X − ζ ′) avec ζ ′ ∈ µ∗

n, donc f est divisible par Φn
(dans C[X ], donc aussi dans Q[X ] par unicité de la division euclidienne).
Comme Φn(ζ) = 0, Φn est multiple de f et finalement Φn = f donc Φn est
irréductible sur Q en tant que polynôme minimal de ζ .

Remarque 3.6 Le polynôme Φ8 = X4 + 1 a une réduction modulo p qui
n’est pas irréductible, et ce pour tout nombre premier p. C’est évident si
p = 2 car dans Z/2Z on a X4 + 1 = (X + 1)4. Si maintenant p est premier
impair, alors le groupe multiplicatif du corps fini Fp2 est cyclique d’ordre
p2−1, donc comme p2−1 est divisible par 8, il possède un élément α d’ordre
8. Alors α est une racine de X4 + 1 dans Fp2 puisque α8 = 1 et α4 6= 1. Ceci
exclut que X4 + 1 soit irréductible sur Fp, sinon son corps de rupture Fp(α)
serait de degré 4 sur Fp alors que Fp(α) ⊂ Fp2 .

4. Théorie de Galois

L’idée fondamentale introduite par Galois consiste à relier les extensions
finies de corps L/K aux groupes Aut(L/K) des K-automorphismes de L qui
leur sont associés. On doit d’abord introduire quelques notions supplémen-
taires, qui font l’objet des deux paragraphes suivants.
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4.1. Extensions normales

Définition 4.1 Une extension de corps L/K est dite normale si tout po-
lynôme irréductible de K[X ] qui possède une racine dans L est scindé sur
L.

Exemple 4.2 a) Une extension L/K est automatiquement normale si elle
est de degré 2 car si x ∈ L est racine d’un polynôme irréductible unitaire
P ∈ K[X ], le degré de P est 1 ou 2 (car c’est la dimension du K-ev K[x] ⊂
L) ; or, si P = X2 + aX + b, l’autre racine de P est −x − a, qui est encore
dans L.

b) L’extension Q(3
√
2)/Q n’est pas normale vu que le polynôme X3 − 2

n’est pas scindé sur Q(3
√
2).

c) Pour la même raison, l’extension Q(4
√
2)/Q, corps de rupture du po-

lynôme irréductible X4 − 2 sur Q, n’est pas normale.

Les extensions normales finies sont décrites par le théorème suivant :

Theorème 4.3 Soit K un corps. Soit L une extension finie de K. Alors L
est normale 4 si et seulement s’il existe un polynôme P dont elle est le corps
de décomposition.

Démonstration : Supposons d’abord que L soit normale et finie sur K.
Soit (a1, ..., an) une base de L en tant que K-espace vectoriel, en particulier
chaque ai est algébrique sur K et on peut considérer son polynôme minimal
Mi, qui est irréductible. Posons P = M1...Mn, alors chaque Mi possède le
zéro ai sur L, donc est scindé sur L puisque par hypothèse L est normale.
Ainsi, P est scindé sur L, et son corps de décomposition est clairement alors
L puisque le corps L est engendré par K et les zéros de P (tout élément de
L est même combinaison linéaire à coefficients dans K des ai).

En sens inverse, soit L le corps de décomposition sur K d’un polynôme G
(ainsi L est une extension finie de K). Soit F ∈ K[X ] irréductible possédant
un zéro dans L, il s’agit de montrer que F est scindé sur L. Soit M ⊃ L le
corps de décomposition de FG sur K, considérons deux racines θ1 et θ2 de
F dans M . Il suffit de montrer le

Lemme 4.4 On a [L(θ1) : L] = [L(θ2) : L].

4. On dit parfois quasi-galoisienne au lieu de normale.
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En effet, en appliquant ceci à un zéro θ1 de F dans L et à un zéro quel-
conque θ2 de F dans M , on obtient [L(θ2) : L] = 1, i.e. θ2 ∈ L comme on
voulait.

Il reste à prouver le lemme. On a le diagramme de corps suivant :

M

L(θ1)

;;①①①①①①①①①

L(θ2)

cc❋❋❋❋❋❋❋❋❋

K(θ1)

OO

L

bb❊❊❊❊❊❊❊❊❊

<<②②②②②②②②②
K(θ2)

OO

K

cc❋❋❋❋❋❋❋❋

OO

;;①①①①①①①①

On note que K(θ1) et K(θ2) sont des corps de rupture de F sur K, ils sont
donc K-isomorphes par le théorème 1.16. Par ailleurs, pour j = 1, 2, le corps
L(θj) est (par définition de L) un corps de décomposition de G sur K(θj),
ce qui implique par le lemme 1.22 (en prolongeant un K-isomorphisme ϕ :
K(θ1) → K(θ2) en un isomorphisme de L(θ1) sur L(θ2), vu qu’ici ϕ(G) = G)
que

[L(θ1) : K(θ1)] = [L(θ2) : K(θ2)].

Le lemme 4.4 en découle via la formule

[L(θj) : K] = [L(θj) : K(θj)].[K(θj) : K] = [L(θj) : L].[L : K],

qui est valable pour j = 1, 2.

On a aussi la propriété de "stabilité" suivante des extensions normales :

Proposition 4.5 Soient K ⊂ F ⊂ L des extensions de corps.

a) On suppose que F/K est finie et normale. Alors tout K-morphisme
de corps f : F → L vérifie f(F ) = F , autrement dit f induit un K-
automorphisme du corps F .

b) On suppose que L/K est finie et normale. Alors tout K-morphisme u
de F dans L se prolonge en un K-automorphisme de L. De plus L/F est
normale.

Démonstration : a) Soit x ∈ F , alors le polynôme minimal P de x sur
K est irréductible dans K[X ]. Comme f est un K-morphisme de corps de F

17



dans L, il envoie x sur une racine de P : en effet si P = Xn+an−1X
n−1+...+a0,

alors

0 = f(xn + an−1x
n−1 + ... + a0) = f(x)n + an−1f(x)

n−1 + ... + a0

puisque f est un K-morphisme. Ainsi f(x) ∈ F puisque F/K est normale.
On a donc f(F ) ⊂ F , et on conclut en observant que f est alors un endo-
morphisme injectif du K-ev de dimension finie F .

b) D’après le théorème 4.3, il existe un polynôme G ∈ K[X ] dont L est le
corps de décomposition sur K. Alors, L est aussi le corps de décomposition
de G sur F et il suffit d’appliquer le lemme 1.22 en prenant pour ϕ l’iso-
morphisme u : F → u(F ), et L′ = L. Le fait que L/F soit normale résulte
immédiatement du théorème 4.3.

Définition 4.6 Soient L/K une extension algébrique et x ∈ L de polynôme
minimal P sur K. On suppose P scindé sur L. Les conjugués de x dans L
(sur K) sont les racines de P dans L.

Il s’agit donc de la généralisation de la notion de deux nombres complexes
conjugués (qui correspond à être conjugué sur R).

Proposition 4.7 Soit L/K une extension finie et normale. Soient α, β ∈ L,
qu’on suppose conjugués sur K, alors il existe σ ∈ Aut(L/K) qui envoie α
sur β.

Démonstration : On observe que comme α et β ont même polynôme
minimal sur K, les corps K[α] et K[β] sont des corps de rupture de ce poly-
nôme. Par le théorème 1.16 et la remarque 1.18, il existe un K-isomorphisme
de K[α] sur K[β] envoyant α sur β. Il se prolonge en un élément de Aut(L/K)
d’après la proposition 4.5 b).

Remarque 4.8 a) On notera bien que cette notion est relative au corps K.
Par exemple, si on prend K = R comme corps de base, le seul conjugué dans
C de z := (3

√
2) est lui-même, mais si on prend K = Q, alors z admet les

deux autres conjugués j(3
√
2) et j2(3

√
2), où j = −1+i

√
3

2
.

b) Avec les notations ci-dessus, si u est un K-morphisme de L dans L,
alors u(x) est un conjugué de x (appliquer u à l’équation P (x) = 0). Noter
aussi que si Q ∈ K[X ] vérifie Q(x) = 0, il est multiple du polynôme minimal
de x et vérifie donc Q(y) = 0 pour tout K-conjugué y de x.
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Exemple 4.9 Attention, si L/K est une extension normale finie et F/K est
une extension intermédiaire, on a vu que que L/F reste normale mais ce n’est
pas forcément le cas de F/K : par exemple Q(j,3

√
2)/Q est normale (en tant

que corps de décomposition de X3 − 2 sur Q), mais pas Q(3
√
2)/Q.

4.2. Extensions séparables

La question se pose maintenant de savoir si un polynôme irréductible de
K[X ] peut acquérir des racines multiples dans un corps de décomposition.
Cela motive la définition suivante :

Définition 4.10 Un polynôme irréductible de K[X ] est dit séparable sur K
si toutes ses racines dans un corps de décomposition sont simples. Un élément
algébrique sur K d’une extension L/K est séparable si son polynôme minimal
est séparable. Une extension algébrique séparable est une extension dont tous
les éléments sont séparables.

Autrement dit, un élément x algébrique sur K est séparable si l’ensemble
de ses conjugués (dans un corps de décomposition de son polynôme minimal)
est de cardinal [K[x] : K].

On peut étendre la définition d’un polynôme séparable à tout polynôme
de K[X ] en demandant que tous ses facteurs irréductibles soient séparables.

Exemple 4.11 Soit K un corps de caractéristique p > 0 contenant un
élément a ∈ K∗ qui n’est pas une puissance p-ième dans K (exemple :
K = Z/pZ(T ) avec a = T ). Alors, le polynôme Xp − a est irréductible
dans K[X ] : en effet sinon on pourrait écrire Xp − a = QRα avec R irré-
ductible unitaire ne divisant pas Q et α ≥ 1 ; posons alors S = Rα, alors
comme Xp − a est de dérivée nulle, on aurait QS ′ + Q′S = 0 donc S divise
S ′ = αRα−1R′ puisqu’il est premier avec Q. Cela impose S ′ = 0, donc ou
bien R′ = 0, auquel cas R (qui n’est pas constant) est de degré un multiple
non nul de p, ce qui implique α = 1 et Q = 1, et dans ce cas Xp − a est bien
irréductible ; ou bien R′ 6= 0 d’où α = p (car α est multiple de p et ≤ p pour
des raisons de degré) et Q = 1, mais ceci est exclu par le fait que a n’est pas
une puissance p-ième dans K. D’autre part Xp − a n’est pas séparable car
sa dérivée est nulle. Son corps de rupture est donc une extension inséparable
de K.

Remarque 4.12 Si L/K est une extension algébrique séparable, et F/K est
une extension intermédiaire, alors les extensions F/K et L/F sont encore sé-
parables. C’est évident pour F/K (le polynôme minimal sur K d’un élément
x de F est par définition le même que si on regarde x comme un élément de
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L). Pour L/F , on observe que si α ∈ L, alors son polynôme minimal sur F
divise son polynôme minimal sur K, donc est séparable dès que ce dernier
est séparable.

Les problèmes d’inséparabilité ne se produisent pas en caractéristique
zéro, ni sur un corps fini, comme le montre le théorème suivant.

Theorème 4.13 Soit P un polynôme irréductible de K[X ]. Alors P est sé-
parable dans les deux cas suivants :

a) Le corps K est de caractéristique zéro.

b) Le corps K est de caractéristique p et parfait, i.e. le morphisme de
corps x 7→ xp est bijectif de K dans K (ex. K est fini).

En particulier, toute extension algébrique d’un corps de caractéristique
zéro, ou d’un corps parfait de caractéristique p > 0, est séparable.

Démonstration : Comme P est irréductible, le pgcd de P et P ′ dans
K[X ] est 1 dès que P ne divise pas P ′, donc (pour raison de degré) dès que
P ′ est non nul. Dans le cas a), c’est toujours le cas et comme le pgcd ne dépend
pas du corps de base (via par exemple l’algorithme d’Euclide), les polynômes
P et P ′ n’ont pas de racine commune dans un corps de décomposition de P ,
ce qui prouve que P est séparable.

Si K est de caractéristique p, un polynôme irréductible P inséparable de
K[X ] doit vérifier P ′ = 0, donc être de la forme

P = a0 + a1X
p + ... + anX

pn,

avec n ≥ 1 et an 6= 0. Si K est parfait, on peut pour chaque i = 0, ..., n écrire
ai = bpi avec bi ∈ K, d’où

P = (b0 + b1X + ... + bnX
n)p,

ce qui contredit l’hypothèse que P est irréductible.

Remarque 4.14 Le théorème précédent et l’exemple 4.11 montrent qu’un
corps K de caractéristique p > 0 est parfait si et seulement si toute extension
finie (ou encore toute extension algébrique) de K est séparable. On en déduit
que toute extension finie (et même en corollaire toute extension algébrique)
d’un corps parfait reste parfait via la remarque 4.12. On peut retrouver ce
résultat de façon plus élémentaire (voir TD).

Terminons ce paragraphe par le classique théorème de l’élément primitif :
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Theorème 4.15 Soit L/K une extension finie séparable. Alors il existe z ∈
L tel que L = K[z].

Autrement dit, toute extension finie séparable est un corps de rupture.

Démonstration : D’après la proposition 2.3, on peut supposer que le
corps K est infini. Comme L s’écrit L = K[a1, ..., ar] (puisque L est de
dimension finie sur K, donc a fortiori de type fini comme K-algèbre), on
peut (en raisonnant par récurrence sur r via la remarque 4.12) supposer que
L = K[x, y] avec x, y ∈ L. Notons alors P et Q les polynômes minimaux
de x, y sur K, et M un corps de décomposition de PQ sur K. L’idée va
maintenant être de fabriquer un élément z ∈ L qui possède beaucoup de
conjugués dans M , afin que son polynôme minimal sur K soit de degré le
plus grand possible (en l’occurrence [L : K]).

On pose

P = (X − x)
n
∏

i=2

(X − xi)

Q = (X − y)
m
∏

j=2

(X − yj)

avec les xi et les yj dansM . Comme P et Q sont par hypothèse des polynômes
séparables, on a pour tous indices i, j : x 6= xi et y 6= yj. On peut alors trouver
t ∈ K∗ tel que pour tous indices i, j, on ait

x+ ty 6= xi + tyj.

En effet, il s’agit juste de choisir un t qui n’est pas parmi tous les x−xi
yj−y , ce

qui est possible puisque K est infini.

Posons alors z = x + ty et K ′ = K[z], puis F (X) = P (z − tX). Le
polynôme F est dans K ′[X ]. Calculons le pgcd de F et Q dans M (corps sur
lequel Q est scindé à racines simples) : par construction F (y) = Q(y) = 0,
mais les autres racines yj de Q n’annulent pas F puisque z− tyj n’est jamais
l’un des xi, ni x (si z−tyj = x, alors y serait l’un des yj car t 6= 0). Finalement,
le pgcd cherché est (X − y), et comme il doit être dans K ′[X ], on en déduit
que y ∈ K ′, puis x = z − ty ∈ K ′. Ceci implique que L = K[z] comme on
voulait.

On verra en TD que ce résultat peut tomber en défaut pour une extension
inséparable.
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4.3. La correspondance de Galois

Définition 4.16 Pour tout corps L, on note Aut(L) le groupe (pour la loi
◦) des automorphismes du corps L. Si L/K est une extension de corps, on
note Aut(L/K) ⊂ Aut(L) le sous-groupe des K-automorphismes de L. Pour
tout sous-groupe H de Aut(L), on pose

LH := {x ∈ L, ∀σ ∈ H, σ.x = x}.

Il est clair que LH est un sous-corps de L, qu’on appelle le corps fixe
de H . Si L/K est une extension et H est un sous-groupe de Aut(L/K),
alors LH est une extension intermédiaire entre L et K. Réciproquement, si
K ⊂ F ⊂ L sont des extensions de corps, alors Aut(L/F ) est un sous-groupe
de Aut(L/K). Attention, ce n’est pas le cas en général de Aut(F/K), qui sous
certaines conditions s’identifiera à un quotient de de Aut(L/K). Le groupe
Aut(L/K) opère naturellement sur L, et aussi sur L[X ] par automorphismes
de K-algèbres.

On passe au premier théorème important de ce paragraphe, qui est l’étape
cruciale vers la correspondance de Galois.

Theorème 4.17 Soit L/K une extension finie de corps. Notons G le groupe
Aut(L/K). Alors #G ≤ [L : K]. De plus, on a équivalence entre :

a) #G = [L : K].
b) Il existe un polynôme irréductible séparable de degré [L : K] de K[X ]

dont L est le corps de décomposition sur K.
c) K = LG.

Démonstration : Montrons d’abord qu’on a #G ≤ [L : K]. L’idée est
similaire à celle de la preuve du théorème de l’élément primitif : construire
un a ∈ L qui possède un maximum de conjugués dans L, et utiliser alors
que ce nombre de conjugués est majoré par [L : K], car majoré par le degré
[K[a] : K] de a sur K. Plus précisément, on commence par démontrer :

Lemme 4.18 Soit T une partie finie de G. Il existe a ∈ L tel que les
σ(a), σ ∈ T soient deux à deux distincts.

Preuve du lemme : Posons T = {σ1, ..., σm}. Considérons, pour tous i, j
distincts de {1, ..., m} :

Fij = {x ∈ L, σi(x) = σj(x)}.
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chaque Fij est un sous-corps de L distinct de L. Ceci implique que la réunion
des Fij n’est pas L tout entier : en effet si K est fini, alors L l’est aussi donc
L∗ est cyclique et il suffit de prendre un générateur de L∗, qui ne peut pas
être dans un des Fij (sinon Fij = L) ; si K est infini, c’est un fait bien connu
qu’un K-ev de dimension finie n’est pas réunion d’un nombre fini de sous-
espaces stricts. Choisissons alors a ∈ L qui n’est dans aucun des Fij , alors
les σi(a) pour i = 1, ..., m sont deux à deux distincts.

Nous reprenons la preuve du théorème 4.17, en montrant d’abord que
#G ≤ [L : K]. Si G contient une partie finie T de cardinal m, le lemme
permet de fabriquer m éléments deux à deux distincts (les σ(a), σ ∈ T ) qui
sont racines du polynôme minimal P de a, qui est alors de degré au moins
m. Ainsi, [K[a] : K] ≥ m et a fortiori [L : K] ≥ m, ce qui signifie finalement
que T (et donc aussi G) est de cardinal au plus [L : K].

Supposons maintenant a) ; on peut prendre m = n := [L : K] dans la
construction ci-dessus. Le polynôme P est alors de degré exactement n et
possède n racines distinctes dans L, on a donc b). Supposons réciproque-
ment b), c’est-à-dire que L est le corps de décomposition d’un polynôme
irréductible séparable P de degré n. En particulier L/K est normale d’après
le théorème 4.3. Fixons une racine α de P dans L. Alors toute racine β de
P est un conjugué de α sur K, d’où un élément de G qui envoie α sur β
(proposition 4.7). Ainsi, G possède au moins n éléments (correspondant aux
n choix de β), d’où a) puisqu’on a vu que dans tous les cas #G ≤ n.

a) implique c) : posons K ′ = LG, alors K ′ est une extension de K telle
que G = Aut(L/K ′). On a vu qu’alors #G ≤ [L : K ′] mais a) dit que
#G = [L : K] d’où finalement [L : K ′] = [L : K], donc [K ′ : K] = 1 par
multiplicativité des degrés et K = K ′ comme on voulait.

Supposons enfin c) et montrons a). Soit S une partie finie de L qui l’en-
gendre en tant que K-ev. Quitte à remplacer S par {σ(s), s ∈ S, σ ∈ G} (qui
reste fini car G est fini vu que son cardinal est majoré par n = [L : K]), on
peut supposer que S est stable sous l’action de G. On note aussi que #S ≥ n
puisque S est une famille génératrice du K-espace vectoriel L. Posons alors

P =
∏

s∈S
(X − s),

c’est un polynôme scindé à racines simples à coefficient dans L. Pour tout
σ ∈ G, la restriction de σ à S est injective, donc bijective de S dans S, ce
qui implique que

σ(P ) =
∏

s∈S
(X − σ(s)) = P.
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Tous les coefficients de P sont donc dans LG, ce qui avec l’hypothèse c)
signifie que P ∈ K[X ]. On conclut en remarquant que L est alors le corps
de décomposition de P sur K, avec P séparable, ce qui implique bien que
#G = [L : K] d’après la fin du lemme 1.22 appliqué à K = K ′, L = L′ et
ϕ = IdK .

Remarque 4.19 a) Il y a des approches légèrement différentes du théorème
précédent ; par exemple, Stewart [3] démontre de façon indépendante (sans
utiliser les notions de corps de rupture ou de décomposition) que si G est un
sous-groupe fini du groupe des automorphismes d’un corps L, alors [L : LG] =
#G (cf. proposition 4.24 ci-dessous), ce qui est un peu plus long (et ne donne
pas tout de suite le fait que l’extension L/LG est le corps de décomposition
d’un polynôme irréductible séparable).

b) Si K est de caractéristique zéro, on peut montrer plus rapidement que
c) implique b), en écrivant L = K[s] via le théorème de l’élément primitif,
puis en considérant le polynôme P =

∏

σ∈G(X − σ(s)), qui est dans K[X ]
(même argument que dans la preuve plus haut). En effet, comme les σ(s) sont
les conjugués de s (deux à deux distincts vu que l’extension est séparable),
le polynôme P est le polynôme minimal de s et il est donc irréductible sur
K. En caractéristique p > 0, la difficulté est qu’on ne sait pas encore que
l’hypothèse c) implique que L/K est séparable, ce que nous allons montrer
un peu plus bas.

Définition 4.20 Une extension finie L/K est dite galoisienne si elle vérifie
les conditions équivalentes du théorème 4.17. On note alors Gal (L/K) pour
Aut(L/K), qu’on appelle le groupe de Galois 5 de l’extension L/K. Il est donc
de cardinal [L : K].

Remarque 4.21 Si L est le corps de décomposition sur K d’un polynôme
séparable P (pas forcément irréductible ni de degré [L : K]), alors L/K est
encore galoisienne. En effet, on a alors #Aut(L/K) = [L : K] (via la fin
du lemme 1.22). On a d’ailleurs utilisé cet argument pour démontrer que c)
implique a) à la fin de la preuve du théorème 4.17.

Le lemme suivant sera utile pour étudier les propriétés des extensions
galoisiennes :

Lemme 4.22 Soit L/K une extension finie galoisienne. Soit F ⊂ L une
extension intermédiaire. Soit A l’ensemble des K-morphismes de F dans L.

5. On évitera d’employer cette notation et cette expression si L/K n’est pas galoisienne.
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Alors, l’application u : Gal (L/K) → A qui envoie tout K-automorphisme de
L sur sa restriction à F est surjective, et pour tout τ ∈ A, l’image réciproque
Aτ de τ par u est de cardinal #Aut(L/F ).

Démonstration : La surjectivité de u vient de ce que L/K est normale
(via la définition d’une extension galoisienne et le théorème 4.3) et de la
proposition 4.5, b). On observe alors que deux éléments σ, ρ de Gal (L/K)
ont même image par u si et seulement si σ(x) = ρ(x) pour tout x ∈ F , ce
qui est équivalent à (σ−1 ◦ ρ)(x) = x ; ainsi, Aτ est une classe à gauche de
Gal (L/K) selon Aut(L/F ), d’où le résultat.

Rappelons qu’en général F/K n’est pas normale (par contre l’énoncé
suivant donnera que L/F reste galoisienne). Ceci est lié au fait que A n’est
pas un groupe, mais s’identifie seulement à l’ensemble quotient des classes à
gauche de Gal (L/K) selon Gal (L/F ). On précisera cela un peu plus loin.

Theorème 4.23 Une extension finie L/K est galoisienne si et seulement si
elle est normale et séparable. Dans ce cas, pour toute extension intermédiaire
E ⊂ L, l’extension [L : E] est galoisienne.

Démonstration : Supposons que L est normale et séparable. Alors il
existe a ∈ L tel que L = K[a] via le théorème de l’élément primitif. Le
polynôme minimal P de a est irréductible et séparable par définition d’une
extension séparable, et L est le corps de rupture de P sur K, donc aussi
son corps de décomposition puisque L est normale. Ainsi l’assertion b) du
théorème 4.17 est satisfaite et L est galoisienne sur K.

Supposons réciproquement L/K galoisienne, elle est en particulier nor-
male via la caractérisation b) du théorème 4.17 et le théorème 4.3. Soit a ∈ L,
de polynôme minimal P , on pose F = K[a] et r = deg P = [F : K], puis
n = [L : K]. Il s’agit de montrer que P possède r racines distinctes dans L.
Soit A l’ensemble des K-morphismes de F dans L, il y en a autant que de
racines de P dans L (car se donner un tel K-morphisme est équivalent à se
donner l’image de a parmi les racines de P , cf. remarque 1.18). Le lemme 4.22
et le fait que L/K soit galoisienne donnent n = (#A)(#Aut(L/F )). Le théo-
rème 4.17 dit que #Aut(L/F ) ≤ [L : F ], donc comme n = r[L : F ], on
obtient que #A ≥ r, donc finalement #A = r (P ne peut pas avoir plus de
r racines), ce qui conclut la preuve de la séparabilité de L/K.

Maintenant, pour toute extension intermédiaire E, on sait que L/E reste
normale (théorème 4.5, b) et séparable (remarque 4.12), donc est galoisienne.
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Un cas particulier d’extension galoisienne apparaît dans la proposition
suivante, qui sera utile pour établir la correspondance de Galois.

Proposition 4.24 Soit L un corps. Soit H un sous-groupe fini du groupe des
automorphismes du corps L, on pose K = LH . Alors L/K est galoisienne et
H = Aut(L/K).

Démonstration : Posons G = Aut(L/K). Comme H ⊂ G, a fortiori
LG = K et par le théorème 4.17 (caractérisation c), l’extension L/K est
galoisienne. Le lemme 4.18 fournit alors a ∈ L tel que les σ(a), σ ∈ G soient
deux à deux distincts. Ceci implique que le polynôme minimal de a sur K
(qui s’annule en tous les conjugués de a) est

P :=
∏

σ∈G
(X − σ(a)).

Comme LH = K, on observe que le polynôme

Q :=
∏

σ∈H
(X − σ(a))

est aussi dans K[X ], car il est invariant sous l’action de H . Comme Q(a) = 0,
on en déduit que Q = P , et donc finalement H = G.

On en vient au théorème fondamental de la théorie de Galois qui éta-
blit, pour toute extension galoisienne, une correspondance entre extensions
intermédiaires et sous-groupes du groupe d’automorphismes.

Theorème 4.25 Soit L/K une extension finie galoisienne. Soit E l’ensemble
des extensions intermédiaires F ⊂ L et G l’ensemble des sous-groupes de
G := Gal (L/K). On ordonne ces deux ensembles par inclusion. Alors :

a) Les applications u : F 7→ Gal (L/F ) de E dans G et v : H 7→ LH de
G dans E sont inverses l’une de l’autre, et établissent des bijections décrois-
santes entre E et G.

b) Pour toute extension intermédiaire F , l’indice de u(F ) dans G est
[F : K].

c) Une extension intermédiaire F est galoisienne sur K si et seulement
si le sous-groupe u(F ) est distingué dans G. Dans ce cas Gal (F/K) est iso-
morphe au groupe quotient G/u(F ).
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Démonstration : a) Il est clair que les applications u et v sont décrois-
santes. Soit F une extension intermédiaire, alors L/F est galoisienne par le
théorème 4.23, donc Lu(F ) = F par la caractérisation c) du théorème 4.17. Si
enfin H est un sous-groupe de G, et F := LH , alors Gal (L/F ) = H par la
proposition 4.24.

b) Comme L/F est galoisienne, le cardinal de u(F ) est [L : F ], et son
indice dans G est donc [L : K]/[L : F ], soit [F : K].

c) Soit τ ∈ G. On a alors, dans le groupe G :

u(τ(F )) = τu(F )τ−1.

Si en effet on prend un élément τστ−1 avec σ ∈ u(F ), alors pour tout y ∈
τ(F ) on peut écrire y = τ(x) avec x ∈ F ; d’où

(τστ−1)(y) = τ(σ(x)) = τ(x) = y,

ce qui montre que τστ−1 ∈ u(τ(F )), soit finalement τu(F )τ−1 ⊂ u(τ(F )).
On a de même τ−1u(τ(F ))τ ⊂ u(F ) (en changeant τ en τ−1 et F en τ(F )),
qui donne bien u(τ(F )) = τu(F )τ−1.

Si maintenant F/K est galoisienne, alors tout τ ∈ G induit par restriction
un K-automorphisme de F par la proposition 4.5, a). On a donc τu(F )τ−1 =
u(F ) d’après la formule ci-dessus, i.e. u(F )⊳G. Si réciproquement u(F )⊳G,
cette même formule donne que pour tout τ ∈ G, on a τ(F ) = F puisque u est
bijective. Soit alors P ∈ K[X ] irréductible et possédant une racine α ∈ F ;
si β ∈ L est une autre racine de P , alors il existe τ ∈ G tel que τ(α) = β via
le théorème 1.16 et la remarque 1.18 joints à la proposition 4.5, b). Comme
τ(F ) = F , on obtient β ∈ F , ce qui montre que F/K est normale, donc
galoisienne puisque séparable.

Supposons encore F/K galoisienne. On définit alors un morphisme de
groupes G → Gal (F/K) en restreignant tout τ ∈ G à F . Le noyau de
ce morphisme est par définition Gal (L/F ). Le théorème de factorisation et
l’égalité

#G = [L : K] = [L : F ][F : K] = (#Gal (L/F ))(#Gal (F/K))

donnent alors que c’est un isomorphisme.

Noter que la preuve de c) donne aussi que pour α, β ∈ L, dire que α et
β sont conjugués correspond au fait que les sous-groupes Gal (L/K(α)) et
Gal (L/K(β)) sont conjugués.
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4.4. Quelques exemples

Nous passons en revue quelques exemples de groupes de Galois.

Exemple 4.26 L’extension C/R est galoisienne, de groupe de Galois iso-
morphe à Z/2 (il consiste en l’identité et la conjugaison complexe). Plus
généralement, si K est un corps de caractéristique différente de 2 et a ∈ K∗

n’est pas un carré dans K∗, alors K(
√
a)/K est galoisienne de groupe Z/2.

Exemple 4.27 Soit K un corps de caractéristique différente de 2. Soient
a, b ∈ K∗ tels que : ni a, ni b, ni ab ne soient des carrés dans K∗. Alors
l’extension L := K(

√
a,
√
b)/K est galoisienne, car c’est le corps de décom-

position du polynôme séparable (X2 − a)(X2 − b). On a trois extensions
intermédiaires distinctes (grâce à l’hypothèse que a, b et ab ne sont pas des
carrés) de degré 2 sur K, à savoir K(

√
a), K(

√
b) et K(

√
ab). Ceci impose

que le groupe de Galois G = Gal (L/K) est d’ordre 4 et a trois sous-groupes
d’ordre 2, il est donc isomorphe à (Z/2)2.

Exemple 4.28 Soit F/K une extension séparable de corps. D’après le théo-
rème de l’élément primitif, on peut écrire F comme corps de rupture d’un
polynôme irréductible séparable P ∈ K[X ]. Soit L le corps de décomposition
de P , le théorème 4.17 donne que c’est une extension galoisienne de K, qui
est clairement la plus petite extension galoisienne de K contenant F . On l’ap-
pelle la clôture galoisienne de l’extension F/K. Si F/K n’est pas normale, le
sous-groupe Gal (L/F ) n’est pas distingué dans Gal (L/K), et en particulier
ce dernier n’est pas abélien.

Exemple 4.29 Soient F = Q(3
√
2). La clôture galoisienne de l’extension

F/Q est l’extension L = F (j), où j = −1+i
√
3

2
, car L est le corps de dé-

composition du polynôme irréductible X3 − 2 sur Q. Le groupe de Galois
G = Gal (L/Q) est de degré 6, et comme l’extension F/Q n’est pas normale,
cela signifie que G n’est pas abélien. Il est donc isomorphe à S3. Comme S3

possède un unique sous-groupe distingué non trivial (A3, qui est d’indice 2),
il y a une unique extension intermédiaire entre Q et L qui est galoisienne et
de degré 2 sur Q : c’est Q(j).

Exemple 4.30 Soit E = Q(
√
2). Posons α =

√

1 +
√
2 et F = Q(α) =

E(α), alors Q ⊂ E ⊂ F , et [F : E] = 2 (on n’a pas F = E car on voit
facilement que α 6∈ E), d’où [F : Q] = 4. Le polynôme minimal de α sur Q

est donc (X2−1)2−2, et ses conjugués sont ±α et ±β avec β =
√

1−
√
2 :=

i
√√

2− 1. La clôture galoisienne L := Q(α, β) = F (β) de F sur Q est de
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degré 2 sur F (le carré de β est dans F , mais L 6= F car F ⊂ R mais
β 6∈ R). Ainsi [L : Q] = 8 et Gal (L/Q) est un groupe d’ordre 8 contenant
au moins un sous-groupe d’ordre 2 non distingué, il est donc isomorphe au
groupe diédral D4.

Si maintenant on prend γ =
√

2 +
√
2, l’extension F ′ = Q(γ)/Q est

normale comme corps de décomposition du polynôme (X2 − 2)2 − 2 : ici en

effet
√

2−
√
2 = (

√
2/γ) ∈ F ′, et Gal (F ′/Q) est cyclique d’ordre 4, engendré

par l’automorphisme σ de F ′ qui envoie γ sur
√

2−
√
2 =

√
2/γ : il suffit

pour le voir de vérifier que σ2 6= Id. Or σ envoie γ2 = 2 +
√
2 sur 2 −

√
2,

donc
√
2 sur −

√
2 ; ainsi σ2 envoie γ sur −

√
2/(

√
2/γ) = −γ.

Exemple 4.31 Soient K un corps fini de cardinal q et L une extension finie
de K de degré d. Le théorème 2.3 et la proposition 2.5 disent que L est
à la fois le corps de rupture et le corps de décomposition d’un polynôme
irréductible de degré d de K[X ]. Comme K est parfait, l’extension L/K est
également séparable, donc galoisienne. Soit F l’élément de Gal (L/K) défini
par x 7→ xq. Comme on l’a vu, les itérés F i pour 0 ≤ i < d sont deux à
deux distincts, ce qui montre que Gal (L/K) (qui est de degré d) est cyclique
engendré par F (qu’on appelle automorphisme de Frobenius).

Exemple 4.32 Soit n un entier ≥ 2. Soit L le corps de décomposition sur
Q du polynôme Xn − 1, i.e. L = Q(ζ) avec ζ = e2iπ/n. C’est une exten-
sion galoisienne de Q. Soit Un le groupe multiplicatif des racines n-ièmes
de l’unité. Alors le groupe de Galois G = Gal (L/Q) opère sur Un, ce qui
produit un morphisme θ : G → Aut(Un), où Aut(Un) désigne le groupe des
automorphismes du groupe Un. Ce morphisme est injectif car un élément de
G qui fixe ζ fixe L tout entier. Par ailleurs, le polynôme minimal de ζ sur Q
est le polynôme cyclotomique Φn d’après le théorème 3.4. Il en résulte que

ϕ(n) = [L : Q] = #G,

et comme Un est cyclique d’ordre n, le groupe Aut(Un) est isomorphe à
(Z/nZ)∗, qui est aussi d’ordre ϕ(n). Finalement G ≃ (Z/nZ)∗. Si on rem-
place Q par un corps de base quelconque K de caractéristique ne divisant
pas n, on a encore un morphisme injectif de Gal (L/K) dans (Z/nZ)∗, mais
ce morphisme n’est pas surjectif en général (prendre par exemple K = R).
On dit que L est une extension cyclotomique de K.

Exemple 4.33 Soit K un corps de caractéristique zéro sur lequel le poly-
nôme Xn − 1 est scindé. Soit a ∈ K∗. Soit L le corps de décomposition du
polynôme P := Xn − a sur K. Soit α une racine de P et ζ ∈ K une racine
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primitive n-ième de l’unité, alors les racines de P sont les ζkα, k = 0, ..., n−1,
d’où L = K(α). Soit σ ∈ Gal (L/K) le K-automorphisme de L qui envoie
α sur ζα, il est d’ordre divisant n dans Gal (L/K) ; alors comme tout élé-
ment τ de Gal (L/K) envoie α sur l’une des racines de P , il existe k tel que
τ(α) = σk(α), donc finalement τ = σk puisque L = K(α). Ainsi le groupe de
Galois Gal (L/K) est cyclique d’ordre divisant n. Une telle extension s’ap-
pelle une extension de Kummer.

5. Applications de la théorie de Galois

5.1. Permutation des racines, équation générique de de-
gré n

Définition 5.1 Soient K un corps et P un polynôme irréductible de K[X ],
supposé séparable si K est imparfait de caractéristique p. On appelle groupe
de Galois de P le groupe de Galois Gal (L/K), où L est le corps de décom-
position de P .

Proposition 5.2 Soient K, P et L comme ci-dessus. Alors le groupe de
Galois G de P opère fidèlement et transitivement sur l’ensemble A ⊂ L des
racines de P . Réciproquement, si M est le corps de décomposition sur K d’un
polynôme séparable Q et Gal (M/K) opère transitivement sur l’ensemble des
racines de M , alors Q est irréductible sur K.

Démonstration : Si σ ∈ G vérifie σ(α) = α pour tout α ∈ A, alors σ est
l’identité sur L puisque le corps L est engendré par K et les éléments de A,
d’où la fidélité de l’action. La transitivité est la proposition 4.7.

Pour la réciproque, on note que si Q = Q1...Qr est la décomposition de Q
en produit de polynômes irréducibles deux à deux premiers entre eux, alors
pour chaque indice i, toute racine de Qi est envoyée par tout élément de
Gal (M/K) sur une racine de Qi, donc l’action de Gal (M/K) sur les racines
de Q ne peut pas être transitive si r ≥ 2.

Ainsi, le groupe de Galois d’un polynôme irréductible séparable de degré
n sur K peut se voir comme un sous-groupe transitif de Sn (i.e. qui opère
transitivement sur {1, ..., n}).

Exemple 5.3 a) Si P est de degré 3, son groupe de Galois est S3 ou A3.
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b) Si P est de degré 4, le groupe de Galois peut a priori être isomorphe
à Z/2 × Z/2, Z/4, D4, A4, ou S4. il se trouve qu’en fait, tous les cas se
produisent si K = Q (cf. TD).

c) Si K = Q, supposons que P a r racines réelles et 2s racines complexes
non réelles (conjuguées deux à deux) avec s > 0. Alors le groupe de Galois G
de P contient un élément d’ordre 2, la conjugaison complexe, dont l’action
sur l’ensemble des racines est la composée de s transpositions à supports
disjoints. Si deg P = 3 et P n’a qu’une racine réelle, ceci implique que G
contient une transposition, donc est isomorphe à S3 tout entier puisqu’il ne
peut alors pas être isomorphe à A3.

On peut se demander s’il existe des polynômes irréductibles de degré n
sur certains corps dont le groupe de Galois est Sn tout entier. Nous allons
maintenant voir un exemple de cette situation.

Définition 5.4 Soit K0 un corps de caractéristique zéro. Soit K le corps de
fractions rationnelles K0(T1, ..., Tn). Le polynôme générique sur K0(T1, ..., Tn)
est le polynôme P de K[X ] défini par

P = Xn − T1X
n−1 + T2X

n−2 − ... + (−1)nTn.

Theorème 5.5 Le polynôme P est irréductible sur K, de groupe de Galois
Sn.

Démonstration : L’idée va être de réaliser Sn comme groupe de Ga-
lois sur le corps E = K0(T1, ..., Tn)s des fractions rationnelles symétriques
(c’est le corps des fractions de la K0-algèbre K0[T1, ..., Tn]s des polynômes
symétriques, voir le cours sur les anneaux), puis d’utiliser l’isomorphisme de
K0[T1, ..., Tn]s avec K0[T1, ..., Tn] vu dans le cours sur les anneaux.

Notons σ1, ..., σn les polynômes symétriques élémentaires. Soit

Q =

n
∏

i=1

(X − Ti) = Xn − σ1X
n−1 + σ2X

n−2 − ... + (−1)nσn,

c’est un polynôme de E[X ], dont le corps de décomposition sur E est par défi-
nition K. On peut voir les éléments de Sn comme des éléments de Aut(K/E),
et comme KSn = E, la proposition 4.24 dit que K/E est galoisienne de
groupe Sn. Comme l’action de Sn sur l’ensemble des racines {T1, ..., Tn} de
Q est transitive, le polynôme Q est irréductible sur E, de groupe de Galois
Gal (K/E) ≃ Sn
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Le théorème de structure des polynômes symétriques (et son corollaire
sur les fractions rationnelles symétriques) dit maintenant qu’il existe un K0-
isomorphisme Φ du corps E, sur le corps K, qui envoie chaque σi sur Ti. Il
en résulte en appliquant Φ que le polynôme P = Φ(Q) est irréductible sur
K, de groupe de Galois isomorphe à Sn.

Remarque 5.6 Bien entendu, cela ne signifie pas que sur un corps quel-
conque, on peut toujours réaliser Sn comme groupe de Galois, par exemple
sur R les seuls groupes de Galois possibles sont {1} et Z/2 et sur un corps fini
tous les groupes de Galois sont cycliques. En revanche, on peut démontrer
qu’il y a une infinité de polynômes irréductibles de degré n sur Q dont le
groupe de Galois est Sn. On écrit (via le théorème de l’élément primitif) le
corps de décomposition L de P = Xn−T1Xn−1+T2X

n−2− ...+(−1)nTn sur
K = Q(T1, ..., Tn) comme L = K[T ]/(π), où π = π(T1, ..., Tn, T ) ∈ K[T ] est
irréductible unitaire de degré n! sur K. La difficulté consiste maintenant à
trouver une infinité de valeurs (t1, ..., tn) ∈ Qn telles que R := π(t1, ..., tn, T )
reste irréductible 6 dans Q[T ], auquel cas Q[T ]/(R) est bien un corps de degré
n! sur Q, qui apparaît comme le corps de décomposition de P (t1, ..., tn, T )
(lequel est de degré n) sur Q. Ceci est possible via le théorème d’irréducti-
bilité de Hilbert , voir par exemple le chapitre 9 de [2]. On verra en TD (cf.
aussi exemple 5.8 ci-dessous) des exemples explicites sur Q où le groupe de
Galois est effectivement Sn.

Remarque 5.7 Le problème inverse de Galois consistant à déterminer si
tout groupe fini G est groupe de Galois sur Q est très loin d’être résolu
à l’heure actuelle. La correspondance de Galois et le théorème de Cayley
permettent, après avoir réalisé Sn comme groupe de Galois Gal (L/Q), de
réaliser G comme groupe de Galois de l’extension finie LG de Q, mais pas a
priori de Q lui-même.

Exemple 5.8 Soit p ≥ 3 un nombre premier. Soit f ∈ Q[X ] un polynôme
irréductible de degré p admettant exactement deux racines complexes non
réelles. Alors le groupe de Galois de f est Sp. Soient en effet L le corps de
décomposition de f et G = Gal (L/K). Le corps de rupture F ⊂ L de f est de
degré p sur K, ce qui implique que le cardinal de G est divisible par p et divise
p! (puisque G est un sous-groupe de Sp). Le théorème de Sylow donne alors
que G possède un sous-groupe de cardinal p, qui correspond donc au groupe
engendré par un p-cycle c dans Sp. Par ailleurs, G contient la conjugaison
complexe τ , qui laisse fixe les p−2 racines réelles et échange les deux racines

6. Noter qu’il ne suffit pas que P (t1, ..., tn, T ) reste irréductible.
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complexes conjuguées ; ainsi τ correspond à une transposition dans Sp. Or,
le sous-groupe de Sp engendré par τ et c est Sp tout entier : en effet si par
exemple c = (1, ..., p) et τ = (1, 2), alors G contient les transpositions (2, 3) =
cτc−1, (3, 4) = c2τc−2, ... , (p, 1) = cp−1τc1−p ; puis toutes les transpositions
(1, r) par récurrence sur r (en utilisant (1, r+1) = (1, r)(r, r+1)(1, r)), puis
enfin toutes les transpositions (r, s) via (r, s) = (1, r)(1, s)(1, r). On conclut
en utilisant que Sp est engendré par les transpositions.

5.2. Résolubilité par radicaux

C’est une question historiquement importante de savoir si on peut expri-
mer les solutions d’une équation polynomiale P (x) = 0 à l’aide de radicaux,
c’est-à-dire d’éléments obtenus par extraction successive de racines n-ièmes
(pour divers n, ex. 3

√

1 +
√
2). Cela conduit à la définition suivante :

Définition 5.9 Soit K un corps de caractéristique zéro 7 Une extension ra-
dicale de K est une extension du type L = K(α1, ...αm) (pour m = 0, on
convient que K(α1, ...αm) = K) telle que pour tout i ∈ {1, ..., m}, il existe un
entier ni tel que αni

i ∈ K(α1, ..., αi−1). On dit qu’un polynôme f ∈ K[X ] est
résoluble par radicaux s’il existe une extension radicale L1 de K qui contient
le corps de décomposition L de f .

Une suite du type (α1, ..., αm) comme ci-dessus s’appelle une suite radi-
cale. Noter que f résoluble par radicaux n’implique pas que l’extension de
décomposition L/K soit elle-même radicale, on demande juste que les élé-
ments de L (en particulier les racines de P ) puissent être exprimés avec des
radicaux.

Lemme 5.10 Soit L/K une extension radicale. Alors la clôture galoisienne
(cf. exemple 4.28) M de L sur K est une extension radicale de K.

Démonstration : Écrivons L = K(α1, ...αm) avec αni

i ∈ K(α1, ..., αi−1)
pour tout i. On montre le résultat par récurrence sur m. Le cas m = 0 est
trivial. Supposons le résultat vrai jusqu’à m− 1. Alors la clôture galoisienne
Mm−1 de Lm−1 := K(α1, ..., αm−1) est une extension radicale de K, soit
Mm−1 = K(γ1, ..., γs), où γ1, ..., γs est une suite radicale. On a alors L =

7. En caractéristique p > 0, la définition serait un peu plus compliquée, il faudrait en
particulier considérer aussi les corps de décomposition des polynômes du type Xp−X−a.
On fera attention à ne pas confondre extension radicale et extension radicielle, ce dernier
terme désignant une extension d’un corps de caractéristique p obtenue comme corps de
rupture d’un polynôme de la forme Xp − a comme dans l’exemple 4.11.
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Lm−1(αm) et M = Mm−1(β1, ..., βr), où les βi sont les conjugués de αm sur
K. Ainsi M = K(γ1, ..., γs, β1, ..., βr) et (γ1, ..., γs, β1, ..., βr) est une suite
radicale car chaque βi vérifie βnm

i ∈Mm−1 puisque αnm
m ∈ Lm−1 et Mm−1 est

la clôture galoisienne de Lm−1.

Theorème 5.11 Soit K un corps de caractéristique 0. Soit f ∈ K[X ] un
polynôme de corps de décomposition L. Si f est résoluble par radicaux, alors
le groupe de Galois Gal (L/K) est résoluble.

Démonstration : D’après le lemme 5.10, on peut supposer que L possède
une extension L1 qui est normale et radicale sur K. Il suffit de montrer
que Gal (L1/K) est résoluble, puisqu’alors Gal (L/K) sera résoluble comme
quotient de Gal (L1/K). On peut donc supposer que L est normale et radicale.

On peut aussi supposer que L = K(α1, ..., αm), où pour chaque αi on a
un nombre premier pi tel que αipi ∈ K(α1, ...αi−1), quitte à insérer d’autres
αi. On procède alors par récurrence sur m. Le cas m = 0 est clair. Supposons
le résultat vrai jusqu’à m− 1. On peut supposer α1 6∈ K (sinon on applique
l’hypothèse de récurrence). Il existe p premier tel que αp1 = a ∈ K ; si on
choisit un conjugué β de α1 autre que α1 (qui existe car L est séparable sur
K vu que K est de caractéristique zéro), on a β ∈ L (car L est normale
sur K), donc finalement α1/β ∈ L, ce qui montre que L contient une racine
p-ième ζ de l’unité autre que 1. Comme p est premier, cela signifie que le
polynôme Xp − 1 est scindé sur L. Posons alors M = K(ζ). On a donc les
extensions de corps

K ⊂M ⊂M(α1) ⊂ L.

Par hypothèse de récurrence, le groupe Gal (L/M(α1)) est résoluble. On sait
aussi que Gal (M(α1)/M) est abélien, donc résoluble (exemple 4.33), ainsi
que Gal (M/K) (exemple 4.32). On conclut via le fait qu’une extension d’un
groupe résoluble par un groupe résoluble est résoluble : ici Gal (L/M) est ex-
tension de Gal (M(α1)/M) par Gal (L/M(α1)) puis Gal (L/K) est extension
de Gal (M/K) par Gal (L/M).

Exemple 5.12 Le polynôme X5 − 6X + 3 n’est pas résoluble par radicaux
sur Q. En effet, il est irréductible par le critère d’Eisenstein, et on vérifie
facilement qu’il a 3 racines réelles et deux racines complexes conjuguées. Le
critère de l’exemple 5.8 donne que son groupe de Galois est S5, qui n’est pas
résoluble.
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La réciproque du théorème 5.11 est vraie, mais demande un ingrédient
supplémentaire, le théorème de Hilbert 90, afin d’écrire toute extension ga-
loisienne de groupe de Galois Z/p de K sous la forme K(p

√
a) quand K

contient les racines p-ièmes de l’unité. On commence par rappeler un énoncé
classique, le théorème d’indépendance des morphismes de Dedekind :

Theorème 5.13 Soient G un groupe (que l’on note multiplicativement) et
L un corps. Soient σ1, ..., σn des morphismes deux à deux distincts de G dans
L∗. Alors la famille (σ1, ..., σn) est libre dans le L-espace vectoriel F(G,L)
des fonctions de G dans L.

Démonstration : On procède par récurrence sur n. Le cas n = 1 est
évident. Supposons le résultat vrai pour les entiers < n. Si λ1, ..., λn sont des
éléments de L tels que

λ1σ1 + ...+ λnσn = 0,

on a alors pour tous x, y dans G :

λ1σ1(x) + ...+ λnσn(x) = 0,

et en appliquant cette égalité en remplaçant x par xy :

λ1σ1(x)σ1(y) + ...+ λnσn(x)σn(y) = 0.

En multipliant la première ligne par σn(y) et en la retranchant à la deuxième,
on obtient dans F(G,L) :

λ1(σ1(y)− σn(y))σ1 + ...+ λn−1(σn−1(y)− σn(y))σn−1 = 0.

L’hypothèse de récurrence dit alors que pour tout y ∈ L, on a maintenant
λi(σi(y) − σn(y)) = 0 pour tout i = 1, ..., n − 1. Comme pour chacun de
ces i, on peut trouver y ∈ L avec σi(y) 6= σn(y) (parce que les morphismes
σ1, ..., σn sont supposés deux à deux distincts), ceci implique que tous les λi
sont nuls pour i = 1, ..., n− 1, et aussi λn = 0 puisqu’alors λnσn = 0.

Définition 5.14 Soit L/K une extension finie galoisienne de groupeG. Pour
tout a ∈ L, la norme de a est l’élément de K défini par

NL/K(a) =
∏

σ∈G
σ(a).

Si l’extension est sous-entendue, on abrègera parfois NL/K(a) en N(a).
Le fait que NL/K(a) ∈ K vient de ce que clairement NL/K(a) ∈ LG et on a
supposé L/K galoisienne.
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Theorème 5.15 (Hilbert 90) Soit L/K une extension finie galoisienne de
groupe G. On suppose que G est cyclique et on en fixe un générateur τ .
Soit a ∈ L∗. Alors NL/K(a) = 1 si et seulement s’il existe b ∈ L∗ tel que
a = b/τ(b).

Démonstration : Si a = b/τ(b) avec b ∈ L∗, alors on a

N(a) =
∏

σ∈G
σ(b/τ(b)) =

∏

σ∈G σ(b)
∏

σ∈G(σ ◦ τ)(b) ,

qui vaut 1 car σ 7→ σ ◦ τ est une bijection de G dans G.

Supposons réciproquement que N(a) = 1. Pour tout c ∈ L, on pose
d0 = ac, et di = aτ(di−1) pour 1 ≤ i ≤ n−1. En particulier, si n = #G, on a

dn−1 = aτ(a)...τn−1(a)τn−1(c) = N(a)τn−1(c) = τn−1(c).

En effet, on a G = {Id, τ, ..., τn−1} et N(a) = 1. Posons b =
∑n−1

i=0 di, alors

aτ(b) =

n−1
∑

i=0

aτ(di) = (

n−2
∑

i=0

di+1) + aτn(c) =

n−1
∑

i=1

di + ac =
n−1
∑

i=0

di = b.

Ainsi aτ(b) = b et tout revient à trouver c ∈ L∗ tel que b 6= 0. Or, si b était
nul pour tout choix de c, on aurait, en posant λi = aτ(a)...τ i(a) :

λ0c+ λ1τ(c) + ...+ λn−1τ
n−1(c) = 0,

ce qui contredirait le théorème 5.13 en considérant les morphismes (de L∗

dans L∗) Id, τ, .., τn−1, vu que les λi sont non nuls. Le résultat en découle.

Corollaire 5.16 Soit p un nombre premier. Soit L/K une extension finie
galoisienne de groupe G ≃ Z/p. On suppose que p n’est pas la caractéristique
de K et que K contient une racine primitive p-ième de l’unité ζ. Alors il
existe a ∈ K tel que L soit le corps de rupture du polynôme irréductible
Xp − a, autrement dit L = K(p

√
a).

On se reportera aussi à l’exemple 4.33 pour cette situation, dont ce co-
rollaire donne en quelque sorte une réciproque.
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Démonstration : Comme ζ ∈ K, on a NL/K(ζ) = ζp = 1. Soit τ un
générateur de G. D’après le théorème de Hilbert 90, on peut trouver b ∈ L∗

tel que ζ = b/τ(b). Posons a = bp, alors τ(a) = a et comme τ engendre G,
on a a ∈ LG d’où a ∈ K. Ainsi b est une racine de Xp − a, dont K(b) est le
corps de décomposition (les autres racines sont les ζ ib, 1 ≤ i ≤ p − 1). En
particulier l’extension K(b)/K est galoisienne, car le polynôme Xp − a est
séparable grâce à l’hypothèse que p n’est pas la caractéristique de K. Comme
τ(b) = ζ−1b, la restriction de τ à K(b) induit un K-automorphisme non
trivial (et d’ordre divisant p) de K(b), donc cet automorphisme est d’ordre
p. D’après le théorème 4.17, ceci implique [K(b) : K] ≥ #Aut(K(b)/K) ≥ p
puis finalement [K(b) : K] = p et L = K(b), puisque K(b) ⊂ L et [L : K] = p.

On en déduit enfin :

Theorème 5.17 Soit K un corps de caractéristique zéro. Soit L une exten-
sion finie galoisienne de K, de groupe de Galois G résoluble. Alors il existe
une extension R de L avec R radicale sur K.

Démonstration : On procède par récurrence sur le cardinal de G. Le
cas où G est de cardinal 1 étant trivial, on suppose #G ≥ 2. On choisit
un sous-groupe distingué H de G, avec H 6= G, de cardinal maximal. Alors
le quotient G/H est simple (sinon il aurait un sous-groupe distingué non
trivial et distinct de G/H , correspondant à un sous-groupe distingué H ′ de
G contenant strictement H et distinct de G, ce qui contredirait la maximalité
de H). Comme on sait que G/H est de plus résoluble, la seule possibilité est
que son sous-groupe dérivé soit trivial, et donc que G/H soit simple abélien,
i.e. cyclique d’ordre p.

L’étape suivante consiste à se ramener au cas où K contient les racines
p-ièmes de l’unité. Soit F = L(ζ) un corps de décomposition sur L du poly-
nôme Xp − 1, où ζ est une racine primitive p-ième de l’unité. Alors, comme
L est le corps de décomposition sur K d’un certain polynôme f (en tant
qu’extension normale de K), on obtient que F est un corps de décomposi-
tion sur K de f.(Xp − 1), et c’est ainsi une extension normale de K, donc
galoisienne puisqu’on est en caractéristique zéro. De plus Gal (F/K) est ré-
soluble comme extension de Gal (L/K) par Gal (F/L) (ce dernier groupe est
abélien, cf. exemple 4.32). Comme M := K(ζ) est par définition une exten-
sion radicale de K, il suffit de montrer que F possède une extension finie R
qui est radicale sur M .
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Or, on a un morphisme de groupes Gal (F/M) → Gal (L/K) = G en
envoyant tout σ ∈ Gal (F/M) sur sa restriction à L ; ce morphisme est injectif
car F = L(ζ), donc un automorphisme qui fixe L et M = K(ζ) fixe L. Ainsi,
Gal (F/M) est résoluble comme sous-groupe de G ; on en déduit le résultat
par récurrence sur #G, sauf si Gal (F/M) est isomorphe à G, ce qui est
le dernier cas à traiter. On est donc finalement ramené (quitte à remplacer
l’extension L/K par F/M) à prouver le résultat en supposant que : le groupe
G = Gal (L/K) contient un sous-groupe distingué H avec G/H cyclique
d’ordre p, et le corps K contient les racines p-ièmes de 1.

Soit alors E = LH , alors E/K est galoisienne de groupe G/H ≃ Z/p.
D’après le corollaire 5.16, on peut écrire E = K(b) avec a := bp dans K.
Comme Gal (L/E) est résoluble (comme sous-groupe de G), il existe par
hypothèse de récurrence une extension R de L qui est radicale sur E, donc
radicale aussi sur K puisque E = K(p

√
a).

5.3. Nombres constructibles

C’est un autre problème historiquement important de déterminer quelles
constructions géométriques sont réalisables à la règle et au compas. Plus
précisément, on cherche quels points du plans peuvent être construits avec
ces outils, à partir des points de coordonnées (0, 0) et (0, 1). On démontre
(théorème de Wantzel) avec des méthodes de géométrie élémentaire (en uti-
lisant notamment des intersections de cercles et de droites) qu’un point de
coordonnées (x, y) ∈ R2 est constructible si et seulement s’il existe une suite
d’extensions de corps

K0 = Q ⊂ K1 ⊂ ... ⊂ Kr = L,

avec x, y ∈ L et [Ki : Ki−1] = 2 pour tout i ∈ {1, ..., r}. Cela résulte de
constructions géométriques classiques (cf. par exemple [3], chapitre 17), cou-
plées à une récurrence sur r pour montrer que cette condition est suffisante.
On est alors conduit à la définition générale suivante :
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Définition 5.18 Un nombre complexe z est dit constructible s’il existe une
suite d’extensions de sous-corps de C :

K0 = Q ⊂ K1 ⊂ ... ⊂ Kr = L,

telle que z ∈ L et [Ki : Ki−1] = 2 pour tout i ∈ {1, ..., r}. On note C
l’ensemble des nombres complexes constructibles.

Le complexe z est dans C si et seulement si le point d’affixe z du plan
complexe est constructible au sens classique. En particulier, ceci implique
que z est algébrique sur Q et [Q(z) : Q] est une puissance de 2 en utilisant la
multiplicativité des degrés et les inclusions Q ⊂ Q(z) ⊂ L. Cette observation
permet déjà de démontrer l’impossibilité de résoudre des problèmes classiques
de l’Antiquité tels que la duplication du cube, la trisection de l’angle, ou
encore la quadrature du cercle (pour cette dernière, il faut savoir que π
est transcendant, ce qui est un théorème difficile, cf. [3], théorème 6.5). La
condition que [Q(z) : Q] soit une puissance de 2 n’est toutefois pas tout à
fait suffisante pour avoir z ∈ C. Voici un critère nécessaire et suffisant :

Theorème 5.19 Soit z ∈ C un nombre algébrique sur Q, de polynôme mi-
nimal P . Soit L le corps de décomposition de P sur Q. On a équivalence
entre :

a) z ∈ C.

b) Le degré [L : Q] est une puissance de 2.

c) Il existe une extension finie galoisienne M de Q telle que z ∈ M et
[M : Q] est une puissance de 2.

Autrement dit, la condition pour avoir z constructible est non seulement
que le corps de rupture Q(z) de P soit de degré (sur Q) une puissance de 2,
mais que le corps de décomposition de P (engendré par z et ses conjugués)
le soit. Pour démontrer ce théorème, on aura besoin d’un lemme de théorie
des groupes :

Lemme 5.20 Soit p un nombre premier. Soit A un p-groupe. Soit H un
sous-groupe strict de A. Alors, il existe une suite

H = Ar ⊂ Ar−1 ⊂ ... ⊂ A0 = A

de sous-groupes de A tels que [Ai−1 : Ai] = p pour tout i ∈ {1, ..., r}.
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Démonstration : On observe qu’il suffit de montrer que tout sous-groupe
maximal de A (i.e. un sous-groupe strict de A qui n’est contenu dans aucun
autre sous-groupe strict de A) est d’indice p dans A : on obtient ensuite le
résultat voulu par récurrence sur #A vu que H est contenu dans un sous-
groupe maximal de A (par exemple un sous-groupe strict de A de cardinal
maximal qui contient H). Le fait qu’un sous-groupe maximal deA est d’indice
p se démontre encore par récurrence sur le cardinal de A. Le cas #A = p est
trivial ; si #A > p, alors A possède un sous-groupe distingué N différent de
{1} et A (si A n’est pas abélien, on peut prendre le centre de A, qui n’est pas
trivial vu que A est un p-groupe non trivial ; si A est abélien, on prend le sous-
groupe engendré par un élément d’ordre p). On voit facilement qu’un sous-
groupe maximal de A/N est de la forme B/N avec B sous-groupe maximal
de A contenant N . Par hypothèse de récurrence, l’indice de B/N dans A/N
est p, or c’est aussi l’indice de B dans A (la surjection canonique de A/N
dans A/B vérifie que tout élément de A/B possède #(B/N) antécédents).

Preuve du théorème 5.19 : b) implique c) vient de ce que L est une
extension finie, normale (comme corps de décomposition) et séparable (on
est en caractéristique zéro), donc galoisienne, de Q.

c) implique a) : le groupe G = Gal (M/Q) est un 2-groupe de cardinal
[M : Q]. Le lemme 5.20 appliqué à à H = {1} et la correspondance de Galois
donnent une suite d’extensions

Q = K0 ⊂ K1 ⊂ ... ⊂ Kr =M,

avec [Ki : Ki−1] = 2 pour tout i ∈ {1, ..., r}, d’où a).

a) implique b) : on observe d’abord que tous les conjugués z1, ..., zm de z
sur Q sont constructibles. En effet, on a une suite d’extensions

K0 = Q ⊂ K1 ⊂ ... ⊂ Kr = F,

avec z ∈ F et [Ki : Ki−1] = 2 pour tout i ∈ {1, ..., r}. Soit z′ un conjugué de
z sur Q et soit M ⊂ C une extension galoisienne de Q contenant F et Q(z′)
(par exemple une clôture galoisienne du sous-corps de C engendré par F et
L). Alors, z′ s’écrit z′ = σ(z) avec σ ∈ Gal (M/Q), d’où une suite

Q ⊂ σ(K1) ⊂ ... ⊂ σ(Kr) = σ(F ),

avec z′ ∈ σ(F ) et [σ(Ki) : σ(Ki−1)] = 2 pour tout i ∈ {1, ..., r}, ce qui montre
bien que z′ est constructible.
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D’autre part on a L = Q(z1, ..., zm) par définition du corps de décompo-
sition. Chaque zj est contenu dans un corps Lj pour lequel on a une suite
d’extensions

K0 = Q ⊂ K1 ⊂ ... ⊂ Kr = Lj ,

avec tous les [Ki : Ki−1] égaux à 2. Si maintenant M est le sous-corps de
C engendré par tous les Lj, on a L ⊂ M . Montrons alors par récurrence
sur m que [M : Q] est une puissance de 2. Pour m = 1, c’est clair car
M = L1. Supposons le résultat vrai pour m − 1 et soit E le sous-corps de
C engendré par L1, ..., Lm−1. Alors M est engendré par E et Lm et on a une
suite d’extensions

Q ⊂ Q(b1) ⊂ Q(b1, b2) ⊂ ... ⊂ Q(b1, ..., br) = Lm

avec b2i ∈ Q(b1, ..., bi−1) pour tout i ∈ {1, ..., r}. Alors on a une autre suite

E ⊂ E(b1) ⊂ E(b1, b2) ⊂ ... ⊂ E(b1, ..., br) =M,

avec b2i ∈ E(b1, ..., bi−1) pour tout i ∈ {1, ..., r}, ce qui montre que chaque
extension de cette suite est de degré 1 ou 2 sur la précédente ; ainsi M est
de degré une puissance de 2 sur E, et donc aussi sur Q par hypothèse de
récurrence. On obtient finalement que [M : Q] est une puissance de 2, donc
aussi [L : Q] puisque L ⊂M .

Remarque 5.21 a) Si z ∈ C, alors en appliquant b) et le lemme 5.20 au
sous-groupe H = Gal (L/Q(z)), la correspondance de Galois donne qu’il
existe une suite d’extensions

K0 = Q ⊂ K1 ⊂ ... ⊂ Kr = Q(z)

avec [Ki : Ki−1] = 2 pour tout i ∈ {1, ..., r}, autrement dit on peut demander
que la tour d’extensions quadratiques aboutisse exactement à Q(z) et pas
seulement à un corps contenant Q(z).

b) L’ensemble C est un sous-corps de C, ce qu’on peut démontrer par
des méthodes géométriques élémentaires ou à l’aide du théorème 5.19, via
le fait que si L1 et L2 sont deux extensions galoisiennes de Q de degré une
puissance de 2, c’est encore le cas de l’extension engendrée par L1 et L2. Le
corps C est quadratiquement clos, c’est-à-dire que tout élément de C est un
carré dans C.

Exemple 5.22 a) Construire un polygone régulier à n côtés à la règle et
au compas revient à construire une racine primitive n-ième de l’unité ζ .
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Comme on sait que le corps de décomposition Q(ζ) correspondant (égal ici
au corps de rupture) est de degré ϕ(n) sur Q, cette construction est réalisable
si et seulement si ϕ(n) est une puissance de 2. On voit facilement que ceci
correspond à n de la forme

n = 2m.p1...pr,

où les pi sont des nombres premiers impairs deux à deux distincts tels que
chaque pi − 1 soit une puissance de 2. En particulier, chacun de ces pi doit
être un nombre premier de Fermat, i.e. de la forme 22

n

+ 1 (un nombre de
le forme 2ab + 1 avec a > 1 impair est divisible par 2b + 1, donc n’est pas
premier). On ne connaît que 6 nombres de Fermat (2, 3, 5, 17, 257, 65537)
et on ignore s’il en existe une infinité.

b) Il existe des polynômes irréductibles de degré 4 sur Q dont le groupe
de Galois est S4. Si z est une racine d’un tel polynôme, alors Q(z) est de
degré 4 sur Q, mais z n’est pas constructible puisque le degré de son corps
de décomposition sur Q n’est pas une puissance de 2. Ainsi, le fait que z
constructible implique [Q(z) : Q] puissance de 2 (conséquence du théorème
de Wantzel) n’a pas de réciproque.

c) Si K est un corps de caractéristique zéro dont on fixe une clôture 8

algébrique K, on peut encore démontrer une correspondance de Galois entre
les sous-groupes de Aut(K/K) et les extensions intermédiaires, mais elle
ne concerne que les sous-groupes fermés (pour une certaine topologie, dite
de Krull) de Aut(K/K), les extensions finies correspondent alors aux sous-
groupes ouverts de Aut(K/K) (condition plus forte qu’être un sous-groupe
fermé). On démontre aussi que le groupe de Galois Aut(K/K) est alors la
limite projective des Gal (L/K) pour les extensions intermédiaires L finies et
galoisiennes sur K.
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8. Si K est imparfait, on doit remplacer clôture algébrique par clôture séparable.
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