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3.1.2 Quelques références sur les méthodes d’appariement de formes . . . . . . 77

3.1.3 L’appariement de formes comme un problème d’optimisation de formes . 78
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déric Lagoutière, Céline Grandmont, Laurent Boudin, Jean-François Babadjian, Bruno Després,
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Préambule

Depuis mon arrivée au laboratoire de Mathématiques Appliquées de Paris 5 en janvier 2012,
mon intérêt s’est concentré sur des problèmes inverses de récupération de paramètres dans des
équations aux dérivées partielles. Ce sont ces travaux que je souhaite vous présenter dans ce
manuscrit. Mais avant de rentrer dans le vif du sujet, je voudrais profiter de cette introduction
pour faire un inventaire des différentes difficultés que l’on rencontre dans les problèmes inverses.
Cela me permettra d’expliquer plus précisément à quelles problématiques répondent mes travaux.
Pour un panorama plus large concernant les problèmes inverses, je vous invite à consulter les
livres de Michel Kern [1-39] et de Guy Chavent [1-17].

Un problème est dit inverse lorsqu’il consiste à déterminer les causes d’un phénomène connais-
sant les effets. Dans ce manuscrit, nous considérons des phénomènes physiques ou biologiques
qui peuvent se modéliser par une équation aux dérivées partielles (EDP). Elle pourra être de
nature hyperbolique (Sec 1.2, Sec 2.1-2.3), parabolique (Sec 2.4) ou elliptique (Sec 1.3 et 1.4).
Cette équation dépend d’un certain nombre de paramètres : des données initiales, des conditions
au bord, du terme source (Sec 2.4), de coefficients intrinsèques (Sec 2.1-2.3), de la forme du
domaine (Ch 3) ou de celle d’un obstacle (Sec 1.2 et Sec 1.3). On suppose alors que l’un de
ces paramètres est inconnu mais que l’on a accès à des données supplémentaires, au travers de
mesures expérimentales sur la solution de l’EDP. Ces données peuvent être internes (Sec 1.2, Sec
2.4) ou localisées sur le bord du domaine (Sec 1.3, Sec 2.1-2.3), mesurées pendant un intervalle
de temps donné (Sec 1.2, Sec 2.1-2.3) ou à des temps ponctuels (Sec 2.4), porter sur la solution
elle-même ou sur ses dérivées, etc.

L’intérêt des problèmes inverses est double. Tout d’abord ils permettent d’estimer les para-
mètres inconnus du modèle direct afin d’utiliser ensuite ce dernier à des fins prédictives. Mais
leurs grandes forces résident dans leur capacité à imager un milieu. Le principe réside dans le fait
que les coefficients d’un modèle varient spatialement dans le milieu en fonction des propriétés
physiques de ce dernier. Donc leur récupération permet de discriminer les différentes zones de
ce milieu, par exemple de détecter un sous-marin dans un océan ou une tumeur dans un tissu
sain. C’est cette application qui est utilisée à la Section 1.4 en utilisant les micro-ondes pour
cartographier la permittivité électrique du cerveau.

Pour donner une formulation générale des problèmes que nous considèrerons par la suite, nous
allons introduire trois espaces de Hilbert. Soient donc P l’espace des paramètres, U l’espace des
solutions et D l’espace des données, munis des normes ‖ · ‖P , ‖ · ‖U et ‖ · ‖D respectivement. On
note alorsM l’opérateur direct qui à un paramètre p ∈ P associe la donnée d ∈ D, au travers de
mesures de la solution u[p] ∈ U de l’équation aux dérivées partielles (voir le schéma de la Figure
1). On va supposer que cette EDP est toujours bien posée et qu’il existe donc un ensemble de
paramètres admissibles Padm, convexe et fermé de P , tel que pour tout p ∈ Padm, il existe une
unique solution u[p] ∈ U qui dépend continument de p.

Dans ce manuscrit, nous ne considérerons que des problèmes pour lesquels l’opérateur M
est non linéaire. La non linéarité peut venir de l’équation aux dérivées partielles elle-même (Sec

7



8 Préambule

2.4), du fait que la solution u[p] dépend non linéairement du paramètre p bien que l’EDP sous-
jacente soit linéaire (Ch 1 et Sec 2.1-2.3), ou plus rarement du fait que l’opérateur de mesures
est non linéaire en la solution. Les problèmes inverses non linéaires constituent une famille
fondamentalement plus difficile de problèmes inverses pour lesquels il existe moins de résultats
généraux.

Paramètre

p ∈ P
EDP

Solution

u ∈ U
Mesure

Donnée

d ∈ D

M

Figure 1 – Notations utilisées dans ce manuscrit.

Le problème inverse consiste alors à retrouver un paramètre exact, noté p∗ et supposé ap-
partenir à Padm, à partir de données observées dobs deM(p∗). Si la donnée dobs est dans l’espace
atteignable M(Padm), le problème peut se formuler de la manière suivante :

Chercher un paramètre p ∈ Padm tel que M(p) = dobs. (1)

La première question que l’on se pose est celle du caractère bien posé (au sens de Hadamard [1-
64]) : est-ce que (1) admet une unique solution qui dépend continûment de la donnée dobs ?

Puisque dobs ∈M(Padm) alors l’existence est garantie par définition. Mais il peut y avoir un
défaut

(P1) d’unicité, si M n’est pas injectif. Dans ce cas, même si dobs =M(p∗), il se peut que p et
p∗ ne cöıncident pas.

(P2) de stabilité, siM−1 n’est pas continu. Le fait que dobs approche les données exactesM(p∗)
ne signifie alors pas nécessairement que p approche p∗.

Ces questions sont fondamentales en problèmes inverses et ont conduit à de très nombreux tra-
vaux que je mentionnerai au Chapitre 2 de ce manuscrit. C’est en particulier le type de résultats
que j’ai obtenus lors de ma thèse concernant un problème inverse en viscoélasticité [A16]

Par ailleurs, dans les applications, dobs n’appartient jamais à l’espace atteignable M(Padm),
soit parce que M ne représente pas de manière précise le processus que l’on étudie (erreur de
modèle), soit à cause de bruit dans les données (erreur de mesures). Dans ce cas, la notion de
solution à (1) n’a plus de sens. Pour remédier à ce constat, l’une des techniques les plus courante
est la reformulation du problème inverse sous la forme de la minimisation d’une fonctionnelle
d’erreur entre les données observées et les données synthétiques, solutions du problème direct.
Ainsi, le problème devient

Chercher un paramètre p ∈ Padm qui minimise F (p) =
1

2
‖M(p)− dobs‖2D. (2)

Cette formulation s’appelle une méthode de moindres carrés et F est la fonctionnelle de coût ou
fonction objectif. Si cette formulation permet de redonner un sens à la notion de solution, des
difficultés subsistent. En particulier,

(P3) Si M(Padm) est non fermé, il peut ne pas y avoir existence du projeté de dobs dans
M(Padm). Dans ce cas, rien ne garantit que le minimum de F (qui existe car F est positive)
soit atteint en un point de Padm.
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(P4) Si M(Padm) est non convexe, il peut ne pas y avoir unicité et stabilité de la projection de
dobs dans M(Padm).

(P5) Si F est non convexe, elle peut présenter de nombreux minima locaux. Un algorithme de
minimisation classique ne sera alors pas assuré de converger vers le minimum global de
F . C’est à cette troisième question que nous nous intéressons dans le Chapitre 2 de ce
manuscrit.

Dans le cas où M est linéaire, F est toujours convexe, solutionnant le point (P5). Le point
(P4) ne pose pas non plus de problème car l’ensemble M(Padm) est alors convexe et la projec-
tion, si elle existe, est toujours unique et Lipschitz continue. Le point (P3) (le possible manque
d’existence de la projection) subsiste, mais il peut être résolu, simultanément avec les points (P1)
et (P2), par une méthode de régularisation appropriée. Cette question sera abordée au Chapitre
1. Par contre, dans le cas non linéaire, du fait de la possible non unicité et non continuité de la
projection, on ne peut pas espérer garantir le caractère bien posé pour tout dobs ∈ D.

Une dernière série de questions concernent la résolution numérique du problème (2). Avant de
pouvoir résoudre ce problème de dimension infinie, il faut le réduire à un problème de dimension
finie. Pour cela, il faut choisir une paramétrisation finie pour le paramètre p (voir Section 1.1) et
également une discrétisation adéquate de l’EDP, de l’opérateur de mesure et de la fonctionnelle
F . Les questions qui se posent sont alors les suivantes :

(P6) Au niveau discret, est-ce que les propriétés de F sont préservées et en particulier sont elles
uniformes vis-à-vis du pas de discrétisation ? Problème abordé à la Section 2.2.

(P7) Est-ce que le paramètre obtenu par minimisation de la fonctionnelle discrète converge (en
un sens à définir) vers le paramètre exact p∗ lorsque le pas de discrétisation tend vers 0 ?

(P8) Peut-on obtenir le minimiseur en un temps acceptable en pratique. En effet, les méthodes
itératives nécessitent de résoudre de nombreuses fois l’EDP, conduisant à des temps de
calculs parfois prohibitifs. Cela a été la préoccupation au coeur du travail décrit à la
Section 1.4.

Ainsi, la question de savoir si la minimisation de F va effectivement conduire à récupérer le
coefficient inconnu p∗ en cache en fait plusieurs autres de nature fondamentalement différentes et
faisant appel à divers domaines des mathématiques (analyse, analyse numérique et optimisation
respectivement).

J’ai choisi d’organiser ce manuscrit en trois chapitres, chacun présentant une méthodologie
développée ces dernières années pour répondre à l’une des problématiques listées ci-dessus. Pour
chaque méthodologie, je présente tout d’abord ses fondements, puis sa mise en oeuvre sur dif-
férents exemples académiques et enfin, j’envisage son application à un cas biomédical concret.
Chaque chapitre est indépendant et possède sa propre bibliographie. Afin de garder une certaine
cohérence dans mon exposé, j’ai pris le parti de ne pas présenter mes travaux de thèse [A12–A16]
et de post-doctorat [A17,A18], en lien également avec les problèmes inverses.

Chapitre 1 : La méthode AEI, une méthode de régularisation adaptative

Dans le premier chapitre, je présente une méthode de régularisation adaptative, nommée
Adaptive Eigenspace Inversion method, que j’ai introduite pendant ma thèse [A15]. Comme vous
le verrez, cette méthode est relativement simple à mettre en oeuvre et améliore grandement la
stabilité (problématique (P2)) et la précision des résultats du problème inverse. Elle intervient
dans le cadre de la résolution d’un problème inverse de récupération de coefficients au travers
de la minimisation d’une fonctionnelle de coût telle que (2) qui dépend classiquement de l’écart
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entre la solution numérique et les données expérimentales. L’originalité de la méthode réside
dans la manière de paramétrer le problème. Dans le cas particulier de la récupération d’un
obstacle (coefficient présentant une discontinuité), la méthode propose un processus adaptatif
qui adapte conjointement le maillage et la base de paramétrisation en fonction du résultat obtenu
à l’étape précédente. L’adaptation de base consiste à chercher le coefficient inconnu dans l’espace
engendré par les fonctions propres d’un opérateur elliptique choisi judicieusement en fonction
de la solution obtenue à l’itération précédente. Ce processus permet de concentrer les variations
des fonctions de base dans les régions où le coefficient varie le plus, c’est à dire au voisinage
de l’interface de l’obstacle qui est ainsi capturée de manière plus précise. Dans le travail [A2]
réalisé avec Marie Kray, nous nous intéressons à l’application de cette méthode dans le cas d’un
problème de diffraction inverse pour l’équation des ondes. L’article [A6] en collaboration avec
Marion Darbas étend cette approche au problème de la diffraction électromagnétique inverse.
Ce travail a été réalisé dans le cadre du projet ANR MEDIMAX où nous nous intéressons à la
détection des accidents vasculaires cérébraux par imagerie micro-onde. Les travaux [A5, A8] de
post-doctorat de Pierre-Henri Tournier, co-encadré avec Frédéric Nataf, traitent de ce sujet.

Chapitre 2 : La méthode C-bRec, une méthode de reconstruction globalement
convergente

Avec Lucie Baudouin et Sylvain Ervedoza, nous nous intéressons aux problèmes inverses de
détermination de coefficients dans des équations d’évolution à partir d’une seule mesure de la
solution sur une partie du domaine. Alors que les résultats d’unicité et de stabilité pour ces pro-
blèmes sont généralement bien connus, nous avons développé ces dernières années un algorithme
pour les résoudre. L’algorithme C-bRec (pour Carleman based Reconstruction Algorithm) a été
présenté initialement dans [A1] dans le cas de la récupération d’un potentiel dans l’équation des
ondes. La nouveauté est que grâce à une inégalité de Carleman adéquate, nous prouvons que cet
algorithme est globalement convergent, c’est-à-dire qu’il converge vers la solution exacte quelque
soit la donnée initiale. En ce sens, il remédie au problème des minimas locaux dont souffrent
les méthodes classiques de type moindres carrés (problématique (P5)). Dans [A4] et toujours
dans le cas de la récupération d’un potentiel pour l’équation des ondes, nous avons amélioré
l’algorithme en levant des obstacles numériques liés à la présence des poids de Carleman dans
la fonctionnelle et proposé de nombreux exemples numériques pour illustrer ses propriétés de
convergence. La convergence est très rapide en comparaison avec les méthodes de moindres carrés
car la fonctionnelle à minimiser à chaque itération est continue strictement convexe et coercive.
Récemment, nous avons généralisé l’approche à d’autres cas : d’une part à la récupération non
plus d’un potentiel mais de la vitesse de propagation de l’onde ( [A11] avec Axel Osses) per-
mettant d’envisager des applications en imagerie médicale et d’autre part à la récupération d’un
terme source dans une équation parabolique non linéaire ( [A10] avec Erica Schwindt et Muriel
Boulakia) avec à la clef une application en détection de polluants atmosphériques.

Chapitre 3 : Une méthode d’appariement de formes automatique

Dans ce dernier chapitre, je présente les travaux réalisés avec Chiara Nardoni, lors de sa
thèse co-encadrée par Pascal Frey. Nous nous intéressons au problème d’appariement de formes
suivant : étant donnée une forme de référence et une forme cible, notre objectif consiste à
déformer le maillage de la forme de référence en un maillage de calcul valide de la forme cible.
Dans [A3] avec Charles Dapogny, en nous appuyant sur des techniques d’optimisation de formes,
nous construisons la transformation comme une suite de déplacements élastiques, solutions d’un
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problème de minimisation d’une énergie volumique dépendant de la distance signée entre les
formes. La méthode a été implémentée en deux et trois dimensions d’espace. Dans [A9] avec
Lydie Uro, nous comparons cette approche à une stratégie plus classique faisant intervenir la
distance entre les frontières des formes.

Dans [A7], toujours avec Chiara Nardoni, nous développons une nouvelle méthode de recons-
truction faciale pour la médecine légale. L’objectif est de proposer un visage possible pour un
crâne donné, à des fins d’identification. L’approche retenue combine certains aspects classiques
tels que l’utilisation d’une base de données crâne/visage pour apprendre les relations entre les
deux et des aspects plus originaux : (i) nous utilisons la méthode d’appariement de formes du
paragraphe ci-dessus pour relier le crâne inconnu aux éléments de la base de données, (ii) le
visage final est vu comme un masque élastique 3D qui est adapté sur le crâne inconnu. Dans
notre approche, le crâne est considéré dans son ensemble, comme une surface, et non restreint
à quelques points anatomiques positionnés manuellement comme c’est le cas dans les méthodes
de la littérature. En particulier, notre approche est totalement automatique.
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Chapitre 1

La méthode AEI : une méthode de
régularisation adaptative

Ce chapitre est dédié à la présentation de la méthode AEI (pour Adaptive Eigenspace Inver-
sion) dont j’ai introduit l’idée de base pendant ma thèse [A15]. Comme nous le verrons, cette
méthode de régularisation adaptative permet de résoudre des problèmes inverses mal-posés en
améliorant la stabilité et la précision de la reconstruction. Dans la première section, je développe
donc les fondements de la méthode. Puis la Section 1.2 présente le travail [A2] réalisé avec Marie
Kray dans lequel nous nous intéressons à l’application de cette méthode dans le cas d’un pro-
blème de diffraction inverse pour l’équation des ondes. La Section 1.3 étend cette approche au
problème de la diffraction électromagnétique inverse, ce qui correspond à l’article [A6] en colla-
boration avec Marion Darbas. Ce travail est une étape préliminaire dans le cadre du projet ANR
MEDIMAX, porté par Christian Pichot, où nous nous intéressons à la détection des accidents
vasculaires cérébraux par imagerie micro-onde. Ce sera l’objet de la Section 1.4 et correspond
aux travaux [A5,A8] avec Pierre-Henri Tournier, alors post-doctorant co-encadré avec Frédéric
Nataf, et les membres du projet ANR. Enfin, je termine ce chapitre par une présentation de
l’utilisation de la méthode AEI par d’autres auteurs et par quelques perspectives concernant
l’analyse théorique de la méthode. Tous les résultats numériques de ce chapitre ont été obtenus
grâce au logiciel de calculs par éléments finis FreeFem++ [1-34].

1.1 Fondements de la méthode

1.1.1 Introduction

Nous nous intéressons au problème inverse de récupération d’un paramètre p∗ dans une
équation aux dérivées partielles. Dans ce chapitre, p∗ sera un coefficient de l’équation, fonction
de la seule variable d’espace x dans un domaine borné Ω. En reprenant les notations introduites
dans le préambule de ce manuscrit (voir Figure 1), on suppose que l’on a accès à des observations
dobs, qui diffèrent éventuellement de la solution exacteM(p∗) compte-tenu des erreurs de modèle
ou de mesure. Pour résoudre ce problème, on peut de manière classique chercher à minimiser
une fonctionnelle de coût

F (p) =
1

2
‖M(p)− dobs‖2D, (1.1)

qui dépend de l’écart dans une certaine norme entre la solution numérique M(p) associée au
paramètre p et les observations. Comme nous l’avons vu, même en l’absence d’erreur dans les
mesures, le problème inverse est en général mal posé dans la norme sur D considérée et il est

15
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alors indispensable de le régulariser avant d’envisager de le résoudre.

1.1.2 Références sur les méthodes de régularisation

Un processus de régularisation (voir Kirsch [1-40], Engl et al. [1-23]) consiste à ajouter de
l’information de différentes natures au problème inverse original afin d’atteindre le caractère
bien posé. Régulariser un problème mal posé, c’est le remplacer par un autre, bien posé, de sorte
que l’erreur commise par ce remplacement soit compensée par le gain de stabilité. L’information
ajoutée a priori doit entrer le moins possible en conflit avec celle venant des données du modèle,
au risque de voir le paramètre optimal régularisé s’écarter de la valeur exacte p∗ afin de satisfaire
les deux informations.

Régularisation de Tikhonov

La régularisation la plus connue est celle de Tikhonov [1-61] qui consiste à ajouter à la
fonctionnelle F introduite en (1.1) un terme de la forme :

R(p) = α‖p− pe‖2P ,

où pe est une valeur estimée a priori du coefficient inconnu p∗. Le choix du paramètre de régula-
risation α est crucial. Si α est trop petit, la reconstruction sera instable, mais si α est trop grand,
la méthode convergera vers la valeur pe a priori différente du coefficient p∗ que l’on cherche à
récupérer. Un compromis entre stabilité et précision doit alors être trouvé.

Les propriétés de la régularisation de Tikhonov ont été largement étudiées dans le cas oùM
est linéaire, voir par exemple les ouvrages de Baumeister [1-8], Morozov [1-46] ou Bjork [1-12].
Le résultat principal est que le problème régularisé est bien posé dès que α > 0 et que lorsque
α converge vers zéro, le paramètre récupéré converge vers la solution exacte la plus proche de
pe plus lentement que le niveau de bruit dans les données dobs. Le cas non linéaire cependant
s’avère beaucoup plus délicat et rien ne garantit par exemple que le problème régularisé soit
bien posé.

Régularisation par paramétrisation

Puisque le paramètre recherché p est une fonction, il convient de le discrétiser avant d’envisa-
ger de le récupérer numériquement. Un choix naturel consiste alors à utiliser une approximation
de p sur le maillage de Ω choisi pour discrétiser l’EDP. On se ramène alors à un problème de
dimension finie pour lequel p vit dans RN où N est le nombre de degrés de liberté sur le maillage.
Une décomposition en valeurs singulières, introduite par Golub et Reinsch [1-27], qui peut être
menée sur le problème linéarisé, permet alors d’estimer le nombre de paramètres indépendants
qu’il est possible de récupérer pour un certain niveau d’incertitude sur les données. Ce nombre
est en général bien inférieur à N et il est nécessaire de choisir une autre paramétrisation, qui
grâce à des hypothèses supplémentaires sur le paramètre à récupérer, dépendra d’un plus petit
nombre d’inconnues, ce qui va avoir pour conséquence de régulariser le problème.

Une première approche consiste par exemple à séparer le maillage sur lequel est résolue
l’EDP de celui sur lequel est approché le coefficient p et à choisir ce dernier maillage plus
grossier pour diminuer la taille de l’espace de minimisation. Il est alors possible de mettre en
place un processus itératif où l’on vient raffiner le maillage successivement, en ajoutant des
degrés de liberté, jusqu’à ce que la valeur de la fonction coût passe en dessous du seuil de bruit
sur les données. Dans de nombreux cas (Liu [1-43], Naeval [1-48]), cette approche dite scale-by-
scale car elle recherche les caractéristiques du paramètre inconnu successivement d’une échelle
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grossière à une échelle fine, permet de converger vers le minimum global de la fonction objective.
Malheureusement, il n’existe à l’heure actuelle aucune explication mathématique rigoureuse de
ce phénomène. La méthode AEI fait partie de ce type de méthodes de régularisation, mais le
choix de la paramétrisation diffère. Voyons cela plus en détails.

1.1.3 Une nouvelle paramétrisation

Dans notre approche, nous proposons de chercher le coefficient p dans l’espace engendré par
les L ∈ N premières fonctions propres du Laplacien, à savoir qui se décompose en :

p(x) = ϕ0(x) +

L∑
i=1

piϕi(x),

où la fonction ϕ0 est un relèvement de la trace sur ∂Ω de la valeur exacte de p∗, que l’on suppose
donc connue au bord du domaine et qui est solution de :{

−∆ϕ0 = 0, dans Ω,

ϕ0 = p∗, sur ∂Ω,

et les ϕi sont les vecteurs propres associés aux valeurs propres λi solutions de{
−∆ϕi = λiϕi dans Ω,

ϕi = 0 sur ∂Ω.
(1.2)

Les inconnues à retrouver par la minimisation de la fonctionnelle F définie en (1.1) sont
alors les réels pi pour i = 1 à L. Sur la Figure 1.1 (a), nous traçons deux fonctions propres du
Laplacien définies en (1.2) dans le cas 2d où Ω est le disque de centre (0, 0) et de rayon 1.

(a) A = Id (b) A = 1

|∇p(1)|Id (c) A = 1

|∇p(1)|2 Id (d) A en (1.7)

Figure 1.1 – Comparaison des vecteurs propres numéro 1 (en haut) et 26 (en bas) du problème
(1.4) pour plusieurs choix de la matrice A dans le cas d’un obstacle de forme carrée.

Comme dans la méthode scale-by-scale, cette approche permet de découpler la taille N du
maillage de calcul sur lequel est résolu l’EDP et la dimension L de l’espace de minimisation.



18 Chapitre 1. La méthode AEI : une méthode de régularisation adaptative

Mais l’intérêt de cette paramétrisation est aussi qu’elle agit comme un filtre passe-bas, en faisant
l’hypothèse a priori que les hautes fréquences apportent moins d’information pertinente sur le
coefficient. Comme précédemment, il est possible de mettre en place un processus itératif en
ajoutant un à un des degrés de liberté à la base (ce qui se fait simplement en augmentant L)
pour approcher de mieux en mieux le coefficient exact.

1.1.4 Un processus adaptatif

Dans le cas particulier de la récupération d’un obstacle O (coefficient p∗ présentant une
discontinuité sur ∂O), la méthode propose ensuite un processus adaptatif (nommé AEB pour
Adaptive Eigenspace Basis) afin d’améliorer la précision du résultat. Ainsi, après avoir calculé
une première solution p(1), nous utilisons cette solution pour, d’une part adapter le maillage mais
également trouver une autre base qui représente mieux le coefficient. L’adaptation de maillage
utilisée est classique, basée sur la hessienne de la solution p(1) (voir Frey et Georges [1-26]) et
elle permet de concentrer les noeuds du maillage dans la région où p varie le plus. L’adaptation
de base consiste à chercher le coefficient dans l’espace engendré par les L premières fonctions
propres d’un opérateur elliptique, à savoir :

p(x) = ϕ0(x) +

L∑
i=1

piϕi(x) (1.3)

où les réels pi sont les nouvelles inconnues et les fonctions ϕi sont solutions du problème{
−∇ · (A(x)∇ϕi) = λiϕi dans Ω,

ϕi = 0 sur ∂Ω,
(1.4)

avec la matrice A choisie judicieusement en fonction de p(1). Remarquez que le problème (1.4)
cöıncide avec le problème (1.2) pour le choix A = Id. Nous proposons alors de prendre

A(x) =
1

|∇p(1)(x)|r
Id, r ∈ N. (1.5)

Ce choix de matrice permet de concentrer les variations des fonctions propres dans les régions
où le coefficient p(1) varie le plus, c’est à dire au voisinage de l’interface de l’obstacle O. Ainsi,
l’interface peut être capturée de manière plus précise et la reconstruction est améliorée sans
augmenter la taille de l’espace de minimisation. Sur la Figure 1.1 (b) et (c) sont tracées certaines
fonctions propres de l’opérateur (1.4) pour r = 1 et r = 2 respectivement. Dans cet exemple, p∗
correspond à un obstacle O carré centré en (0, 0) et de coté 0.6 et p(1) est défini par (1.3) où les
pi sont les projetés :

pi =

∫
Ω

(p∗ − ϕ0)ϕidx, 1 ≤ i ≤ L = 50,

avec ϕi donnés par (1.2)

1.1.5 Prise en compte de l’anisotropie

Enfin, sur la Figure 1.1 (d), nous présentons un autre choix de A, défini en (1.7), qui est
anisotrope. L’idée est de prendre en compte l’orientation de l’interface de O et de donner une
préférence aux variations des fonctions de base dans la direction du gradient de p(1). Pour faire
cela, en tout point x du domaine Ω, nous considérons un nouveau repère orthonormé (x,X1, X2),
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illustré sur la Figure 1.2, dont le premier axe est localement orienté par le gradient de p(1) et
nous définissons la matrice de changement de base P de la manière suivante :

P (x) =
1

|∇p(1)(x)|2


∂p(1)

∂x1
−∂p

(1)

∂x2

∂p(1)

∂x2

∂p(1)

∂x1

 . (1.6)

Dans ce nouveau système, nous choisissons de donner plus de poids aux variations dans la
direction du gradient en posant :

A(x) =
1

|∇p(1)(x)|2
P (x)C(x)P−1(x), (1.7)

avec

C(x) =

 1

|∇p(1)(x)|2
0

0 1

 .

obstacle

0

x2

x1

X1
X2

x

ligne de discontinuité

∇pe
domaine Ω

Figure 1.2 – Illustration du changement de système de coordonnées associé à la matrice définie
en (1.6).

1.1.6 L’algorithme AEI

Finalement, la méthode AEI, telle qu’elle a été initialement introduite, combine l’utilisation
des bases de vecteurs propres adaptée avec une inversion classique par un algorithme de Newton
et propose un processus global dans lequel nous utilisons successivement les quatre choix de A :

Algorithme 1.1

Entrée : p(0) = ϕ0.

Pour k allant de 1 à 4

1. Adapter le maillage de calcul par rapport à p(k−1).

2. Choisir

A =

{
|∇p(k−1)|−(k−1) si k < 4,

|∇p(k−1)|−2PCP−1 si k = 4.
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3. Calculer les fonctions propres de l’opérateur défini en (1.4) associé à A.

4. Obtenir p(k) en minimisant la fonctionnelle (1.1) par un algorithme initialisé par p(k−1).

Sortie : p(4).

Sur la Figure 1.3, nous illustrons le processus d’adaptation de maillage et de base de l’Algo-
rithme 1.1 dans le cas où p∗ correspond à un obstacle O carré centré en (0, 0) et de coté 0.6 et
L = 50. Dans cet exemple, à chaque itération k, l’étape 3 de minimisation de la fonctionnelle
est remplacée par la projection du coefficient exact p∗ dans la nouvelle base calculée à l’étape 2.
Les maillages ont tous le même nombre de sommets.

(a) (b) (c) (d)

Figure 1.3 – Illustration de l’Algorithme 1.1 dans le cas où p∗ est connu et erreur de projection.
(a) k = 1, erreur = 1.30%. (b) k = 2, erreur = 0.56%. (c) k = 3, erreur = 0.19%. (d) k = 1,
erreur = 0.06%.

Le choix du nombre L est un problème délicat. En effet, s’il est trop grand, la résolution
sera coûteuse et le problème risque d’être mal posé. Mais s’il est trop petit, on ne sera pas en
mesure de représenter correctement p∗. Par exemple, on ne pourra pas détecter la présence d’un
obstacle de taille caractéristique inférieure à la plus petite longueur d’onde considérée, à savoir :

2π√
λL
.

Pour choisir L, il faut donc avoir une connaissance a priori de la taille des éléments que l’on sou-
haite pouvoir distinguer. Ce choix peut éventuellement évoluer au cours du processus adaptatif,
ce sera le cas à la Section 1.3.



1.1. Fondements de la méthode 21

1.1.7 Calcul du gradient et minimisation de la fonctionnelle

Nous présentons ici les étapes d’obtention du gradient de la fonctionnelle F . Nous devons
d’abord calculer :

DF (p, δp) = lim
ε→0

1

ε
(F (p+ εδp)− F (p))

= lim
ε→0

1

2ε

(
‖M(p+ εδp)− dobs‖2D − ‖M(p)− dobs‖2D

)
Or, nous avons :

M(p+ εδp) =M(p) + εMpδp+ o(ε2),

où Mp est l’opérateur linéarisé de M autour de p. Donc,

DF (p, δp) = lim
ε→0

1

2ε

(
2ε(Mpδp,M(p)− dobs)D + ε2‖Mpδp‖2D + o(ε2)

)
= (Mpδp,M(p)− dobs)D.

Sous cette forme, pour chaque direction δp, on doit calculer Mpδp ce qui fait intervenir la
résolution de l’EDP. La méthode de l’état adjoint permet alors de simplifier l’expression et de
calculer le gradient de la fonctionnelle F avec un coût indépendant de la taille de l’espace P des
paramètres. Pour cela, nous introduisons l’opérateur M∗p adjoint de Mp qui va de l’espace des
données D dans l’espace des paramètres P , pour en déduire :

DF (p, δp) = (δp,M∗p (M(p)− dobs))P .

Sous cette forme, pour chaque p, nous pouvons calculer le terme M∗p (M(p) − dobs) une seule
fois et obtenir le gradient pour n’importe quelle direction δp en calculant simplement un produit
scalaire dans D.

Dans les sections qui suivent, nous résolvons le problème de minimisation de F définie en
(1.1) par un algorithme BFGS de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno [1-45]. C’est une méthode
permettant de résoudre un problème d’optimisation non linéaire sans contraintes. La méthode
BFGS est dérivée de la descente de gradient. L’idée principale de cette méthode est d’éviter de
construire explicitement la hessienne de F et de construire, à la place, une approximation en
analysant les différents gradients DF successifs.

Algorithme 1.2

Initialisation : Choisir p0 et H0 = Id.

A chaque itération `,

1. Trouver la direction d` en résolvant H`d` = −DF (p`).

2. Effectuer une recherche linéaire pour trouver le pas optimal t` dans la direction trouvée
et ensuite mettre à jour

p`+1 = p` + t`d`.

3. Poser y` = DF (p`+1)−DF (p`).

4. Actualiser

H`+1 = H` +
y`y

T
`

yT` d`
−
H`d`d

T
` H`

dT` H`d`
.

Arrêt si ‖DF (p`)‖ < ε.
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1.1.8 Génération des données et ajout de bruit

Dans tout ce chapitre, nous travaillons avec des données synthétiques. La génération des
données consiste alors à résoudre numériquement l’EDP et à calculer d∗ = M(p∗) pour le
paramètre exact donné p∗. Afin d’éviter le inverse crime (voir Colton-Kress [2-16] pour cette
notion), nous introduisons un biais en prenant des maillages et des schémas numériques différents
pour la génération des données synthétiques et pour le calcul de M(p) associé au paramètre
courant p à chaque étape de la minimisation de (1.1).

Sur les données générées, on ajoute un bruit gaussien multiplicatif

dobs = d∗(1 + δN (0, 1)), (1.8)

où N (0, 1) satisfait une loi normale centrée d’écart type 1 et δ est le niveau de bruit. Ce modèle
de bruit est multiplicatif. Le choix est motivé par l’Equation (3.7) page 134 dans Colton et al.
[1-18]. Il permet de modéliser les erreurs de mesures faites au niveau des récepteurs.

Une fois le problème inverse résolu, nous pouvons calculer l’erreur L2 relative sur le coefficient
de la manière suivante :

errp =
‖p∞ − p∗‖22
‖p∗‖22

, (1.9)

où p∗ est le coefficient exact et p∞ le coefficient récupéré numériquement à convergence. Cette
erreur est à mettre en perspective avec le niveau de bruit δ dans les données d’entrée.

Dans les sections qui suivent, nous allons voir l’utilisation de la méthode AEI dans deux
applications, en diffraction acoustique et électromagnétique.

1.2 Application à la diffraction acoustique inverse

1.2.1 Introduction

Dans cette section, nous cherchons à retrouver la position, la forme et les propriétés physiques
d’un obstacle O de R2. Pour cela, une onde acoustique incidente uI à support compact en temps
est envoyée dans le milieu initialement au repos. L’onde uS diffractée par l’obstacle est enregistrée
sur le bord Γ du domaine Ω contenant O pendant le temps T . Voir l’illustration sur la Figure
1.4. Le champ total u = uI + uS satisfait l’équation des ondes :

∂2
t u − ∇ · (c2

∗(x)∇u) = 0 dans (0, T )× R2,

associée à des conditions initiales nulles et c∗ représente la vitesse exacte de l’onde dans le milieu.
La vitesse en dehors de l’obstacle est supposée connue et homogène, égale à c0.

1.2.2 Quelques références sur les méthodes de diffraction acoustique inverse

La littérature concernant les problèmes inverses pour les ondes est vaste et la liste qui suit
n’est pas exhaustive. En particulier, le problème qui consiste à retrouver un coefficient c(x)
régulier sera abordé à la Section 2.3. Ici, nous nous restreignons au problème dit de la diffraction
acoustique inverse, pour lequel c(x) présente une discontinuité sur le bord d’un obstacle O que
l’on cherche à reconstruire. Nous renvoyons aux ouvrages de Colton, Coyle et Monk [1-18] et de
Cakoni et Colton [1-14] pour les résultats théoriques à ce sujet.

Concernant les méthodes numériques, nous pouvons mentionner les méthodes itératives ré-
pertoriées dans le livre de Tarantola [1-60], les méthodes de lignes de niveaux proposées par
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O

uI

uS

Γ
Ω

Figure 1.4 – Diffraction d’une onde incidente uI par un obstacle O et enregistrement de l’onde
diffractée uS sur Γ.

Burger et Osher [1-13], l’algorithme MUSIC développé par Devaney [1-22], qui a de nombreux
points communs avec la célèbre méthode de linear sampling introduite par Colton et Kirsch [1-
19] dont font partie la probe method [1-36], la singular-source method [1-11] et la méthode de
factorisation [1-41], et enfin la point-source method de Potthast [1-55]. Ces méthodes ont été
introduites dans le domaine harmonique. Dans le domaine temporel qui nous intéresse, nous
pouvons citer les travaux de Lines et Chandler-Wilde [1-44] sur la point source method, ceux de
Haddar et al. [1-32] sur la linear sampling et ceux de Cassier et Hazard [1-16] pour les techniques
de retournement temporel.

En général, ces méthodes n’ont pas besoin de connâıtre de quel type d’obstacle il s’agit (ré-
fléchissant, absorbant, homogène ou non...) mais s’attachent seulement à déterminer sa position
et sa forme. Dans notre cas, nous cherchons également à retrouver la valeur de la vitesse de
propagation dans l’obstacle. Notre approche combine alors deux méthodes :

— la méthode TRAC (pour Time-Reversed Absorbing Condition method) développée par
Assous et al [1-5], qui permet de reconstruire et de régulariser l’onde diffractée dans Ω à
partir des données mesurées au bord et de réduire ainsi la taille du domaine de calcul ;

— la méthode AEI introduite à la Section 1.1 et qui repose sur un processus d’adaptation de
base et de maillage pour augmenter la précision et la stabilité de la reconstruction.

1.2.3 Le problème inverse

Principe de la méthode TRAC

Si on utilise le fait que l’équation des ondes est réversible en temps, l’onde diffractée inverse
uSR(t) := uS(T − t) est également solution de l’équation des ondes :

∂2
t u

S
R − c2

0∆uSR = 0 dans (0, T )× (Ω \O),

uSR(t) = uS(T − t) sur (0, T )× Γ,

uSR = ? sur (0, T )× ∂O,

munie de conditions initiales nulles (si T est suffisamment grand pour supposer que u est nulle
dans Ω pour t > T ). Cependant ce problème est indéterminé car on ne connait pas O et a fortiori
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Ω

Γ

ω

B̃B
O

Figure 1.5 – Définitions des domaines B, B̃ et ω utilisés dans la Section 1.2.

pas la condition à appliquer sur ∂O. On introduit donc B, une boule qui est supposée englober
entièrement l’obstacle O (voir Figure 1.5 pour les notations).

On reconstruit alors l’onde diffractée inverse dans Ω \B en résolvant
∂2
tw − c2

0∆w = 0 dans (0, T )× (Ω \B),

w(t, ·) = uS(T − t, ·) sur (0, T )× Γ,

TRAC(w) = 0 sur (0, T )× ∂B,

où on impose sur ∂B des conditions absorbantes (introduites par Engquist et Majda [1-24]),
retournées en temps, qui sont définies par :

TRAC(w) := ∂tw + c0∂νw − c0
w

2r
.

Dans [1-6], Assous, Kray et al montrent que, en première approximation, w cöıncide avec l’onde
diffractée inverse uSR. L’intérêt de la méthode TRAC est double :

— Elle permet de réduire les temps de calcul en remplaçant les mesures réelles sur Γ par des
données reconstruites sur ∂B,

— Elle a un fort pouvoir régularisant conduisant à des erreurs sur les données sur ∂B indé-
pendantes des erreurs de mesures sur Γ.

La méthode AEI

Soit B ⊂ R2 le domaine obtenu à la première étape grâce à la méthode TRAC et soit B̃
un autre domaine ouvert contenant strictement B. Nous introduisons ω = B̃ \ B, illustré sur
la Figure 1.5. Nous notons dobs(t, x) := uI(T − t, x) + w(t, x) l’onde totale reconstruite par la
méthode TRAC dans (T1, T2) × ω. Cette dernière est notre entrée pour le problème inverse,
différente de la mesure exacte d∗ associée à c∗ du fait de l’approximation faite par la méthode
TRAC et d’un bruit éventuel dans les mesures de uS sur Γ.

Nous considérons alors l’équation des ondes posée dans B̃ associée à des conditions de bord
de Dirichlet : 

∂2
t v −∇ · (c2(x)∇v) = 0 dans (T1, T2)× B̃,

v = dobs sur (T1, T2)× ∂B̃,
v(T1) = 0 et ∂tv(T1) = 0 dans B̃,

(1.10)

avec c2(x) = c2
0 + p(x)χB(x), pour tout x ∈ B̃, où χB est la fonction caractéristique de B.

Le temps T1 (respectivement T2) est le premier temps (resp. le dernier temps) pour lequel la
mesure dobs dans ω est non nulle. Nous avons 0 < T1 < T2 < T . Le problème inverse que nous
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considérons consiste alors à

Trouver p tel que la solution v du système (1.10) associée à p cöıncide avec dobs dans
(T1, T2)× ω.

Pour résoudre le problème inverse, nous cherchons le minimiseur de la fonctionnelle

J(p) =
1

2

∫ T2

T1

∫
ω
|v − dobs|2dxdt. (1.11)

Théorème 1.1. Le gradient de la fonctionnelle J définie en (1.11) est donné par

DJ(p, δp) = −
∫
B
δp(x)

(∫ T2

T1

∇v · ∇v∗dt
)
dx.

où v∗ est la solution du problème adjoint :
∂2
t v
∗ −∇ · (c2(x)∇v∗) =

{
v − dobs
0

dans (T1, T2)× ω,
dans (T1, T2)×B,

v∗ = 0 sur (T1, T2)× ∂B̃,
v∗(T2) = 0 et ∂tv

∗(T2) = 0 dans B̃.

(1.12)

Démonstration. Il suffit d’appliquer la méthode de l’adjoint introduite en Section 1.1.7 et de
construire alors l’opérateur adjoint M∗p . Pour cela, on remarque que ici Mpδp = δv|(T1,T2)×ω où
δv est solution de l’équation linéarisée

∂2
t δv −∇ · (c2(x)∇δv) = ∇ · (δp(x)χB∇v) dans (T1, T2)× B̃, (1.13)

avec des conditions initiales et de bord nulles. On calcule alors

DJ(p, δp) = (Mpδp,M(p)− dobs)D =

∫ T2

T1

∫
ω
δv(v − dobs)dxdt

=

∫ T2

T1

∫
B̃
δv(∂2

t v
∗ −∇ · (c2(x)∇v∗))dxdt,

où on a introduit v∗ la solution du problème adjoint (1.12). On peut alors intégrer par parties
et utiliser (1.13)

DJ(p, δp) =

∫ T2

T1

∫
B̃

(∂2
t δv −∇ · (c2(x)∇δv))v∗dxdt =

∫ T2

T1

∫
B̃
∇ · (δp(x)χB∇v)v∗dxdt

= −
∫
B
δp(x)

(∫ T2

T1

∇v · ∇v∗dt
)
dx = (δp,M∗p (M(p)− dobs))P
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1.2.4 Résultats numériques

Génération des données synthétiques

Afin de générer nos données synthétiques, nous utilisons une source ponctuelle en espace, à
support compact en temps. Nous choisissons une fonction de Ricker, voir [1-44] :

f(t) =


(

1− 2π2 (ν0t− 1)2
)
e−π

2(ν0t−1)2

, si t ∈ (0, Ts) et x = xs,

0, sinon,

(1.14)

où ν0 est la fréquence centrale du signal, xs est la position de la source en dehors du domaine Ω
et Ts est le temps d’émission de la source.

Nous définissons λ la longueur d’onde correspondant à ν0. Le domaine de calcul global D est
alors une boule de rayon 10λ, la source ponctuelle étant au bord de ce domaine, tandis que Ω
est une boule concentrique de rayon 5λ. A l’intérieur du domaine, nous avons une inclusion de
taille caractéristique de l’ordre de λ. La vitesse de propagation exacte dans le milieu est choisie
de la manière suivante :

c2
∗ =

{
1 dans R2 \O,

3 dans O.
(1.15)

Pour discrétiser le problème direct, nous utilisons une méthode d’éléments finis P1 en espace,
sur un maillage conforme à la forme de l’inclusion O et un schéma saute-mouton en temps. La
taille caractéristique du maillage est h = λ/10 et la CFL est prise égale à

√
2/8. Pour appliquer

la méthode TRAC, nous choisissons de prendre B comme une boule de rayon 1.4λ autour de
l’inclusion et B̃ comme la boule concentrique de rayon 2λ. Nous travaillons alors avec un nouveau
maillage, conforme au domaine B et indépendant de celui utilisé pour le problème direct.

Pour résoudre le problème inverse, nous discrétisons les équations (1.10) en espace avec des
éléments finis de Lagrange P1 sur le maillage de B̃. Sur la Figure 1.6, nous illustrons la réduction
de la taille du domaine obtenue grâce à l’utilisation de la méthode TRAC : de 10λ (Figure 1.6
(a)) pour le domaine de calcul D contenant la source à 1.4λ (Figure 1.6 (d)) pour la zone B où
est résolu le problème inverse. Nous réduisons ainsi le nombre de degrés de liberté de 138678 à
2448. En temps, nous discrétisons les équations (1.10) en utilisant un schéma implicite centré.
Puisque le schéma est implicite, nous n’avons pas besoin de satisfaire une condition de stabilité
et pouvons réduire le nombre de pas de temps. De plus, le temps total de simulation vaut
maintenant T2−T1 < T grâce à la réduction de la taille du domaine, qui permet de ne propager
l’onde incidente que depuis ∂B̃. Finalement, nous avons divisé le temps de calcul total par plus
de 500.

Pour résoudre le problème inverse, nous utilisons l’Algorithme 1.1 de la méthode AEI avec
une base de L = 100 fonctions propres. Nous utilisons les fonctions incluses dans FreeFem++
pour résoudre le problème aux valeurs propres (1.4), pour l’adaptation de maillages et pour
l’Algorithme 2.1 du BFGS avec une erreur de convergence ε = 5 · 10−4.

Reconstruction numérique par la méthode AEI

Comme première illustration, nous regardons le cas où l’inclusion O est un disque de rayon
λ. Sur la Figure 1.7, nous montrons le coefficient exact et le coefficient retrouvé dans le domaine
de calcul D complet. Cela permet de montrer qu’à cette échelle, les deux résultats sont très
similaires. Sur la Figure 1.8, nous traçons les itérations successives de l’Algorithme 1.1 de la
méthode AEI en faisant un zoom sur B, là où nous résolvons réellement le problème inverse.
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(a) (b) (c) (d)

Figure 1.6 – Illustration de la réduction de la taille du domaine : (a) maillage pour le problème
direct, conforme à l’inclusion O (ici un pentagone), rayon R = 10λ, 138678 noeuds ; (b) maillage
pour la méthode TRAC conforme avec Γ et B, rayon R = 5λ, 31383 noeuds ; (c) maillage pour
le problème inverse dans B̃, conforme au domaine B, rayon R = 2λ, 2448 noeuds ; (d) maillage
pour retrouver p dans B, rayon R = 1.4λ, 3573 noeuds.

(a) (b)

Figure 1.7 – Résultat de la reconstruction dans le domaine complet D : (a) le coefficient exact
p∗, (b) le coefficient p(4) retrouvé à la dernière itération de l’Algorithme 1.1.

Nous observons à chaque itération une amélioration de la reconstruction de la forme et des
propriétés de l’inclusion.

Nous présentons également les résultats obtenus pour un pentagone sur la Figure 1.9 et pour
une ellipse trouée sur la Figure 1.10 en présence de bruit dans les données. Grâce au pouvoir
régularisant de la méthode TRAC, le résultat dépend peu du niveau de bruit. Sur ces figures, nous
avons superposé la forme du coefficient exact, qui était bien sûr inconnue, sur ceux reconstruits.
Signalons également que les échelles de couleur sont les mêmes pour toutes les figures, ce qui
permet de constater que le coefficient reconstruit a la bonne intensité à l’extérieur comme à
l’intérieur de l’inclusion.

Les erreurs, calculées par la formule (1.9), sont reportées dans les Figures correspondantes.
Finalement, la Figure 1.11 présente les maillages pour chaque exemple obtenus à la dernière
itération de l’Algorithme 1.1. Ces maillages sont raffinés près de l’interface de l’inclusion et
conservent le même nombre de degrés de liberté que les maillages initiaux.
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(a) erreur = 4.32% (b) erreur = 2.57% (c) erreur = 1.99% (d) erreur = 1.60%

Figure 1.8 – Reconstruction de la forme et des propriétés d’un disque pénétrable en utilisant la
méthode AEI de l’Algorithme 1.1 : (a) Résultat obtenu à l’Etape k=1. (b) Résultat obtenu à
l’Etape k=2. (c) Résultat obtenu à l’Etape k=3. (d) Résultat obtenu à l’Etape k=4.

(a) (b) error = 1.73% (c) error = 1.92%

Figure 1.9 – Reconstruction de la forme et des propriétés d’un pentagone en utilisant les
méthodes TRAC et AEI : (a) Vitesse de propagation exacte p∗ à l’extérieur et à l’intérieur
de l’inclusion. (b) Résultat obtenu à partir des données exactes. (c) Résultat obtenu à partir des
données bruitées de 20%.

1.3 Application à la diffraction électromagnétique inverse

1.3.1 Introduction

Dans cette section, nous nous intéressons à la résolution numérique d’un problème inverse en
électromagnétisme. Plus précisément, nous considérons le problème de détermination de l’indice
de réfraction d’un milieu, c’est-à-dire de la permittivité diélectrique (partie réelle) et de la
conductivité électrique (partie complexe), à partir d’un nombre fini M ∈ N∗ de mesures du
champs au bord. Les équations sont les équations de Maxwell dans le domaine fréquentiel dans
un ouvert borné en deux dimensions. Pour des raisons en lien avec l’application qui sera présentée
à la section suivante, nous nous restreignons à une seule fréquence d’émission.
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(a) (b) erreur = 2.81% (c) erreur = 2.95%

Figure 1.10 – Reconstruction de la forme et des propriétés d’une ellipse trouée en utilisant les
méthodes TRAC et AEI : (a) Vitesse de propagation à l’extérieur et à l’intérieur de l’inclusion
O. (b) Résultat obtenu à partir des données exactes. (c) Résultat obtenu à partir des données
bruitées de 20%.

Figure 1.11 – Maillages construits avec FreeFem++ à l’Etape 4 de l’adaptation.

1.3.2 Quelques références sur les méthodes de diffraction électromagnétique
inverse

D’un point de vue mathématique, le problème inverse considéré est très mal posé. En effet,
on sait que l’indice de réfraction n’est entièrement déterminé que par la connaissance complète
de l’opérateur Dirichlet-Neuman sur tout le bord (e.g. Ola, Päıvärinta et Somersalo [1-53], Caro,
Ola et Salo [1-15], Kenig, Salo et Uhlman [1-38])

Plusieurs auteurs se sont intéressés à la détection d’inhomogénéités dans les paramètres
électromagnétiques d’un milieu. Ammari et al (e.g. [1-2,1-3]) ont introduit des méthodes asymp-
totiques pour reconstruire des obstacles de petite amplitude. Ceci a conduit à la construction
de méthodes numériques pour la localisation des défauts (e.g. Ammari et al [1-1], Asch et Me-
fire [1-4], Darbas et Lohrengel [1-21]).

D’autres méthodes de diffraction inverse ont été appliquées avec succès en électromagné-
tisme : sans être exhaustif, nous pouvons citer la linear sampling par Haddar et Monk [1-33],
une méthode de Newton préconditionnée initiée par Hohage [1-35], ou la regularized recursive
linearization method proposée par Bao et Li [1-9].

1.3.3 Le problème inverse

Soit Ω un domaine borné de R2 de frontière Γ régulière. Nous notons µ0 et ε0 les perméabilité
et permittivité du vide. Nous supposons que Ω est rempli d’un matériau non magnétique (i.e.
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perméabilité constante µ = µ0) et isotrope de permittivité diélectrique ε∗ et de conductivité
électrique σ∗. Nous considérons une dépendance en temps harmonique. Ainsi le champ électrique
E satisfait l’équation suivante, posée dans le domaine fréquentiel

∇× (∇× E)− κ2p∗E = 0, dans Ω, (1.16)

où κ = ω
√
ε0µ0 est le nombre d’onde et la fonction

p∗(x) =
1

ε0

(
ε∗(x) + i

σ∗(x)

ω

)
, x ∈ Ω, (1.17)

est l’indice de réfraction du milieu, inconnue que l’on cherche à retrouver. Nous imposons la
condition de bord

(∇× E)× ν = g, sur Γ. (1.18)

Les résultats d’existence et d’unicité pour le problème (1.16)-(1.18) peuvent être trouvés
dans Colton et Kress [1-20]. Pour 1 ≤ j ≤ M , nous notons Ej [p] la solution de (1.16)-(1.18)
associée à l’indice de réfraction p et à une condition de bord gj donnée. Le problème inverse qui
nous intéresse est le suivant :

Etant donnée une fréquence ω > 0, nous voulons reconstruire le coefficient exact p∗(x), x ∈ Ω,
défini par (1.17), à partir de mesures dobsj de Ej [p∗]×ν sur une partie Γ0 du bord, pour 1 ≤ j ≤M .

Le problème s’écrit sous la forme d’un problème d’optimisation, à savoir la minimisation de
la fonctionnelle suivante

F (p) =
1

2

M∑
j=1

∫
Γ0

|Ej [p]× ν − dobsj |2dγ. (1.19)

Grâce à la méthode de l’adjoint présentée en Section 1.1.7, on peut obtenir le résultat suivant :

Théorème 1.2. Le gradient de la fonctionnelle F définie en (1.19) au point p et dans la
direction δp est donné par

DF (p, δp) = −κ2<
( M∑
j=1

∫
Ω
δpEj [p] · E∗j [p]dx

)
, (1.20)

où < désigne la partie réelle et E∗j est la variable adjointe, solution du problème :

∇× (∇× E∗j )− κ2pE∗j = 0, dans Ω, (1.21)

avec les conditions de bord

(∇× E∗j )× ν =

{
(Ej [p]× ν − dobsj )× ν, sur Γ0,

0, sur Γ \ Γ0.
(1.22)

1.3.4 Résultats numériques

Génération des données synthétiques

Le domaine Ω est le cercle unité. La partition de sa frontière est illustrée sur la Figure
1.12 (a). Les observations sont collectées sur la partie Γ0 := {(cos(t), sin(t)), t ∈ [γπ, 2π]} où le
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paramètre γ ∈ [0, 2[. Nous cherchons des coefficients constants par morceaux

p∗ =

{
p1 dans O,
p0 dans Ω \O,

où p0 et p1 sont des nombres complexes constants.

Ω

Γ0

Γ \ Γ0

(a) Zone d’observation Γ0. (b) Maillage triangulaire utilisé.

Figure 1.12 – Domaine de calcul utilisé dans les exemples.

Pour 1 ≤ j ≤M , nous choisissons une onde incidente plane

Einc
j (x) = η⊥j e

iκ
√
p0ηj ·x, (1.23)

de vecteur d’onde ηj = (cos(2(j−1)π/M), sin(2(j−1)π/M))t. Le vecteur η⊥j est un vecteur uni-
taire orthogonal à ηj et

√
p0 est la racine carrée définie sur les nombres complexes. Des exemples

de telles ondes planes sont illustrés sur la Figure 1.13. Les ondes incidentes sont atténuées par
les propriétés dissipatives du milieu.

Les données synthétiques dobsj sont obtenues en résolvant le problème direct (1.16)-(1.18) pour

le coefficient exact p∗ et les données au bord gj := (∇×Einc
j )× ν. Nous adoptons des éléments

finis d’arête de Nédélec du premier ordre [1-52] qui fournissent des espaces d’approximation
naturels pour H(curl; Ω), espaces dans lequel le problème (1.16) est bien posé. Les fonctions de
base sont associées aux arêtes du maillage. Les données d’entrée du problème inverse sont alors
les M couples (dobsj , gj), j = 1, . . . ,M .

Reconstruction numérique par la méthode AEI

On applique la méthode AEI de l’Algorithme 1.1 à la minimisation de la fonctionnelle (1.19).
Le nombre L de fonctions propres utilisées dans l’expansion (1.3) est déterminé automatiquement
de la manière suivante. A chaque étape k de la méthode AEI, nous débutons avec L = 1 et nous
l’augmentons de 10 en 10. Nous arrêtons quand le fait d’ajouter 10 fonctions propres à la base
ne permet pas de diminuer de manière significative la valeur de la fonctionnelle F . Ainsi, nous
fixons L(k) à la première valeur L telle que le critère d’arrêt suivant soit satisfait :

F (p(k)[L])− F (p(k)[L+ 10])

F (p(k)[L])
< θ, (1.24)

où θ > 0 dépend du niveau de bruit δ qui est supposé connu a priori.
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(a) j = 7, ω = 2π108Hz,
p0 = 1 + i

(b) j = 13, ω = 6π108Hz,
p0 = 1 + i/3

(c) j = 2, ω = 10π108Hz,
p0 = 1 + 0.2i

Figure 1.13 – Ondes incidentes utilisées pour illuminer le domaine.

A chaque itération de la minimisation, afin d’évaluer le gradient DF , nous résolvons les 2M
EDP (celles pour calculer Ej et Gj pour 1 ≤ j ≤ M) en parallèle grâce à MPI. Le Tableau 1.1
rassemble les valeurs numériques utilisées dans les exemples. Dans toutes les figures, l’échelle de

ω γ M α ε θ ε0 µ0

2π108 Hz 0.1 16 0 10−3 10−3 8.85 10−12F.m−1 4π 10−7H.m−1

Tableau 1.1 – Valeurs des variables fixées pour les exemples.

couleur, représentée sur la Figure 1.14 est la même.

Figure 1.14 – Echelle de couleur pour les figures de la Section 1.3.

Nous mettons en place le processus d’adaptation pour récupérer le coefficient exact p∗ suivant

p∗ =

{
2 + 2i dans O,
1 + i dans Ω \O,

où l’obstacle est une ellipse O := {(x1, x2) ∈ R2|(x1−0.2)2 +0.7(x2 +0.1)2 ≤ 0.09}. Nous traçons
sur la Figure 1.15 les coefficients reconstruits successivement p(k), k ∈ J1, 4K, ainsi que la valeur
de l’erreur errp qui décroit à chaque étape. On constate que la première étape de la méthode
AEI permet de localiser la perturbation dans les coefficients électromagnétiques, et les autres
étapes de retrouver sa forme et sa valeur. Pour les étapes 1 à 4, la dimension L(k) des espaces
propres est de 71,41,51 et 51, et le nombre correspondant d’itérations BFGS est de 100, 34, 13 et
7. Le temps de calcul total est de 5592, 1840, 831 et 578 secondes, incluant celui de la recherche
du L(k). Le nombre de sommets de chaque maillage adapté est d’environ 30 000.

Sur la Figure 1.16, nous présentons les résultats obtenus à l’Etape k = 4 à partir de don-
nées bruitées pour différents niveaux de bruit suivant la formule (1.8). Comme on pouvait s’y
attendre, l’erreur de reconstruction augmente avec le bruit mais reste stable. Les résultats sont
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Etape k = 1 Etape k = 2 Etape k = 3 Etape k = 4

1.61% 1.15% 0.5% 0.39%

Figure 1.15 – Application de la méthode AEI pour récupérer une fonction constante par mor-
ceaux en l’absence de bruit. Pour chaque étape k ∈ J1, 4K de l’Algorithme 1.1, on représente de
haut en bas : le maillage, la partie réelle de p(k) en vue 2d, la partie réelle de p(k) en vue 3d et
l’erreur finale errp définie en (1.9).

satisfaisants même avec 10% de bruit.

Comme précisé en introduction, ce travail était une étape préliminaire, qui consistait à va-
lider l’utilisation de la méthode AEI pour les équations de Maxwell en 2d sur des exemples
académiques, afin de l’utiliser ensuite dans le cadre du projet que j’expose dans la section sui-
vante.

1.4 Imagerie micro-onde pour la détection des accidents vascu-
laires cérébraux

1.4.1 Introduction

Un accident vasculaire cérébral (AVC) est une défaillance de la circulation du sang qui
affecte une région plus ou moins importante du cerveau. Il existe deux sortes d’AVC illustrés sur
la Figure 1.17. Le plus courant que l’on rencontre dans 85% des cas est l’AVC ischémique. Il est
lié à l’obstruction d’un vaisseau sanguin par un caillot de sang, ce qui entrâıne une diminution
de la circulation sanguine et provoque la mort des cellules nerveuses alors privées d’oxygène.
L’AVC hémorragique quand à lui est causé par la rupture d’un vaisseau sanguin entrâınant une
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(a) (b) erreur = 0.34% (c) erreur = 0.55% (d) erreur = 1.99%

Figure 1.16 – Reconstruction d’une ellipse en utilisant la méthode AEI : (a) Coefficient exact
<(p∗). (b) Permittivité reconstruite <(p(4)) avec 2% de bruit dans les données et θ = 5.10−3.
(c) Permittivité reconstruite <(p(4)) avec 5% de bruit dans les données et θ = 1.10−2. (d)
Permittivité reconstruite <(p(4)) avec 10% de bruit dans les données et θ = 5.10−2.

hémorragie à l’intérieur du cerveau.

Le fait de pouvoir rapidement détecter l’AVC est d’une importance fondamentale dans la
survie du patient. Plus le traitement est rapide et plus les dommages seront réversibles et les
chances de récupération élevées. Mais il est aussi primordial au moment du diagnostic de savoir
de quel type d’AVC il s’agit. En effet, dans le cas d’un AVC ischémique, on pourra injecter en
intraveineuse un fluidifiant afin de dissoudre le caillot. Mais cette thrombolyse peut entrâıner le
décès du patient dans le cas d’un AVC hémorragique.

Pour différencier une ischémie d’une hémorragie on utilise le scanner (computerized tomo-
graphy scan) ou l’IRM (imagerie par résonance magnétique). Ces deux techniques fournissent
des images de grande qualité, avec une résolution de l’ordre du millimètre et un diagnostic très
fiable. Par contre, ces modalités d’acquisition sont couteuses et ne sont accessibles que dans les

(a) AVC ischémique (b) AVC hémorragique

Figure 1.17 – Illustration des deux types d’accidents vasculaires cérébraux
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Figure 1.18 – Technologie envisagée (reproduit avec la permission de la société EMTensor).

services médicaux spécialisés. Sachant que chaque minute compte dans la prise en charge d’un
AVC, il n’est pas étonnant que l’on cherche des techniques alternatives : l’imagerie micro-onde
(ou tomographie électromagnétique haute fréquence) en fait partie.

1.4.2 Références sur les méthodes d’imagerie micro-onde

L’imagerie micro-onde présente de nombreux avantages, comme d’être rapide, portable et
relativement peu couteuse. Par ailleurs, elle utilise des signaux micro-ondes de basse intensité
de l’ordre de 1 mWatt appliqués à la tête durant 2 à 2.5 secondes, plus faibles que ceux émis par
un téléphone portable au cours d’un appel. Cette modalité repose sur le fait que les deux types
d’AVC entrainent des variations opposées dans les propriétés diélectriques des tissus atteints,
variations que l’on est capable de différencier aux hautes fréquences (autour de 1GHz).

C’est ainsi que plusieurs sociétés dont EMTensor GmbH (Vienne, Autriche) [1-58] avec qui
nous avons collaboré dans le cadre de l’ANR MEDIMAX orientent leurs efforts vers le déve-
loppement de dispositifs médicaux d’acquisition de mesures électromagnétiques. Ces derniers
pourraient idéalement être installés dans les véhicules d’intervention et permettre de poser le
diagnostic avant l’arrivée aux urgences (voir Figure 1.18).

Depuis le travail séminal en imagerie micro-onde par Lin et Clarke [1-42], d’autres méthodes
ont vu le jour. Elles peuvent se classer en deux catégories : les méthodes qualitatives [1-47,
1-59, 1-62, 1-63] qui sont rapides mais ne permettent pas de différencier entre les deux types
d’AVC et les méthodes quantitatives basées sur la minimisation d’une fonctionnelle de coût non
linéaire [1-37, 1-53] et qui souffrent de temps de calculs élevés. Il y a ainsi une forte demande
de méthodes qui soient quantitatives mais également suffisamment rapides pour permettre un
diagnostic d’urgence ou un suivi pendant le traitement.

1.4.3 Le problème direct

Dispositif expérimental

Le prototype développé par EMTensor GmbH (voir Figure 1.19 (b)) est une chambre métal-
lique de 28.5 cm de diamètre et de 28 cm de hauteur, composée de 5 anneaux de 32 antennes,
qui sont des guides d’onde rectangulaires en céramique. La tête du patient est insérée dans la
chambre représentée sur la Figure 1.19 (a). La chambre est remplie d’un liquide de transmission
et une membrane plastique permet d’isoler la tête.

Chaque antenne émet successivement un signal de fréquence fixe, typiquement de 1 GHz.
L’onde électromagnétique se propage dans la chambre et au travers de l’objet à imager en
fonction de leurs propriétés électromagnétiques. Les données récupérées sont les coefficients de
diffraction mesurés par les 160 antennes réceptrices. Le faible nombre de données de sortie permet
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(a) (b) (c)

Figure 1.19 – (a) Principe de fonctionnement de l’appareil de mesure. (b) Prototype développé
par EMTensor. (c) Le domaine de calcul correspondant.

un envoi rapide à un centre de calcul externe, où les machines HPC pourront calculer les images
3d du cerveau du patient et les transmettre à l’hôpital, voir Figure 1.18.

Modélisation

Notons Ω ⊂ R3 le domaine représentant l’intérieur de la chambre (voir Figure 1.19 (c)).
Dans Ω, nous considérons un matériau diélectrique linéaire, isotrope, non-magnétique, dissipatif
et hétérogène, de permittivité diélectrique ε∗(x) > 0 et de conductivité électrique σ∗(x) ≥ 0.
Chaque antenne j = 1, . . . ,M émet un signal périodique en temps de fréquence angulaire ω et
d’amplitude complexe Ej(x) solution des équations de Maxwell :

∇× (∇× Ej)− µ0(ω2ε∗ − iωσ∗)Ej = 0 dans Ω. (1.25)

On introduit alors p∗ = µ0(ω2ε∗ − iωσ∗) et la permittivité complexe relative εr donnée par la
relation εrε0 = ε∗ − iσ∗ω .

Concernant les conditions de bord, l’équation (1.25) est munie de conditions de type conduc-
teur parfait sur les murs métalliques Γm et de conditions d’impédance sur les sections de sortie
Γj , resp. Γi des guides d’onde émetteurs j et recepteurs i = 1, . . . ,M , i 6= j (voir e.g. [1-10]) :

∇× (∇× Ej)− µ0(ω2ε∗ − iωσ∗)Ej = 0 dans Ω,

Ej × ν = 0 sur Γm,

(∇× Ej)× ν + iβν × (Ej × ν) = gj sur Γj ,

(∇× Ej)× ν + iβν × (Ej × ν) = 0 sur Γi, i 6= j.

(1.26)

Ici β est le nombre d’onde correspondant à la propagation d’un mode fondamental dans le
guide d’onde.

Calcul des paramètres de diffraction

Afin de calculer les homologues numériques des paramètres de réflexion et de transmission
obtenus par les appareils de mesure, nous utilisons la formule suivante qui est adaptée dans le
cas de guides d’onde ouverts :

Sij =

∫
Γi

Ej · E0
i dγ∫

Γi

|E0
i |2dγ

, i, j = 1, . . . ,M, (1.27)
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où E0
i est un mode fondamental du i-ème guide d’onde récepteur et Ej est la solution du

problème (1.25) où le j-ème guide d’onde émet le signal. Les Sij pour i 6= j sont les paramètres
de transmission et les Sjj sont les paramètres de réflexion.

Sur la Figure 1.20 nous comparons les paramètres de transmission calculés par la simulation
avec un ensemble de mesures obtenues par EMTensor. Pour ce cas test, la chambre est rem-
plie d’un liquide de transmission homogène pour lequel la permittivité relative complexe à la
fréquence de f = 1 GHz est εgel

r = 44− 20i .
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Figure 1.20 – L’amplitude normalisée en dB (a) et la phase en degrés (b) des paramètres de
transmission calculés par la simulation et mesurés expérimentalement.

1.4.4 Le problème inverse

Nous notons Ej [p] la solution du problème direct (1.26) associé à un paramètre p = µ0(ω2ε−
iωσ). Les paramètres de diffraction correspondants seront notés Sij [p] (1.27) pour i, j = 1, . . . ,M .
Le problème inverse que nous considérons est le suivant :

Trouver la permittivité diélectrique ε et la conductivité σ dans Ω, de telle sorte que la solu-
tion Ej [p] conduise à des paramètres de diffraction Sij [p] qui cöıncident avec les paramètres de
diffraction mesurés Sobsij , pour i, j = 1, . . . ,M .

On cherche alors à minimiser la fonctionnelle

F (p) =
1

2

M∑
j=1

M∑
i=1

∣∣Sij [p]− Sobsij

∣∣2∣∣Sempty
ij

∣∣2 +
α

2

∫
Ω
|∇p|2, (1.28)

où les Sobsij correspondent aux mesures de Sij [p∗], éventuellement bruitées, et les Sempty
ij sont les

paramètres calculés par simulation dans la chambre uniquement remplie de liquide de transmis-
sion, sans objet à l’intérieur. Dans cette section, nous n’utilisons pas encore la méthode AEI pour
discrétiser et régulariser le problème. Ainsi, on ajoute le terme de régularisation de Tikhonov
(voir Section 1.1.2) qui permet de réduire les effets de bruit dans les données. Le paramètre de
régularisation α est pour l’instant choisi empiriquement pour assurer un bon compromis entre
la réduction des effets du bruit et l’obtention d’une image reconstruite pertinente.
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Nous calculons la différentielle de F dans une direction arbitraire δp grâce à la méthode de
l’adjoint (rappelée en 1.1.7)

DF (p, δp) = <

∫
Ω
δp

M∑
j=1

Ej · Fj

+ α

∫
Ω
∇δp · ∇p,

où nous avons introduit la solution Fj [p] du problème adjoint suivant :

∇× (∇× Fj)− pFj = 0 dans Ω,

Fj × ν = 0 sur Γm,

(∇× Fj)× ν + iβν × (Fj × ν) =
(Sij [p]− Sobsij )∫

Γi

|E0
i |2

E0
i sur Γi , i = 1, . . . ,M,

(1.29)

Les résultats numériques présentés à la Section 1.4.5 sont obtenus en utilisant l’algorithme
d’optimisation L-BFGS (variante optimisée du BFGS décrit en 1.1.7). Chaque évaluation de F
nécessite la résolution du problème direct (1.26) tandis que le calcul du gradient nécessite la
solution du problème direct (1.26) mais également celle du problème adjoint (1.29). Cependant,
les problèmes directs et adjoints utilisent le même opérateur permettant de n’assembler la matrice
qu’une seule fois.

1.4.5 Résultats numériques

Simulation directe d’un AVC hémorragique en utilisant un modèle de tête virtuelle

Le modèle numérique de tête virtuelle provient d’images scanner et d’IRM et consiste en
une carte de la permittivité de 362 × 434 × 362 points. La Figure 1.21 (a) montre une coupe
sagittale de la tête. Pour la simulation, la tête est immergée dans la chambre présentée sur la
Figure 1.21 (b). Afin de simuler un AVC hémorragique, on ajoute un ellipsöıde dans lequel la
valeur de la permittivité complexe εr a été augmentée à 68 − 44i et nous simulons l’évolution
de l’AVC hémorragique en augmentant la taille de l’ellipsöıde. Les données synthétiques sont
obtenues en résolvant le problème direct sur un maillage composé de 17.6 millions de tétraèdres
(correspondant approximativement à 20 points par longueur d’onde).

(a) (b)

Figure 1.21 – (a) Coupe sagittale de la tête. (b) Tête virtuelle immergée dans la chambre de
mesure, comportant un AVC hémorragique simulé sous la forme d’un ellipsöıde.
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Reconstruction d’un AVC hémorragique à partir de données synthétiques.

Nous ajoutons du bruit sur les parties réelles et imaginaires des paramètres Sobsij (10% de bruit
additif Gaussien). Nous utilisons une approximation linéaire par morceaux pour le coefficient
p, défini sur le même maillage que celui utilisé pour résoudre les problèmes direct et inverse.
Chaque reconstruction est initialisée par la solution correspondant au liquide de transmission
seul, en l’absence de tout objet dans la chambre, et s’arrête pour un critère de convergence de
10−2 sur la valeur de la fonctionnelle de coût, ce qui prend environ 30 itérations du L-BFGS.
La Figure 1.22 montre la partie imaginaire des permittivités exacte et reconstruite pour trois
étapes d’évolution de l’AVC hémorragique : (a) sain, (b) petit et (c) grand AVC.

(a) (b) (c)

Figure 1.22 – En haut : partie imaginaire de la permittivité exacte pour le cerveau sain (a),
avec un petit (b) ou un grand (c) AVC (indiqué par une flèche noire). En bas : reconstructions
correspondantes obtenues par résolution du problème inverse.

Il est difficile de quantifier la qualité de la reconstruction pour des techniques d’imagerie de
faible résolution comme l’imagerie micro-onde. Bien qu’il soit connu que l’imagerie micro-onde
n’est pas une technique suffisamment précise pour retrouver les fines hétérogénéités du cerveau,
nous observons que les images reconstruites permettent de suivre l’apparition et l’évolution de
l’AVC hémorragique, ainsi que de caractériser le sens de variation des coefficients diélectriques
du cerveau et ainsi de différencier entre les différents types d’AVC.

1.4.6 Conclusion

Par un exemple numérique dans une configuration réaliste, nous illustrons ainsi la capacité
des techniques d’imagerie micro-onde à détecter et suivre l’évolution des AVC. Les résultats ont
été obtenus sur le super calculateur Curie. Nous avons développé un outil qui permet de recons-
truire une image du cerveau en moins de 2 minutes en utilisant 4096 coeurs. Cette étude a été
possible grâce au calcul massivement parallèle et facilitée par l’utilisation des outils FreeFem++
et HPDDM développés par des membres du projet ANR. Ce temps de calcul est suffisamment
faible pour envisager des applications en diagnostic rapide ou en suivi d’AVC à l’hôpital. La pro-
chaine étape serait la mise en place de la méthode AEI dans cet exemple, ainsi que la validation
de ces résultats sur des données cliniques.
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1.5 Perspectives

Depuis les premiers travaux, plusieurs auteurs ont travaillé au développement, à l’étude
et à la mise en oeuvre de la méthode AEI pour des problèmes inverses, en combinaison avec
d’autres approches originales. Cela a commencé par les travaux de thèse de Nahum [1-49] qui
s’est intéressé à l’utilisation de l’approche dans le domaine fréquentiel. Il a tout d’abord montré
que dans le cas où p∗ présente des discontinuités jusqu’au bord du domaine Ω (voir un exemple
sur la Figure 1.23), il est judicieux d’adapter également ϕ0 et de le choisir comme la solution de{

−∇ · (A(x)∇ϕ0) = 0, dans Ω,

ϕ0 = p∗, sur ∂Ω,

avec le même choix de A que pour (1.4). Mais il a surtout mis en évidence que l’opérateur

Figure 1.23 – Illustration empruntée à Baffet et al [1-7]. Un exemple de coefficient p∗ constant
par morceaux présentant des obstacles (courbes de discontinuité fermées) et des lignes de dis-
continuité allant jusqu’au bord du domaine.

elliptique (1.4) associé à la matrice A (1.5) pour r = 1 est une linéarisation du gradient du
terme de régularisation utilisé dans l’approche Total Variation penalized [1-56] :

R(p) =

∫
Ω
|∇p|dx, .

Cette régularisation est bien connue en traitement d’images pour être capable d’éliminer le bruit
d’une image tout en préservant la netteté des contours. Il n’est pas surprenant que la base AE
hérite de propriétés similaires.

Dans Grote, Kray et Nahum [1-29], ils proposent de combiner la méthode AEI avec un
processus de frequency stepping qui consiste à augmenter itérativement la fréquence d’émission,
avec des résultats très positifs. Ce travail a été étendu à la récupération simultanée de plusieurs
paramètres dans Grote et Nahum [1-30]. Dans Graff, Grote, Nataf et Assous [1-28], les auteurs
combinent la méthode TRAC présentée en Section 1.2, la méthode AEI et une technique de
séparation de sources qu’ils ont développée. Plus récemment, Nahum, Seppi et Cattin [1-50]
appliquèrent la méthode AEI dans le contexte de l’endoscopie et Faucher, Scherzer et Barucq [1-
25] en imagerie sismique.

Dernièrement, la méthode a également été étendue à d’autres types de problèmes mal posés,
celui de l’optimisation topologique par Sanders, Bonnet et Aquino [1-57] et celui de la segmen-
tation d’images médicales par Nahum et Cattin [1-51]. Dans ces cas, il n’est plus question de
résoudre un problème inverse associé à une EDP au travers de la minimisation d’une fonction-
nelle telle (1.1). Néanmoins, l’idée AEB d’utiliser la paramétrisation (1.3) sur la base de vecteurs
propres de l’opérateur (1.4) et de l’adapter au cours des itérations est utilisée. Tous ces travaux
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laissent entrevoir la possibilité d’appliquer la méthode à d’autres domaines et en particulier
j’aimerais faire le lien avec les nombreuses méthodes de régularisation existant en traitement
d’images, étude déjà initiée dans [1-30] et [1-25]. Un stage de M2 sur ce sujet débutera en
septembre 2020.

Enfin, dans [1-7], Baffet, Grote et Tang proposent une toute première analyse théorique des
propriétés de la paramétrisation AEB (ou AS pour Adaptive Spectral) dans l’approximation des
fonctions constantes par morceaux. Ils démontrent en particulier que les premières fonctions
propres sont alors presque constantes par morceaux, en ce sens que leurs gradients sont petits
en dehors d’un voisinage des lignes de discontinuités (voir Figure 1.24). Ils proposent également
un critère pour adapter la dimension K de l’espace de recherche. Malgré ces avancées, il reste
encore beaucoup de choses à comprendre, en particulier pourquoi le processus adaptatif permet
d’améliorer les approximations successives de la solution.

Figure 1.24 – Illustration empruntée à Baffet et al [1-7]. Les fonctions propres de l’opérateur
(1.4) pour r = 1 dans le cas idéal où p(1) = p∗ donné sur la Figure 1.23.
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Chapitre 2

La méthode C-bRec : une méthode de
reconstruction globalement convergente

Dans ce chapitre, je présente la méthode C-bRec (pour Carleman based Reconstruction)
développée avec Lucie Baudouin et Sylvain Ervedoza pour résoudre des problèmes inverses de
détermination de coefficients dans des équations aux dérivées partielles d’évolution. L’originalité
de la méthode est l’utilisation d’une inégalité de Carleman, outil théorique jusqu’alors unique-
ment destiné à démontrer le caractère bien posé du problème inverse, dans la construction de
la méthode numérique. De plus, nous prouvons que cette méthode est globalement convergente,
c’est-à-dire qu’elle converge vers la solution exacte quelque soit la donnée initiale. En ce sens,
elle remédie au problème des minima locaux (problématique (P5) présentée dans le préambule
de ce manuscrit) dont souffrent les méthodes de type moindre carrés classiquement utilisées pour
résoudre les problèmes inverses. La méthode a été présentée initialement dans [A1, A4] dans le
cas de la récupération d’un potentiel dans l’équation des ondes. Cet exemple sera utilisé pour
illustrer les fondements de la méthode C-bRec à la Section 2.1, ainsi que pour introduire les
différents défis numériques liés à son implémentation à la Section 2.2. Récemment, nous avons
généralisé l’approche à d’autres cas : d’une part à la récupération de la vitesse de propagation
de l’onde avec Axel Osses [A11], ce qui sera l’objet de la Section 2.3 et d’autre part à la récupé-
ration d’un terme source dans une équation de réaction-diffusion avec Muriel Boulakia et Erica
Schwindt [A10]. C’est ce que je présenterai en Section 2.4. Afin que la présentation reste concise,
les démonstrations des propositions sont omises et certains énoncés sont simplifiés (hypothèses
plus fortes, résultat affaibli, notations allégées de la dépendance des variables) sans néanmoins
en sacrifier la rigueur. Les résultats numériques de ce chapitre ont été implémentés en langage
Python et les codes sont disponibles sur simple demande.

2.1 Fondements de la méthode illustrés sur un exemple

Nous illustrons dans cette section les principes fondamentaux de la méthode C-bRec sur
l’exemple le plus simple, celui de la récupération d’un potentiel dans une équation des ondes.

43
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2.1.1 Introduction

Soit Ω un domaine borné régulier de Rn, n ≥ 1, et T > 0. Nous considérons l’équation des
ondes avec potentiel 

∂2
t u−∆u+ p(x)u = f, dans (0, T )× Ω,
u = g, sur (0, T )× ∂Ω,
u(0) = u0, ∂tu(0) = u1, dans Ω.

(2.1)

Le caractère bien posé du problème direct est assuré par le résultat suivant :

Théorème 2.1 (Lasiecka-Lions-Triggiani [2-31]). On suppose que p ∈ L∞(Ω), f ∈
L1(0, T ;L2(Ω)), g ∈ H1((0, T ) × ∂Ω), u0 ∈ H1(Ω) avec u0(x) = g(0, x) et u1 ∈ L2(Ω).
Alors il existe une unique solution u ∈ C0(0, T ;H1(Ω)) ∩ C1(0, T ;L2(Ω)) à l’équation
(2.1). De plus, ∂νu ∈ L2((0, T )× ∂Ω).

Le problème inverse qui nous intéresse est alors :

Connaissant les termes sources (f, g) et les données initiales (u0, u1), pouvons nous déterminer
le potentiel inconnu p∗(x), ∀x ∈ Ω, à partir de la connaissance supplémentaire du flux

d∗ = ∂νu[p∗] = ∇u[p∗] · ν, sur (0, T )× Γ0,

où u[p∗] est la solution de (2.1) associée au coefficient p∗, ν est la normale unitaire sortante
définie sur ∂Ω et Γ0 est une partie de ∂Ω ?

d∗ sur Γ0

p∗ dans Ω ?

Avant d’aller plus loin, soulignons que nous nous intéressons ici au cas où l’on n’effectue
qu’une seule mesure associée à un seul jeu de données (f, g, u0, u1). La question de la détermina-
tion des coefficients à partir de la connaissance de l’opérateur Dirichlet-Neumann a été regardée
par Belishev [2-8] ou Isakov [2-21]. Mentionnons également que le problème inverse considéré a
été beaucoup étudié dans la littérature, à commencer par le résultat d’unicité dans le célèbre
article de Bukhgeim-Klibanov [2-12], qui a introduit l’utilisation des estimations de Carleman
pour ces études. Par la suite, des résultats de stabilité ont été obtenus, d’abord sur la base des
propriétés d’observabilité de l’équation des ondes par Puel-Yamamoto [2-35], puis affinés grâce
à l’utilisation des estimations de Carleman par Yamamoto [2-39] et Imanuvilov-Yamamoto [2-
18, 2-19]. Nous renvoyons le lecteur intéressé par ces questions d’unicité et de stabilité pour les
problèmes inverses de récupération de coefficients dans des EDPs aux travaux de synthèse de
Klibanov [2-24,2-26]. Dans notre cas, le résultat de stabilité Lipschitz qui nous intéresse (et plus
particulièrement les hypothèses sous lesquelles il est valide) se met sous la forme :

Théorème 2.2 (Baudouin [2-3]). Sous les hypothèses suivantes

(H1a) Condition géométrique : ∃x0 6∈ Ω tel que Γ0 ⊃ {x ∈ ∂Ω, (x− x0) · ν(x) ≥ 0},
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Ω

Γ0

ν(x)
x

x0

(H1b) Condition de temps : T > supx∈Ω |x− x0|,
(H1c) Hypothèse de régularité : u ∈ H1(0, T ;L∞(Ω)),

(H1d) Condition de positivité : ∃α > 0 tel que |u0| ≥ α dans Ω.

Alors pour m > 0 fixé, il existe une constante positive C telle que pour tout p et p∗ dans
L∞m (Ω) = {p ∈ L∞(Ω), ‖p‖L∞(Ω) ≤ m}, on ait :

‖p− p∗‖L2(Ω) ≤ C‖∂νu[p]− ∂νu[p∗]‖H1(0,T ;L2(Γ0)).

Remarque Les conditions géométrique (H1a) et de temps (H1b) sont naturelles du point de
vue de l’observabilité, et apparaissent dans le contexte de la technique des multiplicateurs déve-
loppée par Ho [2-17] et Lions [2-33]. Elles sont plus restrictives que les résultats d’observabilité
bien connus de Bardos-Lebeau-Rauch [2-2] basés sur l’étude du comportement des rayons de
l’optique géométrique. Cependant, les conditions (H1a)-(H1b) donnent des résultats beaucoup
plus robustes, et ceci est d’une importance primordiale dans notre approche.

2.1.2 Références sur les méthodes de reconstruction globalement conver-
gentes

Compte-tenu du résultat de stabilité de Théorème 2.2, une méthode intuitive pour calculer
p∗ consisterait à minimiser la fonctionnelle de coût :

F (p) =
1

2
‖∂νu[p]− d∗‖2H1(0,T ;L2(Γ0)). (2.2)

Le problème est que la fonctionnelle F n’est en général pas convexe. La présence de nombreux
minima locaux implique que les algorithmes de minimisation traditionnels ne convergent en
général pas vers le minimum global de F , à moins de pouvoir les initialiser dans un voisinage de
ce minimum (voir Figure 2.1).

Sur la Figure 2.2, j’illustre le fait qu’en fonction de l’initialisation de la minimisation, la
convergence peut également avoir lieu vers un minimum local de la fonctionnelle F (c’est le
cas (b)). Dans cet exemple 1d, la minimisation de F est réalisée par un algorithme BFGS et le
gradient de F est calculé par la méthode de l’adjoint (voir la Section 1.1.7 pour cette approche).

Une méthode est dite globalement convergente si on peut garantir sa convergence vers la
solution à partir de n’importe quelle donnée initiale. Les méthodes de reconstruction globa-
lement convergentes restent rares, même si des travaux décisifs dans cette direction ont été
faits depuis les années 90, en particulier ceux de Klibanov basés sur les inégalités de Carle-
man. L’idée originale d’introduire les poids de Carleman dans la fonction de coût pour rendre
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Figure 2.1 – Illustration de la convergence locale des descentes de gradient dans le cas d’une
fonctionnelle non convexe.

(a) initialisation par p0 = 0 (b) initialisation par p0 = 10

Figure 2.2 – Minimisation de F définie en (2.2) dans le cas où p∗(x) = sin(2πx) (courbe continue
rouge). Résultats à convergence (croix noires) pour deux initialisations différentes.

le problème convexe remonte à l’article [2-25]. Pour un état de l’art sur ces questions, nous
renvoyons au livre de Beilina et Klibanov [2-6]. Depuis, de nombreux autres travaux ont été
proposés par Klibanov et ses co-auteurs sur différents modèles, parmi lesquels nous pouvons
citer en particulier Beilina-Klibanov [2-7] pour la récupération d’une densité dans une équation
des ondes, Klibanov-Li-Zhang [2-29] et Smirnov-Klibanov-Nguyen [2-37] dans le cas plus déli-
cat où la donnée initiale est une masse de Dirac, Kamburg-Klibanov [2-23] pour les problèmes
inverses pour les équations paraboliques, Thanh-Beilina-Klibanov-Fiddy [2-38] sur des données
réelles, Bakushinskii-Klibanov-Koshev [2-1] pour résoudre les problèmes de Cauchy pour les EDP
générales.

La méthode C-bRec appartient à ces méthodes de reconstruction globalement convergentes,
parfois dites méthodes de convexification. La principale nouveauté de notre approche est qu’elle
consiste à minimiser une suite de fonctionnelles quadratiques, pour lesquelles des algorithmes
de minimisation efficaces existent, tandis que les travaux cités ci-dessus considèrent une seule
fonctionnelle strictement convexe mais qui n’est pas quadratique et n’est donc adaptée qu’aux
stratégies de descente de gradient classiques.
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2.1.3 L’idée fondatrice de la méthode C-bRec

L’algorithme C-bRec va considérer le potentiel p∗ à retrouver comme le point fixe d’une
application contractante. C’est en effet un processus itératif qui construit une suite (pk)k∈N qui
va converger vers p∗. A l’itération k, l’idée est de linéariser l’équation (2.1) en considérant celle
satisfaite par v = ∂t (u[pk]− u[p∗]), à savoir

∂2
t v −∆v + pkv = h, dans (0, T )× Ω,
v = 0, sur (0, T )× ∂Ω,
v(0) = 0, ∂tv(0) = (p∗ − pk)u0, dans Ω,

(2.3)

où h := (p∗ − pk)∂tu[p∗]. Cette approche est ce qu’on appelle la méthode de Bukhgeim et
Klibanov [2-12] qui est à la base de la démonstration du résultat de stabilité du Théorème 2.2.
On remarque alors que v est l’unique minimiseur de la fonctionnelle :

J [h](z) =
1

2

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|∂2

t z −∆z + pkz − h|2 dxdt+
s

2

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕ|∂νz − µ|2 dγdt, (2.4)

où on a posé µ = ∂νv = ∂t (∂νu[pk]− ∂νu[p∗]) sur (0, T )× Γ0. La fonction ϕ qui apparait dans
la définition (2.4) est la fonction poids de Carleman (voir sa définition dans le Theorème 2.3) et
c’est sa forme particulière qui assure de bonnes propriétés à la fonctionnelle J [h], en particulier
sa stricte convexité énoncé dans le Lemme 2.4.

Si on regarde la donnée initiale en vitesse dans (2.3), on constate que p∗ peut se déduire de
v par la formule

p∗ = pk +
∂tv(0)

u0
, (2.5)

où on a supposé que u0 satisfait l’hypothèse (H4a). Bien sûr, v est inconnu puisque h dépend
de l’inconnue p∗. L’idée est alors de minimiser une autre fonctionnelle J [0] associée à la valeur
h = 0. Dans ce cas, l’unique minimiseur est une autre fonction que nous notons Z. Et l’erreur
commise en remplaçant v par Z peut être estimée en fonction de h. Si on applique la formule
(2.5) à Z, on n’obtient bien sûr plus p∗ mais un autre potentiel que nous allons noter

pk+1 = pk +
∂tZ(0)

u0
.

Et la magie est qu’on est capable de montrer que le pk+1 ainsi construit est plus proche de p∗
que ne l’était le pk, conduisant ainsi à construire une suite convergente. Nous allons expliquer
ce schéma de construction de manière rigoureuse et pour cela nous avons tout d’abord besoin
d’une inégalité de Carleman.

2.1.4 Une inégalité de Carleman adéquate

Une inégalité de Carleman [2-14] est une inégalité d’énergie dans des normes à poids. Dans
le cas de l’équation des ondes qui nous intéresse, il est possible de démontrer le résultat suivant :

Théorème 2.3. Supposons les conditions (H1a) et (H1b) satisfaites. Supposons de plus
que

(H1e) β ∈ (0, 1), λ > 0 et C0 ≥ T 2 sont tels que

βT > sup
x∈Ω
|x− x0| et ϕ(t, x) = eλ(|x−x0|2−βt2+C0).



48 Chapitre 2. La méthode C-bRec : une méthode de reconstruction globalement convergente

Alors avec m > 0 fixé, il existe une constante C > 0 telle que pour tout s et λ suffisamment
grands, pour tout p ∈ L∞m (Ω), on ait :

√
s

∫
Ω
e2sϕ(0)|∂tz(0)|2 dx︸ ︷︷ ︸

énergie initiale

+s

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ(|∂tz|2 + |∇z|2 + s2|z|2) dxdt︸ ︷︷ ︸

énergie totale

≤ C
∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|∂2

t z −∆z + pz|2 dxdt︸ ︷︷ ︸
source

+Cs

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕ |∂νz|2 dγdt︸ ︷︷ ︸
observations

,

pour tout z ∈ T = {z ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), ∂2

t z−∆z+pz ∈ L2((0, T )×Ω), ∂νz ∈ L2((0, T )×
Γ0) et z(0) = 0 dans Ω}.

Remarquez que dans tout ce chapitre, C sera une constante générique qui ne dépendra jamais
ni de s ni de k. L’estimation de Carleman du Théorème 2.3 est assez classique et peut être trouvée
dans la littérature à plusieurs endroits, parmi lesquels Lavrentiev-Romanov-Shishatskĭı [2-32] et
Zhang [2-40]. Cependant, la preuve du fait que le terme d’énergie initiale peut être ajouté
dans la partie gauche lorsque z(0) = 0 dans Ω n’est pas explicitement écrit dans les références
susmentionnées, bien que ce soit l’un des points importants de la preuve du résultat du Théorème
2.2. Par souci de clarté, j’omets la preuve de ce résultat qui peut être trouvée dans [A1].

Cette inégalité servira dans la démonstration du résultat de convergence du Théorème 2.5
qui sera valide sous les mêmes hypothèses. Elle est également à la base de la preuve du résultat
suivant qui garantit que la fonctionnelle J [h] définie en (2.4) admet un unique minimiseur

Lemme 2.4. Supposons les hypothèses du Théorème 2.3 satisfaites. Alors, pour tout
s > 0 et k ∈ N, la fonctionnelle J [h] définie en (2.4) est continue, strictement convexe et
coercive sur T muni d’une norme pondérée adéquate.

2.1.5 L’algorithme C-bRec

On peut maintenant énoncer les différentes étapes de l’algorithme de résolution du problème
inverse.

Algorithme 2.1

Initialisation : Choisir n’importe quel p0 ∈ L∞m (Ω).

Itération : Connaissant pk ∈ L∞m (Ω),

1. Calculer u[pk] solution de
∂2
t u−∆u+ pku = f, dans (0, T )× Ω,
u = g, sur (0, T )× ∂Ω,
u(0) = u0, ∂tu(0) = u1, dans Ω,

(2.6)

et poser µ = ∂t (∂νu[pk]− d∗) sur (0, T )× Γ0.
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2. Minimiser la fonctionnelle

J [0](z) =
1

2

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|∂2

t z −∆z + pkz|2 dxdt+
s

2

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕ|∂νz − µ|2 dγdt, (2.7)

sur l’espace T et noter Z son unique minimiseur.

3. Poser alors

p̃k+1 = pk +
∂tZ(0)

u0
,

où u0 est la condition initiale de (2.1).

4. Finalement, définir
pk+1 = Πm(p̃k+1),

où Πm(p) =

{
p, si |p| ≤ m,
sign(p)m, si |p| > m.

L’Etape 4 de projection est là pour garantir que le coefficient pk+1 reste bien dans L∞m (Ω) afin
de pouvoir à l’itération suivante appliquer à nouveau l’inégalité de Carleman. Cet algorithme
présente l’avantage d’être convergent pour n’importe quelle donnée initiale p0 ∈ L∞≤m(Ω) sans
connaissance a priori sur p∗ mise à part celle de m. Il s’agit bien d’un algorithme globalement
convergent. C’est ce qu’énonce le résultat suivant.

2.1.6 Le résultat de convergence

Théorème 2.5. Supposons les hypothèses (H1a)-(H1b)-(H1c)-(H1d)-(H1e) satisfaites.
Supposons également que p∗ ∈ L∞m (Ω). Alors il existe une constante C > 0 telle que pour
tout s suffisamment grand et pour tout k ∈ N, on ait∫

Ω
e2sϕ(0)|pk − p∗|2 dx ≤

(
C√
s

)k ∫
Ω
e2sϕ(0)|p0 − p∗|2 dx.

En particulier, si s est assez grand, la suite (pk)k∈N fournie par l’Algorithme 2.1 converge
vers p∗ lorsque k tend vers l’infini.

Démonstration. Dans ce cas particulier, la démonstration du résultat de convergence est très
simple. Ecrivons d’abord les équations d’Euler Lagrange satisfaites respectivement par :

— Z le minimiseur de J [0] :

DJ [0](Z, z) =

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ(∂2

t Z −∆Z + pkZ)(∂2
t z −∆z + pkz) dxdt

+s

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕ(∂νZ − µ)∂νz dγdt = 0,

— v le minimiseur de J [h] défini en (2.4) :

DJ [h](v, z) =

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ(∂2

t v −∆v + pkv−h)(∂2
t z −∆z + pkz) dxdt

+s

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕ(∂νv − µ)∂νz dγdt = 0,
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valables pour tout z ∈ T . En appliquant ces équations à z = Z − v et en soustrayant les deux
égalités, nous obtenons :∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|∂2

t z −∆z + pkz|2 dxdt+ s

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕ|∂νz|2 dγdt

=

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕh(∂2

t z −∆z + pkz) dxdt.

Ceci implique que

1

2

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|∂2

t z −∆z + pkz|2 dxdt+ s

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕ|∂νz|2 dγdt ≤
1

2

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|h|2 dxdt.

Le membre de gauche de cette égalité est précisément le membre de droite de l’inégalité de
Carleman du Théorème 2.3. Ainsi, nous obtenons :

s1/2

∫
Ω
e2sϕ(0)|∂tz(0)|2 dx ≤ C

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|h|2 dxdt,

où ∂tz(0) = ∂tZ(0)− ∂tv(0). De plus,

∂tZ(0) = (p̃k+1 − pk)u0, par définition de p̃k+1 à l’Etape 3,

∂tv(0) = (p∗ − pk)u0, d’après l’équation (2.3)

h = (p∗ − pk)∂tu[p∗].

Finalement, puisque ϕ(t) ≤ ϕ(0) pour tout t ∈ (0, T ) on a :

s1/2

∫
Ω
e2sϕ(0)|u0|2(p̃k+1 − p∗)2 dx ≤ C‖∂tu[p∗]‖2L2(0,T ;L∞(Ω))

∫
Ω
e2sϕ(0)(pk − p∗)2 dx.

En utilisant la condition de positivité (H1d) sur u0 et le fait que

|pk+1 − p∗| = |Πm(p̃k+1)−Πm(p∗)| ≤ |p̃k+1 − p∗|,

car Πm est Lipschitz et Πm(p∗) = p∗, nous déduisons immédiatement que∫
Ω
e2sϕ(0)(pk+1 − p∗)2 dx ≤ C√

s

∫
Ω
e2sϕ(0)(pk − p∗)2 dx ≤

(
C√
s

)k+1 ∫
Ω
e2sϕ(0)(p0 − p∗)2 dx.

Pour s tel que C√
s
< 1, la suite est bien convergente.

2.1.7 Une première difficulté

Bien que l’Algorithme 2.1 introduit précédemment soit satisfaisant d’un point de vue théo-
rique, puisqu’à chaque itération, il consiste simplement en la minimisation d’une fonctionnelle
quadratique strictement convexe et coercive, sa mise en oeuvre présente néanmoins quelques
difficultés. La première difficulté est dû à la présence dans J [0] définie en (2.7) d’une double
exponentielle

ese
λ(|x−x0|

2−βt2+C0)
,
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avec un choix de paramètres s et λ grands et dont la taille effective est difficile à évaluer. En
particulier, pour s = λ = 3 - ce qui n’est bien sûr pas très grand - et avec Ω = (0, 1), x0 ' 0−,
T ' 1+ et β ' 1−, le ratio

max
(0,T )×Ω

{exp(2sϕ)}

min
(0,T )×Ω

{exp(2sϕ)}

est de l’ordre de 10340 ! L’implémentation de l’Algorithme 2.1 dans ce cas se révèle déjà impos-
sible.

Pour remédier à ce problème, une première idée a été de démontrer une inégalité de Carleman
associée à la fonction poids ϕ(t, x) = |x−x0|2−βt2 au lieu de ϕ(t, x) = exp(λ(|x−x0|2−βt2+C0)).
Le résultat est le suivant :

Théorème 2.6. Supposons que les conditions (H1a)-(H1b) sont satisfaites. Supposons de
plus que

(H1f) β ∈ (0, 1) est tel que

βT > sup
x∈Ω
|x− x0| et ϕ(t, x) = |x− x0|2 − βt2.

Alors pour m > 0, il existe une constante C > 0 telle que pour tout s suffisamment grand,
pour tout p ∈ L∞m (Ω) et pour tout z ∈ T :

√
s

∫
Ω
e2sϕ(0)|∂tz(0)|2 dx︸ ︷︷ ︸

énergie initiale

+s

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ(|∂tz|2 + |∇z|2 + s2|z|2) dxdt︸ ︷︷ ︸

énergie totale

≤ C
∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|∂2

t z −∆z + pz|2 dxdt︸ ︷︷ ︸
source

+Cs

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕ |∂νz|2 dγdt︸ ︷︷ ︸
observations

+ Cs3

∫∫
{ϕ<0}

e2sϕ|z|2 dxdt︸ ︷︷ ︸
terme additionnel

.

La démonstration de ce résultat nécessite bien sûr une adaptation des preuves du Théorème
2.3, la difficulté étant qu’en l’absence de deux paramètres s et λ on a moins de flexibilité dans
les estimations. A l’étape 2 de l’Algorithme 2.1, il suffit de considérer à présent la nouvelle
fonctionnelle

J̃ [0](z) =
1

2

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|∂2

t z −∆z + pkz|2 dxdt+
s

2

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕ|∂νz − µ̃|2 dγdt

+
s3

2

∫∫
{ϕ<0}

e2sϕ|z|2 dxdt,

où on a introduit µ̃ = η(ϕ)µ avec µ défini à l’étape 1 de l’Algorithme 2.1 et η ∈ C∞(R) une
fonction plateau (illustrée sur la Figure 2.3) telle que 0 ≤ η ≤ 1 et

η(ϕ) =

{
0, si ϕ < 0,

1, si ϕ ≥ ε > 0.
(2.8)



52 Chapitre 2. La méthode C-bRec : une méthode de reconstruction globalement convergente
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Figure 2.3 – Illustration de la fonction plateau η définie en (2.8).

Avec ce nouveau choix de fonctionnelle, le résultat de convergence du Théorème 2.5, bien que
plus technique à démontrer, s’énonce exactement de la même manière. Mentionnons le fait que
l’on peut trouver dans Cindea-Fernandez Cara-Münch [2-15] des expériences numériques basées
sur la minimisation d’une fonctionnelle quadratique similaire à celle de (2.7), mais avec s et λ
petits. Notre objectif est de surmonter cette restriction sur la taille des paramètres de Carleman
qui doivent être grands pour assurer la convergence de l’algorithme.

2.2 Mise en oeuvre numérique illustrée sur un exemple

Nous illustrons dans cette section la mise en oeuvre numérique de la méthode C-bRec sur
l’exemple de la récupération d’un potentiel dans l’équation des ondes, exemple (2.1) qui a servi
d’introduction à la Section 2.1. Le but de cette section est en particulier de présenter les tech-
niques que nous avons mises en place pour rendre l’algorithme implémentable en pratique, sans
restriction sur la taille du facteur s, comme cela est nécessaire pour garantir la convergence de
l’algorithme (voir Théorème 2.5).

Pour simplifier la présentation, nous expliquons les schémas de discrétisation en une dimen-
sion d’espace et nous supposons donc que Ω = (0, L) pour L > 0, x0 < 0 et donc Γ0 = {x = L}.
Notez que dans ce cas, notre problème peut probablement être résolu plus facilement en utilisant
les caractéristiques spécifiques de l’équation des ondes 1d (voir par exemple Isakov [2-22]), mais
notre but ici est de proposer une approche qui peut être généralisée au cadre multidimensionnel.
Notons Nx ∈ N le nombre de points de discrétisation intérieurs de [0, L] et Nt ∈ N le nombre de

pas de temps dans [0, T ]. Les pas d’espace et de temps sont notés ∆x =
L

Nx + 1
et ∆t =

T

Nt + 1
respectivement et nous définissons, pour 0 ≤ j ≤ Nx+1 et 0 ≤ n ≤ Nt+1, unj une approximation
numérique de la fonction u(tn, xj) avec tn = n∆t et xj = j∆x.

2.2.1 Génération des données, ajout de bruit et régularisation

Dans tout ce chapitre, nous travaillons avec des données synthétiques. La génération des
données consiste alors à résoudre numériquement le système initial (2.1) pour un potentiel exact
donné p∗. Afin d’éviter le inverse crime (voir Colton-Kress [2-16] pour cette notion), nous intro-
duisons un biais en prenant des maillages et des schémas numériques différents pour la génération
des données synthétiques et l’Etape 1 de l’Algorithme 2.1. Ainsi, dans le cas de la récupération
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du potentiel, le problème direct (2.1) est résolu par un schéma de différences finies en espace
avec ∆x = 0.00025 et un schéma implicite en temps avec ∆t = 0.00033, tandis que pour le
problème inverse (2.6), le pas d’espace est de ∆x = 0.05 et le schéma en temps est un schéma
d’Euler explicite associé à une CFL égale à 1.

Ensuite, pour 0 ≤ n ≤ Nt + 1, nous définissons dn∗ comme l’approximation par différences
finies de d∗ au temps tn = nτ et au point x = L. Sur les données générées, on ajoute un bruit
gaussien qui selon les applications peut être :

— additif
dnobs = dn∗ + δ(max

`
d`∗)N (0, 1), 0 ≤ n ≤ Nt + 1,

— ou multiplicatif
dnobs = dn∗ (1 + δN (0, 1)), 0 ≤ n ≤ Nt + 1,

où N (0, 1) satisfait une loi normale centrée d’écart type 1 et δ est le niveau de bruit.

Un des inconvénients de la méthode présentée est que nous devons dériver en temps les
observations d∗. Sur la Figure 2.4, nous traçons le flux d∗ par rapport au temps (à gauche)
ainsi de sa dérivée temporelle (à droite) dans le cas 1d où p∗(x) = sin(2πx). Pour chacun de
ces graphiques, la ligne rouge est la donnée sans bruit et la ligne noire correspond aux données
bruitées dobs. On constate que même de petites perturbations (bruit) sur les observations peuvent
conduire à de grandes perturbations dans leurs dérivées. Afin de partiellement remédier à ce
problème, nous régularisons les données grâce à un filtre passe-bas de Butterworth [2-13] associé
à une fréquence de coupure supposée connue a priori. Nous remplaçons également les formules
de différenciation classiques qui génèrent des instabilités par une formule de Savitzki-Golay [2-
36] associée à un polynôme cubique et une fenêtre à 5 points. Sur la Figure 2.4, la ligne bleue
représente ainsi le signal régularisé, celui qui sert de donnée d’entrée pour la résolution du
problème inverse.

(a) Flux d∗(t) (b) Dérivée du flux ∂td∗(t)

Figure 2.4 – Exemples d’observations d∗(t) au point x = L pour le potentiel p∗(x) = sin(2πx) ob-
tenues par l’équation (2.1). Nous montrons l’impact de l’ajout de 2% de bruit et de la dérivation,
ainsi que le résultat obtenu après application du filtre passe-bas.

2.2.2 Discrétisation et minimisation de la fonctionnelle

Un terme de régularisation additionnel

La discrétisation de la fonctionnelle J̃ [0] se fait de manière classique par différences finies
et grâce à des formules du trapèze pour les termes intégraux. Cependant, nous devons faire
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particulièrement attention lorsque nous adaptons la fonctionnelle au cadre discret. En particulier,
en suivant des idées développées dans le contexte de l’observabilité des ondes discrètes (voir
Zuazua [2-41]), nous savons qu’il est nécessaire de pénaliser les hautes fréquences. Dans notre
cas, afin de garantir de bonnes propriétés à la fonctionnelle discrète, il est nécessaire de lui
ajouter un terme dit de régularisation visqueuse :

s

2
(∆x)2

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|∇∂tz|2 dxdt (2.9)

En particulier, ce terme fait en sorte que l’inégalité de Carleman du Théorème 2.6 reste valable au
niveau discret et ce uniformément en le pas de discrétisation ∆x. Les résultats ont été démontrés
par Baudouin-Ervedoza [2-4] en 1d et étendu en 2d par Baudouin-Ervedoza-Osses [2-5]. Une
restriction sur la taille de s∆x, qui doit être bornée, est le prix à payer.

Variable conjuguée

A chaque itération de l’Algorithme 2.1, le processus de minimisation pour J̃ [0] est équivalent
à la résolution de la formulation variationnelle suivante : Trouver Z ∈ T de sorte que pour tous
z ∈ T , ∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ

(
∂2
t Z −∆Z + pkZ

) (
∂2
t z −∆z + pkz

)
dxdt

+ s

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕ∂νZ∂νz dγdt+ s3

∫∫
{ϕ<0}

e2sϕZz dxdt = s

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕµ̃∂νz dσdt.

Après discrétisation, cette formulation peut se mettre sous la forme d’un système linéaire AZ =
B oùB est le vecteur correspondant aux données µ̃. Du fait de la présence des termes exponentiels
dans la matrice A, celle-ci est extrêmement mal conditionnée dès que s augmente. Cependant,
un simple changement de variable qui consiste à introduire au niveau discret Y n

j = esϕ(tn,xj)Znj
pour 0 ≤ j ≤ Nx + 1 et 0 ≤ n ≤ Nt + 1, permet d’améliorer le conditionnement du système
linéaire. Il reste cependant des facteurs exponentiels dans le vecteur des données B.

Un processus progressif

On développe finalement un processus progressif pour résoudre le problème de présence des
exponentielles dans B. L’idée est de considérer des intervalles espace-temps dans lesquels la
fonction poids ϕ ne varie pas trop, permettant ainsi de maintenir la précision numérique malgré
des valeurs possiblement élevées de s. Dans cet objectif, nous introduisons N fonctions plateau
{ηi}1≤i≤N (représentées sur la Figure 2.5) telles que

∀ ∈ R,
N∑
i=1

ηi(r) = η(r),

où la fonction η est définie en (2.8). On obtient que, si pour chaque i ∈ {1, · · · , N}, on note
Zi l’unique minimiseur de J̃ [0] associée aux mesures µi = ηi(ϕ)µ, alors la solution Z associée à
µ̃ est simplement donnée par Z =

∑N
i=1 Zi. Cette approche peut par ailleurs être utilisée pour

parallèliser la minimisation de J̃ [0].
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Figure 2.5 – Définition des fonctions plateau {ηi}1≤i≤N utilisées dans le processus progressif.

2.2.3 Critères d’arrêt et erreur

La boucle itérative de l’algorithme est arrêtée lorsque le critère suivant est satisfait :

‖pk+1 − pk‖∞
m

≤ ε, (2.10)

où ε est une tolérance fixe ou lorsque le nombre maximal d’itérations est atteint. Notons p∞ la
solution numérique à convergence.

En l’absence de connaissance de la solution exacte p∗, la qualité de la solution convergée est
mesurée par un critère sur les mesures :

errd =
‖∂νu[p∞]− d∗‖2

‖d∗‖2
, (2.11)

qui doit être inférieur au niveau de bruit dans les observations. Lorsque la solution exacte p∗ est
connue, nous pouvons calculer l’erreur finale

errp =
‖p∞ − p∗‖2
‖p∗‖2

.

2.2.4 Résultats numériques

Dans toutes les figures de cette section et des suivantes qui présentent des résultats de la
reconstruction en 1d, le coefficient exact que nous voulons récupérer est représenté par une ligne
rouge, tandis que le coefficient récupéré par l’algorithme est représenté par une ligne pointillée ou
des croix noires. Dans les figures en 2d, les échelles de couleur ou de gris sont toujours similaires
pour le coefficient exact et celui récupéré. Les valeurs numériques utilisées dans les exemples de
la Section 2.2 sont rassemblées dans le Tableau 2.1.

Simulations à partir de données sans bruit

Les résultats successifs à chaque itération de l’Algorithme 2.1 dans le cas de la reconstruction
du potentiel p∗(x) = sin(2πx) sont présentés sur la Figure 2.6. On peut observer qu’en moins de
3 itérations, le critère de convergence (2.10) pour ε = 10−5 est atteint.

En utilisant le même potentiel cible, la Figure 2.7 illustre le processus progressif sur la
première itération de l’algorithme. A partir d’une donnée initiale p0

0 = 0, nous représentons
successivement

pi0 = pi−1
0 +

∂tZi(0)

u0
, 1 ≤ i ≤ N = 5, (2.12)
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L f g u0 u1 x0 β T s m CFL

1 0 2 2 + sin(πx) 0 −0.3 0.99 1.3 100 3 1

Tableau 2.1 – Valeurs numériques utilisées pour tous les exemples de reconstruction 1d par
l’Algorithme 2.1.

(a) p0 = 0 (b) p1 (c) p2 (d) p3

Figure 2.6 – Illustration de la convergence de l’Algorithme 2.1 dans le cas d’un potentiel p∗(x) =
sin(2πx).

où Zi est le minimiseur de J̃ [0] associé aux mesures µi.

(a) p0
0 = p0 (b) p1

0 (c) p2
0

(d) p3
0 (e) p4

0 (f) p5
0 = p1

Figure 2.7 – Illustration du processus progressif défini en (2.12) mis en oeuvre à l’Etape 3 de
l’Algorithme 2.1 pour p∗(x) = sin(2πx).

Sur la Figure 2.8, divers exemples de reconstruction du potentiel en l’absence de bruit sont
présentés. En particulier, l’exemple Figure 2.8 (d) (où l’Algorithme 2.1 est initialisé par p0 = 10)
permet d’illustrer le caractère global de la convergence de la méthode. Ce résultat est bien sûr
à mettre en regard avec celui obtenu à la Figure 2.2 qui avait permis de mettre en défaut la
résolution du problème inverse par moindres carrés.
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(a) p∗(x) = −x (b) p∗ créneau (c) p∗(x) = sin( x
1−x ) (d) p∗(x) = sin(2πx) et

p0 = 10

Figure 2.8 – Différents exemples de reconstruction de potentiel par l’Algorithme 2.1.

Simulations avec plusieurs niveaux de bruit

La Figure 2.9 présente les résultats pour p∗(x) = sin(2πx) associés à différents niveaux de
bruit dans les mesures (δ = 1%, 5% et 10% respectivement).

(a) δ = 1% (b) δ = 5% (c) δ = 10%

Figure 2.9 – Récupération par l’Algorithme 2.1 du potentiel p∗(x) = sin(2πx) en présence de
bruit dans les données. Le niveau de bruit est noté δ.

Mauvais choix des paramètres

Nous rappelons que dans notre approche, il est nécessaire de connâıtre la borne a priori m
telle que p∗ ∈ L∞≤m(R). Sur la Figure 2.10, nous illustrons le comportement de l’Algorithme
2.1 dans le cas où une erreur serait faite sur cette borne. On observe que la récupération du
potentiel est correcte seulement dans les zones où le potentiel exact p∗ est effectivement borné
par m. Dans cette situation, la convergence de la procédure n’a pas lieu et le potentiel récupéré
rencontre la valeur limite m en plusieurs points, ce qui est un bon indicateur d’erreur. Dans ce
cas, il est simplement recommandé de recommencer la procédure après avoir choisi une valeur
plus élevée pour m.

Enfin, la Figure 2.11 (a) montre un exemple de résultat obtenu lorsque la fonction est dis-
crétisée sans tenir compte des termes supplémentaires requis pour sa coercivité uniforme par
rapport au maillage. Dès la première itération, de fortes oscillations se produisent et s’amplifient
avec le processus itératif, qui ne converge tout simplement pas. En (b), nous illustrons la né-
cessité de choisir un pas de discrétisation spatial ∆x suffisamment petit par rapport à la valeur
du paramètre s. Là encore, si la taille du maillage est trop grossière, des instabilités numériques
apparaissent et le processus ne converge pas.
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(a) p∗(x) = sin(2πx) (b) p∗(x) = 0.5 + sin(2πx)

Figure 2.10 – Reconstruction par l’Algorithme 2.1 de potentiels dans le cas d’un mauvais choix
sur la borne a priori m = 0.5.

(a) Résultats sans terme de
régularisation.

(b) Résultat pour s∆x = 0.187.

Figure 2.11 – Première itération de l’Algorithme 2.1 : (a) Illustration de la nécessité du terme
de régularisation supplémentaire (2.9). (b) Illustration de la condition nécessaire entre s et le
pas d’espace ∆x.

Jusqu’à présent, nous avons présenté des simulations numériques dans lesquelles l’hypothèse
de positivité (H1d) sur u0 était satisfaite. A titre d’exemple, considérons alors

u0(x) = −a+ x, a ∈ (0, L),

qui s’annule à x = a en un seul point isolé. Dans ce cas (voir Figure 2.12), la reconstruction est
satisfaisante en dehors d’un petit voisinage de x = a.

Simulations en deux dimensions d’espace

Nous avons également effectué quelques reconstructions en deux dimensions où Ω = [0, 1]2,
x0 = (−0, 3,−0.3), Γ0 = {x1 = 1} ∪ {x2 = 1}, u0(x1, x2) = 2 + sin(πx1) sin(πx2), u1 = 0, f = 0,
g = 2, β = 0.99, m = 2 et CFL = 0.5 ≤

√
2/2. La Figure 2.13 présente les résultats obtenus

pour trois potentiels différents. Nous avons pris s = 3 et ne pouvions pas le prendre plus grand.
En effet, diminuer le pas d’espace ∆x afin de s’assurer que s∆x reste petit conduit à de grands
systèmes qui épuisent assez rapidement la mémoire de calcul.

Les sections suivantes présentent l’application de la méthode C-bRec à deux exemples. Le
premier est la récupération de la vitesse dans une équation des ondes. Dans ce cas, nous verrons
que l’Etape 3 de l’algorithme, celle de la mise à jour de la variable de récurrence pk, ne peut
plus prendre une forme aussi explicite. Il faudra résoudre un deuxième problème inverse sous-
jacent, sous la forme de la minimisation d’une seconde fonctionnelle (2.17). Dans la dernière



2.2. Mise en oeuvre numérique illustrée sur un exemple 59

(a) p∗(x) = sin(2πx) et a = 0.5. (b) p∗(x) = sin(2πx) et a = 0.2. (c) p∗ heaviside et a = 0.5.

Figure 2.12 – Reconstructions par l’Algorithme 2.1 pour u0(x) = −a + x qui ne satisfait pas
l’hypothèse de positivité (H1d).

(a) Potentiels exacts. (b) Potentiels récupérés numériquement.

Figure 2.13 – Divers exemples de reconstruction de potentiels en 2d par l’Algorithme 2.1.

section, nous nous intéresserons au problème de récupération de la source dans une équation de
réaction-diffusion. Cet exemple sera l’occasion de montrer que la méthode C-bRec se généralise
sans trop de difficulté à un opérateur parabolique. Par contre, nous verrons que la présence des
non-linéarités de l’équation nous oblige à modifier l’approche. De nombreuses étapes dans la mise
en oeuvre de ces exemples sont similaires à celles présentées dans la section ci-dessus (génération
des données, gestion du bruit, discrétisation, minimisation...) aussi je ne les expliciterai pas à
nouveau et me concentrerai sur les spécificités liées à ces nouveaux exemples.
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2.3 Application à la récupération de la vitesse dans l’équation
des ondes

Dans cette section, nous nous intéressons à la récupération de la vitesse dans une équation des
ondes. Ce problème inverse est nettement plus complexe car le paramètre inconnu est imbriqué
dans l’opérateur principal, mais il présente un réel intérêt du point de vue des applications

2.3.1 Le problème inverse

Soit Ω un domaine borné régulier de Rn, n ≥ 1, et T > 0. Nous considérons l’équation des
ondes à vitesse variable

∂2
t u−∇ · (p(x)∇u) = f, dans (0, T )× Ω,
u = g, sur (0, T )× ∂Ω,
u(0) = u0, ∂tu(0) = u1, dans Ω.

(2.13)

Comme précédemment, le problème direct est bien posé

Théorème 2.7 (Lasiecka-Lions-Triggiani [2-31]). Si on suppose que p ∈ W 1,∞(Ω) avec
infx∈Ω p(x) ≥ α0 > 0, f ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) et g ∈ H1((0, T ) × ∂Ω), (u0, u1) ∈ H1(Ω) ×
L2(Ω) avec u0(x) = g(0, x) pour x ∈ ∂Ω. Alors, le système (2.13) admet une unique
solution

u ∈ C0(0, T ;H1(Ω)) ∩ C1(0, T ;L2(Ω)).

De plus, ∂νu ∈ L2((0, T )× ∂Ω).

Ce résultat fournit en particulier la régularité nécessaire sur les données pour que les dif-
férentes fonctionnelles soient bien définies. Le problème inverse qui nous intéresse s’énonce alors :

Connaissant les termes sources (f, g) et les données initiales (u0, u1), peut-on déterminer le
carré de la vitesse p∗(x), pour x dans Ω, à partir de la connaissance additionnelle du flux

d∗ := ∂νu[p∗], sur (0, T )× Γ0,

où Γ0 est une partie de ∂Ω ?

Concernant ce problème inverse, le résultat de stabilité Lipschitz associé est le suivant :

Théorème 2.8 (déduit de Imanuvilov-Yamamoto [2-19], Klibanov-Yamamoto [2-28]). On
suppose que

(H2a) Condition géométrique : ∃x0 6∈ Ω tel que Γ0 ⊃ {x ∈ ∂Ω, (x− x0) · ν(x) ≥ 0},
(H2b) Condition de temps : pour un certain β > 0 donné,

T >
supx∈Ω |x− x0|√

β
,

(H2c) Hypothèse de régularité : u ∈ H2(0, T ;W 2,∞(Ω)).

(H2d) Conditions initiales : u1 = 0 et u0 ∈W 3,∞(Ω) avec

inf
x∈Ω
|∇u0(x) · (x− x0)| ≥ r0 > 0.
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Alors il existe une constante positive C telle que pour tout p et p∗ dans V, on ait :

‖p− p∗‖H1
0 (Ω) ≤ C‖∂νu[p]− ∂νu[p∗]‖H2(0,T ;L2(Γ0)),

où l’ensemble admissible V est défini par

V =



p ∈W 1,∞(Ω), ∇ · (p∇u0) ∈ H1(Ω),

‖∇p‖L∞(Ω) ≤ m, 0 < α0 ≤ inf
Ω
p ≤ sup

Ω
p ≤ α1,

p|∂Ω = a, ∇p · ∇u0|∂Ω = b,

∇p(x) · (x− x0) ≤ 2(1− ρ)p(x) pour x ∈ Ω,


. (2.14)

Remarquez que l’hypothèse selon laquelle p et p∗ sont dans V implique que l’on suppose connu
a priori un certain nombre d’informations sur la vitesse exacte p∗, par exemple l’existence de
bornes m > 0, 0 < α0 < α1 et ρ ∈]0, 1[, mais également les valeurs de a = p∗|∂Ω et b = ∇p∗ ·∇u0.
Le paramètre β qui apparait dans (H2b) dépend en particulier de α0 et de m.

2.3.2 L’algorithme C-bRec

L’idée de l’algorithme dans le cas de la récupération de la vitesse dans l’équation des ondes
(2.13) est assez semblable à celle dans le cas du potentiel (2.1). Elle commence par l’appli-
cation de la méthode de Bukhgeim et Klibanov. Ainsi, pour un pk ∈ V, nous introduisons
v = η(ϕ)∂2

t (u[pk]− u[p∗]), où η est définie en (2.8), qui est solution de
∂2
t v −∇ · (pk∇v) = h, dans (0, T )× Ω,
v = 0, sur (0, T )× ∂Ω,
v(0) = ∇ · ((pk − p∗)∇u0), ∂tv(0) = 0, dans Ω,

(2.15)

avec

h := η(ϕ)∇ · ((pk − p∗)∇∂2
t u[p∗]) +

[
η(ϕ), ∂2

t −∇ · (pk∇)
]
∂2
t (u[pk]− u[p∗]) .

Et on pose

µ̃ := ∂νv = η(ϕ)∂2
t (∂νu[pk]− d∗) , sur (0, T )× Γ0.

On remarque que

— v est l’unique minimiseur de

J [h](z) =

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|∂2

t z −∇ · (pk∇z)− h|2 dxdt+ s

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕ|∂νz − µ̃|2 dγdt

+ s

∫∫
{ϕ<0}

e2sϕ(|∂tz|2 + |∇z|2 + s2|z|2) dxdt+ s

∫
Ω
e2sϕ(T )

(
∂tz(T )2 + |∇z(T )|2 + s2z(T )2

)
dx,

(2.16)
sur l’espace T = {z ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), ∂2
t z−∇·(pk∇z) ∈ L2((0, T )×Ω), ∂νz ∈ L2((0, T )×

∂Ω), ∂tz(0) = 0}.
— et que p∗ est l’unique minimiseur de

K[v](p) =

∫
Ω
e2sϕ(0) |∇ (∇ · ((pk − p)∇u0)− v(0))|2 dx, (2.17)

sur l’espace V, compte-tenu de la donnée initiale en déplacement du système (2.15).
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h
infT J [h]

v
infV K[v]

p∗

0
infT J [0]

Z
infV K[Z]

pk+1

Figure 2.14 – Schéma de fonctionnement de la méthode C-bRec dans le cas de la récupération
de la vitesse dans l’équation des ondes (2.13).

Le fait que les fonctionnelles en question admettent un unique minimiseur est garanti par le
Lemme ci-dessous, qui est une conséquence immédiate des inégalités de Carleman de Klibanov-
Timonov [2-27] pour l’équation des ondes et de Klibanov-Yamamoto [2-28] pour une équation
hyperbolique d’ordre 1.

Lemme 2.9. Supposons que (H2a)-(H2b)-(H2d) sont satisfaites, que p ∈ V et

(H1f) ϕ(t, x) = |x− x0|2 − βt2, pour β donné en (H2b).

Alors, pour tout s > 0 et pour tout k ∈ N, les fonctionnelles J [h] et K[v] sont quadratiques,
continues, strictement convexes et coercives sur T et V respectivement, munis de normes
pondérées adéquates.

L’idée est alors simplement de poser pk+1 comme l’unique minimiseur de K[Z] définie en
(2.17), où Z est l’unique minimiseur de J [0] définie en (2.16) pour h = 0. Ce mécanisme est
illustré sur la Figure 2.14. L’algorithme est finalement le suivant :

Algorithme 2.2

Initialisation : Choisir n’importe quel p0 ∈ V.

Itération : Connaissant pk ∈ V,

1. Calculer u[pk] solution de
∂2
t u−∇ · (pk(x)∇u) = f, dans (0, T )× Ω,
u = g, sur (0, T )× ∂Ω,
u(0) = u0, ∂tu(0) = u1, dans Ω.

et poser µ̃ = η(ϕ)∂2
t (∂νu[pk]− d∗) sur (0, T )× Γ0.

2. Minimiser la fonctionnelle

J [0](z) =

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|∂2

t z −∇ · (pk∇z)|2 dxdt+ s

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕ|∂νz − µ̃|2 dγdt

+ s

∫∫
{ϕ<0}

e2sϕ(|∂tz|2 + |∇z|2 + s2|z|2) dxdt+ s

∫
Ω
e2sϕ(T )

(
∂tz(T )2 + |∇z(T )|2 + s2z(T )2

)
dx,

sur l’espace T et noter Z son unique minimiseur.

3. Minimiser la fonctionnelle

K[Z](p) =

∫
Ω
e2sϕ(0) |∇ (∇ · ((pk − p)∇u0)− Z(0))|2 dx,

sur l’espace V et noter pk+1 son unique minimiseur.
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La convergence globale dans V de l’Algorithme 2.2 est garantie par le résultat suivant :

Théorème 2.10. Supposons que (H2a)-(H2b)-(H2c)-(H2d)-(H1f) sont satisfaites et que
p∗ ∈ V. Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout s suffisamment grand et
pour tout k ∈ N

‖pk+1 − p∗‖2s ≤
C

inf{s2, e2s infΩ(ϕ(0)−ε)}
‖pk − p∗‖2s,

où ε est celui de la définition (2.8). En particulier, pour s suffisamment grand, la suite
(pk)k∈N converge fortement vers p∗ lorsque k →∞ dans la norme

‖δp‖s =

√∫
Ω
e2sϕ(0) (s2|∇δp|2 + s4δp2 + |∇(∇ · (δp∇u0))|2) dx. (2.18)

2.3.3 Résultats numériques

L’initialisation de l’algorithme consiste à exhiber un coefficient p0 se situant dans la classe V.
C’est un ensemble fermé et convexe de C = {p ∈ H1(Ω),∇·(p∇u0) ∈ H1(Ω), p = a et ∇p·∇u0 =
b sur ∂Ω} pour la topologie induite par la norme ‖·‖s définie en (2.18). En pratique, nous prenons
p0 comme minimiseur de la fonctionnelle

Kinit(p) =

∫
Ω
e2sϕ|∇(∇ · (p∇u0))|2 dx, (2.19)

parmi tous les p ∈ C. Notez que rien ne garantit que p0 appartienne à la classe V, en particulier
en ce qui concerne la condition

∇p(x) · (x− x0) ≤ 2(1− ρ)p(x) pour x ∈ Ω,

que nous ne vérifions que numériquement à chaque itération.
Le Tableau 2.2 rassemble les valeurs numériques utilisées pour tous les exemples de la Section

2.3. Les informations de convergence (nombre d’itérations, temps de calcul, erreur de conver-
gence) sont indiquées dans le Tableau 2.3.

L Nx u0 g s x0 ε

1 200L x x cos(πt) 10 −0.3 x2
0

Γ0 ε N α0 α1 T Nt

{x = L} 1 · 10−3 1 0.95 min(p∗) max(p∗)/0.95 donné par (H2b) selon CFL

Tableau 2.2 – Valeurs numériques des variables utilisées pour tous les exemples numériques
d’utilisation de l’Algorithme 2.2 dans le cadre 1d.

Simulations à partir de données sans bruit

Dans cette sous-section, plusieurs résultats de reconstruction obtenus en l’absence de bruit
sont présentés. La Figure 2.15 montre l’évolution du coefficient récupéré pk à chaque itération k
du processus de convergence et en dessous le résultat final p∞ superposé avec la solution exacte
p∗.
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Exemple # itérations Temps de calcul en s errp
Figure 2.15 (a) 4 405 2 · 10−4

Figure 2.15 (b) 4 320 6 · 10−4

Figure 2.15 (c) 4 264 1 · 10−3

Figure 2.17 (a) 4 422 3 · 10−3

Figure 2.17 (b) 4 498 5 · 10−3

Figure 2.17 (c) 4 478 9 · 10−3

Figure 2.19 haut 3 1514 4 · 10−3

Figure 2.19 bas 4 1785 3 · 10−3

Tableau 2.3 – Résultats de convergence des cas tests. On peut observer que dans tous les cas, le
critère de convergence (2.10) pour ε = 1 ·10−3 est atteint en moins de 4 itérations. L’Algorithme
2.2 s’exécute sur un ordinateur portable personnel en quelques minutes. L’erreur finale errp
montre l’efficacité de la reconstruction.

(a) p∗(x) = 6 + sin(2πx) (b) p∗(x) = 6 + cos(2πx) (c) p∗(x) = 6 +

e
−0.3

1−8|x−0.4|2 11>8|x−0.4|2

Figure 2.15 – Première ligne : Historique de la convergence du processus de reconstruction
par l’Algorithme 2.2. La ligne bleue est la donnée initiale p0 calculée par la minimisation de
Kinit (2.19). Dans le cas (c), elle est égale au coefficient constant p0 = 6 et ne contient aucune
information concernant la position de la bosse. On remarque qu’à la première itération (ligne
orange), la reconstruction est déjà très proche de la solution exacte. Deuxième ligne : résultats
de la reconstruction finale pour trois exemples différents appartenant à V.

Simulations avec plusieurs niveaux de bruit

Dans les applications que nous avons en tête, les données d’entrée pour le problème inverse
sont directement la dérivée seconde en temps du flux ∂2

t d∗, mesuré grâce à un accéléromètre.
La Figure 2.16 présente ainsi ces observations mesurées au point x = L pendant l’intervalle de
temps T dans le cas où la vitesse vaut p∗(x) = 6 + sin(2πx).
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(a) sans bruit (b) avec δ = 20% de bruit (c) après régularisation

Figure 2.16 – Exemples d’observations ∂2
t d∗(t) au point x = L pour le coefficient p∗(x) =

6 + sin(2πx) obtenues avec l’équation (2.13). Nous montrons l’impact de l’ajout de bruit et le
résultat obtenu après application du filtre passe-bas.

La Figure 2.17 montre les résultats obtenus par l’Algorithme 2.2 dans le cas où la vitesse
vaut p∗(x) = 6 + sin(2πx) avec différents niveaux de bruit (δ = 5%, 10% et 20%) appliqués
directement à ∂2

t d∗.

(a) δ = 5% (b) δ = 10% (c) δ = 20%

Figure 2.17 – Récupération du coefficient p∗(x) = 6 + sin(2πx) par l’Algorithme 2.2 en présence
de bruit dans les données.

Mauvais choix des paramètres

La Figure 2.18 présente plusieurs résultats de reconstruction lorsque certaines hypothèses
ne sont pas satisfaites. Dans la première colonne, le temps d’observation est pris égal au temps
physique intuitif T = L√

α0
, correspondant au temps nécessaire à l’onde la plus lente (celle qui se

déplace à la vitesse
√
α0) pour atteindre la zone d’observation {x = L} même si elle part du côté

opposé du domaine {x = 0}. Dans ce cas, la reconstruction est aussi précise que celle obtenue
avec le temps beaucoup plus important donné par (H2b). Ensuite, dans la deuxième colonne,
nous essayons la même reconstruction mais avec un temps plus court T = 0, 8 L√

α0
. Dans ce cas,

le résultat commence à se détériorer près de la frontière {x = 0}. Cela illustre le fait que le
temps minimal pour obtenir la convergence de l’algorithme est très probablement L√

α0
, au lieu

de la condition de temps plus restrictive (H2b).

Dans la dernière colonne de la Figure 2.18, nous traçons également les résultats donnés par
l’Algorithme 2.2 lorsque le coefficient exact à récupérer ne satisfait pas la condition (2.14) pour
un ρ > 0. Dans ce cas, nous choisissons un temps très grand T = L/0.01. Les expériences
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(a) T = L√
α0

(b) T = 0.8 L√
α0

(c) p∗ 6∈ V

Figure 2.18 – Quelques exemples de reconstruction de vitesses par l’Algorithme 2.2 lorsqu’une
hypothèse du Théorème 2.10 n’est pas satisfaite. (a)(b) Le temps d’observation est plus petit
que le temps minimal donné dans (H2b). (c) Le coefficient exact p∗ n’est pas dans V car il ne
remplit pas la condition (2.14) pour un ρ > 0.

numériques dans le cas 1d semblent indiquer une bonne convergence de l’algorithme, bien que
nous ne sachions pas fournir de preuve de convergence dans ce cas. En dimension 2, nous avons
trouvé quelques exemples de vitesse (typiquement de la forme p∗(x) = |x−x0|4), qui ne satisfont
pas (2.14) et pour lesquels l’algorithme ne converge pas. Cette dichotomie entre le cas 1d et le
cas 2d est prévisible car la géométrie est beaucoup plus complexe en dimension supérieure ou
égale à deux : en particulier, il peut y avoir des rayons suivant les lois de l’optique géométrique
qui n’atteindront jamais la zone d’observation, violant alors l’inégalité d’observabilité

Simulations en deux dimensions d’espace

Nous avons également effectué quelques reconstructions dans Ω = [0, 1] × [0, 1.1], discrétisé
avec 40 points dans chaque direction, x0 = (−0.3, 0.55), s = 5 et Γ0 = {x2 = 0} ∪ {x1 =
1} ∪ {x2 = 1.1}. La Figure 2.19 présente les résultats obtenus pour deux coefficients différents
p∗ en l’absence de bruit.

2.4 Application à une équation de réaction-diffusion

Dans cette partie, nous nous intéressons à un problème inverse de récupération du terme
source dans une équation de réaction-diffusion. Concernant les applications, ce modèle représente
l’évolution d’un polluant dans l’atmosphère et nous cherchons à localiser la source de ce polluant.
Cet exemple est l’occasion de décliner la méthode C-bRec dans le cas d’une équation parabolique.
Mais ici la difficulté majeure est surtout liée à la non linéarité de l’équation.

En particulier, les propriétés de convexité forte de la fonctionnelle J sont restreintes à des
espaces bornés, voir Lemme 2.14 ci-après. De plus, l’opérateur qui apparait dans la fonctionnelle
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(a) Vitesses exactes. (b) Vitesses récupérées.

Figure 2.19 – Deux exemples en 2d de reconstruction de la vitesse par l’Algorithme 2.2.

doit être modifié en ajoutant des opérateurs de troncature (2.30) pour borner les termes non
linéaires dans la preuve de convergence de l’algorithme. Enfin, contrairement aux problèmes trai-
tés dans les sections précédentes où l’EDP était linéaire, l’introduction de la variable conjuguée
esϕz ne permet pas de s’affranchir de la présence des termes exponentiels.

2.4.1 Le problème inverse

Soit Ω un domaine borné régulier de Rn pour n ≥ 1 et T > 0. Nous considérons l’équation
de réaction-diffusion suivante

∂tu−∆u+ u3 = p(x)f, dans (0, T )× Ω,
u = g, sur (0, T )× ∂Ω,
u(0) = u0, dans Ω.

(2.20)

Pour ce problème direct, nous pouvons montrer le résultat de régularité suivant :

Théorème 2.11. Supposons que u0 ∈ H3(Ω), p ∈ L∞(Ω), f ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) et g ∈
H1(0, T ;H3/2(∂Ω)) ∩H2(0, T ;H1/2(∂Ω)). De plus, nous supposons que f(0) = 0 dans Ω.
Alors la solution u de (2.20) appartient à

u ∈ C1(0, T ;H1(Ω)) ∩H2(0, T ;L2(Ω)) ∩H1(0, T ;H2(Ω)),

avec l’estimation

‖u‖C1(0,T ;H1(Ω)) + ‖u‖H2(0,T ;L2(Ω)) + ‖u‖H1(0,T ;H2(Ω)) ≤M (2.21)

où M dépend de T , Ω, m et des normes de u0, f et g.

Nous supposons que la donnée initiale u0, la condition de Dirichlet g et la fonction f sont
connues et nous cherchons à reconstruire la source exacte p∗, supposée ne dépendre que de
l’espace. Pour identifier cette inconnue, nous avons accès à deux types de mesures, celle du flux
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de la solution sur une partie du bord du domaine et celle de la solution dans tout le domaine à
un instant donné : {

d∗ := ∂νu[p∗], sur (0, T )× Γ0,
r∗ := u[p∗](T0), dans Ω,

(2.22)

où Γ0 ⊂ ∂Ω et T0 ∈ (0, T ).
Pour ce problème, en suivant la méthode de Bukhgeim-Klibanov [2-12] et grâce à une inégalité

de Carleman que nous montrons pour cet opérateur, nous prouvons le résultat de stabilité
Lipschitz suivant :

Théorème 2.12. Nous supposons que

(H3a) u0 ∈ H3(Ω) et g ∈ H1(0, T ;H3/2(∂Ω)) ∩H2(0, T ;H1/2(∂Ω)),

(H3b) f ∈ H1(0, T ;L∞(Ω)), f(0) = 0 dans Ω, et

|f(T0)| ≥ α > 0 dans Ω. (2.23)

Alors, pour m > 0 fixé, il existe C > 0 telle que pour tous p et p∗ dans L∞m (Ω) on ait
l’inégalité :

‖p− p∗‖L2(Ω) ≤ C
(
‖u[p](T0)− u[p∗](T0)‖H2(Ω) + ‖∂νu[p]− ∂νu[p∗]‖H1(0,T ;L2(Γ0))

)
.

2.4.2 Une inégalité de Carleman pour la chaleur

Sans perte de généralité, nous supposons que T0 =
T

2
. Dans cette section, nous énonçons

une inégalité de Carleman pour l’équation de la chaleur dans le cas de nouveaux poids qui ne
dépendent que d’une seule exponentielle.

Théorème 2.13. Nous supposons que

(H3c) Condition géométrique :

∃x0 6∈ Ω tel que Γ0 ⊃ {x ∈ ∂Ω, (x− x0) · ν(x) ≥ 0},

(H3d) Définition des poids :

ϕ(t, x) = ψ(x)θ(t) avec ψ(x) = |x− x0|2 − 2 sup
x∈Ω

|x− x0|2, (2.24)

et

θ(t) =
1

t(T − t)
− 1− ρ

T 2
0

, (2.25)

où ρ est une constante satisfaisant 0 < ρ < 1.

Alors,

s

∫
Ω
e2sϕ(T0)|z(T0)|2 dx+

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ

(
1

sθ
|∂tz|2 +

1

sθ
|∆z|2 + sθ|∇z|2 + s3θ3|z|2

)
dxdt

≤ C
∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|∂tz −∆z|2 dxdt+ Cs

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕθ|∂νz|2 dγdt,

(2.26)
pour tout z ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)).
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Mentionnons que la partie spatiale ψ du poids de Carleman de (H3d) ressemble à celui utilisé
dans les sections précédentes pour l’équation des ondes. De plus, la condition géométrique (H3c)
qui est classique pour l’équation des ondes (voir Lions [2-33]) est non usuelle pour l’équation de
la chaleur. Avec ces nouveaux poids, nous avons moins de flexibilité dans les calculs. Mais avec
les poids classiquement utilisés pour l’équation de la chaleur (voir Yamamoto [2-39]), la présence
de la double exponentielle dans la fonctionnelle à minimiser serait rédhibitoire dans la mise en
oeuvre numérique.

2.4.3 L’algorithme C-bRec

Nous supposons que nous sommes à l’itération k de l’algorithme et que nous avons construit
pk ∈ L∞m (Ω). Nous introduisons alors w = u[pk]− u[p∗] qui est solution de

∂tw −∆w + wQ(w, u[pk]) = (pk − p∗)f, dans (0, T )× Ω,
w = 0, sur (0, T )× ∂Ω,
w(0) = 0, dans Ω,

(2.27)

où nous avons posé Q(w, u) = 3u2 + 3uw+w2. Dérivons maintenant cette équation par rapport
au temps. Nous introduisons v = ∂tw qui satisfait

∂tv −∆v + vQ(w, u[pk]) + w∂tQ(w, u[pk]) = h, dans (0, T )× Ω,
v = 0, sur (0, T )× ∂Ω,
v(0) = 0, dans Ω,

(2.28)

où h = (pk − p∗)∂tf .

En suivant la même stratégie qu’à la Section 2.1.3 et compte-tenu de l’inégalité de Carleman
du Théorème 2.13, nous introduisons la fonctionnelle J [h] définie par

J [h](z) =
1

2

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|Pz − h|2 dxdt+

s

2

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕθ|∂νz − µ|2 dγdt, (2.29)

avec µ = ∂νv et Pz = ∂tz −∆z + zQ(yM , u[pk]) + yM∂tQ(yM , u[pk]) où on a posé

yM (t) = TM

(
w(T0) +

∫ t

T0

z(t′)dt′
)

dans Ω.

La fonction TM est là pour assurer que les termes non linéaires de P sont bornés. Pour un M > 0
donné, elle est définie par

TM : R −→ R

X 7−→ XΦ

(
X

M

)
,

(2.30)

où Φ ∈ C1
0 (R) est telle que 0 ≤ Φ ≤ 1 et

Φ(X) =

{
1, si |X| ≤ 1,

0, si |X| ≥ 2.
(2.31)

Le lemme suivant assure alors l’existence d’un minimiseur de J [h] dans l’espace fonctionnel

E =
{
z : esϕ(∂tz −∆z) ∈ L2((0, T )× Ω), esϕθ1/2∇z · n ∈ L2((0, T )× Γ0),

esϕθ3/2z ∈ L2((0, T )× Ω), esϕθ−1/2z ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))

}
. (2.32)
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Lemme 2.14. On suppose que les hypothèses (H3a)-(H3b) sont satisfaites et que pk ∈
L∞m (Ω). Alors il existe s0 > 0 tels que pour tous s ≥ s0, J [h] admette un minimiseur global
dans E. De plus, pour s suffisamment grand, J [h] est strictement convexe dans

EC =
{
z ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)), ‖z‖H1(0,T ;L2(Ω))∩L2(0,T ;H2(Ω)) ≤ C
}
.

A cause des non linéarités de l’équation, la stricte convexité de J [h] (et donc celle de J [0])
n’est établie que dans EC où la borne permet de traiter les non linéarités. Contrairement à ce
qui se passait dans les sections précédentes sur l’équation des ondes où les poids restaient loin
de 0, ici les poids, comme c’est en général le cas pour l’équation de la chaleur, s’annulent en 0
et T et il n’est pas clair que le minimiseur de J [h] dans E appartiendra bien à un EC pour un
certain C > 0. Par conséquent, il n’est pas possible de déduire l’unicité du minimiseur dans E
à partir de la stricte convexité dans EC .

Afin de garantir que v est bien un minimiseur de J [h] dans E, nous choisissons pour M dans
(2.30) la constante du Théorème 2.11 appliqué à w. Ainsi, on a bien TM (w) = w et Pv = h.
Pour finir, il suffit de remarquer dans (2.27) que

v(T0) = ∂tw(T0) = ∆w(T0)− w(T0)Q[w, u[pk]](T0) + (pk − p∗)f(T0), dans Ω. (2.33)

Ainsi, si v(T0) était connu, alors p∗ pourrait être directement calculé, puisque nous supposons
que f(T0) satisfait (2.23) et que les autres termes apparaissant dans (2.33) sont des observations
données par (2.22). Néanmoins, puisque h dépend de p∗, v est inconnu. Alors, l’idée est d’utiliser
Z obtenu au travers de la minimisation de J [0] comme une approximation de v. Et nous sommes
en mesure d’estimer l’écart entre Z et v en fonction de h.

L’algorithme consiste donc cette fois encore à construire une suite (pk)k∈N qui se rapproche
de l’inconnue p∗.

Algorithme 2.3

Initialisation Choisir n’importe quel p0 ∈ L∞m (Ω).

Itération Connaissant pk ∈ L∞m (Ω),

1. Calculer la solution u[pk] de
∂tu−∆u+ u3 = pk(x)f, dans (0, T )× Ω,
u = g, sur (0, T )× ∂Ω,
u(0) = u0, dans Ω.

(2.34)

et poser µ = ∂t (∂νu[pk]− d∗) sur (0, T )× Γ0, où d∗ est la mesure définie en (2.22).

2. Minimiser la fonctionnelle

J [0](z) =
1

2

∫ T

0

∫
Ω
e2sϕ|Pz|2 dxdt+

s

2

∫ T

0

∫
Γ0

e2sϕθ|∂νz − µ|2 dγdt, (2.35)

dans E et noter Z un de ses minimiseurs.

3. Poser

p̃k+1 = pk +
Z(T0)−∆w(T0) + w(T0)Q(w, u[pk])(T0)

f(T0)
, dans Ω, (2.36)

w(T0) étant connu au travers de la mesure r∗ définie en (2.22).
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4. Finalement, définir
pk+1 = Πm(p̃k+1).

où Πm(p) =

{
p, si |p| ≤ m,
sign(p)m, si |p| > m.

Finalement, nous énonçons le résultat principal qui assure la convergence globale linéaire en
norme L2 pondérée de la suite des (pk)k∈N :

Théorème 2.15. Sous les hypothèses (H3a)-(H3b)-(H3c)-(H3d) et p∗ ∈ L∞m (Ω), il existe
C > 0 tel que pour tout s suffisamment grand et pour tout k ∈ N∫

Ω
e2sϕ(T0)(pk+1 − p∗)2dx ≤ C

s

∫
Ω
e2sϕ(T0)(pk − p∗)2dx. (2.37)

Ainsi, pour s suffisamment grand, (pk)k∈N tend vers p∗ lorsque k tend vers +∞.

2.4.4 Résultats numériques

Nous présentons quelques exemples numériques pour illustrer les propriétés de reconstruc-
tion de l’Algorithme 2.3. Le Tableau 2.4 rassemble les valeurs numériques utilisées dans tous les
exemples de cette section. Les informations de convergence (nombre d’itérations, temps d’exé-
cution, erreurs de convergence) sont présentées dans le Tableau 2.5.

L T Nx Nt g u0

1 1 25 50 0 0

m x0 s M ρ ε

2 −0.3 100 10 10−3 10−3

Tableau 2.4 – Valeurs numériques des variables de la Section 2.4.

Exemple Nombre d’itérations Temps de calcul en secondes errd errr errp
Figure 2.21 (a) 3 117 0.1% 0.2% 0.02%
Figure 2.21 (b) 16 554 0.7% 0.1% 0.8%
Figure 2.23 (a) 3 87 1% 0.3% 2%
Figure 2.23 (b) 3 91 1% 0.3% 4%
Figure 2.23 (c) 3 97 3% 0.5% 9%
Figure 2.24 (b) 6 802 0.1% 0.1% 0.01%

Tableau 2.5 – Résultats de convergence des cas tests réalisés avec l’Algorithme 2.3.

Comme mentionné précédemment, la présence des poids exponentiels dans la fonctionnelle
conduit à de sévères difficultés numériques lorsque nous cherchons à la minimiser pour s grand.
Pourtant, afin d’assurer la convergence de l’Algorithme 2.3 (voir Théorème 2.15), s doit être
grand. Dans les sections précédentes sur l’équation des ondes, cette difficulté était résolue en
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choisissant une fonctionnelle qui dépendait de la variable conjuguée esϕz. Mais ceci n’était pos-
sible que parce que l’opérateur était linéaire. Ici, nous traitons cette difficulté en introduisant de
nouvelles fonctions poids (2.24). Sur la Figure 2.20, nous traçons esϕ dans (0, T ) × (0, L) pour
s = 1 et s = 100. Remarquez que pour s grand, la fonction ne s’annule pas au temps d’obser-
vation T0 = 0.5 ce qui permet une bonne reconstruction du terme source dans tout le domaine
Ω. Numériquement, on observe que pour s = 1, la minimisation est lente (5202 secondes pour
s = 1 contre 17 secondes pour s = 100 pour le cas test de la Figure 2.21 (a)) et dans certains
cas, la convergence de l’algorithme n’est pas réalisée (par exemple dans le cas test de la Figure
2.21 (b)).

(a) s = 1 (b) s = 100

Figure 2.20 – Fonction poids de Carleman esϕ définie en (2.24) pour différentes valeurs de s.

A l’Etape 2 de l’Algorithme 2.3, la minimisation de J [0] est réalisée par une méthode de
Newton-Krylov [2-30]. La méthode de Newton n’est globalement convergente que si la fonction-
nelle considérée est strictement convexe. Ici, il faudrait prouver que la fonctionnelle discrète J [0]
est strictement convexe. Une étude complète de l’algorithme discrétisé pourra être envisagée
dans le futur et inclura en particulier une inégalité de Carleman pour l’équation de la chaleur
discrète, en suivant les travaux de Boyer-Hubert-Le Rousseau [2-10, 2-11] pour les équations
paraboliques discrètes. Néanmoins, la démonstration du Théorème 2.15 n’utilise en réalité pas
le fait que Z est le minimiseur global mais seulement un point critique. Ainsi, l’initialisation de
la méthode de Newton-Krylov (réalisée par Z = 0 dans tous les exemples) n’a pas d’incidence
sur la convergence globale de la méthode.

Simulations en l’absence de bruit dans les données

Sur la Figure 2.21, nous présentons les résultats successifs obtenus à chaque itération de
l’Algorithme 2.3 dans le cas de la reconstruction de la source p∗(x) = sin(πx) pour deux choix
différents de f . On peut observer que dans les deux cas le critère de convergence (2.10) pour ε
est atteint en moins de 20 itérations. Sur la Figure 2.22, nous présentons différents exemples de
reconstruction de sources obtenus grâce à l’Algorithme 2.3.

Simulations avec plusieurs niveaux de bruit

La Figure 2.23 montre les résultats pour p∗(x) = sin(πx) associés à différents niveaux de
bruit dans les mesures (δ = 1%, 2% et 5%).
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(a) f(t) = t+ sin(πt) (b) f(t) = t+ sin(7πt)

Figure 2.21 – Reconstruction par l’Algorithme 2.3 de la source p∗(x) = sin(πx). Différents choix
de la fonction f et historiques de convergence associés.

(a) p∗(x) = −x (b) p∗(x) = sin(2πx) (c) p∗ rectangulaire

Figure 2.22 – Différents exemples de reconstruction 1d obtenus par l’Algorithme 2.3 pour f(t) =
t+ sin(πt).

(a) δ = 1% (b) δ = 2% (c) δ = 5%

Figure 2.23 – Reconstruction par l’Algorithme 2.3 de la source p∗(x) = sin(πx) pour f(t) =
t+ sin(πt) en présence de bruit dans les données.

Simulations en deux dimensions

Nous illustrons la méthode en deux dimensions sur le domaine Ω = [0, 1]2 avec x0 =
(−0.3,−0.3) et Γ0 =

(
{0} × [0, 1]

)
∪
(
[0, 1] × {0}

)
. La Figure 2.24 présente le résultat ob-

tenu en l’absence de bruit. L’erreur finale est inférieure à 0.1% ce qui montre l’efficacité de la
reconstruction, obtenue en quelques minutes.
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(a) Source exacte. (b) Source récupérée.

Figure 2.24 – Un exemple de reconstruction de sources par l’Algorithme 2.3 dans le cas 2d.

2.5 Perspectives

Il y a tout lieu de penser que l’approche C-bRec peut se généraliser à d’autres problèmes
inverses de détermination de coefficients dans des EDP, pourvu que nous ayons à disposition
des inégalités de Carleman adéquates permettant de démontrer la stabilité Lipschitzienne du
problème inverse. Sans pour autant vouloir collectionner les déclinaisons de l’algorithme à toute
une série d’EDP, il reste pertinent d’étudier son adaptabilité à des non-linéarités diverses et à
des cadres applicatifs plus contraignants. En particulier, je suis curieuse de savoir si la démarche
peut s’appliquer à la reconstruction des coefficients dans le système de la viscoélasticité que j’ai
étudié pendant ma thèse :

Pu = f, dans (0, T )× Ω,
u = g, sur (0, T )× ∂Ω,
u(0) = u0, ∂tu(0) = u1, dans Ω.

(2.38)

avec P l’opérateur hyperbolique suivant :

Pu(x, t) = ∂2
t u(x, t)−∇ ·

(
µ(x)(∇u(x, t) +∇u(x, t)t) + λ(x)(∇ · u)(x, t)I

)
+

∫ t

0
∇ ·
(
µ̃(x, s)(∇u(x, t− s) +∇u(x, t− s)t) + λ̃(x, s)(∇ · u)(x, t− s)I

)
ds,

où λ et µ sont appelés les coefficients de Lamé, tandis que λ̃ et µ̃ sont des coefficients de viscosité.
La difficulté dans l’étude de cette équation est liée évidemment à la présence du terme intégro-
différentiel de l’opérateur P , mais également au caractère vectoriel de la solution (u est ici un
vecteur donc les composantes sont fortement couplées) et à la présence de plusieurs coefficients
qui peuvent être simultanément inconnus.

Depuis plusieurs années maintenant, la recherche en imagerie médicale s’oriente vers des
méthodes dites d’élastographie, voir en particulier les nombreux travaux de Fink et Tanter [2-
9]. Inventées en 1991 par Ophir et al. [2-34], ces méthodes reposent sur le principe que la
grandeur pertinente pour détecter et classifier les tumeurs ne serait pas leur concentration en eau
(hypothèse à la base des mesures IRM) mais leur ”dureté”. Cette méthode s’attache donc à fournir
des cartographies des coefficients élastiques des organes, à partir de l’observation de déformations
générées par des excitations extérieures. Pour les tissus mous, il est largement admis que leur
comportement est viscoélastique et que la composante visqueuse (effets de mémoire, dissipation
d’énergie) ne peut être négligée. Ainsi, l’extension de la méthode C-bRec à la récupération des
coefficients viscoélastiques pourrait participer à l’amélioration des techniques actuelles. Avec
Axel Osses au Chili, nous envisageons d’encadrer une thèse en cotutelle sur ce sujet à la rentrée
2021.
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Si je ne vois pas d’obstacle conceptuel majeur dans l’application de la méthode C-bRec
aux équations (2.38), il reste encore de nombreux points techniques à éclaircir. Par exemple,
les résultats de stabilité que j’avais montrés dans ma thèse sont de type Hölderien [A12] ou
logarithmique [A13], ne permettant pas d’en déduire la convergence globale de la méthode C-
bRec. Il y a quelques mois, Yamamoto et Imanuvilov ont obtenu un résultat Lipchitzien [2-20]
pour la récupération du terme source f , ce qui laisse entrevoir la possibilité d’étendre le résultat
à la récupération d’un coefficient viscoélastique. Cependant la démonstration de leur résultat
n’est plus aussi constructive et devra être adaptée pour en déduire une méthode numérique.

En parallèle, il me semble pertinent de développer le lien entre notre méthode et la réalité
des mesures expérimentales. Deux pistes complémentaires sont envisageables :

— Revisiter les résultats théoriques (et la méthode numérique qui en découle) pour rendre les
hypothèses de travail plus réalistes, en adéquation avec les mesures réelles. Par exemple
on pense récemment avoir montré dans le cas des ondes que l’on peut s’affranchir de
l’hypothèse classique mais très restrictive en pratique qui concerne la connaissance exacte
de la donnée initiale u0 du système. D’autres hypothèses techniques, dont la présence est
liée aux outils utilisés, pourraient être relaxées.

— Nouer des collaborations avec des physiciens expérimentaux présents sur le campus de
l’Université de Paris-Saclay où je suis affectée depuis le mois d’avril 2020 pour développer
des techniques de mesures capables de fournir les informations que requiert la théorie.
Dans ce deuxième cas, on pourrait voir apparâıtre de nouvelles modalités d’acquisition.
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Chapitre 3

Une méthode automatique d’appariement
de formes

Dans ce chapitre, je présente les travaux réalisés avec Chiara Nardoni lors de sa thèse [3-
34], co-encadrée par Pascal Frey. Une première partie de ce travail a consisté à mettre au point
une méthode d’appariement de formes originale, permettant de construire automatiquement une
transformation entre une forme initiale et une forme cible. Les fondements de cette méthode sont
décrits dans la Section 3.1 qui a fait l’objet de l’article [A3] avec Charles Dapogny. La Section 3.2
est consacrée aux exemples de mise en oeuvre numérique de cette méthode, ainsi qu’à sa compa-
raison avec une autre approche plus classique, travail [A2] en collaboration également avec Lydie
Uro. Ces travaux ont été réalisés dans le cadre de la Chaire thématique FaciLe ”Reconstruction
Faciale numérique pour la médecine Légale” qui regroupe des chirurgiens maxillo-faciaux, des
anthropologues, des médecins légistes, des informaticiens et des mathématiciens de Sorbonne
Universités. Ainsi, dans [A5], toujours avec Chiara Nardoni, nous avons proposé une nouvelle
méthode de reconstruction faciale, basée sur la méthode d’appariement de formes. Je décris cette
approche dans la Section 3.3. Tous les résultats numériques de ce chapitre ont été implémentés
en C et les codes sources sont disponibles sur la page GitHub du projet 1.

3.1 Fondements de la méthode

3.1.1 Introduction

Le problème d’appariement de formes qui nous intéresse est le suivant : trouver une trans-
formation d’une forme initiale Ω0 en une forme cible ΩT . Une telle transformation peut être
utilisée pour réaliser physiquement la déformation de Ω0 en ΩT , pour transporter des quantités
d’intérêts de Ω0 à ΩT , mais également afin d’évaluer dans quelle mesure Ω0 et ΩT diffèrent l’un
de l’autre (par exemple en classification ou en reconnaissance de formes, Nasreddine et al. [3-35])

3.1.2 Quelques références sur les méthodes d’appariement de formes

Le problème d’appariement de formes se rencontre dans de nombreux domaines, allant de
l’ingénierie biomédicale à l’infographie. Pour un aperçu général des méthodes d’appariement de
formes, nous nous référons à l’étude de Veltkamp [3-45]. Nous ne mentionnons ici que quelques
approches.

1. https ://github.com/ISCDtoolbox/FaciLe

77
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Plusieurs méthodes d’appariement de formes utilisent des points de repère dont la correspon-
dance est supposée connue et sert de guide à la transformation. Selon l’application, ces points
sont définis manuellement (par exemple dans le cas de points de repère anatomiques) ou par
extraction automatique : points critiques d’une fonction scalaire adéquate définie sur la forme
dans Belongie et al. [3-6] ou caractéristiques topologiques dans Hilaga et al. [3-26].

Dans le domaine de l’anatomie numérique, une série d’articles (voir Grenander et Miller [3-
16, 3-22]) ont proposé de décrire la déformation de Ω0 sur ΩT au travers d’un difféomorphisme.
Cette approche a en particulier conduit à la méthode LDDMM qui a suscité beaucoup d’intérêt
ces dernières années, notamment pour le traitement des données médicales. Voir les travaux
de Glaunes et al. [3-20, 3-21], ceux de Beg et al. [3-4, 3-5] et Jos [3-28]. L’approche LDDMM
considère les formes incluses dans un espace métrique et décrit le difféomorphisme entre deux
éléments Ω0 et ΩT comme l’écoulement dynamique d’un champ de vitesse v. La recherche de
v est alors considérée comme un problème de contrôle optimal. Le critère à minimiser est la
somme d’une fonctionnelle représentant le coût du flux qui transporte Ω0 sur ΩT et d’un terme
de régularisation, garantissant la régularité de la déformation. La structure de l’espace métrique
permet de définir des mesures de similarité entre les formes en termes de géodésiques dans l’espace
des formes. La formulation LDDMM produit une déformation globale de l’espace ambiant, qui
fait notamment correspondre les formes d’intérêt entre elles.

Plus récemment, dans le domaine de l’infographie, le point de vue du transport optimal a été
utilisé pour déplacer un maillage tétraédrique sur un objet donné dans Lévy [3-30] et Su et al. [3-
41] et pour recaler des images en 2d dans Haker et al. [3-24]. Les méthodes de transport optimal
ont le mérite de permettre des changements de topologie et d’être insensibles à un mouvement
de corps rigide de la forme cible, ce qui est primordial dans la recherche de similitude de formes.

Notre méthode a beaucoup en commun avec celle de Simon et Basri [3-38, 3-39] car elle
propose un modèle de déformation inspiré de la physique et aussi avec celle de Bajcsy et Kovacic
[3-3] par son utilisation de techniques d’optimisation de formes.

3.1.3 L’appariement de formes comme un problème d’optimisation de formes

Soit Ω0 et ΩT deux domaines Lipschitz bornés de Rn, n ≥ 2. Nous supposons qu’ils partagent
la même topologie mais ne sont pas nécessairement proches l’un de l’autre. Notre objectif est de
transformer Ω0 en ΩT . Pour cela, nous nous appuyons sur l’optimisation de formes.

D’une manière générale, l’optimisation de formes consiste à minimiser une fonctionnelle de
coût J(Ω). Lorsque le problème d’optimisation est posé sur un ensemble de formes admissibles
Oad, certaines difficultés supplémentaires entrent en jeu, tant du point de vue théorique que
numérique. Premièrement, il faut trouver un moyen de décrire les variations admissibles sur
l’espace Oad et définir une notion de différenciation sur l’espace Oad, nécessaire pour déduire les
conditions d’optimalité. De plus, dans la plupart des problèmes, la dépendance de la fonction-
nelle de coût par rapport au domaine est très peu triviale : elle peut dépendre des propriétés
géométriques du domaine (de sa normale, de sa courbure, de son épaisseur...) mais aussi d’un
état uΩ - obtenu comme solution d’une EDP posée sur Ω - et de ses dérivées. Dans ce cas, nous
devons regarder la dérivation de l’état uΩ par rapport au domaine. Pour un panorama complet
sur ces questions, je renvoie aux ouvrages de Allaire [3-1] et Henrot et Pierre [3-25].

Dans notre travail, l’écart entre une forme de référence Ω et la forme cible ΩT est mesurée
par la fonctionnelle suivante :

J(Ω) =

∫
Ω
dΩT (x)dx, (3.1)
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où dΩT est la fonction de distance signée à ΩT , définie par

∀x ∈ Rn, dΩT (x) =


−d(x, ∂ΩT ) si x ∈ ΩT ,

0 si x ∈ ∂ΩT ,

d(x, ∂ΩT ) si x ∈ cΩT .
(3.2)

Dans la formule ci-dessus, d(·, ∂ΩT ) désigne la distance euclidienne habituelle à ∂ΩT .

Pour diminuer la valeur de J(Ω), le domaine Ω doit s’étendre dans les régions de l’espace
Rn où dΩT est négative (c’est-à-dire à l’intérieur de ΩT ), et se rétracter dans les régions où dΩT

est positive. Ceci est illustré sur la Figure 3.1. Notez que la fonctionnelle J(Ω) a un unique
minimiseur global Ω = ΩT , et aucun autre point de minimum local lorsque ΩT est connexe. Une
fonction similaire à celle de (3.1) a également été utilisée dans Dapogny et al. [3-18] à des fins
d’optimisation de formes en architecture.

Figure 3.1 – Déformation de la forme de référence Ω (cercle violet) permettant de diminuer la
valeur de J définie en (3.1) via la distance signée à la forme cible ΩT (en gris).

3.1.4 Dérivée de forme de la fonctionnelle et direction de descente

Plusieurs notions de différenciation par rapport au domaine sont disponibles dans la littéra-
ture. L’une d’entre elles, très bien adaptée à notre objectif, est la méthode de Hadamard [3-23].
L’idée est d’établir une correspondance entre les variations du domaine et les homéomorphismes
de Rn. Ainsi, les variations d’une forme donnée Ω ⊂ Rn sont considérées sous la forme (voir
Figure 3.2 (a)) :

Ωθ = (I + θ)(Ω), (3.3)

où θ : Rn 7→ Rn est un ”petit” champ vectoriel. Le caractère bien posé de cette correspondance
découle du résultat suivant

Théorème 3.1 (Murat et Simon [3-33]). Pour tout θ ∈ W 1,∞(Rn,Rn) tel que
||θ||W 1,∞(Rn,Rn)≤ 1, l’application I + θ est un homéomorphisme Lipschitz d’inverse Lip-
schitz.

En utilisant cette correspondance, la dérivée de forme d’Hadamard est définie en termes de
dérivée classique sur un espace fonctionnel.
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Définition 3.1.1. Une fonction J(Ω) du domaine est dite différentiable en Ω si l’applica-
tion θ 7→ J(Ωθ), de W 1,∞(Rn,Rn) dans R, est Fréchet différentiable en θ = 0. La dérivée
de Fréchet associée est notée J ′(Ω)(θ) et appelée la dérivée de forme de J . On a alors

J(Ωθ) = J(Ω) + J ′(Ω)(θ) + o(θ), où
|o(θ)|

||θ||W 1,∞(Rn,Rn)

θ→0−→ 0.

Dans notre cas, par un calcul classique, nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 3.2. Soit Ω un domaine borné Lipschitz de Rn. La dérivée de forme de la
fonctionnelle J(Ω) définie en (3.1) s’écrit :

∀θ ∈W 1,∞(Rn,Rn), J ′(Ω)(θ) =

∫
∂Ω
dΩT θ · ν dγ. (3.4)

où ν représente le vecteur normal unitaire sortant de Ω.

(a)

⌦0

!

⌦T

!

(b)

Figure 3.2 – (a) Variation Ωθ d’une forme Ω selon la méthode de Hadamard introduite en (3.3).
(b) Forme initiale Ω0 et forme cible ΩT fixées sur un ouvert ω commun.

De l’expression de la dérivée de forme (3.4), nous déduisons que le champ vectoriel

− dΩT ν, (3.5)

est une direction de descente naturelle pour la fonctionnelle J définie en (3.1). En effet, si
θ = −tdΩT ν avec t > 0 assez petit, cela garantit que :

J(Ωθ) = J(Ω)− t
∫
∂Ω
d2

ΩT
dγ + o(t2) < J(Ω).

3.1.5 Paramétrisation par des déplacements élastiques

Le champ vectoriel −dΩT ν figurant dans (3.5) est défini uniquement sur la frontière de Ω. Il
doit donc être préalablement étendu à Ω dans son ensemble pour donner un sens à (3.3). Si aucune
attention particulière n’est accordée à cette extension, le champ de déplacement étendu peut
engendrer un étirement important de Ω et invalider la procédure. Pour surmonter cette difficulté,
nous nous appuyons sur une technique d’extension et de régularisation de la direction de descente
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(3.5), assez classique en optimisation de formes (voir de Gournay [3-19] et les références qui s’y
trouvent).

Ainsi, imaginez que toutes les formes considérées Ω sont remplies d’un matériau élastique
linéaire isotrope et homogène. Supposons également qu’elles contiennent un sous-ensemble donné
ω b Ω sur lequel elles sont fixées. Nous obtenons maintenant une direction de descente pour J(Ω)
comme l’unique solution uΩ ∈ H1

ω(Ω)n = {v ∈ H1(Ω)n, v = 0 sur ω} du système de l’élasticité
linéaire (écrit ici sous forme variationnelle)

∀v ∈ H1
ω(Ω)n,

∫
Ω
σ(uΩ) : ε(v) dx = −J ′(Ω)(v) = −

∫
∂Ω
dΩT v · ν dγ, (3.6)

où ε(u) = 1
2(∇u+∇uT ) est le tenseur des déformations linéarisé et σ = 2µε(u) +λ tr(ε(u))I est

le tenseur des contraintes associé via la loi de Hooke avec λ et µ les coefficients de Lamé.
Ce champ vectoriel uΩ est naturellement une direction de descente pour J(Ω) puisque

J ′(Ω)(uΩ) = −
∫

Ω
σ(uΩ) : ε(uΩ) dx ≤ 0

et son avantage par rapport au champ de déformation intuitif −dΩT ν défini en (3.5) est double.
Tout d’abord, uΩ est défini dans tout le domaine Ω. Et compte-tenu de l’effet régularisant des
équations elliptiques comme celles de l’élasticité (3.6), il est intrinsèquement plus régulier que
−dΩT ν (voir Ciarlet [3-9]).

Remarque Le choix d’un sous-ensemble ω correspond à un alignement global des formes (cf.
Figure 3.2 (b)). Cette restriction que nous utilisions pour garantir le caractère bien posé du
problème (3.6) pourrait être remplacée par l’ajout d’un terme d’ordre 0. Notons également que
par construction, les frontières de ω et Ω ne se croisent pas, ce qui évite la perte de régularité
de la solution uΩ à l’interface entre des conditions limites de nature différente (Dirichlet sur ∂ω
et Neumann sur ∂Ω).

3.1.6 L’algorithme d’appariement de formes

À partir de la forme initiale Ω0, nous mettons en oeuvre un algorithme de descente de
gradient afin d’obtenir une suite de domaines (Ωk)k∈N correspondant à des valeurs décroissantes
de J(Ωk).

Algorithme 3

À chaque itération, il consiste à :

1. Calculer la direction de descente uΩk en résolvant (3.6) sur Ωk.

2. Trouver un pas de descente approprié tk > 0, obtenu par exemple via une procédure de
line search, garantissant notamment que J est strictement décroissante, c’est-à-dire

J((I + tkuΩk)(Ωk)) < J(Ωk).

3. Déformer le domaine selon la relation

Ωk+1 = (I + tkuΩk)(Ωk).

L’algorithme s’arrête lorsque la taille du pas tk est inférieure à une tolérance fixe ε.
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L’application globale de Ω0 à ΩT est facilement récupérée comme la composition des différents
déplacements entre chaque itération. Nous pouvons également composer les déformations d’une
forme initiale Ω0 sur deux cibles ΩT et Ω′T afin d’obtenir la transformation de ΩT à Ω′T et
inversement.

3.2 Mise en oeuvre numérique et premiers exemples

3.2.1 Exemples numériques

Au niveau discret, la forme initiale Ω0 est représentée par un maillage T0, par exemple une
triangulation. La forme cible ΩT est connue au travers de sa fonction de distance signée définie
en (3.2), par exemple sous la forme d’une fonction affine par morceaux sur le maillage fixe TD
d’un grand domaine de calcul D. Ce maillage peut éventuellement être non conforme, montrant
de petits trous, des entités qui se chevauchent, etc. Dans les exemples proposés ci-après, le calcul
de la fonction de distance signée à ΩT est effectué en utilisant l’algorithme décrit par Dapogny
et Frey dans [3-17]. Un exemple de fonction de distance signée par rapport à une forme cible est
présenté sur la Figure 3.4 (a).

À partir de la forme initiale Ω0, nous appliquons alors l’Algorithme 3 de descente de gradient
défini à la Section 3.1.6 afin d’obtenir une suite de couples (Ωk, Tk)k∈N de domaines et de leurs
maillages correspondants pour des valeurs décroissantes de J(Ωk).

— A l’étape 1, le calcul du vecteur uΩk solution de système de l’élasticité (3.6) est obtenu par
la méthode des éléments finis (code développé lors de ma thèse [A16]).

— L’étape 3 de mise à jour de l’algorithme devient au niveau discret :

∀x noeud de Tk, x 7→ x+ tkuΩk(x).

Nous présentons sur la Figure 3.3 plusieurs exemples numériques en 2d pour montrer les
performances de la méthode. Dans ces exemples, la forme initiale Ω0 est un disque et les deux
formes Ω0 et ΩT appartiennent à la boite D = [0, 1]2. L’ensemble ω choisi pour aligner Ω0

et ΩT est un petit disque situé à l’intérieur des deux formes. Le maillage T0 compte environ
1 200 arêtes. Il est raffiné au voisinage de la frontière de Ω0 mais plus grossier en son centre.
Cette astuce - combinée à l’utilisation des équations de l’élasticité linéaire - permet d’éviter une
distorsion importante des éléments et de préserver la qualité du maillage à chaque itération.
Ainsi, la forme déformée n’est jamais remaillée pendant le processus. Cela permet de conserver
une correspondance point à point entre le maillage initial et le maillage final, ce qui peut être
utile dans les applications, comme nous le verrons à la Section 3.3.

La Figure 3.4 montre finalement la superposition des contours entre le maillage déformé et
la forme cible considérée. Les résultats montrent que l’algorithme est capable de récupérer de
fortes courbures et converge même pour des formes très éloignées les unes des autres. Dans le
cas (d) de la Figure 3.3, la correspondance à l’extrémité de la queue pourrait être améliorée en
ajoutant de nouveaux noeuds au maillage dans cette zone.

L’analyse de convergence relative à tous les exemples 2d considérés est détaillée dans le
Tableau 3.1. L’erreur est obtenue en calculant la norme L2 de la distance entre ∂ΩT et ∂Ωk à
convergence. Notons finalement que sans surprise le résultat obtenu n’est pas indépendant de
l’alignement initial des deux formes : un mouvement de corps rigide appliqué à la forme initiale
Ω0 conduit à l’obtention d’une transformation différente entre la forme initiale et la forme cible.

Enfin, la Figure 3.5 présente un exemple en 3d. La convergence de la descente en gradient
est obtenue en 300 itérations et l’erreur finale moyenne est égale à 0.1 mm (bien inférieure à la
taille minimale des mailles), révélant une excellente correspondance de Ω300 avec ΩT .
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(a) k = 0 (b) k = 40 (c) k = 2000

(d) k = 0 (e) k = 60 (f) k = 500

(g) k = 0 (h) k = 90 (i) k = 1500

(j) k = 0 (k) k = 200 (l) k = 2300

Figure 3.3 – Exemples 2d pour la fonctionnelle volumique J définie en (3.1). Contour de la forme
cible en bleu et maillage de la forme déformée Ωk à différentes itérations k.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.4 – (a) Isovaleurs de la fonction de distance signée définie en (3.2) sur un exemple.
(b)-(c)-(d) Superposition des contours de ΩT (en bleu) et de la forme finale (en rouge) pour les
cas tests de la Figure 3.3.

Fonctionnelle volumique J Fonctionnelle surfacique P

Cas test · · · Erreur Itérations Erreur Itérations

1. Bouche 1.9× 10−4 2 000 2.9× 10−5 500

2. Lapin 1.0× 10−3 500 Ne converge pas 1 000

3. Chat 5.7× 10−4 1 500 Ne converge pas 680

4. Singe 1.2× 10−3 2 300 Ne converge pas 300

Tableau 3.1 – Comparaison entre les fonctionnelles volumiques J définie en (3.1) et surfaciques
P définie en (3.7). Erreur finale et nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence
pour les cas 2d.
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(a) (b) (c)

Figure 3.5 – Un exemple en 3d de l’utilisation de la méthode d’appariement. (a) Forme cible
ΩT . (b) Forme initiale Ω0 et écart en mm par rapport à la forme cible. (c) Forme déformée Ωk

pour k = 300 et écart en mm par rapport à la forme cible.

3.2.2 Comparaison avec une autre fonctionnelle de coût

Nous introduisons une nouvelle fonctionnelle (dite surfacique par opposition à la fonctionnelle
volumique J introduite en (3.1)) permettant de mesurer l’écart entre les formes :

P (Ω) =

∫
∂Ω
d(γ, ∂ΩT )2 dγ, (3.7)

où d(·, ∂ΩT ) désigne la fonction de distance euclidienne habituelle à ∂ΩT . Cette fonctionnelle
est basée sur un paradigme classique - aligner deux formes en alignant leurs frontières - et est
utilisée dans une grande variété de situations (voir Zhao, Osher et Fedkiw [3-48] par exemple).
Pourtant nous allons voir que son utilisation dans l’appariement de formes se révèle hasardeuse.
Par un calcul classique, nous montrons que

Théorème 3.3. Soit Ω un domaine borné Lipschitz de Rn. La fonctionnelle P (Ω) définie
en (3.7) est différentiable et sa dérivée de forme est

∀θ ∈W 1,∞(Rn,Rn), P ′(Ω)(θ) =

∫
∂Ω

(
∂d(γ, ∂ΩT )2

∂ν
+ κd(γ, ∂ΩT )2

)
θ · ν dγ,

où ν est la normale et κ la courbure moyenne de ∂Ω.

Présentons maintenant plusieurs exemples en 2d en utilisant la fonctionnelle surfacique P
définie en (3.7). Sur l’exemple de la première ligne de la Figure 3.6, l’algorithme converge en
quelques itérations et est capable de récupérer parfaitement la forme cible, même dans les régions
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à forte courbure. Dans cet exemple, la fonctionnelle surfacique P montre même plus de précision
que son homologue volumique (cf. Tableau 3.1). Néanmoins, dans les autres cas présentés sur
la Figure 3.6, l’algorithme ne parvient pas à converger, invalidant le maillage après quelques
itérations. L’apparition de singularités est due à un manque de différentiabilité de la fonction
de distance lorsque l’ensemble des projections d’un point sur la frontière de la forme cible n’est
pas un singleton. Dans ce cas, la dérivée de la forme n’est pas bien définie puisque nous avons
autant de directions de descente que de points de projection.

Par conséquent, la fonctionnelle volumique basée sur le paradigme original ”demander à Ω0

de remplir tout l’espace occupé par ΩT ” s’est avérée plus efficace dans la plupart des situations
par rapport à celle basée sur l’alignement des frontières.

3.2.3 Perspectives

Actuellement nous étudions, avec Jérémy Dalphin également, les propriétés de convergence
de l’Algorithme 3. Pour cela, nous introduisons ω ⊂ D deux ouverts bornés de Rn et

O = {Ω est un domaine Lipschitz tel que ω ⊂ Ω ⊂ D}.

Nous supposons que Ω0 et ΩT sont dans O et que (Ωk)k∈N est la suite construite par l’Algorithme
3 pour un pas fixe t suffisamment petit. Nous pensons être en mesure de montrer que

— la suite des (Ωk)k∈N converge vers ΩT au sens des fonctions caractéristiques (voir Henrot
et Pierre [3-25] pour cette notion) ;

— si le critère d’arrêt est |J ′(Ωk)| ≤ ε alors l’algorithme s’arrête en un nombre fini d’itérations.

La condition sur le pas fixe t dépend de la constante de Lipschitz pour J ′ et de la constante
de coercivité de la forme bilinéaire de (3.6). Le point le plus difficile à montrer est que les Ωk

restent uniformément bornés dans un ouvert D.

3.3 Application en reconstruction faciale

La reconstruction faciale vise à retrouver l’apparence du visage d’un individu à partir de
la seule connaissance du crâne sous-jacent. Le problème de la reconstruction faciale se pose
dans divers domaines d’application comme la médecine légale, l’anthropologie ou l’archéologie.
En médecine légale, la reconstruction faciale intervient dans le processus d’identification des
personnes décédées. Lorsque toutes les méthodes d’identification habituelles ont échoué, elle
peut être envisagée. Elle permet alors d’établir une liste restreinte de candidats à partir de
laquelle la personne peut être identifiée par d’autres méthodes d’identification.

3.3.1 Références sur les méthodes de reconstruction faciale

Les méthodes traditionnelles de reconstruction faciale sont basées sur des procédures ma-
nuelles, produisant des portraits 2d ou des sculptures 3d. Ces méthodes consistent essentiellement
en trois étapes communes : choisir sur le crâne un ensemble de points de repère anatomiques,
puis appliquer une épaisseur moyenne de tissu mou en chaque point de repère du crâne afin
d’estimer un point de repère correspondant sur le visage et enfin dessiner ou sculpter un visage
correspondant aux points de repère estimés. La plupart des praticiens ajoutent un modèle de
muscles du visage afin d’enrichir la précision anatomique de la reconstruction, ce qui a conduit
à la méthode dite de Manchester décrite dans Wilkinson [3-46]. La création du visage à partir
du crâne reste une procédure d’approximation mal posée : à partir de l’observation du crâne,
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(a) k = 0 (b) k = 5 (c) k = 500

(d) k = 0 (e) k = 100 (f) k = 1000

(g) k = 0 (h) k = 50 (i) k = 680

(j) k = 0 (k) k = 30 (l) k = 300

Figure 3.6 – Exemples 2d pour la fonctionnelle surfacique P définie en (3.7). Contour de la forme
cible ΩT en bleu et maillage de la forme déformée Ωk à différentes itérations k. L’utilisation de
la fonctionnelle surfacique génère des singularités.
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on ne pourra pas récupérer une partie des traits du visage (yeux, cheveux, lèvres, oreilles). De
plus, l’apparence du visage d’un individu donné change considérablement en fonction de facteurs
comme la nutrition ou le vieillissement. Malgré la difficulté intrinsèque du problème, les médias
regorgent d’images de visages reconstruits. Une étude de ces cas peut être trouvée dans le livre
de Prag et Neave [3-37].

Les résultats obtenus sont souvent très crédibles, car les artistes médicaux prennnent en
compte leurs expertises anatomique, historique et archéologique, ce qui donne à l’observateur un
sentiment de cohérence. Cependant, une seule reconstruction nécessite plusieurs jours de travail
de la part d’un artiste médico-légal expérimenté, ce qui rend impossible la réalisation de multiples
instances. Afin d’atténuer ces difficultés, plusieurs logiciels d’infographie ont été développés. Ils
utilisent la même méthodologie que les méthodes manuelles, permettant à l’expert de régler
certains paramètres de modélisation et de combiner l’expertise humaine avec la flexibilité du
logiciel, comme dans Miyasaka et al. [3-32]. Toutefois, cette approche n’élimine pas la subjectivité
de l’artiste dans la reconstruction. Au cours des 30 dernières années, une grande partie du travail
a été consacrée à la conception de méthodes objectives entièrement automatisées.

La démarche commune des logiciels modernes de reconstruction faciale est décrite dans Claes
et al. [3-12]. Tout d’abord, un expert examine le crâne inconnu afin de déterminer ses paramètres
anthropologiques tels que le sexe, l’âge au moment du décès et l’origine ethnique. Ensuite, une
réplique virtuelle du crâne est produite et représentée selon certains paramètres de modélisation
choisis. Un modèle cranio-facial codant les informations sur le visage, le crâne et les tissus mous
est généré à partir d’une base de données. Ensuite, une transformation géométrique admissible est
choisie pour adapter le modèle cranio-facial sur le crâne inconnu, en fonction de la ”proximité”
entre les crânes. Enfin, une texture de peau et une pilosité peuvent être ajoutées au visage
reconstruit.

Notre méthode combine des techniques classiques - comme l’utilisation d’une base de données
(voir Section 3.3.2) - avec des techniques originales :

— Une méthode d’enveloppement qui permet de construire une surface fermée sur les crânes
(voir Section 3.3.3).

— La méthode d’appariement de formes présentée à la Section 3.1 qui est utilisée pour relier
le crâne inconnu avec les crânes de la base de données (voir Figure 3.7).

— Une technique de déformation des tissus mous pour transporter et adapter les visages de
la base de données sur le crâne inconnu (voir Section 3.3.4).

Le dénominateur commun des trois parties est le recours aux équations de l’élasticité introduites
en (3.6) pour piloter les déformations.

3.3.2 Acquisition des données

L’acquisition des crânes et des visages de la base de données est réalisée par des scanners de
sujets vivants, technique permettant une bonne visualisation des tissus durs. Malheureusement,
le caractère invasif de cette technique pose de sérieux problèmes juridiques et éthiques, empêchant
la constitution d’une vaste base de données de sujets sains. Les résultats présentés dans cette
étude sont basés sur une collection de 26 scanners crâniens de sujets féminins en bonne santé
âgés de 20 à 40 ans. Les données utilisées ont été fournies par le projet de reconstruction faciale
statistique de l’Université Paris Descartes présenté dans Tilotta et al. [3-42].

La segmentation des données consiste à identifier l’os et les tissus mous sur des images
2d empilées en niveaux de gris. Cette procédure a été réalisée de manière semi-automatisée à
l’aide du logiciel Amira développé par Stalling et al. [3-40]. Les images binaires ont ensuite été
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Figure 3.7 – Méthode d’appariement de formes de la Section 3.1 permettant de déformer un
crâne sur un autre.

nettoyées manuellement en supprimant les ı̂lots (de très petites structures dont les contours ne
sont définis que par quelques pixels) et les artefacts dûs à la présence des prothèses dentaires
(voir l’exemple de la Figure 3.8). Ce travail fastidieux mais néanmoins indispensable a été réalisé
par des étudiants en stage à l’ISCD, Sorbonne Université.

(a) (b) (c)

Figure 3.8 – Coupe transversale d’une tête. (a) Image de référence en niveaux de gris. (b) Pré-
segmentation automatique de l’os en rouge. (c) Segmentation de l’os après débruitage manuel
en rouge.

À partir des tranches segmentées en 2d, les maillage en 3d du crâne et du visage ont été
générés par l’algorithme de marching cube de Stalling et al. [3-40]. Ces maillages contiennent,
en général, un nombre prohibitif d’éléments qui sont redondants pour décrire correctement la
géométrie du modèle. Les maillages ont alors été simplifiés grâce à l’outil de remaillage de surface
mmgs, développé par Dapogny, Dobrzynski et Frey [3-13] (voir la Figure 3.9).

3.3.3 Une méthode d’enveloppement

Le crâne humain est caractérisé par une structure complexe, présentant de petits détails
difficiles à acquérir et à manipuler numériquement. En raison de ces difficultés, plusieurs au-
teurs optent pour la description du crâne au travers de structures anatomiques ou géométriques
sous-jacentes. Le choix le plus populaire conduit à la définition d’un ensemble épars de repères
anatomiques, voir Claes et al. [3-11], Vandermeulen et al. [3-44] ou Knyaz et al. [3-29].
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(a) (b)

Figure 3.9 – (a) Maillage 3d du crâne obtenu par segmentation (2 179 332 triangles). (b) Maillage
3d du crâne après remaillage (15 6301 triangles).

L’objectif de cette section, déjà évoquée dans Jones [3-27], Tilotta et al. [3-42], est de définir
une surface fermée du crâne. Cette question est liée au problème plus général de la reconstruction
d’une surface à partir de points d’échantillonnage. Les méthodes de reconstruction de surface
ont été largement étudiées dans le contexte de l’évolution des interfaces via les méthodes level
set (voir Claisse et Frey [3-10] et les références qui s’y rapportent) ou via des surfaces défor-
mables, comme dans Duan et al. [3-15] ou Miller et al. [3-31]. Nous proposons ici une méthode
d’enveloppement.

Tout d’abord, une triangulation TS de la géométrie du crâne est générée (voir la Section 3.3.2).
Ensuite, une sphère Γ0 est choisie pour encercler TS . Si on lui donne une certaine épaisseur, on
définit un volume Ω0 que l’on peut supposer rempli d’un matériau élastique linéaire, dont la
déformation est donnée par les équations de l’élasticité rappelées en (3.6). En appliquant sur Γ0

une force de traction normale, on produit une suite de formes Ωk - de frontière intérieure Γk.
Les points de Γk sont déplacés itérativement jusqu’à ce qu’ils intersectent la triangulation TS .
A convergence, Γk définit ainsi une frontière fermée qui enveloppe la triangulation source TS et
divise l’espace ambiant en deux sous-régions définissant sans ambigüıté un domaine intérieur et
un domaine extérieur. La Figure 3.10 présente le résultat de l’enveloppement d’une triangulation
de crâne.

3.3.4 Déformation du modèle cranio-facial sur le crâne inconnu.

Si des modèles de surfaces fermées du crâne et du visage sont disponibles (voir la Section
3.3.3), alors le modèle cranio-facial peut être décrit par le domaine 3d entre ces surfaces, conte-
nant les informations sur les tissus mous (voir la Figure 3.11). Différentes transformations ont
été proposées pour déformer le modèle cranio-facial sur le crâne inconnu. Les plus fréquentes
(Claes et al. [3-11], Paysan et al. [3-36], Berar et al. [3-7], Bai et al. [3-2], Duan et al. [3-14])
utilisent l’Analyse en Composantes Principales sur une base de données de visages. Dans notre
approche, le modèle cranio-facial est déformé comme un masque élastique ajusté au crâne in-
connu. L’utilisation de l’élasticité pour la déformation des tissus mous est classique, par exemple
dans le domaine de la chirurgie maxillo-faciale numérique avec Chabanas et al. [3-8] et Zachow
et al. [3-47].

Ainsi, soit (Si)i=0,··· ,N et (Fi)i=0,··· ,N la collection de crânes et de visages de la base de
données et notons Mi le volume entre Si et Fi. Un modèle cranio-facial de référence, disons
M0, est choisi et rempli d’un matériau élastique. Il est mis en correspondance avec les autres
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Figure 3.10 – En haut : Maillage 3d du crâne avant traitement. En bas : Une surface fermée
enveloppant le crâne obtenue par la méthode décrite à la Section 3.3.3.

Figure 3.11 – Génération d’un masque 3d entre le crâne et le visage qui contient l’information
sur les tissus mous.

(Mi)i=1,··· ,N grâce à la méthode d’appariement de formes décrite dans la Section 3.1, c’est-à-dire
qu’on construit des ui tels que :

Mi = (I + ui)(M0) pour tout i = 1, · · · , N.

Soit maintenant u0 le déplacement qui fait correspondre le crâne de référence S0 au crâne cible
inconnu ST . Le masque Mi est déformé selon le déplacement Ui obtenu comme solution des
équations de l’élasticité (3.6) associées à une condition de Dirichlet Ui = −ui+u0 sur la frontière
du crâne et une condition de Neumann nulle imposée sur la frontière du visage. Voir un exemple
d’une telle déformation sur la Figure 3.12. Cette étape produit N nouveaux visages, chacun d’eux
étant obtenu en reliant un modèle cranio-facial spécifique Mi au crâne inconnu. Ces visages sont
ensuite combinés (voir Remarque ci-dessous) pour prédire le visage le plus ”plausible” associé au
crâne inconnu.
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Remarque Il faut noter que la méthode d’appariement de formes génère des maillages pour tous
les modèles cranio-faciaux M1, · · · ,MN qui partagent le même nombre d’éléments (sommets,
tétraèdres) et la même connectivité. Le calcul d’une forme moyenne se transforme alors en une
moyenne triviale sur les champs de vecteurs. Toute combinaison convexe w de la forme :

w =

N∑
i=1

αiui, avec αi ∈ [0, 1] et

N∑
i=1

αi = 1, (3.8)

définit une nouvelle forme W grâce à la relation :

W = (I + w)(M0).

(a) Initial (b) Final

Figure 3.12 – Déformation élastique d’un masque 3d sous les effets du changement de crâne
sous-jacent.

3.3.5 Résultats et discussion

Nous présentons ci-après un exemple de reconstruction : un individu est retiré de la base
de données et une prédiction de son visage est générée à partir de la seul connaissance de son
crâne. La Figure 3.13 montre le résultat de reconstruction faciale obtenu par notre approche
pour N = 25 et des poids αi identiques pour chacun des modèles cranio-faciaux de la base de
données. La Figure 3.14 donne la distribution de l’erreur sur la surface pour cette reconstruction.

L’écart D entre une surface Γ et une surface de référence Γ0 est évaluée par l’erreur moyenne
suivante :

D =

(
1

|Γ|

∫
Γ
d2(γ,Γ0)dγ

) 1
2

, (3.9)

où |Γ| est la mesure de Γ et d(·,Γ0) est la distance euclidienne à Γ0. Les valeurs minimale,
maximale et moyenne de l’erreur D calculée dans la base de données sont indiquées dans le
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Figure 3.13 – Un exemple de reconstruction. En haut : le visage original. En bas : le visage
reconstruit.

Figure 3.14 – Ecart en mm entre le visage reconstruit et le visage original pour le cas test de la
Figure 3.13.

Tableau 3.2. En particulier, l’écart entre un visage de la base de donnée et le visage inconnu
est toujours plus faible après déformation. Ainsi, la transformation élastique utilisée dans la
méthode semble être un bon outil pour transporter les visages à proximité du visage inconnu.
De plus, l’erreur entre le visage inconnu et le visage reconstruit est plus petite que l’erreur du
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visage inconnu avec n’importe quel individu de la base de données.

Mesure de l’erreur D entre · · · min moyenne max

(1) les crânes de la base de données et le crâne inconnu 4.46 mm 9.57 mm 17.3 mm

(2) les visages de la base de données et le visage inconnu 4.92 mm 7.82 mm 13.5 mm

(3) les visages après déformation et le visage inconnu 3.04 mm 5.01 mm 10.6 mm

(4) les visages de la base de données et le visage reconstruit 3.63 mm 8.20 mm 15.2 mm

Tableau 3.2 – Calcul de l’erreur D définie en (3.9) entre les différentes formes en jeu dans le
processus de reconstruction de la Figure 3.13.

Sur la carte de distribution de la Figure 3.14, on remarque que les erreurs se concentrent sur
les oreilles, le cou, les yeux et les lèvres. Sur les régions restantes, l’erreur moyenne est inférieure
à 1 millimètre. La comparaison avec les méthodes précédentes de reconstruction faciale est une
tâche délicate tant elles dépendent de la base de données utilisée.

3.3.6 Perspectives

Même si les expériences ont été menées sur une petite collection de 26 individus, les résultats
préliminaires obtenus sont très prometteurs. La méthode est simple à mettre en oeuvre et ne
nécessite aucune correspondance a priori, ce qui permet un traitement automatique de la base
de données. En pratique, l’acquisition de scanners crâniens complets de sujets sains reste un
processus difficile. L’accès à une base de données adéquate de têtes complètes de sujets sains
améliorerait énormément le résultat final. Cela a été l’une des contributions de la thèse de
Lydie Uro [3-43], sous la direction de Yvon Maday et Thomas Schouman à l’hôpital de la Pitié-
Salpétrière.

La validation d’une méthode de reconstruction faciale est primordiale pour légitimer son uti-
lisation lors d’une enquête criminelle. Puisque l’objectif final de la méthode est une identification
positive, un test de reconnaissance peut être envisagé pour évaluer la capacité de prédiction de
la méthode, comme cela est fait dans Claes et al. [3-11]. Un test de reconnaissance consiste à
montrer à des volontaires le visage prédit ainsi qu’un ensemble de visages contenant le visage
inconnu. Ensuite, le volontaire indique le (ou les) visage qui est le plus proche du visage prédit.
Une telle étude pour notre méthode a été réalisée par Lydie Uro dans sa thèse [3-43] et les
résultats seront publiés dans un prochain article.
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Verlag, Heidelberg, 2006. 78

[3-2] F. Bai, Z. Cheng, X. Qiao, Q. Deng, F. Duan and Y. Tian. Face Reconstruction from Skull
Based on Least Squares Canonical Dependency Analysis. IEEE International Conference on
Systems, Man and Cybernetics, 2016. 90

[3-3] R. Bajcsy and S. Kovacic. Multiresolution elastic matching. Computer Vision, Graphics
and Image Processing, 46:1–21, 1989. 78
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