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QUESTION DE COURS (3 points)

1. Soit A une matrice d’ordre n € N* & coefficients dans C. Montrer que si 'on échange
entre elles deux colonnes de la matrice A, alors le déterminant de A change de signe.

2.  Soit B = {by, by, b3,bs} une base d'un espace vectoriel E sur C de dimension 4.

Calculer detp(by, bs, bo, by).

EXERCICE 1 (6 points)
la. Etudier la convergence de la série numérique de terme général

Ix3x...x(2n—-1) <
(2x4x...x2n)2n+1) "=

u, = (—1)"
1b. Soit g la fonction a valeurs réelles définie pour x € R par

gla) = (2 + %)

Montrer que g est développable en série entiere au voisinage de zéro et donner son
développement, en précisant le rayon de convergence R de la série entiere correspondante.

lc. Soit f la fonction a valeurs réelles définie pour x € R par

f(z)=In(z+ V2 + 22).

Quelle est la dérivée de f 7 Montrer que f est développable en série entiere au voisinage
de zéro, on note Y a,x™ la série entiere correspondante. Calculer les coefficients a,, de
cette série, ainsi que son rayon de convergence R'.

1d. Déterminer A = {z € R, Y a,z" converge}. Montrer que la série de fonctions

o0
> apx™ est uniformément convergente sur [—R', R’]. En déduire la valeur de Z Usp,.
n=1

EXERCICE 2 (10 points)

Soient a et b deux parametres réels. Soit h,; I’endomorphisme de R? dont la matrice,
dans la base canonique C = {ey, s, e3} de R?, est

—4 —6 3-2a
Myy=1|3 5 —3+a
boob -1

2a. Pour quelles valeurs des parametres réels a et b 'endomorphisme h,; est-il trigonal-
isable 7 est-il diagonalisable ? (On remarquera que 2 est valeur propre de hgp).
Dans les questions suivantes, on suppose ab = —9.

2b. (i) Montrer qu’il existe une base B = {b;, by, b3} de R? telle que la matrice de hqy,
dans la base B est de la forme



c 0 0
Ny=10 d b]|, oucetdsontdesnombres réels que I'on déterminera.
0 0 d
Ecrire la matrice P de passage de la base canonique a la base B.
(ii) Calculer NJ* pour n € N*.

2c. On considere les suites (uy,), (N (Vn),cN €t (Wn), N, définies par récurrence par

Upy1 = —4u, — 6v, +w,
ug = 1,v9 =2, w9 =3,  Upt1 = U, + 50V, — 2w, .
Wy = —u, — v, —w,

Pour n € N, exprimer u,,, v, et w, en fonction de n.

2d. Résoudre le systeme différentiel linéaire

Ty = —4x) — 63y + 13+ €
rh= 3wy + 519 —2w3+e3 | tER,
:L‘g = —9[13'1 — 91’2 — T3+ 66731&

ou x1,ry et x3 sont des fonctions définies et continiiment dérivables sur R.

EXERCICE 3 (6 points)
-

Pour ¢t € [0,1] et n € N*, on pose h,(t) = M
n

3a. FEtudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions
(hn)n>1 sur [0, 1].

3b. Montrer que la série de fonctions Y- h,, converge simplement sur [0, 1] vers une fonction

h = Z hy, positive. La série Y h,, converge-t-elle normalement vers h sur [0,1] 7 sur les
n=1

segments de [0, 1] 7
3c. Montrer que la fonction h est continiiment dérivable sur [0, 1].

3d. Justifier que, pour tout nombre réel x, 0 < x < 1, la fonction h est intégrable sur
I'intervalle [0, z] et exprimer cette intégrale comme la somme d’une série de fonctions.

3e. (i) Enoncer le théoreme qui donne une condition nécessaire et suffisante, portant
sur la fonction H : 2 € [0,1[— [J h(t)dt, pour que l'intégrale généralisée [, h(t)dt soit
convergente.

(ii) On pose a, = [ hy(t)dt, pour n € N. Montrer que la série numérique Y a,, est
convergente. En déduire que la fonction h est intégrable sur [0, 1].

n=N
iii) Vérifier que pour tout entier N > 1, [ h(t)dt > a,, et conclure que 'on a
0

n=1

Jy h(t)dt = i .



