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QUESTION DE COURS (3 points)

1. Notons A = (¢1,¢2,...,¢pn), OU €1,..., ¢, sont les vecteurs colonnes de A et n > 2 (pour n = 1,iln’y a
rien & démontrer). Soit A’ = (c2,¢1,...,¢,) la matrice obtenue en permutant les deux premieres colonnes de
A, montrons que detA’ = —detA (la preuve serait similaire en permutant deux colonnes quelconques de A,

mais avec des notations plus lourdes). On sait que Papplication A — detA, considerée comme une fonction
des colonnes de A, est une forme multilinéaire alternée. Utilisons d’abord la multilinéarité pour développer

det(c1 + ca,c1 + o, 3, ... ,¢n) = det(ci,c1 + co,C3, ... ¢n) +det(ca, 01 + ca,C3,...,¢n) =
= det(c1,¢1,C3,-..,0n) + det(cy,ca,c3,...,¢n) +det(ca,c1,c3,...,0n) + det(ca, ca,C3,. .. Cp).
Puisque toute matrice ayant deux colonnes égales a un déterminant nul, on obtient
det(cy,ca,¢3,...,¢) +det(ca,c1,¢3,...,¢,) =0, dout detA’ = —detA. (2 points)

2. Utilisons la propriété précédente et le fait que pour toute base B de E, detgBB = 1. En permutant b; et
by, puis b3 et by, on obtient

det[j’(b4, b3, bg, bl) = —detg(bh bg, b27 b4) = detg(bl, bg, b3, b4) = detBB =1. (]. point)

EXERCICE 1 (6 points)

la. La série Y u, est une série alternée qui vérifie les deux conditions suivantes :

. 1
° nlirr;oun =0, car |uy|< CRE n>1; 2
2 1
e lasuite (Jup|)n >0 est décroissante, car [un 1| = (2n+1) <1, n>1

] (2n+2)2n+3)
Les hypothéses du théoréme des séries alternées sont satisfaites, donc la série > u, est convergente. (1
point)

1b. La fonction définie sur | — 1, +oo[ par y +— (1 +y)~ /2

zéro et on a

est développable en série entiere au voisinage de

nlX3x...x(2n—1)
2™ nl

(14+y) V2 =1+ i(—l)

n=1

Yy, yl <1

Le rayon de convergence de la série entiere précédente est 1. Par conséquent la fonction composée g :
—1/2
z — 271/2 (1 + (z/ \/§)2> est développable en série entiere au voisinage de l'origine, la série entiere

correspondante a rayon de convergence R = v/2 et s’écrit

., |zl < V2. (1 point)

o) = %(1 "';(_1)”1 X 3 x 47, z!(2n - 1)x2”)

C ltx/V24a?
T+ V2 + 2

voisinage de l'origine, le rayon de convergence de la série correspondante est R’ = v/2, et on a

lc. On a f'(x) = g(x), * € R. La fonction f est donc développable en série entiere au

R RG] 1 nl(2n + 1)

1d. On sait que si |z| > v/2, la série " a,2" est divergente. Pour z = /2, on a

In?2 1 & 1x3x...x(2n—1
fa) = n T Z(_l)n x3x...x(2n )x2n+1’ 2| < V2. (1 point)
n=1

> , In2 > W1x3x...x(2n—1) In2 >
> an(v2) :7+1+Z(—1) i+ 1) :7+1+Zun.
n=0 n=1 ! n=1



D’apres la question 1la., la série est convergente. De facon analogue, pour z = —/2,

oo (o)
In2 1><3><...><(2n—1) ln2
n n
2 an(=VA)" =5 S = ) Y G 1—2%
n=0 n=1
On conclut que la série 3" a,z™ est convergente pour |z| < 2, donc A = [—v/2,v/2]. (0,5 points)
2n+1
Pour 0 < |2 < V2, Y up~—— on est une série alternée satisfaisant les conditions du théoreme des séries
2n+1 x2n+1
alternées ( lim w,, o = 0 et (Jup T|)n>1 est décroissante), donc son reste d’ordre n vérifie
n—oo -

s ) L x2n+3
Z UnT n+ /2”| g |un+1wl S \/§|un+1|7 n 2 1.
k=n-+1

Cette derniere inégalité est satisfaite aussi, de facon évidente, par x = 0. Puisque lim w, = 0, la série

n—oo
S~ ana™ est bien uniformement convergente sur [—+v/2,v/2]. (1 point) Par conséquent la somme de cette série
de fonctions continues est une fonction continue sur [—v/2,v/2]. Or, pour z €] — v/2,v/2], la somme de la
série est f(x), donc
In2

f(V2) = hmff( ln2 1+Zun,d0u Zun In 2+\[)———1—1n(1+\/§)—1. (1,5 points)

EXERCICE 2 (10 points)

2a. Calculons le polynéme caractéristique de M, p.

—4-X -6 3-2a 2-1 -6 3—2a 1 -6 3—2a
PA)=| 3 5-X —3+4a|l=|-24X 5-X —3+a|=(2-X1)) |0 —1-X —a |,
b b —1-A 0 b —1—) 0 b —1-2

soit,
P(A\)=(2—= XN\ +2X+1+ab). (1 point)

L’endomorphisme h,p est trigonalisable si et seulement si le polynome P est scindé dans R[X], c’est-
a-dire si et seulement si le trindme du second degré ci-dessus a deux racines réelles, soit, si et seulement si
ab <0 (0,5 points).

Supposons ab < 0, les racines de P sont alors Ay =2, Ao = -1+ +v/—ab, \3 = —1 — v/ —ab.

Siab < 0 et ab # —9, les trois racines de P sont distinctes et hqp est diagonalisable (0,5 points).

Siab = —9, alors 2 est racine double de P, 'endomorphisme h,; est diagonalisable si et seulement si
le sous-espace propre Fs associé a la valeur propre 2 est de dimension 2, c’est-a-dire, si et seulement si la
matrice M, , — 215 (ou I3 est la matrice identité d’ordre 3) a rang 1. Or, la premiére et la troisieme colonnes
de M, — 213 ne sont pas colinéaires (3(—3) — b(—3 +a) = 3b # 0), donc M, — 215 a rang 2 et h,p n’est
pas diagonalisable (0,5 points).

Supposons ab = 0, alors -1 est racine double de P, I’endomorphisme A, ; est diagonalisable si et seulement
si le sous-espace propre E7 associé a la valeur propre 1 est de dimension 2, c’est-a-dire, si et seulement si la
matrice My 4+ I3 a rang 1. Si b # 0 les deux premieres colonnes de M, ; + I3 ne sont pas colinéaires et si
a # 0, la premiere et la troisime colonnes de M, + I3 ne sont pas colinéaires, donc M, + I3 a rang 2 et
hqp» n'est pas diagonalisable. Sia =b =0, alors My o + I3 a rang 1 et hg est diagonalisable (0,5 points).

On conclut que h, , est diagonalisable si et seulement si ab < 0 et ab # —9 ou alors si a = b = 0.

2b. (i) Lorsque ab = —9, hy est trigonalisable, il n’est pas diagonalisable et ses valeurs propres sont
A1 = A2 = 2, A\3 = —4. Le polynoéme caractéristique étant invariant par changement de base, si la base B
existe, on a forcément ¢ = —4, d = 2, by (resp. by) est un vecteur propre associé a la valeur propre -4 (resp.
2).

Un vecteur propre by (resp. by) associé a la valeur propre -4 (resp. 2) est une solution non nulle du
systeme linéaire

—6y+ (3—2a)z2=0 —6x —6y+ (3—2a)z=0
3x+9y+(—3+a)z=0, (resp. 3z +3y+(—-3+a)z=0 ),
br+by+ 32=0 bx+by— 32=0



par exemple, by = (4da — 3,3 — 2a,6) (0,5 points), resp. bo = (1,—1,0) (0,5 points).
Pour finir, on doit avoir kg p(bs) = bbs + 2bs, donc bs doit étre une solution non nulle du systéme linéaire

—6x —6y+ (3—2a)z="b b
3z +3y+ (—3+a)z=-b, parexemple, bs=(0,1, §) (0,5 points)
br+by— 32=0

Soit P la matrice carrée d’ordre trois, P = (b1,b2,b3). On a det P = 12, donc B = {b1,ba, b3} est bien

une base de R® et P est la matrice de passage de la base canonique C & la base B. La matrice de h,; dans
la base B est la matrice Ny, o ¢ = —4,d = 2. (0,5 points)

(ii) On a
-4 0 0 0 00 0 0 O
Ny=D+E, D=0 2 0|, E=|0 0 b|, DE=ED=0 0 2|,E>=0
0 0 2 0 00 0 0 O

On a toutes les conditions pour calculer N* par la formule du binéme, d’ou

(—)m 0 0

N =D" +nD" 'E = 0 27 nb2nt |, n>1. (1 point)
0 0 2n
2c. Prenons a =1 et b = —9, alors pour n > 0, d’apres un raisonnement par récurrence facile, on a
Un 41 Un Uuop Uo
Vi1 | =My o | v | =My _9)" | vo | = P(N_o)"P™* [ wo | . (0,5 points)
Wn+1 Wn, Wo Wo
Le calcul de P~! (méthode des déterminants ou de Gauss-Jordan) donne (a =1, b= —9),

/4  1/4  1/12
Pl=|3/4 —-1/4 —1/12
/2 1/2  —1/6

, (1 point), d’on

Ug 1 1 Ug 1 (="
Pl w |=P*[2]=[0], (No)"P'|w |=0N_g)|0]|=[-9n2""],
Wo 3 1 wo 1 on
Ug (—4)" — 9n2n—1 Up = (—4)" — 9n2n—1
P(N_g)"P ' v | = | (=)™ + 92" +2" | | donc { v, = (—4)" + (9n +2)2"~1 | n > 0. (0,5 points)

wo 6(—4)" — 3 x 2" Wy, = 6(—4)" — 3 x 2"

2d. Le systeéme différentiel donné s’écrit X’ = (M;,_9)X + B ou encore Y' = N_gY + P~ B, ol

1 1 Yy = —4y; +e 3
X=|ax], B=e3|[1]|, Y=P !X, doulesysteme { y5 = 2y> — y3 (0,5 points)
T3 6 ys = 2ys

Résolvons ce dernier systeéme différentiel. On a y3(t) = ve?, ot t € R, v € R. Alors ) = 2y, — 9ve?’.
L’équation homogene associée & cette équation a pour solution y(t) = Be?!, 3 € R. La méthode de variation
de la constante (en posant yo(t) = B(t)e?, ou 3 devient une fonction continiment dérivable sur IR) nous
permet de trouver la solution générale de I’équation non homogeme, y2(t) = (8 — 9vt)e?t. De fagn analogue,
on obtient y;(t) = ae™* + 73 o € R. Puisque X = PY, on a la solution générale, définie sur R, ot
a, 3, sont des constantes arbitraires dans R,

z1(t) = ae™ ¥ + (B — 9yt)e?t + e3¢
To(t) = ae ™ + (v — B+ 9yt)e? +e73 | qui s'écrit aussi X () = (e 4+e73) by +(B—97t)e* by +ye* bs.
x3(t) = 6ae ™ — 3ye? + e3¢



EXERCICE 3 (6 points)

1
3a. On a, pour ¢t € [0,1] et n > 1, |h,(t)] < —. La suite numérique (1/n),>1 converge vers zéro, donc la
n >

suite de fonctions (hy)n>1 converge uniformément, & fortiori simplement, vers la fonction nulle sur [0,1]. (1
point)

tn
3b. Pour z € [0,7], 0 <sinz <z, dou pour t € [0,1] et n > 1, 0 < h,(t) < T Site [0,1], la série
n

n
numérique % est convergente (car la série géométrique > t"™ converge), donc la série numérique > hy, (t)
converge. Sit =1, la série numérique » hy (1) converge et a somme nulle (car h,(1) = 0,n > 1). La série
de fonctions Y h, est donc simplement convergente sur [0,1] vers une fonction h. Puisque h,(t) > 0, t €
[0,1], » > 1, la fonction h est positive. (0,5 points).

La série ) h, converge normalement sur [0,1] si et seulement si la série numérique maz;efo,17/n (1)
converge. On calcule facilement mazcjo,1)hn(t) = hn((1/2)") = 1/n,n > 1. La série harmonique 3. 1/n
est divergente, donc la série de fonctions ) b, n’est pas normalement convergente sur [0,1]. (0,5 points)

Tout segment de [0, 1] est inclus dans un segment [0,a], o 0 < a < 1. On a, pour ¢t € [0,a], n > 1,0 <

n n

Ta . ‘o ‘- Ta ‘o .
h,(t) < ——. Puisque la série numérique Y . —— converge, la série de fonctions Y h,, converge normalement
n

sur [0, a], donc sur tout segment de [0, 1[. (0,5 points)
ant™ ! cos (mt"
3c. Pourtous 0 < a <1, 0<t<a, n>1, Ih(t) < |¥
numérique géométrique Y a™ converge, donc la série de fonctions continues Y h! converge normalement
sur chaque segment de [0, 1] vers une fonction définie et continue sur [0,1[. Comme, de plus, la série de
fonctions > h, converge simplement sur [0, 1], le théoréme de dérivation pour les séries de fonctions nous

| < wt" ! < 7wa™ ! La série

permet d’affirmer que la fonction h est continiiment dérivable sur [0, 1] et que /(¢ Z R... (1 point)

3d. La continuité de h,,, pour n > 1 et la convergence uniforme de >_ h,, sur tout 1ntervalle 0,2], 0<z<1
(question 4b.) impliquent, d’apres le théoréme d’intégration pour les séries de fonctions, que h est intégrable

sur [0, 2], et que [ h(t)dt = Z/ hy(t)dt. (0,5 points).

3e. (i) Puisque la fonction h est positive, I'intégrale fo t)dt converge si et seulement si la fonction H est
majorée sur [0, 1[. (0,5 points)

. 1 mt" s m s . . T

ii) On a, pour n > 1, 0 < a, < —dt = — = — — ——. La série numérique ) , ——
(i) P - "= n n(n—|—1) n n+l d Zn(n—l—l)
converge (série de terme general equlvalent al / n® ou série "téléscopique”), d’ou la série > a, converge et
Z a, < m. Donc H(z Z / t)ydt < Z an < 7. La fonction H est donc bornée sur [0, 1[, d’apres
n=1 n=1

la question (i), la fonction h est intégrable sur [0,1] et on a 0 < fo t)dt < Z an < . (1 point)

n=1
oo N
(ili) Soit N > 1, puisque les fonctions h, sont positives, on a h(t Z Z n(t), t €10,1], donc
n=1 n=1
pour 0 <z <1, fo t)dt > / t)dt = Z / )dt. Par définition de I'intégrale généralisée, on a

donc
N

1 T x N 1 N
h(t)dt = lim t)dt > hm / lim / h,(t)dt) = / h, (t)dt = an
A ( ) rz—1 rz—1 Z 0 ot z—1 ( 0 ( ) ) 7; 0 ( ) nz::l

0

Ceci étant vrai pour tout N > 1, on a fol h(t)dt > lim Zan = Zan Comme dans (ii) nous avions
N—o00 ot

prouvé l'inégalité fo t)dt < Z a,, on conclut que fo = Z an. (0,5 points)

n=1 n=1



