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Question de cours (4 points)

1. On suppose que f et g vérifient : 0 < f(z) < g(z), x € [2,+00[. (0,5 pts) Montrons que
si l'intégrale J = [5° g(t)dt est convergente, alors 'intégrale I = [7° f(t)dt est convergente.

On pose, pour tout = € [2,+oo[, F(z) = [ f(t)dt et G(x) = [ g(t)dt. D’apres le
premier théoreme fondamental sur la convergence des intégrales des fonctions positives, les
intégrales I et J sont convergentes si et seulement si les fonctions F' et GG sont bornées sur
[2,+00[. Comme J converge, il existe M > 0 tel que G(z) < M, x € [2,+0o0[. D’apres
I'hypothese f < g, on a alors F(z) < G(z) < M, x € [2,+00[. La fonction F' est majorée
sur [2, +00[ et I'intégrale I est convergente. (1,5 pts)

2. On a |f(2)| < maz(L, -m=7) < & + -z = g(2), @ € [2,+o00]. Lintégrale [, Ldt

227 z(lnx)2 z(Inz)?
est convergente (I'intégrale de Riemann [, t%dt est convergente pour « > 1). L’intégrale

Al mdt est convergente (I'intégrale de Bertrand [, m est convergente pour 5 > 1).

Alors lintégrale [, g(t)dt est convergente comme somme de deux intégrales convergentes.
D’aprés le résultat démontré dans la question 1., intégrale [,;F°°|f(t)|dt est convergente.
L’intégrale [,">° f(t)dt est donc absolument convergente. (2 points)

EXERCICE 1 (6,5 points)
e~ sin (V1)

la. La fonction f : t €]0,+o00[—

intégrable sur tout segment [a,b], avec 0 < a < b. Il faut étudier I pour les bornes zéro et
+o00. L’intégrale I converge si et seulement les deux intégrales suivantes sont convergentes,
I = [y f(tydt et I,= [ f(t)dt (0,5 points).

Etude de I en zéro. On a f(t) > 0, = € [0,1], on peut donc utiliser un équivalent de f(t)

est continue sur lintervale |0, 4o00|, donc

en zéro pour étudier la convergence de I;. On a sin(\/Z) ~ \/t et e ~ 1en zéro, d’ou
1
f(t) ~ % = ﬁ en zéro. L’intégrale de Riemann [, —tdt est convergente, donc I est

convergente (et absolument convergente). (0,75 pts)
Etude de I en +o0. On a |f(t)] < -1z, t € [1,+00]. On a donc tli+m t2|f(t)| = 0, d’apres

tet??
le théoréme de croissances comparées. Alors il existe tg € R tel que, si t > to, [f(t)| < 5.
L’intégrale de Riemann [;"> 1t%dt est convergente, donc l'intégrale [, |f(t)|dt est conver-
gente et 'intégrale I5 est absolument convergente. (1 point)
Les intégrales I; et I étant absolument convergentes, on conclut que l'intégrale I est

absolument convergente. ((0,25 pts)

1b. La fonction f : ¢ € [3,4o0[— est continue sur lintervale [3,+oo[, donc

t+ 2cost
intégrable sur tout segment [3,x], avec x € [3,+oc[. Il faut étudier J pour la borne +oc.

(0,25 pts) Utilisons pour cela une intégration par parties. Pour z € [3, +00],

F(z) = /3 " f(yde = |

Le premier terme du second membre a une limite finie lorsque ¢ tend vers +oo (égale a
___sin3
342 0053)'

sin ¢ }x /1 (2sint — 1)sint
t+2costid J3  (t+2cost)?




@it pour ¢ € [3,400[. On a |g(t)] <

= 2)2, t € [3,+00], @ ~ % & l'infini, Vintégrale de Riemann [;™>° 5dt est convergente,
donc I'intégrale [;7>° |g(t)|dt converge, 'intégrale [;"° g(t)dt converge et [5 g(t)dt a une limite
finie lorsque ¢ tend vers I'infini.

Par conséquent, F'(x) a une limite finie lorsque t tend vers +oo, donc l'intégrale J est

convergente. (1,25 pts)

Etudions le second terme. Posons g(t) =

(cost)?  _ cos2t+1
t+2cost ~ 2(t+2cost)’

Montrons que J n’est pas absolument convergente. On a |f(t)| >

L'intégrale [; > %dt est convergente (par un raisonnement analogue a celui fait pour
J). L’intégrale [;+* mdt est divergente (car on integre une fonction positive, équivalente

a l'infini & 2 et I'intégrale de Riemann [ 1dt diverge). Alors la fonction z — [f(t)] est

somme d’une fonction dont l'intégrale converge et d'une fonction dont l'intégrale diverge,
sur [3, +oo[, dont l'intégrale [;"*°|f(t)|dt diverge. (1 point)

lc. On pose a, = [3' tjéocsitdt b, = 51 et|#n(‘/‘alt n>2.

Etudions la convergence de la série PR CA I intégrale J n’est pas absolument conver-

gente, donc la fonction H : x € [3,400[— fg tJ‘rC;;fS' 2dt est croissante et non majorée et a

limite +oo lorsque ¢ tend vers +oo. Par conséquent la suite (a,),>2, o a, = H(n?),n > 2,

7 . Tl
est décroissante et lim a, = 0. D’apres le théoreme des séries alternées, la série Z )

n—+o0o
est convergente. (1 point)
Etudions la convergence de la série Z . Si cette série converge, la suite ( )n>2 tend
vers zéro, lorsque n tend vers +oo. Or, l’mtegrale I est absolument convergente donc la
suite (bn)nzg tend vers une limite b € R (on integre une fonction continue et positive qui

n’est pas la fonction nulle), donc la suite (;- 1 )n>2 tend vers la limite non nulle 1 et la série

> % est divergente. (0,5 pts)
EXERCICE 2 (7 points)
(-1)"
n*lnn 4+ (—1)»
2a. On a |u,| ~ —1 @ l'infini, la série de Bertrand 3~ — lnn converge si et seulement si

o > 1, donc la série Y u, est absolument convergente si et seulement si > 1. (0,5 pts).
La série Y u,, est une série alternée, la condition nécessaire de convergence, lirll u, =0,
n—-+oo

Soit o un nombre réel positif ou nul. On pose u,, =

, n>2.

est satisfaite, mais la suite (|u,|),>2 n'est pas décroissante si 0 < o < 1, donc le théoréme
des séries alternées ne s’applique pas. Il pourrait s’appliquer au cas a = 1 (quitte a vérifier la
décroissance), mais on va plutot utiliser un développement limité a U'infini, lorsque 0 < av < 1.

(" L (D (L ()
n = 1 = 1— 1 1 = v, — Wy,
B no‘lnn< +n0‘lnn) nalnn( n“lnn( + ol )) Un —W
y —" 1+ o0(1 .
ou vy = T(LO‘ ln)n’ n = 7’L20‘<111(n§27 n>2 (0,5 points)

La série Y- v, est une série alternée telle que la suite (|vy,|)n>2 est décroissante et tend vers
zéro lorsque n tend vers l'infini, donc la série > v,, est convergente, d’apres le théoreme des
séries alternées. (0,5 pts)



Etudions la série 3 w,. Il existe ng € N tel que 1/2 < 1+ 0(1) < 3/2 pour n > ny (*),
donc pour n > ng, w, > 0 et 'on peut utiliser le théoreme des équivalents : w,, ~ m

a l'infini, donc Y- w, converge si @ > 1/2 et diverge si 0 < o < 1/2 (la série de Bertrand
> m converge si et seulement si ¥ > 1 ouy =1, §>1). Alors la série Y u,, converge
si > 1/2; comme somme de deux séries convergentes et diverge si 0 < o < 1/2, comme
somme d’une série convergente et d'une série divergente. (1,25 pt)

Conclusion. La série Y u, est absolument convergente si o > 1, semi-convergente si
1/2 < a <1, divergente si 0 < a < 1/2. (0,25 pts)
2b. Omn suppose a = 1/2. D’apres la question précédente, la série Y- u,, est semi-convergente,

+oo
donc son reste d’ordre n, r, = Z uy est bien défini et s’écrit
k=n+1
“+oo +oo
Z Vg — Z Wi, n Z 2.
k=n-+1 k=n-+1
PO
D’apres le théoreme des séries alternées, on a | vg| < ., n>2
k:n+1 (Vn+1)In(n+1)

D’apres I'inégalité (*), on a 0 < Z wy < Z n > ny.

k=n+1 k1 2n( lnn
La fonction f : z € [2, +oo[— (1 Zmayz est positive et décroissante sur 2, +00], le théoréme

de Comparaison série-intégrale dit que

0 3
0< Z wi < (3/2) / f(t)dt = ——, n > ng. On a donc, pour n > max(3,ny),
k=n+1 2Inn
1 3 1 3 2

n < < < .
Iral < (Vn+1)In(n+1) + 2Inn ~ 2Inn * 2lnn ~ lnn
ce qui établit I'inégalité demandée, avec M = 2. (1,5 pts)

n
2c. Soit [ un nombre réel non nul, on pose, pour tout entier n > 2, v, = 5—
Inn+ (=1)»
o Si|p|>1, hI—‘:I-l |un,] = 400 et la série Y v, diverge.

n—-—+oo

o Si|f| <1, |uy < |B]",n > 9, la série géométrique Y |5|™ est convergente, donc la série
> v, est absolument convergente.
e Sig=1,v, >0, nZQetvnwﬁél’inﬁni Ona—>5,
Z% est divergente, donc la série )" v,, est divergente.
e Si = —1, on retrouve le cas a = 0 étudié a la question 2a., la série Y v, diverge.

On conclut que si 3 € R", la série 3 v, est convergente si et seulement si |3] < 1 et dans
ce cas elle est absolument convergente. (1,5 pts)

n > 2, la série harmonique

1
L =1/2 k>3, 0<u, < < .
orsque = 1/2, pour k = 3, e = 9k (Ink + (—1)F) = 2F(nk — 1)
Ona,pournZZetk2n+1,0<vk§2k(1n(n+1)_1>,donc
= Y s Y g Ly
O<Tn: ’Uk< S —
b1 poi 2M(In(n+1)—1) " In(n+1) -1, 5=, 2k
R | 1 1 1
or, — = , dou 0< 7l < . (1 pt)
k:ZW% ontl(1—1/2) 2n 21(In(n + 1) — 1)



EXERCICE 3 (5 points)

3a. Soient a et x deux nombres nombres réels. Pour calculer det(M, ) on peut additionner
toutes les colonnes a la premiere, pour mettre en facteur z 4+ a + 2, ensuite soustraire la
troisieme ligne a la quatrieme ligne pour mettre £ — a en facteur, on a alors

r a 1 1 1 a 1 1
1 2z a 1 1 =z a 1
det(Ma,x) - 1 1 T a - (x +a+ 2) (iL' - CL) 1 1 T a -
1 1 a = 0 0 -1 1
1 a 2 1 a 2
=(@+a+2)(xz—a)|l z a+l|=(r+a+2)(z—a)ll r a+1l|=
1 1 x+a 0 11— z-1
1 a 2
= (z+a+2)(v—a)(z—1)|1 2 a+1|, dou P(z)=det(M,,)= (v+a+2)(z—a)(z—1)?
0 -1 1

est la décomposition de P dans R[X] (1,5 pts)

3b. L’endomorphisme f,, est un automorphisme de R* si et seulement si det(fon) =

det(M, ) = P(z) # 0, donc si et seulement si x # —a —2, x # a et z # 1. (0,5 pts).
Lorsque a =1 et x =2 les conditions précédentes sont satisfaites, fj o est un automor-

phisme de R4, et det(f12) = 5. L’équation a résoudre correspond a un systeme de Cramer,

dont la solution peut étre obtenue par les formules suivantes :

0 1 1 1 2 0 1 1
T O T e R | F T | e S N
1=%l001 2 1|7 5°® 351 0 2 1| 5> eagonanaogue,x3—5,x4—5.
1 1 1 2 1 1 1 2

L’unique solution de 1’équation donnée est —%, —%, —%, %) (1,5 pts)

3c. On suppose a = 2 et © = —4, alors det(fa—4) = det(Ms_4) = 0, donc fo_4 n’est
pas un automorphisme de R* et fa.—a nest pas surjectif, d’ou dim(Im fo_4) < 3. Notons
(e1,e9,€3,e4) la base canonique de R* On a Im fa—a = Vect(f(e1), f(e2), f(es), f(es))
(Im fa_4 est le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs colonnes de la matrice
M, _4). Calculons le déterminant de la matrice carrée d’ordre 3, (My _4)44, constituée par
les trois premieres lignes et les trois premieres colonnes de My _4. Ce déterminant vaut -39
(non nul), ce qui prouve que les trois premiers vecteurs colonnes de M _4 sont linéairement

indépendants. Une base de I'm fs _4 est donc ((—4, 1,1,1),(2,-4,1,1),(1,2,—4, 1))
Un vecteur (xl, To, T3, :154) S R4 appartient au sous-espace Im f27_4 si et seulement si

-4 2 1 =

1 —4 2 To| o
1 1 4 T3 = —301'1 — 361’2 — 451’3 — 391’4 =0.
1 1 2 T4

Une équation cartesienne de Im fo_4 est donc 10x; + 1229 + 1523 4+ 1324 = 0. (1,5
points)



Bareme du premier partiel S3 MIAS 2003

QUESTION DE COURS (4 points)

1. Enoncé : 0,5. Preuve : 1,5.

2. Une majoration de |f(z)| : 0,5.
CV de [;° Ldz et [5° mdx : 0,6+ 0,5.  Conclusion : 0,5.

EXERCICE 1. (6,5 points)

la. Défdupb: 05. CVdel:0,75. CVdely:1 Conclusion : 0,25.

1b. Déf du pb : 0,25. Engager une intégration par parties ou DL : 0,5
Prouver la CV : 0,75. Non ACV : 1.

1c. Citer le TSA : 0,25. > a, CV :0,75. > b, DV : 0,5.
EXERCICE 2. (7 points)

2a. DL : 0,5 (sous toute forme correcte). > v, CV :0,5.
CV des séries de Bertrand : 0,25. Sw, CV : 1. Conclusion : 0,25.

2b.Majorer le reste d’'une SA : 0,5. Comparer a une intégrale : 0,75.  Conclusion : 0,25.

2c. [f]>1:025 |Bl<1:05. [F=1:025 [F=-1:025  Conclusion : 0,25.

EXERCICE 3. (5 points)

3a. 1,5 (& moduler suivant les erreurs de calcul).
3b. Automorphisme : 0,5. Solution : 1,5.
3c. Base : 0,5. Equation : 1.
Prochaine réunion d’enseignement :
Mercredi 18/11/03, 12h50, salle 025, Bat. 336.

Harmonisation des notes du partiel : pour les correcteurs, prévoir de corriger environ un
tiers des copies. Notes a donner au secrétariat si possible le jeudi 20 novembre.

Différentiation du cours sur les suites et séries de fonctions 7 Feuille 6 différenciée ?



