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Abstract

English.— Inspired by a method of La Breteche relying on some unique factorisation,
we generalize work of Blomer, Briidern, and Salberger to prove Manin’s conjecture in its
strong form conjectured by Peyre for some infinite family of varieties of higher dimension.
The varieties under consideration in this paper correspond to the singular projective
varieties defined by the following equation

T1Y2Y3*  Yn T+ T2Y1Y3* Yn + F TpY1Y2 - Yn—1 =0

in P(Q@”fl for all n > 3. This paper comes with an Appendix by Per Salberger constructing
a crepant resolution of the above varieties.

Frangais.— En s’inspirant d’'une méthode due a La Breteche reposant sur une factori-
sation unique, nous généralisons des travaux récents de Blomer, Briidern, et Salberger
en établissant la conjecture de Manin sous sa forme forte conjecturée par Peyre pour
une famille infinie de variétés en dimension supérieure. Les variétés considérées dans cet
article correspondent aux variétés projectives singulieres définies par I’équation suivante

T1Y2Y3*  Yn + T2Y1Y3 - Yn + -+ Tpy1Y2 - Yn—1 =0

dans I%"f1 pour tout n > 3. Cet article est accompagné d’une Annexe de Per Salberger
ou une résolution crépante des variétés ci-dessus est construite.
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1. Introduction et principaux résultats
1-1. Introduction
Soit n > 2 un entier fixé et W,, I'hypersurface normale projective de ]P’%anl définie par
I’équation
T1Y2Y3 ** Yn + T2Y1Y3 - Yn + -+ Tp¥Y1y2 Yn_1 =0 (1.1)
ou (Z1, ..., Tn,Y1,---,Yn) désignent des coordonnées homogenes de P(z@"fl. Lorsque n = 2,

la variété Wi est lisse tandis que pour n > 3, la variété W, est singuliere, le lieu singulier
étant donné par la réunion des sous-espaces fermés définis par les équations

Yi=y; =y =0 pour 1<i<j<k<n
ou
yi=yj=xz;=x; =0 pour 1<i1<j<n.
On pose U, Vouvert de Zariski de W,, défini par la condition y1y2 -y, # 0. Sur cet

ouvert, on peut réécrire ’équation (1.1) sous la forme

n

Yt

i=1 Y

On constate alors que toutes les sous-variétés accumulatrices et les points singuliers de
W, sont inclus dans W, \ U,, (voir [3]). La variété W,, possede la structure algébrique
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suivante qui s’avérera tres utile dans la suite. On considere le groupe algébrique

H:{(g Z) : (a,b)e(@x(@*}
H" Ga

—
‘I’nl b1 ay bn Qg n%
(G 5) (o i) —

et G, = Ker(¥,,)/G,,, ot 'on utilise le plongement

ainsi que

s

G,y —— H"™

= (600G )

Il vient alors que G, = U,,. En effet, tout point de U,, admet un unique représentant de

la forme [y : -+ 2p:1:ya: -1 yy] et de méme tout point de G,, posséde une unique
1 b
représentation du type ((0 6111) e (61 Z”)) si bien que
n
U, — Gy,

. . T I x Yn Tn
[x7 cTy i liys CYn) ((O 1),...,(0 yn>>

est un isomorphisme qui munit U, d’une structure de groupe commutatif lorsque la
multiplication de deux points (21, ..., Zn, y1,--.,Yn) €t (2}, ..., 20,91, ..,y,) est donnée
par

(Ilyll =+ Illyla cee ?xny;L + x;LZJ”? ylylla s 7yny;’L)

On obtient alors une immersion ouverte naturelle j : G,, < W,, et une action naturelle
a: Gy x W, - W, de G, sur W,,. Ce groupe

Gn g (Ga)nfl X (Gm)nfl

est un produit direct de groupes additifs et multiplicatifs et les techniques d’analyse
harmonique utilisées par exemple dans [1] et [9] ne s’adaptent pas directement & ce cas
méme s’il est possible qu’elles puissent s’y généraliser. La méthode utilisée dans cet article
repose sur une approche différente de la conjecture de Manin, & savoir une descente sur
le torseur versel et avec [3], il s’agit vraisemblablement du seul exemple de groupe de ce
type pour lequel les conjectures de Manin-Peyre sont établies. Dans [3], Blomer, Briidern
et Salberger établissent la conjecture de Manin sous sa forme forte conjecturée par Peyre
pour la variété W3 pour la hauteur anticanonique

H([xy 22239192 93]) = magsmaX(la:il, |yz|)3

lorsque (1, x2, T3, Y1, Y2, y3) sont des entiers premiers entre eux. Leur méthode repose
sur la construction d’une résolution crépante X — W3 de W3 puis sur une descente
sur le torseur versel de X. Le probleme se réduit alors a un probleme de comptage de
points d’'un réseau de dimension 10 dans une région dont la frontiere rend le traitement
difficile. Ce probleme de géométrie des nombres est alors traité a 'aide de séries de
Dirichlet multiples et de transformations de Mellin multidimensionnelles. La résolution
crépante construite n’est plus valable lorsque n > 4 et leur méthode de comptage se
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complique considérablement des que n > 4. Il est cependant a noter que, pour n = 3,
leur formule asymptotique ([3, theorem 1]) est plus précise que la conjecture de Manin
& proprement parler puisqu’ils obtiennent un terme principal de la forme BQ(log(B))
avec (@ un polynome de degré 4 dont le coefficient dominant correspond & la constante
de Peyre. Enfin, pour n > 4, les auteurs indiquent dans [3] sans donner de détails que
leur méthode de comptage peut se généraliser afin de donner I’équivalent prédit par la
conjecture de Manin sans terme d’erreur. On donne dans cet article une démonstration
des conjectures de Manin-Peyre pour tout n > 3 en utilisant une méthode de comptage
différente adaptée a la combinatoire du probleme.

Comme remarqué dans ce méme article [3, section 1.3], I'’équation (1.1) définit également
pour n > 3 une variété singuliere ﬁ/: C (]P’}Q)n pour laquelle il est intéressant d’étudier
les conjectures de Manin et Peyre pour la hauteur anticanonique

~

H([zr il e cyn]) = HmaX(IwiL i)

lorsque (z;, y;) sont deux entiers premiers entre eux pour tout ¢ € [1, n]. A la connaissance
de l'auteur, ces deux conjectures ne sont connues pour aucune valeur de n > 4 pour les
variétés /Wn, le cas n = 3 étant traité dans un article & venir de ’auteur en collaboration
avec Bettin. Ces dernieres ont pourtant un intérét arithmétique puisqu’elles interviennent
dans la détermination du cardinal des matrices stochastiques a coefficients rationnels
tous de hauteur inférieure & une certaine borne B > 1. Dans [26], Shparlinski obtient
une borne supérieure du bon ordre de grandeur pour ce cardinal et dans [7], La Breteche
parvient a en obtenir une formule asymptotique en déterminant le nombre de points
rationnels de hauteur inférieure a B sur Wn lorsque n > 3 pour la hauteur

~

Hy ([w1 2], [on 2 yal) = max max{ |z, [y}

lorsque (z;,y;) sont deux entiers premiers entre eux pour tout ¢ € [1,n]. Il est cependant
important de noter que cette hauteur n’est pas anticanonique et qu’ainsi les conjectures
de Manin et Peyre ne s’appliquent pas dans ce cas.

Enfin, I’équation (1.1) définit également pour n > 3 une variété singuliere biprojective
Wn C (P&71)2 pour laquelle il peut également étre intéressant d’étudier les conjectures
de Manin et Peyre par rapport a la hauteur anticanonique

S et et — . n—1 .
H([z1: s @nlyr e 2 yn]) = max Jzi"™" max Jyl
lorsque (z1,...,2y) et (y1,...,ys) sont deux n-uplets d’entiers premiers entre eux. Il est

a noter que, contrairement au cas de W, la variété W,, ne peut pas étre écrite de fagon
naturelle comme la compactification équivariante d’un groupe. Dans le cas de W, c’est
un aspect essentiel de la preuve des conjectures de Manin et Peyre de [3] et du présent
travail. Le seul cas pour lequel un résultat est connu est le cas n = 3. La variété Wg, est
alors une cubique de dimension 3 et Blomer et Briidern obtiennent dans un premier temps
dans [2] le bon ordre de grandeur pour le probléme de comptage associé avant de parvenir
récemment avec Salberger a obtenir une formule asymptotique et les conjectures de Manin
et Peyre dans [4]. Les méthodes utilisées présentent des similarités avec celles de [3] et
reposent 1a encore sur une descente sur le torseur versel associée a une résolution crépante
de Wn Blomer, Briidern et Salberger font en revanche appel a des techniques d’analyse de
Fourier pour compter les points entiers sur ce torseur. La différence principale en termes
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de géométrie de la résolution crépante provient de ’absence de structure naturelle de
groupe.

1-2. Résultats

L’objet de cet article est de démontrer les conjectures de Manin et Peyre dans le cas
de W,, pour tout n > 4. Puisque W5 est une variété torique lisse, le cas n = 2 est inclus
dans les travaux généraux de Batyrev et Tschinkel sur les variétés toriques lisses [1] et
le cas n = 3 est couvert par le résultat de [3]. Cet article est accompagné d’une annexe
de Per Salberger qui explicite une résolution crépante pour la variété W, pour tout n > 3.

Pour tout n > 3 et pour un point (x,y) € 1}’(2@”_1 représenté par (x,y) € Z?" premiers
entre eux, on considere la hauteur

H(x,y) = max max{|zi, |y;[}"

qui est une hauteur anticanonique naturelle sur W,, comme remarqué dans [3]. Enfin,
pour tout B > 1, on pose

N(B;Uyn) = #{(x,y) € Un(Q) : H(x,y) < B}.
Lorsque n > 3, notre résultat principal est alors le suivant.

THEOREME 1-1. Soient B > 2 etn > 3. La variété W,, est "presque de Fano” au sens
de [23, Définition 3.1] et il existe une constante ¢, > 0 telle que

N(B;Uy) = ¢, B(log B)>" ™' + O (B(log B)?" "2 1og(log B)) .
De plus, lexpression de la constante c,, est en accord avec la conjecture de Peyre.

Remarques.

e Une expression explicite de la constante ¢, est donnée par la formule (3.31) en

section 3.2.
e Le Théoreme 1-1 permet de retrouver ’équivalent asymptotique qui découle de [3,

Theorem 1] pour n = 3. La démonstration donnée ici est en revanche différente

de celle de [3].
e Une adaptation simple de la démonstration de ce théoreme conduirait a I’étude

des conjectures de Manin-Peyre sur hypersurface Wy, de P?"~! définie par
I’équation

A1T1Y2Y3 Yo + Q2T2Y1Y3 " Yn + -+ AnTpy1y2 - Yn—1 = 0,

pour un n-uplet (aq,...,a,) d’entiers tous non nuls. On constate clairement que
I'hypersurface W, ,, est isomorphe a W,, et par conséquent on ne détaillera pas
cet aspect dans cet article.

Remerciements.— L’auteur tient & exprimer ici toute sa gratitude a son directeur de
these, Régis de la Breteche, pour ses conseils, son soutien et ses relectures tout au long de
ce travail, ainsi qu’a Marc Hindry et Tim Browning pour quelques discussions éclairantes.
L’auteur tient également a remercier chaleureusement Per Salberger pour lui avoir com-
muniqué ses résultats concernant la résolution crépante de W, qui figurent en annexe et
pour avoir été a l'origine de nombreux éclaircissements ainsi que Valentin Blomer et Jorg
Briidern.
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2. Notations

On introduit dans cette section des notations qui seront utilisées tout au long de cet
article. On notera N I'ensemble des entiers positifs non nuls, pged(m,n) le pged de deux
entiers m et n, [m, n| leur ppcem et, lorsqu’il existe, m® I'inverse de n modulo un entier a.
On omettra la dépendance en a et on notera plutot 7 dans les cas oll aucune ambiguité
n’est possible sur ’entier a. Enfin, on notera pour tout entier n, [1,n] = [1,n] N Z.

Pour n > 2, on considére l'entier N = 2™ — 1 ainsi que pour tout h € [1, N], son
développement en base 2

h= Y gj(n)2",

1<j<n

avec €(h) € {0,1}. On notera s(h) = 3,5, €;(h) la somme des chiffres en base 2 de h.

Dans la suite de cet article, on utilise la variante de la définition des ensembles de
décomposition unique de [18] et [8] introduite dans [7] et on dira qu'un entier h est
dominé par ¢ (respectivement strictement dominé) si pour tout j € N, on a ¢;(h) < €;(¥)
(respectivement ¢;(h) < €;(¢)). On notera alors h < ¢ (respectivement h < ¢). On dira
enfin quun N—uplet (z1,...,2n) de [1,n] est réduit si pged(zp, 2z¢) = 1 lorsque h A £ et
£ A h. On a alors le lemme fondamental suivant.

LEMME 2-1. I existe une bijection entre ’ensemble des n—uplets (y1,--+ ,yn) de N”
et les N—uplets réduits de NV tels que
. i(h
Viell,n], y= H ZZJ( U Y1y Yn] = H 2h. (2.1)
1<hEN 1<hSN

Démonstration— 11 suffit de définir les z, & s(h) décroissant. Soit k € [1,n — 1]. On pose
zy = pged(y, ..., yn) et supposons les z, construits pour s(h) > k + 1. On pose alors
pour h tel que s(h) =k

zn, = pged Yi gj(h) =1

2
1<LEN, s (0) = k+1
€5 (£)=1
11 est alors facile de vérifier que le N-uplet (z1,...,2n) de NN est réduit et vérifie (2.1).
O

3. Démonstration du Théoréme 1-1

Cette section est consacrée a la démonstration de la formule asymptotique du Théo-
réme 1-1. On montrera ensuite que la variété W, est "presque de Fano” au sens de [23,
Définition 3.1] et que la constante ¢,, obtenue est en accord avec la conjecture de Manin
dans sa forme forte conjecturée par Peyre en section 4. La méthode employée, qui consiste
a compter d’abord les x a y fixés n’est valable que lorsque la borne sur les x; est plus
grande que celle sur les y; pour i € [1,n]. C’est en particulier pourquoi elle ne s’adapte
pas, en tout cas directement, aux variétés Wn et Wn définies lors de l'introduction.



La conj. de Manin pour une famille de variétés en dim. supérieure 7
3-1. Réduction au cas y; = 1 pour tout i € [1,n]
Quitte & changer le signe des x; pour i € [1,n], on peut supposer les y; positifs pour

tout i € [1,n] et obtenir I’égalité

max max{|z;|,y: } < BY™,

N(B7Un):2n71# (X7y)€ZnXNn : (x17~"7$n7y17~"7yn):1a
(x,y) vérifie (1.1)

Une inversion de Mobius fournit alors

N(B;U,) =2""! fu(k)N <,§L)

k=1

ou

max max{|z;],y;} < B/,
N(B) = #{ (x,y) € Z" x N* : 1<isn
(x,y) vérifie (1.1)

= Z Ny (Bl/n)a

yENT
1<y; < VB

avec, pour tousy €e N* et X > 1

max |z;| < X,
. (3.1)

Ny(X) = zr . i<i<n
y(X) #{X€ (x,y) vérifie (1.1)

3-2. Utilisation du Lemme 2-1

On se place ici dans le cas o'y € N” est fixé. L’équation (1.1) peut se réécrire en
utilisant le Lemme 2-1 sous la forme

Zdjxj:() avec Vi€ [l,n], d;= H z}ll_s"(h). (3.2)

j=1 1<hEN

On obtient ainsi la relation de divisibilité z9;-1 | ; pour tout j € [1,n]. Mais contraire-
ment au cas de [7], on ne peut pas ici en déduire que z9;-1 = 1 puisqu’on n’a pas les
conditions pged(z;,y;) = 1.

On considere alors, pour X > 1, I'ensemble

A(y;X)—{an : 1max|a1| X, Zdalo}

On définit pour tout r > 1, 'ensemble A, (y, X) comme étant donné par
{(awrh o) €2 ,max || < X, ‘gldiai = 0 (mod dl,r)} (3.3)

ou l'on a posé

Vre[2,n], di,= H Zh. (3.4)
e1(h)=--=e,(h)=0
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De plus, on introduit les notations

di= T[] = et vre[zn], 4 "= 11 h (3.5)
e1(h)=0 e1(R)=-=e,._1(R)=0
eq(h)=1 er(R)=1
de sorte que dy ,—1 = dergT*l). Enfin, on pose
vre[2,n], d. = H Zh. (3.6)
epr(h)=0

e1(h)+-+epn_1(R)#0

On obtient ainsi que d, = dy d]. et on constate en utilisant la section 2 que pour tout
2 <r<mn,ona pged (dgr_1)7d’r) =1.

On démontre alors les lemmes suivants qui permettent d’estimer le cardinal de I’ensem-
ble A(y; X) pour tout X > 1.

LEMME 3-1. Soient 1 <r <n—1et X > 1. Avec les notations (3.3) et (3.5), on a
Uestimation

T X
#A,«(y,X) — gn-r H " +0 (Xn—'r—l) )

j=r+1%1

Démonstration— Soit r > 1. L’idée principale de la preuve, inspirée de [7], est de relier
le cardinal de A, 4+1(y, X) a celui de A, (y, X). Démontrons pour ce faire que pour tout
1<r<n—2,ona

#AN(y, X) = (jii + 0(1)> #Ari1(y, X). (3.7)

En effet, pour un point (41, . .., a,) de A.(y, X), (@ry2, ..., a,) appartient & A, 1 (y, X).
D’autre part, considérons (a;42,. .., q,) appartenant a A, 1(y, X). Il existe donc k € Z
tel que

> dia; = dy ik (3.8)
1=r+2

Le (n —r — 1)-uplet (.49, ...,q,) provient de la projection sur les n — r — 1 dernieéres
coordonnées d’un (n — r)-uplet (y41,...,0n) de A.(y, X) si, et seulement s’il existe un
entier |a,11] < X et £ € Z tel que

i dia; = dy L.
i=r+1
Grace a (3.8), on en déduit la relation
drp10r41 + di ik = di L,
qui, au vu de (3.5) et (3.6), se réécrit sous la forme

d" — apyd =k
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On en déduit que d;; | k — ngr), autrement dit que £ = dgr)k (mod d. ) et puisque
0" —k
dyyq

Qpy1 = , on a également

k- )((rizg.ﬂ okt )((T?z;.ﬂl
dl dl

Réciproquement, les relations (3.8) et (3.5) fournissent les égalités

Vi eZ, zn: dic; = dy 0+ dy pqn (k _ édgr)) ,
i=r+2

si bien que pour /¢ vérifiant

k—Xd k+ Xd
0=dDk(mod d.,,) et —_ 0l p TR (3.9)
T+ d(r) d(T)
1 1
o)
on obtient que (a2, ..., q,) provient de (a1, ..., a,) € A:(y, X) avec appq = del, -k

r+1
Ainsi, on en déduit bien la formule (3.7). Or, par définition

Ay, X)={an€Z : |ou| <X, dyo, =0(mod dipn1)}.

)

On constate que di ,—1 = dgn_l et que pged (dq,n—1,dn) =1 de sorte que

2X
#An-1(y, X) = =) +O(1).
1

Le lemme suit alors par récurrence.
O
LEMME 3-2. Soitn > 3. Pour tout X > 1 ety € N* on a

n—1

#A(y; X) =

n—1
1 (G-1)
— () +0 YZle
]:

avec les notations (3.5) et ou

b(y) = vol {<a2, ) € -1

n
E dia;
i=2

< dl} . (3.10)

Démonstration—La démonstration proposée ne repose pas sur des arguments de géométrie
des nombres mais suit les grandes lignes de la preuve du lemme 2.3 de [7]. On a ’égalité

Zdiai = 0(mod dy),
#AY; X) = #4 (a2, 00) €277 1 max fog <X, 7

<di X

n
> di;
1=2

En raisonnant comme pour établir la formule (3.9) lors de la démonstration du Lemme
3-1, on obtient alors que la cardinal de A(y; X) est donné par
{ = —d}ky (mod dj)
_ / / 172 2)
Z 4 ko — X d), i< ko + Xdsy

d/l h h d/l . d172 (Edll — kg) + Zdﬂ)&l
=3

,(3.11)

acAs(y,X) < le
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n
avec ko = Y d;a;/dy 2, ot dy 2 a été défini en (3.5). Or, on a
=3

= —dbky (mod d)

u ko — Xd} , ko + X d, )
d =R d’ n
' ! dyo () — ko) + Y dios| < di X

i=3

1 ky — Xdy ko + Xd -

= d—/vol {t € [ 2 7 2 2 7 2] dio (tdy — ko) + Zdiai < d1X} +O0(1).
2 1 1 i=3
Le changement de variable ay = tdidigk? fournit alors

#.A(y;X):di, Z vol{age[X,X}:

Laeds(y,X)

n
E dia;
i=2

< le} + O (#A2(y, X)) .

D’apres le Lemme 3-1, on aboutit & la formule

#A(y;X):di, ) VOI{OQE X, X] :

1 acAs(y,X)

On pose ensuite

Sp(y; X) = Z VO]{(OQ,...,O(T) c[-X, x|
)

acA, (y,X

idiai < d1X} .
=2

Avec les notations (3.5) et pour tout 2 < r < n — 1, on montre alors 'estimation

1 1 T X
S(y; X) = Sy X) +0 [ X [ (3.12)
dl j=r+2 dl

En effet, en raisonnant de maniére analogue & (3.11), on obtient que S, (y; X) est donné

par
n
§ : -1 / 2 :
vol{ a € [7X, X]T : dlﬂ’(gdr+l - kr+1) + diai < le
€A, q(y,X) i=2
, 1y , itr+1
kpy1—Xdp g o kpy1+Xd.
dgr) = d(l"')

éz—dgr)kr+1(mod )

n
avec k41 = >, djoj/dyr41. On écrit alors
j=r+42

vold e € [-X, X]"™1 ¢ |dy () yy — krin) + D dio| < di X

i=2
iEr+1
= / 1 " ()dag - - - da.
ac[—X,X]r—1 ’(ed;+17kr+1)+ ‘Z:z dia; |<d1 X
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et on obtient ensuite en intervertissant la sommation sur ¢ avec 'intégrale

> vol e € [=X, X]"™1 ¢ |dy o (dyyy — kpin) + Y dioi| < di X

kpp1+Xd

’
Frgp1—Xdi g
()

i=2
- N — i#3
1 1
=—a(™
t=—dy "kpqq(mod dr+1

= / E 1 " a)das - - - da.
_ _ <
ac[-X,X|r—1! Kpg1m Xdr+1 - r+1+Xd'T+1 (édr+1 krg1)+ i§2 dia; |<di1 X
O] Q) il
1 1

257d§’”)k,,,+1 (mod d,’,drl)

Le raisonnement précédent fournit alors

2.

(@)

n
d! ,  —kpy1)+ dia; |[<d1 X
kr+1*XdL+1 <Z<kr+1+Xd£+1 ‘( 41 r+l) igz 1 Qg | A1
PG sts AR iAryl

1 1

i——d(7)k7+1(mod dr+1)

1

o) Lia da,41 + O(1).
dgr) /047-+1€[X,X] ‘i;zdiai +

<X|dq|

Ainsi, en utilisant le Lemme 3-1, on obtient bien (3.12). Pour conclure, en itérant (3.12),
il vient

1 n
#A(y: X) = Z-vol {a € [-X, X]" > die } +0 Z H d‘J 5|
=2 r=2 J 2
puisque l'on a I’égalité
di =[] a7 . (3.13)
j=2

Le résultat en découle apres le changement de variables o' = £ et grace au fait que,

d’apres (3.13), l'on ait

dy _ (1)
g0 -
J#r

Vr € [2,n],

3-3. Une borne supérieure

LEMME 3-3. Lorsque 1 < y; < X pour tout i € [1,n], on a lestimation

anl

Ny (X) < =
Y [Id]l2

ot Ny (X) a été défini en (3.1) et ||.||2 désigne la norme euclidienne usuelle sur R™.

Démonstration— Soit X > 1. Par symétrie, on peut supposer que d; > ds > --- > d, si
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bien que
n—1 . . s =
Ny(X)g#{(ag,...,an)eZ : 2121%)("|al|<X, Z;dlal_O(mod dl)}.
En utilisant le Lemme 3-1 et (3.13), on obtient bien
Xn—l Xn—l
Ny(X) < —F— < 7777 (|
TR T

Remarque.— Comme mentionné dans [7], il est ici important de voir que ||d||2 peut
étre plus grand que B et par conséquent l'estimation du Lemme 3-3 est meilleure que
Pestimation triviale en O (% —|—B"_2>. Cette estimation découlerait également de

résultats de géométrie des nombres.

Quitte & appliquer une permutation de [1,n], il vient ensuite que

N(B) = nINy(B) + R(B), (3.14)
avec
Ni(B) = YN (Bl/”) (3.15)
yENT
1<y1<--<un< VB
et
RB)= Y N, (Bl/“) - YN, (Bl/") .
yenn® yeNm™
1<y; < VB 1<y1 < <yn< VB
Fi#j, yi=v; i), yi=v;

Le lemme suivant fournit une borne supérieure du bon ordre de grandeur pour la quan-
tité N1 (B).

LEMME 3-4. Lorsque B > 2, on a Ny (B) < B(log B)>" "1,

Démonstration— Lorsque B > 2, on a

1/n 1-1 i
MB)< >N (BY") < B > 7
yENT yENT
1<y1 < <yn< VB 1<y1 < <yn< VB
d’apres le Lemme 3-3. On traduit a présent les conditions sur y en termes de conditions
sur z. Lorsque 1 < y; < -+ <y, < VB, on aen particulier d; > d;11 pour 2 < j <n—1.
Pour j € [2,n — 1], cette derniére condition se réécrit

II =< II = (3.16)

Ej(h)zl sj(h)=0
cit1(h)=0 eir1(h)=1

‘

On constate alors en posant Hy = {hg =Y 2kl:2</<n— 1}, que dans I'inégalité (3.16),
k=1

seule la variable h; de Hy apparait et que (3.16) se réécrit par conséquent

Zh; < Zhj = H Zh H Zgl.

€ (h)=0 ej(h)=1
cjr1(h)=1 cjt1(h)=0
h#h ;



La conj. de Manin pour une famille de variétés en dim. supérieure 13

La condition d; > ds est équivalente a

H Zp 2 H 2. (3.17)

eg(h)=1 eo(h)=0
e1(h)=0 e1(h)=1

En notant Hy := {5} sin >4 et Hy := {1} si n = 3, elle peut se réécrire

-1
Zhy =25 K Zp, 1= H zn H zy,

e1(h)=0 e1(h)=1
eg(h)=1 eg(h)=0
h#£5

danslecasn >4 et
2226
Zhy ‘= %1 < Zh1 =
Z5

n
lorsque n = 3. Enfin, notant Hy = {hn =3 2"'_1}, on remarque que la seule condition
k=1

faisant apparaitre zp, est y, < ¥/ B. On peut ainsi réécrire cette condition sous la forme

2n, < Zn, avec Zp, = VB H z L.
en(h)=1

h#hn

Par conséquent, en négligeant les conditions de coprimalité provenant du fait que z est
réduit, on obtient

_1 1
N (B)< B % T
zthl/" 1

dp <o <dy

Zhy <Zh,

La contribution des zp pour h € Hy est alors majorée par

B-w B'=% _
< dl H Zh]. :Tl H Zh H Zhl.

2<<n—1 ca(h)=0  eg(h)=1
en(h)=1 en (h)=0
hgHg

En effet, pour j € [2,n — 2], on a

1 = I = II = II = II = II =

ej(h)=0 €j41(h)=0 e (h)=0 €j41(h)=0
aj(h):l) Ej+1(h):0 5j+1(h):1 5j+2(h):1 5j+1(h):1 5j+2(h):1

ejt1(h)=1  e;ji1a(h)=1 ejt2(h)=1 ejt2(h)=1 e (h)=0

Zn; Znj = = =
Il & I = 1L = I = II = II =

e (h)=1 cjp1(h)=1 ej(h)=1 cjp1(h)=1 cj(h)=1 cjp1(h)=1
ej+1(h)=0  e;12(h)=0 ej+1(h)=0  e;12(h)=0 ej+1(h)=0  e;12(h)=0

ej(h)=1 jt2(h)=0 cj(h)=1

= H Zh H z,:l

j(h)=0 ej(h)=1
cjta(h)=1 cjt2(h)=0
h@{hj,hji1}

et il suffit d’itérer ce calcul pour obtenir I’expression

H Zhj: H Zn H zh_l.

2<j<n—1 ea(h)=0  ea(h)=1
en(h)=1 en (h)=0
h@Hg
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Remplacant d; par son expression, il vient une contribution des z; avec h € Hy

_1 _ _
< Bl7nw H z ! H zn H z; . (3.18)
e1(h)=0 e2(h)=0 eg(h)=1
en(h)=1 en (h)=0
hg Hq

On remarque que z5 intervient dans Z3 et Z7 mais disparait dans le produit des Zj,; et
que z5 n’intervient pas dans ’expression de d; lorsque n > 4. Sommant alors sur z,, on

aboutit & une contribution des z;, pour h € Hy U H;

<<Bl_% H zgl H Zh H z,:l H Zn H z;l

e1(h)=0 eg(h)=0 eg(h)=1 e1(h)=0  e1(h)=1
en(h)=1 en (h)=0 eo(h)=1 eo(h)=0
heHg h#5
1-+ -1 -1 -1
KB T Ilzh Ilzh”zh || z,
e1(h)=0 e (h)=0 eg(h)=1 e1(h)=1
eo(h)=0 en(h)=1 en (h)=0 eo(h)=en (h)=0
e1(h)=0 heHg h#5
1—-1 -1 -1 -1 _ pl1-4+ -1
KB ™n Ilzh Ilzh || z, =B "n || z, -
e1(h)=0 eg(h)=1 e1(h)=1 en (h)=0
hgHoUH,

ea(h)=0 en (h)=0 ez (h)=en (h)=0
h#5

en (h)=0 hgHg

Une derniere sommation sur la variable zj, fournit de maniere similaire une contribution

des zp, avec h € HyU Hy U Ho

<B I =" (3.19)
h&HoUH{UHo

Sin =3, c’est la variable z;,, = 21 qui n’intervient pas et on somme alors sur z; puis sur

Zhs = Z7 pour obtenir
1

< B E _
Z224R5%6
22,24,25,26< VB

Dans tous les cas, il reste alors 2" — n — 1 variables z; < /B A sommer. En effet,
sil <y < VB pour tout i € [1,n], alors on a également 1 < z; < /B pour tout
j € [1, NJ si bien qu’on obtient finalement
Ny (B) < B(log B)?" 1,
([l

On utilise alors ce résultat pour démontrer que la quantité R(B) apparaissant dans (3.14)

est bien un terme d’erreur.
n—1

LEMME 3-5. Pour tout B >2, on a R(B) < B(logB)*> "', ot R(B) a été défini

en (3.14).

Démonstration— Quitte a réordonner, on obtient

RB)< > Ny (Bl/") .

yenn
1<y1 < <un< VB
34, Y;=yi41

De plus, pour ¢ € [1,n — 1], la condition y; = y; 41 se réécrit

II == I - (3.20)

eg;(h)=1 e;(h)=0
€i+1(h)=0 gip1(h)=1
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Puisque deux entiers h et £ de [[1, N] tels que ¢;(h) = €;41(£) = 1 et g;41(h) =;,(£) =0
ne sont pas comparables pour la relation d’ordre < introduite en section 2, on en déduit
que pged(zp, z¢) = 1. 11 s’ensuit que

Vh € [1,N] tel que &;(h)+eir1(h) =1, z,=1. (3.21)

En particulier, on a Zp, = 25, = 1.
Supposons alors que y; = y;41 pour un certain ¢ € [1,n— 1]. Une sommation sur les zj,
pour h € Hy suivie d’une sommation sur zp, et z, fournit une contribution

n—1
<B Y II ='<BUogp?* 1,
< VB h@HQUH| UHy

hgHqUHjUHy &i(h)+e;41(h)#1

ci(h)Feip1(h)#1
au vu de (3.19) et (3.21) et puisque le nombre de h € [1, N] vérifiant ¢;(h) +;41(h) # 1
est de 2771 — 1.
3-4. Démonstration de l’asymptotique

Estimons désormais le cardinal Ny (B) défini en (3.15). D’apres le Lemme 3-4, on a
Ni(B) < B(log B)?" "1,
Pour A > 0 fixé, on peut supposer que
zp, > log(B)A pour h ¢ HoUH; U H,

avec les notations de la section précédente. En effet, en reprenant I'inégalité (3.19), on
obtient une contribution complémentaire (c’est-a-dire pour laquelle il existe au moins un
2, < log(B)4 pour h ¢ Hy U H; U Hy) majorée par

< Blog(B)* ~"2log(log B).

Cela est suffisant pour donner lieu a un terme d’erreur acceptable en vue du Théoreme
1-1. Cette réduction du domaine de comptage permet de controler le terme d’erreur du
Lemme 3-2 de la fagon suivante
JU=1  gu=1
Vi e [2,n— 1], él/n <4 — H 2t <log(B)™4

Yi L (W4 ey 1 (W20
gj(h)=1

puisqu’on a y; < VB et que tous les indices des variables intervenant dans le produit
ci-dessus ne sont pas dans Hy U H; U Hy. Par le Lemme 3-2, il s’ensuit l'estimation

Ny (Bl/") = b(y)+ O ( log(B)A>

puis grace au Lemme 3-4

Blfl/n Blfl/n

1 1

b n
Ni(B) = B'~1/» E by) +0 (B(logB)2 ~"2]og(log B)) .
yeENT dl

1<y1 < <yn< VB

On a ici remplacé la somme
Z b(y)
yEN™ dl

1<y1 < <yn< VB
2 >log(B)A, hg HyUH | UHy
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par la somme

> b(y)
yENT dl
1<y1 < <yn< VB

au prix d’une contribution négligeable en raisonnant a nouveau comme dans la démon-
stration du Lemme 3-4 puisque b(y) < 1. On effectue alors la sommation dans le méme
ordre que lors de la preuve du Lemme 3-4. Lorsque n 2> 4, les conditions Z;, > 1 ne font
intervenir la variable z; que dans Z3 et Z7;. Comme on souhaite sommer sur les zj avec

h € Hy puis sur z5 puis sur zp, _, on restreint le domaine de comptage de fagon a ne plus

n)

avoir cette dépendance en z5 dans Z3 et Z7. Posant

ZL = H Zn H zit,

eg(h)=1 eg(h)=1
e3(h)=0 g9 (h)=0
h#£3 h#£5
la condition Z3 = z5/Zf > 1 se réécrit z5 > ZL. D’une part, puisque z5 < Zp,, on a
ZL < Zp,. D’autre part, la contribution des z tels que z5 < Zf est négligeable. En effet,
de la méme maniere que lors de la preuve du Lemme 3-3, on montre que ces z contribuent

pour

<B > I ='x % (3.22)

< YB  h@HoUHUH,
hgHoUH{UHy

Si ’on considere alors la quantité indépendante de la variable zg définie par Zgy := %,
5
on écrit ZZh"’ = 2 (avec 9 ¢ HyU Hy U H) si bien que la contribution de (3.22) est
1
1 n
-1 2" —n—2
< B E H 2, XZ—9<<B10g(B) .
2, < VB thoququu{g}
hgHyUH{UHg
29< Zg

On peut donc remplacer la condition Z3 > 1 par Z, < Zp,. De la méme fagon, en posant

1" —1
zi=11 = 11 ="

ea(h)=1 ez(h)=1
e3(h)=0 ea(h)=0
h#5,7

la condition Z7y = Z'/z5 > 1 se réécrit z5 < ZI'. Si l'on a Zp,, < Zf, alors puisque
25 < Zpy, on a z5 < Z7.

Montrons alors que la condition Z7 > 1 peut étre remplacée par la condition Z5, < Zf.
Pour cela, il suffit de voir que la contribution des z tels que Zf < Zj,, est négligeable.
Si l'on suppose Z < Z,,, puisque z5 < Z¢, le raisonnement ci-dessus fournit alors une

contribution
B Z//
«B ¥ I =<2
< ¥B  hgHoUH;UH, hy
hgH)UH|UHy
~ ;. zl 29 / Z}leg P . .
De méme, on écrit alors -2 = £% avec Zy = —— si bien que cette contribution est
) Zn 7z 9 VA
1 9 5
-1 1 2" _p—2
< B E H e X 7 < Blog(B) ,
9

2, < VB hZgHoUHUH>U{9}
hgHyUH,UHy

29< 24
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ce qui est bien négligeable. Pour finir, on remarque que lorsque n = 3, la condition
Zn, = 1 ne fait pas intervenir la variable zj,. Il n’est donc pas nécessaire d’imposer de
telles restrictions au domaine de sommation dans ce cas-la.
n
Z diOZZ‘ < dl} .
i=2

On constate en particulier que si z est réduit, alors E(Z) = b(y) pour y l'unique n-uplet

On introduit ensuite la fonction b : NV — R définie par

E(Z) = vol {(ag, o ap) €117t

associé a z a travers la bijection explicitée dans le Lemme 2-1 et ou b a été définie

en (3.10). On considere également la fonction multiplicative g : N — R, indicatrice de

g(z;l;(Z)
1

I’ensemble des N-uplets z réduits. 1l s’agit ainsi, lorsque n > 4, de sommer sur le

domaine V suivant
{ VJ € [[4a Tl]] U {1}7 Zhj P 1a

(3.23)
Zt< Zp, < ZY, et zp, < Z, pour he€ HyUH;U Hs,

le N-uplet z étant réduit. A une contribution négligeable pres de 'ordre de
) (B(log B)?" 7" 21og(log B)) ,

on peut, comme dans [7, section 4], se restreindre au domaine V' suivant

12
_Z5

¢
log(B)" ©

Vj € [4,n]U{1}, Z, >log(B)’, Zi(log(B))® < Zn, <

Zn, (3.24)

log(B)

zn < Zp pour hée€ HyUH, et < 25 < Zp,y,

en utilisant la formule (3.19) établie lors de la démonstration du Lemme 3-4. En partic-
ulier, on a Z3 > log(B)® et Z; > log(B)®. Lorsque n = 3, il s’agit de sommer %ﬁ’(z) sur

le domaine V suivant
Zp>1 et z,<Z, pour hé€ HyUH;UHo,, (3.25)
le N-uplet z étant réduit. A une contribution négligeable pres de 'ordre de
O (B(log B)*log(log B)),
on peut également se restreindre au domaine V' suivant
Zs3,Z7 > log(B)®, 2z, < Z, pour h € HyUH; UH,. (3.26)

On utilise alors les deux lemmes suivants. Le premier traduit le fait que la fonction g soit
trés proche, au sens de la convolution, de la fonction constante égale a 1 et le second est
tiré de [7].

LEMME 3-6. La série de Dirichlet

Vs =(s1,....5x), G(s)= > leh

N
2efN ) BN

z réduit

est convergente sur le domaine Re(s,) > 1 pour tout h € [1, N]. De plus, la fonction
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définie par

N
Vs = (s1,...,8n), F(s)=G(s) H C(sp) ™t (3.27)
h=1

admet un prolongement holomorphe a la région Re(sp) > % pour tout h € [1, N].

Démonstration— On constate que la variable zy n’est soumise a aucune condition de
coprimalité et que toutes les autres variables z; sont soumises a au moins une condition
de coprimalité. On note alors E,, 'ensemble des couples (k,£) de [1, N — 1]? tels que, si
z est réduit, pged(zg, z¢) = 1. Pour tout s tel que Re(sy) > 1 pour tout h € [1, N]|, on a
ainsi

G(S) = C(SN) H 1 + Z pV151+""3VN—1<9N—1

P (1seees UN,1>eZg0*1\{o}
viv; =0 avec (i,j) € En
(3.28)
N—-1
1 1 1
= C(SN)H + E :psi + 2 : prisitotUN 1SN -1
P i=1 N-1

(V1 vN—1)EZS
vivj=0avec (i,j) € En
Vi1 22

Ainsi,

N-1 1 N1 )
1_[1 (1 - psi> ) 14 Z psi + Z pYASIF YN 1SN

vivj=0avec (i,j)€En
vitotvn 122

Le produit de droite étant convergent lorsque PRe(sy) > % pour tout h € [1,N], on
obtient bien le résultat annoncé. O

LEMME 3-7. Soient f une fonction multiplicative en une variable dont la série de
Dirichlet est absolument convergente pour Re(s) = % et v une fonction bornée et dérivable
sur [0,1]. On a alors pour tout Z > 1

S (z) =20 [vwio | 7S HE e

=<2 E>1

Démonstration— La démonstration de ce lemme s’obtient aisément a ’aide d’une somma-
tion d’Abel (voir [7, section 4]). O

On notera dans la suite f : NN¥ — R la fonction arithmétique associée & la série de
Dirichlet F. Autrement dit, pour tout s tel que fRe(sp) > 1 pour tout h € [1, N], on a

N
N Sk
zEN H Zhl
h=1
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et g =1 f. Une application des Lemmes 3-6 et 3-7 en sommant d’abord sur les z;, pour
h € Hy et le fait que d; ne fasse intervenir aucune variable zj,; pour j € [2,n — 1] fournit
alors

S g@)b(z) =23 ( o ) )op Z H’f 1og > > - sz/s

zh <Zh kplzp k‘h>1
" EHo heHo heHO heHg heHo heHo oy

deyr _ zng ot da _ zny
dg Zh, di 7y

1«1}

n 1—1 d
> (1)«

(=1

n—1
0) _
avec Z(0) = _H2Zhj et
j=

B(ul):/ vol{(al,...,an)e[—l 1" \l}duQ---dun_l.
[071]71—2

En effet, on a les égalités

V2<l<n—1,

et, pour tout z,

b(z) = vol {(al, o) €117

= vol {(O{l, . -,Oén) S [—1, l]n

<1}

est une fonction différentiable & dérivées partielles bornées sur [0,1] si bien que chacun

des termes
1
v’ (u)| u?Pdu < 1.
0

De plus, grace aux conditions (3.24), dans le terme d’erreur du Lemme 3-7, on a bien

2/3 -1/3 7(0) 7(0)
(0) — 70) (#(0)
(70) =20(29) " < log(BPp—27 < Tog(B)’

On pourra noter que Z(© ne dépend pas de Zy, d’apreés (3.18). On effectue alors la
sommation par rapport a zj, pour obtenir

> g(2)b(z) =

ZpSZp
heHyUH
703 410 |f (k)|
kplzp kp =1 kn, kplzp kp =1 h
hegHoUHy heHQUHL | 1o iy thoqu REHOUHL | oy

o ZW = 7O 7z, et

b= /O Blur)dus. (3.20)
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Les quantités Z (1) et d; étant indépendantes de zp,,, en sommant sur zp, , il vient

S =z Y% ﬁ”

2h; <Zp; \ kplzp i Hkhil . kh
: ; HoUH{UHy h UHyU
h;EHGUHUH WEHoUH I UH heHoUH LUy Gl UH,

1 |/ ()|

kp |2 kp =1
h@HoUH{UHy h€HoUH]UH
FHoUH1UHy 0=H1=H2 e HgUH, UH,

avec Z?) = Z(M 7, . On a ainsi

I . N |

yenn zneV’, zp< VB/k hgHoUH,UH,
1<y1 < <yn< VB/k hgHoUH| UHo
Sy W L sy U
k log(B) el
knlzn kp21 h khlzp kp21 h
hgHOUHIUHy h€HoUH UHY, Sy heHOUHIUHy heHoUH UHy | Sy

Dans un premier temps, on remarque que l'on peut sommer sur )V défini en (3.23)
lorsque n > 4 et en (3.25) lorsque n = 3 quitte a rajouter une contribution négligeable.
En effet, considérons (zp)ngm,um,ur, € VNV Sl existe 4 <€ <n—1ouf =1 tel que

Zn, < log(B)?, alors
-1 5 —1
H 2, < log(B) H z;

cj(h)=1 ;(h)=0
ej41(h)=0 ejr1(h)=1
h#h ;
si bien que
—1 5 -1 -2
2. [I =s'<om® Y I = I =
2z €VSV/, 2, < VB hg HUH1UH> 2, < VB h¢HyUH)UHg hgHyUHUHg
h@HoUH| UHy hgHoUH{UHy €j(h)=¢;j11(h) e (R)=0
cj+1(h)=1
< log(B)5B2n72’1L log(B)2n’"’1’2n71’1
Bgn—z
n—1
log(B)2 —n+2
L —— L1
B

De méme, si Zs < Zi(log(B))%, on a

Z
z= 1l = 11 =

e1(R)=0  e1(h)=1
ez(h)=1 e3(h)=0
h#£5 h#3,5

et lorsque Z5 > 105(753)6, il vient

i—i = H Zn H Zh H 2';1 H zh_l

e1(h)=0 ey (h)=1 eq(h)=1 e4(R)=0
ea(h)=1 eo(h)=0 eg(h)=0 eg(h)=1
eq(h)#1 ou eg(h)#0  e4(h)#£0 ou eg(h)#£1 1 (h)5#0 ou eq(h)#1 e1(h)#1 ou e5(h)#0
h#5

de sorte que le méme raisonnement permet de conclure a une contribution < 1. On traite
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N . . Zn ,
de maniére completement analogue la condition z5 < m et par conséquent, on a

I AR

L < S VB Ty MEHOUHLLI
f(k) 1 Lf (k)|
SIS SR ) S s
kplzp kp>1 H h kplzp kp =1 h

h@HoUH] UHy he HgUH{ UH hgHgUH] UHy h€ HQUH{ UH
ZHoUH UH3 oUH UH, gHoUHUHy OVHIOUHS b UH, UH,

OUH{UHg

Le domaine V se réécrit sous la forme

H z;l H zp <1 pour 4<j<n—1,

EJ("L)ZO ej(h)=1

cjr1(h)=1 cj41(R)=0
h#h

II =<¥B II s' I =<t I] &t I] &<
en(h)=1 e1(h)=0 ey (h)=1 e1(h)=0 ey (h)=1
h#hn, ez(h)=1 e3(h)=0 ea(h)=1 ea(h)=0

h#3 h#5

[T = I 5 I I0 =<t
e1(h)=0 e1(h)=1 eq(h)=1 e4(h)=0
eq(h)=1 e5(h)=0 e3(h)=0 eg(h)=1

h#5 h#£5,7

2 < VB pour h¢ HyUH;UHs,.

lorsque n > 4 et
)
2425

3
242526 < VB,

<L

Z5

<1

2226 ’

zn < VB pour h¢ HyUH, U Hos.

lorsque n = 3. En écrivant z;, = B% avec tp, > 0 pour tout h & HoU Hy U Hy, on obtient
que ensemble des (t,)ngm,um,uH, Vérifie

E th < E t, pour 4<j<n—1,
Ej(h):l 5j(h,)=0
€j41(h)=0 cjt1(h)=1
h#h
E th <1, E th < E th, E th < E th
en(h)=1 e1(h)=1 e1(h)=0 e1(h)=1 e1(h)=0
h#hp, eg(h)=0 ez(h)=1 ea(h)=0 ea(h)=1
h#3 h+#5
E th + E th < E th + E ths
e1(h)=0 e4(h)=0 e1(h)=1 eq(h)=1
eg(h)=1 ez (h)=1 eo(h)=0 e3(h)=0
h#£5,7 h#5
th<1 pour h¢H0UH1UH2,

lorsque n > 4 et
lo <ty +ts
ty+ts+ts <1, ts <itg+ i,
to,ta,t5,t6 < 1

si m = 3 si bien que dans tous les cas, il est bien inclus dans [0, 1]>"~"~!. Une application
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directe de [5, lemma 8] fournit alors ’estimation

B 2n-1inl n B
N( ) —= ™ _3VF1)Blog(B)? """+ 0 ((1ogB)2 _"_2log(logB)),

kin = n2"7n71kn kn
avec
E th < g t, pour 4<j<n—1,
sj(h)=1 Ej(h)=0
cjt+1(h)=0 ejp1(m)=1
h#h;
E th < 1, E th < E th,
en(h)=1 eq(h)=1 e1(h)=0
n__ h#hn e3(h)=0 ez(h)=1
V =vol{ (ty) €[0,1) 71 . n (3.30)
E th < E th,
eq(h)=1 e1(h)=0
eo(h)=0 eo(h)=1
h#5
Dot Dt Y tat Y
e1(h)=0 e4(h)=0 eq(h)=1 eq(h)=1
ea(h)=1 ez(h)=1 ea(h)=0 e3(h)=0
h#5,7 h#5

lorsque n > 4 et
to <ty + 15

V = vol{ (ta, ts,t5,t6) € [0,1]*
tatts+te <1, t5 <ta+to

si n = 3. Finalement, il vient
2n=1p1BV

W ()

Remarque.— Géométriquement, on a transformé le probleme de comptage sur la var-

iété W, en un probleme de comptage de points sur la sous-variété de A2"+7~1 définie
par

N(B;U,) = F(1)B1og(B)2"*"*1+o(B(1og B)?"~"21og(log B)). (3.31)

n
Zdjxj =0 avec Yie[l,n], d;= H 2z s (3.32)
j=1 1<h<N
soumis a certaines conditions de coprimalité et de positivité. On montrera plus tard que
cette variété est liée au torseur versel d’une résolution crépante de W,,. Cela est cohérent
avec les résultats et le torseur versel obtenus dans [3].

4. Vérification de la conjecture de Peyre pour W,

4-1. Résolution crépante des singularités de W, et forme conjecturale de la constante de
Peyre

On g’appuie ici sur le travail de Per Salberger présenté en Annexe de cet article. L’objet
de cette partie est de construire & partir de cette Annexe, une résolution crépante des
singularités de W,, puis de détailler tous les éléments de la géométrie de cette résolution
crépante nécessaires a la vérification du fait que ¢, = cpeyre pour tout n > 3 ou ¢, est la
constante obtenue dans le Théoréme 1-1 et cpeyre st définie en (4.12) infra ou par [22,
formule 5.1].

4-1-1. Une résolution crépante de W,

On reformule dans cette section le résultat principal de I’Annexe de Salberger en util-
isant les notations de cet article sans détailler aucune démonstration. On renvoie le lecteur
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intéressé par ces derniéres a cette Annexe en fin d’article.

On rappelle ici que N = 2" —1 et Pon introduit pour tout h € [1, N], 'espace P x p(h)
comme étant Pespace biprojectif P*(")—1 x Ps(")~1 de coordonnées bihomogenes

(Y(h); Z(h)) - (yi(lh), U RV AL th(?))

pour &;,(h) = =¢;,, (h) =1et BM c P x P 1a sous-variété fermée définie par
les équations

YWz = =y 2 powr ey (h) = =i, (B) = 1. (4.1)

Ts(h) T ls(h)

On pose également By ,, comme étant la sous-variété fermée de ], <h<N B définie par
les équations

YWY =yMy O powr £<he[L,N] et () =¢g(0) =1, (4.2)
zMz =7MZ"  powr (=Xhe[l,N] et e(f)=ei(0)=1 (43)

On a un morphisme évident donné par la projection sur le dernier facteur pg : By, —
BW) qéfini par ngth (Y(h); Z(h)) N (Y(N); Z(N)).

On définit également la sous-variété fermée X, C P?"~1 x [lichen P % PR de
coordonnées multihomogenes

T1yeeos Ty Yls - s Ynj H (Y(h); Z(h))

1<hEN
définie par les équations suivantes
h) (k) _ . _ (W) (h) , L _
YUz ==Y Zy s pour b€ [1,N] et i, (h) = =¢ei,,(h) =1,(44

A7 (4
Yi(h)Yj(Z) = Yj(h)Yi(Z) pour (=he[l,N] et ¢e)=¢;¢)=1, (4
Zi(h)Z]@ = ZJ(.h)Zi(Z) pour (¢=he[l,N] et ¢e{)=¢;¢)=1, (4.
012N 2,20 =0, (4

(4

inj(N) — yjYi(N) =0 pour 1<i<j<n.

Enfin, on introduit C, C [];cpcn P la variété torique de Coxeter de &, de co-
ordonnées multihomogenes [, ;< xn (Y®) définie par les équations (4.4). Le résultat
principal de I’Annexe, due a Per Salberger, est alors le suivant et permet d’obtenir une
résolution crépante de W,.

THEOREME 4-1 (Salberger, [Annexe]). Soit n > 1. La restriction de la projection sur
le premier facteur
pry P2l H P x p) — p2n—1
1<hEN
a la variété Xo , définie par les équations (4.4), (4.5), (4.6), (4.7) et (4.8) fournit alors
une résolution crépante fon : Xon — Wy des singularités de W,,. De plus, Xo,, est

une P~ —fibration sur une variété By, isomorphe a la variété torique de Cozeter C,,

de &,,.
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On rappelle également que dans le cas n = 3 une résolution crépante est construite dans
[3]. Cette derniére est isomorphe & celle fournie par le Théoréme 4-1 comme le remarque
Salberger & la suite du théoreme 1 de son Annexe. Cette résolution crépante est une P2

3)

fibration sur la variété torique B®). Plus généralement, Blomer, Briidern et Salberger

consideérent dans [3] la variété triprojective X,, C P?"~1 x P*~1 x P"~1 de coordonnées

multihomogeénes (Z1,...,Zn, Y1, sYn; Y1,y Yn; Z1,. .., Zy) définie par les équations
suivantes
2121+ +xnZy =0, (4.9)
¥viY; —y;Y; =0 pour 1<i<j<n, (4.10)
ViZy ==Y, 2, (4.11)

Il est alors établi dans [3] que la projection pry : P2* =1 x Pr=t x Pn=1 — P27=1 donne lieu
par restriction a un morphisme propre, G, —équivariant et crépant f, : X,, — W,. Le
morphisme f3 est alors la résolution crépante obtenue pour n = 3 dans [3]. Malheureuse-
ment, X, n’est en revanche pas lisse des que n > 4.

4-1-2. Les hypersurfaces W, sont "presque de Fano”

La proposition suivante permet de justifier que la formule empirique [23, formule 5.1]
de Peyre s’applique bien dans le cas des variétés W,, pour n > 3.

PROPOSITION 4-1. La variété X, C P71 x ngth P x P définie par les
équations (4.4), (4.5), (4.6), (4.7) et (4.8) est "presque de Fano” au sens de [23,
Définition 3.1].

Démonstration.— Le Lemme 4-1 entraine aisément, de la méme fagon que dans [3, lemma
6], que le groupe de Picard géométrique de X, est sans torsion et que la classe anti-
canonique est dans l'intérieur de Ceg(Xo ). Il ne reste donc qu’a justifier le fait que

H'(Xo,1,Ox,,,) = H*(Xo,n,0x,,,) = {0}.
On utilise alors le fait que
H* (BO,’M OBo,n) =H? (BOJH OBo,n) = {O}

d’apres [6, section 3.3] et le fait que Xj , soit un P"~!-fibré sur By, permet de conclure.
O

4-1.3. Forme conjecturale de la constante de Peyre

Les conjectures originales de Manin [13] et de Peyre [22] sur les variétés de Fano
non singulieres ne s’appliquent pas directement au probleme de comptage associé a W,
puisque cette derniere est une hypersurface singuliere pour n > 3. Néanmoins, puisque
fon + Xo,n = Wi, est une résolution crépante de W,, dont la restriction a X§ — U, est
un isomorphisme ou Xg ,, est I'ouvert de X ,, défini par les conditions y; - - - y,, # 0, alors
on a

N(B;Uy) =#{z € X§,(Q) : (Ho fo,)(z) < B}

ot la hauteur H o fj ,, est une hauteur anticanonique puisque fy , est crépante. Comme
d’apres la Proposition 4-1, la variété X ,, est une variété ”presque de Fano” au sens de
[23, Définition 3.1], alors la conjecture de Manin prend la forme suivante ou la constante
de Peyre est donnée par la formule empirique [23, formule 5.1]

N(B;Uy) = cpeyreB (log(B)) ™ om) =1 (1 4 o(1))
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avec

CPeyre = a(XO,n)ﬁ(XO,n)wH (XO,n(AQ)Br(XO’n)) (412)

B(Xon) = #H' (Gal(Q,Q), Pic(Xo,n)) = Coker(Br(Q) — Br(Xo,,)),  (4.13)

a(Xo,n) est le volume d’un certain polytope dans le dual du cone effectif et la quantité
WH (X07n(AQ)Br(X0v”)) est un nombre de Tamagawa que ’on détaillera en section 4.3.

4-1-4. Le facteur B(Xon)

En raisonnant comme dans [3], on obtient que le groupe de Brauer cohomologique
de Xo n, & savoir Br(Xo,) = Hegt(YO’Gm)’ est trivial. En effet, c’est un invariant bi-
rationnel (voir [17]) et on combine alors le fait que hypersurface W,, considérée soit
rationnelle avec le fait que Br(P@) = {0} pour tout r > 1 pour obtenir le résultat. Il
s’ensuit alors de (4.13) que 8(Xo,n) = 1.

4-1-5. Le facteur a(Xo.n)

Dans le but de calculer le facteur a(Xy ) apparaissant dans la constante de Peyre,
il est nécessaire de décrire un peu plus précisément le géométrie de Xy, et notamment
son groupe de Picard et son cone pseudo-effectif. On s’appuie pour ce faire sur [3] ou
ce travail est effectué dans le cas n = 3 et sur les résultats de Salberger présentés en
Annexe. On démontre pour commencer la proposition suivante. Les arguments reposent
essentiellement sur le fait que la variété W, soit la compactification équivariante d’un
groupe algébrique, ce qui nous permet d’exploiter les résultats de [29].

PROPOSITION 4-2. Le morphisme fon : Xon — W, défini en Anneze et en section 4.1
est un morphisme propre, G, -équivariant d’une variété normale Xg , vers Wy,. De plus,
il s’agit d’une résolution crépante de W,.

Démonstration.— Le fait qu’il s’agisse d’une résolution crépante résulte du théoreme 4 de
I’Annexe de Salberger et le fait que Xo ,, soit normale résulte du fait que Xy, soit lisse.
On tire aussi de la construction par Salberger de fy , en Annexe le fait que fo,, = px, o fn
avec

Px, : X()’n — Xn et fn : Xn — Wn

définis en [3, section 3|. D’apres le théoreme 6 de [3], il vient que f,, est un morphisme
propre et Gp-équivariant. Il suffit donc de démontrer que px, est un morphisme propre
et G-équivariant afin de conclure. Pour ce faire on s’inspire de la démonstration de ce
théoréme 6 de [3]. On considere ainsi

Un:Jn(Gn) :{(xlw--vwruyla---vyn) eEWn t Y1 Un #0}

pour j, : G,, < W,. On a alors f(;,lL(U,L) C B§ et fo, est un isomorphisme de f(;i(Un)
sur U,. En effet, 'application inverse est donnée par

1 _
(xla'~-7xn7y1u"'7yn)€Un’—> Tly-esTny Y1y -5 Yn; H (y(h)7y(h)) Ef0,7ll(Un)7

1<hEN

y®" = (Yirs - 7yis(h)) pour &, (h) =---=ei,, (h) =1
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et

1 1 1
y(h)< ) pour &, (h)=--=¢g;, (h)=1

] ’
Yiy Yisn)

On peut donc considérer G, comme un ouvert de Xy, et que Xy, est muni d’une
Gn-action naturelle §y : G, X Xo , — Xo,, pour laquelle

b1 ax b, an ' P
<(0 b1>""’(0 bn>> Tisee-sTny Y1y -5 Yn; H (Y Y/ )

1<hEN
est donné par
b b b b bwmzw
lxl+alyla"'a n$n+any’n7 1Y1s -+ OnYn; H < ;b> )
1<hEN
ou ’on note
h h
bY(h) = (bh}/z(l ), ey bis(h)Yi(s(Z)) pour &, (h) == Eis(h) (h) =1
et
(h)
7,(h) ﬂ@ z
= : yeeey - pour ¢g; (h):'-'=€is (h)_l
b bi, bis(h) ! )

La restriction de By & Gy X fq, le(Un) donne simplement la loi de groupe de G, et le
diagramme suivant

O X Xon 22 Xoum

(Idafo‘n)l if[},n

Gn X Wy ——W,

est commutatif, ce qui permet de compléter la preuve de la proposition. |

Passons maintenant a une description du groupe de Picard de Xy, et de son cone
pseudo-effectif. De la méme fagon que dans [3], le fait que X ,, soit une compactification
équivariante de G,, nous permet d’exploiter le résultat de [29] suivant.

PROPOSITION 4-3 ([29, proposition 1.1]). Soient Y une compactification équivariante
lisse et propre d’un groupe algébrique linéaire connexe et résoluble G, Divy . (YY) le
groupe abélien libre des diviseurs & support dans Y NG et Cog(Y) C Pic(Y) @z R le cone
pseudo-effectif engendré par les classes de diviseurs effectifs. Alors la frontiére

D:Y\G:UD“
el
otu I indexe les composantes irréductibles de D et D, est une composante irréductible de
D pour v € I, est un diviseur de Weil a croisements normaux. De plus,
(i1)On a une suite exacte 0 — Hom(G, G,,) = Divy g(Y) — Pic(Y) — 0.
(ii)On a Pic(Y') = @, ., ZD,.
(Z’LZ)OTL a Cef—f(Y) = ZLGI R}QDL.

Démonstration.— La preuve se trouve dans [29, proposition 1.1]. a
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On écrira dans toute la suite [D] pour la classe dans Pic(Xy,) d'un diviseur D de
Xon, [—K XM] pour la classe anticanonique, w;(; pour le faisceau anticanonique et
Cet(Xo,n) € Pic(Xp,n) ®z R le cone pseudo-effectif engendré par les classes de di-
viseurs effectifs. On introduit alors Dy la sous-variété de X, définie par les équations
y1 = - =y, = 0 et, pour tout h € [1, N — 1], on pose également D} comme étant la
sous-variété de Xo ,, définie par les équations

v =0si g;(f) =

V€€[[LN]]telqueﬁﬁhet(ﬁN—h:{ k (4.14)

€
ZJ@ =0siegj(f) =1et e;(h)=0.

On remarque en particulier que la condition ¢ Z h implique I'existence d'un i € [1,n]
tel que €;,(¢) = 1 et g;,(h) = 0 et la condition £ A N — h implique Pexistence d’un
Jo € [1,n] tel que €;,(¢) = €;,(h) =1 si bien que les conditions (4.14) sont bien définies.
On démontre alors le lemme essentiel suivant, inspiré du lemme 4 de [3].

LEMME 4-1.

(Z)O?’l a Xo,n N Gn = Ulgth Dh et DiVXo,n\Gn (X()’n) = ®1gth ZDh.
11)Le morphisme canonique de Divx, g, (Xon) vers Pic(Xg ) est surjectif de noyau
0,n n ) ’
engendré par

E Dy, — E Dy pour 2 <1< n.
1<h<N 1<h<N
e;(h)=1 e1(h)=1

En particulier rang (Pic(Xo,)) = 2" — n.
(#ii)On a
Ceff(XO,n) = Z R}ODh-
1<hEN
(iv)Pour tout 1 < i < n, le diviseur

nZDh

1<hEN
e;(h)=1

est un diviseur anticanonique.

Remarque.— On déduit alors du point (i) du Lemme 4-1 (et plus particulierement du
fait que rang (Pic(Xo,,)) = 2" —n) que la puissance de log obtenue dans le Théoréeme 1-1
est bien conforme a la prédiction de Manin.

Démonstration.— Commengons par le point (). Par définition, on a

XO,n\Gn: L1yeees Ty Y1y -5 Yn; H (Yh7Zh) 6AXrO,n : ylyn:O
1<h<N

L’inclusion

U Dn< Xon~Gn
1<h<N
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est claire. Supposons que

P=|z1,....%20,Y1, s Yn; H (YR, 20y | € Xo,, ~ G

1<hEN
On a alors deux cas. Soit y; = --- = y,, = 0, auquel cas on a immédiatement P € Dy.
Soit il existe k € [1,n — 1] tel que y;, = -+ = y;, = 0 pour {i1,...,ix} C [1,n] et
y; # 0 pour j & {iy,...,ix}. Alors, d’apres (4.8) et (4.7), on a Y“N) =...= YiECN) =0

et Zi(N) = 0 pour tout ¢ & {i1,...,ix}. Grace aux équations (4.4), (4.5), (4.6), (4.7) et
(4.8), on en déduit que P € Dy, pour h = Z?zl 2% ~1 11 suffit alors de constater que
chacune des variétés Dy, pour h € [1, N] est irréductible et on peut alors conclure grace

a la Proposition 4-3.

Passons au point (ii). Le point (i) de la Proposition 4-3 permet d’obtenir la suite
exacte

0 — Hom(G,,Gn) — Divx, ,<a,(Xo,n) = Pic(Xo,n) — 0

ot I'application Hom(Gy, G,,) — Divx, <, (Xo,n) est I'application diviseur des fonc-

tions rationnelles. Comme dans [3, Lemma 4.(7)], on obtient que Hom(G,,,G,,) est le
)

groupe abélien libre engendré par les 5—1 = % pour i € [2,n]. Il vient alors facilement
1

que

. (Y .
Vi € [2,n], d1V<Y1(N) = Z Dy, — Z D;, pour 2<i<n,

1<hEN 1<hEN
e;(h)=1 e1(h)=1

ce qui permet de conclure la démonstration de (7).
Le point (#47) résulte immédiatement du point (i) de la Proposition 4-3.

Enfin, démontrons le point (). Comme fy ., : Xo,, — W, est crépante et que wyy, =
Ow, (—n), d’apres [19, 11.6.17.1], il suffit d’établir que le sous-schéma fermé défini par
y; = 0 pour 7 € [1,n] donne lieu au diviseur

Z Dy,.

1<hEN
e;(h)=1

Comme remarqué dans [3, lemma 4], il est facile de voir que y; a multiplicité 1 le long
de Dy et on est par conséquent ramené a établir que le sous-schéma fermé défini par
Y; = 0 donne lieu au diviseur

> Dn

1<h<N-—1
ei(h)=1

ce qui est clair au vu de (4.14). O

On est désormais en mesure de calculer, de fagon analogue a [3], le facteur a(Xo.,,)
défini dans [22]. On introduit Ceg(Xo,,)Y € Hom (Pic(Xy,,) ®z R,R), le cone dual
de Ce(Xo,n) constitué de toutes les applications linéaires A : Pic(Xy )Y ®z R — R
telles que A ([D]) > 0 pour tout diviseur effectif D de Xy ,. Considérons de plus ¢ :



La conj. de Manin pour une famille de variétés en dim. supérieure 29
Hom (Pic(Xo,,) ®z R,R) — R Iapplication linéaire définie par
A € Hom (Pic(Xo,n) ®z R,R) — A ([-Kx,.,.]) -

On munit alors Hom (Pic(Xy ,,) ®z R,R) de la mesure de Lebesgue ds normalisée telle
que L = Hom (Pic(Xy ), Z) soit de covolume 1. On munit ainsi I'’hyperplan H =

=1 ({1}) de la mesure d(?ifl). En particulier, si z1,...,%2, sont des coordonnées de
Hom (Pic(Xo,,) ®z R,R) correspondant & une Z—base de L et si £(z1,...,2,) = a121 +
-+ + apz, pour (a1,...,a,) € R" alors, dés que oy # 0,
ds _ le e dZi_lé,;idZi_;'_l e dZT _ le cee dzi—ldzi—i-l tee dZT . (415)
d(—1) |ai] ||

On a alors, en accord avec [22],

ds
1= / _ds
J Cott (Xo.n)vrn d(€ — 1)

LEMME 4-2. On a o(Xon) = —5a—V ot V est défini en (3.30).

Oé(Xo)n) = Vol {A S Ceﬂf(Xom)v | A ([_Kxo.n}) =

Démonstration.— Supposons que n > 4, le cas n = 3 étant couvert par [3, lemma 5.
Gréce au Lemme 4-1, on sait que Pic(Xy ;) est engendré par les Dy, pour h € [1, N] avec
les relations

Vizje[lnl, Y. Dn— Y Dn=0.

1<h<N 1<h<N
e;(h)=1 ej(h)=1
Ces dernieres fournissent les relations
V4 <j <n— 17 Dhj = E Dh - E Dh (416)
5j+1(h):1 aj+1(h):o
< (h)=0 < (h)=1
hth

et
D5 = g Dy — E Dy, (4.17)
eg(h)=1 eo(h)=0
e1(h)=0 e1(h)=1
h#5
ainsi que

Dy= > Dy— Y Dy (4.18)

eg(h)=1 e3(h)=0
e1(h)=0 e1(h)=1
h#£3

et enfin, en utilisant également la relation (4.17),

D, = Z Dy, — Z D), = Z D), — Ds — Z Dy,

eq(h)=1 eq(h)=0 eq(h)=1 eq(h)=0
e3(h)=0 eg(h)=1 e3(h)=0 eg(h)=1

h#£T h#£5,7

(4.19)
= E Dy, + E Dy, — E Dy, — E Dy,.

eq(R)=1 e9(R)=0 eq(h)=1 e4(h)=0
eg(h)=0 e1(h)=1 e1(R)=0 eq(h)=1

h#5 h£5,7

On note bien que chacun des membres de droite des relations (4.16), (4.17), (4.18) et
(4.19) ne fait intervenir aucune des variables Dy, pour h; € HoU Hy. On en déduit que
(Dn)hgHoum, forme une Z-base de Pic(Xy,,). On considere alors (ex)ngm,um, la Z-base
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duale de L vérifiant ep,([D¢]) = 6,0 pour tous (h,£) € [1, N]? et on notera (z1)ngm,um,
les coordonnées de Hom (Pic(Xy ,,) ®z R, R) relatives & cette base. Le Lemme 4-1 entraine
que Cegr(Xo,n)" est donné par

KEVIN DESTAGNOL

§ Zh — E 2,20, 4<j<n—1,
aj+1(h):l 5j+1(h):0
<;(h)=0 c;(h)=1
hath
(1) € (Rsg)? ™" : E Zh — E zp 2 0, E Zn — E zn 20,
Zh)hgHoUH, 20 * eg(h)=1 e (h)=0 eq(h)=1 e5(h)=0
e1(h)=0 e1(h)=1 e1(h)=0 e1(h)=1
h#£5 h#3
E Zn + E Zn — E Zn — E zp = 0.
eq(h)=1 e (h)=0 eg(h)=1 g4 (h)=0
e3(h)=0 e1(h)=1 e1(h)=0 eg(h)=1
h#5 h#£5,7

et le point (4v) du Lemme 4-1 entraine que H a pour équation

n Z Zh:(),

en(h)=1

équation qui ne fait intervenir aucune variable z, pour h € Hy U Hy. D’apres (4.15) et
en éliminant zy, on obtient
H th

1<hESN-—1

n

si bien que

ou A est défini par

n E zn < 1,
en(h)=1
h#hn
E Zn — E zp =0 4<j<n—1,
5_j+1(h,):1 5_7'+1(h):0
e (R)=0 ej(h)=1
2" —n—1 h7h;
Zh)hg HoUH,UH, € (R0 iz Z Z Z
( )€0 1 2 (/) Zh* Zh>07 Zh* Zh>0,
eq(h)=1 eq(h)=0 eg(h)=1 e3(h)=0
e1(h)=0 eq(h)=1 e1(h)=0 eq(h)=1
h+#5 h+#£3
E Zh + E Zh — E Zh — E zp = 0.
eq(h)=1 eq(h)=0 eq(h)=1 e4(h)=0
e3(h)=0 e (h)=1 e1(h)=0 eg(h)=1
h#5 h#£5,7
Le changement de variables t;, = mnz, pour tout h ¢ Hog U H; U Hy fournit alors
immédiatement le résultat escompté. O
4-1-6. Construction du torseur versel associé a W,
Soit n > 3. Si 'on note
m . Yy yn #0
Wn: (‘Tla'-'vxnayla"'vyn)ezn . sos ’ (420)
(x,y) vérifie (1.1)
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et

(2n)1<nen  réduit,
zp >0 si s(h) > 2,

H Z}LEJ(h)) Zijlx‘/j = 0

1<hEN

Au=3 (%5 (a1ranen) €27 x @~ {O)* T2, (

Jj=1

la section 3.2 et en particulier la relation (3.32) permet d’obtenir le lemme suivant, qui
coincide avec [3, Lemma 7| dans le cas n = 3.

LEMME 4-3. L’application A, — Z*" définie par

’. / / e1(h) en(h)
(x ,(Z}L)1<h<N> eA,— [ z12], ..., zon12,, H 2 H z" (4.21)
1<h<N 1<h<N

réalise une bijection de A, sur W,.

C’est ce parametrage de W, qui nous a permis d’obtenir le Théoreme 1-1. On ex-
plicite maintenant le torseur versel 7 associé a la résolution crépante Xo , explicitée
en section 4.2 et on établit de facon analogue & [3] que ce parametrage du probleme
de comptage est en réalité une descente sur ce torseur versel 7. La constante de Peyre
s’interprétera alors & la manieére de [25] et [3] comme un volume adélique de 7. On
renvoie a la section 4.2 de [3] et au Lemme 4-1 pour un rappel concernant la notion de
torseur versel et la justification qu’il n’existe, a isomorphisme pres, qu’un seul torseur
versel pour la variété X ,,.

On suit ici le schéma de la démonstration dans le cas n = 3 de [3]. La variété X ,, est
une hypersurface de la variété =y C P2n~1 x ngth P x P(") définie par les équations
(4.4), (4.5), (4.6) et (4.8). De la méme fagon que pour X, il est facile de voir que la
restriction & Zg de la projection P2"~1 x [Tichen P x P — [Tichen P x P
donne lieu a un morphisme v : Ey — By, qui munit la variété Zy dune structure de
P"—fibration sur By ,. On commence, comme dans [3], & décrire le torseur versel de Zy.
Pour ce faire, on tire parti du lemme fondamental suivant.

LEMME 4-4. La variété =y est une variété torique projective lisse et déployée. Le tore
associé est Uowvert U de =y défini par

1<h<N 1<i<
S ai(;:,):n1

Démonstration.— On considere T} le tore déployé de dimension 2n—1 défini comme le quo-
tient du tore G2” par le plongement diagonal de G,,, dans G2. Lorsque la multiplication
sur U est donnée par la multiplication coordonnée par coordonnée, I’application

Tly---s Ty Y1s---5Yns H (Y(h)az(h)) EU'—>[(xla"'7xn7y1a"'7y7z)]ETI
1<hEN
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est un isomorphisme de réciproque

1
[(F1, sty uty ey un)] €TE > |ty oo b, UL,y e ey U H (U(h);U(h)) ey,

1<h<N
avec
U(h) = (uin <o 7uis(h,)) pour & (h’) == Ciy (h‘) 1
et
1 1 1
T <u o u> pour iy (1) = -+ = iy, () = 1

Le tore G2" agit sur =y par multiplication coordonnée par coordonnée, le produit

(tla"'7tn7u17"'7un)' T1yeees Ty Yty o3 Yns H (Y(h)7z(h)>
1<hEN

étant donné par

N 7,(h)
BT, by T, UYLy - - -y UnYn; H (uY( );)

1<h<N "
avec
uY® — (Uilyi(lh), .. .,WS(h)Yii}(LZ)) pour ¢, (h)="---= sisw)(h) =1
et
u Zi(lh) Zi(sh(l) pour ¢, (h)="---=¢;, (h)=1
=0 w " U i1 is(n)

Cela fournit apres passage au quotient une action p : T' X 2y — = dont la restriction
a U donne la loi de groupe de T et cela permet de conclure que = est un variété torique
projective de dimension 2n — 1. Elle est lisse puisqu’il s’agit d’'un P"-fibré sur By,. O

Comme dans [3], on utilise alors, le résultat de [25] suivant qui permet de décrire
le torseur versel d’une variété torique déployée projective lisse. Le torseur versel T de =g
est ainsi donné par le morphisme de Cox de la sous-variété torique A"” \ F' de A" dans
Eo décrit dans [12] olt n est le nombre de cones de dimension un (appelés arétes) de
Déventail A de Zy (voir [14] pour plus de détails & ce sujet) et F C A™ est le sous-
ensemble fermé défini par les mondmes t7 = [] peo(1) o ou t, est un systeme de coor-
données de A™ lorsque p décrit I’ensemble des arétes de A, 0 € A est un cone maximal
et o(1) est Pensemble des arétes de o. On applique alors ce résultat pour en déduire la
proposition suivante.

PROPOSITION 4-4. Soit Q C A2"T=1 Powvert de coordonnées (x; (Zh)1gh<N) défini
par les conditions

Zh, H zn 70 ou H zp # 0 (4.22)

1<hEN 1<hEN
hEH; h@gH;
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pouri € [1,n] etj= (J1,-..,Jn) tel que {j1,...,jnt ={1,...,n} et
k
H; = {hlyj:2j1_1 j...jhk’jzzys—l -<...-<hn,j:N},
s=1

Le morphisme ¢ : Q — Zq défini par

(x;(zh)lgth)}—) T1,...,Tn, H Zhye ey H Zh; H (Y(h);Z(h)> (4.23)

1<h<N 1<h<N <h<
e (h)=1 em(my=1 1Sh<N
ot
M- I«
1<ESN 1<eEN
SN ; (0)=1
h 5, (O=1 Cig(n)
Y = e, pour ail(h):---zsis(h)(h)zl
II = II =
1<e<N 1<LEN
) h<t
et
I - I -
1SN 1<LEN
. — ; (£)=0
n cip (©)=0 Sig(n)
Zh) = ey pour &;,(h) = Eiym (M) =1
II = I =
1<EKN 1<E<N
£;(£)=0 si g;(h)=1 e;(£)=0 si g;(h)=1

est alors le morphisme sous-jacent d’un torseur versel pour Zg.

Démonstration.— On renvoie a [3] et [14] pour les trois résultats rappelés ci-dessous.
Soient A I’éventail associé a la variété torique = et o un cone de A. On notera alors O,
l'orbite associée & o et V(o) = O,. On a alors les trois résultats suivants qui vont s’avérer
essentiels.

(i) Tout d’abord, il existe une bijection entre les arétes p de A et les composantes

irréductibles de =y \ U.
(i) Ensuite, il existe également une bijection entre les cdnes maximaux o de A et les

points fixes de Zg \. U sous 'action de U.
(i4i) Enfin, pour 0 € A et p € A une aréte, on a 1’équivalence suivante:

peo(l) < V(o)CD,

ou D, est la composante irréductible de Zg \ U associée a p.

Dans le cas de =, les composantes irréductibles de =y \ U s’obtiennent de la méme fagon
que dans la démonstration du Lemme 4-1. On a 2" + n — 1 composantes irréductibles.
Les n premieres que 'on notera X; dans la suite et & qui on associera la coordonnée
&; sont définies par I’équation a; = 0 pour ¢ € [1,n]. On a également Dy, associé a la
coordonnée zy, définie par 1’équation y; = - - - = y,, = 0. Enfin, pour tout h € [[1, N — 1],
on a Dy, associé a la coordonnée zj,, définie par les équations

V9 =0sie(0) =e(h) =1
=1

Ve e 1N tel que £ Ahet L AN —h:
[1, N] tel que £ A het £ 2 {ZJ(,Z):Osisj(ﬁ) et €(h) = 0.
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On déduit alors de [25] et de la propriété (i) supra qu’il existe un plongement naturel
du torseur versel 7 de Zy dans l'espace affine A2"+"~1 de coordonnées (5; (Zh)1<h<N)-

Au vue de l'action de U sur Zj, un point P de Z¢ ~ U est fixé par cette action
si, et seulement si, son image a exactement une coordonnée non nulle par chacune des
projections suivantes

]P)2n71 x H ]P)(h) x P(h) N ]P)?’n—l
1<hEN

L1y s Tns Y1y - -5 Yn; H (Y(h)7z(h)) — (xlv"'axfuylv"'ayn)
1<hEN

et pour tout h € [1, N]

pr=tx I P™ < p® — P
1<h<N

Liyeeosy Ty Y1y - -5 Yns H (Y(h)az(h)) — (Y(h))

1<hEN
ainsi que

Pt [T B xP™ —  PM®

L1yeeyTns Y1y -+ 5 Yns H (Y(h)7z(h)) — (Z(h))

1<hEN

On en déduit que pour point Zg \ U fixé par laction de U, soit il existe j, € [1,n] tel
que y;, # 0 soit il existe £ € [1,n] tel que x, # 0.

On admet & présent dans la suite de ce paragraphe que dés qu’un indice 7 € [1,n] a
été fixé tel que Yi(h) # 0 pour un certain 1 < h < N donné, alors pour tous les autres
indices j tels que ¢;(h) =1, on a Yj(h) = 0.

Plagons-nous pour commencer dans le cas ou y;, # 0. On a alors nécessairement
YJ(N) # 0 d’apres (4.8) et plus généralement, pour tout h € [1, N tel que €5, (k) = 1, on
a Y}(:) # 0 d’apres (4.5). De plus, il existe £, € [1,n] \ {jn} tel que Z,Eiv) # 0 et plus
généralement, pour tout h € [1, N| tel que ¢, (h) =1, on a Zé:) # 0 au vu de (4.4) et
de (4.6). On a donc que pour tout h € [1, N] tel que g, (h) = ¢;, (h) =1, Yj(nh) #0 et

h
zZM 0.

Intéressons-nous & présent aux h € [1, N tel que e, (h) = 1 et ¢, (h) = 0. Pour ces h,
on a nécessairement Zé:) # 0. On pose alors h,_1; = N — 2/~ Puisque P est fixé sous
Paction de U, il existe j,—1 € [1,n] ~ {jn,¢n} tel que Yj(ff;l'j) # 0 et plus généralement
pour tout h € [1,N] tel que g4, (h) =1 et h < hp_14, 0n a Yj(i)l # 0 d’apres (4.4) et
(4.5). On construit alors en itérant ce procédé hqj, ..., h,—1; ainsi que ji,..., jn—1 tel
que pour tout r € [2,n — 1],

T

hej=N — Zn: 2ol =) "ode!

s=r—+1 s=1
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et
Y™ £0 Vhe[l,N] telque h=hy; et e (h)=1
et jr € [1,n] ~ {dns-- -, Jr+1,€n} (ce qui est bien toujours possible).

Passons & présent aux cas des h € [1, N tels que g4, (h) = 0 et ¢;, (h) = 1. Pour ces
h, on a nécessairement Yj(:) # 0 et on note que tout h € [1, N] tel que e, (h) = 0 et
gj,(h) =1 vérifie h A ¢ et £ £ h pour tout £ € [1,N] tel que ¢, ({) =0 et g5, ,(¢) =
1. On pose alors h;,_, , = N — 2tn=1 11 existe ainsi £,_1 € [1,n] \ {jn,%n} tel que

h/
énfl’”) # 0 et plus généralement pour tout i € [1, N] tel que e, (h) =0et h < h;_, ,,
on a Zé:zl =% 0. On construit alors hlS,e’ .. .,h;_z,z ainsi que /3, ...,¢,_1 tel que pour

tout r € [3,n — 1],

re=N - i 26—t

s=r+1
et
Z{" #0 VYhe[l,N] telque h=h., et e, (h)=1
et jr € [1,n] N {ln,. .., lri1,Jn, jn—1}. Ensuite si I'on pose hj , = hy , — 20n—2=1 alors
on a 1@‘(:/2'[) #0et Z](:%f) # 0 car les chiffres de hj , sont exactement j, et jn_1.

Reste alors & traiter le cas des h € [1, N] tel que g4, (h) = 0 et ¢;, (k) = 0. Puisqu’on
ahoj=hgj=<-Xhp_1jet hlz,z = hé,e <. = h;lil’e, il existe 7 et s tels que h < h,
et h < h/s,e et h A hjypouri>rethA h;)z pour j > s. Il s’ensuit alors que Yj(:L) #0et
ZZL) # 0. Par construction, h; ; et hﬂ ne sont pas comparables pour la relation < pour

1,7 2 3. On en déduit finalement que P n’appartient pas aux composantes irréductibles
Dy, avec h € [1, N — 1] telles que

gj,(h) =1
ou h=<hp1j et g, ,(h)=1
ou h=<hpaj et e, ,(h)=1 (4.24)

ou h<hyj et e;,(h)=1

ou
ge,(h)=0
ou h=<h, ,, et e, (h)=0
ou h=<hy, 5, et &g ,(h)=0 (4.25)
ou h=<hy, et eg(h)=0.
Les seuls h € [1,n] ~ {haj,...,hn—1;} qui ne vérifient pas les conditions (4.24) sont
les h tels que €j,(h) = ¢j,(h) = --- = ¢;,(h) = 0. En effet, les conditions ¢, (h) =

- = €j,_p.(h) = 0 pour k € [1,n — 1] impliquent que h < hy;. Il s’ensuit que
h = 2~1 et les conditions (4.24) entrainent que P n’appartient pas aux Dj, tels que
h € {212"71, hgvj, ey hn—l,j}-

Les conditions (4.25) ne sont pas vérifiées par un élément h € {221 ho, ... hy_1}.
En effet, un tel élément vérifie e¢,(h) = 1 et ne vérifie jamais h < hj , pour tout
k € [3,n — 1]. Ainsi les conditions (4.25) impliquent que le point P n’appartient pas
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a Dy pour h € [I,N — 1]~ {2~ ho, ... hp 1}

Le cas ou xy # 0 se traite de fagon parfaitement analogue. Le sous-ensemble excep-
tionnel défini dans [12] et dans la discussion précédant la proposition est donc donné par
les monomes

Zh,, H zn #0 ou m; H zn #0

1<h<N 1<h<N
heH; nEH;

pour ¢ € [I,n] et j = (j1,...,jn) tel que {j1,...,dnt ={1,...,n} et

k
Hj = {hl,j S <. jhk,j 122j571 <. jhn,j N}
s=1

Par conséquent, 7 = A2" 1"~ \_F est bien Pouvert  défini dans I’énoncé de la Propo-
sition 4-4.

Gréce & la description du morphisme ¢ : 7 — Ej rappelée dans [3] dans leur preuve du
lemme 10, on sait que la restriction de o & G2, +"~! est le morphisme de tores G2, +"~1 —
U dual du morphisme "diviseur” Q[U]*/Q* — Divg,. v (Zop), ot Divg, v (Zo) désigne le
groupe abélien libre des diviseurs de = & support dans Zg \ U. Le groupe Q[U]*/Q* est
engendré par 1 /Yn, .- Tn/Yn, Y1/Yns - - - » Yn—1/Yn. Puisqu’on a

div(z;) = X;, div(y;) = Z Dy, pour i€ [l,n]
1§(}1§N
e; (h)=1

ainsi que pour tout h € [1, N — 1],
div (Yf’”) =Y D~ Y Di pour ei(h)=1
1<LEN 1<E<N
e (0)=1 h<t

et

div (Z§h>): Y D Y Dy pour &(h) =1,

1<e<N 1<LEN
e; (£)=0 £ (£)=0 si e (h)=1

on obtient aisément que la restriction de ¢ a l'ouvert dense de €) sur lequel chacune des
coordonnées est non nulle est bien donnée par (4.23) et on conclut alors par densité la
démonstration de cette proposition. O

On déduit de la Proposition 4-4 le théoreme suivant de maniére analogue a [3].

THEOREME 4-2. Awvec les notations de la Proposition 4-4, soit O C A"t~ g sous-
variété ouverte définie par

g z 2z s =, (4.26)
i=1 1<h<N
h#hn
s(h)>2
et les conditions
Zh, H 2 0 ou  Thizgia H 2n #0 (4.27)
1<hEN 1<h<N

hQHj hi’Hj
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pouri € [1,n] etj= (J1,-..,Jn) tel que {j1,...,jnt ={1,...,n} et

Le morphisme po : O = Xo,, défini par

(X';(Zh)lghgzv)'ﬁ zlx’l,...,zgnqaj;, H Zhyeees H Zn; H (Y(h);Z(h)) (4.28)

1<hEN 1<hSN 1<hLN
e1(h)=1 en(h)=1 SO
ot
M- I =
1<ESN ISESN
S ; (0)=1
h g5y (O=1 Sis(h)
Y = yeres pour & (h) =" =¢;,, (h) =1
11 = 11 =
1<6KN 1<6KN
h=¢ h=¢
et
I = I -
1N 1<L<N
(0= ; (£)=0
h iy (0)=0 Sis(h)
zZh — ey pour Eil(h>:"':5is<h)(h):1
II = II =
1<LEN 1N
e; (0)=0 si e;(h)=1 e, (£)=0 si e;(h)=1

est alors le morphisme sous-jacent d’un torseur versel pour Xo .

Démonstration.— On obtient grace a la suite spectrale de Leray (voir [3]) le diagramme
commutatif de g-modules triviaux suivants

—*

0 — Pic(By) A Pic(Zy) —=Z ——0

LT

0——s PiC(Eo) L> Pic(yo) —7Z—0
ou g = Gal (@/ Q), A Xy — By et ¥* : 29 — By sont les morphismes sur Q provenant
respectivement des fibrations A : Xo, — By, et v : 29 — Bo,. La fleche Pic(Zp) —

Pic(X() est un isomorphisme et on a une suite exacte duale de Q-tores algébriques

1 Gnm T S 1

avec T le tore dont le groupe des caractéres est T = Pic(Z) = Pic(X) et S le tore dont
le groupe des caracteres est S = Pic(Bp). De la fonctorialité de la suite exacte (voir [10])

X ~ . ~
0 — H},(Q,T) —> H},(Xo,, T) ——> Hom, (T, Pic (Xo))

par rapport a Xg ,, = Zo, il s’ensuit que le T-torseur versel pour 2y se restreint au sous-
ensemble ¢! (X ) € Q & un T-torseur versel pour Xo . Le sous-ensemble ¢! (Xo.,,)
est défini par 1’équation (4.4). Apres avoir remarqué que (4.29) et (4.4) sont équivalentes
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lorsque (4-1-6) est vérifiée et en utilisant la Proposition 4-4, cette derniére prend la forme

En:gi I =" =0 (4.29)
i=1

1<hEN

A la maniére de [3], on définit les n fonctions régulicres i, ..., z/, sur ¢~ '(Xg.,). Sur

'ouvert

[T =" #0

1<hEN

pour i € [1,n] fixé, on pose

. —)
;fj H “h

2 lith
; J# h#zyi—1 r . .
T, = — ey et o) = - pour j € [1,n] ~{i}. (4.30)
h
1<h<N

i
Zoi—1
que les définitions sur les différents ouverts lorsque ¢ varie dans [1, n] sont compatibles et
se recollent pour donner des fonctions réguliéres bien définies sur ¢ =1 (X ,,). Cela permet

de conclure la démonstration de la proposition sans difficulté. O

Si 'on impose de plus zgi—1 # 0, alors on vérifie aisément que z} = , ce qui assure

On adapte alors la fin de la section 4 de [3] pour obtenir des informations sur les
points entiers qui seront nécessaires afin de calculer le nombre de Tamagawa apparais-
sant dans la constante de Peyre. Soit X, C P%”fl X ngth ]P’(Zh) X IF’(Zh) défini par les
équations (4.4), (4.5), (4.6), (4.7) et (4.8) et Zo € P2 x [T,y PV x BY défini
par les équations (4.4), (4.5), (4.6) et (4.8). D’apres [14, pages 22-23], on peut étendre
le morphisme ¢ : 2 — =¢ de la Proposition 4-4 en un morphisme ¢ :  — =¢ entre deux
schémas toriques puisque le morphisme de Cox provient d’'un morphisme d’éventails.
Les arguments utilisés lors de la démonstration de la Proposition 4-4 mais sur Z four-
nissent que Q est le sous-schéma de AZ 7"~ de coordonnées (x, (2r)1<h< N) défini par

les conditions (4-1-6) et le morphisme ¢ : @ — Zg est défini par (4.23) est le mor-

phisme sous-jacent d’'un torseur [ T — Eg sous un tore déployé sur Z que I'on notera

T =~ Gi;i” avec Hét(Z,I). Ainsi il y a une bijection entre les T(Z)-orbites de points
entiers de Q et les points entiers de Zo (voir [3] et [21, IIL.4.9] pour plus de détails).
De méme, en restreignant ¢ au fermé O = (X ,,) de Q défini par 'équation (4.7),

on peut également introduire des coordonnées (x’ i (2r)1<ne N) telles que O soit le sous-

schéma localement fermé de A%ﬂﬂl*l défini par (4.29) et (4.27). On obtient également
un morphisme ¢ o O — Xy, donné par (4.28). On dispose alors du lemme suivant

qui permet d’obtenir la Proposition 4-5 infra, équivalente au Lemme 4-3. Mais avant de
pouvoir établir cette Proposition 4-5, on a besoin du lemme auxiliaire suivant.
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LEMME 4-5. La condition de coprimalité

pged | ] zn| =1 (4.31)
J 1<h<N
hgH;

ot j décrit tous les n-uplets j = (j1,...,Jn) tel que {j1,...,jn} ={1,...,n} et

k
’Hj — {hl,j —on-1 <. = hk,j — Zst—l <... =< hn,j = N} (432)
s=1

est équivalente au fait que le N-uplet (zp)1<h<n S0it réduit.

Démonstration.— Pour simplifier les notations, on notera dans toute cette démonstration

r= 1 =

1<hEN
heH;

pour j = (J1,...,4n) tel que {j1,...,jn} ={1,...,n}.
Supposons dans un premier temps que la condition de coprimalité suivante

pged (B« j) =1

pour j = (ji,...,Jn) tel que {j1,...,jn} ={1,...,n} et H; comme en (4.32)) est vérifiée
et considérons h et £ deux éléments de [1, N — 1] non comparables, c’est-a-dire tels que
hALetlAh Soit j= (j1,...,7n) tel que {j1,...,4n} = {1,...,n}. On constate alors
que soit zy, | P soit z¢ | Py. En effet, supposons que zj, { P;. Alors h € H;. Clairement tous
les éléments de H; sont alors comparables & h si bien que ¢ € H; et ainsi z, | P; d’apres
la définition de Pj. On en déduit par conséquent que la condition de coprimalité (4.31)
implique que le N-uplet (z5)1<ngn Soit réduit.

Réciproquement, supposons que le N-uplet (zp)1<n<n soit réduit. Raisonnons alors
par labsurde en supposant qu’il existe un nombre premier p tel que p | P} pour tout
=01, dn) tel que {j1,...,4n} = {1,...,n} et H; comme en (4.32). En particulier,
P | Pf13,...n—1,2) et par conséquent il existe H; € [1, N — 1] tel que

Jie[L,n], zm, < hi{13,..n-12}

Posons k = s(Hj) et ¢; < cg < -+ < ¢y, les chiffres de H; en base 2. Il existe alors (n—k)!&!
facteurs P; qui ne sont pas divisibles par zp, . En effet, il s’agit des j tels que {j1,...,jk} =
{c1,...,cx}. Soit alors un tel j. Puisque p | Py, il existe Hy € [1, N — 1] ~\ {H1} tel que
p | zm, et

di e HLTLH, ZH, -<hi’j.

On a alors deux cas. Puisque p | (zm,,2mH,) et que le N-uplet (zp,)1<n<n est réduit, on
en déduit que Hy et Hs sont comparables. Supposons alors par exemple que Hy < Hy et
posons £ = s(H3) < k = s(Hp). Le nombre de termes Pj qui ne sont ni divisibles par zx,
ni divisibles par zp, est de (n — k)!(k — ¢)!¢!. En effet, il s’agit des j tels que j1,...,js
soient les chiffres de Hy et jyy1,.. ., ji soient les chiffres de H; qui ne sont pas des chiffres
de Hs. Le cas Hy < Hs se traite de facon analogue.

En itérant ce procédé, on construit Hy, Ha, ..., H,_1 € [1, N]"~! tels que

Jo € G,_1, Hg(l) =< HO-(Q) << Ho’(n—l)
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et tel que le seul facteur Pj, qui ne soit divisible par aucun des zg, pour ¢ € [1,n — 1]
soit le n-uplet jo tel que ji soit I'unique chiffre de H,(;) puis pour tout i € [2,n — 1],
Ji soit I'unique chiffre de H,(;) qui ne soit pas un chiffre de Hy(;_1). On pose alors jj,
tel que {j1,...,4n} = {1,...,n}. Puisque p | Pj,, il existe un facteur z;, de Pj, tel que
p | zn,. Montrons alors que pour tout facteur z, de Pj,, il existe un ¢ € [1,n — 1] tel que
h et H; ne soient pas comparables. Soit h tel que 2, | Pj,. On a alors que

zn € Hijo = {Hy(1) < -+ < Hy(ty < +++ < Hy(n—1) < N} .

Si h A Hy(n—1), alors 2z;, et zp,,_,, ne sont pas comparables. On peut donc supposer
que h < Hy(p—1). On n’a alors que h # Hy(,—2) car il n’existe aucun r € [1,N —1] tel
que 2, = Hy(n—2) et z, < Hy(,—1). Si maintenant h et H,(,_2) ne sont pas comparable,
alors on a le résultat. On peut donc désormais supposer que h < Ho(,,—2). Alors de méme
soit h et Hy(,_3) ne sont pas comparables soit i < H,(,,—3) et de proche en proche, ce
raisonnement permet de conclure que dans tous les cas, il existe un ¢ € [1,n — 1] tel que
h et H; ne soient pas comparables. On obtient donc finalement un

hg?—ljoZ{Hg(l)-<-~--<Hg(k)—<----<Hg(n_1)—<N}

et un i € [1,n — 1] tel que p | (zn, zm,). Mais puisque h et H; ne sont pas comparables,
on a une contradiction et finalement, on a bien la condition de coprimalité (4.31). Cela
conclut la démonstration de ce lemme. (]

PRrROPOSITION 4-5. Soit Ag l'ensemble des 2" +n — 1-uplets (x’; (Zh)1<h<N) tels que
x, €7, zn € N sis(h) >1 et zp, € Z~ {0} si s(h) =1 vérifiant la relation

Sal | I o™ | =o. (4.33)

i=1 1<hEN
h#hnp
s(h)=2

ainst que les conditions de coprimalité
peed (2, ,2h 21, .., ) 2on-1) = 1 (4.34)

et que le N-uplet (Zh)1<h<N est réduit. Alors, lapplication Ag — 72" définie par (4.21)
est une bijection entre Ay et l'ensemble des solutions entiéres primitives de (1.1). De plus,
dans ce cas, la condition (4.34) est équivalente d la condition pged(x1, ..., Tn, Y1, ,Yn) =
1.

Démonstration.— La démonstration est trés fortement inspirée de celle de [3, lemma
11]. Soit W,, C P2"! le sous-schéma défini par I'équation (1.1) et [ Xon — Wy le
morphisme induit par la projection
P2t x [ BYY x By — B2t
)
1<hEN
provenant de f : Xy, — W, apres changement de base. On a alors des bijections
naturelles Xo ,(Z) = Xo.,(Q), Wn(Z) = W,(Q) et X7 ,(Q) = We(Q) pour X§, € Xon
et W, C W, les deux ouverts définis par les conditions y1y2 - - - Y, 7 0. Sil’on considere a

présent les ouverts Xg,° C X, et mo C W,, provenant respectivement de X&n C Xon
et W5 C Wy, il vient la bijection Xy ,°(Z) = W,,°(Z). Enfin, on pose O° C O l'ouvert
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H Zh?éo.

1<hEN
On introduit alors O°(Z) C O(Z) correspondant & 0°(Q) C O(Q) et tel qu’on ait une
bijection O°(Z) = 0°(Q). Comme ¢~ (W?2) = 0°, il s’ensuit une bijection entre Xy ,,°
et les T'(Z)-orbites de O°(Z). L’application de O°(Z) vers W,°(Z) s’obtient grace a f oy
donnée par (4.28)

défini par la condition

Un point (X’; (Zh)lghgzv) € O°(Z) si, et seulement si, il vérifie (4.33) et (4.29) mod-
ulo p pour tout nombre premier p, ce qui est bien équivalent a (4.33), (4.31) et (4.34).
On obtient alors les conditions de coprimalité de 1’énoncé de la proposition grace au
Lemme 4-5. On identifie alors & présent Pensemble X ,,°(Z) = W,,°(Z) avec I'ensemble
des (2n — 1)-uplets de la forme +(z1,...,Zn,Y1,...,Yn) & coordonnées premieres en-
tre elles et vérifiant (1.1) et y1---y, # 0. Chaque T'(Z)-orbites de O°(Z) comporte
2dim(T) — 92" =7 &éments qui ne différent que par le signe de certaines composantes. Soit
(x'; (Zh)1<h<N> € 0°(Z) vérifiant (4.31) et (4.34). D’apres le Lemme 4-5, cela équivaut

au fait que (x’; (Zh)1<h<N> vérifie les conditions (4.31) et que (21);¢j< v est réduit. On

a alors
iofz (xly' -y Tns Y1y - ayn) € %O(Z)
avec pged (21, ..., Tn,Y1,s--.,Yn) = 1. D’apres les propriétés générales des torseurs (voir
[27, Chapter 2]), on sait que la T'(Z)-orbites de (x’; (Zh)lghgzv) est la fibre du point
(1, Tn,Y1,---,Yn). D’apres le Lemme 2-1, les points de cette fibre ne different que
par leurs signes. Etudions alors combien de points de O°(Z) appartiennent & cette fibre.
On commence par fixer z7, ..., 2}, ce qui fixe z1, 22, . .., 2gn-1 et donne 2™ choix. Il s’agit
alors de déterminer les signes possibles de (z)1<n<n tels que
s(h)>2
Vi € [1,n], H Zn

1<h<N
ei(h)=1, h#2i—1

soit de signe prescrit. Autrement dit, on cherche le cardinal des (i3) 1<nsn € (Z/QZ)TLH*1
s(h)>2

tels que
Vi € [1,n], Z in = k; (mod 2)
1<h<N
e;(h)=1, h#2i—1
pour (ki,...,k,) € (Z/2Z)" fixé. On peut choisir librement dans la premiere équation

tous les i tels que s(h) > 2 et e1(h) = 1 excepté iy_1 qui est alors fixé par I’équation,
ce qui laisse

#{he[l,N] : er(h) =1} —2=2""1_-2
choix. De méme, dans la deuxieéme équation, on peut choisir librement tous les i; tels

que s(h) > 2, e1(h) = 0 et e2(h) = 1 excepté iny_o qui est alors fixé par équation, ce
qui laisse

#{he[1,N] : e2(h) =1, e1(h) =0} —2=2""2 -2

choix. De maniere analogue, on peut choisir comme cela librement dans ’équation k €
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[1,n — 2], 2"~% — 2 variables i), librement tels que s(h) = 2 et ex(h) = 1, e1(h) = -+ =
ex—1(h) = 0. On constate alors que toutes les variables des deux derniéres équations sont
fixée excepté ign-249n—1. Il y a alors deux cas de figure, soit cette variable ne peut pas
étre fixée de sorte que les équations n — 1 et n soient vérifiées, soit il existe une unique
valeur de ign-2y9n-1 telle que les deux dernieres équations n — 1 et n soient vérifiées. De
plus, cette variable peut étre fixée si, et seulement si,

> i = > in (mod 2)

en—1(h)=1, €, (h)=0 en—1(h)=0, e, (h)=1
hs2n—2 h#£2m 2
ou les variables en question dans les deux sommes ci-dessus ne font jamais intervenir les
variables i, pour h = N — 2! et i € [1,n — 2]. On obtient ainsi

(S(z”’“@) —1=2"-2n-1

k=1

L ¢léments au-dessus de (21,...,Tn, Y1, Yn)-
On obtient donc 22"~ éléments au-dessus du point £(z1, ..., Zp, Y1, .., yn) de Wo°(Z).

. . N n__
choix. Finalement, on aboutit & 22" "

Si on considere & présent, les points d’une T'(Z)-orbites de O°(Z) tels que z;, € N* des
que s(h) > 1, on obtient exactement deux points dont toutes les coordonnées sont égales
mis a part les (z9i-1); <i<n dui sont opposés. De plus, ces deux points ont pour images
par f o exactement £(x1,...,Zn,¥1,...,Yn). Cela permet bien d’obtenir le résultat de
la proposition. O

4-1.7. Le nombre de Tamagawa wy (Xg,n(AQ)Br(XO’"))

Cette construction, de maniére complétement analogue & la section 5 de [3], permet
alors de construire explicitement le nombre de Tamagawa

2" —n
. 1
on (Xon (B> )) = (Ko VT (1 2] (Ko (@)
P

et ainsi d’obtenir I’expression conjecturale complete de la constante de Peyre. On ob-
tient notamment les deux lemmes suivants dont on ne détaillera pas tous les détails des
démonstrations ici lorsque ces derniers découlent mutatis mutandis des démonstrations
de la section 5 de [3].

LEMME 4-6. La densité archimédienne pi(Xo,n(R)) est donnée par

/ dty - dtn 1dtyyr - dlan 1
- .
Nv\tnﬂ...th_l\Umax(ulm,...,|tn_1|g, P |tn+1|g,...,|t2n_1|:})

LEMME 4-7. Avec C,, la variété torique de Cozeter de S,,, on a
2™ _p 2" —n—1
1 1 1Y [Cu(Fp)|
1-- (X0, (Q :(1—) (1—).
( p) P( 0 ( P)) P pn pn—l

Démonstration.— La démonstration est inspirée de la section 5 de [3] et de I’Annexe. On
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déduit de [3, Lemma 19] 1’égalité

2" —n
1 1O(F,)|
<1 - p) tp(Xo,n(Qyp)) = Im'
Pour déterminer |O(F,)|, on utilise le fait que le Xon, -torseur O sous T, est trivial
si bien que '

(O(F,)| = |Z(F,)| | Xon(Fy)|

Les égalités
IZ(Fy)| = (p - 1)* "
et
dim(0) = dim(Xg ,,) + dim(7") = dim(Xo ) + rg (Pic(Xo,n))
fournissent alors

1 > rg(Pic(Xo,n)) ‘&(FP) ‘

my, (O(Zyp)) = <1 T pAm (Ko |

On utilise alors pour finir le fait que Xg,, soit un P"~!-fibré sur la variété torique C,,
pour aboutir a I’expression

pt—1
Xon(y)| = [CalFy)]| [Be, (B)| = &7 |CulFy)].
Il s’ensuit
_ ra(Pic(Xo.n))—1 1 |Cn ()|
my (0(Zy)) = (p—1) ’ (1 ~ o ) pre(Pic(Xo,)+dim(Xo.)—n°

Comme on a
dim(Xo,) —n=2n—2—-n=n-2=dim(C,) — 1,

on aboutit bien au résultat annoncé

my (0(Z,)) = (1 . 1) (1 ) 1> [Cu(E)|

P pn pn —1

4-2. Transformation de la constante obtenue par le Théoreme 1-1

L’objet de cette partie est de réécrire la constante ¢,, fournie par le Théoreme 1-1 afin
de vérifier que son expression coincide avec la forme conjecturée par Peyre et explicitée
en section 4.2.

4-2-1. Mise sous forme de produit eulérien de la quantité F(1)/{(n)

Lorsque le N—uplet z est réduit, la variable zy n’est sujette a aucune condition de
coprimalité tandis que toutes les autres variables sont sujettes & au moins une condition
de coprimalité. On note alors A ’ensemble des couples (k, ) d’'un N—uplet z réduit tels
que pged(zg, z¢) = 1 ainsi que S = {1,..., N — 1} de sorte que G = (5, A) définisse un
graphe pour lequel on peut appliquer [3, theorem 5] afin d’écrire F'(1) défini en (3.27) sous
la forme d’un produit eulérien. Cette étape est capitale dans l'optique de démontrer la
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conjecture de Peyre puisque cette derniere prédit que le nombre de Tamagawa intervenant
dans la constante est de la forme

(-2 =)

avec P, un polynome a coefficients entiers.

THEOREME 4-3 ([3, Theorem 5]). Pour tout U C A, on définit ver(U) C A comme
étant l'ensemble des sommets qui sont adjacents a au moins une aréte de U. On a alors

2" —2

r=T1Y %

p k=0
avec, pour tout 0 < k < 2™ — 2,

b = Z (=)*7.

UCA
ver(U)=k

De plus, on a by =1, by =0, by = —#A = —2""1 (2" + 1) + 3" et la relation
2" 2
> b =0.
k=0

Démonstration— On renvoie au théoréme 5 de la section 2 de [3] pour une preuve de ce
résultat valable pour n’importe quel graphe G = (S, A). La quantité #A s’obtient grace
a des arguments élémentaires de combinatoire. |

Il n’apparait pas évident a priori de déterminer explicitement les valeurs de by pour

k > 2 pour des valeurs de n quelconques ni de montrer directement que le polynome
2" —2
> b, X* admet 1 comme racine de multiplicité au moins 2" — n — 1, comme cela
k=0
est prévue par la conjecture de Peyre. On donne alors le lemme suivant qui permet

d’expliciter un peu plus le produit eulérien définissant F'(1).
LEMME 4-8. On a

2" -1 n _ Ln
F(1)=H<1—;> 1+Z<kﬂ#

k>1 p

Démonstration— Par définition de F' dans I’énoncé du Lemme 3-6 et au vu de (3.28), on
a

Fa=]] (1 - 1)2n_1 Gy,

» b

oli, pour tout nombre premier p, on a posé

v;vj=0avec (i,j)€EEn
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En utilisant la bijection décrite en section 2 par le Lemme 2-1, on obtient, pour tout
nombre premier p, ’égalité

1
GP = Z pman kj*®
(k1. ,kpn)END

On s’inspire alors des calculs effectués en fin de section 4 de [7]. On regroupe la somme
en fonction de la valeur k := max; k;. Posant r1 = #{j € [1,n] : k; =k} et ro = #{j €
[1,n] : 1 < k; < k— 1}, on aboutit & I'expression

k
Gp:1+ Z P( ,7“1,7”2)’

k
k>1 p
1<rmsn
0<r2sn—r1

avec p(k,71,72) le nombre de k = (k1,...,k,) € N" tels que #{j € [1,n] : k; =k} =nr
et #{jel,n]:1<kj <k—1}=ry. Or,ona

p(k,r1,m2) = (Z) (n ;2T1> (k—1)

si bien qu’il s’ensuit immédiatement que
(k+1)™ — k™
Gp - 1 + Z k 9
k>1

concluant ainsi la démonstration du lemme. O

On dispose alors du lemme suivant qui montre que le rapport F(1)/{(n) est de la
forme conjecturée par Peyre.

LEMME 4-9. [l existe un polynome P, unitaire de degré n — 1 tel que

-1(-2) ()

P
Pour tout n € N, le polynome est défini par la relation

Po(X) = (1—X)"™ ) “(k+1)" X (4.35)
k>0

Démonstration— Grace a un changement d’indice, on déduit du Lemme 4-8 I'expression

B N kD"
F(l)_EI(l p) ,;0 Pt

Une récurrence fournit alors 'existence de P,, unitaire (palindromique) de degré n — 1
tel que

ke P(3)
kgo oF (1 B l)n-‘rl’
avec

¥neN, Py(X)=(1-X)""> (k+1)"Xx*.
k>0
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Les polynoémes (P,),>1 vérifient la relation de récurrence
Poi1(X) = (1+nX)P,(X)+ X(1 - X)P,,(X)

et P1(X) = 1. Cela permet de conclure la preuve du lemme. ]

4.2-2. Lien entre la quantité F(1)/¢(n) et le nombre de Tamagawa associé a Xo

On a prouvé lors du Lemme 4-9 que

-1 2) ()

P
ol
Po(X)=(1-X)"" ) (k+1)" X"
k>0
est un polyndéme & coefficients entiers. D’aprés les remarques faisant suite au théoréeme 2

de Salberger présentes en Annexe et de manieére plus rigoureuse d’apres [28, page 315]
et le Lemme 4-7, on obtient que le facteur p-adique du nombre de Tamagawa est donné

par
1ip(Xo,n(Ag)) = (1 - ;)2’"’"1 F <6”’ 119> (1 - pl”> ’

oll F'(6,,t) est la fonction d’excédance de &,, définie dans [28]. D’apres [28, page 315],
on a

F (&, X) = (1— X)"™ S (k+ 1)"x*
k>0
si bien qu’on en déduit que P, = F (&, .). Ainsi,
k)

T = L (Xon(4o)). (4.36)

Pour conclure le traitement du nombre de Tamagawa

wit (Xon(Ag)® X)) = oo (Xo.(A0)) [T 1p(Xon (A0)),

il reste a calculer la densité archimédienne. En utilisant le Lemme 4-6, on obtient ’expression
suivante de foo(Xo,n(Ag))

dty - -dt,_1dt o dtgp—
/ 1 n—1dtn41 2n—1 t (437
ROTIXRMT [ty 4 -+ tap—1 | max <|t1|n7-«-,|t2n71|na e v ’1>

On démontre alors le résultat suivant.
LEMME 4-10. On a jioo(Xo.n(Ag)) = nn!2"15, 0u B a été défini en (3.29).

Démonstration.— On part de I'expression (4.37) et on notera I = ploo(Xo,n(Ag)) dans
la suite de la démonstration. Il vient immédiatement que I, est donnée par

dty---dtp_1dtyyq---dian_1

277,71

rn—1ygn—1

n t tn—1
tpglsees ton_120 tn+1tn+2 e tgnfl max <|t1| gee 7t3n717 ﬁ +-

ton—1

1)
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1 dt
S t>s t

pour obtenir ’expression suivante de I

On utilise alors I'identité

2n71/ / dty -+ -dt,—1dt,qq - - dtgy_1dt
grn—1ygn—1 " wl ot th_q | 2 ’
tat1r e t2n—130 t>ma><(\t1| L L e e -y ,1) tptitnye - tan—1t
Le changement de variables suivant
1
t=—or,
Ugp,
Uj .
t;=— pour i€ [l,2n—1]~{n},
U2n
de jacobien
—n_ 0 ... 0
ui
1
- - )
5 2n n
det = —3.-1
Ugp,
_Y2p-1 R
u3, 0 U2n

fournit alors que I, est égale a

non—1 duy - - dup—1dug 41 - - - dug,—1duz,
ucR" "1 xR"™, wu U —1,U2n 20 :
k] (O% =0 ERERE) 2:1 1, 271/11,"71 un+1un+2 . u2n_1
1>max(|’u2\wwuzn—huzn,uzn T T D
Etablissons & présent que 'on peut supposer que upt+1 < Upyz < -+ < ug, dans

I'intégrale ci-dessus quitte & la mutliplier par un facteur n!. Pour toute permutation
o de [n+ 1,2n], on notera

duy - - dup—1dupgr - - - dugp—1dug,

I = n—1,pn
) u€R" ™ XR", 0<Us(n41) S SUs(2n) ..
wy 1 Un4+1Un+2 *** U2n—1
1Zmax( |url,...,u2n—1,U2n,U2n TS e

Si o(2n) = 2n, il est facile de voir que le changement de variables

Vi = Ug(nti)—m POUr 1 <i<n—1,

Vi = Ug(nyqy pour 1<i<n—1 (4.38)
Vap = U2n
est de jacobien
P; 0 0
det | 0 P; 0]|=¢(6)=1,
0o 0 1

ou & est la permutation de [n+1,2n — 1] induite par o, P est la matrice de permutation
associée & & et £(d) est la signature de la permutation 6. Ce changement de variables
fournit alors la relation I ¢ = I 1d. Supposons & présent que o(2n) < 2n. Dans ce cas,
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on considére m = o(2n) —n € [1,n — 1]. On effectue alors le changement de variables

v; =u; pour i€ [1,2n—1]~ {n,m}

U U Up—
Um:_UQn( Ly 2 —|—---—|—nl>

Up+1 Up+2 Uo2n—1

de jacobien ng Il s’ensuit alors que I » est égale a

dvy - - dvn—ldvn+1 -+~ dvgp—1duvay,
VER" ' XR", 0<V0(n41) < Vo (2m) Un41 " Um—1Um41 " * V2n
1>
avec
(%1 Um—1 Um Um+1 Un—1
Mmax(|vl|7"'7v2n7v7l+7n 7+"'+7+7+7+"'+
Un+1 Un4+m—1 Von Un4+m+1 Von—1
car
Uy Um—1 Um Um 41 Un—1
|t | = U | —— + -+ ——— + - T 4
Un+1 Un4+m—1 U2n Un4+m~+1 V2n—1

Par choix de m, on se retrouve alors & nouveau dans un cas ou
Uptm = max {v,4; : 1 <i<n}

et un changement de variables similaire & (4.38) permet d’obtenir 1'égalité I » = [0 14
également dans ce cas et ainsi de conclure que pour toute permutation o de [n + 1,2n],
on a s s = I 1a. Par conséquent, il vient I'expression suivante de Ioo/(n2"_1n!)

duy - - dup—1dupgr - - - dugp—1dug,

n-1_mpn . (4.39)
uck XRY, 0SUnt1 S Suizn Unp41Un42 " U2n—1
uq Up —1 + +
1>max(‘ul|"--vu2n—lau2nau2n TR R |)
On effectue alors le dernier changement de variables suivant, & (u1, ..., un—1, uay,) fixés,
u ” U2n
2n n+l =
v = —— U1
un+1 .
soit U2p .
Upyi—1 ) Upii = ——— pour i€ [2,n—1]
v, = ——— pour i€ [2,n—1] Hv’f
Un+i
1<k<i
de jacobien
n—1
u2n
n—k+1"
H Uk
1<k<n—1

En effet, la matrice jacobienne est dans ce cas une matrice triangulaire inférieure de
coefficients diagonaux

. Um
2 I |
U, Vk
1<k<i—1

pour tout ¢ € [1,n — 1]. Par conséquent, commme

n—1
1 Usy,

= )
Up4+1Un+2 " U2p—1 H ULL_k

1<k<n—1
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il s’ensuit que l'intégrale apparaissant dans (4.39) est égale &

duq - - duy—1dvy - - - dvg,—1dusy,

0§1)1 ...,Un,,lgl / V1Vo * -V
’ . 102 —1
1Zzmax(|uil,...;|un—1],|urvi+--4uiv1--vn_1]) OSu2n KU1V U1 "

Or, cette derniere intégrale est égale a 3 apres intégration par rapport a us,. Cela permet
de conclure & 1'égalité pioo (X0 n(Ag)) = n!2"~nf et acheve la démonstration du lemme.
O

4-3. Le dénouement

Les Lemmes 4-10, 4-2; la relation (4.36) ainsi que le Théoreme 1-1 impliquent alors
que la constante ¢, = cpeyre €st en accord avec la prédiction de Peyre et cela acheve la
démonstration des conjectures de Manin et Peyre pour les hypersurfaces projectives W,.
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In a previous paper with Blomer and Briiddern [BBS14], we constructed a partial
resolution f, : X,, — W, of the projective hypersurface W, C P! (n > 1) with
homogeneous coordinates

(xlw-')xnaylw")yn)

defined by the equation
T1Y2  Yn—1Yn T L2Y1Y3 - Yn + 0 = TnY1Y2 - Yn—1 = 0.
The variety X,, C P?"~! x P?~1 x P*~! is the triprojective variety with trihomoge-

neous coordinates (Z1,...,Tn,Y1s---sYn; Y1s-- - Yn; Z1, ..., Zy) defined by the following
equations

viY;—y; ;=0 for 1<i<j<n, (2)
Vi, ==Y, Z,. (3)

In [BBS14], we proved that the projection pry : P2"~1 x P~ x P~ — P27~1 yegtricts
to a birational projective morphism f,, : X,, — W, which is crepant. We have thus
frww, =wx,, .

We also showed for n > 1 in [BBS14] that the restriction of pr, x pry : P21 x
PrlxPr! 5 PPl x P*1 to X, gives rise to a morphism A, : X,, — B,, such that X,
is a P"~'-bundle over the biprojective variety B,, C P* ! x P*~! with bihomogeneous
coordinates (Y1,...,Y,;Z1,...,Z,) defined by the equations (3). Note that for n = 1,
there is no equation and B; = P? x P? is a point.

Hence, X,, is non-singular for n < 3 as B, is non-singular for n < 3. We have thus a
crepant desingularisation f, : X,, — W,, for n < 3. But for n > 3, both B,, and X, are
singular. The aim of this note is to construct a crepant resolution pg,, : By, — By for
all n > 1. This will give a crepant desingularisation px,, : Xon = Bo.n XB, Xn = Xp by
pulling back A, : X;, = B, along py, and hence a crepant resolution px, o fn : Xon —
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W, for alln > 1.

For non-empty subsets I = {i1,iz,...,ix} C {1,...,n}, we write P! x P! for the
biprojective space P*~1 x P*~1 with bihomogeneous coordinates
I.gI\ _ (viI I. o1 I
(Y o/ ) = (Yilv'“sz‘k’Zil»“'»Zik)

and BT C P! x P! for the closed subvariety defined by
I, I,

In particular, B! = B,, for I = [n] := {1,...,n}. We will never allow I = & in this note.
For products [];c(, V1 of varieties indexed by I C [n], it will thus be understood that
1402

Now let By, be the closed subvariety of ] 1Cn] B! defined by the equations

vy =Ylyy for ktcJCICn) (5)
Ziz] =zlz] for ke JCICn] (6)

There is an obvious morphism py ., : By, — B, defined by

[T (v':z') — (Y!szi).
1Cin)

We shall also consider the Coxeter toric variety C,, C [] 1€ P! of &,, with multiho-
mogeneous coordinates [ | 1<[n] (YI ) defined by the equations (5). It follows from a result
of De Concini and Procesi (see [CP95, Theorem 4.2] and [Hen10, Prop. 2.9]) that C,,
is a non-singular projective irreducible toric variety of dimension n — 1.

PROPOSITION 1. Let B} C B,, be the open subset where we do not have Y, = Zy, =0
for any k € [n] and B}, = p&}t (BX). Then
(a) The morphism prll: Bo,n — Cn, which sends [];c, (Y';Z7) to [Licp (Y1) is an
isomorphism.
(b)Bo,x, is a non-singular projective irreducible toric variety.
(¢)Bon ~ B, is of codimension at least two in By .
(d)po.n is surjective and maps By ,, isomorphically onto By,.

Proof.— (a) The morphism pr; : Bo,, — Cp is dominant as any [, (Y") € C,, with
Yl #0for all I C [n] and k € I is the image of [icpy (Y%, 2") € By, with Z] =1/Y/!
for all I C [n] and k € I. As C, is integral, it is thus enough to show that pr; is a
closed immersion and since pry is proper and finitely presented that pry is injective (see
[Gro67, prop 8.11.5]). That is, we have to show that ch[n} (ZI) € ch[n] P! is uniquely
determined by [];c(, (Y') e i P! for Hrcm (YL, Z) € Byn.

To show this, we use induction with respect to n. If n = 1, then pr; is just the
projection of P x P? onto PY and the assertion is trivial. So suppose n > 1 and
that [T;cp, (Y';Z") € By,,. Then Z' € P! is uniquely determined by Ircpm (Y') €
[icp P! for any I # [n] by the induction hypothesis. Also, if Yi[n] = 0 for some i € [n],

[n—1]

then ZJ[-"] = 0 for some j € [n]. If, say Z,[l"] = 0, then (Z["}) = (Z{"_l],...,Z7k1 ,0)
in P~ by (6). Finally, if Y™ # 0 for all i € [n], then (Z[")) = (1/Y1["], . 1/Y,£"]) e
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PI". Hence (Z[”]) is uniquely determined by [] 1Cn] (YI ) also for points on By ,.

(b) This follows from (a) and the above result for the Coxeter variety C,, due to De
Concini and Procesi [CP95].

(c) It suffices to show that the closed subset Fy C By, defined by the equations
v = ZI" = 0/is of codimension at least 2 in By, for all k € [n]. But for such points in
Bo,n, we see from (5) and (6), that Y;! = Z[ = 0 for all I C [n] where k € I and #I > 2.
The projection from Fj, to ngn]\{k} Bl is thus a closed immersion and, by (a), isomor-
phic to a proper variety of the (n — 2)—dimensional Coxeter subvariety of [T;c(,, (1} P!
defined by (5) and (6) for J C I C [n] \ {k}. This proves that dim(Fj) < n — 3.

(d) It is clear that the open subset of By, with Yl[n] Z{n] # 0 is mapped isomorphically
onto the open subset of B,, with Yl["] Z{"] #0 as (YI; ZI) € P! x P! is the projection of
(Y ) € B0 <P for any [,cp, (Y5 2') € By with Y20 = .. = vzl
0. Hence po.n (B(’)",n) is dense in B}. It is thus just as in (a) enough to show that the
map from Bj ,, to By, is injective. As we have already seen that [];(, (Y5,2") € By
is uniquely determined by (Y[”]; Z[”]) e Pl x Pl if Yl["} Z}"] # 0, suppose instead that
Yl["]ZE"] = 0. We may then, if J];c, (Y';2") € B;,,, find a partition [n] = JU K
such that Yj[n] = 0 if, and only if, 7 € J and Z,En] = 0 if, and only if, k € K. It now
follows from (5) and (6) that (Y/;Z!) € P! x P! is uniquely determined by (Y["l;Z[").
If I is not contained in J, then Y/ € P! is just the projection of Y[ and if I C J,
then Y’ € P! is represented by a tuple obtained by inverting the I-coordinates of Z[™.
Similarly, if I is not contained in K, then Z’ € P! is just the projection of Y and if
I C K, then Z' € P! is given by a tuple obtained by inverting the I-coordinates of Y"1
This completes the proof. O

We now pull back the P*~!~bundle \, : X,, — B,, along Po,n : Bon — By. This gives us

a P"~!1-bundle Ao,n @ Bon X B, X, = Bo,n. One can also describe Xj ,, more directly. It is
the closed subvariety X, C P?"~1 x [] 1€ P! x P! with multihomogeneous coordinates

Tlyeeory Ty Yly -y Yn; H (YI;ZI)

IC[n]
defined by (4), (5), (6) and (7) and (8) below
s ZM g,z =, (7)
inj[n] — yjYi["] =0 for 1<i<j<n. (8)

THEOREM 1. The projection px, : Xon = Bon XB, Xn — X which sends
L1y ey Ty Yl1s- -5 Yns H (Ylv ZI) — (‘rlv sy Ty Yty - 7yn7Y[n]7 Z[n]>
IC|[n]
s a crepant desingularisation of X, .

Proof.— The variety Xg , is non-singular as it is a P~ '~bundle over a non-singular vari-
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ety Bo. It is also clear from the Proposition 1 that the open subset Xg , = )\O_,’Il’L (B(’)‘:n) -
Xo,n is mapped isomorphically onto the open subset X} = A\, ! (B}) C X,,. Therefore,
the restrictions of wx, , and p wx, to X, are isomorphic. By the Proposition 1, we
have also that Xg ., ~ X&n is of codimension at least two in Xy, and hence the restric-
tion from Pic(Xo,,) to Pic (Xg,,) is injective (see proposition 6.5b and corollary 11.6.16
in [Har08]). Hence wx,, and p% wx, are canonically isomorphic invertible sheaves
on Xo . O

Remark.— If n < 3, then px, is an isomorphism as pg , is an isomorphism for such n.
We can now derive the main theorem of this note.

THEOREM 2. Let n > 1 and W,, C P?"~! be the projective hypersurface defined by the
following equation

T1Y2*  Yn—1Yn + T2Y1Y3 - Yn + = TpY1y2 -+ Yn—1 = O.

Let Xon C P21 ngn] P! x P! be the closed subvariety with multihomogeneous
coordinates

L1y s TnyY1s- oo Yn; H (YI;ZI)
1C[n]

defined by the equations (4), (5), (6), (7) and (8). Then the projection pry : P?"~1 x
ngn] P! x P! — P21 restricts to a morphism fon + Xon = Wy which is a crepant
resolution of singularities of Wy,. Moreover, Xo, is a P~ -bundle over a variety Bon
isomorphic to the Cozeter toric variety Cp, of &, .

Proof.— The map fo,, is the composition of px, : Xo, = X, and f, : X, = W,. We
proved in [BBS14] that f,, is birational and crepant. We thus obtain the desired result
by combining the results on f, and X,, in [BBS14] with the results on px, and X,
from the Theorem 1. O

Remarks.— By (a slight generalisation of) Manin’s conjecture, we expect as a conse-
quence of the Theorem 2 that we have rk (Pic(Xo,,)) — 1 = rk (Pic(By »)) = rk (Pic(Cy))
log factors in the asymptotic formula for the counting function on the open subset of W,
with y1y2 -« - Yn—1yn # 0.

We also expect that the constant in the main term of this asymptotic formula is given
by Peyre’s Tamagawa constant for X ,, which is interpreted as an adelic volume of the
universal torsor T'g over Xo , in [Sal98]. The p-adic factor of Peyre’s Tamagawa constant
should thus be

#T, (F,) (. 1 rk(Pic(Xo,n)) #Xon (Fp) (4 l rk(Pic(Cr)) #C,, (F,) . i
dlm(To) p pdim(XO,n) P pdim(Cn) pr :

Here clearly, dim(C,) = n — 1. The invariants Pic(C,) and #C,, (F,) for the Coxeter
toric variety C,, are also known and may be found in [Ste92]. We have

rk (Pic(Cy)) =2"—n—1
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as rk (Pic(C},)) is equal to the second Betti number of C,, and

#Cn (Fp) = F (Gn,p)

where F' (&, t) is the symmetric polynomial of degree n — 1 in ¢ given by the associated
excedance function [Ste92, pages 311 and 316]. Recall here that the excedance number
of any w € &,, is the quantity e(w) = #{i € [n] : w(i) > i} (see [Ste92, page 309]).

Examples.— In &3, we have e(Id) = 0, e((12)) = 1, e((13)) =1, e((23)) = 1,¢((132)) =1
and e((123)) = 2. The generating excedance function F (&3,t) is thus 1 x t® +4 x ¢! +
1 xt2=1+4t+t% and #C3 (F,) = 1 + 4p + p°.

For n = 3, we thus expect rk (Pic(C3)) = 2% — 4 = 4 log factors and the p—adic factor

(=3 (35 (%)

in the main term.

In &4, we have:

o ¢(Id) = 0;
e For o one of the six transpositions or o = (132), (142), (143) or (1432), one has
e(o) =1;

e For o a product of two disjoint transpositions, a three cycle distinct from (132),
(142) and (143) and a four cycle distinct from (1234), one hase e(o) = 2;
o e((1234)) = 3.

So F (&4,t) =14 11t + 11t% + 3 and #Cy (Fp) = 1 + 11p + 11p? + p>.
For n = 4, we thus expect 1k (Pic(Cy)) = 2% — 5 = 11 log factors and the p—adic factor

(1 1)“(1+11+11+1)<1 1)
p p P p*
Similarly, for n = 5, we expect rk (Pic(C5)) = 2° — 6 = 26 log factors and the p—adic

factor
26
1 26 66 26 1 1
D D D D D D

Remarks.— The odd Betti numbers vanish for any smooth projective toric variety. We
have thus by the Weil conjectures (see [Har08, Appendix]) that

#Cn (Fp) = Bogn—1)P" " + Bain—2)p" >+ -+ + Bap + Bo

in the main term.

in the main term.

and that
F(&y,t) = Bopno)t" " 4 Bainoayt" > + -+ Bat + Bo
where 3; = dim (Hi (Cn(C)an, Q)) is the i-th Betti number of C),. In [Ste92], Stembridge

gives thus a combinatorial interpretation of the Betti numbers of Coxeter toric varieties
in terms of the excedance function of &,,.
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For more background on the cohomology of toric varieties, see also [Ful93, section 4.5].
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