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Abstract. — Generalising work of La Breteche, Browning and Peyre [BBP12] and of the author [Des16b], we
describe the geometry required by Manin’s principle and Peyre’s conjecture for a family of conic bundle surfaces
defined over Q containing Chételet surfaces. These surfaces S, r are the conic bundle surfaces obtained as
smooth minimal proper model of
Y2 —aZ? = F(X,1)

with a € Z squarefree and F € Z[z1,z2] a binary form of even degree m without repeated roots and whose
irreducible factors over Q remain irreducible over Q (\/E) In particular, we give the a and S factors of Peyre’s
constant for these surfaces S, r. Then, using the formalism of generalised Cox rings developed by Pieropan and
Derenthal ([DP14] and [Piel5]), we find a Cox ring of identity type for the surfaces S, g over Q allowing us
to construct explicitly an (infinite) family of versal torsors 7 : Ty — S, F above S, p such that

Sa,r(Q) =7y (T+(2)).
Y

Then, using the previously constructed Cox ring of identity type, we describe, up to isomorphism, every
Cox ring for S, p of injective type X : Pic (Sa,p X qQ Spec (Q(\/E))) — Pic(Sq, ). Finally, we give an explicit
description of torsors above S, g of type A for every a # 0 and obtain, for a # 0 squarefree such that Q(1/a)
has class number one, a finite family of such torsors m; : 7; — S, r such that

Sa,r(Q) =|_|7; (T;(2))
J

yielding a nice expression of the Tamagawa factor of Peyre’s constant. We also show that these torsors of type A
are the torsors used in every known proof of the Manin and Peyre’s conjectures for Chatelet surfaces ((BBP12],
[BB12], [BT13], [Desl16b]) and complete the verification of Peyre’s conjecture in [BT13] in the case of two
non proportional quadratic factors irreducible over Q(%).

Finally, it opens the way for new proofs of Manin and Peyre’s conjectures for the family of conic bundle
surfaces under consideration, and especially in the case of Chatelet surfaces, in infinitely many cases that are
work in progress of the author.
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1. Introduction et résultats

1.1. Introduction. — La méthode de descente sur des torseurs a été introduite par Colliot-Thélene et
Sansuc dans [CTS77], [CTS79] et [CTS87] dans les années 1980 afin d’étudier des problémes divers concer-
nant les points rationnels : existence de points rationnels, principe de Hasse, approximation faible, densité
des points rationnels... Les meilleurs candidats pour effectuer une descente afin d’étudier les points ra-
tionnels sont les torseurs versels. En effet, pour V une variété définie sur Q, lisse, géométriquement integre
vérifiant Hgt(V, G,.) = Q* et Pic (V) de type fini, 7 un torseur versel pour V et 7°¢ une compactification
lisse de 7 (qui existe d’aprées [CTHSO05]), alors les obstructions de Brauer-Manin au principe de Hasse
et & Papproximation faible éventuelles disparaissent pour 7¢ [CTS87, Théoréme 2.1.2]. Une autre classe
importante de torseurs qui partagent un certain nombre de propriétés importantes des torseurs versels est
celle des torseurs quasi-versels o par torseur quasi-versel, on entend torseur de type A : Pic (V) < Pic (V)
pour une extension galoisienne K de Q sur laquelle V' est rationnelle avec la terminologie de [CTS87]. En
effet, si K est une extension galoisienne sur laquelle V' est rationnelle et V(K) # &, alors pour les torseurs
quasi-versels de type A : Pic (Vi) < Pic (V) les obstructions de Brauer-Manin au principe de Hasse et a
I'approximation faible éventuelles disparaissent sur une compactification lisse. Dans toute la suite de cet
article, on ne s’intéressera ainsi plus qu’a des torseurs quasi-versels.

C’est Salberger [Sal98] qui a le premier utilisé une méthode de descente sur les torseurs versels afin
d’étudier le principe de Manin dans le cadre des variétés toriques propres, lisses et déployées sur le corps Q.
Depuis cet exemple, de nombreux cas du principe de Manin et de la conjecture de Peyre ont été obtenus
par une méthode de descente similaire. On renvoie par exemple & 'introduction de [Le 16] pour une liste
représentative mais non exhaustive de ces cas pour les surfaces et & I'introduction de [Des16a] pour un état
des lieux en dimension supérieure.

A Dinstar de cet exemple, la plupart des cas ou le principe de Manin a été obtenu par cette méthode de
descente sur des torseurs versels ’a été dans le cas de variétés déployées, c’est-a-dire telles que 'action du
groupe de Galois sur le groupe de Picard géométrique soit triviale. Mais dans ces cas-1a, la géométrie derriere
la descente n’est en général pas explicitée et la paramétrisation ou le passage au(x) torseur(s) est établi de
maniere ad hoc. On peut malgré tout citer quelques exceptions notables dont le cas de certaines surfaces
de Chételet ([BBO8] et [BT13]) ou encore le cas d’une surface de del Pezzo singuliere de degré 4 [BBO7].
Néanmoins, dans chacun de ces cas, 'approximation faible est vérifiée ce qui simplifie le traitement de la
conjecture de Peyre et ne rend pas indispensable la compréhension de la géométrie de la descente effectuée
lors du comptage (sauf dans le cas @Q1Q2 de [BT13] dans lequel le traitement de la conjecture de Peyre est
en réalité incomplet). La géométrie de la descente utilisée dans [BBO7] a été précisée dans [DP14]. Cela
permet d’ores et déja constater que dans le cas de variétés non déployées, les méthodes de descente utilisées
pour établir le principe de Manin ne font pas nécessairement appel aux torseurs versels mais peuvent faire
appel a des torseurs quasi-versels d’un type différent, ces derniers donnant lieu & une paramétrisation plus
agréable. On peut également pour finir citer, entre autres [CTS79] ou [CTCS80], ou des méthodes de
descente sur des torseurs quasi-versels sont utilisées de maniere détaillée mais dans un objectif différent de
celui du principe de Manin et pour lesquels des équations locales sont suffisantes.

Remarquons, comme mentionné ci-dessus, que dans dans le cas d’'une variété satisfaisant ’approximation
faible, le traitement de la constante de Peyre est grandement simplifié puisque le nombre de Tamagawa (voir
[Pey95]) est alors simplement donné par wy g, (V(Agqg)). Au contraire, dans le cas ou approximation
faible n’est pas satisfaite, une adaptation immédiate de [Sal98, lemma 6.17] (dans le cas des torseurs
versels) permet d’établir comment la constante se remonte naturellement aux torseurs quasi-versels de type
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A @ Pic(Vk) — Pic (V) de la fagon suivante. Supposons donné J un ensemble fini indexant les classes
d’isomorphismes de tels torseurs possédant un point rationnel au-dessus de V et que, pour tout j € J, 'on
note m; : 7; — V un représentant de la classe d’isomorphisme en question. On a alors

a(X)B(X)

CPeyre = m;w‘/ﬂv (”j (E(AQ))) (1.1)

I11(Q, T) = Ker (Hl(Q,T) — HY(R,T) HHl(Qp,T)>
P
est le groupe de Tate-Shafarevich associé & T' avec T le tore dual de Pic (Vk). Deux questions se posent
alors lors du traitement du principe de Manin et de la conjecture de Peyre pour une variété V.

e Quels torseurs quasi-versels sont utilisés lors de la démonstration du principe de Manin pour V?
e (Q’): Comment déterminer explicitement des équations de ces torseurs quasi-versels afin de calculer
wv.y (75 (Ti(Aq)))?
‘est i 1 i f fibré i r 'inté icl
C’est a ces questions dans le cas de certaines surfaces fibrées en coniques que ’on s’intéresse dans cet article.

On dispose essentiellement de deux méthodes pour déterminer les torseurs quasi-versels associés a une
variété V. La premiere, a la main en effectuant un certain nombre de transformations sur les polynémes
définissant la variété V est la méthode appliquée dans [CTS87] ou dans [Sko] dans le cas de variétés
possédant un morphisme dominant vers P! ou encore dans le cas des surfaces de Chatelet scindées [BBP12].
Dans le cas de [CTS87] ou [Sko], la méthode ne donne que des équations locales de certains torseurs quasi-
versels, ce qui n’est pas suffisant pour répondre & la question (Q). Dans le second cas [BBP12], les torseurs
versels sont réalisés comme ouvert d’un certain espace affine. On dispose alors d’un formalisme plus général,
reposant sur la théorie des anneauzr de Cox et des anneaux de Cox généralisés développée notamment par
Derenthal et Pieropan, qui permet de réaliser les torseurs de certains types A comme ouverts de certains
espaces affines. On renvoie a [Piel5] et [DP14] pour plus de détails & ce sujet. C’est cette derniére méthode
que 'on utilisera dans cet article. La principale difficulté de cette méthode réside dans la détermination
d’un anneau de Cox pour une variété donnée. Un des intéréts des anneaux de Cox est ensuite qu'une fois
déterminé un anneau de Cox sur un corps algébriquement clos, alors on peut obtenir relativement aisément,
sous certaines hypotheéses (& condition que la variété V posseéde un Q-point par exemple), par descente
galoisienne des anneaux de Cox de tout type sur Q et ensuite toutes les classes d’isomorphismes d’anneaux
de Cox en tordant I'anneau de Cox de départ par un élément de H} (V,T) [Piel5]. Cela permet alors dans
un premier temps de réaliser les torseurs versels comme ouvert du spectre d’un anneau de Cox. Le cas ou
les anneaux de Cox sont de type fini est particulierement intéressant puisqu’il permet de cette maniere de
réaliser les torseurs versels comme ouverts d’un espace affine. Dans un second temps, cela permet de réaliser
les torseurs quasi-versels de tout type A : 7" — Pic (V) dont l'image contient un diviseur ample comme
ouvert d’un espace affine en passant par les anneaux de Cox généralisés et ainsi d’en expliciter des équations.

Cet article est ainsi dédié a la description de certains torseurs quasi-versels associés a certaines surfaces
fibrées en coniques S, r que 'on définit comme modele minimal propre et lisse de variétés affines de A‘?‘Q de
la forme

Y?—aZ? = F(X,1) (1.2)
ou F' est une forme binaire & coefficients entiers de degré n pair dont les facteurs irréductibles sur Q restent
irréductibles sur Q(y/a), de discriminant non nul et a un entier sans facteur carré. On remarque que le cas
ou n = 4 correspond aux classiques surfaces de Chdatelet. Cette description permet également d’expliciter
la géométrie derriere les différentes démonstrations du principe de Manin et de la conjecture de Peyre dans
le cas des surfaces de Chatelet et plus généralement celle derriere le principe de Manin et la conjecture de
Peyre pour ces surfaces fibrées en coniques S, r. Cette étude se généraliserait sans difficulté a ’étude de
variétés fibrées en coniques plus générales du type

Q(U,U) = F(x17x2)
pour @ une forme quadratique entiere et F un polynéme a coefficient entiers sans facteur carré et dont les
facteurs irréductibles sur Q restent irréductibles sur Q (\/ A) avec A le discriminant de Q.

Il est cependant & noter que les méthodes utilisées afin d’obtenir le principe de Manin dans [BBP12],
[BB12], [BT13] et [Des16b] ne peuvent fournir de formule asymptotique que si le degré de F' est inférieur
a 4, autrement dit précisément dans le cas des surfaces de Chéatelet. Ainsi, il n’est pas clair (méme si



K. DESTAGNOL

cela semble probable) que les torseurs de type Pic (S, r xq Spec (Q(+/a))) décrits dans cet article soient
les torseurs utilisés lors d’une preuve éventuelle du principe de Manin pour ce type de variétés pour une
forme F' de degré plus grand que 5. Une telle preuve semble totalement hors de portée a I’heure actuelle
en toute généralité. Seul éventuellement le cas scindé peut se révéler accessible en utilisant la machinerie
de Green-Tao-Ziegler. Cependant, cette description étant valable pour toute factorisation de F' et tout a,
elle permet de préciser le traitement de la constante de Peyre de [BT13] et permettra surtout de faciliter
le traitement de cette constante dans le cas a # —1 puisqu’a ’heure actuelle le principe de Manin n’est
connu que dans le cas des surfaces de Chételet (c’est-a-dire pour F' de degré 4) avec a = —1, voir [BBP12],
[BB12], [BT13] et [Des16b]. Le cas a > 0 est un travail en cours de 'auteur dans le cas ol le nombre de
classes de Q (v/a) est égal & 1 tout comme les cas a < 0 et a # —1 et les premiéres investigations semblent
indiquer que les torseurs utilisés lors du comptage seront les torseurs de type Pic (S, r Xq Spec (Q(v/a)))
décrits dans cet article.

1.2. Résultats. — On considere dans cette section les surfaces S, p définies en (1.2) et on suppose que
la décomposition en produit d’irréductibles deux a deux non associés du polynéme F' est donnée par
F=KnF---F, (1.3)

pour un certain entier 7 non nul et pour F; € Z[zy,x2] irréductible (1 < i < 7). On décrit alors dans une
premiere partie de cet article le groupe de Picard géométrique et le groupe de Picard sur Q des surfaces S,
ainsi que le cone pseudo-effectif de S, p a l'aide de considérations standards sur les surfaces fibrées en
coniques. On en déduit en particulier le théoreme suivant. Il est & noter que la premiére partie concernant le
rang du groupe de Picard est bien connue puisque la fibration conique en question est relativement minimale
mais que nous l'incluons cependant ici par souci d’exhaustivité.

Théoréme 1.1. — On a rang(Pic(S, r)) =2 et a(Sq,r) =

RIN]

De plus, un résultat de [Sko, proposition 7.12] donne immédiatement lieu au résultat suivant.

Théoréme 1.2 ([Sko, proposition 7.12]). — Sidy,...,d, représentent les classes modulo 2 des degrés
des facteurs irréductibles sur Q du polynéme F, alors H*(Gal (Q, Q), PiC(SmF)) est isomorphe au quotient
de Uorthogonal de (dy,. .., d,,) par la droite engendrée par (1,...,1) dans (Z/2Z)™.

Dans une seconde partie, on exhibe un anneau de Cox de type identité pour les surfaces S, r en se basant
sur une description des torseurs versels inspirée de [BBP12].

Théoréme 1.3. — On pose A; j = Res(L;(X,1),L;(X,1)) si
F(u,v) = [ Li(u,v) (1.4)
=1

avec (L;)1<icn des formes linéaires non deux & deuzx proportionnelles sur Q. Alors la Q-algebre
R=Q[ZF |0<i<n]/(AjnZ Z; + DviZ) Z; + Ao 2} Z;)

1<i<j<t<n

est isomorphe a l'anneau de Coz de S, r de type IdPic(ﬂ)'
Cela permet alors d’obtenir le théoreme suivant.

Théoréme 1.4. — Supposons que a € Zyg soit sans facteur carré et supposons par ailleurs que le nombre
de classes de Q(+\/a) soit égal a 1. Il existe alors un ensemble T (infini) tel que pour tout v € T, il existe un
torseur versel my : Ty — Sq.p indexé par 7y et tel que

Sur(Q) = | 7 (T5(2)). (1.5)
~yel
De plus, ces torseurs versels peuvent étre obtenus explicitement et il ne s’agit pas des torseurs utilisés lors
des démonstrations du principe de Manin et de la conjecture de Peyre de [BB12], [BT13] et [Des16b]. I
s’agit en revanche des torseurs utilisés dans le cas scindé [BBP12].

Remarque 1.1. — L’hypothése sur le nombre de classes n’est pas nécessaire pour obtenir une description
explicite des torseurs (ce qui est effectuée en toute généralité dans les démonstrations des Théorémes 1.4
et 1.5) mais afin d’établir les égalités (1.5) et (1.6). Cette hypothése nous sera en particulier utile afin de
caractériser les entiers n de la forme y? — az® pour deux entiers y et z.

Nous détaillerons en appendice que dans ce cas, si a > 0, alors on a nécessairement que a est un nombre
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premier congru ¢ 1 modulo 4 ou égal ¢ 2. On peut alors montrer que, dans ce cas, on a automatiquement
une solution de 2 — ay? = —1 avec (z,y) € Z%. Un entier n s’écrit alors sous la forme y? — az? pour deuz

entiers y et z si, et seulement si, vp(In|) = 0 (mod 2) pour tout nombre premier p tel que (%) =—1.

Enfin, lorsque a < 0, on peut écrire
ra(n) =#{(z,y) € 2* | n = 2% — ay’} = w, 1 * (9) :
n

ol w, est le nombre d’unités dans Q(y/a) et (%) est le symbole de Jacobi.

Cela couvre notamment les neuf corps quadratiques imaginaires de nombre de classes 1 (4 savoir les corps
quadratiques imaginaires avec a = —1, =2, =3, =7, —11, —19, —43, —67, —163) et couvre de nombreux
exemples de corps quadratiques réels (voir [CR99] pour de nombreux exemples). La conjecture de Gauss
implique en particulier que le nombre de tels corps quadratiques réels est infini.

On donne ensuite des exemples détaillés d’équations de torseurs versels dans le cas des surfaces de Chatelet
pour chacun des différents type de factorisation possibles et pour tout a € Zq et on donne des exemples en
degré n pair quelconque dans le cas ou F' est scindé et dans le cas ou F est un produit de formes quadratiques
non proportionnelles deux a deux et irréductibles sur Q(+/a).

Dans un troisieme temps, on décrit, a isomorphisme pres, tous les torseurs de type injectif A : Pic (Sa, FXQ
Spec(Q(v/a))) < Pic(S,,r) au-dessus de S, p & l'aide de la machinerie des anneaux de Cox généralisés
développée dans [Piel5] et [DP14].

Théoréme 1.5. — Supposons que a € Zq soil sans facteur carré et supposons par ailleurs que le nombre
de classes de Q(+/a) soit égal a 1. Il existe alors un ensemble fini J indexant des classes d’isomorphies de
torseurs de type A possédant un point rationnel, et pour tout j € J, il eviste un torseur m; : Tj — S, de
type X tels que

Sar(Q) = | | m; (T;(2)) (1.6)
jeJ
et
Sar (AQ)"™ = | | 7 (T; (AQ)).-
jeJ

Ces torseurs pewvent étre décrits explicitement. Par ailleurs, avec les notations (1.3), pour tout torseur T
de type A, il existe une variété X telle que T = X x A? et telle que le complémentaire de l'origine X° de X
soit isomorphe a lintersection compléte de Ag+2 ~ {0} donnée par les équations

Fi(uav):ni(sffatlz)a (1<Z§T’)

pour un r-uplet d’entier (ny,...,n,) tels que H n; soit de la forme y? — az? pour deux entiers y et z.

i=1
En particulier, les torseurs utilisés dans les différentes démonstrations du principe de Manin et de la
conjecture de Peyre pour a = —1 sont des torseurs de type Pic(Sq))-

On détaille pour finir 'exemple du cas ol F' est un produit de deux formes quadratiques, complétant par
la le traitement de la constante de Peyre effectué dans [BT13].

2. Géométrie des surfaces fibrées en coniques S, r

2.1. Quelques réductions. — Comme mentionné dans [Sko, 7.1], tout modeéle propre et lisse d’une
variété affine de A?é de la forme

Y? —aZ*=F(X,1)
avec a un entier et F' une forme binaire de degré quelconque est birationnel au modeéle minimal propre et
lisse d'une variété affine de A¢, de la forme

Y?—-dZ?=F\(X,1)

ot F” est une forme binaire & coefficients entiers de degré n pair dont les facteurs irréductibles sur Q restent
irréductibles sur Q(\/a ), de discriminant non nul et avec a’ un entier sans facteur carré. On se placera donc
dans le suite sous ces hypotheses, a savoir que F' est une forme binaire sans facteur multiple, a coefficients
entiers, de degré n pair dont les facteurs irréductibles sur Q restent irréductibles sur Q(1/a) et que a est un
entier sans facteur carré. Toute la procédure développée dans cet article s’adapterait cependant dans le cas
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n impair en utilisant le modele explicité dans [CTS82] mais par souci de concision, on se contente ici de
traiter le cas n pair.

2.2. Calcul du facteur a(S, r). — Les surfaces S, p définies en (1.2) sont brievement mentionnées dans
[CTSSD87b| et on détaille ici les éléments de leur géométrie qui nous seront utiles. Ces surfaces sont
en particulier rationnelles sur Q(1/a) et on supposera dans toute la suite que les surfaces S, r considérées
vérifient I’hypothese suivante : S, #(Q) # @. On renvoie & [CTSSD8T7b] pour plus de détails quant & cette
question de ’existence de points rationnels pour la surface S, .

Construisons dans un premier temps un modeéle minimal propre et lisse de (1.2) de maniére analogue a
[BBP12]. Soient Sy et Sy les hypersurfaces de P x Ag définies respectivement pour ([Y : Z:T],U) €
P x A et (Y :Z:T],V) € PG x Ag par

Y% —aZ?=T?F(U,1)
et
Y2 —aZ? =T?F(1,V).
SiT’on considére U, Pouvert de Sy défini par U # 0 et Uy I'ouvert de Sy défini par V # 0, alors 'application (1)
o { Uy — Us
(V:Z:T)LU) +— ([Y:Z:U"?T),3)
est un isomorphisme et S, r peut étre obtenue en recollant S; et Sy le long de . Cela permet d’en déduire
que les surfaces S, r sont bien des surfaces fibrées en coniques. En effet, les applications ¢; : S; — P}Q pour
i € {1,2} définies respectivement par
(Y :Z:T,U)— [U : 1]
et
Y:Z:T,V)—[1:V]
se recollent pour donner lieu a une fibration conique 7 : Sq p — P}Q possédant n fibres dégénérées® sur Q

au-dessus des points [—b; : a;] pour i € {1,...,n} et ou 'on a posé sur Q
n
F(u,v) = H (a;u + bv),
k=1
avec a; et b; dans Q pour 1 < i < n. On considere alors, pour tout i € {1,...,n}, DijE le sous-schéma

irréductible de S, r définie par

U:—% et Y+£vaZ=0
ainsi que E* le sous-schéma irréductible de ﬁ défini par
T=0 e YE£+aZ=0.
Ces sous-schémas correspondent aux courbes exceptionnelles de S, et vérifient
(BT, ET)=(E",E7)=~-2, (Df,Dj)=(D;,D;)=-1 (1<j<n),
et
(Df,Dy)=1 (1<j<n), (EY,D])=(E",D;j)=1 (1
toutes les autres multiplicité d’intersection étant nulles.

N
.
N
2

Des considérations standards sur les fibrations en coniques (voir par exemple [CTCS80]) fournissent

alors que Pic(S,, ) est libre engendré par les 2(n + 2) courbes exceptionnelles avec les relations
D71+ D71 =D+ [D7] (i#5e{l....n}) (27)
et
[EY]+ [Df]+---+ [D* ] =[E7]+ {D‘ ] +---+ [D; ] {ir,...in} ={1,...,n}.  (28)

in/2 In/2+1
Il s’ensuit immédiatement que
Pic(S,.r) = ([ET],[Df]....,[D)}],[DT]) = Z"*2.

(DIci, on utilise Phypothese n pair.
(2) A nouveau, ’hypothése n pair intervient ici puisque dans ce cas le fibre & Dinfini est lisse, contrairement au cas n impair
(voir [CTS82]).
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La formule d’adjonction fournit alors aisément, & la maniére de [BBP12], que
w5t —2[E4] + 30 D] 2B + 30 [57].
i=1 1=1

On en déduit alors les deux propositions suivantes.
Proposition 2.1. — Les sections (T,UT, ..., U"?T,Y,Z) forment une base de H° (Sa,p, “’Eal,F)
Démonstration— La démonstration suit, mutatis mutandis, celle de [BBP12, lemma 2.1] dans le cas n = 4. O

Il s’ensuit en particulier le résultat suivant.

1

Proposition 2.2. — Le systéme linéaire ’wga F‘ est sans point base et la base exhibée en Proposition 2.1

donne liew a un morphisme ¢ : S rp — P32 dont limage est la surface (singuliére) S’ donnée par
Iintersection de 5 quadriques

Loy = .’E%
13 = l‘%

St
F(X,1)=a, X" +a, 1 X" ' 4+ +ap

avec a; € Z pour 1 < i < n. L’application induite 1 : S, p — S’ correspond a léclatement des points
singuliers de S" donnés par P* =1[0:---:0:1:4\/a] et =1 (P*) = E*.

Ce morphisme 1) permet, par exemple & la maniére de [Des16b], de définir une hauteur sur S, . On peut
alors établir que S, r est “presque de Fano” au sens de [Pey01, formule 5.1] et ainsi le principe de Manin
et la conjecture de Peyre doivent décrire la répartition des points rationnels sur les surfaces S, . En effet,
puisque S, r est géométriquement rationnelle, on a H'(S, r, Os) = H?(S, r,Os) = {0}. De plus, le groupe
de Picard géométrique est sans torsion et on verra grace a la Proposition 2.2.5 que le cone pseudo-effectif
contient la classe du diviseur anticanonique. Le probléme de comptage se ramene alors de fagcon analogue a
[Des16b] a l'estimation de quantités du type

S(X)= > ra(F(), (2.9)
x€Z2NR(X)

2

si 74(n) désigne le nombre de représentations d'un entier n sous la forme n = y? — az? avec y et z deux

entiers vérifiant par ailleurs la condition |y|,|z| < B lorsque a > 003 et
R(X) ={x e R ||x[]|oc <X, F(x)>0}.

On montre le résultat suivant analogue de [Bro10] dans le cas des surfaces de Chatelet.

Proposition 2.3. — Soit ||.|| une norme de R>%3 et supposons que l'on travaille avec la hauteur
H([zg:---: m%Jrg}) = H(mo,...,x%+2)|’
pour xo, ..., Ta49 entiers premiers entre eux. On a alors, si

N(B) =#{z € S.r(Q) | H(z) < B},
l’égalité
, (4.2,8) = () = 1
N(B) = 1# (y, 2, t;u,v) € Z° - ||(tu”/2,tvu”/2’1,...,tv"/z,y,z)H <B
y? —az? = t2F(u,v)

(3)Une modification de la hauteur identique & celle de [BBP12] ou [Des16b] permet de s’affranchir de cette condition lorsque
a < 0.
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Démonstration— On a immédiatement

1
N(B) = 5# {x € ZV*3 | pged(x) =1, x € 8, ||x|| < B},

ot §" a été définie en Porposition 2.2. Or, on a exactement deux fagons d’écrire (xo,...,Tp/2) € Zn/2+1
vérifiant
ToTo = X2, T1T3 = Ta,..., Tp_oTn = acé_l (2.10)
sous la forme
zo = tu™?, = tou™?> 1. T2 = to"/2.
En effet, au signe pres, on a nécessairement
t = pged(zo, ..., zn), u=pged (%,...,x%{l) , v =pged (%,...,xf> .

Lorsque n = 0 (mod 4), on ne peut qu’échanger le signe du couple (u,v) tandis que lorsque n = 2 (mod 4),
on ne peut qu'échanger conjointement le signe du couple (u,v) et celui de t.
En effet, les relations (2.10) impliquent que si p | v, alors
n
vy (:) = ivp(21) ie{1,...,§}
et si p | u, alors
n o ) n
I/p(],‘i): (5—1) l/p(l'n/271) 1€ {07,5—1}

On poursuit alors en remarquant, grace aux relations (2.10), que pged{z;/t | i # j} = 1si j &€ {0,n/2}
et que les conditions p | (x;/(tv),z;/(tv)) pour i,j # 0 et p | (z;/(tu), z;/(tw)) pour i,j # n/2 conduisent

& une contradiction. Autrement dit, si p | x; pour i € {0,...,n/2}, alors p | t ou p | woup | v. En
effet, supposons que p | 2; pour ¢ € {0,...,n/2}, alors les relations (2.10) fournissent que p | &; pour tout
Jj€{l,...,n/2 — 1}. Supposons alors que p { x,,2. On a alors par récurrence

n

vp(x;) = (5 —i) Vp(ZTnja—1) @€ {1,...,%}.

On déduit ainsi de zoze = 2% que v,(zg) = 5Vp(Zn/2-1) et que par conséquent p | zo. Le cas p { zg se traite
de maniére analogue et fournit alors le résultat. On a clairement (u,v) = 1 et la condition pged(x) = 1 se
traduit par (y, z,t) = 1. On conclut finalement la preuve en remarquant que si 'on note

2 2 2
Q (mo, Ceey xj) = anxﬂ + 122001 + an,2$%71 + Op—3T2 1222 + -+ apxyg

la Z-ieme forme quadratique définissant S’, alors on a
Q (tu"/Z, tou™?1 ,tv”/2) = t?F(u,v).
O

On fait alors apparaitre les sommes (2.9) par le méme procédé que dans [Desl6b]. On ne sait en re-
vanche pas estimer ce type de sommes dés que n > 4 ou a # 1 dans la plupart des cas. L’article [Brol0]
s’adapte cependant sans difficulté pour fournir une borne supérieure du bon ordre de grandeur pour N(B)
en remarquant que la démonstration ne fait pas appel au degré de F'.

Proposition 2.4. — On a
Pic(Sa.r) = ([DF] + [D7], [w5!,] ).
En particulier, on a rang (Pic(S,,r)) = 2 et le principe de Manin prédit que
N(B) = cpeyreBlog(B)(1 + o(1)).

(o)

Démonstration— Commengons par calculer (Pic(SmF)) , pour ¢ la conjugaison dans Q (1/a). Soit

DZZ(% [Dﬂ —i—b[Eﬂ —l—c[Dl_] avec (ai,...,an,b,c) € Z"2

=1

un élément de Pic(S, ). On a que D € (PIC(S(LF)) si, et seulement si, D = o(D), soit si, et seulement si,

:<§ai+c—(g—l)> —&—gb—al ) [DF] +b [E4] + (ia ) oi.
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On obtient ainsi le systeme

n
ay = Zaﬁ—c— (g—l)b
i=2

d a = ag+c
b = 2&2 ; _ 232
: <
b = 2a, b= 2a,

c = ;ai — %b
si bien que D = (ay — a2) ([Df] + [D1]) + a2 ([Df] + -+ [Df] + 2[ET]) et

([Df]+ [D5]. [w5,]) = (Pie(Sar) .

Le résultat suit alors aisément puisque

<[Dﬂ + [Dﬂ , [wga{F}> C Pic(S,,r) = (Pic(m))g - (Pic(Sa,F>)<U> )

si G désigne le groupe de Galois de lextension K(y/a) pour K le corps de décomposition sur Q du
polynéme F(X,1). O

On démontre alors la proposition suivante, fondamentale pour le calcul du facteur a(S, r) intervenant
dans la constante de Peyre. On pose Ceg (S, ) le cone fermé engendré par les classes de diviseurs effectifs
dans NX(S,,r) ®z R avec NS(S,, ) le groupe de Néron-Severi de S, p (voir [BM90]) et G est le groupe de
Galois sur Q de K(y/a) avec K le corps de décomposition du polynéme F(X,1).

Proposition 2.5. — On a
Cent(Sar) = ([ET] + [E7], [DT] + [Dr])

ot d = min deg(F;) avec les notations (1.5).

<igr
Démonstration— En combinant le théoréme 5.1.3.1 et la proposition 5.1.1.6 de [ADHL15], on déduit que
Ceot(Sa.r) est engendré par les classes des diviseurs premiers E tels que E? < 0. La démonstration de la
proposition 5.2.1.10 de [ADHL15] implique alors que Ceg (S, ) est engendré par les classes de [EF] et [Dﬂ
pour i € {1,...,n}. On en déduit alors le résultat puisque

Cot (Sur) = (Cen(Sar))? .

Cette proposition permet le calcul du facteur a(S, r) intervenant dans la conjecture de Peyre [Pey95].

Proposition 2.6. — On a a(S, r) = 2.

n

Posons e; = wgal_F et e = [Df] + [Dy]. On utilise alors la définition suivante de la constante a(S, r)
donnée dans [Pey95]

(S, r) = Vol {JE € CCH(S(LF)V | (w§1 x) = 1},

a,F’

ou la mesure sur I’hyperplan

a,F’

H= {x € Pic(Sur) ®zR | (wg' ,z)= 1}

n

est définie dans [Pey95]. Le cone Ceg(Sa,r) est donc engendré par e; — ey et es si bien que la con-
stante (S, r) est donnée par le volume de la région

{(w,y)€R2|x:1, dy > 0, x—gy>0}.

Autrement dit, on obtient la longueur du segment |0, 2 [, soit (S, r) = 2. O
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3. Arithmétique des surfaces S, r

On rappelle ici le résultat suivant que l'on peut trouver dans [Sko, Proposition 7.1.1] ou dans [San80,
Proposition 1] et qui permet de calculer le coefficient 3(S, ) intervenant dans I’expression conjecturale de
la constante de Peyre

B(Sa,r) = #H? (Gal(Q, Q), Pic(S, r)) = Coker (Br(Q) — Br(S,.r)).

Proposition 3.1 ([Sko, proposition 7.12]). — Soient dy, ..., d,, les classes modulo 2 des degrés des fac-
teurs irréductibles sur Q du polynome F. Alors Hl(Gal(Q Q), Pic(S,, F)) est isomorphe au quotient de
lorthogonal de (dy, ... ,d,,) par la droite engendrée par (1,...,1) dans (Z/2Z)

En particulier, si tous les d; sont pairs, alors

H'(Gal(Q,Q), Pic(Sap)) = (Z/22)™ " et B(Se,r) =2""
et sinon
H'(Gal(Q, Q). Pic(Sar)) = (Z/22)" > et f(Sur) =272
Cette quantité 5(S,,r) est fortement reliée aux concepts de principe de Hasse et d’approximation faible
sur S, . Ces deux notions se révelent cruciales lorsqu’il s’agit d’interpréter la constante obtenue dans la
formule asymptotique donnée par le principe de Manin. En effet, dans les cas ou le principe de Hasse est
vérifié, la constante est donnée par un produit de densités p-adiques et archimédienne comme par exemple
dans [Bir62] ou [BHB17|. Enfin, le fait de vérifier ou non ’approximation faible s’avere capital puisque le
troisieme facteur de la constante de Peyre est la mesure de Tamagawa du noyau & droite de ’accouplement
de Brauer-Manin wg (Sa,F(AQ)Br(SGvF)) . On sait aujourd’hui qu’il ne s’agit pas de la seule obstruction
possible mais on dispose de la conjecture suivante de Colliot-Thélene et Sansuc qui date des années 1970.
Salberger laisse méme entendre que celle-ci pourrait se généraliser aux surfaces unirationnelles [Sal98].

Conjecture. — Si S est une surface définie sur Q géométriquement rationnelle, i.e. telle que S xq Q soit
birationnelle a P%, alors on a

S(Q) = S(AQ)™™.

En admettant cette conjecture, on peut voir que les deux conjectures de Salberger [Sal98] et de Peyre
[Pey01] concernant I’expression de la constante sont les mémes, puisque les surfaces de Chéatelet, et plus
généralement les surfaces S, r, sont géométriquement rationnelles. Enfin, il est & noter que ce résultat a été
démontré par Colliot-Thélene, Sansuc et Swinnerton-Dyer dans le cas des surfaces de Chatelet ([CTSSD87a]

t [CTSSD87b]), permettant I’étude du principe de Hasse et de I'approximation faible dans le cas des
surfaces de Chatelet.

Lorsque n > 4, la situation est moins précise et ’on ne dispose que de la conjecture 3 qui affirme que la
seule obstruction au principe de Hasse et a I’approximation faible est I'obstruction de Brauer-Manin. En
effet, les méthodes utilisées dans [CTSSD87a] et [CTSSD87b] reposent sur une descente sur les torseurs
versels et plus particulierement sur le fait que le principe de Hasse et ’approximation faible soient vérifiés
sur l'intersection de deux quadriques. Dans le cas général et comme on le verra en section suivante, les
torseurs versels sont une intersection de n — 2 quadriques sur lesquels on ne sait pas étudier le principe de
Hasse et I'approximation faible. Ainsi, cet article ne donne pas lieu & une étude de ces deux principes sur
les surfaces S, . On peut malgré tout noter que lorsque F' est irréductible, ’obstruction de Brauer-Manin
disparait et il découle des travaux [CTS82] que le principe de Hasse et 'approximation faible sont vérifiés
sous ’hypotheése H de Schinzel. De plus, si F' n’admet que des facteurs irréductibles de degré pair, il existe
un processus fini afin de déterminer si S, #(Q) est vide ou non et dans le second cas, les points rationnels sont
Zariski-denses et il existe un processus fini pour déterminer si un point adélique M appartient a ’adhérence
de V(Q) (voir [CTS82]).

4. Les torseurs versels

4.1. L’anneau de Cox de type identité sur Q. — On commence par la proposition suivante, qui décrit
explicitement les torseurs versels associés & S, p. On pose sur Q

F(u,v) = H Li(u,v) ou L;(u,v)=au+bv (1<i<n) (4.11)

10
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pour a;, b; € Q pour 1 < i < n. On pose alors pour tout i # j € {1,...,n}
A; ; = Res(L;(x,1), Lj(z, 1))
et on consideére 7T le sous-ensemble constructible de
A2 = Spec (Q[Z5, ZF |i € {1,...,n}])

défini par les équations

Pike =282 Zy + DpuZ Z7 + Do 20 2 (4.12)

pour 1 < j <k << n et les inégalités Z; Z; # 0 et
(zfz7,z]Z7) #(0,0) (4.13)
pour i # j € {1,...,n}. Définissons & présent un morphisme 7 : 7 — S, . Pour ce faire, comme dans

[BBP12, section 4], il suffit de définir un morphisme 7 : T — Tgp1 ot Top1 C A% = Spec (Qly, 2, t,u,v]) est
le sous-schéma défini par ’équation

y* + 22 = 2 F(u,v) (4.14)
et les conditions (y, z,t) # 0 et (u,v) # 0. Considérons alors (Zj-[)ogjgn € T(Q). On pose
1 1
u = E (bng'zl_ — blz;zz_) et v= AL (alz;z; — ang'zl_)
de sorte que les relations (4.12) fournissent les égalités
1 1
_ +,- +,- _ +,- +,-
U= A, (bjzi z; fbv;zj z; ) et v= A (aizj z; —a;z; 7 )
pour tout i # j € {1,...,n}. On a ainsi clairement L;(u,v) = 2,7z, pour tout 1 <4 < n. On introduit alors

(y,2,t) € Q" ~ {(0,0,0)} définis par

y+vaz = ()’

=
I
~

i=1

y—vaz= (%)

ot
t = zy 2y

i

=1

de sorte que y? — az? = t2F(u,v) et que (y,2,t,u,v) € Tep1(Q). On obtient alors une description analogue
a [BBP12] du tore de néron-Sévri Tns et en suivant, mutatis mutandis, la démonstration de [BBP12,
Proposition 4.4], il s’ensuit la proposition suivante, dont nous ne détaillons pas plus la démonstration ici.

Proposition 4.1. — La variété T équipée du morphisme 7 : T — Sa,F est un torseur versel au-dessus
de Sa F.

On déduit de cette proposition 'anneau de Cox de type identité associé & S, r, qui généralise la proposi-
tion 5.4 de [DP14].
Proposition 4.2. — La Q-algéebre

R=Q[ZF |0<i<n]/(DjwZ Z; + D2 Z5 + AN ZEZ5) < coen

est isomorphe a l'anneau de Cozx de S, r de type IdPiC(m).

Démonstration— On utilise[ADHL15, Proposition 6.1.3.9 (iii)] combiné avec la Proposition 4.1 pour obtenir
que 'anneau de Cox R de S, F de type Idpic(m) est donné par ’anneau des sections globales de la variété

quasi-affine de A%”Q donnée par les équations (4.12) et les inégalités (4.13). On remarque alors que 7 est

recouvert par les ouverts affines U; de R définis par les conditions

n
Jr —
1%z +#o0
=0
i
pour tous 1 < i < n. On se fixe a présent 1 < i < n et on notera S; la partie multiplicative engendrée par

70, Z:,...,Z;""!. On a alors un isomorphisme entre O(U?) et le localisé Rg, .

11
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Soit & présent f € O(T). Alors pour tout choix de 1 < i < n, f € O(U;) si bien qu'il existe N; € N et
fi € R tels que

oo (4.15)

A\ Vi
(2/2})

—=

W«
L

Etablissons alors que R est un anneau factoriel. Il est clair que chaque ZijE est un élément premier et que
I’idéal définissant R est engendré par les

Proi=MpZ Z; + Doy Z 2y +DinZy Zy
avec i € {3,...,n}. De plus, d’apres les relations (4.13), I'anneau

Rs=Q{zFlo<i<2bu{z (z7) " 13<i<nf]

ou S est la partie multiplicative engendré par les éléments premiers Z;r y.- o, 2+, Tl S’agit en particulier d'un
anneau factoriel et d’apres le critere de Nagata, il s’ensuit par conséquent que R est un anneau factoriel. On
peut donc supposer les f; de (4.15) premiers avec Zji pour tout j € [1,n]~{i} ce qui entraine nécessairement
que, pour tout 1 < i < n, on a N; = 0. Finalement, f € R.

Comme on a trivialement que R C O(T), il s’ensuit que O(T) = R, ce qui achéve la démonstration de la
proposition. O

4.2. Description des torseurs versels. — La Proposition 4.2 permet, par descente galoisienne, d’obtenir
explicitement des torseurs versels pour les surfaces de type S, . Cette section est consacrée a cette descrip-
tion générale et au traitement plus en détails de quelques exemples sur les surfaces de Chatelet qui nous
intéressent plus particulierement puisque ce sont a ’heure actuelle les seules surfaces sur lesquelles on soit
capable de mener a terme le comptage.

Avant toutes choses, il est nécessaire d’introduire quelques notations. On pose K le corps de décomposition
de F(X,1) sur Q ainsi que L = K(y/a). On suppose également que F' = Fy --- F). est une décomposition en
produit d’irréductibles deux & deux non associés de F sur Q (et donc a fortiori sur Q(y/a)) avec d; le degré
de F; pour 1 < i < 7. On note également K; le corps de décomposition de F; sur Q et g, = Gal(K;/Q) pour
1 <i<retg legroupe de Galois Gal(L/Q). On suppose également que, sur Q, on a pour tout 1 <i < r
la factorisation

Fi(u,v) = aj(ag1u — Biv)(aiou — Bigv) - - - (o ru — Big,v) (1<i<gr)
pour oy j et B;; € Q pour 1 < j < d; et a; € Z le plus petit diviseur du coefficient dominant §; de F; tel
d;
que 0;/cy; soit de la forme H oy avec B — ;1 g;-équivariante. On notera alors
k=1
Li g (u,v) = a; gu — Bi v (1<i<r, 1<k<dy).

. —~di .
On note ensuite I'; 'ensemble des v; = (75.1,---,%i.q;) € Q ~ sur lesquels laction de g; sur {vi x }1<k<d; €st
la méme que sur 'ensemble {5; 1 }1<k<a,, autrement dit tels que 'application §;  — ;% soit g;-équivariante
et tels que™®

d;
o H Yik € Z.
k=1

On introduit finalement
d;

Vi€ [1,r], 3(yi ) € Z* tels que a; [ [ vin = vins
k=1

[[7 €N et n; € No(ya/q (Z[Va))

i=1

F=q(v1,-- ) €Ty x - x Ty

d;
(4)On a seulement que oy H i,k € Q a priori.
k=1

12
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11 s’agit de l'analogue de l’ensemble B défini dans [Des16b, Section 7.2] dans le cas ot F' = L1L2Q. On
introduit alors les ensembles

{e e {£1}"] ﬁsi = 1} siVi € [1,r] d; =0 (mod 2)

Y= -
{e e {£1}"] Hei =leteg, = 1} si Jig € [1,7] tel que d;, = 1 (mod 2)

i=1
ainsi que
mi‘ppcm(rgjl)|j€{1,...,r}\{i}> 1<i<r
M={meN" : (m m)|r5? 1<i#j<y

wr(my) =1, /my-—-m, €N
ou l'on a posé r;; = Res(F;(X, 1), F;(X, 1)) et

rg;): H p et TZ(;I): H D.

plrij plrij
()=t om0 ()=
On considere alors I'y; des v € T' pour lesquels il existe (e,m) € X x M tels que
Yi = &My (1<Z<7’)

Il est bon de noter que I'ensemble T'Y; est a priori infini.

Proposition 4.3. — Supposons que a € Z,q soit sans facteur carré et que le nombre de classes de Q(v/a)
soit égal a 1. L’ensemble T'Y, indexe des torseurs versels T~ pour S, r vérifiant

Ser(Q) = |J m (75(2)).
~ery,
Par ailleurs, avec les notations (4.14), sur Ty (T5(Q)), pour tout i € [1,7], la quantité

Fi(uv ’U)
d;
Q; H Vi, k
k=1

est de la forme y? — az® pour deux entiers y et z étant donnés par deux expressions polynomiales en 2d;
variables. De plus, on peut obtenir une description explicite de ces torseurs versels.

Démonstration— On sait grace a la Proposition 4.2 que sur Q, un anneau de Cox de S, est donné par

R=Q[Z,Z; |0<i<nl/ (ADwZZ] + AniZ} Z] + D 2 7)) (4.16)

1<i<j<k<n
oll div(ZOi) = E* et div(Zii) = Dii pour i € [1,n]. On a plus précisément que

+ 7= + 7 + 77— —
(Aiji Zz + AMZJ» Zj + AijZk Zk )1<i<j<k<n = (P17273, .. .,P1727n)

si

On remarque alors que cet idéal est invariant sous l'action du groupe de Galois G. Cette remarque est
importante puisqu’elle implique (voir par exemple [Weid7]) que ce méme idéal est en réalité défini sur Q et
qu’il est possible d’en obtenir un systeme de générateurs a coefficients dans Q. On pose alors

Zy+ Zy Zr -z
Xo="2—""0 et Yp=""L -0
0 2 ot 2\/a
et, pour tout 1 <7 < r,
d; d;
Br(Zf +2;) > Bz~ 7Z;)
X, — k=1 Y, , = =1 0<0<d; —1. 4.17
N4 2d2 9 N4 2\/Ed»b T ( )

13
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On constate que les variables (X1,Y1,...,X,,Y,) sont G-invariantes et que si 'on écrit les relations (4.17)
sous la forme
X1 zt
Yia Zy
=M
X”';d'r Z’VT
Y’r,dT ZT?
alors .,
T \/6 k .
det(M) = kl_[l WDISC(F]C) # 0.

Cela implique que I’on puisse exprimer les Zii en termes des (X1,Yq,...,X,,Y,). On note Zii = fii(X, Y)
si bien que 'on obtient que la Q-algebre R suivante

Q[XO, YU7 leYl LR 7XT7 YT]/I
ott I'idéal I®® est donné par

I'=(Agf (XY (X Y) + A fiF (XY 7 (X Y) + Ay fif (X, Y) f (XY)

1<i<j<k<n

est un anneau de Cox pour S, g sur Q. On sait alors que dim(R) = n+4 et un systéme de n — 2 générateurs
de I a coefficients dans Q peut étre obtenu par descente galoisienne. Cela est fait en détails sur plusieurs
exemples dans la suite mais il apparait difficile de donner un systeme de générateurs en général du fait de la
complexité éventuelle du groupe de Galois G.

Remarque— Dans le cas ot l'on a deux facteurs linéaires, que l’on peut supposer étre donnés par Fy et Fy,
il n’est pas difficile de voir que les n — 2 polynémes suivants

N

d;
L, = Zﬁf,gpm,e B<i<r, 0<k<d;—1)
—

engendrent I et sont a coefficients dans Q car invariants sous le groupe de Galois.
De méme, lorsqu’il existe un facteur de degré 2, par exemple F, les n—2 polynomes a coefficients dans Q

12@ .
2<i<r, 0<k<d;—1
ZﬂMAmAuAM ( )

conviennent.
On considere alors I’ensemble constructible de

AY"? = Spec(Q[Xo, Yo, X1, Y1,..., X, Y, ])
noté 7 pour v € I' défini par I'idéal I, défini sur Q suivant

(g i (Y7 (K Y) Ay £ (XY (XY 4 Ay F (XY E (K Y) Lo (1)

et les conditions (Xy, Yy) # (0,0) et
vi#jelLr], (ff (X Y) (X Y), (X Y)f; (X,Y)) # (0,0). (4.19)
Considérons alors (zo, Yo, X1,¥1,--.,%Xr,¥r) € Ty(k) pour k une extension finie de Q. On pose, avec les

notations (4.11)

v AL (b /() (%,3) = bivafi (%, ¥) f5 (%, )

)

et

vV =

A (0 ) (o) = I (¥ (5,)

)

de sorte que les relations (4.12) fournissent les égalités

v % (b i (¥ 7 (xy) = b /(. 9) £ (%, )

)

(®) Défini lui aussi sur Q par [Weid7]
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et
1 _ -
v= 1 (@ fi Y5 (%y) = apnfi (% ¥)fi (x,5))
i,
pour tout i # JE {1,...,n}. On a alors clairement que u et v sont dans k puisqu’invariants sous le groupe
de Galois Gal(Q/k) et que
d;
Fi(u,v) = a; [ viwhi y)fy (xy) (1<i<r).
k=1

Ainsi chaque quantité
Fi(u,v)

d;
@ H ik
k=1

est bien de la forme 2?2 — ay? pour deux entiers z et y étant donnés par deux expressions polynomiales en 2d;
variables.

On construit alors comme précédemment un morphisme 7 : 74, — S, r en posant a., la racine carrée de
n n

H Vi et H N; = ZyZ~ AVEC Zy = T~ + y/ay~, pour deux entiers x, et y, et ol la conjugaison désigne ici la
i=1 i=1
conjugaison dans Q(y/a). En introduisant (y, z,t) € Q3 ~ {(0,0,0)} tels que

Y+ Vaz = Qyzy (20)° H fr(xy)

i=1
n
2 _
Yy — \/EZ = Oy 2y (ZO) Hfz (Xy}’)
=1
t = z0zo

avec 2o = o ++/ayo. Ainsi y? —az? = t2F(u,v) et (y, z,t,u,v) € Topi(k). On établit alors de fagon analogue
aux Propositions 4.1 et 4.2 que pour tout v € I', la variété 75 équipée du morphisme 7 et de I'action
naturelle de Tg est un torseur versel pour S, r. Il reste alors a établir I’égalité

Sar(Q) = |J 7y (T5(2)). (4.20)

~ery,

On pose

d;

Gi = {y = 0ikOik €ZL| Bikv> (0ik, Oik) €St gi — équivariante} .
k=1

Il est important de noter que G; un ensemble multiplicatif dans le sens ou si y; et yo € G;, alors y1y2 € G;.

Considérons alors un point P € S, p(Q). 1l existe ainsi un unique (y, z, t,u,v) € Z* tel que

(¥, 2,t) = (u,0) =1

t>0

Fi(u,v) >0

t2Fy (u,v) - - Fy(u,v) = y? — az?

et mepi((y, 2z, t,u,v)) = P avec mgp Papplication w1 @ Tspt — So,r définie dans [BBP12, definition 4.1]
lorsqu’il existe un facteur irréductible de degré impair que I'on peut supposer égal a F) et il existe exacte-
ment(®) deux (y, z,t,u,v) € Z* tel que

(y,2,1) = (w,v) =1

t>0

t2Fy (u,v) - - Fy(u,v) = y? — az?
et msp1((y, 2, t,u, v)) = P si tous les facteurs irréductibles de F' sont de degré pair. On verra que le choix de

I'un de ces deux points donnera lieu au méme torseur 7. Commengons par supposer que a > 0. Le fait que

2

Fy(u,v) -+ Fy.(u,v) soit de la forme y? — a2? implique que pour tout nombre premier p vérifiant (%) = -1,

lon ait
vp(F1(u,v) - Fr(u,v)) = vp(Fi(u,v)) + - - + vp(Fr(u,v)) = 0(mod 2).

(6) Au signe pres du couple (u,v).
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On pose alors
mi = 11 p  (I<i<nr)

a)—_1

P
vp (Fj (u,v))=1(mod 2)

de sorte que m;|F;(u,v). On en déduit que si p|m;, nécessairement il existe un j # 1 tel que p | m; et le
)

nombre de tels j est nécessairement impair. Puisque (u,v) = 1, cela implique que p|r§;1 , si bien qu’on en

déduit les relations

(=1

mafppem(rl V|G e {1, b~ i), (mamy)|rl Y,

my;

Vp (E(u,v)) = 0(mod 2),

pour tous les nombres premiers p tels que (%) = —1. De plus, my - --m, est un carré. Cela implique alors

lexistence, pour tout 1 < i < r d'un g; € {—1,1} tel que 52% soit de la forme y? — az? pour deux
entiers x et y. On a alors, puisque F(u,v) est également de cette forme et en vertu du Lemme 6.2 que
g1 X - x g, = 1M Si par exemple Fy(u,v) = 0, on pose £1m1 comme étant l'unique entier sans facteur
carré tel que €1 ---€,mq - - - M, soit un carré.

On pose alors g; le plus petit diviseur de F;(u, v) tel que % € G;. Nécessairement, en posant v; = €;m;,
on a v; | g; donc on peut écrire g; = v;n;. On constate alors par définition de ~;, que n; est de la forme
y? — az? pour deux entiers y et z. De plus, on peut écrire

d;
9gi = & H i,k
k=1

avec B  — 1;r gi-équivariante. En effet, on a nécessairement que g; = w avec k; € G; est de la forme
d;
H ik Ainsi, v € T3 et (y, 2, t,u,0) € 7y (T7).
k=1
Dans le cas a < 0, il existe un unique r-uplet (e1,...,&,) € X tels que
g Fi(u,v) >0 (1<igsr).

La formule (1.5) de [BT13] implique que 'on peut mener la preuve ci-dessus de maniére complétement
analogue (voir [Des16b]).

On constate pour finir, en notant X, le sous-schéma de A%Q" = Spec (Q[X1,Y1,...,X,,Y,]) défini par
l'idéal I, défini en (4.18), que 7, est égal au produit X, x A%Q. En notant A le complémentaire de 'origine
dans A, on a un isomorphisme entre Iintersection complete de A?Q”H ~ {0} donnée par les équations
globalement invariantes sous 'action de Galois

Li,k(u7 ’U) = 'Vi,kf]:;_zjgi d; (X? Y)f];"z:]gi d; (X’ Y)

et le schéma XJ. En particulier, sur 7 (75(Q)), on a

d; (Xa Y),

j<i %9

d;
F; (U; U) = H ’Yi,kf;;:_zjgi d; (X, Y)f];,_z
k=1

et F;(u,v) est de la forme y? — az? pour deux entiers y et z étant donnés par deux expressions polynomiales
en 2d; variables. O

Lors de toutes les démonstrations du principe de Manin pour les surfaces de Chatelet connues a ce jour
((BBP12], [BB12], [BT13] et [Desl6b]), on se rameéne toujours a un probléme de comptage sur certaines
variétés de la forme

Fi(u,v) = ny(X? — aY?).
Une descente sur les torseurs versels n’est par conséquent pas utilisée lors de ces démonstrations (& part dans
la cas scindé [BBP12]) mais plutot une descente sur des torseurs d’un type différent que I'on explicite dans
la section suivante. Cette description facilite grandement l'interprétation de la constante. Enfin, il apparait

(MDans le cas ot hg = h'}'{, on peut prendre €; = 1 pour tout 1 <4 < r.
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difficile a priori d’obtenir un systéme de représentants (fini) des classes d’isomorphisme de torseurs versels
et de décrire précisément les ensembles du type 7 (75(Q)).

4.3. Exemples. — On donne dans cette section des équations explicites pour les torseurs versels associés
aux surfaces de Chéatelet pour chaque type de factorisation et sous les mémes hypotheses sur a que dans
I’énoncé de la Proposition 4.3. On donne également quelques exemples dans le cas de surfaces S, r plus
générales pour certains types de factorisation.

4.8.1. Le cas des surfaces de Chdtelet de type L1LoLsLs. — Le cas ou F est scindé de degré 4 a été
entierement traité dans [BBP12].

4.8.2. Le cas des surfaces de Chatelet de type L1 L2@Q). — Le cas ol F est un produit de deux formes linéaires
par un facteur quadratique a été entiérement traité dans [Des16b].

4.8.8. Le cas des surfaces de Chatelet de type Q1Q2. — Soient Q1 et Q3 deux formes quadratiques binaires
non proportionnelles et irréductibles sur Q(y/a). On notera dans toute la suite A; le discriminant de Q;, ;
la conjugaison dans Q (\/Ai) et

QZ(X) = aix% + b;z120 + CifE% (Z S {1, 2})
On notera également, comme dans [BT13], A le résultant de Q1 et de Q2 ainsi que

As= [ » (4.21)

):1 ou a=p

plA

SR

On note également ici, que le groupe de Galois G de L sur Q est isomorphe soit & (Z/2Z)2 soit & (Z/2Z)3.

On applique alors les résultats de la section précédente. On considere I’ensemble
T1(B1) = B2, 72(B3) = Ba
3(By,m1) € Z2 tels que 132 = Biny
(B4, o) € Z2 tels que (B384 = Bhna
avec /BBy € Z et ni,ns € Nq(va)/q (ZlVa])
ainsi que le sous-ensemble By, des 3 € B pour lesquels il existe € € {—1,1} et m | As tels que
B =By =em.

Pour 3 € B, on pose Tg le sous-ensemble constructible de Ag) = Spec (Q[X;,Y; | 0 < i < 4]) défini par le
systeme des deux équations quadratiques suivantes, invariant sous le groupe de Galois G

o =¢f =0

B={BecZ[A]*xZ[A;)?

avec

¢ =B1 Ao ()(12 —aYP 4 Ay (X2 — aYP) + 2/ (X1 Xs + Y1Y2))

— BoAis (X3 — a¥? + A1 (X3 — a¥F) = 2v/A (X1 Xz + Y1V3))
+ B3A1s <X§ + Y32 + Ag (Xf — an) + 2/ A (Xs3Xy + KgY4)>

¢B :51A24 (X12 — CLY12 + Al (X22 - aY22) + 2\/ Al (X1X2 + Y1Yé)>

— 52A14 <X12 — CLY12 —+ Al (X22 — aY22) — 2\/ Al (X1X2 —+ Y1Y2))

¥ Balrs (X§ LY 4 Ay (X2 —aV?) — 20/Ag (X3 Xs + Y3Y4)> ,

et les conditions (4.19). Soit enfin mg : 73 — S le morphisme défini en section précédente. Le lemme suivant
découle alors immédiatement des résultats de la section précédente.

Lemme 4.1. — Pour tout B € B, la variété Tg équipée du morphisme mg et de l’action naturelle de Tns
définie de la méme fagon que dans [BBP12, section 4] est un torseur versel pour S, r et

Sar(Q) = |J 75 (75(2)).

BEeBY,
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Sur 78 (73(Q)), on a alors
Q1(u,v) = p1B2 {(Xlz — Y2 - A (X3 - Y22))2 —a (X1 Xy — A1Y1Y2)2}
et
QQ(U7U) = ﬂgﬂ4 |:(X§ — Y32 — AQ(XZ — Y42))2 —a (X3X4 — A2X4Y4)2:| .

Or, lors de la preuve du principe de Manin, les auteurs de [BT13] se ramenent & un probleme de comptage
sur certaines variétés de la forme

Fi(u,v) = B;(XZ +Y?) (i€ {1,2}). (4.22)

4.8.4. Un cas de surface de Chatelet LC'. — Dans le cas ou F' est le produit d’une forme linéaire par
une forme cubique, il existe plusieurs possibilités pour le groupe de Galois du corps de décomposition de
C (voir [Con]), ce qui complique la descente de Galois. On s’intéresse aux cas de la forme F(u,v) =
(au + Bv)(u® — 20?) avec a et B deux entiers & titre d’exemple. On a

Clu,v) = u® = 20° = (u — V/2v)(u — j¥/2v)(u — j?V/20)

et le groupe de Galois du corps de décomposition de C(X,1) est &5. On considére alors les variables
invariantes par le groupe de Galois suivantes

Zr+ 7o Zr _z-
— 1 + 3 et }/1: 3 3

X;
2 2/a

pour i € {0,1} et

I+ Zy 475+ 725 + 2+ 7y

Xs 5
¥, = Zf —Zy v Zf —Zy + 25 - Z;
6v/a

x, = Y223 +2,) +iV2(Z5 +Z5) + VAL + 7))
6

v = V2025 = Z3) + jV2AZS — Z3) + PVAZL — Z4)

x, = YAZE +2,) + jVAZS +2Z5) + VAL + )
6

v, = YAZy = 2;) + §VAUZ5 — Z5) + PVAZL ~ Z)

6va

. , . P P P < . . . 4
de sorte que, puisque les équations P; 3 4 et Al’;: Al';f + Alfj sont invariantes, en appliquant la procédure

de la Proposition 4.3, on obtient qu’un anneau de Cox de Sa;p est donné par
avec

$1 = 4Xo X3 +4YoYs + X7 — aY}

X2 v?
P2 = X7 —aY? — (X3 —aYy + X3X, +YiYy) - (X2X4 +Y2Y, + 73 - a23> .

Ainsi, un torseur versel est donné par I’ensemble constructible de A'° défini par les équations ¢ et ¢o et
les conditions (4.19). On pourrait obtenir les équations explicites de torseurs 7, tels que

Sar(Q = |J 76(T6(2)
BeBY,

en appliquant la méme descente aux équations

pn

75

S AJkTLZZj_ZZ_ + A]“TL]Z;'_ZJ_ + AijnkZ]jZk_

pour n € F% mais les équations deviennent plus compliquées et on ne les donne pas explicitement ici.
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4.8.5. Un cas de surface de Chatelet F. — Dans le cas ou F est irréductible de degré 4, a nouveau il existe
plusieurs possibilités pour le groupe de Galois du corps de décomposition de F' ce qui complique la descente
de Galois [Con]. On s’intéresse au cas F(u,v) = u* — 2v* & titre d’exemple. On a

F(u,v) = (u— v20)(u+ vV20)(u — iv20)(u + iV2v).

On considere alors les variables invariantes par le groupe de Galois suivantes

+ — + -
PO SR AR Sy iy
2 2va
et
XlzZf+Z;+Z;+Z;+Z3++Zg+Z4++Z;
8
Y_Zf—Z;+Z;—Z;+Z;—Zg+Zj—Z4—
1= 8va
X, = V225 +Z7) — N2ZF + Zy) +iN2(Z5 + Z3) —iN2(Zf + Zy)
8
v = V2ZE - Zp) - YAz — Zy) +iVRZS - Z35) —iVR(Z) - Z;)
2 5va
XBZ\z/i(Zf”er)—\2/§(Z§r+Z2_)—\7§(Z§*+Z3‘)+%(Zj+z;)
8
v = V220 = 20) = V2Z5 — Zy) = V225 — Z5) + V22 — Zy)
3 52
X VB(Zy +27) = VB(ZS + Zy) —iNB(Z5 + Z3 ) +iV8(Zf + Z;)
Y=
8
v, = VB —2) = VB(Zy — 2y) —iVB(Z{ — Z5) +iVB(Z{ —Zy)

8va

P P P P
de sorte que puisque les équations Py 23+ Pi 24+ Pi 34+ Py g4 et —22 124 184 234

G sont invariantes,
en appliquant la procédure de la Proposition 4.3, on obtient qu'un anneau de Cox de S, r est donné par

R¢ :Q[XZ,Y;|O\Z\ ]/(¢13¢2)

avec
¢ = 4X1 X3 +4Y1 V3 + 2 (X5 — aY?) + X7 — aY}

2 = X3 Xy +Y3Y5 +2(X1 Xo + Y1Y5).

Ainsi, un torseur versel est donné par I’ensemble constructible de A0 défini par les équations ¢, et ¢o et
les conditions (4.19). On pourrait obtenir les équations explicites de torseurs 7, tels que

Sar(Q) = | 7s(T6(2))
Bery,
en appliquant la méme descente aux équations
pour n € Fﬁ mais les équations deviennent plus compliquées on ne les donne pas explicitement ici.

4.8.6. Le cas des surfaces Sq p avec F' scindé du type LiLy...L,. — On considere n formes linéaires
non proportionnelles deux a deux Lq,...,L, avec n un entier pair. On obtient de la méme facon que la
Proposition 4.1 qu’en posant

S; = < p premier : <a> =-1 et p| HAJV’“
p .
k#j
et
n
= H H P | &p €10, 1}Sj )
Jj=1 | p€S;
pour (e,m) € ¥ x M, l'ensemble constructible

AjkmiZ;rZ; + AkszZjZ; + Aijme;jZ]; =0

19



K. DESTAGNOL

et les inégalités
‘o= gt
(zfz;,2f z;7) #(0,0))
définit un torseur versel pour S, r et que dans ce cas,

Sar(@Q = || mem (Tem)(2))

(e M)ESXM
ou la réunion est disjointe et ¥ x M est fini.

4.8.7. Le cas des surfaces Sq,r avec I du type Q1Q2...Qy /2. — Soient n un entier pair et n/2 formes
quadratiques non proportionnelles deux a deux Q1,...,Q,/2. La méthode est la méme que dans le cas
Q1Q2. On pose, avec A; le discriminant de @; et 7; la conjugaison dans Q(v/A;) pour tout 1 < i < 3,
I’ensemble

e (1) = Ba, T2(B3) = Bas -+, Tny2(Bu1) = B
B={B¢ H Z A (B!, ni) € Z? tels que B152 = Bina, ..., , Bn-16n = B jaTn /2
=t avec 1/ﬁ{~-~6§1/2 €Zetny,...,n, € Ngiyay/q (Z[Va])

L’ensemble constructible défini par les n — 2 formes quadratiques (b'% pour 1 <i<§—1,8€cBetjc{1,2}
données par

62, =B1 s 211 (Xf —aY2 4+ Ay (X2 —aV2) +2V/A, (X1 X, + Y1Y2)>

N (Xf CaY? 4 A (X2 - aY) - 2v/A) (XX + Y1Y2))
+ Boir1A12 (X22¢+1 —aYs o+ A (X22i+2 - aY22i+2)
+ 2v/Agi1 (Xoip1Xoiq2 + Y§i+1Y2i+2))

¢52 =P1022i42 <X12 —aY? + Ay (X3 —aY3) + 2/ A (X1 X2 + Y1YQ)>

— B2 2442 <X12 —aY? + A (X22 — CLYQQ) - 2\/A71(X1X2 + Y1Y2))
+ Baiva iz (X3 — a¥aiy + Ao (X540 — aYiips)

— 2¢/Agiy1 (Xoip1 X2i42 + Yzz’-s-1Y2i+2)) ,

et les inégalités (4.19) sont des torseurs versels au-dessus de S, p vérifiant

Sar(Q = |J 76 (T6(2).

BEBY;

On décrit & présent dans la section suivante les torseurs utilisés dans les preuves du principe de Manin
pour a = —1 connues a ce jour. On présente les résultats de cette section dans la plus grande généralité
possible afin d’aider au traitement de la constante de Peyre dans le cas ou le principe de Manin serait établi
dans certains cas avec n > 4 ou pour les surfaces de Chatelet avec a # 1 en utilisant les torseurs décrits
ci-dessous.

5. Les torseurs de type Pic(SQ(\/a))

Comme mentionné dans l'introduction, la majeure partie des cas pour lesquels le principe de Manin et
la conjecture de Peyre ont été obtenus grace a une méthode de descente sur des torseurs versels ’a été
dans le cas de variétés déployées, c’est-a-dire telle que ’action du groupe de Galois sur le groupe de Picard
géométrique soit triviale. Dans ce cas, le groupe de Picard et le groupe de Picard géométrique coincident.
Le cas de la del Pezzo non déployée de [BB0O7], dont la géométrie a été étudiée dans la theése de Pieropan
[Piel5] est obtenu grace & une descente sur des torseurs quasi-versels de type Pic(X). On peut alors noter
que cette del Pezzo singuliere a des singularités isolées sur Q. Dans le cas des surfaces S, r, les singularités
sont définies sur Q(y/a) et dans tous les cas de la preuve du principe de Manin traités & ce jour, on va établir
que la descente a été effectuée en deux parties, une premiere descente sur un torseur intermédiaire puis une
seconde sur des torseurs quasi-versels mais non versels. En effet, les variétés considérées dans la premiere
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partie de cet article ne sont pas déployées, on s’attend par conséquent a ce que les torseurs utilisés soient
différents des torseurs versels. Le passage successif du nombre de points rationnels de hauteur bornée a des
sommes de type

SX)= > ruFx) (5.23)

xE€Z2NR(X)
pour
R(X)={x e R?|||x]|loo < X, F(x)>0}

puis & des sommes de type

SX)= Y ra(Fx)ra(Fr(x)

x€EZ2NR(X)

avec la notation (2.9) correspond & deux descentes successives. La premiere descente est une descente de la
surface de Chatelet généralisée sur un torseur intermédiaire 75, C A5 d’équation

y? —az® = t*F(u,v)
avec (y,z,t) # (0,0,0) et (u,v) # (0,0). Pieropan a alors établi dans sa these [Piel5] qu’il s’agissait

d’un torseur quasi-versel de type A : Pic(S) < Pic(S). La deuxieéme descente effectuée lest de ce torseur
intermédiaire 7gp1 sur des variétés d’équations

F;(u,v) = d;(s? — at?), (t=1,...,7) (5.24)

La majeure partie de la vérification de la conjecture de Peyre de [Des16b| a donc été d’établir que ces
variétés sont en réalité des torseurs quasi-versels d’un certain type et non des torseurs versels. De maniere
analogue, on peut constater que parmi toutes les démonstrations du principe de Manin, le seul cas ou une
descente est utilisée sur les torseurs versels est le cas scindé, auquel cas les torseurs décrits dans cette section
coincident avec les torseurs versels. Dans tous les autres cas, on effectue une descente sur d’autres torseurs.
Dans la plupart des cas, comprendre la géométrie derriere le probleme de comptage et les torseurs ne se
révele pas indispensable pour vérifier la conjecture de Peyre (méme si la vérification de la constante peut se
réexprimer en ces termes malgré tout) sauf dans le cas scindé (pour lequel il est établi dans [BBP12] que les
variétés (5.23) sont des torseurs versels), le cas ot F' est un produit de deux formes linéaires par un facteur
quadratique (qui est traité dans [Des16b]) et le cas out F' est un produit de deux facteurs quadratiques (ou
la vérification de la constante est complétée dans cet article en section 5.2). On décrit dans cette section les
torseurs quasi-versels de type Pic(Sa’ FXQ Spec(Q(\/ﬁ))), établissant ainsi que toutes les démonstrations du
principe de Manin pour les surfaces de Chatelet ont été réalisées a l'aide d’une descente sur ces torseurs et
complétant ainsi la démonstration de la vérification de la constante de Peyre dans le cas Q1Qz. On donne
aussi une expression de la constante qui permet de simplifier la vérification de la constante de Peyre dans
de futurs travaux sur les surfaces S, .

5.1. Description de Pic(SQ(\/a)). — Pour tout ¢ € {1,...,r}, on note [Dzik} = [D;i,ldﬁk] et
’ =1
Pic(Sq(ya)) = Pic(Sa.r Xq Spec(Q(v/a))).

Proposition 5.1. — On a

S

Pic(Sq(ym) = [EY] Z@ @ (k | D% ] z) o ([Df] + [DPr]) 2.

i=1 =1

En particulier, le rang de Pic(SQ(ﬁ)) vaut r + 2.
Démonstration— On a que Pic(Sq(/a)) = (Pic(S..r))® pour g = Gal(Q/Q(v/a)). Soit
D] =a[Et] + f: a; [DF] + f[Dy] € (Pic(36)>g
i=1
On utilise alors le fait que [ET] est invariant par g et que le groupe g agit transitivement sur les racines de

chaque F;. En particulier, pour tout i € {2,...,r} et tous k # ¢ € {1,...,d;}, il existe g; x¢ € g tel que
Gi k.0 ({D:FkD = [D;re]. On a alors, puisque [Dﬂ est invariant par g; i ¢ 1'égalité

oike([D]) = [D]
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qui entraine que a;, = a;¢. De la méme facon, dans le cas ¢ = 1, pour k € {2,...,d1}, il existe g; € g tel
que gi ([DY]) = [D;] si bien que g ([D7]) = [D;]. On a alors

qui entraine que a; — f = ax. On en déduit que

r d;
[D] =a [E*] + Zai lz DZ‘,C
k=1

i=1

+/([Dr]+[Dr]).

avec a; = ayi 4, pour 1 <i < r. Cela permet de conclure la démonstration. OJ

Remarque— On peut prendre, comme cela est fait dans [Des16b], [Dl_] comme générateur a la place
de [Dﬂ + [D;] dans le cas ot F posséde un facteur linéaire que l’on peut supposer étant égal a Fy. Cela
peut permettre de simplifier certains calculs.

On considere alors Iinjection A : Pic(Sq(/z)) < Pic(Sa,r) et on décrit les torseurs de type A pour S, p.
Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 5.1. — Supposons que a € Zg soit sans facteur carré et que le nombre de classes de Q(v/a)
soit égal a 1. 1l existe alors un ensemble fini J indexant des classes d’isomorphie de torseurs de type A
possédant un point rationnel, et pour tout j € J il existe un torseur mj : Tj — Sq.r de type A tels que

Sar(Q) = | | 7 (T;(2))
jeJ
et
Sar (AQ)™ = | | 7, (T; (Aq)).

jeJ

Ces torseurs peuvent étre décrits explicitement. Par ailleurs, pour T un torseur de type X, il existe une
variété X tel que T = X x A2 et telle que le complémentaire de lorigine X° de X soit isomorphe d
Uintersection compléte de A?QH'Z ~ {0} donnée par les équations

Fi(u,v) = ni(s? —at?), (1<i<r)

pour (ni,...,n,) vérifiant nqy ---n, = y2 —az? pour deux entiers y et z.
En particulier, les torseurs utilisés dans les différentes preuves du principe de Manin pour a = —1 sont
des torseurs de type Pic(Sq())-

Le reste de cette section est consacrée a la démonstration de ce théoreme.
Suivant la démonstration de [DP14, proposition 5.8], un anneau de Cox R’ de type A est donné par
I’anneau des invariants sous le groupe de Galois G de

@ R7n’
meT

oll R a été défini (4.2), T est le tore dual de Pic(Sq(/g)) et Ry correspond aux éléments homogenes de
degré m de R. Supposons m € Pic(SQ(\/a)) donné par

r d;
m = ag [E‘”'] + Zai lz Djk

i=1 k=1

+ Q41 [Df + D;}

avec a; € Z. Pour déterminer R,,, on cherche a résoudre le systéme linéaire donné par

n T d;
et ET +eg B+ (ef Df + e;D;)] =ao [E]+> a {Z D} | +arpr [Df + D1 ],
k=1

j=1 i=1
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+ S

ou les e]

. Gréce aux relations (2.7) et (2.8), ce dernier est équivalent &

aozeg—&—ea
e et —em = metet, —e
ap =eg tejy—e = =¢€ tejy —e gy
o=t - =+ -
G =€y teyq —€y=-"=€ +e, —€y
=+ - =+ -
r =€y te€ 1 =€ ="=€ +€ 5 —€ g4
_ n, — n —
Gr41 = —5€9 + ZZ‘=1 €;

Ce systeme est résoluble si, et seulement si,

T et —...=et e
€11~ €11 = =14 ~ €14,

+ — _ o+ -
€21~ €21 =€d, ~ €24,

Il s’ensuit que R’ est isomorphe au sous-anneau de R engendré par les variables

noi:ZOi; =227 (1<i<n) ;n;':Z;f1~~Z;:dj (1<j<r);

W= 2, (15

vérifiant les relations suivantes (d’apres (4.16))

Aj,k'ﬂé + Ak,lnj + Aé,jnk =0 (I1<j<k<t<n) (5.25)
ainsi que
H Njk = 77;"77]-_ (1<igr). (5.26)
On notera
77] U H mik (1<i<r)
et
Pjre=Dkme +Apemy +Dggme (1< <k<l<n).
On notera également 7;1,...,7;4, les variables n; correspondant au facteur irréductible F;. On remarque
que les équations ¢; pour 1 <4 < r sont invariantes sous I’action du groupe de Galois G. On pose alors
Zr+zZy Zy -7y
Xg=20 T2 o y =%~ %0
2 2v/a
ainsi que
+ - + -
1 +n; n; Uh .
Xj:% et Y, = 32\/&3 (1<j<r) (5.27)
et pour tout 1 < i < r les variables
d;
> Binik
Xio=" — o0<r<di—1. (5.28)
2d;
On constate alors que les variables (X, ...,X,) sont G-invariantes et que si I'on écrit les relations (5.27) et
(5.28) sous la forme
X1,1 m,1

Xip2 m,2
) M .
Xr,dr nr,dT
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alors det(M) # 0 si bien que cela implique que l'on puisse exprimer les 7; en termes des X. On notera
1n; = f:(X) avec f; un polynome de degré 1 a coefficients dans Q pour tout 1 < @ < r tels que I'application
fi = m; soit équivariante si bien qu’on obtient que la Q-algebre

R}\ = Q[X07 e 7X7“7Y07 cee 7YT7X17 e 7X7"]/ (pj,k,b(gi) 1< (529)

avec

¢i(X07 s 7X7'7Y07 s 7}/7'7X17 “ee 7XT') = ¢1(X7, =+ \/a)/la fl(X)7 RN fn(X)) (1 < 1 < T)
est un anneau de Cox pour S, p sur Q de type A, ou l'idéal est en réalité défini sur Q puisque Galois

invariant. On peut alors utiliser les équations Pj, pour éliminer chacune des variables X excepté deux
d’entre elles, que I'on notera T3 et T5 et on posera

fi(X) = fi(Th, T»)

pour fl un polyndme de degré 1 & coefficients dans Q pour tout 1 < i < r tels que I'application f; — n; soit
équivariante. On peut ainsi obtenir que

Ry =Q[Xo,..., X, Yo,...,Y, Ty, Th]/ (qﬁL) (5.30)

1<igr

{ Pie(Xoy o, Xo, Yo, oo, Vi, Xay oo, X)) = Pt (A1(X), o, fu(X) (1<j<k<l<n)

avec
6i(Xoy ..oy Xo, Yo, .., Y, Th, To) = (X £VaYy, 1(Th,T3), .. ., fo(T1,T2)) (1<i<r).

Cela est fait en détails dans la suite dans le cas ou F' est de degré 4 et se factorise sous la forme Q1Q2

avec (01, Q2 deux formes quadratiques non proportionnelles. On peut noter que 1’on retrouve le résultat de

[Des16b] dans le cas de factorisation Lj Lo@Q.

Le lemme suivant explicite le groupe de cohomologie H'(Q, Pic (SQ( \/5)))

Lemme 5.1. — On a lisomorphisme
HY(Q, Pic(Sq(ya))) = H' (Q,Pic(S,.r)) -

Démonstration— Le point clé concernant les torseurs de type A est que I'action du groupe Gal(Q/Q(v/a))
est triviale si bien que

H' (Gal (Q/Q(Va)) , Pic(Sa,r xq Spec(Q(va))) = {0}.
Ainsi, la suite exacte de restriction-inflation
0 — H' (G,Pic(Sq(ya))) — H'(Q, Pic(Sq( a)) — H' (Q(Va), Pic(Sq(ya))) (5.31)
avec G = Gal (Q(v/a)/Q) fournit I'isomorphisme
H'(Q,Pic(Sq a)) = H' (G, Pic(Sq(/a)) -

Puisque le groupe G est cyclique d’ordre 2 engendré par la conjugaison dans Q(/a), notée o, le groupe de
cohomologie

H' (G, Pic(Sq(ya))
coincide avec ’homologie du complexe

~ Id+o . Id—o .
T —— PIC(SQ(\/E)) —_— PIC(SQ(\/E))

Autrement dit,
H' (G, Pic(Sq(vay)) = Ker(o + Id)/Im(Id — o).

On obtient aisément le fait que Ker(c + Id) est donné par les éléments

T d;
) [E+} + Zl‘i lz Dj,_k

i=1 k=1

tels que
o = 0

r (5.32)
Z diz; +2x,41 = 0.

i=1
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Deux cas se dégagent alors. Supposons dans un premier temps que tous les d; soient pairs auquel cas les
équations (5.32) se réécrivent
o = 0

r
d
Z Elxl + 241 =0
=1

si bien qu’on obtient aisément que les éléments

[ZD ]—D++D] (1<i<r)

forment une base de Ker(o + Id). S’il existe au moins un d; impair, par exemple d; = 2d} + 1, alors en
posant t = x,11 + djx1, on obtient que les équations (5.32) sont équivalentes &

(EOZO
" d;
351:*25% 2t =0
=2
/ - d;
Try1 = dl Z Eml + dlt.
=2

Cela entraine alors immédiatement qu'une Z-base de Ker(o + Id) est fournie dans ce cas par

ZD ZD

pour 2 <i<r. D autre part, Im(Id — o) est engendrée par

Z[ZD ]—D*+D1 [ZD ]— [Df +Dy]  (a<i<r).

+dyd; [DY + Dy ],

+d [DY +D7], —d; lZD

i=1

Commengons alors par le cas ou tous les d; sont pairs. Dans ce cas, puisque

Z([ZD ]_ D} + ;] );52[217 ]_ DF 4 D7

i=1 i=1 Lk=1

le groupe H'(Q, Pic(Sq(,/a))) est engendré par 7 — 1 éléments d’ordre 2 et par conséquent

. ~ r—1
HY(Q,Pic(Sq(ya)) = (Z/22)" .
Dans le cas ou d; est impair, puisqu’on a

d
—d; [Z D, |+ Z D},
= —d; [Z Dy,
k=1 k=1

f(elgel]
2( [Zplk]—dl[gw J)m(Z[ZD ]— e ]>

i=1

+dyd; [Df + Dy]

R

+d;

et que

<

+ dy

il s’ensuit que le groupe H'(Q, Pic(SQ( ﬁ))) est engendré par r — 2 éléments d’ordre 2 et par conséquent

HY(Q, Pic(Sq(a)) = (2/22)" 2.
On conclut alors grace a la Proposition 2.3.1. ]
On est désormais en mesure de décrire tous les anneaux de Cox de S, 7 de type A. On s’inspire ici des deux

démonstrations de [DP14, propositions 5.6-5.7]. On rappelle que T le tore dont le groupe des caractéres est
donné par Pic(Sq( /). Tout élément de H'(Q,T) est représenté par un cocycle ¢ : Gal (Q(v/a)/Q) — T,
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lui-méme déterminé par l'image ¢, € Homgz (T, Q(y/a)*) de la conjugaison dans Q(/a).

On sait que, pour tout anneau de Cox R} pour S, ¢ de type A, il existe un cocycle ¢ : Gal (Q(v/a)/Q) — T
tel que R) soit un twist de Ry défini en (5.29). D’apres [DP14, proposition 3.7], Paction de la conjugaison
dans Q(y/a) sur Ry est la suivante:

o(Zy) = co ([EV]) Zf
et
d;
o(n;) =co ([Z DIkD ni: o) =co ([Df + D7) mi-
k=1
On introduit alors 1 = ¢, ([Dﬂ ) En prenant les nouvelles variables suivantes, invariantes sous 'action du
groupe de Galois Gal (Q(+1/a)/Q)

o (ENZ 425 (B2 -2
0= 2 i 0 — 2\/& 9

di - d; _

(St o e l(staon)r

X = et Y, =
2 2\/a

et pour tout 1 < i < r les variables

/N
/N
Z

d;
Z Berini.k
k=1

2d;

on obtient que R/ est isomorphe & la Q-algebre

Xip = 0<l<d; -1,

~ ~\G
RI)\ = Q[X()a e aXTa}/Oa .. 'aYMXh e aXT]/ (P]’(ik7€7¢§) 1<j<k<t<n
1<i<r

(5.33)

avec

J

P‘ik’g:TlXPj,k,Z (1<]</€<€<7’L)
os=rfix¢; (1<i<r) :

En particulier, on a

d;
¢F = H Tk — Ty
k=1
et
d;
k=1

On peut alors obtenir explicitement R/, en raisonnant comme pour Ry. Cela est fait en détails I'exemple Q1 Q2
dans la suite. On peut noter que l'on retrouve le résultat de [Des16b] dans le cas L1L2Q.
En utilisant (2.7), on constate alors que la quantité

d; di
gy =rfcs <l—ZDZ+k]> = ¢ <di [Df] - Z {Djk}>
k=1 k=1

est invariante par conjugaison si bien que cette quantité est un nombre rationnel. En écrivant n; = n;/ ng"’,
on obtient que R/ est isomorphe & la Q-algebre

- ~\G
Ry = QIXo, o, X Yoo Yo X X0 (PR @) e,

1<i<r
avec
P;,lk,é =7ring X Pj,k)g (1 <Jj<k< < n)
{¢?:r‘fingix¢i (1<igr) ’

En particulier, on a

d;

o} = 107Nk — Tfing‘m*m’ ou Tf‘nginfm’ = nz(XZQ - GY?)'
k=1
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Puisque les conditions de cocycle s’écrivent

co ([E¥]) o (e ([E7])) =1 et Co<[§Dh]>0<%<[105k]>>:17

les relations (5.27) et (5.28) fournissent
Hni = nycey (n [Dﬂ - lz Dg])
i=1 k=1

(0500 (20«0 +20)])

si bien que []_, n; est bien de la forme y? —az? pour deux entiers y et z. On peut établir plus précisément, en
suivant [DP14, proposition 5.7] qu’étant donné (nq,...,n,) € Q*, il existe un cocycle ¢ : Gal (Q(1/a)/Q) —
T si, et seulement si, le produit [];_, n; est de cette forme.

De fagon analogue au Lemme 4.1, on voit que pour n € Z" tel que [[!_; n; soit de la forme y? — az? pour
deux entiers y et z, le sous-ensemble constructible 7, de

Ag+4 = Spec (Q[XOa cee 7XT3YEJa . 'aY;"aThTZ])

défini par 'idéal (q@z> donné par (5.30) et les inégalités

1<i<r
Vi %] € [[OvT]]47 ((XzaYz)v (X]aY])) 7& ((070)3 (070))
et
Vi# i, (fi(T1,T2), f;(T1,T2)) # (0,0)

est un torseur de type A au-dessus de S, r. Pour toute extension finie k de Q et pour tout ((zi,¥:),X1, - .-, Xr)ocic,
dans Ty (k), a aide de

1
U=A (barinom — birinons) (5.34)
12
et
v =5 (maerinonz + arrinens) (5.35)
12

(qui sont bien dans k car invariants par le groupe de Galois), on peut définir comme en section précédente
un morphisme m, : Tn — S, p. Grace aux relations (5.26), on a

Li(u,v) = rinomn;
si bien que
Fi(u,v) = ni(X? — a¥?).
Lorsque n est de la forme
Vie[l,r], n;=emy

pour un certain (e,m) € ¥ x M, on note Tn = Tm,e €t Tn = Tm,e. On peut alors montrer comme lors de la
démonstration du Lemme 4.1 qu’on a 1’égalité

Sa,r(Q) = |_| Tm,e (Tm,e(Z)) - (5.36)

(e,;m)EXXM
De plus, on a

(t,u,v, 3, 24) € Z°, (t,u,v) = (x3,24) = 1
t> 0,25 — axi = t*F(u,v),

Tm,e (Tm,e(Z)) = [tu2 Stuv : tv? s x4] € Pa g Fi(u,v) >0

Vp(Fi(u,v)) — pi = 0 (mod 2)
Fz-(u7 U) € emi&

(5.37)
(t,u,v, 3, 4) € Z°, (t,u,v) = (3, 24) = 1
t> 0,25 — azi = t*F(u,v),

|_| [tu” : tuv : tv” : x5 : 4] € PG eiFi(—u,—v) >0
vp(Fi(u,v)) — s = 0 (mod 2)
Fi(—u,—v) € e;mi€
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lorsqu’il existe un facteur irréductible de degré impair de F' et sinon, on a

(ta u,v, T3, 174) € Zs? (tv u, 'U) = (.1'3, £E4) =1
t> 0,25 — azxi = t*F(u,v),
Tm,e (Tm,e(Z)) = [tu2 Stuv : tv? s x4] € Pa g Fi(u,v) >0 . (5.38)
Vp(Fi(u,v)) — pi = 0 (mod 2)
.FZ‘(U,7 U) € eimi&

A nouveau de la méme fagon qu’en section précédente, on montre, en notant X, le sous-schéma de Ag+4

défini par l'idéal (gﬁl) , que T, est égal au produit X, x A(QQ. Si XS le complémentaire de origine
1<i<r

dans X}, on a alors un isomorphisme entre 'intersection complete V de Ag“ ~ {0} donnée par les équations
Fy(u,v) = ny(X? — aY?).

En effet, le morphisme X — V est donné par (5.34) et (5.35) tandis que le morphisme réciproque est donné
par 7; x = L;(u,v). On retrouve ainsi une variété de la forme (5.24) et il s’agit donc bel et bien des torseurs
utilisés dans les preuves du principe de Manin lorsque ¢ = —1 dans [BBP12], [BB12], [BT13] et [Des16b].

On donne alors deux derniers lemmes qui permettent d’exprimer la constante conjecturée par Peyre de
maniere adéquate a notre traitement du probleme de comptage.

Lemme 5.2. — On o 1IY(Q,T) = {0} ot

I1Y(Q, T) = Ker (HI(Q,T) — H'(R,T) HHl(Qp,T)) .

p

Démonstration— La démonstration est identique & celle de [Des16b). O
Lemme 5.3. — On a légalité
Br(S
Sor (80" = || Tme(Tme(Aq)),
(m,e)eM XX

ot Aq désigne 'anneau des adéles de Q.

Démonstration— La démonstration est & nouveau identique & [Des16b] une fois que 'on a précisé que,
dans le cas général, Pic(S,,r)/Pic(Sq(/a)) est engendré par les classes de {D;rk} pour i € {1,...,r} et
ke {l,...,d; — 1} et que la conjugaison agit sur Pic(S,, r)/Pic(Sq(/)) comme —Id, ce qui entraine

(Pie(Sr)/T)” = {0}.

Le Lemme 5.3 fournit

cs = a($)B(S) Y wit (e,m(Te.m(Aq)))

eED
meM

et on écrit
Wi (e m(Te.m(AQ))) = woo(e, m) [ [wy (e, m),
P
oll, en passant comme dans [BBP12] et [BB12] aux densités sur le torseur intermédiaire 75 défini par
léquation (4.14), 'on a pour tout nombre premier p I’égalité
t2F(u,v) = y? — az? (mod p™)

1
wp(sam) :ngr_{_looﬁ# (uavay7zat) € (Z/pﬁz)5 pj((u,v), pjf(y,z,t)
P 2|vp(Fi(u,v)) — pi
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5.2. Le cas des surfaces de Chatelet avec a = —1 et F' = Q1(Q)>. — Soient a = —1 et F = Q1@ pour
deux formes quadratiques non proportionnelles irréductibles sur Q(i). On notera A; le discriminant de Q;
pour ¢ € {1,2}. D’aprés ce qui précede, tout anneau de Cox de type A est isomorphe a une Q-algebre de la

forme G
+
(Q[TIO R 777'?:) My 77771]/ (P_;,lk,[a ¢?) léjl'il?<<§§4>
avec
ch,k,é = Aj7k7’1n0775 + Ak7g7’1n0’l7j + A&j’fjno’f]k (1 < j <k</t< 7?,)
ainsi que

J
=[] rinonjwe —ni (X7 +Y72) (1<i<r).

On a alors en posant les variables équivariantes suivantes
o ([ET) Zy + 24 o ([E*]) 28 — Zy
i Yo= . ;
2 29
co ([DY + D3 ])mi" +np ¢ ([Of +D3])m =y

Xo =

Xl = et Yl = - 5
2 24
_ o ([DF +Di])ng +my _ o ([Df+ D)3 —my
X2 = 5 et Y2 = % )
i
et pour tout 1 < 7 < 2 les variables équivariantes suivantes
nor1(m + 12) nor1(m — 12)

Tiqn = et Tjo=

2 2VA;

que tout anneau de Cox de type A est isomorphe a une Q-algebre de la forme

Q[Xo, X1, X2, Y0, Y1,Y5, T1 1, Th 2, 121, T 2]/ (T, 13, OT, &5)

avec
IR =2A15T51 + (Dos+ Doy) (Tig + VAITI2) + (Asy + Asy) (Th — VAT );
IR =2A1 0V AoTo 0 + (Ao — Do) (Thg + VAT ) + (Asy — Ayt) (Thg — VAT )
et 1
oY =ni (X7 — aY?) — X (D144 + A1 Bz + Ao uAs1 + A3183,) Ts
3.4
+ 2v/Ay (A1,4004 — A3 1A32) T 2T5 1
+ (A1 404 — AgAy 4 Az 0 — Aoy 4Ag 1 + A3 1A32) T22,1)
et 1
P8 =ns(X5 — aYy) — Ao ((Az2840 + A3 280 4+ AsolAy 3 + A1 3A1a) TT,
1,2
+ 2v/A1 (A390840 — Ay 3L 4) Ty oTh o
+ (A32A40 — A1A30A1 4 — A1 AL 9A1 34+ Aq 301 4) T12,1) .
En posant
1
A, (52(T1,2 + VAT 2) —bi(Th 2 — v A1711,2))
1
= A <b4(T2}2 + VAT 0) —b3(Ta o — v/ A2T2,2))
et

1
v = (02T12+\/ 1Th2)+ a1 (T2 — VA T12>

A12

1
A ( as(To o+ VAT ) +az(To 2 — VA T22>
34

on obtient alors, en notant X, le complémentaire de l'origine dans Ay, un isomorphisme entre & et
I'intersection complete de A% ~ {0} donnée par les équations

Qi(uvv) = nZ(XzQ - aYiQ)‘ (Z € {172})

On retrouve ainsi une variété de la forme (5.24) et il s’agit donc bel et bien des torseurs utilisés dans la preuve
du principe de Manin dans [BT13]. On peut alors traiter la constante de Peyre comme cela est fait dans
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[BT13] en remplagant toutes les occurrences de “torseurs versels” par “torseurs de type \”, wy (V(E,mB) (Q))
par wi (T(z,ms) (AqQ)) dans la formule (9.46) et en utilisant (5.38).

6. Appendice : Les entiers a tels que Q(y/a) soit de nombre de classes égal a4 1

On notera dans toute la suite K = Q(v/a), h et hj; respectivement le nombre de classes et le nombre
de classes restreint de K ainsi que € 'unité fondamentale et on supposera que hx = 1. On tire de la théorie
du genre de Gauss (voir par exemple [Has80]) que le 2-rang du groupe de classes restreint est donné par
le nombre de facteurs premiers distincts du discriminant fondamental de K diminué de un. De plus, on
a hf{ € {1,2} et h;r( = 1 si, et seulement si, la norme de I'unité fondamentale vaut —1. On a alors deux
possibilités, le lemme suivant décrivant la premiere.

Lemme 6.1. — Soit a € Z ~ {0} sans facteur carré tel que K = Q(y/a) soit de nombre de classes et de
nombre de classes restreint égaux 1. Alors ces hypothéses sont équivalentes au fait que a soit un mombre
premier congrus & 1 modulo 4 et que le nombre de classe de Q(y/a) vaille 1 ou alors a = 2. Dans tous les
cas, l’équation v® — ay® = —1 admet une solution avec (x,y) € Z*. Ainsi, pour tout n € Z ~ {0}, I’équation

2?2 — ay?® = n est résoluble si, et seulement si, vy(|n|) = 0(mod 2) pour tout nombre premier p tel que

Démonstration— On sait d’apres la théorie du genre de Gauss que le cardinal de le 2-rang du groupe de classe
restreint est donné par le nombre de facteurs premiers distincts du discriminant fondamental de K diminué
de un. On en déduit que a est nécessairement un nombre premier.

Réciproquement, pour tout nombre premier p = 1(mod 4) tel que le nombre de classe de Q(,/p) soit
égal a 1, on sait que dans ce cas, la norme de I'unité fondamentale vaut —1. On peut notamment extraire
I'argument suivant de [FK10]. On note D un discriminant fondamental de Q(,/p). On a alors

{ hj; = 2hk si Nijqle) =1
h}} = hK si NK/Q(E) =—1.

Le fait que a soit un nombre premier implique par le méme argument que ci-dessus que h; est impair si
bien que nécessairement hj; = hi et Ny /q(e) = —1.

Considérons a présent a un nombre premier p congru a 1 modulo 4 tel que K soit de nombre de classe 1.
On a alors O =7 {#} et I'unité fondamentale € = w avec u et t deux entiers de méme parité, qui
est de norme —1. Commengons par considérer le cas p = 1 (mod 8). La démonstration suivante, tirée de
[FJ13], permet d’établir que dans ce cas u = t = 0 (mod 2) et ainsi 'équation 22 — py?> = —1 admet bien
des solutions avec x et y entiers. En effet, du fait que ¢ soit de norme —1, on tire I’équation

u? —pt? = —4

et une inspection des carrés modulos 8 fournit alors qu’on a nécessairement (u2,t?) = (4,0) (mod 8) ou
(u?,t2) = (0,4) (mod 8), ce qui permet de conclure. Supposons alors & présent que p = 5 (mod 8) et que u et
t soient impairs (dans le cas contraire, il n’y a rien & faire). Dans ce cas, on va établir que €* est dans Z[,/p]
et puisque Ng/q (€®) = —1, cela permettra de conclure. Un rapide calcul fournit alors

5 u(u® + 3pt?) + t/p(3u? + pt?)
g =
8

On a alors aisément que
u? + 3pt? = 3u? + pt? = 0 (mod 8)
lorsque p = 5 (mod 8). 0

Dans le cas contraire, on a hy = 1 et h}} = 2. On sait alors d’apres ce qui précede que a est soit
un nombre premier congru a 3 modulo 4, soit un produit de deux nombres premiers impairs de méme résidu
modulo 4 soit de la forme 2p avec p un nombre premier impair. Dans tous les cas on démontre alors le
résultat suivant.

Lemme 6.2. — Soient a € Z~{0} sans facteur carré tel que K = Q(y/a) soit de nombre de classes égal a 1
et de nombre de classes restreint égal & 2 ainsi que m € Z~{0} tel que vp(Jm|) = 0 (mod 2) pour tout nombre

2 2

premier p tel que (%) = —1. Alors exactement une des deux équations m = 2% — ay? ou —m = x2 — ay?

admet des solutions avec (z,y) € Z>.
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Démonstration—Soit m € Z~{0} tel que v,(Jm|) = 0 (mod 2) pour tout nombre premier p tel que <5> =-1.

Ces conditions assurent qu’il existe un idéal de Ok de norme |m| et puisque hx = 1, il existe un élément de
norme m ou —m. Ainsi, 'une des deux équations m = x% — ay® ou —m = 2% — ay?® admet des solutions avec
(z,y) € Z°.

Pour montrer qu’elles n’admettent pas toutes les deux de solutions, on fait appel a la proposition 5.11
de [XW13]. Avec les notations de [ XW13], il suffit de montrer que ¢;¢—,, = 0. Or, puisque hx = 1
et h;} = 2, le groupe de Galois du corps de Hilbert restreint sur K est isomorphe & Z/2Z et ainsi tout
automorphisme de ce groupe de Galois au carré est égal a l'identité. Cette propriété ajoutée a la remarque
qui suit la démonstration de la proposition 5.11 de [XW13] permet aisément d’obtenir, avec les notations
de [XW13], que, sous nos hypotheses

CmCom = H (e; +1)+ H QS(UPi)ti H (e;i + 1)¢(O’m)ei

Pi€Q1 p; €P(D) Pi€EQ1
x| ITI i+ =TI o)™ T (e + Do)
Pi€Q1 p.€P(D) Pi€Q1
= H (ei +1)? H $(0p,)*" H (ei +1)%¢(0p,)* =0
Pi€Q1 pi€P(D) Pi€Q1
ou ¢ est un générateur du groupe des caracteres du groupe de Galois du corps de Hilbert restreint sur K.
Cela permet de conclure la démonstration. O
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