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Itération de pliages de quadrilateres

Yves Benoist & Dominique Hulin

ABSTRACT Iteration of quadrilateral foldings

Starting with a quadrilateral gy = (A;, Ay, A3, A4) of R?, one constructs
a sequence of quadrilaterals ¢, = (A4ny1,-- ., Aanya) by iteration of foldings :
dn = 4 0 3 0 Y2 0 @1(¢u—1) where the folding ¢; replaces the vertex number
J by its symmetric with respect to the opposite diagonal (see figure 1).

We study the dynamical behavior of this sequence. In particular, we prove
that :
- The drift v := lim 1g, exists.

n—oom

- When none of the ¢, is isometric to qq, then the drift v is zero if and only if
one has maxa; + mina; < %Eaj where a4, ..., a4 are the sidelengths of ¢q.
- For Lebesgue almost all gy the sequence (¢, — nv),>1 is dense on a bounded
analytic curve with a center or an axis of symmetry. However, for Baire generic
qo, the sequence (g, — nv),>; is unbounded (see figures 2 to 7).

Introduction

1.1 Pliage cyclique

A chaque quadrilatere gy = (A1, Ay, A3, A4) du plan euclidien R? ~ C, on peut associer

d’autres quadrilateres obtenus par pliage le long d’une diagonale. Ainsi, pour j =1, ...

le quadrilatere ¢;(qgo) est obtenu & partir de ¢y en remplacant le sommet A; par son

symétrique sa;(A;) par rapport a la diagonale A; joignant les deux voisins de A;.

Partons du quadrilatere gy et considérons la suite ¢, de quadrilateres obtenue en pliant
de facon cyclique les sommets numéros 1, 2, 3, 4. Autrement dit, on pose ¢ = @,0p30p2001
et, pour n € Z, on pose ¢, := ¢"(qo). Nous voulons décrire le comportement dynamique
de cette suite g,. On notera g, = (A4n+1, Aant2, Aants, Aanta). Onadonc As = s4,4,(A1)

puis Ag = Sa,a,(A2), etc (voir figure 1).
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Figure 1: Le pliage cyclique du quadrilatere ¢o = (0, 10,7 + 54, 3 + 67).

Remarquons tout d’abord que la longueur des cotés a; = A As, as = A Az, a3 = A3zA,
et ay, = A4 A est préservée par le pliage et donc que la suite ¢, de quadrilateres ne s’écrase
pas sur un point... contrairement a ce que pourrait laisser croire la terminologie “itération
de pliages”. Cette suite ¢, est particulierement simple a étudier lorsque ¢y est de type
k-périodique, c’est-a-dire lorsque (¢4 0 ¢3)*(go) = ¢o- Le quadrilatére g, est alors 'image
de ¢y par une isométrie de R%. Selon que cette isométrie a un point fixe ou non, la suite
q, reste bornée ou tend vers l'infini.

A la suite d’expérimentations numériques sur les quadrilateres isocéles, ¢’est-a-dire ceux
tels que a; = a3, K.Charter et T.Rogers ont remarqué que, lorsqu’elle est bornée, la suite
des sommets de q, semble étre dense sur une courbe présentant a la fois une réqularité,
une symétrie mais aussi une diversité et une esthétique tout a fait remarquables. Ils
conjecturent aussi un critere qui permet de savoir, pour un quadrilatére isocéle qy de
type non périodique, si la suite g, est bornée. Ce critére est as + as < p ou p est le
demi-périmétre du quadrilatére (voir [4] p.222).

Le but de ce texte est de démontrer la validité des phénomenes empiriques décrits ci-
dessus et de donner une réponse a cette conjecture (corollaires 1.4, 1.6 et 5.4). Nous
verrons que cette conjecture est presque siirement vraie au sens de Lebesgue, qu’elle est
vraie lorsque les sommets de qq sont algébriques, mais qu’elle est génériquement fausse au
sens de Baire ! Nous verrons aussi que ces énoncés se généralisent a tous les quadrilateres
qu’ils soient isoceles ou non. Ce que ’on peut voir dans les figures 2 a 7 dans lesquelles

qa, 98, qE, qr sont isoceles et gc, qp, gq, gy ne le sont pas.

Ces résultats ont été annoncés dans [1].
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1.2 Principaux résultats

Décrivons maintenant de maniere plus précise les principaux résultats que nous mon-
trerons. Notons toujours gy un quadrilatére dont les cotés ont pour longueur aq, ..., as.
Nous supposerons que (a1, as) 7 (a4, a3) et que (a1, as) # (az, az) de sorte que la suite g,
des quadrilateres obtenue par pliage cyclique est bien définie.

La proposition suivante affirme ’existence d’une dérive pour le pliage cyclique.

Proposition 1.1 Soit g, la suite des quadrilatéres obtenue par pliage cyclique a partir
d’un quadrilatére qo. Alors, la limite v(qo) := nh_}rgo Zqy eiste.

Par construction, la dérive v(gy) est un quadrilatére dont les quatre sommets sont
confondus, et s’identifie donc & un vecteur de R?. Voici un critére d’annulation de cette
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Figure 2: La suite (Ay)n<150 pour des quadrilateres de type NC:
ga = (10,3 + 4i,7 + 4i,0), g5 = (10,4 + 23,6 + 2i,0),
gc = (0,30,8 + 34,17 + 3i) et gp = (0,10,3 + 44, —3).

La suite (A,)n>0 est bornée.

(1)

dérive. On note M le plus grand coté, m le plus petit coté et p le demi-périmetre de qo,

soit :
i =1 .
1. a; et p:=3 E aj; -

Mﬁ:f?%“j , M= 1m
=I= ! 1<j<4

Théoréme 1.2 On suppose qq de type non périodique. Alors on a ’équivalence :

v(g) =0<= M+m<p.
Définition 1.3 Un quadrilatére qy est de type NC si M +m < p et de type C sinon.

Remarques - Pour un quadrilatére de type périodique, la nullité de v(gy) équivaut au

fait que la suite g, est bornée.
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Figure 3: La suite (A,)n<150 pour des quadrilateres de type C:
g = (10,6 + 4,4+ 4,0) , qr = (104, 3 + 4i, —3 + 6i,0),
g6 = (0,10,5 + 2, —1 + 2i) et qur = (0,10,6 + 4i, 4 — 3i).
La suite (A,)n>0 dérive & vitesse constante v(go) vers I'infini.

- Pour un quadrilatere isocele, la condition M + m < p équivaut au critere de Charter et
Rogers ay + a4 < p.

- Géométriquement, cette condition “gg de type C” signifie que ’on peut déformer con-
tiniiment le quadrilatére gy en une image miroir o(gg) sans changer la longueur des cotés
et sans passer par un quadrilatére plat (lemme 4.1).

- Tous les quadrilatéres de période stricte 2k sont de type NC et vérifient v(g) = 0 ;
d’autre part, parmi les quadrilateres de type n-périodique et de type C, presque tous
vérifient v(qo) # 0 (proposition 4.14).

- Malheureusement, il existe des quadrilateéres de type (4k + 2)-périodiques et de type NC
tels que v(gg) # 0 et il existe aussi des quadrilatéres de type 4k-périodique et de type C
tels que v(gy) = 0 (proposition 4.15). Ces quadrilatéres peuvent étre choisis isoceles.

On en déduira le :

Corollaire 1.4 Soit qy un quadrilatére de type non périodique. La suite g, obtenue par
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Figure 4: La suite (Ay)n<2500 pour des quadrilatéres de type NC:
ga = (10,3 + 44,7 + 44,0), ¢gg = (10,4 + 24,6 + 21, 0),
go = (0,30,8 + 3i,17 + 3i) et gp = (0,10,3 + 4i,—3).
Chacun des 4 sommets de q4,, forme une suite qui est dense sur une courbe,
ces 4 courbes ayant un méme centre de symétrie.

pliage cyclique tend vers linfini si et seulement si qy est de type C.

La proposition suivante décrit le comportement du pliage cyclique par rapport a sa
dérive.

Proposition 1.5 a) Pour presque tout quadrilatére qo, la suite de quadrilatéres g, —
nv(qo) est dense sur une courbe analytique lisse bornée C.

b) Pour un ensemble générique de quadrilatéres qo, la suite de quadrilatéres ¢, — nv(qo)
n’est pas bornée.

c) Si la suite de quadrilatéres g, — nv(qy) est bornée, elle est soit convergente, soit
périodique, soit dense sur une courbe C de classe C°.

Remarques - Méme lorsque C C C* est analytique lisse, ses quatre projections dans C
ne sont pas toujours lisses.
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Figure 5: La suite (A, — % v(qo))n<2500 pour des quadrilateres de type C:
ge = (10,6 +i,4+14,0) , gr = (104,3 + 4i,—3 + 64, 0),
g = (0,10,5 + 2i, —1 + 2i) et gg = (0,10,6 + 44,4 — 30).
Chacun des 4 sommets de g, —nv(go) forme une suite qui est dense sur une courbe,
ces 4 courbes ayant un méme axe de symétrie parallele & la dérive v(qo).

- On sera dans le cas a) ou dans le cas b) selon les propriétés diophantiennes du nombre
de rotation p ci-dessous.

- Lorsque les sommets de ¢ sont algébriques sur QQ et que gy n’est pas de type périodique
(c’est le cas des huit quadrilatéres ga,...,qy des figures 2 a 7), on est dans le cas a)
(corollaire 5.5).

- La méme démonstration donnera un analogue de la proposition 1.5 pour les quadrilateres
isoceles (corollaire 5.4).

- Nous verrons que la courbe C admet un centre de symétrie lorsque ¢ est de type NC,
un axe de symétrie parallele & v(go) lorsque ¢o est de type C. Elle admet une symétrie
supplémentaire lorsque g est isocele (voir figures 4 & 7 et lemmes 5.10 et 5.12).

- La condition presque tout signifie que ’assertion est vraie en dehors d’un ensemble de
mesure de Lebesgue nulle.

- Ensemble générique signifie ensemble dont le complémentaire est inclus dans une réunion
dénombrable de fermés d’intérieur vide. Un tel ensemble est dense.

- Courbe C° signifie sous-variété de dimension 1 et de classe C°.
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Figure 6: Les suites (A,41—Ay) et (Anto—An)n<2000 pour des quadrilateres de type NC:
qa = (10,3 + 4i,7 + 4i,0), g = (10,4 + 2i,6 + 2i,0),
go = (0,30,8 4+ 3i,17 + 3i) et gp = (0,10,3 + 4i,—3).
Les premieres décrivent des cercles,
les deuxiemes des courbes algébriques ayant un centre de symétrie.

- Nous verrons que la courbe C de la proposition 1.5 | c’est-a-dire la courbe C des figures
4 et 5, n’est pas toujours de classe C' (lemme 5.9). Cela contraste avec le fait que les
courbes des figures 6 et 7 sont des courbes algébriques (lemme 3.3).

L’énoncé suivant complete le corollaire 1.4 pour les quadrilatéres de type NC.

Corollaire 1.6 a) Pour presque tout quadrilatére gy de type NC, la suite ¢, est dense sur
une courbe analytique bornée C.
b) Pour un ensemble générique de quadrilatéres gy de type NC, la suite g, n’est pas bornée.

¢) Si la suite g, est bornée, elle est soit convergente, soit périodique, soit dense sur une
courbe C de classe C°.

Remarques - Pour les quadrilatéres de type non périodique, le fait que la suite ¢, soit
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Figure 7: Les suites (A,+1—A,) et (Ant2—An)n<2000 pour des quadrilatéres de type C:
ge = (10,6 +i,4+14,0) , gr = (104,3 + 4i,—3 + 61,0),
ac = (0,10,5 + 2, —1 + 2i) et g = (0,10, 6 + 4,4 — 3).
Les premieres décrivent des arcs de demicercles, les deuxiemes des courbes algébriques.
L’axe de symétrie est donné par la dérive.

bornée ne dépend que des cotés ay, ..., as (lemme 5.8).

- Malheureusement, une telle assertion n’est pas toujours vraie pour les quadrilateres de
type périodique (corollaire 4.16).

- Lorsque la suite g, converge, le quadrilatere limite est plat.

Signalons pour finir, les travaux antérieurs sur ce sujet.

Dans I'article [4], K.Charter et T.Rogers montrent que, pour g isocele, le couple (2, yn)
formé des carrés des longueurs des diagonales de g, décrit une courbe cubique de R? et
que sur cette courbe elliptique réelle, la transformation o : (xo,%0) — (z2,y2) est une
translation. Ils en déduisent que la k-périodicité de ¢y ne dépend que des cotés aq, ..., as.

Dans [8], J.Esch et T.Rogers précisent cette analyse en calculant le nombre de rotation
Pqo de o. C’est une fonction analytique dont ils décrivent assez précisément le comporte-
ment.



1.3 Plan

Décrivons maintenant la structure de cet article.

On note a = (a1, as, a3, a4) et Q = Q, 'ensemble des quadrilateéres de cotés A; Ay = ay,
Ay Az = ao, A3A4 = ay et AsA; = as. On note Q Qa le quotient de () par le groupe des
translations et Q Qa le quotient de @ par le groupe des isométries positives de R%. De
facon concrete, on peut identifier Q a 'ensemble des quadrilateres de @ dont le premier
sommet est A; = (0,0), et Q a I’ensemble des quadrilateres de Q dont le deuxieme sommet
est AQ = (0, al).

Pour tout quadrilatere ¢ dans (), on note ¢ et ¢ ses images dans Q et Q Le quadrilatere
g est 'image de g par une translation qui rameéne le premier sommet de ¢ sur (0,0) et §
est I'image de ¢ par une rotation de centre (0,0) qui rameéne le deuxiéme sommet de ¢
sur (a1,0). On note ¢j,..;, = @j, © -+ o ;, de sorte que ¢ := pazan et g, = ¢"(qo). Pour
toute transformation ¢ de @ qui commute aux isométries de R?, par exemple ¢ = Gjrwios
on note v et ¢ les transformations de Q et ) induites par 1. On a donc

¥(d) = ¥(q) et P(d) = v(q) -

Pour étudier le systéme dynamique (Q, o), nous allons tout d’abord étudier les systémes
dynamiques (Q, P) et (Q, ¢). En effet 'espace @ est de dimension 4 et non compact,
tandis que les espaces () et Q sont compacts et de dimensions respectives 1 et 2. On
supposera, pour simplifier cette introduction, que ¢q est de type lisse, ¢’est-a-dire qu’aucun
quadrilatere de () n’est plat ou, ce qui est équivalent, que I’on a toujours a; tas+as+ays #
0.

1.3.1 La dynamique sur Q

Comme dans [4], la courbe Q est une courbe elliptique réelle et la transformation @9 =
(43 est une translation sur cette courbe elliptique. Il est remarquable que ce systeme
dynamique (Q, ($43) soit conjugué au systéme dynamique de Poncelet pour deux cercles
dont les centres sont a distance a := ajas, le cercle circonscrit ayant pour rayon R := asay
et le cercle inscrit ayant pour rayon r := 1|a?—a3+a3—a3| (lemme 3.2). Nous verrons qu’il
existe sur ) une fonction analytique ¢-invariante h (lemme 3.3). Nous en déduirons que,
lorsque ¢y n’est pas de type périodique, la suite ¢, = ¢™(go) s’équirépartit sur une courbe
Qdo de Q) en suivant une loi statistique it que nous déterminerons : cette courbe Q,;O est
une composante connexe d’un revétement & deux feuillets de Q et i est la probabilité
invariante sur Qdo- C’est le point clef qui nous permettra de démontrer la proposition 1.1.

1.3.2 La dynamique sur Q

Nous en déduirons la loi statistique y; des directions - (A4n+]+1—A4n+]) pourj=1,...,4
(lemmes 4.9 et 4.10).
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Lorsque ¢q est de type NC, le quadrilatere —g, est dans qu. Laloi i est alors symétrique
par rapport a l'origine et toutes les lois y; coincident (voir figure 6). Ceci prouvera que
la dérive v(go) est nulle (proposition 4.6).

Lorsque ¢q est de type C, notons jy le numéro du plus grand coté de ¢qo. Les directions
aij(A4n+j+1 — Aunj) sont alors toutes dans un méme demi-espace et les probabilités
coincident, sauf pour 7 = j, ou ces directions sont dans le demi-espace opposé et ou la
probabilité 11;, est la probabilité opposée (voir figure 7). A cause de I'inégalité triangulaire,
la dérive due au plus grand co6té n’arrivera pas a annuler la somme des dérives dues aux
trois autres cotés. Ce qui prouvera que la dérive v(qp) est non nulle. Nous donnerons une
formule pour v(gy) (proposition 4.12).

L’étude de la dynamique sur @ nous permettra donc de démontrer le théoréme 1.2, et
le corollaire 1.4.

1.3.3 La dynamique sur )

Supposons pour simplifier ¢y de type NC et de type non périodique. Nous avons vu que
I’action de ¢ sur la courbe qu est conjuguée a une rotation. On note p, son nombre de
rotation. Au dessus de cette courbe, le pliage cyclique ¢ est donc conjugué a un systeéme
dynamique ¢, sur R/Z x C donné par

gpa(.’L',v) = (JJ + Pa; UV + fa(x)) .

ou la fonction f, : R/Z — C est une fonction analytique explicite de moyenne nulle.
Lorsque p, a de bonnes propriétés diophantiennes, les orbites de ¢, sont denses sur des
courbes analytiques réelles. Lorsque p, n’a pas de bonnes propriétés diophantiennes, les
orbites de ¢, ne sont pas bornées (proposition 5.3).

Ceci nous permettra donc de démontrer la proposition 1.5.

2 Le théoréme de Poncelet

Nous rappelons dans cette partie le théoréeme de Poncelet (1820). Nous
esquisserons quatre démonstrations de ce théoreme. Ces démonstrations, bien
connues, seront pour nous un simple prétexte, une sorte de fil directeur pour
introduire, motiver et rendre plus naturels des notations et des lemmes qui
seront utilisés constamment dans les autres parties. Nous renvoyons le lecteur
a [3] pour une jolie analyse historique de ce théoréme.

2.1 La transformation de Poncelet

Commengons par rappeler le théoreme de Poncelet pour des cercles.

Soient a, R, r trois réels avec a et R non nuls. Identifions le plan euclidien R? avec C
et posons S' = {z € C / |z| = 1}. Nous appellerons courbe de Poncelet la courbe
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Fr=Fp" = {f = (t;,t) € S' xS' Ja(ty +t7Y) + R(ty + 171) = 2r}. (2)
Si on pose t; = €1 et t, = €2, cette équation s’écrit
acos 1+ RcosBy =1

Voici I'interprétation géométrique de cette courbe, lorsque 7 est aussi non nul. Notons
Cr, Dr les cercles Cg = {(z,y) € R* / 22 4+4? = R?}, Dg = {(z,y) € R? / (z+a)?+3% =
r?} et Dk Pensemble des droites tangentes & Dg. La courbe Fy s’identifie naturellement
a I’ensemble des configurations de Poncelet associées a Cg et Dg, c¢’est-a-dire

FR ~ {(ml,fl) S CR X Dﬁé / my € 61} .

Dans cette identification, on a m; = Rtity et la droite & est tangente a Dk au point

1 := —a + 1ty (voir figure 8).
o
m
2 ®

Figure 8: La transformation de Poncelet.

On appelle transformation de Poncelet la transformation ¢p : Fg — Fr donnée par
wr(m, &) = (mg, &) ol my = Rty /[ty est le deuxieéme point d’intersection de la droite &;
avec le cercle Cy et & est la deuxieme tangente au cercle Dy issue du point ms.

On note op : Fg — Fr : (t1,t2) = (t7%,t;") la symétrie par rapport a I’axe des centres.
On a bien slir op 0 Yp = g 0 op.

Remarques - Lorsque 7 = 0, on définit encore la courbe Fr a I’aide de la formule (2) et
on pose g (t1,ty) = (—t1, —t3"). L'étude des sections 2.1 & 2.4 sera encore valable dans
ce cas, si on suppose a # £ R. Cela présente peu d’intérét : en effet, ce cas est tres simple
car on a % = Id.

- Cette interprétation géométrique ne dépend que de |a|, |R| et |r|]. On peut donc
supposer que a, R et r sont positifs.
- La bijection F]{é’R’T — FH@“” : (t1,t2) > (to,11) échange pp et op o @p.

Théoréme 2.1 (Poncelet, 1820) Awvec ces notations. On suppose que les deux cercles
Cr et Dg ne sont pas tangents. Soit n > 1.

a) Si ¢ a un point fize f alors on a ¢} = 1. On dit alors que [ est n-périodique.

b) Siopowl a un point fize, alors on a % = op. On dit alors que f est n-semipériodique.

12



Lorsque f est périodique, on appelle période de f le plus petit entier n tel que f est
n-périodique; on dit que n est une période stricte de f si n est impair ou si n est pair et
J n’est pas F-semipériodique.

Lorsque f est semipériodique, on appelle semipériode de f le plus petit entier n tel que
f est n-semipériodique.

Exemples - Les configurations de période 2 sont données par r = 0.

- Les configurations de semipériode 2 sont données par R = *+a.

- Les configurations de période 3 sont données par R? — a? = +2rR (formule d’Euler).
- Les configurations de semipériode 3 sont données par R? — a? = +2ra...

Remarques - Bien siir le théoreme de Poncelet est valable dans un cadre plus général :
pour tout couple de coniques non dégénérées sur un corps de base de caractéristique
différente de 2 (voir [3]).

- Lorsque les deux cercles Cg et Dy sont tangents en un point m., avec tangente commune
€0, la configuration fu, := (Mg, £xo) est le seul point fixe de ¢ et de op o @'k.

- Les polynémes P, (a, R, ) dont ’annulation exprime la n-périodicité ont été calculés par
Cayley (voir [11]). On peut calculer de la méme facon les polynémes Q,(a, R,7) dont
I’annulation exprime la n-semipériodicité.

Les quatre démonstrations du théoreme de Poncelet que nous allons esquisser dans les
sections suivantes ne sont que des déguisements différents du méme concept : celui de
translation sur une courbe elliptique. Elles sont présentées dans 1’ordre inverse de I'ordre
chronologique de leur découverte.

2.2 La 1-forme invariante.

La premiere démonstration adopte un point de vue géométrie différentielle.

La courbe Fg est compacte, avec au plus un point singulier, le point f,,. Le lemme
élémentaire suivant décrit la topologie de Fr. Sa démonstration est laissée au lecteur.

Lemme 2.2 On suppose a, R,7 >0 etr <a+ R.
-SiR—r<a< R+r, Fr est homéomorphe a un cercle.
-Sia=R—1r oua=R+r, Fr est homéomorphe a un huit.
-Sia<R—roua>R+r, Fr est homéomorphe a deux cercles.

Définition 2.3 Nous dirons que Fgr (ou qu’une configuration f € Fgr) est de type C si
R—r<a<R+r et de type NC sinon. On parlera de type NCI st a < R —r et de type
NCII si a > R+ r (voir figure 9).

On note Fy la partie lisse de la courbe Fr. Autrement dit, on a F; = FgrsiatR+r # 0
et F, = Fr — {foo} sinon.

Notons ds la 1-forme sur F}, ds = ¢ %14

|p1—ma1]

de 212 La métrique |ds| définie par cette 1-forme a une signification géométrique tres
mi+a

ol € = +1 est le signe de la partie imaginaire
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B © e

type NCI type C type NCII

Figure 9: Trois configurations de Poncelet

simple : on a |ds| = %‘ptdi";l‘l‘. Si on choisit comme parametre local 'angle 6 = (8, + 32)/2,

cette 1-forme est donnée par la formule

gs = =Cdi 3)
V1 — k2sin%0

ou C est une constante et

2, dalt ()

(a + R)? — r?
Lemme 2.4 On suppose a, R,7 >0 etr <a+ R.
a) Lorsque Fy est de type NC, les composantes connexes de Fy sont échangées par op.
b) Lorsque Fy est de type NCI, elles sont aussi échangées par ¢ .
c)Lorsque Fy est de type NCII, elles sont préservées par ¢p.
d) La 1-forme ds est invariante par op et par pp.

Démonstration a), b) et ¢) Les vérifications sont laissées au lecteur.

d) Pour montrer 'invariance de ds par ¢ on remarquera que I’on a, avec les notations
de la figure 8,
\dml\ _ |dm2| _ |dm2|

|P1 —m1| B |p1 —m2| B |p2—m2|'

R|ds| =

Premiere démonstration du théoreme de Poncelet Par le lemme 2.4, les transfor-
mations ® := ¢} et ® := op o ¢} préservent la 1-forme ds. Si ® a un point fixe, ® est
I'identité sur la composante connexe de Fj contenant ce point. Comme ® commute a o,
® est aussi 'identité sur I’éventuelle deuxieme composante connexe. O

2.3 La courbe elliptique complexe

La deuxiéme démonstration due a Griffiths et Harris dans ([11]) adopte un

point de vue géométrie algébrique complexe. On commence par complexifier
Fk.
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En coordonnées, Fi est la courbe biquadratique de IP’}C X IP’}C dont I’équation est obtenue
par homogénéisation de 1’équation (2). Nous écrirons abusivement

Fo=F3" ={f=(t1,t)) € PL xPL /a(t; +1,1) + R(ty +t,%) = 2r}. (5)

Cette courbe Fr admet aussi une interprétation géométrique. On introduit les coniques
du plan projectif complexe C¢c = {[z,y,w] € P& / 22 + y* = R*w?}, D¢ = {[z,y,w] €
PZ / (z + aw)? + y* = r?w?} et D% ensemble des droites tangentes & Dc. La courbe
Ft s’identifie encore a ’ensemble des configurations de Poncelet associées a Cc et Dg,
c’est-a-dire

Fe ~ {(ml,fl) € C¢ X DEE / my € fl} .

On prolonge ¢ et o en des automorphismes de Fi encore notés pr et op. On note
F{. la partie lisse de Fe¢.

Lemme 2.5 Avec ces notations.
a) Sia+ R+r #0, alors la courbe F¢ est une courbe elliptique’.
b) Sinon, la courbe F¢ est une droite projective avec un point double ordinaire.

Démonstration a) La condition a + R + r # 0 signifie aussi que les coniques C¢ et D¢
sont transverses. La courbe F¢ est donc lisse et est un revétement a deux feuillets de Cc,
ramifié aux quatre points de 'intersection Cc N D¢. Elle est donc de genre 1.

b) Supposons par exemple a + r = R. Le point singulier de F¢ est le point donné

par t; = —1 et t, = 1. On peut alors poser 7 := (to — 1)/(t; + 1) et remarquer que
aty/Rt; = —72, ce qui permet d’exprimer (1, t3) comme une fonction rationnelle de 7. Le
point double correspond aux valeurs 7 = +4/a/R de ce parametre. O

Une courbe elliptique X admet a scalaire pres une unique 1-forme w.

De méme, lorsque X est une droite projective avec un point double, sa partie lisse X’
admet une unique 1-forme w qui s’écrit ‘i—z apres identification de X’ avec C*.

Dans ces deux cas, on appelle translation de X un automorphisme ¢ qui préserve w et
involution de X un automorphisme ¢ de X tel que ¢*(w) = —w.

Exemple Soit f : X — P& un morphisme de degré 2. On note alors Yy Uautomor-
phisme de X différent de lidentité tel que f o1y = f. Alors 1y est une involution.

Démonstration En effet, lorsque X est une courbe elliptique, w + 9} (w) provient d’une

1-forme sur IP’}C et est donc nul; lorsque X est une droite projective avec un point double,
on remarque que les seuls automorphismes d’ordre 2 de C* sont de la forme z — % O

Lemme 2.6 Les transformation ¢p et op ci-dessus sont des translations de F.

'Dans cet article, une courbe elliptique est une courbe projective lisse de genre 1.
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Démonstration Introduisons les trois fonctions de degré 2 sur Fg, fi @ (t1,t2) — 11,
fo i (t1,t2) — ty et f3 : (t1,12) — tilo Les transformations ¢p et op sont composées de
deux involutions : ¢r = 1y, 0 Yy, et op = Py, 0 Py, O

Remarque Bien siir la 1-forme w sur F¢ n’est autre que la complexifiée de la 1-forme ds
de la section 2.2.

Deuxieme démonstration du théoreme de Poncelet D’apres le lemme 2.6, les
transformations ¢% et o o ¢% sont des translations de F¢. La seule translation ayant un
point fixe est ’identité. O

2.4 Les fonctions elliptiques

La troisieme démonstration, due a Jacobi, utilise les fonctions elliptiques
pour paramétrer Fg. La tranformation de Poncelet se lit alors comme une
translation sur le parametre?.

2.4.1 La courbe E¢

Nous allons tout d’abord introduire un revétement a 2 feuillets E¢ de Fg.

En coordonnées si, sy, la courbe E¢ est la courbe biquadratique de IP’}C X IF’}C dont
I’équation est (donnée par la bihomogénéisation de)

a(s?s5+ 1)+ R(s]+ s3) = 2rs;ss. (6)

Le revétement pg : Ec — F¢ est donné par pg(si, se) = (S152,51/S2). Autrement dit,
on a m; = Rs? et my = Rs3. Pour e = (sy,5;) € Eg¢, on note —e := (—s;, —s3) de sorte
que pg(e) = pp(—e).

Cette courbe E¢ est invariante par les involutions vy, : (s1,52) — (S2,51), Vg, -

1 - Rs? sy . .
(s1,80) — (s3',87") et by, : (s1,82) — (s1, (as%ﬁ%) associées aux fonctions de degré
2, respectivement, g; : (S1, S2) — S182, g2 : (81, 82) — $1/82 et g3 : (81, 82) = $1.

La transformation o = 9, 0 9, : (51,52) — (s7',85") releve la transformation op.
De méme la transformation ¢p = 9y, o ¥, releve la transformation ¢r. Autrement dit,
on a pr° Yg = YrOpPE €t PppOOR = OF © PE.

Lorsque a £ R + r # 0, la courbe E¢ est une courbe elliptique et la transformation ¢g
est une translation sur F¢. Sinon, la courbe E¢ est formée de deux copies de la droite
projective avec un point double.

Remarque Les définitions de E¢ et de g s’étendent au cas ou r = 0, a l'aide des
formules (6) et pg(s1,s2) = (s2,—s1). On a alors 2, = —Id.

2Ce parametre est, bien sfir, une primitive de la 1-forme ds de la section 2.2.
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On note Eg 'ensemble des points réels de E¢ pour la conjugaison donnée par 5, = s, *
et 5, = s, !, c’est-a-dire

Eg = E2™ = {e = (s1,5,) € S' xS /a(s?s2 +1) + R(s> + s2) = 2rsys5}. (7)

La démonstration du lemme suivant et de son corollaire est laissée au lecteur que nous
renvoyons a la figure 9.

Lemme 2.7 Soient a, R,7 > 0 avec a + R+ r # 0. La courbe Ex est homéomorphe a
deux cercles. La figure 10 décrit la topologie du revétement a deux feuillets pg : Er — Fk.

o(e) pEl e

©©

o

|
()

type NC type C

Figure 10: Le revétement pg : Fr — FRr

Corollaire 2.8 Soient a, R,r > 0 aveca = R+r # 0, f € Fg et e € Eg. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes.

(1) La configuration de Poncelet f est de type C.

(17) La courbe Fy est conneze.

(133) Les points f et op(f) sont dans la méme composante conneze de Fg.
(iv) Les points e et og(e) sont dans la méme composante conneze de Eg.

(v) Les points e et —e ne sont pas dans la méme composante connezxe de Eg.

2.4.2 Les fonctions elliptiques de Jacobi

Pour décrire la paramétrisation de Er nous aurons besoin d’un tres court
rappel sur les fonctions elliptiques (voir [7] ou [13] pour plus de détails).

Cette section et la suivante peuvent étre sautées en premiere lecture : elles
ne seront utilisées que dans la section 5.1 pour obtenir des formules explicites

pour p, et fa.

Nous noterons am, sn, cn et dn les fonctions elliptiques de Jacobi. Ce sont des fonctions
d’une variable complexe z qui dépendent d’un parametre k. Nous supposerons k dans
I'intervalle ]0,1[ ou |1,00[. Si aucune confusion n’est possible, on notera am(z) pour
am(z, k). De méme pour sn, cn et dn. Ces fonctions sont définies, pour z petit, par

= [
1—k251n
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sn(z) = sin(am(z)) , cn(z) = cos(am(z)) et dn(z) = /1 — k?sn?(z) .
On ramene ’étude de ces fonctions au cas ou k €]0, 1] grace aux égalités
sn(z,k) =k 'sn(kz, k) , cn(z, k) =dn(kz, k') et dn(z, k) = cn(kz, k') .

Introduisons les deux intégrales elliptiques completes K = K (k) et K' = K'(k) définies
par les égalités

K (k) = 0”/ 2% et K'(K) = K(VI—F?) pour k €]0,1] (8)
K(k) = kK (k) et K'(k) = k'K'(k™)) pour k €1, 00[ . 9)

Les fonctions sn, cn, dn sont des fonctions méromorphes doublement périodiques sur

C. Les périodes communes a ces trois fonctions sont les éléments du réseau rectangulaire
de C
AN:=4KZ ® 4iK'Z .

Toutes trois ont les mémes poles. Ce sont les points 2mK + (2n+1)iK' avec m et n entiers.
Ces poles sont simples. La fonction am est holomorphe dans la bande |Im(z)| < K’ et
vérifie 'égalité am(z + 2K) = am(z) + 7 lorsque k£ < 1 et am(z + 2K) = am(z) lorsque
k> 1.

2.4.3 La paramétrisation de Jacobi de Ej

Nous pouvons enfin donner la paramétrisation de E¢ a ’aide des fonctions
elliptiques. La paramétrisation annoncée de Fy s’en déduira.

On suppose a, R, > 0,7 < a+ R et a = R+ r # 0. Pour paramétrer la courbe Eﬁ’R’T,
nous utiliserons les fonctions elliptiques avec le parametre £ > 0 défini par la formule (4).
On a donc I’équivalence :

k €]0,1][ <= Fx est de type NC.. (10)

Les conditions suivantes définissent un unique élément zg € [0,4K[+[0,4K"i]

R—a
>0, = t d = . 11
sn(zg) cn(zg) ia © n(zg) Ria (11)
Remarques - Sia < R—r, on a zg €]0, K.
-SiR—r<a<R+r, onazg€)0,2K].
-Sia>R+r,onazg €K, 2K[+2iK".
Remarquons que la fonction cn(z) + isn(z) = ™) est aussi méromorphe et A-

périodique.
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Lemme 2.9 Soient a, R,r avec a + R+ r # 0. Gardons les notations k, K, A ci-dessus
et posons

v+(z) := (en(z) £ isn(z),cn(z + zg) L isn(z + zg)) . (12)

a) L’application z — v, (2) est un isomorphisme de C/A sur E&™"

b) L’application (&, z) — v+ (2) met en bijection {£} x R/AKZ et EZ™".
¢) On a les égalités
ou(1£(2)) = v2(2 + 2zp) et

op(1£(2)) = 12(2) = —1:(z + 2K') .
Démonstration a) La formule de trigonométrie elliptique
en(z; + z2) = cn(z1)en(ze) — sn(z;)sn(zz)dn(z; + 22)

appliquée avec z; := —z et 29 = 2+ zg prouve que l'application v prend ses valeurs dans
E¢. Par compacité de C/A cette application est surjective. Elle est aussi injective, car
connaitre v+ (z), c’est connaitre simultanément cn(z), sn(z) et dn(z), c’est donc connaitre
z modulo A.

b) En effet, comme la fonction cn(z)+isn(z) est de degré 2 sur C/A, on a I'équivalence:

len(z) +isn(z)] =1 <= Im(z) € 2K'Z .

On remarque alors que v, (z + 2iK') = v_(2).
c) En effet, Papplication v, (z) = v4(z + zg) est 'unique automorphisme ¢ de E¢ de
la forme (s1,82) — ($2,8}) avec s| # s1. O

Corollaire 2.10 Avec ces notations.
a) 8i k < 1, Uapplication (£, 2) — pg(v+(2)) met en bijection {£} x R/2KZ et F@™".
b) Si k > 1, Uapplication z — pg(74(2)) met en bijection R/AKZ et Fg™.

Démonstration En effet, si k¥ < 1, on a v, (2 + 2K) = —y4(2) et, si k£ > 1, on a
T4+(2 4 2K) = 7-(2). O

Troisieme démonstration du théoreme de Poncelet D’apres le lemme 2.9, la
transformation de Poncelet ¢p et la symétrie op se traduisent par une translation sur
le parametre z. Il en est de méme des composées ¢} et op o Y. a

Cette étude permet de calculer explicitement le nombre de rotation de la transformation
de Poncelet.

Corollaire 2.11 a) On note pg le nombre de rotation de g sia < R+ r et celui de
og o pg sinon. Alors, on a l’égalité

. RG(ZE)
PE = "UK

(13)
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ot les constantes zg et K sont données par les équations (8), (4) et (11).
b) De méme, on note pr le nombre de rotation de pr sia < R+ 1 et celui de oF o ¢F
sinon. Alors, on a ’égalité

pr=2pg stk <1letpr=pgsik>1.

La remarque suivante, aussi due a Jacobi, permet d’estimer le nombre de rotation pg
sans faire aucun calcul.

Remarque Lorsque le cercle Cy est fixé et que le cercle Dy décrit un faisceau de cercles
F contenant Cg, les parametres k et K restent constants. En particulier,

- dans le cas NCI, lorsque le cercle Dg € F est a I'intérieur de Cg et le rayon r décroit de
R a 0, le nombre de rotation pg croit de 0 a %

- dans le cas C, lorsque le cercle Dy pivote autour de deux points fixes sur Cg et la distance
a croit de 0 a R, le nombre de rotation pg croit de 0 a %

2.5 Les relations biquadratiques

Terminons cette partie avec la démonstration originale de Poncelet. C’est
cette approche qui nous a suggéré l’existence d’un lien entre le pliage cy-
clique et la transformation de Poncelet (voir la section 3.2). Néanmoins, cette
méthode ne sera pas directement utilisée dans I’étude du pliage cyclique. Nous
nous contenterons donc d’en donner les grandes lignes et nous renvoyons au
dernier chapitre du livre de Samuel [14] pour les détails.

Elle est basée sur les trois assertions suivantes.

a) Toute relation biquadratique symétrique R sur une conique lisse Cc de P% est donnée
par lensemble D§ des tangentes & une conique D¢ (ou éventuellement ’ensemble des
droites passant par l'un de deuz points fizes).

b) La “composée” de deux relations biquadratiques symétriques Ry et Ro sur Cc est aussi
une relation biquadratique symétrique Rz sur Cc.

¢) Notons D; ¢ la conique associée & R;. Lorsque les coniques Cc, D¢ et Dy sont dans
un méme faisceau, la conique D3¢ est aussi dans ce faisceau.

Quatrieme démonstration du théoreme de Poncelet Notons R; la relation bi-
quadratique de Poncelet m; <> ms et R, la relation biquadratique obtenue en la com-
posant n fois. Elle est associée a une conique D), ¢ qui est dans le faisceau engendré par C¢
et Dc. Dés qu’une telle relation a un point fixe qui n’est pas dans l'intersection C¢c N D,
la conique D, ¢ a un cinquiéme point commun avec C¢. Elle lui est donc égale. O

3 La dynamique sur Q

Le but de cette partie est d’une part, d’identifier le pliage cyclique avec
la transformation de Poncelet (lemme 3.2) et, d’autre part, de montrer la
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proposition 1.1, c’est-a-dire 'existence de la dérive pour le pliage cyclique. Le
point clef est ’existence d’une fonction sur () invariante par le pliage cyclique
(lemme 3.3). Ceci nous permettra d’expliquer les figures 2 et 3.

On reprend les notations de 'introduction. En particulier, ai, as, as, as sont des réels
positifs tels que (a1, az) # (as, as) et (a2, a3) # (a1, as).

3.1 Complexification de Q)
Commengons par décrire la courbe Q.

Paramétrons tout d’abord chaque quadrilatere ¢, de Q par la direction de ses cotés.
Autrement dit, introduisons les quatre nombres complexes de module 1 :

T = é(AQ — Al) , Tg = (11—2(143 — Ag) , Tz 1= 0.1_3(A4 —_ A3) et T4 = (Al — A4) . (14)

1

aq
On a donc l'identification

Q ~{(r1,79,73,74) €S' X --- xS [ ayry + -+ -+ ayry = 0} .

Dans cette paramétrisation, les pliages ¢; sont donnés par les formules:

9271(7"1,7“2,7"3,7"4) = ()\147“4,7"2,7"3,)\147‘1)
¢2(7"1,7°2,7"3,7‘4) ()\127“2,/\127’1,7"3,7”4)
@3(7“1,7'2,7“3,7'4) = (7“1,)\237'3,)\237“2,7'4)
@4(7“1,7'2,7“3,7'4) (7“1,7“2,)\34T4,)\347“3)

avec
a;T; + axTg

Ajk = Ajk(do) = pour j,k=1,...,4.

QT + agrj
De méme la transformation ¢ induite par la symétrie o par rapport au coté A;A; de qq
est donnée par la formule :

o(ri,ro,ra,rs) = ri(ritry st .
On a alors Q ~ {(r1,72,73,74) € Q / 71 =1} et les égalités sur Q
P3=(3, Pa=@s, Pr=00¢p3 et G =00¢y.
Si on paramétre () par (r,74), on obtient
Q ~ {(ry,74) € S' x S' / |ay + agry + asr4® = a2} .
Cet ensemble Q est 'ensemble QR des points réels de la courbe biquadratique de lP’(lc X lP’(lc
Qc = {(ry,74) € P X PL / (a1 + agry + asry)(ay + agryt + agryt) = a2}

oll la conjugaison complexe est donnée par 7 = ry = et 74 = ;.

Rappelons qu'un quadrilatere gy est de type lisse si, pour tout choix de signes, on a
a, £ ay+aztays #0.
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Lemme 3.1 Les points singuliers de Q@ correspondent auzr quadrilatéres plats. En par-
ticulier, lorsque qo est de type lisse, la courbe Qc est une courbe elliptique. Dans ce cas,
les pliages ¢;, pour j =1,...,4, sont des involutions de Qc.

Démonstration On peut par exemple déterminer les points ou la différentielle de 1’équa-
tion de Q¢ s’annule. On trouve 7o = +r, = +1.

Pour la derniere assertion, il suffit de remarquer que, par exemple, ; est 'involution
Yy associée a la fonction f de degré 2 définie par f(§) = . |
Remarques - Lorsque Q(c contient exactement un quadrilatére plat, alors la courbe QC
est une droite projective avec un point double ordinaire et les pliages ¢; sont encore des
involutions de Q@.

- Lorsque Q@ contient deux quadrilateres plats, c’est-a-dire lorsque QC contient des par-
allélogrammes, i.e. lorsque (a1, a2) = (as,a4), la courbe Q¢ est formée de deux droites
projectives qui s’intersectent transversalement en 2 points.

3.2 Pliage cyclique et transformation de Poncelet

Nous relions dans cette section le pliage ¢43 = (91 avec la transformation
de Poncelet pp. L’existence d’un tel lien est en partie suggérée par l’assertion
2.5.a.

Pour chaque quadrilatére go = (A, ..., A4), on notera 6; = 6;(go) 1’angle extérieur au
sommet A; (pour j =1,...,4), et

r T
tl = -3 et tg = 2 . (15)
™1 Ty
Autrement dit, si on note 3y := 0, + 03 et 1 — B := 03 + 0, les angles entre les cotés

opposés de g, on a t; = e et t, = €2 (voir figure 11.A).

4.
P
Bl Al .
Figure 11: A. Les angles 0; et §;. B. Les directions r; et ;.
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Lemme 3.2 Soient a1, as,a3,as > 0. On suppose (a1, as) # (a3, a4), (a1,a2) # (a4, a3),
(a1,a4) # (ag,a3) et on pose

1
a=aia3 , R=asa et T=§(ai—a§+a§—a%). (16)

a) L’application © : gy — (t1,t5) est une bijection de Q sur Fg'™".
b) On a les égalités © o Py3 = ppro® et Oof =0p00.

Remarques - Plus précisément, nous verrons que I'application © est un isomorphisme
entre les courbes Q¢ et Fof". )
- Il peut sembler a priori plus naturel de paramétrer () par deux angles opposés, c’est-

a-dire de poser ©'(¢y) = (11, 7) = ($2,72). Ce qui donnerait une bijection ©' entre Q
et F2 P avec o = —ajas, R’ = agay et r' = s(a? + a3 — a3 — a?). L’intérét de la
paramétrisation © est qu’elle relie le pliage ¢43 = 21 avec la transformation de Poncelet
PF-

- La condition ay fay faztay # 0 équivaut a la condition a + R + r # 0. Elle signifie
que les courbes Q@ et Fy BT sont des courbes elliptiques.

Démonstration du lemme 3.2 a) Partons du quadrilatere ¢y := (A1, Az, A3, Ay) et
construisons le point A tel que (Aq, A3, A4, A%) est un parallélogramme et calculons de
deux facons la diagonale A;A5. On obtient 1'égalité

|a1 + t16L3|2 = |a4 — t2a2|2 . (17)

Ceci prouve l'inclusion O(Q) ¢ Fof".

Montrons que © est une bijection de Q sur Fﬂg’R’T. En effet, si on connait (¢1,t,), on
connait les triangles A; Ay A} et A; AL A4 a isométrie positive pres. La condition (17) assure
que ’on peut recoller ces deux triangles. Ce qui prouve que ¢y existe et est unique.

. t te
Les formules inverses : 71 =1, ry = (ashitai)t rs = —t; et ry, = —8hTU permettent de
? asto—agq azta—aq

montrer que © est aussi une bijection entre les courbes Q¢ et F&™".

b) D’apres les lemmes 2.6 et 3.1, la composée © o (43 0 O~ 0 5! est une translation
de Qc. On veut montrer que cette composée est 'identité. 11 suffit pour cela de montrer
qu’elle laisse invariante la fonction f3 de degré 2 sur F¢ définie par f3(t1,t2) = t1ts.

Pour cela, on note @3(qo) = (7], 75, 74, 7}) et Paz(qo) = (), vy, 75, 7)) et on calcule :

. 7“;'3'7“'2' Tfﬂ“é 4T3 .
f3(@ © <,043((J0)) = 7,/1/7,2/ = _7,/17_& = _T1T2 = f3(()0F © @(QO)) :
C’est bien ce que I'on cherchait. O
3.3 La fonction ¢-invariante
On note h la fonction de Q dans S' donnée par
h(qO) :7'17'27'3/T4 . (18)
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Lemme 3.3 La fonction h est invariante par le pliage cyclique ¢ = (4391 -

Démonstration On veut montrer 1’égalité
hop=h.
Pour cela, introduisons pour j = 1,...,4 les fonctions h; de Q dans S! données par
h;(go) = r1r2r3r4/rj2- de sorte que h = hy. On a alors les égalités
hso@ys="hz, hzops=hy, hgopy=nhiet hyop =hy.
D’otu I’égalité annoncée. O

Pour tout quadrilatere ¢, € Q et tout u € e € S', on note ugy I'image de ¢, par la
rotation d’angle §. On a I’égalité h(ugy) = uh(go). Il existe donc une direction ug € S*
telle que h(ug 'do) = —1. Cette direction uy = y/—h(go) n’est, pour l'instant, définie qu’au
signe pres. Elle jouera un role important dans la suite car nous verrons que, lorsque ¢q est
de type C, si le signe est bien choisi, elle donne la direction de la dérive (voir proposition
4.12).

Il est donc naturel d’introduire le revétement a deux feuillets Q1 de Q

Q1 ={do € Q / hldo) = -1} . (19)
Pour chaque quadrilatere ¢y, on note
si=r," et s,=13. (20)

Le lemme suivant identifie le pliage cyclique sur Ql avec le carré de la transformation
de Poncelet.

Lemme 3.4 Soient a1, as,a3,as > 0. On suppose (a1, a2) # (a3, a4), (a1,a2) # (as,a3),
(a1,a4) # (a9, a3) et on pose, comme dans le lemme 3.2 :

a=aias, R = asas et r = L(a] — a3 + a3 — a?).
a) L’application ©' : §o — (s1, s2) est une bijection de Q, sur E2™".
b) On a les égalités ©' o p = %400 et O ody =000 .

Démonstration a) Comme ¢, est dans Q1, on a les égalités

1,.—-1

s185p =T 'r3 =1 et si/so=r7'r3t = —rofry=15.

Le lemme 3.2.a prouve alors que (sy, $2) est dans Eg et que
pE(@I(QO)) = O(do) -

Comme O est une bijection de Q sur FR et que l'on a I’égalité
@'(—Qo) = _@I(Cio) )
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I’application ©' est une bijection de Q1 sur Fg.
b) D’apres le lemme 3.2.b, on a ’égalité

©' 0 ¢(do) = 0 © ©'(do) -

Il reste & déterminer ce signe +1. Ce signe est par construction donné par une expression

rationnelle en les coordonnées rq,...,r4 et les parametres ay,...,as. Ce signe est donc
constant. Pour I’évaluer, on peut par exemple supposer que g, est un quadrilatére dont les
diagonales sont orthogonales. On vérifie qu’alors, on a ¢(qo) = —qg, 7 = 0 et ©%(s1, 52) =
—(s1, 89). Le signe est donc +1. O

Ce lemme 3.4 nous permet enfin de démontrer la proposition 1.1 que nous réénoncons :

Proposition 3.5 Soit gy un quadrilatére de cités a1, as, as,as > 0. On suppose (a1, as) #
(a4,a3), (a1,aq) # (az,a3) et on note g, = ¢"(qo) la suite de quadrilatéres obtenue par
pliage cyclique a partir de qo. Alors la limite v(qo) := nh_}ngo %qn eziste.

Notons d : Q — R? Papplication définie par d(go) = As—A; de sorte que I'on a

©(do) = ¢(do) + (do) - (21)

Démonstration Nous allons montrer ’existence de la limite

n—1

.1 k.
v(go) := lim — >~ 3(¢" (o)) - (22)
k=0
On aura alors
) N
nlgglo % 4n = nll_)ﬂgo n? (Go) = v(o) - (23)

Pour montrer I'existence de cette limite, on va distinguer deux cas.
18T cas : g, est de type lisse.

Il résulte du lemme 3.4 que l'action de ¢ sur Q1 est conjugué a une translation sur
le groupe compact (R/Z) x Z/2Z. Donc, par le théoreme d’équirépartition de Weyl, la
limite (22) existe pour toute fonction continue §.
20Me (o . g0 nlest pas de type lisse.

Supposons tout d’abord (a1, as) # (a3, as). D’apres le lemme 3.2, on peut identifier les
parties lisses de Q¢ et de F&™ avec a, R, r donnés par les égalités (16). Reprenons
alors le parametre 7 de la démonstration du lemme 2.5.b. Le parametre 7" donné par

T = T:L v aj Z, donne une identification de la partie lisse de QC ~ F¢ avec C*. Dans ce
T [¢]

paramétrage, I'application @43 est donnée par une multiplication 7" — x7' par un réel
X 7£ _1a 05 1.
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Le parametre 7, correspondant au point @j5(gGo) est donné par 7, = 79x". Donc la
suite @¢f5(do) converge exponentiellement vite vers le point singulier g, de Q(c Donc, par
le lemme 3.4 la suite ¢"(go) converge erponentiellement vite vers 'un des deux points
singuliers §o, de Q1. Comme la fonction § est une fonction rationnelle sur Q; qui s’annule
en (o, la série k — |5(¢o*(dy))| est majorée par une série géométrique convergente. Ceci
prouve bien que la limite (22) existe et est nulle.

Le cas ou (a1, az) = (as, as) se traite de la méme facon. La différence principale est que
Q@ a deux points singuliers au lieu d’un : les deux parallélogrammes plats (voir la remar-
que du lemme 3.1). On utilise encore une paramétrisation rationnelle des composantes
irréductibles de la partie lisse de QC a l'aide de C*. Les détails sont laissés au lecteur. O

Remarque Il résulte de cette démonstration que, lorsque gy est de type non lisse, la suite
¢. converge exponentiellement vite vers un quadrilatere plat ¢, et donc que la dérive est
nulle : v(gy) = 0. Cette remarque permettra donc de supposer dans la suite de cet article
que qq est de type lisse, c’est a dire que Q est une courbe elliptique.

3.4 Période stricte et semipériode

Le lemme suivant est dii & Charter et Rogers pour les quadrilateres isoceles (voir [4]).

Lemme 3.6 Soit gy un quadrilatére non plat, a = (a1, a9, as, as) ses cotés et Q= QQ
a) Si Pij3(Go) = Go, alors on a @y = Id sur Q. On dit alors que §o est n-périodique.
b) Si &o@ls(do) = do, alors on a ¢y = & sur Q. On dit alors que §y est n-semipériodique.

Démonstration Cela résulte du lemme 3.2 et du théoréme de Poncelet. O

Nous dirons que gy est de type n-périodique si gy est n-périodique. Ceci signifie que
©hs(qo) est 'image de ¢o par une isométrie positive. De méme, nous dirons que ¢q est de
type n-semipériodique si o est n-semipériodique. Ceci signifie que ¢};(qy) est 'image de
Qo par une isométrie négative.

Lorsque g est de type périodique, on appelle période de gy le plus petit entier n tel que
qo est de type n-périodique; on dit que n est une période stricte de gy si n est impair ou si
n est pair et go n’est pas de type 7-semipériodique. Lorsque g est de type semipériodique,
on appelle semipériode de qq le plus petit entier n tel que gy est de type n-semipériodique.

Remarque Le lemme 3.6 affirme que la périodicité (resp. la semi-périodicité) d’un quadri-
latere non plat, ne dépend que des longueurs de ses cotés. La démonstration prouve qu’elle
ne dépend en fait que du triplet (a, R, ) donné par les égalités (16) et qu’elle est donnée
par la condition P,(a, R,7) =0 (resp. Qn(a, R,7) = 0) de la section 2.1. Par exemple :

Exemples - Les quadrilateres de période 2 sont donnés par » = 0. Ce sont ceux dont
les diagonales sont orthogonales (voir figure 13).
- Les quadrilateres de semipériode 2 sont donnés par R = a.
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- Les quadrilateres de période 3 sont donnés par R? — a? = +2rR.

- Les quadrilateres de semipériode 3 sont donnés par R? — a? = +2ra.

- Les quadrilatéres de période stricte 4 sont donnés par (R? — a?)? = 2r?(R? + a?).
- Les quadrilateres de semipériode 4 sont donnés par (R? — a?)? = +4r?%aR ...

Remarque Si les coordonnées des sommets de ¢y sont rationnelles et ¢y est de type
périodique, J.Esch et T.Rogers ([8] p.494) montrent en utilisant le théoréme de Mazur
que gy est de période ou de semipériode au plus 12. En particulier les quadrilateres
q4,---,qg des figures 2 a 7 ne sont pas périodiques.

Le lemme suivant clarifie le lien entre “période a isométrie pres” et “période a translation
pres”.

Lemme 3.7 Soit gy un quadrilatére de type n-périodique avecn > 2. Alors le quadrilatére
gn = ©"(qo) est un translaté de qo : ¢ = qo + nv(qo)-

En particulier, lorsque ¢, est image de gy par une isométrie positive, le carré de cette
isométrie est une translation.

Démonstration Utilisons le lemme 3.4. Il n’est pas restrictif de supposer que ¢o est dans
(1. Notons alors ey := ©'(qgy). Par hypotheése, on a I’égalité ($43)"(Go) = do- On a donc
O (eg) = teg puis 2 (eg) = €p. On en déduit I’égalité cherchée ¢"(go) = do. 0

4 La dynamique sur Q

Nous déterminons dans cette partie la loi statistique des directions des
cotés A, 1—A,. Ceci nous permettra de démontrer le théoreme 1.2 et le
corollaire 1.4, de calculer la dérive v(qp), et d’expliquer les figures 6 et 7.

On gardera jusqu’a la fin de ce texte les notations des parties précédentes et en par-
ticulier M, m,p,a,R,r, k, K, K', pg, ... des égalités (1), (4), (8), (9), (11), (13), (16) qui
sont des fonctions de a = (a1, as, as, as).

4.1 Quadrilateres de type C

Vérifions tout d’abord que la condition “de type C” pour un quadrilatere
(définition 1.3) équivaut a la condition “de type C” pour la configuration de
Poncelet correspondante (définition 2.3).

Comme la symétrie & ne laisse pas invariante la fonction h, il est naturel d’introduire
une nouvelle symétrie ¢ : () — ) donnée par

&0(do) = —h(do)r1 (o) (24)

de sorte que 'on a
ho é'() =h.
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Lemme 4.1 Soit qo un quadrilatére de type lisse. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.

(1) La configuration de Poncelet ©(jo) est de type C.

(i1) La courbe Q) est connee.

(13i) Les quadrilatéres {o et 6(Go) sont dans la méme composante connexe de Q.

(iv) Les quadrilatéres Gy et 6o(qo) sont dans la méme composante connexe de h™(h(qo)).
(v) Les quadrilatéres gy et —qo ne sont pas dans la méme comp. conneze de h™'(h(qy)).
(vi) Le quadrilatére qo est de type C.

Figure 12: A. Quadrilatere de type C. B. Quadrilatere de type NC.

Démonstration Montrons 1'équivalence (i) < (vi). On calcule :
4(r*—(a—R)?) = (a1 +ag+az+ay) (a1 +az—az—aq)(ay —ag+az—ay) (a1 — az—az+as).

On a donc les équivalences :

O(go) est detype C & 12> (a—R)?> & M+m>p & g estde type C.
Les autres affirmations du lemme résultent du corollaire 2.8 ou de la figure 10. O
Le lemme suivant relie type périodique et type NC.

Lemme 4.2 a) Tout quadrilatére qy de période stricte paire est de type NC.
b) Tout quadrilatére qo de semipériode paire est de type C.

Nous verrons (lemme 4.14) que dans le cas a), la dérive v(gp) est nulle.

Démonstration Cela résulte de l'identification pliage-Poncelet (lemme 3.2) et du lemme
suivant. a

Lemme 4.3 a) Toute configuration de Poncelet fy de période stricte paire n est de type
NC. En outre, dans ce cas, on a l’égalité 3, = —Idp.
b) Tout configuration de Poncelet fy de semipériode paire est de type C.

Démonstration a) Notons n = 2N. Lorsque (¢r)*¥ = Idr et que Fk est connexe, on a
(or)Y = Idr ou or. Contradiction. Donc Fk n’est pas connexe. On a alors (¢5)?Y = Idg
ou —Idg. Le premier cas est exclu, car on aurait alors (¢g)Y = Idg, —Idg, op ou —op.
On en déduirait (¢r)" = Idr ou op. Contradiction.

b) Si fy est de type NC, la transformation o échange les composantes connexes de Fg
alors que, pour n est pair, ¢ les préserve. Contradiction. O
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4.2 Quadrilateres de type non périodique

Calculons maintenant la dérive v(qy) pour un quadrilatére de type non
périodique.

On peut, d’apres la remarque de la section 3.3, supposer que gq est de type lisse. Notons
qu la composante connexe de la courbe elliptique A1 (h(gy)) =~ Er contenant gy et u la
probabilité de Haar sur qu.

On dira qu’une suite z, de points dans un compact admet pour loi statistique une
probabilité P, si la suite de probabilités L Z 0z, converge vers P.

n
k<n

Lemme 4.4 Soit qo un quadrilatere de type lisse et de type non périodique. Alors la suite
gn = ©"(qo) admet p comme loi statistique.

Démonstration On reprend la démonstration de la proposition 3.5. D’apres le lemme
3.4.b, la transformation ¢ préserve @; . Comme gy n’est pas de type périodique, notre
assertion résulte du théoreme d’équirépartition de Weyl. O

Introduisons, pour j € Z, les fonctions 9 : Q — R? définies par
0j(do) = 77 (Ajs1—A4;)
ou j' := j mod 4, de sorte que 'on a
0 = a101 + aods + azds + a4dy . (25)

Le corollaire suivant ramene le calcul de la dérive a celui d’une intégrale. On introduit
la dérive moyenne

Viw) = [, 8@)du(d) - (26)
do
Corollaire 4.5 Soit qo un quadrilatére de type lisse et de type non périodique. Alors la
dérive coincide avec la dérive moyenne : v(qo) = V(qo)-

Démonstration Cela résulte du lemme 4.4 et de la formule (22). 0

Proposition 4.6 Pour tout quadrilatére qo de type NC, on a [’égalité V(go) = 0.
Si en outre, qq est de type non périodique, alors la dérive est nulle : v(qgo) = 0.

Démonstration D’apres le lemme 4.1, comme ¢ est de type NC, Papplication ¢ — —¢
préserve la courbe @ . Cette translation de la courbe elliptique h='(h(go)) préserve donc
la probabilité y. La nullité de V' (go) résulte alors de 1’égalité 6(—¢) = —d(q). O

Pour décrire la loi des cotés, introduisons les quatre fonctions A; : Q — S! définies,
pour j =1,...,4, par

2
Ce sont des fonctions invariantes par rotation. Les trois premieres se calculent facilement :
Al(q-o) — ei(04—02) ’ A2(q0) — ei(04+02) — e—i(03+01) et A3(CIO) — 61’(03—91) . (27)
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Lemme 4.7 On a les éqgalités :
(i) Arogr = Ay,

(1) Dgoy = Ay,

(’LZ@) A3 9 @3 = AQ .

Démonstration (i) En effet, des égalités 64(41(do)) = 4 et h(#1(do)) = (2)*h(do), on
déduit Ay(p1(do)) = h(do)/r? = Ai(go)- Cest ce que I'on voulait.

(77) Le pliage ¢ ne modifie pas 6, mais change le signe de 0.

(731) Le pliage 3 ne modifie pas #; mais change le signe de 6. O

Comme les pliages ¢; ne laissent pas invariante la fonction h, on introduit quatre
nouvelles transformations v; : () — () définies par

¥;(do) = u;(do);(do)

de sorte que .

Les fonctions rationnelles u; : @ — S* sont définies de facon unique au signe pres, par les
égalités ci-dessus. On a

ui(go) = £7r1/ra, ua(do) = £ A5 (do) » u3(do) = £ A3 (do) et ua(do) = £r3/ra. (28)

Lemme 4.8 Soit ¢y un quadrilatére lisse, p la probabilité invariante sur Qdo et 1’ la prob-
abilité invariante sur l’autre composante connexe de h™'(h(do)). Alors, on a les égalités
a) (¥j)«(p) = p ou p' selon que ; préserve Q , ou pas.

b) Si qo est de type NC, on a (—Id).(1n) = p et (G9)« (1) = 1.

c¢) Si qo est de type C , on a (—Id).(u) = i’ et (6¢)«(1) = p-

Démonstration a) Les quatre transformations 1/}j sont des involutions de la courbe
elliptique A~ (h(qgo)) car elles relévent les quatre involutions ¢; de Q.
b) et ¢) Cela résulte du lemme 4.1. O

Remarques - Les points b) et ¢) expliquent les symétries que I’on observe pour tous les
quadrilateres dans les figures 6 et 7. On reviendra sur ces symétries dans la section 5.4.
- Dans le cas NC, quelque soit le choix de signes dans (28) on a les équivalences :

%(Qq()) = Q% <= ¢, préserve les composantes connexes de Q.

Cela se produit pour exactement deux valeurs de j € {1,...,4} : celles pour lesquelles,
en notant ag = aq, ona aj_1 #M et a; #M . _

- Dans le cas C, on peut choisir les signes dans (28) de sorte que 1); préserve Qdo (voir
figure 10). On reviendra sur ce choix plus loin.
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4.3 Quadrilateres de type NC et non périodique

Déterminons maintenant, pour ¢y de type NC, les lois des suites n —
(A4ntj+1—Aunt;). Ce qui expliquera la facon dont les points se répartissent
sur les cercles de la figure 6. Rappelons que dans ce cas on a k£ < 1.

Lemme 4.9 Soit qo un quadrilatere de type lisse et de type NC. Pour tout j =1,...,4,
on note pi; la probabilité p; = (§;).(p) de sorte que, lorsque g est de type non périodique,
cette probabilité p; est la loi statistique des directions des cotés §;(¢™(qo))-

a) Les probabilités p; sont deuz & deux égales et vérifient (—I1d).(p;) = p;.

b) Lorsque h(go) = —1, on a les égalités, pour tout j =1,...,4,

do

e . 29
M= Ak = R2sin6 (29)
Remarques - On se raméne au cas ou h(gy) = —1 en tournant g.

- Ce lemme, comme le lemme 4.10 ci-dessous, ne dit rien sur la loi statistique du quatrieme
cOté (Agns1—Asntra) du quadrilatere g, (voir figure 11.B).

- Dans la formule (29), on a paramétré le cercle S' par e”.

Démonstration On peut supposer que h(gy) = —1. Comme ¢y est de type NC, la
transformation ¢ — —¢ préserve p (lemme 4.8) et on a les égalités (—Id).(u;) = ;. De
meéme, selon les valeurs de j, on a (¢;).(1) = p ou (6¢)«(1). Or, d’apres le lemme 4.7, on
a les égalités

S0t =£08,, G0ty =20 et dg0t3=10,. (30)

On en déduit que les probabilité ;; sont soit deux a deux égales, soit deux a deux échangées
par changement de signe de §. D’apres (20), on a I’égalité d1(go) = 1 = s '. Le lemme 3.2
permet de calculer py = (61).(p) & I'aide de la formule (3). Comme celle-ci est invariante
par changement de signe de @, toutes les probabilités p; sont égales. On ajuste alors la
constante pour obtenir une probabilité. Ce qui donne la formule (29). a

4.4 Quadrilateres de type C et non périodique

Déterminons maintenant, pour gy de type C, les lois des suites n —
(A4ntj+1—Aantj). Ce qui expliquera la facon dont les points se répartissent
sur les arcs de cercles de la figure 7 et nous permettra de calculer la dérive.
Rappelons que dans ce cas on a k > 1.

Le lemme suivant est le petit frere du lemme 4.9.
Lemme 4.10 Soit gy un quadrilatére de type lisse et de type C. On note jo le numéro du

plus grand coté de qo. Pour tout j =1,...,4, on note p; la probabilité p; := (8;). ().
a) Il existe une unique direction uy € St telle que ud = —h(qo) et tel que, pour tout ¢ dans
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qu et tout j =1,...,4, on a Re(d;(¢)/uo) > 0 si j # jo et Re(d;(¢)/uo) <0 si j = jo.
b) Pour j # jo, les probabilités p; sont égales a la méme probabilité py := (—Id). ().
c¢) Lorsque uy = 1, cette probabilité ug est donnée par la formule

df
= 1 (1 .
Mo = e T — jeanZs  10/10] < arcsin(k~1)}

Remarques - On se raméne au cas ou ug = 1 en tournant go.

- Dans la formule (31), on a de nouveau paramétré le cercle S' par .
- Rappelons que, lorsque gy est de type non périodique, les probabilités y; sont les lois
statistiques des directions des cotés §;(¢™(go))-

- Ce lemme démontre ce que 1’on observe dans la figure 7 :

- les quatre arcs de cercles ont la méme ouverture qui vaut 2 arcsin(k™") ;

- les quatre arcs de cercles ont le méme azxe de symétrie qui est porté par la dérive v(qo) ;
- les trois arcs les plus petits sont du coté de la dérive tandis que le plus grand est de
lautre coté.

(31)

Pour démontrer le point a), nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.11 Pour tout quadrilatére qo de type C et 1 < 7 < 4, on a, en notant ag = ay,
a) (a1 = M oua; = M) = 6;(¢o) # ;-1(do) -

b) (aj-1 # M et a; # M) = 0;(go) # —6;-1(do) -

c) Aj(go) # 1.

Remarques - Dans le cas a), on a §; # 0 mod 27 . Dans le cas b), on a §; # 7 mod 27 .
-Onaf;£60; #0mod 21 et 6, -6, # 0 mod 27 : cela résulte du c) et des égalités
(27).

Démonstration a) L’inégalité M + m > p implique a;_; + a; > p puis 6,(do) # 0,-1(do)-
b) L’inégalité M + m > p implique que |a;—1 — a;| < |ax — a;| ou ai et g; sont les
longueurs des deux autres cotés. On a donc 6;(go) # —0,-1(do)-
¢) On peut supposer h(gy) = —1. On a alors A;(dy) = —s; % ot (s1,52) = O'(do) € Eg.
Comme g, est de type C, on a s? # —1 (voir figure 9) et donc A;(¢y) # 1. Les autres
inégalités A;(go) # 1, s’en déduisent grace au lemme 4.7. O

Démonstration du lemme 4.10 a) Comme on a A;(qgy) # 1, on peut quitte & tourner

le quadrilatére gq, supposer que h(gy) = —1 et aussi que

Re(d1(go)) <0 si ay =M et Re(d1(go)) > 0 sinon . (32)
Il reste alors a montrer que pour tout j =1,...,4, et tout ¢ dans qu, on a

Re(0;(¢)) <0 si aj =M et Re(d;j(¢)) >0 sinon. (33)

Comme qu est connexe et que la fonction ¢ — Re(d,(¢)) ne s’annule pas sur qu (lemme
4.11.c), il suffit de trouver un quadrilatére ¢ de qu pour lequel I'assertion (33) est vraie.
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Pour j = 1, on prend ¢ = ¢;. Pour 2 < j < 4, on distingue deux cas. Lorsque
aj_1 = M ou a; = M, on peut choisir ¢ dans qu tel que §;(¢) = —d;_1(¢). De méme
lorsque a;_1 # M et a; # M, on peut choisir ¢ dans qu tel que 6;(¢) = §;-1(¢). Ce qui
permet de montrer I’assertion (33) successivement pour j = 2, 3 et 4.

b) La fin de la démonstration de ce lemme reprend les mémes idées que celles du lemme
4.9. Nous aurons besoin cette fois de déterminer les signes qui apparaissent dans les
formules (30). On peut supposer que §, = 0. D’apres la remarque de la section 4.2, on
peut choisir les signes dans (28) de sorte que les transformations zﬁj préservent qu. On

a donc par le lemme 4.8 (1);), (1) = p. Or, d’aprés le lemme 4.7, on a encore les formules
(30) :

S10t1 =¢€104, 201 =ez6 et 03013 =e30,.
ol ¢; est un signe. D’aprés le a), on a ’équivalence
ej:1<:>(aj_17éM et CLj?éM).

On en déduit que les probabilité ;1; sont égales & une méme probabilité y, lorsque j # jo,
et que p,;, est I'image de p par la symétrie 6 — 0 + 7.

c¢) Comme on a 0;(gg) = 71 = s7', la formule (3) prouve que, 4 une constante pres,
la probabilité (d1).(u) est localement donnée par la formule (3). On ajuste alors les
constantes pour obtenir une probabilité. Ce qui donne la formule (31). a

Nous pouvons enfin terminer le calcul de la dérive pour un quadrilatere de type C.

Proposition 4.12 Soit gy un quadrilatére de type lisse et de type C. On note jy le numéro
du plus grand coté de qq.

a) Alors la dérive moyenne est non nulle : V(qy) # 0.

b) Plus précisément, on a l’égalité,

(p— M)m

V(Qo) = LK

ot uy = +4/—h(gy) € St avec un signe choisi de sorte que l'on ait, pour tout j > 1,
Re(d;(go)/uo) < 0 si j = jomod 4 et Re(d;j(q)/uo) > 0 sinon. Un tel choiz est
possible.

c¢) En particulier, si qy est de type non périodique, la dérive v(qo) est non nulle et donnée

par (84).
(p—M)m

Autrement dit : la dérive v(qo) est de norme 3= ; elle fait, pour tout j > 1, un angle
aigu avec les vecteurs Aj1—A;, sauf pour ceuzx de longueur M, auquel cas cet angle est
obtus; lorsque h(qo) = —1, la dérive v(qo) est horizontale.

Démonstration de la proposition 4.12 a) D’apres le lemme 4.10 et la formule (25),
on a l’égalité
V(qo) = (61,1 —+ ag + as + g — 26Lj0)2’u0 = 2(p — M)ZMO
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ol 2, := Jg zdpg est le centre de gravité de la probabilité py. Comme pg est porté par
un demi-cercle, ce centre de gravité z, est non nul.
b) Pour calculer Zu,> ON peut supposer que ug = 1. On a alors

Lo 1 /arcsin(k_l) cos(f)d¢ o«
o K(k) Jo 1— k2sin2(p) 2KK
c¢) Cela résulte du corollaire 4.5. O

Démonstration du théoréme 1.2 Dans le cas non lisse, cela résulte de la remarque
suivant la proposition 3.5. Dans le cas lisse, cela résulte des propositions 4.6 et 4.12. O

Démonstration du corollaire 1.4 D’apres ce qui précede, on peut supposer gy de type
lisse, NC et non périodique ; il faut alors montrer que la suite ¢, ne tend pas vers ’'infini.
Ce résultat découlera immédiatement du lemme 5.1 et de I’énoncé suivant, di a Koksma
(voir [5]).

Lemme 4.13 Soit p un irrationnel. Il existe une infinité d’entiers q € N tels que, pour
toute fonction f : R/Z — RY & variation bornée et tout x € R/Z, on ait :

||Zfrc+kp—q/ £) dtl| < Var (f),

ou Var (f) désigne la variation totale de f.

Démonstration D’apres le principe des tiroirs de Dirichlet, il existe une infinité de
couples (p,q) d’entiers premiers entre eux pour lesquels |p — §| < q%. Fixons 'un d’eux,

et supposons pour fixer les idées que ’approximation ait lieu par défaut : g <p< %’; + q%

On aura alors, pour £ =0,...,q — 1, I'encadrement k2 < kp < (k+1)2.
Lorsque k décrit 0, ...,q—1, les points (k ”) € R/Z decrlvent l’ensemble des (£ )0<g<q 13
il y aura donc un unique kp (ou k = k(@) € 0,...,4 — 1) dans chacun des mtervalles

disjoints [e ”1[ (0<£<g—1)de R/Z.
Fixons mamtenant x € R/Z. On observe que la quantité

l+1

||fo+kp—q/ dt\|<Z|\fw+k —q/ (t) |

est majorée par la variation totale de f. O

4.5 Quadrilateres de type périodique

Dans cette section nous étudions pour les quadrilatéres de type périodique
le lien qui existe entre la nullité de la dérive et le type NC.
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Figure 13: Quadrilateres de période stricte paire. Ici n = 2, 4 ou 6.
Ils sont de type NC et ont une dérive nulle.

Rassemblons quelques énoncés sur les quadrilateres de type périodiques qui sont simi-
laires au théoreme 1.2 (voir figures 13 et 14).

Proposition 4.14 Soit qy un quadrilatére de type n-périodique avec n > 2.

a) Si qo admet une période stricte qui est paire, alors qq est de type NC et on a v(go) = 0.
La suite g, est alors périodique.

b) Si qo est de type C alors, pour presque tous quadrilateres q ayant mémes cotés ay, . . ., ay
que qo, on a v(q) # 0.

Démonstration a) D’aprés le lemme 4.2, gy est de type NC. D’aprés le lemme 3.4 et le
lemme 4.3, on a I’égalité ©™(gy) = —¢go On en déduit v(gy) = v(—¢o) et donc v(gy) = 0.
b) En effet, la proposition 4.12 donne les égalités

[ v = [, s@an =Via) =L Thiag) #0.

dg Qg

Comme la fonction ¢ — v(¢) est analytique sur Q‘io’ elle est non nulle sauf au plus en un
nombre fini de points. O

Voici maintenant quelques énoncés sur les quadrilateres de type périodique qui con-
trastent avec le théoreme 1.2.

Proposition 4.15 a) Pour tout n > 3 impair, il existe des quadrilatéres isocéles gy de
semipériode n, de type NC et tels que v(qq) # 0.

b) Pour tout n > 2 pair, il eriste des quadrilatéres isocéles qy de semipériode n, de type
C et tels que v(gy) = 0.

Remarque Lorsque n est impair, un quadrilateére ¢o = (A, Ag, A3, Ay) est de semipériode
n si et seulement si le quadrilatere (A, A3, Ay, A;) est de période stricte n. Cela résulte

de I'égalité ¢3 = @1 00.
Le corollaire suivant contraste avec le lemme 5.8.
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Figure 14: Quadrilateres de type C et de période n. Icin =3, 5 ou 7:

Ils ont presque tous une dérive non nulle.

Corollaire 4.16 Il existe des quadrilatéres isocéles qy et q ayant mémes cotés ay,...,ay
tels que la suite ©"(qo) est bornée mais pas la suite p™(q).

Démonstration Les deux quadrilateres seront de type n-semipériodique avec n > 2 et
de type C. On choisit un quadrilatére ¢y donné par la proposition 4.15.b. On choisit alors
q a ’aide de la proposition 4.14.b. O

Pour démontrer cette proposition nous aurons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 4.17 La configuration de Poncelet fy associée (par Uapplication © du lemme
3.2) 4 un quadrilatére isocéle gy de type lisse est de type NCII ou C.

Réciproquement, chaque configuration de Poncelet fy de type NCII ou C est I'tmage d’un
quadrilatére isocéle ¢j.

Démonstration D’apres le lemme 3.2, les parametres a, R, > 0 sont donnés par a =
aia3, R = asay et 2r = +(a?—a3+a3—a?) olt a; = ag, ay et a4 sont positifs. On a forcément
R < a + r. Réciproquement, si R < a + r, on peut trouver de tels ai, as,as,as > 0. 1l
suffit de prendre a; = a3 = \/a et a4 + az = 1/2(r + a = R). O

Lemme 4.18 Pour tout quadrilatére qy de semipériode paire, la dérive v(qy) est paralléle
@ la dérive moyenne V(qo).

Démonstration D’apres le lemme 4.2.b, le quadrilatere ¢, est de type C. D’apres la
proposition 4.12 la dérive moyenne V(gy) est non nulle et stable par la symétrie oy.
Notons n = 2N la semipériode de . Par hypothese, ¢ (gy) est une image miroir de gy
qui se trouve sur qu. Par le lemme 4.1, 4(qo) est aussi sur qu. On en déduit I'égalité
&N (do) = 60(do)- On a donc

v(go) = v(60(do)) = o0(v(q0))
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Figure 15: Quadrilateres de semipériode paire. Ici n = 2, 4 ou 6.
Ils sont de type C et ont presque tous une dérive non nulle.

Figure 16: Quadrilateres isoceles proches du carré et de semipériode n. Ici n = 3 ou 4.
Pour 0 < j < n et j # E[%], les quadrilatéres g; sont presque plats et contribuent peu a la dérive.

(voir figure 15). Ce qui prouve que v(gq) est sur la droite portée par le vecteur V(gp). O

Démonstration de la proposition 4.15 a) D’apres la remarque du corollaire 2.11, il
existe une configuration de Poncelet f; de type NCII, de nombre de rotation pp = % et avec
R =1 et r minuscule. On notera que, pour une telle configuration, la distance a — R —r
entre les deux cercles est beaucoup plus petite que r. On a pr = % et cette configuration
est de type n-périodique. On suppose fy choisi dans Fk de sorte que ses coordonnées
(t1,t2) soient proches de (—1,1). Toutes les images fi := ©%(fy), avec k = 1,...,n — 1
ont alors leurs coordonnées proches de (1, —1) (voir figure 17).

Par le lemme 4.17, il existe donc un quadrilatere isocele q; extrémement proche du
carré (0,1,1 + i,4) qui soit de type NC et de type n-périodique (voir figure 16). Comme
n est impair, tous les quadrilateres ¢’(qo) et 21 (p?(q)), pour j = 1,...,n — 1, j #

”T_l sont extrémement proches d’un quadrilatére plat. Donc, dans la somme v(gy) =

L 3 0<j<n 0(¢7(do)), seuls les termes 6(go) ~ 1+ et §(¢"F (4o)) ~ —1 + i ne sont pas
négligeables. On en déduit que v(gy) # 0.
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Figure 17: Configurations de Poncelet de semipériode n. Ici n = 3 ou 4.
Les configurations associées aux quadrilateres de la figure 16 sont semblables
avec un cercle Dy bien plus petit et des tangentes tres proches de la verticale.
Le point de contact étant & droite de Dy sauf pour deux d’entre elles.

b) Il suffit de construire un trapéze ¢ qui soit de type C et de type n-semipériodique
tel que v(gp) est non nul et dans la direction opposé a V' (g). En effet, comme la fonction
go — v(qo), restreinte a Q%, est continue de moyenne égale a V(g)) et a valeurs dans la
droite portée par V(gj) d’apres le lemme 4.18, elle s’annule. Il suffira alors de choisir pour
Qo un zéro de cette fonction.

La construction de ¢ se fait comme en a). Notons n = 2N. D’apres la remarque
du corollaire 2.11, il existe une configuration de Poncelet f; de type C de nombre de
rotation py = = avec R = 1 et 7 minuscule. On notera que, pour une telle configuration,

iN
la quantité positive R + r — a est extrémement plus petite que 7. On a pp = -~ et

cette configuration est de type 2N-semipériodique. Par le lemme 4.17, il existe4gonc
un quadrilatére isocele gf = (A}, A}, A}, A)) de type C, de type 2N-semipériodique et
extrémement proche du carré (0,1,1 + 7,7). On peut supposer ce choix fait de sorte que
as > as. On a alors ay = M.

Comme le vecteur V(gj) fait un angle aigu avec les deux cotés A} A, et ALA), ce
vecteur V' (g)) a un argument proche de —m/2 (voir figure 16). D’autre part, tous les
quadrilateres ¢7(q)) et 21 (p?(gh)), pour 0 < j < 2N et j # N, sont extrémement
proches d’un quadrilatere plat. Dans la somme v(g)) = 55 Yo<j<on 0(¢7(d))), seuls les
termes 8(go) ~ 1+ et 6(9™(45)) = d0(8(¢h)) ne sont pas négligeables. Donc v(gj) est
non nul et est dans la direction opposée a V(qj). O

5 La dynamique sur ()

Nous étudions dans cette partie I’équation homologique associée au pliage
cyclique. Celle-ci nous permettra de montrer que la suite A, — nv(gy) est
bornée pour presque tout quadrilatere gg et non bornée pour un ensemble
générique de quadrilateres. Ceci nous permettra aussi d’expliquer les figures
4 et 5.
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5.1 Le systeme dynamique fibré

Pour tenir compte du phénomene de dérive, nous introduisons le pliage cyclique recentré
c’est-a-dire la transformation gy — ¢(go) — V(go). Elle préserve les fermés Q, = {q €
Q/qe Qq-o} . Bien siir, lorsque ¢q est de type NC, pliage cyclique et pliage cyclique
recentré coincident.

Lemme 5.1 Soient gy un quadrilatére de type lisse et de type non périodique et V (qo) sa
dérive moyenne. Le pliage cyclique recentré q — ¢(q) —V (qo) sur Qq, est analytiquement
conjugué au systeme dynamique p, sur R/Z x C donné par

Pa(®,v) = (T + pa,v + fa(x)) . (35)

ol pa = 2pg et ot la fonction fy : R/Z — C est analytique de moyenne nulle et est la
restriction a R d’une fonction méromorphe 1-périodique sur C et non holomorphe.

Démonstration Le pliage cyclique ¢ est un systéme dynamique fibré. Autrement dit, si
on identifie @ a Q x C par gy ~ (go, A1) on a

©(do, v) = (&(do), v + 0(4o)) -

D’aprés les lemmes 2.9 et 3.4, la paramétrisation z — ¢(x) = up ©' '(7.(4K x)) de R/Z
dans @, vérifie 9(¢(z)) = ¢(w+pa). Sion pose fa(x) := d(4(x)) —V (qo), le pliage cyclique
recentré devient un systéme dynamique sur R/Z x C donné par (35).

Comme § est une fonction rationnelle sur E¢, f, est un fonction méromorphe bipério-
dique sur C. Si f, était holomorphe, elle serait constante et ’angle #, serait aussi constant
sur qu. Contradiction. O

Remarques - La constante V(gg) a été choisie pour que la moyenne de f, soit nulle.
- On peut donner une formule explicite pour la fonction f, :
il existe p; € R/Z, pour 1 < j < 4 tels que, pour tout x,

fa(l') — Z iajeiam(4K(pj+(—1)jl‘)) _ V(QO) ] (36)

1<j<4

En effet, cela résulte du lemme 4.8 et des égalités (12), (25) et (30).
On peut aussi préciser les signes et les valeurs des constantes p;, cela ne sera pas utile.
Il résulte de cette formule que la fonction f, a des pdles simples qui sont portés par les
2n+1)K’

droites Im(z) = 57— avec n € Z.

5.2 L’équation homologique

L’étude de ce systeme dynamique fibré ¢, est, bien siir, basé sur les séries
de Fourier. Précisons tout d’abord les propriétés diophantiennes qui nous
seront utiles.
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Définition 5.2 On note D :={p € R/Z / liminfd(np,0)
L:={peR/Z/VjLeZ, on aliminfd(np, O)% =0} .
nelN+j

=1} et

Remarques - Les éléments de D ont de bonnes propriétés diophantiennes : ils sont mal
approchables par des rationnels. Le complémentaire de D a une mesure de Lebesgue
nulle.

- Les éléments non rationnels de L sont des nombres de Liouville : ils sont tres bien
approchables par des rationnels. L’ensemble L est générique.

La proposition 1.5 sera une conséquence de la proposition suivante qui décrit le com-
portement d’un systéeme dynamique fibré au dessus d’une rotation irrationnelle.

Proposition 5.3 Soient p € R/Z un irrationnel et f : R/Z — C une fonction analytique
de moyenne nulle qui est la restriction a R d’une fonction méromorphe 1-périodique sur
C et non holomorphe. Soit ¢y le systéme dynamique sur R/Z x C donné par

¢r(z,v) = (& +p,v+ f(2)) - (37)

a) Sip est dans D, les orbites de ¢ sont denses sur une courbe analytique réelle compacte.
b) Sip est dans L, les orbites de p; ne sont pas bornées.
¢) Si s a une orbite bornée, les orbites de ¢y sont denses sur une courbe C° compacte.

Le corollaire suivant, analogue au corollaire 1.6, répond a la conjecture de [4] p.222.
Cette conjecture est donc presque sirement vraie et génériquement fausse !

Corollaire 5.4 a) Pour presque tout quadrilatére isocéle qy de type NC, la suite g, est
dense sur une courbe analytique bornée C.

b) Pour un ensemble générique de quadrilatéres isocéles qy de type NC, la suite g, n'est
pas bornée.

Démonstration de la proposition 1.5 et du corollaire 5.4 Comme D¢ est de mesure
nulle et que L est générique, cela résulte directement du lemme 5.1 et de la proposition
5.3 appliquée a la fonction f,. Le seul point a vérifier est qu'une assertion vraie pour
presque tout p, (resp. pour p, générique) est aussi vraie pour presque tout a (resp.
pour a générique). Cela résulte de ce que 'application a — p, est analytique réelle, non
constante, et donc ouverte en dehors d’une hypersurface. O

Corollaire 5.5 Lorsque qy est un quadrilatére de type lisse et de type non périodique
dont les sommets sont algébriques sur Q, la suite g, — nv(qo) est dense sur une courbe
analytique bornée.

Démonstration D’apres la formule (13), p est le quotient de deux logarithmes elliptiques
associés a des points algébriques de la courbe elliptique Q). Il résulte de [9] qu’un tel p
appartient & D (mieux, p est diophantien, voir [6]). O

Pour démontrer la proposition 5.3 , nous aurons besoin des deux lemmes suivants. Le
premier controle les coefficients de Fourier de f.
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Lemme 5.6 Soit f(z) = Z cn€™ une fonction analytique qui est la restriction d R
neZ
d’une fonction méromorphe 1-périodique sur C et non holomorphe. Alors, on a

limsup\cn\ﬁ <1 et il existe j,L € Z* tels que liminf\cnﬁ >0.
n—=4o0 nELN+j

Démonstration C’est classique. Plus précisément, on a

sup |c| |n| " e™ < 0o et (38)
neEZ

il existe j, £ € Z* tels que inf |c,|[n|* "™ ® >0 (39)
nelN+j

ou H est la distance a I'axe réel d’un pole de f le plus proche, et x ’ordre maximum d’un
tel pole. O

Le deuxiéme lemme est une variante d’'un lemme de Furstenberg (voir [10], ou [12]
p.135).

Lemme 5.7 Soient N > 1, p € R/Z un irrationnel, f : R/Z — RN une fonction
continue et ¢ le systéeme dynamique sur R/Z x RY donné par (37).
a) Si ps a une orbite bornée, alors ’équation homologique

9(x+p) —g(z) = f(z) (40)

a une solution g : R/7Z — RY continue.

b) Réciproquement, si I’équation homologique a une solution g de classe C*, avec s €
NU{oo,w}, alors ¢; est C*-conjugué a po. En particulier, chaque orbite de ¢ est dense
dans une courbe de classe C°.

Remarques - Si I’équation (40) a une solution L?, celle-ci est unique & constante pres.
- Si I’équation (40) a une solution g dans L cette solution est continue. En effet, dans
ce cas, presque toutes les orbites de ¢ sont bornées.

Démonstration a) On peut supposer N = 1. Si la suite ¢}(zo,vo) est bornée pour
n > 0, son ensemble w-limite est un compact F' de R/Z x C tel que ¢;(F) = F. Par
minimalité de la rotation irrationnelle, F' rencontre toutes les fibres {z} x R. Notons U la
composante connexe du complémentaire F'¢ qui n’est pas bornée inférieurement. On note
alors g(z) := sup{t € R / (z,t) € U}. La fonction g est semicontinue inférieurement.
L’égalité ¢;(U) = U assure que g est une solution de I’équation homologique (40). En
remplacant f par —f, on trouve une solution semicontinue supérieurement de I’équation
homologique. Par unicité, ces deux solutions sont égales a constante pres. L’équation
homologique a donc une solution continue.

b) La formule 9,(z,v) = (z,v — ¢g(x)) définit un homéomorphisme de classe C* de
R/Z x RY tel que 1, 0 ¢; o Y= o ol po(z,v) = (z + p,v). O
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Démonstration de la proposition 5.3 On utilise le lemme 5.7. Si elle existe, la
solution ¢ de I’équation homologique est unique a constante pres et a pour coefficients de

Fourier d,, = , pour n # 0.

e2i7mp -1
a) Si p est dans D, on a

lim sup |c,| o

lim sup |d,, | W g noEe — <1
n—o00 lim inf d(np, 0) I
n—%oo

et ’équation homologique a une solution analytique.
b) Si p est dans L, on choisit j et £ comme dans la définition 5.2, on a alors

lim inf [c, |

o L €4N+j
lim inf |d, |l > —=—2 +— = 00.
neM+j lim inf d(np, 0) ™

nelN+j

La suite d,, n’est donc pas bornée et ’équation homologique n’a pas de solution continue.
¢) Cela résulte directement du lemme 5.7. a

5.3 Les orbites bornées

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la section précédente.

Lemme 5.8 Pour un quadrilatére qy de type non périodique, le fait que la suite q, soit
bornée ne dépend que des cotés aq, ..., ay.

Ce lemme n’est plus vrai pour des quadrilatéres de type périodique (corollaire 4.16).

Démonstration On peut supposer que gy est de type lisse. L’assertion résulte alors du
lemme 5.1 et de la proposition 5.3.c. O

Le lemme suivant étudie les propriétés de régularité de la courbe C lorsqu’elle existe.

Lemme 5.9 I existe un ensemble dense de quadrilatéres (resp. de quadrilatéres isocéles)
qo tels que la suite g, —nwv(qo) est bornée et la courbe C adhérence de cette suite n’est nulle
part de classe C'.

Démonstration C’est un raffinement de la démonstration de la proposition 5.3 dont on
reprend les notations. Pour tous H > 1, K € N, j,¢ € Z*, on introduit un ensemble dense
DL d’irrationnels qui ne rencontre ni D ni L :

1 e_‘n|H e_‘n|H
DL =DLyji:={peR/Z/ D |n|""'——= <oo et sup [n[*

L %
n>1 d(np,0) neIN+j d(np,0) }
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Cet ensemble DL est dense car il contient les réels de la forme p = % + Xh>0 N, B~*r on
B est un entier premier, B = 1 mod j/, kj, est une suite strictement croissante d’entiers
telle que la suite kp, 1 — %Bkh + (k — %)kh est bornée et ou N, € {1,..., B—1}. Avec
un tel choix, ce sont les entiers ny, := j B¥ qui jouent un role dominant dans la somme
et dans le sup ci-dessus.

Si la fonction f vérifie (38) et (39) et si p est dans DLy ;0 alors I’équation homologique
(40) a une solution g continue avec g non Lipschitzienne. On a, en effet, 3 |d,| < oo et
sup |nd,| = co. Cette solution g est donc nulle part de classe C*.

Prenons p = p, et f = fa. Ceci prouve notre assertion pour un ensemble dense de
parametres (H, pa), c’est a dire pour un ensemble dense de parametre (k, pa). On veut
en déduire que cette assertion est aussi vraie pour un ensemble dense de parametres a.
Cela résulte de ce que, si on fixe k, I’application analytique réelle a — p, est encore non
constante (voir la derniére remarque de la section 2.4.3), et donc ouverte en dehors d’une
hypersurface. O

5.4 Les symétries des figures

On explique dans cette section les symétries des figures 4 a 7.

Les symétries que l'on observe pour tous les quadrilateres dans les figures 4 a 7 sont
expliquées par le corollaire du lemme suivant. On appelera encore symétrie la transfor-
mation de lespace des quadrilatéres induite par une symétrie de R?.

Lemme 5.10 Soit gy un quadrilatére de type lisse, de type non périodique et tel que la
suite ¢, —nv(qo) est bornée.

a) Alors cette suite g, — nv(qo) admet une loi statistique P.

b) Si qo est de type NC, on a P = s,(P) ou s est une symétrie centrale.

c) Si qo est de type C, on a P = s'.(P) ou s est une symétrie par rapport ¢ une droite
paralléle a la dérive v(qp).

Démonstration a) D’apres les lemmes 5.1 et 5.7, il existe une application continue
G : @4, = C, unique a constante pres telle que, pour tout ¢ dans @y , on a

G(¢(q)) — G(d) = 6(d) — V) - (41)
L’application 1) : qu — Qq, donnée par ¥(¢) = (¢, G(q)) vérifie
Yop=(p—Vig))oy.

Si on ajuste la constante pour que (o) = qo, on obtient P = ,(u) ou u est la loi
statistique de ¢, (lemme 4.4).

b) Si ¢q est de type NC, par unicité de G, il existe une constante wy dans C telle que,
pour tout ¢ dans @, on a G(—¢) = —G(¢) +2wo. On a donc ¢ o (—Id) = so1) ol s est
la symétrie par rapport a wy. L’égalité (—Id),(p) = p du lemme 4.8.b prouve alors que
s, P =DP.
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c) Si gg est de type C, on procede de méme avec les égalités G(d¢(§)) = 0o(G(§)) + 2wy,
oy =s o et I'égalité (69).(1) = p du lemme 4.8.c. O

Pour j € Z, on note v; les lois statistiques des suites Aspj192 — Aantj. Lorsque la suite
¢n — nv(go) est bornée, on note P; les lois statistiques des suites Agpy; — 4"—4+lv(q0). On a
donc v 4 = vj et Py = P;. Ce sont ces lois que I'on observe dans les figures 4 a 7.

Corollaire 5.11 Soient gy un quadrilatére de type lisse et de type non périodique et j € Z.
a) Si qo est de type NC, on a v; = (—1d).(v;).

Si g est de type C, on a v; = (09).(v}).

b) On suppose que la suite g, — nv(qy) est bornée.

Si gy est de type NC, on a P; = s5.(P;) ot s est une symétrie centrale.

Si qo est de type C, on a P; = s,(P;) ot s’ est une symétrie par rapport & une droite
paralléle a la dérive v(qq).

Démonstration a) Cela résulte du lemme 4.8.b et 4.8.c car v; = (Aj12 — A;j)(1).
b) Cela résulte du lemme 5.10 car P; = (A4;).(P). O

Les symétries supplémentaires que I’on observe pour les quadrilateres isoceles dans les
figures 4 a 7 sont expliquées par le lemme suivant.

Lemme 5.12 Soit ¢y un quadrilatére isocéle de type lisse et de type non périodique.

a) Alors, on a vy = (09).(v1) et vy = (00)«(v3).

b) On suppose que la suite g, —nv(qo) est bornée. Alors, on a Py = s (Py) et Py = s!(P,)
ou s" est une symétrie par rapport & une droite orthogonale & ug = +1/—h(do)-

Démonstration On peut supposer que h(gy) = —1. On utilise 'application de renumé-
rotation 7 : () — () donnée par

T(Aq, Ag, As, Ay) = (Ayg, A3, A, Ay) (42)
Comme qq est isocele, cette application préserve les longueurs des cotés et on a 1'égalité
o lor=To00p. (43)
On note 7 Papplication induite sur Q. Montrons tout d’abord I’égalité
Te(p) = (=60)« (1) - (44)
Remarquons pour cela que 7 est donné par 1’égalité
7(ry,79,73,74) = — (73,79, 71,74)

et donc laisse la fonction h invariante : ho7 = h. La transformation 7 est une involution
de la courbe elliptique @)1 qui s’exprime dans les coordonnées (s, s2) du lemme 3.4 par
(51,82) = (=85, —s1'). La transformation —dy07 est donc donnée par (sy, s3) = (s2, 51)
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et, comme Fy est de type NCII ou C, elle préserve les composantes connexes de Ql. On
a donc (—dg o 7). (1) = p. Ce qui prouve I’égalité (44).

a) Comme §; 0 7 = —d4_;, on a (09)+(v;) = v3_;. En particulier, on a vy = (0¢).(11) et
vy = (00)+(v3)-

b) On procede comme dans la démonstration du lemme 5.10, dont on reprend les
notations. On vient de voir que la transformation —dq o 7 préserve qu. Par unicité de
la solution G de I’équation homologique (41), il existe une constante wj dans C telle que,
pour tout ¢ dans @, on a

G(=60 0 7(d)) = —00[G(4) + 0(¢) — asda(q)] + 2w -
On a donc
po(=6got)=(s"oT)0¥
ou s” est définie par s"(v) = —og(v) + 2w],. Puisque —o( o7 est une involution, s” est une
symétrie par rapport a une droite orthogonale & ug. On déduit alors de (44) I’égalité

7.(P) = §!(P) .
En particulier, on a Py = s7(Py) et Py = s!(P,). O
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