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1. Introduction

L’objet de ce cours est I’étude qualitative d’une équation différentielle :
que peut-on dire de ses solutions lorsqu’on ne sait pas la résoudre explicite-
ment (ce qui est la régle plutot que Pexception) ?

Les questions que ’on se posera concernent ’existence et 'unicité des so-
lutions, I’étude de leur domaine de définition, le comportement des solutions
au bornes du domaine, la stabilité des solutions par perturbations...

Tout ceci constitue un premier pas vers un champ mathématique plus
large : la théorie des systéemes dynamiques.

Dans ce chapitre introductif nous posons les premieres définitions, et
formulons plus précisément les premieres questions a aborder.

A Equations différentielles

On se donne J C R un intervalle ouvert, U C R™ un ouvert et f : J X
U — R" une application continue. Une solution de I’équation différentielle
2/ (t) = f(t,z(t)), que 'on se permettra également de noter de fagon abrégée

x/:f(tvx)7 (*f)

est une application x : I C J — U de classe C', ot1 I C J est un intervalle
ouvert, et telle que pour tout ¢ € I on ait I'égalité 2'(t) = f(t, z(t)).

Exercice 1.1 Siladonnée f est de classe C* (k > 1), toute solution de I’équation
différentielle (x7) est de classe CKT! sur son intervalle de définition.

Interprétation géométrique :
e Une application f:J x U — R” est aussi appelée champ de vecteurs.
Penser que
— la premiere variable ¢ € J correspond au temps
— la seconde variable x € U correspond a la position.

e En chaque instant ¢ € J, et en chaque point x € U C R", on dispose
d’un vecteur f(t,z) € R™. On peut s'imaginer que le vecteur f(¢,z) indique
le vent (vitesse et direction) & l'instant ¢ et au point z. Résoudre I’équation
différentielle (), c’est déterminer le comportement ¢ — x(t) d’une particule
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portée par le vent, et dont le vecteur vitesse en chaque instant t est donc
2() = f(t,2(t)).

La trajectoire de cette particule est {(z(t)|t € [)} CU, avecx : [ - U
solution de (*f).

une photo de U au temps t... ... puis au temps t'

une trajectoire

e Intéressons nous maintenant au graphe {(¢,z(t)) |t € I} C JxU d’une
solution.

L’application f : J xU — R™ nous donne, en chaque point (¢,z) € JxU,
un “élément de contact” : c’est la droite affine de R x R™ passant par (¢, z)
et de vecteur directeur (1, f(t,z)) € R x R™.

Une application z : I C J — U C R™ de classe C! est solution de (k) si
et seulement si son graphe {(¢,z(t) | t € I)} admet pour tangente, en chaque
point (¢,z(t)) (t € I), 'élément de contact en ce point. Voyons un exemple.

Exemple 1.2 Le cas de la dimension 1 (équation différentielle scalaire) est
le plus propice aux dessins. Intéressons-nous pour fixer les idées a I’équation

différentielle scalaire
¥=x(x—t)=f

~—~
~
8

N—
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I : / Sy 3
, . . by LI NI B B iy s
de la réunion (‘ie la diagonale e‘t d‘e ; ;: PRGOS 452 f_z/ﬁ-\:f LT g 3' % t
laxe des abscisses), et nous indi- g G GO g b Y
12 i e R Rl N
quons les éléments de contact. Pl el e LN NS A N Y
i K . . R e e e e S T T T Y g e T
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se dessiner les graphes des solutions ! t
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L’étude qualitative des équations différentielles scalaires, pour lesquelles
on dispose d’outils spécifiques (théoremes de comparaison), fera 1’objet du
chapitre 6.

B Probleme de Cauchy

Dans ce cours nous intéresserons essentiellement au probleme de Cauchy.

Définition 1.3 Probléme de Cauchy

Soit f: JxU — R™ une application continue. Résoudre I’équation différentielle
x' = f(t,z) (x) avec condition initiale (ou condition de Cauchy)

(to,a}()) eJxU

c’est chercher toutes les solutions x : I C J — U de (xy) telles que to € I et
x(to) = xo, ou I C J est un sous-intervalle ouvert inconnu.

La plupart du temps, on ne saura pas résoudre explicitement 1’équation
différentielle (*¢). On cherchera alors & en mener I’étude qualitative, c’est-
a-dire & obtenir le plus de renseignements possible sur les solutions de (xj).
On commencera bien str par se poser la question de l'existence, puis de
I'unicité des solutions au probleme de Cauchy.

Pour toute donnée continue f, tout probleme de Cauchy admet une solution.

Théoréme 1.4 (de Cauchy-Péano-Arzéla 11.11)

Soit f: JxU — R"™ continue. Pour toute condition initiale (to, zo) € J x U,
le probléme de Cauchy correspondant pour (xy) posséde des solutions.

C Unicité

Nous nous intéresserons pour ’essentiel aux équations différentielles 2’ =
f(t,z) ou lapplication continue f est suffisament réguliere, par exemple de
classe C''. Dans ce cas, nous verrons qu’il y a non seulement existence, mais
également unicité au probléme de Cauchy. C’est ce qu’affirme le théoréme
de Cauchy-Lipschitz. Nous commengons par définir I'unicité au probleme de
Cauchy, puis nous donnons un premier énoncé de ce théoreme fondamental.

La restriction & un sous-intervalle ouvert contenant ¢ty d’une solution au
probleme de Cauchy de condition initiale (¢g, o) est encore une solution au
méme probléeme de Cauchy. Pour autant, nous ne souhaitons pas considérer
ces deux solutions comme différentes !

Cette constatation nous amene a formuler la définition suivante.
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Définition 1.5 Unicité au probléeme de Cauchy

Soit f:JxU CR xR® = R” une application continue. On dit qu’il y a
unicité au probleme de Cauchy pour (xf) lorsque deux solutions de ’équation
différentielle ' = f(t,z), de méme condition initiale (to,zo) € J x U,
coincident sur leur domaine commun de définition.

En d’autres termes, on a unicité au probleme de Cauchy lorsque pour deux
solutions
rv1: L1 CJ—=U et a9: b CJ—->U

de (xy) définies sur des intervalles ouverts I; et I contenant ¢g et telles que
x1(to) = x2(to), alors les restrictions

L1 NIy = L2|1NI2

de ces solutions a l'intersection I3 N Iy sont égales.

On a dit que, pour f continue, tout probleme de Cauchy admet des solutions.
Si f est plus réguliere, par exemple si f est de classe C'* (cette hypotheése nous
suffira pour traiter la plupart des exemples intéressants), on aura de plus
unicité au probleme de Cauchy. C’est ce qu’affirme le théoreme de Cauchy-
Lipschitz, que nous citons un peu plus bas. On réfere a 3.6 pour I’énonce du
théoreme de Cauchy-Lipschitz sous une hypothese de régularité moindre que
C', qui englobera notamment le cas des équations différentielles linéaires a
coefficients continus (chapitre 12).

On verra dans le paragraphe 3.B un exemple ou f n’est pas assez réguliere,
et ou il n’y a donc pas unicité au probleme de Cauchy.

Avant d’énoncer le théoreme de Cauchy-Lipschitz, introduisons la notion de
solution maximale.

Définition 1.6 Solutions maximales

Une solution x : I — U de (x5) est mazimale si, lorsque x1 : Iy — U est
une autre solution de (xy) qui prolonge z, i.e. telle que I C Iy et 1) = =,
alors I = 1.

Qu’il y ait ou non unicité au probleme de Cauchy, toute solution de (xy)
se prolonge en une solution maximale. Dans le cas général, c’est 'objet de
I’exercice 1.12. Lorsqu’il y a unicité au probléme de Cauchy, on a le résultat
plus fort suivant. La preuve est élémentaire.

Lemme 1.7 Existence et unicité de solutions maximales

Soit f : J x U — R™ continue. On suppose qu’il y a unicité au probléme de
Cauchy pour (xf).

Alors, pour toute condition initiale (to,z9) € J x U, il existe une unique
solution mazimale Tmax : Imax — U de (xy) telle que xmax(to) = 0.
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De plus, toute autre solution de (xf) de méme condition initiale (to,xo)
est obtenue comme restriction de Tmax G un sous-intervalle ouvert de Imax
contenant tg.

Preuve La solution maximale cherchée sera obtenue en “recollant” toutes
les solutions de (*f) de condition initiale (ty,zg). On procede comme suit.

On considere la famille (z, : I, = U)qeca de toutes les solutions de
(¥¢) de condition initiale (Zp,x0). Puisqu’il y a unicité pour le probleme
de Cauchy on sait que, pour tous a,b € A, on a x, = xp sur I, N [. On
introduit donc 'intervalle I, = Ugl, et I'on définit, pour tout ¢ € Iax,
Tmax(t) comme étant la valeur commune z,(t) de toutes les solutions x,
(a € A) pour lesquelles ¢ € I,.

L’intervalle I, est ouvert comme réunion d’ouverts.

La fonction pyax est bien définie. C’est une solution de (xf) (propriété
locale) de condition initiale (¢o,zg). Par construction, elle est maximale et
toute solution de (*f) de méme condition initiale s’obtient par restriction de
Tmax & un sous-intervalle ouvert de I, contenant tg. O

Recollement des solutions pour construire la solution maximale

Théoréme 1.8 (de Cauchy-Lipschitz, voir également 3.6)

Lorsque Uapplication f : J x U — R™ est de classe C', il y a existence et
unicité au probléme de Cauchy pour (x¢).

Dans ce cas, pour toute condition initiale (to,xo) € J x U, le probléme de
Cauchy correspondant admet une unique solution maximale, et toute autre
solution de méme condition initiale s’obtient par restriction de cette solution
mazximale a un sous-intervalle ouvert contenant tg.

Nous serons a méme de caractériser les solutions maximales au chapitre
4. Parmi elles, faciles a repérer, il y a les solutions globales.

Définition 1.9 Solutions globales
Soit f: JxU — R". On dit qu’une solution x de (x5) est globale si elle
est définie sur J tout entier. Elle est alors mazximale.

Exemple 1.10 L’équation différentielle 2/ = 2? (avec ici J = U = R)
admet pour solutions maximales :

1. la solution identiquement nulle, qui est globale

2. les fonctions ¢ — -1 définies sur ] — oo, ¢[ ou sur ]¢, o0 (c € R).
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Parmi les solutions maximales, une seule est donc globale.

Exercice 1.11 Equations a variables séparées

1. Trouver les solutions maximales de I’équation différentielle

2/ (t) = (t+1) sin(z(t)).

On fera intervenir les primitives de la fonction ¢ : =z —
Jkm, (k+ 1) w[, k € Z).

2. Soit f : R —]0, 400 continue. On considere ’équation différentielle (E)
a’ = f(z). Montrer (sans utiliser de théoréme général) qu’il y a existence et
unicité pour le probléme de Cauchy et discuter, selon la nature des intégrales
[ f ydo et I f(m dx, le domaine de définition d’une solution maxi-

(pour z €

sin x

male.

Exercice 1.12 Existence de solutions maximales

Soit f:J x U C R x R™ — R” continue.

Pour simplifier la démonstration, on ne s’intéressera en un premier temps aux
solutions de (xy) que dans le futur. On se permet donc, exceptionnellement, de
considérer des “solutions” z : [a,b] — U de 'équation différentielle qui ne sont pas
définies sur un intervalle ouvert (z est alors seulement dérivable & droite en a).

1. On se donne zg : [a,bp[C J — U une solution de 'équation différentielle

' (t) = f(t,x(t) (x5)-

(a) Construire récursivement une suite de solutions zy, : [a,bx[— U (k > 0)
de sorte que xp4q prolonge xy, et avec by > sup(bg, By — 1/k) si
By < 00, et b1 > sup(bg, k) si B = 400, ou

By, = sup{f, x\ se prolonge en une solution définie sur [a, 8]} .

(b) En déduire que z( se prolonge en une solution x4 : [a,by[ — U qui est
maximale a droite (c’est-a-dire qui ne se prolonge pas en une solution
définie sur un intervalle [a, by + €[ avec € > 0).

2. En déduire que toute solution de () se prolonge en une solution maximale.

D Equations autonomes

L’étude des équations différentielle autonomes fera ’objet du
chapitre 2 pour le cas linéaire, et des chapitres 8, 9 et 10 dans le
cas général.

Définition 1.13 Une équation différentielle ' = f(x), ot lapplication
continue (ou champ de vecteurs) f : U — R™ ne dépend pas du temps,
est une équation autonome.

Le fait que I’équation soit autonome se traduit par la propriété fondamentale
d’invariance suivante.
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Lemme 1.14 Sit € I — z(t) € U est solution (resp. solution mazimale) de
Uéquation autonome ' = f(x) (x5) toute translatée t € I+a — x(t—a) € U,
pour a € R, est également solution (resp. solution mazimale) de (xy).

Soit f : U — R™. Nous supposerons dans la suite de ce paragraphe qu’il
y a unicité au probleme de Cauchy pour ' = f(x) (s). Rappelons que le
théoreme de Cauchy-Lipschitz 3.6 assure que c’est le cas si 'application f
est suffisamment réguliere, par exemple de classe C.

Définition 1.15 Orbite d’une équation autonome

Soit xg € R™. L’orbite de xg est l'image d’une quelconque solution maximale
t — x(t) de (x5) passant par ce point xo. On lappelle également la trajectoire
de xg, ou encore la courbe intégrale du champ f passant par xg.

Proposition-Définition 1.16 Portrait de phase d’une équation autonome

1l sutvra du théoréme de Cauchy-Lipschitz que les orbites du champ “régulier”
autonome [ forment une partition de U (voir la proposition 7.12).

Le portrait de phase du champ de vecteurs autonome f est la partition
de U constituée des orbites de f.

Lorsqu’on dessine le portrait de phase, on perd toute information sur la
fagon dont sont parcourues les trajectoires. Voir ci-dessous, pour I’équation
scalaire autonome z’ = 22, les graphes des solutions maximales (& gauche
dans J x U =R x R) et le portrait de phase (& droite dans U = R).

Pour une équation scalaire, on y perd!

Par contre, ne serait-ce qu’en dimension 2, il est délicat de tracer les
graphes des solutions maximales, ces graphes vivant alors dans R x R? = R3,
Par contre, une fois I’étude qualitative achevée, on dessine facilement le
portrait de phase dans R2. Voir le paragrahe 2.G.2 pour les portraits de
phase des équations linéaires autonomes en dimension 2.
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Se ramener a une équation autonome

On peut remarquer qu’en rajoutant une variable (& savoir le temps),
et donc en augmentant la dimension, toute équation différentielle peut se
ramener a une équation différentielle autonome. En effet :

Sit el — x(t) € R" est solution de 2/(t) = f(¢,z(t)) (*f) de condition
initiale (tg,xq), alors t € I — y(t) := (¢, x(t)) € R x R™ est solution de

y ()= (1,2'(t) = (1, f(t,z(t) = (L, f(y(t)) = F(y(t)),

de condition initiale y(tg) = (to, o)-

Réciproquement, si t — y(t) € R x R™ est solution de y/(t) = (1, f(y(t)))
de condition initiale y(tg) = (tg, o), on constate que t — y(¢) est de la forme
t — y(t) = (t,z(t)) avec = solution de (xy) de condition initiale x(tg) = xo.

E Equations d’ordre supérieur

Nous n’avons considéré jusqu’ici que des équations différentielles
d’ordre 1, c’est-a-dire de la forme 2’ = f(t, z). Nous allons main-
tenant introduire les équations différentielles d’ordre supérieur,
et voir qu’elles se rameénent par changement de fonction inconnue
a une équation d’ordre 1.

Soient k > 1 et une application continue f : R x (R")¥ — R™. On lui associe
I’équation différentielle d’ordre &

2W(t) = fts2(t), -, 2®D@®). ()

Les solutions de (x¢) sont des applications ¢t € I — z(t) € R" de classe
C* définies sur un intervalle ouvert, une condition initiale correspondant
désormais a la donnée des valeurs

((to), - 2 V(t0))
de la solution x et de ses dérivées jusqu’a l'ordre k — 1 a l'instant ¢y € I.

Le lemme suivant nous dit que nous pouvons nous contenter d’étudier les
équations différentielles d’ordre 1.

Lemme 1.17 Toute équation différentielle d’ordre k se ramene par chan-
gement de fonction inconnue a une équation différentielle d’ordre 1.

Preuve Soit f: R x (R")¥ — R"™ continue. Si la fonction z : I — R™ de
classe C* est solution de 1’équation différentielle d’ordre k

2B @) = ftsat), -, a® D) (xp)
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la fonction y : I — (R™)* de classe C', définie par y = (yo, - ,Yx_1) Ol
yi(t) = 2 (t), est solution de ’équation différentielle d’ordre 1

Yo = 1

(1.1)

Yo = Yk—1
yllcfl = f(ta Yo, - 7yk—1)

de condition initiale y(to) = (to, z(to), - - ,zF D (tg)).

Réciproquement, si y = (yo,- -+ ,yx—1) : I — (R™)* de classe C" est solution
de I'équation différentielle (1.1), on observe que yo est de classe O, que

yi = y((f) pour i =1---k —1, et donc que yp est solution de (*y). O

Exemple 1.18 L’équation différentielle scalaire (E) z” = 2/ + x, linéaire

autonome d’ordre 2, se ramene au systéme différentiel (S) linéaire autonome

d’ordre 1 dans R? :
2=y
y=x+y.

On définit le portrait de phase de (E) comme celui du systeme (S) : on trace
les images des applications ¢t € I — (z(t),2'(t)) € R? pour les solutions
maximales z : t € I — z(t) € R de (E).

Exemple 1.19 L’équation différentielle

se rameéne au systeme autonome (S)

S

Jc':y
y/:7x7y2 \

Ci-contre, une ébauche du portrait de
phase. On a également indiqué en poin-
tillés la parabole d’équation z = —y?,
qui constitue l'isocline Zy, définition 8.2).
Voir le polycopié d’exercices pour une
étude complete.

scalaire (E) autonome d’ordre 2
2" (t) + (2'(t))* + z(t) = 0 \
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Méthodes numériques

Les régionnements, tracés de solutions, ou portraits de phase qui appa-
raissent dans ce polycopié ont été obtenus en utilisant le logiciel Maple (voir
notamment 1.2, 1.19 ou 3.20).

Vous étes vivement encouragés a étudier des équations différentielles en
utilisant votre logiciel favori (Maple, Scilab, Sage...) Cela vous permettra
de mettre en évidence des propriétés que vous aurez ensuite a coeur de
démontrer.

Pour une introduction aux méthodes numériques, on conseille le tres
beau livre de Demailly.



2. Equations linéaires autonomes

Ce chapitre est consacré aux équations différentielles linéaires a
coeflicients constants.

Nous allons voir qu’on sait toutes les résoudre explicitement.
En particulier, leur étude ne fait appel a aucun des théoremes
généraux que nous montrerons par la suite.

Les équations linéaires autonomes interviendront dans 1’étude
d’une équation différentielle autonome (non linéaire) au voisinage
d’un point stationnaire : voir le chapitre 10.

A Introduction

Définition 2.1 e Soit A € M,R une matrice. L’équation différentielle
linéaire autonome d’ordre 1 associée est X'(t) = AX(t) (xa), d’inconnue
Uapplication t € I C R — X (t) € R™ de classe C*.

e Soient A; € MpR pouri=0---k—1. On leur associe l’'équation différentielle
linéaire autonome d’ordre k > 1

c® )+ A1 2P V) +- -+ Agz(t) =0 (%)
d’inconnue application t € I C R — z(t) € R" de classe C*.
Les solutions de ces équations linéaires autonomes sont toutes de classe C'*°.

Revenons sur le lemme 1.17. Il permet de ramener, par changement de
fonction inconnue, I’équation différentielle linéaire autonome d’ordre k (x) a
une équation différentielle linéaire autonome d’ordre 1. On introduit en effet

la nouvelle fonction inconnue X = (z,2’,--- ,z*~1), avec
x’ 0 1 o --- 0 T
X' = — K —AX
0 0 ..o 0 1
(k) —Ay —Ay - oo —Ap, p(k=1)

Lorsque n > 1 il faut comprendre que A € M}, R est une matrice par blocs,
et que 1 := Id désigne la matrice Id € M,R.

16



Résolution en dimension 1 17

Lorsque n = 1, c’est-a~dire pour une équation scalaire
eO0) + a1 D) b ag () =0 (+)

d’inconnue ¢t € I — z(t) € R avec a; € R pour i =0---k — 1, la matrice

0 1 o .- 0
A= ’
0 o --- 0 1
_aO _al DY LR _a/k—l

associée est la matrice compagnon du polynéme
P(s)=s"+ap_ 18"+ +ars+ao.

Exemple 2.2 La modélisation de phénomenes physiques conduit souvent
a une équation différentielle linéaire, au moins en premiere approximation...
Citons deux exemples pour mémoire :
— loscillateur harmonique amorti : une masse m, suspendue & un res-
sort de coefficient de rappel kC' et avec un amortissement u; le
déplacement vertical & par rapport a la position d’équilibre satisfait

ma’ +pr’ +kx=0

— le circuit RLC' : une résistance R, une capacité C, une bobine d’in-
ductance L ; la charge @ du condensateur satisfait

LQ"+RQ +(1/0)Q = f(t),

ou t — f(t) est la tension délivrée par le générateur. Dans cet
exemple, on a rajouté un “second membre” f(t) (voir la section E).

B Résolution en dimension 1

Revenons sur la résolution des équations linéaires autonomes scalaires,
exemple qui nous guidera pour la dimension quelconque. Soient a € R, et
une fonction z : I — R de classe C'. On remarque que z est solution de
I’équation différentielle

si et seulement si

(e”z(t)) =0.

Il suit immédiatement que les solutions maximales de (*,) sont les fonctions

teR — ez eR
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(zo € R), toutes les autres solutions s’obtenant par restriction d’une de ces
solutions maximales.

Pour résoudre les équations différentielles linéaires autonomes en dimen-
sion supérieure, nous suivrons la méme méthode, mais en utilisant cette
fois ’exponentielle matricielle dont nous rappelons ci-dessous les premieres
propriétés.

C Exponentielle de matrices

Dans ce paragraphe de rappels, les preuves sont esquissées. Le
lecteur se doit de les écrire en détails. Se reporter si besoin au
polycopié de Calcul Différentiel.

Lemme 2.3 Pour p € N*, application d’élévation a la puissance p
ep: Ae MR — AP € M,R
est de classe C' (polynomiale) avec, pour toutes A, B € M,R :
Daey,(B)=BAP ' + ABAP™2 ... 4 A7 B,

En particulier, lorsque A et B commutent, c¢’est-a-dire lorsque AB = BA,

on a
Daey(B) =pAP~1 B.

Si lon munit MyR d’une norme d’algebre, on a la majoration
IDaepll < p [lAIP.

Proposition 2.4 La série de fonctions

o0 Ap
AEMRRHZ—!EMRR
p=0

définit une application de classe C', notée exp : A € MR — 4 € M,R. La
différentielle de exp s’obtient en différentiant la série terme a terme.
Lorsque AB = BA, on a (Daexp) (B) = e B = B e”. En particulier,

%(em) =Aett =et A,

Preuve Sur chaque boule B(0, R), il y a convergence normale de la série
de fonctions, ainsi que de la série des différentielles. O

Remarque 2.5 On peut montrer de méme que ’application exponentielle
exp: A e MR — e € M,R est de classe C.
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Proposition 2.6 Soient A, B € M,,R.
Pour toute matrice inversible P € GL,R, on a exp (PAP~!) = PeAP™1.
Lorsque AB = BA, on a exp (A+ B) = etel = eB e,
La matrice et € GL,R est inversible, d’inverse e=4.
Preuve Le premier point est conséquence de la continuité de la multi-
plication matricielle. Pour tout entier N, on a en effet par linéarité de la
multiplication les égalités

AP N AP Y (P1AP)P
P 1(ZE)P:Z(P 1])!13):2( o Iy
p=0 p=0 p=0

Lorsque N — oo le membre de droite tend vers exp (PAP~!). La continuité
de la multiplication & gauche par P~!, et & droite par P, nous dit que le
membre de gauche converge vers PeAP~ 1.

Pour le calcul de exp(A + B) lorsque A et B commutent, on utilise
la formule du binome, et la convergence absolue de la série pour pouvoir
effectuer une sommation par paquets.

A

Il suit en particulier que e? est inversible, d’inverse e~ 4. O

D Résolution en dimension quelconque

Une fois introduite I’exponentielle matricielle, la résolution
des équations différentielles linéaires autonomes en dimension
quelconque suit le méme chemin qu’en dimension 1.

Proposition 2.7 Soient la matrice A € MyR, et "équation différentielle
linéaire autonome X' = AX (x4) d’inconnue t € I — X(t) € R".
— 1l y a ezistence et unicité au probléme de Cauchy pour (x4).
— Les solutions maximales de (x4) sont globales (i.e. définies sur R).
— La solution mazximale de (x4) de condition initiale (t9, Xo) € R x R"
est
tER — et7t0)A X, c R™

Preuve On procéde comme en dimension 1. Soit ¢t € I — X (¢) € R” de
classe C1. On dérive le produit (bilinéaire) des applications t — e~*4 € M, R
et t — X (t) € R™ de classe C. 11 vient

LX) = (X0~ AX (D).

Chaque matrice e *4 étant inversible, il suit que X est solution de (x4) si
et seulement si 'application t € T — e~*4 X () € R™ est constante. ]
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Corollaire 2.8 — L’ensemble des solutions mazimales de X' = AX est un
sous-espace vectoriel S de C*°(R,R"™) de dimension n.
— Pour tout ty € R, Uapplication d’évaluation a l'instant tg, soit

€ty 0 X €S — X(tg) € R,
est un isomorphisme d’espaces vectoriels d’application réciproque
veER" 5 teR— 04 e R € S.

Remarque 2.9 Si v € R” est vecteur propre de A pour la valeur propre
A, on a etdy = e*v pour tout t € R. Notamment, si la matrice A est
diagonalisable dans une base de vecteurs propres (v;) associés aux valeurs
propres ()\;), les applications t € R — e*iv; € R (1 < i < n) constituent
une base de S.

En général (et en particulier en grande dimension), le calcul de e
ne sera pas toujours évident. Il est cependant aisé lorsqu’on dispose de la
décomposition de Jordan-Dunford de la matrice A (voir 10.14).

Dans la pratique, on se livrera rarement au calcul des et.

A

Remarque 2.10 Pour une équation linéaire non autonome X'(t) = A(t) X (¢),
on a vu qu’on peut se ramener, par changement de fonction inconnue, a une
équation autonome (lemme 1.17); mais on perd alors la linéarité!

Nous étudierons les équations linéaires non autonomes au chapitre 12.

E Equations non homogeénes

On veut maintenant résoudre une équation différentielle linéaire
a coefficients constants mais avec un second membre (équation
non homogene), soit

X'(t)=AX@t)+B(t)  (x3)

ou A e M,Ret B:J CR — R” est une application continue
définie sur un intervalle ouvert J de R. L’équation homogene
associée & (x5) est

X'(t)=AX(t).  (xa)

E.1 Résolution

On sait de nouveau résoudre explicitement ces équations (x5) (modulo
le calcul des exponentielles matricielles (e/4) et un calcul de primitive), et
I’on a encore des informations sur la structure de ’ensemble des solutions.
C’est ce que nous dit I’énoncé suivant.
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Proposition 2.11 Soient A € MR et B : J C R — R™ une application
continue sur l'intervalle ouvert J. Soit I’équation différentielle X' = AX+ B
(+B) d’inconnue t € I — X(t) € R™.

— Il y a existence et unicité au probléme de Cauchy pour (*]j).

— Les solutions mazimales de (¥5) sont globales (i.e. définies sur J).

— La solution mazimale de (x5) de condition initiale (to, Xo) € J x R™

est
t

teJ— el A x, 4 / e=)4 B(s)ds .

to

Preuve Pour une application t € I — X (t) € R™ de classe C!, on écrit
comme ci-dessus

(e X(1) = e (X'(t) - AX(2)).

t

Puisque chaque matrice e *4 est inversible, il suit que X est solution de

(*f ) si et seulement si
(e A X (1)) = e B(t).

Pour ty € I et t € I, on integre entre tg et t, et on obtient

e X (1) — e X () = / t e *4 B(s)ds

to

soit, en utilisant la linéarité de 'intégrale et les propriétés de ’exponentielle
(Proposition 2.6)

X(t) = P04 X (1) + / t =4 B(s)ds. (2.1)

to

Cette expression a un sens pour tout ¢ € J et définit une solution X : J —
R™, ce qui assure que les solutions maximales de (*f ) sont globales. O

Une fois connues les solutions de I’équation homogene (x4), ¢’est-a-dire une
fois connue l'application t € R — et4 € M, R, on obtient donc les solutions
de I’équation avec second membre (*f) par simple quadrature (recherche de
primitive) : on n’a plus d’équation différentielle & résoudre ! Il peut cependant
arriver que 1’on ne sache pas donner de formule explicite pour la primitive
de s — ¢4 B(s).

Corollaire 2.12 L’ensemble des solutions maximales de (*f) forme un sous-
espace affine SB de dimension n de C®(J,R™), qui est dirigé par l’espace
vectoriel des restrictions a J des solutions mazximales de I’équation homogene

(x4).
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Autrement dit, si Z est une solution (dite “particuliere”, ce qui signifie
simplement que c’est elle qu’on considere...) de I'équation (x5), les solutions
de (%) sont toutes les applications X + Z : J — R", ot X est la restriction
4 J d’une solution maximale quelconque t — €4 X, de (x4) (Xo décrivant
donc R"™).

La solution particuliere Z : t — f;; e(=9)4 B(s) ds qui apparait dans (2.1)
est I'unique solution de (*ﬁ ) qui s’annule en t.

E.2 Meéthode de variation de la constante a ’ordre 1

Une fois connue la famille des exponentielles matricielles et

(t € R), la proposition 2.11 permet de résoudre une équation
différentielle autonome avec second membre X' = AX + B.
Nous revenons ici sur cette proposition avec une présentation un
peu différente, commode dans la pratique. Nous généraliserons
cette méthode aux équations d’ordre supérieur dans le para-
graphe 2.E.3, et aux équations linéaires non autonomes dans le
chapitre 12.

Soit X : t € I C J — R” une application de classe C'. On veut savoir
& quelle condition X sera solution de I’équation non homogene X'(t) =
AX(t)+ B(t) (+5).

Nous supposons connue une base (Xi,---,X,) de 'espace vectoriel S des
solutions de I’équation homogene X’ = AX.

Nous restreignons ces applications a l’intervalle J. Nous avons vu au
corollaire 2.8 que, pour tout ¢ € J, la famille de vecteurs (Xi(t),--- , Xpn(t))
constitue une base de R™. On peut donc exprimer, en chaque instant ¢t € .J,
le vecteur X (¢) dans cette base, c’est-a-dire écrire X (¢) = > ¢;(t) X;(t) pour
des réels (¢;(t))1<i<n dépendant de t.

En écriture matricielle, cela revient & introduire I’application de classe C*

| |
ted— M@ = |Xit) | - | Xut)| €GLR

et a écrire

Cn.(t)

On note que les applications t — (M (t)) "' et donct — C(t) = (M (t)) "1 X (¢)
sont de classe C'. On observe également que I’application X est solution de
léquation homogene (k4) si et seulement si le vecteur C(¢) ne dépend pas
de t.
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Puisque les (X;) sont solution de I’équation homogene, on a M'(t) =
A(t) M(t) et donc

X'(t) = M'(t)C(t) + M#t)C'(t) = A(t) X (t) + M(t)C'(¢).
Il suit que X est solution de (¥§) si et seulement si
C'(t) = (M(t)) "' B(t).

On n’a plus, pour résoudre (x5), qu’a trouver une (ou les) primitives de
I'application t — (M (t))~! B(t).

Remarque 2.13 On obtient les solutions de ’équation homogene lorsque
Papplication ¢ — C(t) est constante. Pour résoudre ’équation avec second
membre, on fait donc “varier la constante”.

Remarque 2.14 Désignons par (e1,--- ,ep) la base canonique de R™. Si,
dans ce qu’on vient d’exposer, on choisit pour base de & la famille ¢ —
X;(t) = etle;, alors on a M(t) = e et on retrouve ce qui a été fait dans
la preuve de la proposition 2.11.

Si la matrice A est diagonalisable, on choisit naturellement pour base
de S la famille t — X;(t) = e"v;, ol (v;) est une base de vecteurs propres
associés aux valeurs propres ()\;) (voir la remarque 2.9).

Exercice 2.15 Résoudre ’équation différentielle scalaire 2’(t) = 2t x(¢). En déduire
les solutions de 2/ (t) = 2t z(t) — tet”.

Exercice 2.16 On considere le systeme différentiel non homogene (x%)

{x’(t) — y(t)

Y (t) = —x(t) + €. (22)

1. Montrer que les applications t € R — (sint,cost) € R? et t € R —
(cost,—sint) € R? forment une base de I’espace des solutions du systeéme
homogene associé (x4) .

2. Résoudre le systeme (x5) .

E.3 Variation de la constante pour une équation linéaire
d’ordre supérieur

Pour étudier une équation différentielle linéaire d’ordre supérieur,
on suit le principe général vu dans le paragraphe 1.E et on se
ramene a l'ordre 1.

Pour simplifier I’écriture, nous nous contentons dans ce paragraphe d’ex-
poser la méthode pour une équation scalaire d’ordre 2

2" (t) + a1 2’ (t) + ap x(t) = b(t) (+3)
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ol ag,a; € Rett € J — b(t) € R est une application continue. On traitera
I'ordre supérieur en 12.B.3 pour les équations non autonomes. Noter que la
méthode s’applique également & des équations non scalaires.

e Pour savoir quoi faire, on se ramene sagement a une équation d’ordre 1...

On introduit, comme en 1.E, la nouvelle fonction inconnue X = <$,> et on

introduit 'équation différentielle X'(t) = A X (t) + B(t) (%), on

(8 L)emo- ()

Supposons alors connue une base (z1,z2) de 'espace des solutions de

I’équation homogene (*,), et donc une base X; = if (1 =1,2) de l'espace
i

des solutions de 1’équation homogene (x4). Comme on I’a vu dans le para-

graphe précédent, la méthode de variation de la constante pour I’équation

d’ordre 1 (*ﬁ ) consiste & chercher les solutions X de cette équation sous la

forme
X(t) =C (t) Xl(t) + Cg(t) XQ(t) (23)
ot t — ¢;(t) (i = 1,2) sont deux fonctions scalaires inconnues de classe C*.

e Nous allons maintenant oublier X et I’équation (*f), pour revenir a la
fonction inconnue z et & (¥%). L’identité (2.3) s’écrit

{x(t) = ¢1(t) 21 (t) + ca(t) z2(t)

, , , (2.4)
2/(8) = er(t) 2 (8) + ea(t) (1) .

Autrement dit, en chaque instant ¢, on exprime les réels z(t) et 2/(t) comme
combinaisons linéaires respectives de (z1(t),z2(t)) et (2)(t), z4(t)) avec le
méme couple de coefficients (¢1(t), ca(t)). Voyons comment ceci nous permet
de résoudre notre équation différentielle.

e Dérivons la premiere ligne de (2.4). 11 vient

2'(t) = (ex(t) 21 (1) + e2(t) 25(2)) + (L (8) 21(t) + c(t) w2(t)) -

Demander que la seconde ligne de (2.4) soit satisfaite, sachant que la premiere
I’est pour tout ¢t € J, équivaut donc a la condition

aa(t) z1(t) + (1) z2(t) = 0. (o)
Dérivons maintenant la seconde ligne de (2.4). Il vient

() = er(t) 21 () + ca(t) 25 () + c1 () 2 () + c5(2) 25 (2) - (2.5)
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Puisque 1 et x2 sont deux solutions de I’équation homogene (x,), il suit de
(2.5) et de (2.4) que

1 / /" 1 ! )
' (t) + a1 2’ (t) + ag x(t) = c1a] + coxy + cy o7 + 15
/ /
+ aic1xy + ascaxy + apc1x1 + apcaa

= chx} + chaly.
11 suit alors que = est solution de (x2) si et seulement

Axy +chahy=b. (00)

e On résume ce qu'on vient de voir en (¢) et (¢0). Une fois écrits (x,z’)
sous la forme (2.4), la fonction z est solution de (x2) si et seulement si les

fonctions inconnues ¢ et ¢, sont solutions, pour tout instant ¢, du systéme

¥

En chaque instant ¢, le systéme linéaire (2.6) est inversible puisque les vec-
teurs X (t) et Xa(t) sont linéairement indépendants. On obtient donc ¢} (¢)
et ¢h(t) en résolvant ce systeme, puis les fonctions ¢; et ¢ par quadrature.
On retrouve la structure de I'espace des solutions S?, le “terme constant”
dans la primitive correspondant aux solutions de I’équation homogene.

() 21 (t) + ch(t) 22(t) = 0

(£) @ () + ch(t) 2h(t) = b(t). (2.6)

S et~

Exercice 2.17 Résoudre I’équation différentielle scalaire z”(t) + z(t) = €.

F Portraits de phase pour les équations linéaires
en dimension quelconque

Nous énongons quelques généralités concernant le portrait de
phase d’une I’équation différentielle linéaire autonome

X'(t)=AX(t)  (xa)

pour une matrice A € M,,R. Rappelons que le portrait de phase
est la partition de R™ constituée des images des solutions maxi-
males de cette équation différentielle autonome (chapitre 1).

Droites stables

Si v € R™ est vecteur propre de A de valeur propre A € R, on a A(v) = v,
et donc ety = v (t € R). Une droite propre (pour une valeur propre
non nulle A € R*), est donc réunion de trois orbites : l'origine, et les deux
demi-droites ouvertes.
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Soit maintenant v un vecteur non nul tel que la droite Rv engendrée par
v soit réunion d’orbites. Il suit qu'on a une application ¢ — a(t) de classe
C' avec a(0) = 1 pour laquelle ¢t — a(t)v est solution, c’est-a-dire telle que
a'(t)v = a(t) Av. On en déduit que v est vecteur propre de A, pour la valeur
propre a’'(0).

Les droites propres de A sont donc exactement les droites qui sont réunions
d’orbites (c’est-a-dire les droites “stables” par I’équation différentielle). On
les dessinera donc d’emblée lorsqu’on veut tracer le portrait de phase.

Renversement du temps
Lorsqu’on remplace la matrice A par son opposé —A, on obtient le méme
portrait de phase mais avec des orbites parcourues en sens opposé.

En effet, lorsque ¢ — X () est solution de I’équation linéaire X' = AX,
lapplication ¢ — Y () := X (—t) est solution de Y = (—A) Y.

Conjugaison, changement de repeére

Pour une application ¢t — X () de classe C! solution de X'(t) = A X(t) (*a)
et une matrice inversible P € GI,R, on a

(PX) = PX' = PAX = (PAP7)(PX).

Donc X est solution de (x4) si et seulement si Y = PX est solution de
’équation linéaire Y’ = (PAP~1)Y associée & la matrice conjuguée PAP™!.
11 suit que I’endomorphisme associé a la matrice P envoie le portrait de phase
de I’équation linéaire X’ = AX sur le portrait de phase de 1’équation linéaire
Y' = (PAP7Y)Y.

Un exemple

Pour rendre les choses plus concretes, traitons un exemple simple.

On se donne la matrice inversible P = (1 _11> ,avec P71 = ( 1/2 1/2>,

1 -1/2 1/2
. . (20 B L (3/2 1/2
ainsi que les deux les matrices A = <0 1) et B=PAP™ = <1/2 3/2>.

On introduit les systemes différentiels

(50) = (30) = a (50) o
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On a esquissé les portraits de phase des équations différentielles (x4) (a
gauche) et (xp) (& droite). L’application linéaire (z,y) — (z — y,xz + y)
associée a la matrice P (qui envoie les axes de coordonnées sur les diagonales)
envoie le portrait de phase de gauche sur celui de droite.

G Portraits de phase linéaires en dimension 2

Il est indispensable de bien connaitre ’allure des portraits de
phase des équations linéaires autonomes en dimension 2. On
vient de voir qu’il suffit de déterminer les portraits de phase
pour une seule matrice dans chaque classe de conjugaison : on la
choisit la plus simple possible!

G.1 Quelques rappels d’algebre linéaire

Rappelons que deux matrices A et B sont conjuguées s’il existe une matrice
inversible P telle que B = PAP~!. Cela revient & dire que A et B sont
associées au méme endomorphisme, mais dans deux bases différentes.

Nous commencons par rappeler ci-dessous les classes de conjugaison dans
MsR. Pour cela, on distinguera selon que la matrice est, ou non, diagonali-
sable sur R ou bien sur C.

Soit A € MaR, d’endomorphisme associé¢ L € End(R?).

e Si A est diagonalisable sur R, on peut la supposer diagonale apres chan-
gement de base. Lorsque les deux valeurs propres (réelles) sont confondues,
la matrice est scalaire (c’est un multiple de 'identité). Sinon, elle a deux
valeurs propres réelles distinctes.

La classe de conjugaison de A est alors donnée par deux réels A < pu.
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e Si la matrice A n’est pas diagonalisable sur C, cela impose que ses deux
valeurs propres sont confondues (sinon on a une base de vecteurs propres),
mettons égales a A\. Remarquons que A est réel. En effet, la matrice est réelle
et si A est valeur propre, son conjugué \ est également valeur propre : on
doit donc avoir A = \.

Soient v1 un vecteur propre de A, et v un vecteur quelconque non co-
linéaire a v1. Dans la base (v1,v2), la matrice de 'endomorphisme L se lit

donc <(>)\ i), avec a # 0 (sinon la matrice serait scalaire.) Dans la base

normalisée (v1,v2/a), la matrice de I'endomorphisme L se lit alors 3 3

La classe de conjugaison de A est alors donnée par un seul réel A.

e Si la matrice n’est pas diagonalisable sur R, mais qu’elle est diagonalisable
sur C, ses valeurs propres ne sont pas réelles et sont donc conjuguées. Notons
les a +ib et a —ib. On dispose donc d’une base (w;,wy) de vecteurs propres
sur C. Ce sont des vecteurs de C2. Puisque la matrice A est réelle, on peut
prendre wy = wy. En effet, si wy est propre pour la valeur propre a + b, on
a Awy = Awy = Aws tandis que Aw; = (a + ib)w; = (a — ib)ws.

Les vecteurs v; = (wy + we) et ve = i(w; — w2) sont alors deux vecteurs
réels indépendants. On a

A1) = A(wi + w2) = (a + ib)wy + (a — ib)ws = a(wi + wa) + ib(w1 — wa)
A(vg) = i(Awy — Awz) = i(a + ib)w; — i(a — ib)wy = —bvy + avy,

autrement dit la matrice de L dans la base réelle (v1, v2) est <Z _ab>.

La classe de conjugaison de A est alors donnée par un nombre complexe
a + b avec b # 0.

G.2 Les portraits de phase dans le plan

Nous étudions ci-dessous les équations différentielles linéaires
autonomes en dimension 2. Les démonstrations, sont laissées au
lecteur. Nous n’illustrons pas les portraits de phase associés a
des matrices possédant une valeur propre nulle.

Tous les dessins s’entendent “sans conjugaison” : ce sont les
portraits de phase de X’ = AX, ol A est bien la matrice indiquée
dans la légende.
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e A diagonalisable sur R : apres conjugaison de A (c’est-a-dire dans une

base adaptée) on peut supposer que A est diagonale, soit A = (3 2)

tA 0
e 4= (1 ) et (01,000 = (Pan, ).
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e A non diagonalisable sur C : la matrice A a deux valeurs propres
(réelles) confondues, mais n’est pas multiple de I'identité ; apres conjugaison,

on peut donc supposer que

et)\ tet)\>

_ _ (A1 tA _ \Id N _
A—)\Id—I—N—<0 /\>,e =e e = 0 et

VP LT P s
PP —

I e e~
P N

-3 -2 -1 0

x

1 1
Noeud dégénéré, ici pour la matrice A = <0 1>

oA diagonalisable sur C, mais pas sur R : apreés conjugaison, on peut

donc supposer que A = <Z _ab> =ald + bJ, avec b # 0.

Puisque J? = —Id, J> = —J et J* =1d, on a

cosbt —sin bt)

tA ta _tbJ ta
et =e%e =e .
(sm bt cosbt

Lorsque a = 0, il s’agit d’un centre, et les orbites sont des ellipses. Lorsque

a # 0, c’est un foyer.

AP >

3A AAAAAAFFFFAN I Ay 3
AAAARRF AN

S e e A
A e e e S S A A

Un centre, ici pour Un foyer, ici pour

=51 a=(3Y)
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Remarque 2.18 On aurait également pu traiter ce dernier cas en identi-
fiant R? & C. Pour X = (x,%), on introduit le complexe z = z + iy, et I'on
pose w = a+ib. On observe alors que X' = AX équivaut & 2/ = wz que 'on

résoud en z(t) = ez, avec el = el i,

Exercice 2.19 Esquisser le portrait de phase des équations linéaires autonomes
associées aux matrices

0 3 1 -1 -3 10 2 -3
() () (B 0) ()

On commencera bien entendu par indiquer les orbites remarquables. On pourra
également s’aider du régionnement (paragraphe 8.A) pour tracer le portrait de
phase, ou vérifier sa cohérence avec les données.



3. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz

L’objectif de ce chapitre est le théoreme de Cauchy-Lipschitz :
existence et unicité au probleme de Cauchy pour une équation
différentielle 2’ = f(t,x) avec f suffisament réguliere.

Nous présenterons dans ce polycopié deux preuves du théoreme
de Cauchy-Lipschitz.

Dans la premiere preuve, qui est ’objet de ce chapitre, on ramene
la recherche d’une solution au probleme de Cauchy a la recherche
d’un point fixe pour une certaine transformation (lemme 3.13).
On conclut alors avec le théoreme du point fixe de Banach-
Picard.

La seconde preuve sera présentée au chapitre 11. Elle consiste a
construire tout d’abord une famille de solutions approchées puis
a vérifier, en utilisant le lemme de Gronwall, que ces solutions
approchées convergent vers une solution.

A  Enoncé du théoreme

Soit f:J x U C R x R™ — R™ une application continue. On s’intéresse,
tout au long du chapitre, au probleme de Cauchy de condition initiale
(to, o) € J x U pour I"équation différentielle

o' (t) = ft,=(t). (%)
Définition 3.1 Un cylindre fermé C C JxU centré en (t1,x1) est le produit
C=[t1—a,ti +a] x B(z1,R) CJxU
d’un intervalle fermé centré en t1 et d’une boule fermée centrée en x1.

Nous introduisons maintenant I’hypothese de régularité qui intervient
dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz. Soit k > 0.

Définition 3.2 La restriction a un cylindre C' de Uapplication f est k-
lipschitzienne par rapport a la variable d’espace (seconde variable) si

pour tous (t,y) et (t,z) dans C, on a || f(t,y) — f(t, 2)|| <k |y — =]

32
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Définition 3.3 L’application f: J x U — R" est localement lipschitzienne
par rapport & la seconde variable (variable d’espace x) si et seulement si,
pour tout (t1,x1) € J x U, il existe un cylindre C1 C J xU centré en (t1,x1)
sur lequel f est lipschitzienne par rapport 4 x.

Remarque 3.4 — La constante de Lipschitz dépend alors du cylindre C1,
et peut exploser lorsqu’on va vers le bord de J x U.

—Si f est de classe O sur J x U, elle est lipschitzienne (et donc lipschitzienne
par rapport & la seconde variable) sur tout cylindre de J x U. Ceci est
conséquence du théoreme des accroissements finis puisqu’un cylindre est
compact (donc la différentielle de f y est uniformément bornée) et convexe.

Exercice 3.5 On suppose que la fonction continue f : JxU — R"™ est localement
lipschitzienne par rapport a la seconde variable . Montrer alors que sa restriction
a tout compact K C J x U est lipschitzienne par rapport a x.

Voir le lemme 5.8.

L’énoncé que nous allons démontrer dans ce chapitre est le suivant.

Théoréme 3.6 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soit f : JxU C R xR"® = R"™ une application continue. On suppose de
plus :

— que f est de classe C' sur J x U ;

- ou, plus généralement, que lapplication continue f : J x U — R" est de
plus localement lipschitzienne par rapport o la seconde variable (hypothése
dite “de Cauchy-Lipschitz”).

Alors, pour toute condition initiale (to, o) € J x U :

— il existe une unique solution mazximale de l’équation x’' = f(t,x), de condi-
tion initiale (to, zo) ;

— toute autre solution, de méme de condition initiale, est obtenue par res-
triction de cette solution mazimale.

Ce théoreme suivra de deux énoncés intermédiaires : existence et unicité
locales (théoreme 3.11) puis unicité globale (théoreme 3.19).

Dans la plupart des exemples que nous rencontrerons, ’application f sera
de classe C! (voire C*°). L’intérét de I’hypothese plus générale “de Cauchy-
Lipschitz” est qu’elle englobe ’exemple naturel des équations linéaires non
autonomes a coefficients continus (voir le chapitre 12).

B Un exemple sans unicité

Avant de démarrer la preuve du théoreme de Cauchy-Lipschitz &
la section suivante, nous montrons sur un exemple simple en quoi
I’hypothese de régularité sur application continue f (c’est-a-dire
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f localement lipschitzienne par rapport a la variable d’espace)
est pertinente pour assurer I'unicité au probleme de Cauchy.

Considérons I'équation différentielle autonome

{x'u) — —Va(t) pour a(t)
t

>0
2'(t) =0 pour z(t) < 0.

Autrement dit, on s’intéresse a I’équation différentielle /(t) = f(x(t)) (x)
ou f(x) = —y/x lorsque x > 0 et f(x) = 0 sinon. Cette fonction f: R — R
est bien continue, mais elle n’est pas lipschitzienne au voisinage de 0.

Décrivons les solutions de I’équation différentielle. Soit ¢t € I — x(t) € R
une solution. Puisque f < 0, la solution x est partout décroissante. De plus :
« Sur un intervalle ot x < 0, = est constante.

« Sur un intervalle ou x > 0, il existe une constante ¢ € R telle que z(t) =
1(c—t)? (avec t < c).

« La solution nulle est solution particuliere.

11 suit que les solutions maximales de (%) sont toutes globales. Ce sont les
fonctions z. : R — R (pour ¢ € R) et y, : R — R (pour a < 0) définies par
— z.(t) = F(c—t)? pour t < ¢, et z(t) = 0 pour t > ¢ (lorsque ¢ € R)

— Ya(t) = a pour tout ¢ € R (lorsque a < 0).

Dans cet exemple, il n’y a pas unicité au probleme de Cauchy. Ce manque
d’unicité est dii au peu de régularité de f en 0. De fait, les “points de
branchement” des solutions apparaissent lorsque celles-ci s’annulent.

On observe en effet que, pour toute condition initiale (t,0) € R, il y a
une infinité de solutions maximales au probleme de Cauchy correspondant :
toute la droite {(¢,0)} est constituée de points de branchement.

Cette équation modélise ’écoulement d’un seau percé (au moins en ce
qui concerne les solutions positives). Vous arrivez devant un seau percé ; s'il
est vide, vous ne savez pas si il I'a été de toute éternité, ou a partir de quand

il a fini de se vider.

Ecoulement du seau percé

Nous constatons donc que, lorsque f est seulement supposée continue, il n’y
a en général pas unicité au probleme de Cauchy pour I’équation différentielle

x = f(ta SIJ) (*f)
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C Cylindre de sécurité

On dégage la notion de cylindre de sécurité, qui nous servira
dans la preuve du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Définition 3.7 Cylindre de sécurité
Un cylindre fermé

C:[to—{:‘,to—f-é‘] XE(CCO,R) cJxU

est un cylindre de sécurité pour la condition initiale (tg, zo) lorsque € < %,
oil M = supe | f]].

Dans le lemme suivant, on constate qu’il est facile de construire des cylindres
sécurité.

Lemme 3.8 Soient C = [to — a,ty + a] x B(xo, R) C J x U un cylindre
fermé centré en (to,zo), et M = supq || f||. Soit € := min(a, %) Alors

C=[to—e,ty+¢] x B(xg,R) CC
est un cylindre de sécurité centré en (to, xo).
Preuve Immédiate. Noter que M < oo car C C J x U est compact. O

L’intérét des cylindres de sécurité réside dans le lemme suivant, qui localise
I’endroit ou une solution de condition initiale (to, xp), définie sur un intervalle
suffisament petit, prend ses valeurs.

Lemme 3.9 Soit
C = [to—é‘,to—i—é‘] XE(ZC(),R) cJxU

un cylindre de sécurité centré en (to, xo). Soit I C [to—e, to+€] un intervalle
ouvert contenant tyg. Toute solution x : I — U de (x) de condition initiale
(to, o) prend ses valeurs dans la boule ouverte B(xzg, R).

C e / g
B(x,,R)
t-€

t-a tote t,Ta

Le cylindre C' et le cylindre de sécurité C du lemme 3.8 ;

le graphe d’une solution telle que z(ty) = x¢
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Preuve du lemme 3.9 Démontrons la propriété dans le futur de tg.

Notons M = supe || f||. On a donc gy < £+. On procéde par l'absurde et
on suppose que la solution z : I — U sort de la boule ouverte B(xg, R) dans
le futur de ty. On considere alors le premier instant 1" > tg, avec T € I, ou
la solution sort de la boule. Autrement dit, on introduit

T =inf{t > to,t € I | |jz(t) — zo|| > R}

On a donc ||z(T) — zo|| = R, avec ||z(t) — zo|| < R pour tout ¢t € [0,T. 1l
vient alors, puisque (¢,z(t)) € C lorsque t € [to, T :

T T
R = ||(T) - || < / /(1) dt = / 1t 2] dt < M (T —to)

Il suit que T > tg + % > to + €, une contradiction.

On démontre de méme la propriété dans le passé de ¢y, ou bien on la déduit
de la propriété dans le futur en utilisant I’exercice suivant. O

Exercice 3.10 Renversement du temps

Soit x : |—a, [ — U une solution de I'équation différentielle 2’ = f(¢,z). Alors
la fonction # : |—f3,a] — U définie par Z(t) = z(—t) est solution de 1'équation
différentielle 2’ = — f(—t, z).

D Le théoreme de Cauchy-Lipschitz

Comme annoncé dans 'introduction, nous allons démontrer le
théoréme 3.6 en deux étapes : existence et unicité locales (3.11),
puis unicité globale (3.19).

Théoréme 3.11 de Cauchy-Lipschitz (existence et unicité locales)

Soient f : J x U — R™ une application continue, (to,z9) € J x U une
condition initiale et

C = [to — &, to + €] x B(zo, R)

un cylindre de sécurité centré en (tg,xo). On suppose que, en restriction a
C, Uapplication f est k-lipschitzienne par rapport a la variable d’espace.

Alors, pour tout intervalle ouvert I tel que to € I C |tg — e,to + €[, il existe
une unique solution de z'(t) = f(t,x(t)) (x) de condition initiale (tg,xo), et
définie sur 'intervalle 1.

Le théoreme 3.11 dit qu'il existe une solution x : Jtg—e, to+e[ — U de (*)
de condition initiale (fg,zp). Cette solution n’est pas forcément maximale,
mais son temps de vie ¢ est explicite et ne dépend que de M = sup. || f]| (et
pas de la constante de Lipschitz k). De plus, toute autre solution y : I, = U
de (*), de méme condition initiale (¢g,x¢), coincide avec x sur leur domaine
commun de définition I, N |ty — €, o + €].
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Exemple 3.12 Considérons ’équation différentielle 2’ = sin(tz). La fonc-
tion f(t,z) = sin(tz) et de classe C!, et bornée par 1. Pour chaque condition
initiale (to, xo), tout cylindre [tg —a, to+a] X B(zg,a) (a > 0) est un cylindre
de sécurité. Le théoreme 3.11 assure 'existence d’une solution de condition
initiale (tp,xo) définie (par exemple) sur [to — 1,¢yp + 1]. En raccordant de
telles solutions, on obtient une solution globale, c’est-a-dire ici définie sur
R, de condition initiale (¢g, xo).

(La proposition 5.4 nous donnera un autre argument pour montrer que
les solutions maximales de cette équation différentielle sont globales.)

Passons a la preuve du théoreme 3.11. Pour plus de clarté, nous la
décomposons en quelques étapes élémentaires. Le point clé (lemme 3.13)
consiste a ramener la recherche d’une solution au probleme de Cauchy pour
(*) & la recherche d’un point fixe pour une transformation intégrale. Apres
cela, on n’aura plus qu’a se laisser porter par les événements.

Lemme 3.13 Soient I C J un intervalle ouvert contenant tg et x : I — U
une application continue. Alors
e Uapplication x est de classe C' et est solution du probléme de Cauchy

7= f(t,x), z(to) =0 (%0)

si et seulement si

t
e on a, pour toutt € I, x(t) =xzo+ | f(s,2(s))ds.
to

Preuve Immédiate. O

On supppose désormais que l'intervalle I contient tg, et satisfait I C
Jto — €, to + ¢[. Si il existe une solution du probléme de Cauchy (x¢) définie
sur I, le lemme 3.9 nous assure que cette solution prend ses valeurs dans
B(xg, R) puisque C est un cylindre de sécurité. Introduisons donc 1’espace
de fonctions dans lequel nous allons chercher la solution, soit

E ={z:I— B(zo,R) C R"| x continue},

et application qui, & = € E, associe ®(x) : I — R™ définie pour ¢ € I par
t
O(x)(t) =z0+ [ f(s,z(s))ds e R".
to

Lemme 3.14 - La transformation ® : E — E est bien définie.

— Une fonction x : I — U est solution du probléme de Cauchy (xq) si et
seulement si x € E et ®(x) = x.

— L’espace E, muni de la distance de la convergence uniforme définie par
d(y,z) = supy ||y(t) — z(t)||, est complet.
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Preuve - Le choix de € assure que, pour tous z € E et t € I, on a

1 (2)(t) — ol = H/t f(s,2(s))ds|| < Me < R,

ou M = supg || f]|. Il suit que ®(z), définie et continue sur I, est a valeurs
dans la boule fermée B(xg, R).

— Une solution du probleme de Cauchy (ko) définie sur I est a valeurs
dans la boule ouverte B(xg, R) (lemme 3.9), donc a fortiori dans B(zg, R).
On conclut avec le lemme 3.13.

— On a pris soin de travailler avec la boule fermée B(zg, R) C R” (méme
si on sait que notre solution prendra ses valeurs dans la boule ouverte...).
Cette boule fermée est complete. Ceci assure que l’espace métrique (E,d)
est complet. O

Nous avons donc ramené la preuve du théoreme de Cauchy-Lipschitz 3.11 a
la recherche d’un point fixe pour la transformation ®.

Définition 3.15 Application strictement contractante

Soit (E,d) un espace métrique. Une transformation ® : E — E est dite
strictement contractante si elle est a-lipschitzienne pour une constante de
Lipschitz o < 1.

Rappel 3.16 Théoréme du point fixe de Picard

Soit (E,d) un espace métrique complet. Si une transformation ® : E — E
est strictement contractante, ou plus généralement si elle posséde une itérée
strictement contractante, elle admet un unique point fixe.

La derniere étape de la preuve du théoreme 3.11 consiste a montrer que
® a une itérée contractante. Cela résultera du lemme suivant.

Lemme 3.17 Soient y,z € E. Pour tout p € N on a

[27(w) (1) - o) o)) < L

P
kP d(y,z) pour toutt e I. (Pp)

Preuve La preuve se fait par récurrence sur p. Nous I’écrivons pour ¢ > tg.
La propriété (Py) est vraie. Supposons la propriété (Pp,) vraie. On a
alors, pour tous y,z € Fette [ avect >ty :

127 ()(1) — P (2) (1] < / 1£ (s, @(y)(s)) — f(s, D(2)(s)) | ds

to
t
— t4|P
g/ kukz’d(y,z)ds
to 2
[t — to|PH1

< k,p-i—l
- (p+1)!

d(y, z) .



Le théoreme de Cauchy-Lipschitz 39

O
Preuve du théoréme 3.11 Il suit du lemme 3.17 que, pour deux applica-
tions y, z € E, un instant t € I et un entier p € N, on a

t—tof kP P

PP (y)(t) — @P(2) ()] <
Lorsque p est assez grand, kP eP < pl, et donc ®P : E — FE est strictement
contractante. Le théoreme du point fixe de Picard 3.16 s’applique donc pour
montrer que l'application ® possede un unique point fixe. Il suit des lemmes
3.9 et 3.13 que cet unique point fixe est 1'unique solution du probleme de
Cauchy (o) définie sur U'intervalle I. Le théoreme 3.11 est donc prouvé. O

Remarque 3.18 Choisissons 0 < ¢; < inf(g,1/k), et un intervalle I tel que
to € I C Jto — e1,to + 1. Avec E = C°(I, B(zo, R)), application ® : E — F est
bien définie, et est strictement contractante puisqu’alors

[@(y)(t) — (2)(#)]| < /t 1/ (s, 9(s)) = f(s,2(5)) | ds < kex d(y, 2) .-

Le théoreme de Picard s’applique donc comme ci-dessus pour montrer ’existence
et 'unicité des solutions définies sur des intervalles ouverts I qui vérifient tg € I C
Jto—e1,to+e1[. Cela simplifie la preuve précédente (on n’a plus besoin de considérer
les itérées de ®). Mais le minorant €; obtenu pour le temps de vie des solutions
dépend alors de la constante de Lipschitz k.

Montrons maintenant qu’il y a unicité au probleme de Cauchy.

Théoréme 3.19 Théoréeme de Cauchy-Lipschitz (unicité globale)

Soit f:JxU CRxR"” — R"™ une application continue. On suppose
de plus que f est localement lipschitzienne par rapport a la seconde variable.
Alors, deux solutions

z1: 1 —U et z9:1b—-U

de léquation ' = f(t,z), de méme condition initiale (to,z9) € J x U,
coincident sur leur domaine commun de définition Iy N Is.

Preuve Il s’agit de passer de l'unicité locale (théoreme 3.11) a I'unicité
globale. Ceci va découler d’un argument de connexité. Pour cela, on introduit

A={tc1Nh|x(t) =x2(t)},

qui est ’ensemble des instants ou les deux solutions coincident et on souhaite
montrer que A = I; N I>. On constate que :
— A est non vide car il contient ¢ ;
— A C I1 NIy est fermé dans Iy N Iy car x1 et x9 sont continues sur
L NIy,
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— A est ouvert (dans R et a fortiori dans Iy N 1) : c’est le théoreme 3.11
(unicité locale) que I'on applique a chaque condition initiale (¢,y) ou
teAety=ux1(t) = za(t).

On conclut par connexité de 'intervalle que A = I1 N Io. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme de Cauchy-
Lipschitz, tel qu’énoncé au début de ce chapitre.

Preuve du théoréme 3.6 Le théoreme 3.11 assure 'existence d’au moins
une solution au probleme de Cauchy. L’énoncé précédent 3.19 dit qu’il y
a unicité au probleme de Cauchy. Il reste a invoquer le lemme 1.7 pour
conclure a l’existence d’une unique solution maximale pour ce probleme de
Cauchy, dont toute autre solution s’obtient par restriction. O

Remarque 3.20 — Par la suite, on s’intéressera donc exclusivement aux
solutions maximales. Attention : on a déja dit qu'une solution maximale
n’est pas toujours globale.
— Reformulons plus géométriquement le théoreme de Cauchy-Lipschitz. 11
nous dit que, si f:J x U — R” est suffisamment réguliere :

— par tout point du domaine J x U, il passe un graphe de solution

maximale de o’ = f(t, ) (x);

— deux graphes de solutions maximales distinctes ne se coupent pas.
En d’autres termes, les graphes des solutions maximales de (x) constituent
une partition de J x U.

Partition du plan en graphes des solutions maximales de
'équation différentielle scalaire 2’ = (t — x) (z — t?).
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Exercice 3.21 Symétries

Soit n > 1. Soit f : R x R™ — R™ satisfaisant les hypotheses de Cauchy-Lipschitz.
Donner les conditions nécessaires et suffisantes sur f pour que, pour toute solution
t € I — z(t) de l'équation différentielle =’ = f(¢,z), les fonctions définies par
y:t el — —x(t) (resp. z:t € (=) > z(—t) ouw : t € (=) —» —x(—t)) soient
également solutions. Comment ces symétries se traduisent-elles géométriquement
sur 'ensemble des graphes {(¢,z(t))} C J x U des solutions maximales ?

On retrouvera ces questions de symétrie (pour un champ de vecteurs auto-
nome cette fois-ci) a 'exercice 8.3. Voir également ’exercice 3.26.

E Appendice :
équations différentielles et coordonnées polaires

En passant en coordonnées polaires, il sera possible de ramener
I’étude d’une équation différentielle dans le plan possédant une
symétrie par rotation autour de ’origine a celle d’une équation
différentielle scalaire.

E.1 Relevement de ’argument

On commence par un petit lemme de variable complexe.

Lemme 3.22 Soit I C R un intervalle. Soitt € I C R — z(t) € C* une
fonction de classe C' ne s’annulant pas.

11 existe une fonction t € I — u(t) € C de classe C* telle que, pour tout
tel, z(t) = eV, Deus telles fonctions u différent de 2ikr (k € 7).

Remarque 3.23 — Ecrivons u(t) = «a(t)+i6(t), avec a et 0 a valeurs réelles.
On a alors z(t) = e*®) = M) Autrement dit, on a :
— r(t) := |2(t)] = e ie. a(t) = log|z(t)| (qui est bien de classe C)
— tandis que 6 est une détermination C! de I'argument de z.
— Soit z € I — C*, que 'on suppose maintenant simplement continue. On
peut encore montrer qu’il existe une détermination continue de ’argument
de z, mais la preuve est un peu plus délicate.

Preuve On choisit un instant ¢ty € I. Une fonction t € I — u(t) € C de
classe O satisfait z(t) = e*(®) si et seulement si z(t) e=**) = 1 ou encore, si

et seulement si
2(to) = %)
Z(t) =u'(t) 2(t).

On sait que l'application exponentielle complexe w € C — e¥ € C* est
surjective (voir le cours de Fonctions Holomorphes). On peut donc choisir
un complexe o € C tel que e* = z(tg). Soit alors u : I — C la primitive de
la fonction continue 2’'/z : I — C telle que u(tg) = « : elle convient. ]
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Remarque 3.24 La démonstration ci-dessus permet également de prouver
la surjectivité de 'application exponentielle w € C — e* € C*. Puisque
1 = €, on sait que 1 est dans I'image de I’exponentielle. Soient alors z; € C*
et t € [0,1] — z(t) € C* un chemin de classe C! tel que 2(0) = 1 et 2(1) =
z1 (faire un dessin). La preuve ci-dessus (qui n’utilisait la surjectivité de
Pexponentielle que pour amorcer la pompe, c’est-a-dire pour trouver u(ty))
montre qu’il existe une application ¢ € [0,1] — u(t) € C de classe C! avec
2(t) = e*(®) . En particulier z; = e*(1).

E.2 Passer en polaires dans une équation différentielle

Pour (z,7) € R?, on notera r = (z2+%2)/2. On s’intéresse & une équation
différentielle d’inconnue t € I — (x(t),y(t)) € R?, qui s’écrit sous la forme

(Zﬁg) = a(t,r(1)) (§§§§> +b(t, r(t) (-xy(g)) )

avec a et b définies sur R xR. On suppose de plus que I’équation différentielle
(%) vérifie les hypotheses de Cauchy-Lipschitz.

On verra dans 'exercice 3.26 que le fait que ’équation différentielle s’écrive
sous la forme indiquée revient a dire qu’elle est invariante par rotations.

On remarque que la fonction constante nulle est solution particuliere. Soit
t € I — (x(t),y(t)) € R? une solution de (*) non identiquement nulle. Par le
théoreme de Cauchy-Lipschitz, elle ne s’annule donc en aucun instant. Nous
allons donc pouvoir I’écrire en coordonnées polaires.

Identifions le plan R? & C et introduisons la fonction t € I — z(t) =
x(t) +iy(t) € C*, qui est de classe C'. On écrit, en utilisant le lemme 3.22,

2(t) = r(t) e
avec 1 et @ de classe C'. En dérivant, il vient
2) =1 (t) €D + 0 (t)r(t) i
On observe que I’équation (x) se réécrit
2(t) = a(t,r) r(t) e + b(t,r)r(t) e .

Pour chaque t € I, (ew(t), ieie(t)) constitue une base de R?. Il suit donc que
z = (x,y) est solution de (x) si et seulement si

r(t) =a(t,r(t))r(t) et 6O'(t)=>b(t,r(t)) pour toutte I.

Nous avons donc ramené la résolution du systeme différentiel (x) sur R? &
la résolution de I’équation différentielle scalaire

r'(t) =alt,r(®)r). ()
Une fois obtenue une solution ¢ — r(t) de (e), on obtient en effet § =
J b(t,7(t)) par quadrature.
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Exercice 3.25 Résoudre le systeme différentiel

=y (@)
Y =y+z(@*+y°)

en passant en coordonnées polaires. On prendra garde de bien justifier les calculs.

Dans D’exercice suivant, on étudie sous quelle condition une équation
différentielle dans le plan est invariante par rotations.

Exercice 3.26 On munit R? de sa structure euclidienne canonique.

Soit m’ = f(t,m) (*) une équation différentielle dans R?, avec f : R x R? — R?
de classe C'. On dit qu’elle invariante par rotations lorsque, pour toute rotation
A € SO(2) et toute solution ¢t € I — m(t) € R? de I'équation différentielle (x),
I'application t € I — Am(t) € R? est également solution de (x).

1. Montrer que I’équation différentielle (%) est invariante par rotations si et
seulement si, pour toute A € SO(2) et tout (t,m) € R x R?, on a 1’égalité
f(t, Am) = A f(t,m).

2. Montrer que Pégalité f(t,Am) = A f(t,m) pour tout (t,m) € R x R?
équivaut a dire qu'il existe deux fonctions a,b: R x [0,00[— R telles que

f(t,m) = a(t, [|ml]) m +b(t, [|m]]) Jm

pour tout (¢,m) € R x R? ou J : (z,y) € R? = (—y,r) € R? désigne la
rotation d’angle /2.



4. Temps de vie, solutions maximales

A Uniformité du temps de vie des solutions

On consideére 1'équation différentielle ' = f(¢,z) (%), ou la fonction
f:J x U — R™ satisfait les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Pour chaque condition initiale (tp,x) € J x U, on a donc une unique
solution maximale au probléeme de Cauchy, qui est définie sur un intervalle
Z(to,x0) C J (théoreme 3.6). On veut comprendre comment cet intervalle
Z(to,x0) dépend du choix de la condition initiale (¢o,zg).

Lemme 4.1 On suppose que la fonction f: J x U — R™ est continue, et
est localement lipschitzienne par rapport a la seconde variable (hypothése de
Cauchy-Lipschitz). Pour toute condition initiale (o, xo) € J x U, il existe
— un voisinage V de (to, zo) dans J x U
— et un réele >0
tels que, pour toute condition initiale (t1,z1) € V, la solution maximale de
¥ = f(t,x) (x) au probléme de Cauchy correspondant soit définie sur un
intervalle contenant |t1 —e,t1 — ¢[ (de taille fize).

Ce lemme signifie que, lorsqu’on modifie la condition initiale, le temps de
vie reste (localement) minoré, assertion que nous illustrons ci-dessous sur
I’'un de nos exemples favoris.

X

L’équation différentielle 2’ = 22

44
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Preuve Soit C = [tg — 2¢,t9 + 2¢] x B(x9,2R) C J x U un cylindre de
sécurité centré en (o, xo), et sur lequel f est k-lipschitzienne par rapport a
la seconde variable. On introduit alors le cylindre “de taille moitié”

V= [to — &, 1o +€] X E(acg,R)
et on observe que, pour tout (¢1,z1) € V, le cylindre
Ci = [tl —&,t —|—€] XE(:L’l,R) cC

est un cylindre de sécurité centré en (t1,x1). Il existe donc une solution de
(%), de condition initiale (¢1,x1) et définie sur |¢; — e, t1 +¢[ (théoreme 3.11).
g

l—*‘\

4

Le gros cylindre de sécurité C, le petit cylindre V'
et deux cylindres de sécurité C;

Corollaire 4.2 Soit f : J x U — R™ une application satisfaisant les hy-
pothéses du théoréeme de Cauchy-Lipschitz. Soit K C J x U un compact.

Il existe « = a(K) > 0 tel que toute solution mazimale de x' = f(t,x)
de condition initiale (to,x0) € K est au moins définie sur tout lintervalle
lto — a, to + af.

Preuve C’est une conséquence immédiate du lemme précédent. On re-
couvre le compact K par un nombre fini d’ouverts V; C J x U pour les-
quels, pour toute condition initiale (¢,z) € V;, le temps de vie de la solution
maximale de () de condition initiale (¢, ) est minoré par ¢; > 0. Prendre
a = infe;, qui est strictement positif par construction. O

B Le lemme des bouts

Il nous faut maintenant apprendre a reconnaitre les solutions
maximales d’une équation différentielle.
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Théoreme 4.3 Lemme des bouts, ou lemme de sortie des compacts
Soit f: JJxU — R™. On suppose que Uapplication f satisfait les hypothéses
du théoréme de Cauchy-Lipschitz. Soit x : |t~ ,t7[ — U une solution de
I’équation différentielle ' = f(t,x) (x). On a donc |t~ ,tT[ C J.

La solution x est maximale a droite si et seulement si
~soittT =supJ;
—soitt™ < supJ et, lorsquet — tT, x(t) sort définitivement de tout compact
de U. Ceci signifie que, pour tout compact K C U, il existe un instant
ar € Jt7,t1[ tel que x(t) ¢ K dés que t € [ak,tT].

De méme dans le passé (solutions maximales a gauche).

C’est bien sur la partie directe de cet énoncé qui est intéressante. Avant
de passer a la démonstration, il faut comprendre ce que signifie “sortir
définitivement de tout compact”. Pour cela, voyons quelques exemples.

Exercice 4.4 Soient f : J x U — R"™ satisfaisant les hypothéses de Cauchy-
Lipschitz et z : ]t 7, t*[ C J — U C R™ une solution maximale & droite de '’équation
différentielle ' = f(t,x). Déduire du théoreme 4.3 que :
— J=R,U=R" (pour n >1) : t+ < 0o = |lz(t)|| = oo lorsque t — ¢*.
— J=R,U=R:t" <00 = z(t) = +oo, ou bien z(t) - —oo, quand t — tT.
— J=]-00,0[,U =B(0,1) CR" (pourn > 1) : t* < 0= ||a(t)|| = 1 lorsque
tt.
R,U=1]0,1[:tT <oo= z(t) > 0 ouxz(t) — 1 lorsque t — ¢ .

4o

t
— J

Preuve du théoréme 4.3.

Pour montrer la partie directe du lemme des bouts, nous passons par la
contraposée. Travaillons dans le futur. Soit z : |t7,¢"[ C J — U une solution
de (x). On suppose que tT < sup J, et qu'il existe un compact K C U, ainsi
qu'une suite d’instants t, — ¢, avec z(t,) € K. Notons Z la solution
maximale qui prolonge x. On veut voir que = n’est pas maximale dans le
futur, c’est-a-dire que & est définie au-deld de tT.

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite z(t,),
qui prend ses valeurs dans le compact K, converge vers un point £ € K.
L’ensemble K := {(tn, z(ty)} U {(tT,£)} (une suite et sa limite) constitue
donc un compact de J x U. Le lemme sur 'uniformité du temps de vie assure
donc qu’il existe un réel o > 0 tel que, pour tout n, la solution maximale
de (%) de condition initiale (¢,,x(t,)) (qui n’est autre que Z) est définie au
moins sur Uintervalle ¢, — o, t, + af. Pour n assez grand, t, + a > t*. La
solution z n’est donc pas maximale dans le futur.

t_ tya ty tn—',-(l

Démonstration du lemme des bouts
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Réciproquement, on suppose que z : [t~,t7[ C J — U est une solution
de (%) qui n’est pas maximale & droite. On a donc t* < supJ. On note
7 : T — U la solution maximale qui prolonge x. Pour ty €]t, ¢ [, on a donc

x([to,t7]) € @([to,tT])) == K C U,

ou K C U est un compact de U comme image continue d’un compact.

On laisse le lecteur le soin de prouver le résultat dans le passé, soit en
adaptant la preuve précédente, soit en utilisant de nouveau ’exercice 3.10
(renversement du temps). O

Exemple 4.5 Soit ’équation différentielle scalaire
2/ (t) = (z%(t) — 1) sinht + t°sin (7z) .

On ne voit pas trop comment la résoudre explicitement... Mais on remarque
que x = 1 et x = —1 sont solutions particulieres. Il suit qu’une solution de
condition initiale (¢o,zg) avec zp €] — 1, 1] reste piégée dans cet intervalle
(théoreme des valeurs intermédiaires, et unicité de Cauchy-Lipschitz). Elle
est donc définie sur tout R (lemme des bouts).

Exemple 4.6 Soit maintenant une solution t € I — (z(t),y(t)) € R? du
systeme différentiel

x’:x—y(az2+y2)
Y =y+z (@ +y°).

On observe que, si 'on pose f(t) = x2(t) + 3(t), on a
(1/2)f'(t) = z(t)a’ (t) + y(O)y (t) = 2°(t) + (1) ,

soit f'(t) = 2f(t) et donc f(t) = f(to)e** ) pour tous t,tg € I. Une
solution quelconque de ce systeme différentiel reste donc bornée sur tout
intervalle borné. Il suit du lemme des bouts que ses solutions maximales
sont globales, c’est-a-dire définies sur R.

Remarque 4.7 Le systeme différentiel de 'exemple 4.6 a été choisi pour
illustrer simplement le lemme des bouts. Mais on peut le résoudre explicite-
ment en passant en coordonnées polaires! Voir I'exercice 3.25.

C Point limite pour une équation autonome

Nous proposons ici une illustration du lemme des bouts. Nous
y reviendrons lorsque nous étudierons les équations différentielles
autonomes dans le chapitre 8.
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Proposition 4.8 Soit 2’ = f(x) (x) une équation différentielle autonome,
avec f : U C R™ — R™ localement lipschitzienne (par evemple de classe C').
Soit x : Jt7,t7[— U une solution mazimale de (x). On suppose que,
lorsque t — t*, z(t) converge vers un point z € U.
Alors tT = +oo et f(z) = 0. Autrement dit la solution est globale dans
le futur, et z est un point singulier : le champ s’annule au point z.

De meéme dans le passé.

Attention, dans cet énoncé il est indispensable
de supposer que le point limite z appartient a
I'ouvert U, et pas a son bord.

Preuve Lorsque t — ¢, z(t) converge dans U et donc z(t) reste dans une
partie compacte de U. Le théoréme des bouts assure donc que ™ = +o0.
Pour deux instants tg,t €]t~,4o00[, on a

t

o(t) - alto) = [

to

2'(s)ds = t f(z(s)) ds.

Puisque z(t) — x(tg) — z — x(tp) lorsque t — 400, et comme l'intégrand
a une limite f(z) lorsque s — +o0, il suit que cette limite est nulle, soit
f(z)=0.

De nouveau, on laisse au lecteur le soin de prouver la propriété dans le
passé. O



5. Estimation et comparaison de solutions

Le lemme de Gronwall est un outil fondamental pour I’étude qualitative des
équations différentielles. Il nous servira a estimer des solutions d’équations
différentielles ou bien a comparer entre elles deux solutions, ou encore deux
solutions approchées comme dans le chapitre 11.

A Lemme de Gronwall

Commencons par motiver ’énoncé du lemme de Gronwall. Soient k et
b deux constantes, avec k # 0. La méthode de variation de la constante
permet de montrer que toute solution maximale de ’équation différentielle
linéaire scalaire u’ = ku + b vérifie, pour tous t et ty € R,
k’(tfto) -1

k

Si 'on garde ce résultat en téte, ’énoncé suivant semble bien naturel.

u(t) = ulto) k=t 4 p &

Lemme 5.1 de Gronwall Soient k et b deux constantes, avec k > 0. Soient
I C R un intervalle et une fonction y: I — R™ de classe C' telle que, pour
tout t € I, on ait

ly" @1 < & ly@)] +b.

Alors, pour tous t et tg dans I, on a l'estimation

ek‘tfto‘ -1

Iyl < lly(to)| ol b ——

Remarque 5.2 Attention a ne pas oublier les valeurs absolues |t — | dans
cet énoncé. Supposons pour simplifier que b = 0. Sous I’hypothese faite (a
savoir une majoration de la norme de y’), il est illusoire de vouloir montrer
que ||y(t)|| décroit : une majoration en |y(t)|| < |y(to)|| €**~*) (sans la
valeur absolue) est donc absolument hors de question lorsque ¢ < ¢!

Preuve Quitte a effectuer une translation, on pourra supposer que tg = 0.
L’estimation de ||y(t)|| dans le passé, c’est-a-dire pour ¢ < 0, se déduira
comme d’habitude de celle dans le futur en renversant le sens du temps.
Poser en effet 2(t) = y(—t), qui vérifie encore ||2/(t)| < k||z(t)] + b.

49
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Soit donc ¢ € I, avec t > 0. On souhaite majorer ||y(t)||. La premiere chose
a faire est d’exprimer que y(t) = y(0) + fot y'(s) ds. On en déduit, d’abord
par 'inégalité triangulaire puis en utilisant I’hypothese, que

Iy <y (0)] +/O I/ (s)1| ds

< ly(0)] + & /0 ly(s) | ds + bt (5.1)

A ce stade, on a obtenu une majoration de |ly(t)|| qui fait intervenir tous les
lly(s)|| pour s € [0,t]. Ce n’est pas ce qu'on veut, mais on observe que, en
posant v(t) := fot lly(s)|| ds, la fonction v est de classe C avec v/(t) = ||y(t)]|.
Ainsi I'inégalité (5.1) se réécrit

V' (t) — ko(t) < ||y(0)]| + bt. (5.2)

On est sauvés! On procede en effet maintenant comme dans la méthode
de variation de la constante en multipliant I'inégalité (5.2) par e~k pour
obtenir :

(v(t) ™) < (ly(0)]| +bt) e

On integre cette inégalité entre 0 et ¢. Puisque v(0) = 0, il vient

N 1—e M 1—(1+kt)e ™
o) e < Jy(o)) Loy LR

Le résultat suit en utilisant cette majoration dans (5.1) (revenir a la définition
de v et observer que, puisque k > 0, multiplier une inégalité par k conserve
bien le sens de cette inégalité). O

Exercice 5.3 Lemme de Gronwall, forme intégrale
S’inspirer de la preuve précédente pour montrer le résultat suivant.

Soient y : [a,b] = R, ¢ : [a,b] — [0, 00 des fonctions continues et & > 0 une
constante positive. On suppose que, pour tout ¢ € [a, b], on a la majoration

y(t) < k+ / O(s)y(s) ds.

Alors, pour tout ¢ € [a, b], on peut majorer y(t) par

y(t) < kexp( / (s) ds).

B Temps de vie des solutions

Dans ce paragraphe, nous utilisons le lemme de Gronwall
conjointement avec le lemme des bouts pour estimer des temps
de vie de solutions d’équations différentielles.
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Proposition 5.4 Existence globale en croissance sous-linéaire
Soit f:J xR" = R" satisfaisant les hypothéses de Cauchy-Lipschitz.

On suppose qu’il existe deuz fonctions continues o et § : J — [0,00]
telles que, pour tout (t,x) € J x R™, on ait la majoration

1F ()| < at) =] + B(E) -

Alors, les solutions mazimales de l’équation différentielle ' = f(t,x) (x)
sont globales, c’est-a-dire définies sur J tout entier.

Il est indispensable de supposer dans cet énoncé que U = R™. Sinon, il est
facile de construire des contre-exemples !

Preuve Soit z : |¢t~,¢"[— R" une solution de (). On suppose par exemple
que tT < sup J (et donc t* < 00), et on va montrer que z n’est pas maximale
dans le futur. Le raisonnement serait le méme dans le passé.

D’apres le lemme des bouts, et puisque U = R", il suffit pour cela de
montrer que la solution z est bornée au voisinage de ¢*. Ainsi, elle reste
confinée dans un compact de R" au voisinage de t* et elle n’est donc pas
maximale.

A cet effet, on fixe un instant tg € Jt7,¢"|[. Les fonctions continues « et
3 sont bornées sur le compact [tg,t1] C J. On introduit,

sup a =k, sup B =0,
[t07t+] [t07t+]

de sorte qu’on a
12" @l = [1fE 2@ < aft) |z@)] + B() < k[lz(E)]] +b
pour tout t € [tg, tT[. On conclut avec le lemme de Gronwall 5.1. O

Remarque 5.5 Par contraste avec la proposition précédente, les solutions
non identiquement nulles de I’équation scalaire 2’ = |z|P pour p > 1 ont
toutes un temps de vie fini, soit dans le futur, soit dans le passé.

Solutions de z’ = z2
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Corollaire 5.6 Existence globale pour les équations linéaires
Soient t € J — A(t) € MR ett € J — B(t) € R" continues. Le théoréme
de Cauchy-Lipschitz s’applique a l'équation différentielle linéaire

X'(t)=A@t) X(t) + B(t) (%)
et toute solution maximale de (x) est globale.

Preuve On munit R™ d’une norme, et MR de la norme subordonnée.
L’application f : (¢, X) € JxR™ — A(t) X + B(t) € R™ est continue comme
A et B, et localement lipschitzienne par rapport a la variable d’espace X
puisque A est localement bornée. De plus, f est & croissance sous-linéaire
puisque

1@ X < [JA@ [ X+ (1B -

La proposition 5.4 s’applique donc. O

C Dépendance des solutions en fonction des condi-
tions initiales

Dans cette section, nous utilisons le lemme de Gronwall pour
comparer deux solutions de conditions initiales différentes.

Soit toujours f : J x U C R x R® — R" satisfaisant les hypotheses de
Cauchy-Lipschitz. Pour toute condition initiale (tg,zo) € J x U, il existe
donc une unique solution maximale de I’équation différentielle 2’ = f(t, z)
(x) de condition initiale z(ty) = xo. On veut savoir comment cette solution
maximale, et son domaine de définition, dépendent de la condition initiale.

Définition 5.7 Soit x : [a,b] — U la restriction d’une solution de (%) d un
sous-intervalle compact de son intervalle de définition. Le graphe de x est

K :={(t,z(t)) | t € a,b]} C I xU.
Pour e > 0, le e-tube autour de K est

K. ={(t,y) [t €a,b], ly —2z(@)] <e} T xR".

XA K =e—e- Ke

a b t
Le graphe K et le tube K.
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Lemme 5.8 Pour € > 0 suffisament petit, le tube K. est une partie com-
pacte de J x U.
La restriction f|k,_ est alors lipschitzienne par rapport a la variable d’espace.

Preuve On munit R x R" de la distance d((t,z), (s,y)) = |t — s| + ||z — y||-

Le graphe K C R x R"™ est compact comme image continue d’un compact.
Pour tout € > 0, le tube

Ke=A{(t,y) / t€la,b], |ly — 2] € [0,]}

est une partie fermée et bornée de R x R™ : c’est donc un compact de R".
Le compact K ne rencontre pas ¢(J x U). Pour 0 < ¢ < d(K,¢(J x U)) on
aura donc bien K, C J x U.

Notons que, lorsque f est supposée de classe C!, il suit du théoréme des
accroissements finis appliqué & chaque boule (convexe) B(z(t),e) C R™ que
la restriction fg, est k-lipschitzienne par rapport a la seconde variable x,

avec k = supg_||Df]l.

XA

Lorsque f satisfait simplement les hypotheses de Cauchy-Lipschitz, on
procede comme suit pour montrer que fg, est lipschitzienne par rapport
a x. Pour chaque point m = (s,y) € K., on dispose d'un “gros” cylindre
I(m) x B(y,2r(m)) C J x U sur lequel f est lipschitzienne par rapport &
la seconde variable, pour une constante k(m). Les cylindres ouverts (plus
petits) I(m) x B(y,r(m)) recouvrent le compact K. lorsque m décrit K.
De ce recouvrement on extrait un sous-recouvrement fini du compact K-..
Interviennent dans ce recouvrement les points my, - - - ,my, les constantes de
Lipschitz k; := k(m;) (sur chacun des gros cylindre) et les rayons r; := r(m;)
(1 <i<p). On pose alors k :=supk; < oo et r =infr; > 0.

Soient (t,y) et (t,z) € K.. On veut estimer || f(t,y)— f (¢, 2)||. Supposons
pour commencer ||y — z|| < r (y et z proches). Le point (t,y) appartient &
I'un des “petits” cylindres I(m;) x B(m;,r;). Puisque r < r;, les deux points
(t,y) et (t, z) appartiennent au méme “gros” cylindre I(m;) x B(m;, 2r;) sur
lequel f est k; lipschitzienne par rapport a la variable d’espace. Donc

1F(y) = f(t 2 < Rilly — 2Il < klly — =]
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Supposons maintenant ||y—z|| > r (y et z éloignés). Puisque K. est compact,
la fonction f y est bornée par M. On a alors

1f (@ y) = £t 2N _ 2M

ly — =Il s

11 suit que la restriction de f a K. est sup(k, Qﬂ/f )-lipschitzienne par rapport

a la seconde variable. O

Enongons maintenant le théoréme que nous avons en vue.

Théoréme 5.9 Dépendance C° des solutions par rapport aux conditions
initiales

Soit f 1 J x U — R™ satisfaisant les hypothéses de Cauchy-Lipschitz. Soit
x : [a,b] = U la restriction d’une solution de ¥’ = f(t,x) () & un sous-
intervalle compact [a,b] C J de son domaine de définition.

Pour tout € > 0 tel que le e-tube K. autour de la trajectoire de x soit
inclus dans J x U, il existe 0 < n < € tel que st y est une solution mazximale
de (x) de condition initiale (to,v0) € Ky :

— y est définie sur un intervalle ouvert contenant |a, b]

— pour tout t € [a,b], on a (t,y(t)) € K., autrement dit,

sup |[lz(t) —y(t)]| <e.
tela,b]

En vert, la solution de référence.
En rouge, une solution de condition initiale dans K,

Remarque 5.10 Il est indispendable de travailler avec un intervalle com-
pact. Penser & 1’équation différentielle 2/ = 2. La solution nulle est globale,
les autres pas. L’écart entre deux solutions distinctes n’est pas majoré.

Preuve Le lemme 5.8 assure qu’il existe k£ > 0 tel que la restriction de f
au tube K. est k-lipschitzienne par rapport a la seconde variable.

Soit 0 < n < ¢, (to,y0) € Ky et y : I — U la solution maximale de (x)
de condition initiale (tg,yp). Travaillons dans le futur de ¢y (on procéderait
de méme dans le passé de tp). On veut voir que, si 7 est assez petit :

— supl > b
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— |lz(t) —y(@®)|| < € lorsque t € [t, b].
e On va d’abord montrer que, si 7 est assez petit, on a
t€to,bNI=|z(t)—yt)] <e.

Si ce n’est pas le cas, on introduit le premier instant dans le futur de ty ou
(t,y(t)) est sur le bord du tube K., soit

ty = inf {t € [to,0] N T | ||lz(t) — y(t)]| > €}

On a donc ||z(t1) — y(t1)|| = € tandis que ||z(t) — y(t)|| < € pour tout
t € [to,t1]. Pour tout t € [to, 1], le point (¢,y(t)) est encore dans le tube K,
et donc

12'(@) = y' Ol = [1£ & x(®) — f(t @) < Kll=(t) — y(@)]]-
Il suit alors du lemme de Gronwall 5.1 que
(1) — y(t)|| < O |z (to) — y(to)|| < V.

Si T'on choisit n < ee %9 (qui convient également dans le passé), le
résultat est acquis.

e Soit donc n < ee~k(0=a) ot supposons, par 'absurde, que sup I < b. Lorsque

t — sup I, le graphe de la solution y, soit {(t,y(t))|t € [to,sup I[}, reste
confiné dans le compact K. C J x U. A fortiori, y() reste dans le compact
p(Ke) CU,oup: (t,x) € J xU — = € U est la projection sur la seconde
coordonnée. On conclut avec le lemme des bouts que y n’est pas maximale
a droite.

On a donc montré que, si n est assez petit, onasupl > bet ||z(t)—y(t)|| < e
lorsque t € [to, b], ce qui acheve la démonstration dans le futur de . O

D Dépendance par rapport au parametre

On s’intéresse maintenant a une variante du probléeme précédent :
on se donne une famille d’équations différentielles dépendant
d’un parametre, et on s’intéresse au comportement des solutions
lorsqu’on fait varier le parametre.

On se contente d’un énoncé tres simple, qui sera utilisé dans le
chapitre 6 (avec n = 1) pour étudier les sur et sous-solutions
larges pour une équation scalaire.
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Proposition 5.11 Soit f: J xU C R xR" — R" une application continue
sur J x U, et localement lipschitzienne par rapport a la variable d’espace
reU.

Soit xg : [a,b] — U C R" la restriction a un sous-intervalle compact
de son intervalle de définition d’une solution de condition initiale (0,§) €
[a,b] x U de ’équation différentielle scalaire

Pour tout A € R™, on considere la solution maximale x : Ix — U, de méme
condition initiale (0,€) que x, de l’équation différentielle perturbée

T\ = f(t,z)) + X, (%))

Alors :

— pour A € R™ assez petit, on a [a,b] C Iy, c’est-a-dire que la solution x)
est définie sur tout l’intervalle compact [a, b]

— x\ — xo uniformément sur [a,b] lorsque A — 0.

Preuve Nous allons recycler 1'idée que nous avions utilisée dans le para-

graphe 1.D pour ramener I'étude d’une équation différentielle quelconque

a celle d’'une équation différentielle autonome. En rajoutant le parametre

comme variable, nous allons cette fois-ci ramener la famille d’équations

différentielles dépendant d’un parametre a une simple équation différentielle.
Pour cela, on introduit ’application

F:Jx(UxR") — R"xR"
(t,2,7) — (f(t,2) + A, 0)

et I’équation différentielle d’inconnue t € I — X (¢) = (x(t), \(t)) € R?*" qui
lui est associée, soit :

X' = (z,\) = (f(t,z) + \,0) = F(t,X). (o)

Noter que, puisque f satisfait les hypotheses de Cauchy-Lipschitz, il en va
de méme pour F. On observe que t € I, — X)(t) = (zx(t),\) € R?" est la
solution maximale de (¢) de condition initiale X (6) = (&, \).

Supposons xg ou, de fagon équivalente, X définie sur un intervalle com-
pact [a,b] C Ip. Il suit alors du théoréeme 5.9 appliqué a ’équation (¢) pour la
condition initiale (6;&,0) que, pour tout € > 0 assez petit il existe 0 < n < e
tel qu'on ait, dés que ||| <7 :

— X, définie sur [a, b]
 suPrefay [ X2 (1) — Xo(O)] = suprege 2a(8) — 2o(®)] + ] < 2.
11 suit immédiatement que, pour ||A|| petit, la solution ) est définie sur tout

I'intervalle [a, b] et que, x) — zp uniformément sur [a, b] lorsque A — 0. O

Remarque 5.12 Le théoreme 5.9 et la proposition 5.11 s’appliquent en
particulier lorsque la donnée f est de classe C.



6. Etudes qualitatives en dimension 1

Le theme de ce chapitre est ’étude d’une équation différentielle scalaire

o =ftx) ()

ou f:JxU CR xR — R satisfait les hypotheses du théoreme de Cauchy-
Lipschitz. L’équation différentielle (*) admet donc, pour chaque condition
initiale (to, o) € J x U, une unique solution maximale telle que x(tp) = xo.

On a déja dit qu’il est exceptionnel de savoir résoudre explicitement
Iéquation différentielle (x). Nous proposons dans ce chapitre des méthodes
géométriques spécifiques a la dimension 1 pour en mener 1’étude qualitative.

A Régionnement

Dessinons, en chaque point (t,x) € J x U, I’élément de contact pour
(%) (voir le chapitre 1). Ici nous sommes en dimension 1 : cet élément de
contact est la droite affine passant par ce point (t,z) et dirigée par la vec-
teur (1, f(t,z)), donc de pente f(t,x(t)). Rappelons que résoudre 1’équation
différentielle (*) revient & trouver toutes les courbes t € I C J — z(t) € U
de classe C! dont le graphe admet pour tangente, en chaque point (¢, z(t)),
I’élément de contact correspondant.

!

Eléments de contacts, et courbes intégrales

Plutét que de dessiner les éléments de contact, on se contentera en pratique
d’établir un régionnement selon le signe de f (qui est ici a valeurs réelles!).
Voyons ce que cela donne sur un exemple.

57
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Un exemple

Expliquons comment on peut démarrer 1’étude qualitative de 1’équation
différentielle 2’ = z2(t) (x(t) —t). On pose f(t,z) =z (z — t).

* On vérifie d’abord que f satisfait les hypotheses de Cauchy-Lipschitz. Ici,
c’est bien le cas puisque f est de classe C. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz
nous dit alors que les graphes des solutions maximales de (x) fournissent une
partition du domaine J x U = R x R. Notre objectif est alors de dessiner
cette famille de graphes avec le plus de précision possible.

* Tracons alors l'isocline ' de pente nulle, soit
Ty :={(t,z) € I xU| f(t,z) = 0}.

C’est I'ensemble des points de J x U ou I'élément de contact est horizontal.
Un point (tg,xg) € J x U appartient a Zy lorsque le graphe d’une solution
de condition initiale (¢g,xg) admet, en ce point, une tangente horizontale.

Sur cet exemple Zj est la réunion de I’axe des abscisses et de la diagonale
(en rouge/orange sur le dessin).

* On régionne alors J x U selon le signe de f; ce signe est constant sur
chaque composante connexe de (J x U) \ Zp. Dans une zone ou f > 0 les
solutions de (%) seront croissantes. Dans une zone ou f < 0, elles seront
décroissantes.

Régionnement pour 2’ = 2%(x — t)

* On essaye de ensuite de repérer des solutions particulieres (sur notre
exemple, la solution nulle), et des symétries éventuelles pour réduire I’étude
(ici, il n’y en a pas).

* A ce stade de I’étude, on a déja une petite idée de 'allure que peuvent
avoir les graphes des solutions maximales de (k).

1. du grec icoc pour “méme” et xhivw pour “pencher”
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Intéressons-nous, pour fixer les idées, aux solutions maximales de condi-

tion initiale (to,xo) avec ty9 < 0 et zyp > 0. Puisque la fonction nulle est
solution particuliere, ces solutions ne s’annulent pas et donc gardent un
signe constant (unicité dans Cauchy-Lipschitz).
On aura manifestement envie de montrer que de telles solutions sont globales
dans le passé (penser au lemme des bouts). Puis, selon la condition initiale,
que certaines d’entre elles sont toujours croissantes (parmi celles-ci, on se
demandera lesquelles — s’il y en a — sont globales dans le futur et lesquelles
—¢’il y en a — ne le sont pas) et enfin que certaines sont globales, croissantes
puis décroissantes (quelles sont alors leurs limites en +o00?) Ces diverses
possibilités sont indiquées sur le dessin.

Pour répondre a ces dernieres questions de facon un peu systématique (sans
refaire le méme travail & chaque nouvelle équation), il est judicieux de
dégager les notions de sur et de sous-solutions, spécifiques a la dimension
1. C’est le theme de ce chapitre. Pour des exemples concrets d’applications,
voir le paragraphe 9.C ou ’on étudie le portrait de phase d’un champ linéaire
au voisinage d’un col, ainsi que le polycopié d’exercices.

B Sur-solutions et sous-solutions

Exceptionnellement, nous considérons dans ce paragraphe une
équation différentielle

o =fltx) (%)

ou la donnée f:J x U C R x R — R est seulement continue.

Définition 6.1 Soit A C J un sous-intervalle. On dit qu’une fonction
dérivable w: AC J = U CR est
— une sous-solution stricte de () si u'(t) < f(t,u(t)) pour tout t € A;
— une sur-solution stricte de (x) si u'(t) > f(t,u(t)) pour tout t € A;
— une sous-solution large (resp. une sur-solution large) de (x) si on a
w'(t) < f(t,u(t)) (resp. u'(t) > f(t,u(t))) pour tout t € A.

Remarque 6.2 e Dans la définition précédente, on ne demande pas que
I'intervalle A soit ouvert : voir le théoreme 6.8 puis I'exercice 6.11 pour une
mise en pratique. Par exemple, la fonction définie part € R — (1+t2)1/ 3eR
est, pour ’équation différentielle

=% — (1412 :

— une sur-solution large sur I'intervalle A = [0, 40|
— une sous-solution large sur U'intervalle A =] — o0, 0].
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e On autorisera la fonction u a admettre une dérivée généralisée, égale
a +o00, en certains points (tangente verticale pour le graphe), avec bien
entendu la convention —oo < a < 0o pour tout réel a.

Par exemple, la fonction u : t € [0,00] — v/t € R est une sur-solution
stricte pour 1’équation différentielle 2’ = 2% — ¢.

Interprétation géométrique / ]
La fonction u est une sur-solution o
de (x) si, pour chaque instant ¢t € A,
la tangente au graphe de u au point
(t,u(t)) a une pente plus grande que
la pente de ’élément de contact au
point (¢, u(t)).

Pour une sous-solution, la pente doit
étre plus petite.

Comme nous le verrons dans ce chapitre, il sera utile de pouvoir repérer faci-
lement des sur- ou des sous-solutions pour I’équation différentielle a étudier.
A cet effet, on peut faire la remarque suivante.

Remarque 6.3 Lorsque le graphe d’une fonction dérivable et croissante u
est inclus dans l'isocline Zj, cette fonction u est une sur-solution.

De méme lorsque u est dérivable et décroissante, et lorsque son graphe
est inclus dans ’isocline Zy, alors u une sous-solution.

Reprenons 'exemple du paragraphe précédent A. La fonction définie par
u(t) =t a une dérivée strictement positive, donc est une sur-solution stricte
pour 2’ = z%(z — t). Voir également les exemples de la remarque 6.2.

Nous passons maintenant a une série de théoremes de comparaison a priori
entre une solution de (%) et une sur- ou une sous-solution de cette équation
différentielle. Dans les applications, il faut penser qu’on ne connait pas ex-
plicitement la solution, mais qu’'on a réussi a trouver des sur- et/ou des
sous-solutions pour I'équation différentielle : c’est bien str beaucoup plus
facile d’en construire (on demande une inégalité, pas une égalité) que de
trouver des solutions!

Proposition 6.4 Comparaison dans le futur avec une sous-solution stricte
Soit f:JxU CR xR —= R une fonction continue. Sotent x : I C J — U
une solution de ¥’ = f(t,z) (x) et u : A — U une sous-solution stricte de
(*). On suppose que to € IN A et que u(ty) < x(to).

Alors, pour tout t € IN A avec t > tg (i.e. dans le futur de tgy, tant que = et
u sont simultanément définies) on a u(t) < x(t).
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Remarque 6.5 L’hypotheése que u est une sous-solution de (*) ne donne
une information sur le signe de «/(t) — 2/(t) qu’aux instants ou u(t) = x(¢)
puisqu’on sait seulement que pour tout ¢t € I

u'(t) —a'(t) < f(t,ult) — ft,2(1),

et que l'on ne sait pas comparer f(¢,u) et f(¢,x)... sauf lorsque u = z!

Preuve La preuve est élémentaire (développements limités & ’ordre 1). On
Pécrit dans le cas ou u admet une dérivée finie en chaque point (remarque
6.2). Le cas ou u admet des dérivées égales a oo est laissé au lecteur. On
supposera que sup A > tg, sinon il n’y a rien & montrer.

« Commencons par montrer que u(t) < x(t) dans le futur immédiat de t
(c’est-a-dire pour t > ty proche de ty). Deux cas se présentent.
— Si u(ty) < z(tp) : 'inégalité stricte u(t) < x(t) reste vraie sur un
voisinage de tg par continuité de x et de u.
— Siu(tg) = xz(tg) : dans ce cas, puisque u est une sous-solution stricte
de (), on a u/(tg) < f(t,u(to)) = f(t,z(to)) = 2/(to). On a donc
u(to + ) — z(to + 8) = ulty) — x(to) + (u'(to) — 2'(to)) s + o(s)
= [u/(to) — 2'(to) +e(s)] s <0

pour s > 0 petit.

* On termine la preuve en procédant par 'absurde. On introduit ’ensemble
Z={telInAlt>ty, u(t)>x(t)},

que 'on suppose non vide. L’ensemble Z est minoré par t3. On introduit
t1 == inf Z. On vient de voir que t; > tg, et on observe que u(t1) = z(t1).
On raisonne alors de nouveau comme dans la premiere partie. Il vient
u(ty +s) —x(ty +8) = uty) — z(t1) + (u'(t1) — 2'(t1)) s + o(s)
= [ (t1) —2'(t1) +&(5)] 5 > 0
pour s < 0 petit car u/(t1) < f(t1,u(t1)) = f(t1,2(t1)) = 2'(¢1). On aurait
donc, dans le passé immédiat de t1, u(t) > z(t) : une contradiction avec la
définition de t;. O

t t)

Comparaison dans le futur avec une sous-solution stricte
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La méme démonstration se décline pour comparer, dans le futur ou dans le
passé, une solution de (*) avec une sur-ou une sous-solution stricte (c’est
la proposition 6.6). Les vérifications sont laissées au lecteur qui est invité a
garder en téte le croquis ci-dessous, qui indique ce qui se passe aux instants
ol une solution croise une sur-solution stricte, ou une sous-solution stricte.

X

v sur-sol
u sous-sol

x est une solution ; u est une sous-solution stricte, v une sur-solution stricte

Proposition 6.6 Les quatre théorémes de comparaison (strict)
On suppose que x : I — U est une solution de (%) et que u,v: A - U
sont dérivables. Soient tg,t € I N A.
— Dans le futur :
— u sous-solution stricte et u(ty) < x(tg) = sit > to, on au(t) < z(t).
— v sur-solution stricte et v(tg) > x(tg) = sit > tg, on a v(t) > x(t).
Dans le passé :
— u sous-solution stricte et u(ty) > x(tg) = sit < tg, on au(t) > x(t).
— v sur-solution stricte et v(tog) < x(tg) = sit < to, on a v(t) < z(t).

Exercice 6.7 On revient a I’équation différentielle 2’ = 2 (z — t). Montrer que
t € R — t € R est une sur-solution stricte. Montrer que ¢t €]0,1[— (1 —t)"* € Ret
t €] —00,0[— a € R (a > 0) sont des sous-solutions strictes.

La solution de condition initiale 2:(1/2) = 2 est-elle globale dans le futur ?
La solution de condition initiale 2:(1/2) = 1/2 est-elle globale dans le futur?

sous-sol
sur-sol

sous-sol

+ / A

t
solution

Sur et sous-solutions strictes pour 2’ = 22 (z — t)
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C Comparaison avec des sur/sous-solutions larges

Nous reprenons désormais nos hypotheses de régularité habituelles (de
Cauchy-Lipschitz).

Théoréme 6.8 Comparaison dans le futur avec une sous-solution large
Soit f: JxU C RxR — R satisfaisant les hypothéses de Cauchy-Lipschitz.
Soient x : I C J — U une solution de ' = f(t,z) (*).

Soitu : A C J — R une sous-solution large de (x). On suppose que tyg € INA,
et que u(ty) < z(to).

Alors on a u(ty) < x(t1) pour tout t1 € I N A avec ty < t1.

Autrement dit, si v minore z en %y, alors u minore x dans le futur de ¢,
tant que u et x sont simultanément définies. Le théoreme 6.8, comme son
homologue 6.6, se décline en plusieurs variantes.

Exercice 6.9 Enoncer et démontrer les résultats correspondants lorsque u est
une sur-solution large et/ou dans le passé. Pour les démonstrations on peut, par
exemple, renverser le sens du temps.

Remarque 6.10 Remarquons que, lorsque le théoreme de comparaison 6.8-6.9
s’applique, il y a unicité au probléeme de Cauchy pour (x). En effet, si « et y sont
deux solutions de (x) de méme condition initiale z(ty) = y(to), on peut faire jouer
a x le role de la solution et a y le role de la sur-solution, ou bien de la sous-solution.
Le théoréme 6.8 (ainsi que les variantes de 'exercice 6.9) montre alors que x = y.
C’est pourquoi on a besoin, dans le théoréme 6.8, d'une hypothese de régularité
plus forte sur f que dans la proposition 6.6 (ot 'on demande seulement f continue).

Preuve du théoréme 6.8

La preuve de la proposition 6.6 (comparaison avec des sur- et des sous-
solutions strictes) ne permet plus de conclure lorsqu’on a affaire a des sur-ou
sous-solutions larges.

Pour démontrer le théoreme 6.8, on se ramene a la proposition 6.6 en
perturbant I’équation différentielle (x). Pour cela on introduit, pour ¢ > 0,
I’équation différentielle

y/:fs(tay) = f(t,y) +e¢ (ke) -

La fonction u est maintenant une sous-solution stricte pour (x.), puisque

W'(t) < f(tut) < f(tult) +e = feolt ut)).
On considere alors, pour chaque € > 0, la solution maximale z. de (%)
de méme condition initiale z.(typ) = z(tp) = xo que x. Le théoreme de
dépendance des solutions par rapport au parametre (proposition 5.11) af-
firme que :
e lorsque ¢ est assez petit, la solution x. est définie sur tout I'intervalle
[to, t1]
e . converge uniformément vers z sur l'intervalle compact [to, ¢1] lorsque
e —=0.
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On aura donc, sur l'intervalle ]to,¢1] (et en particulier en ;) :
e par le résultat de comparaison strict 6.6 pour ’équation différentielle
(%) U < xe;
e puis par passage a la limite u < x. O

Exercice 6.11 Soit y : I — R la solution maximale de I’équation différentielle
=23 — (1+1t%)

de condition initiale y(0) = 1.
Démontrer que, pour tout t € I, on a y(t) < (1 + t?)Y/3. On pourra travailler
séparément dans le futur et dans le passé de tg = 0.

D Entonnoirs, anti-entonnoirs

Comme dans la section précédente, on s’intéresse a 1’équation
différentielle scalaire 2/ = f(t,z) (x), ou f: J x U — R satisfait
les hypotheses de Cauchy-Lipschitz.

Définition 6.12 Un entonnoir pour ’équation différentielle (%) est la donnée
d’une sous-solution u : A C J — U et d’une sur-solution v: A C J — U
pour (x) définies sur un sous-intervalle A C J, et qui satisfont u(t) < v(t)
pour tout t € A.

Proposition 6.13 Entonnoir dans le futur

On suppose que f satisfait les hypothéses de Cauchy-Lipschitz.

Soient u < v un entonnoir sur lintervalle A C J, et (to,z9) € A X U une
condition initiale avec u(ty) < xo < v(to).

La solution mazimale x de condition initiale (to,xq) est alors définie sur
tout intervalle [to, 00[ N A et elle satisfait, pour tout t € [ty,00[ N A,

u(t) < z(t) <o(t).

Si une solution démarre a l'intérieur de I’entonnoir, elle y reste dans le futur.
Par contre, elle peut sortir de I’entonnoir dans le passé.

v sur-solution

X solution

M_ u sous-solution
to sup |

Une solution piégée, dans le futur, dans un entonnoir
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Preuve La solution maximale x de condition initiale (¢g, z¢) est définie sur
un intervalle |t~,¢*[. Le théoréme de comparaison 6.8 montre que, sur tout
lintervalle AN [to,tT[,on au <z <w.

Supposons par 1’absurde que t+ € A. On a donc tT < sup J. Sur l'inter-
valle [to, t*], 2(t) reste confinée dans le compact [inff, ,+) u,supp, +v] C U,
une contradiction avec le lemme des bouts. O

Le résultat précédent admet un analogue dans le passé pour un anti-entonnoir.

Définition 6.14 Un anti-entonnoir pour l’équation différentielle (x) est la
donnée d’une sous-solution u : A C J — U ainsi que d’une sur-solution
v:ACJ — U pour (%), définies sur un sous-intervalle A C J, et qui
satisfont v(t) < u(t) pour toutt € A.

Proposition 6.15 Anti-entonnoir dans le passé

On suppose que f satisfait les hypothéses de Cauchy-Lipschitz.

Soient v < u un anti-entonnoir sur lintervalle A, et (to,z9) € A x U une
condition initiale avec v(ty) < xo < u(ty).

La solution mazimale x de condition initiale (to,xo) est alors définie sur
tout l'intervalle |—oo,tg] N A et elle satisfait v(t) < z(t) < u(t) pour tout
]—OO, to] NA.

Si une solution démarre & l'intérieur de I'anti-entonnoir, elle y reste dans le
passé. Par contre, elle peut sortir de I’anti-entonnoir dans le futur.

Preuve Adapter la preuve ci-dessus.

Ou bien se ramener a I’énoncé précédent (entonnoir) en renversant le sens
du temps (voir 'exercice 3.10). On raisonne alors comme suit :

pour z : I — U solution de 2/(t) = f(¢t,z(t)) (*), on introduit Z : —1 — U
définie par Z(t) = z(—t). On a & (t) = —2/(—t) = —f(—t,z(—t)) = f(t, Z(t))
ou f(t,z) := —f(—t,x). Siu : A — U est une sous-solution de (%), i.e.
si w/'(t) < f(t,u(t)), on définit @ : —A — U en posant u(t) = u(—t) et
on remarque que @' (t) = —u'(—t) > f(t,a(t)) et donc que @ est une sur-
solution de (%). Un entonnoir v < v pour (*) sur lintervalle A donne donc
un anti-entonnoir @ < o sur lintervalle —A pour (*). Faire un dessin !

u sous-solution

v sur-solution

Une solution piégée, dans le passé, dans un anti-entonnoir
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Passons a un résultat plus fin.

Théoréme 6.16 Existence globale dans un entonnoir

On suppose que f satisfait les hypothéses de Cauchy-Lipschitz.

Soit u < v un entonnoir sur Uintervalle A C J. Alors il existe au moins
une solution x : A — U définie sur A et tracée dans l’entonnoir : pour tout
te A, onau(t) <z(t) <wv(t).

L’idée de la preuve consiste & choisir tg € A, et a considérer toutes les solutions
maximales de (%), de condition initiale (¢, zo) avec u(ty) < xo < v(to). Ces solutions
conviennent toutes dans le futur (proposition 6.13). Dans le passé, certaines peuvent
sortir de ’entonnoir par le haut, d’autres par le bas : entre les deux, on trouvera
une condition initiale qui convient : voir le dessin suivant.

v sur-solution

u sous-solution

to

Preuve Supposons dans un premier temps que nous sommes dans le cas
facile ou l'intervalle A est fermé & gauche. On pose alors tg = inf A € A.
D’apres la proposition 6.13, toute solution maximale de condition initiale
(to, o) avec u(ty) < zo < v(tp) convient.

On suppose maintenant que A est ouvert a gauche, et on note a = inf A ¢ A.
On choisit typ € A. Pour tout zg € [u(tp),v(to)] la solution maximale = de
condition initiale (to, xo) est définie sur U'intervalle [tg, co[N A est y est tracée
dans ’entonnoir.

On se préoccupe donc du passé de tg. Pour cela, on choisit une suite
décroissante d’instants (tp)nen tels que a < thy1 < t, < -+ < tg et
lim,, .~ t, = a et on introduit, pour n € N :

e Yn : [tn,to] — U, la restriction & Uintervalle compact [t,, to] de la solution
maximale de condition initiale y,(t,) = u(t,)

o Zn : [tn, to] — U, la restriction a Uintervalle compact [t,, to] de la solution
maximale de condition initiale z,(t,) = v(ty).

Puisque le couple u < v constitue un entonnoir sur l'intervalle A, ces solu-
tions maximales de conditions initiales (t,, u(t,)) et (t,,v(t,)) sont définies
sur tout lintervalle [t,,to], donc y,, et z, sont bien définies.
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Chaque couple de solutions y, < z, forme un anti-entonnoir sur [t,, to],
et donc une solution de condition initiale (to,xg) avec yn(to) < xo < z,(to)
sera définie sur [t,,to] et y vérifiera y, < x < z,, donc a fortiori, u < z < v.

a tn+1 tl’l to b

De méme, Zn—l—l(to) < Zn<t0)'
On a donc construit une suite d’intervalles compacts emboités

[Yn+1(t0), 2n+1(0)] C [yn(to), 2n(to)] C [ul(to), v(to)] -

Leur intersection K est non vide. Soit x une solution maximale de condition
initiale (tg, zo) avec xg € K. Pour chaque n € N, x est définie sur [t,, o] et y
vérifie u < x < v (utiliser la proposition 6.15 pour I'anti-entonnoir y,, < z,).
Donc z est définie sur tout 'intervalle |a, ty], et elle y vérifie u <z <wv. O

Théoreme 6.17 Existence globale dans un anti-entonnoir

On suppose que f satisfait les hypothéses de Cauchy-Lipschitz.

Soit v < uw un anti-entonnoir sur lintervalle A. Alors il existe au moins
une solution x : A — U définie sur tout l'intervalle A et tracée dans l’anti-
entonnoir : pour tout t € A, on a v(t) < x(t) < u(t).

Preuve Adapter la preuve ci-dessus, ou bien se ramener a 1’énoncé précédent
comme dans la preuve de la proposition 6.15. O

Remarque 6.18 Bien entendu, les théoremes de comparaison avec des sur
ou des sous-solutions peuvent également, selon les cas, servir & montrer que
certaines solutions ne sont pas globales dans le futur ou le passé. Voir par
exemple ’exercice 6.7.

Tant que nous y sommes, nous allons terminer ce chapitre par un résultat
d’unicité que nous utiliserons notamment dans I’étude du portrait de phase
au voisinage d’un point singulier d’un champ autonome en dimension 2,
lorsque le linéarisé est un col (théoreme 9.13).
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Théoréme 6.19 Existence et unicité dans un entonnoir contractant
On suppose toujours que f satisfait les hypothéses de Cauchy-Lipschitz.
Soient A C J et un entonnoir formé de u : A — U sous-solution et
v: A — U sur-solution avec u < v. On suppose que l'entonnoir est
— resserré dans le passé : lim;_inr 4 v(t) —u(t) =0
— contractant : on a, pour tout t € I, et tous u(t) < z <y < v(t),
Uinégalité f(t,y) < f(t,z).
Alors il existe une unique solution définie sur tout lintervalle A et qui est
tracée dans l’entonnoir.

Remarque 6.20 La seconde hypothese signifie que, a ¢t € I fixé, la pente
des éléments de contacts décroit avec x a t fixé (c’est-a-dire sur les verticales
de J x U). Cette hypothese va assurer que deux solutions tracées dans ’en-
tonnoir se rapprochent I'une de I'autre dans le futur. Elle sera en particulier
satisfaite lorsque la fonction f est de classe C! et vérifie % < 0 dans le
domaine {(¢t,z) |t € A, u(t) <z < wv(t)} délimité par I'entonnoir.

Lorsque A est fermé dans le passé, c’est-a-dire lorsque a = inf A € A,
le résultat est immédiat et 1’'unique solution tracée dans I’entonnoir vérifie
z(a) = u(a) = v(a).

Preuve du théoreme 6.19 L’existence est acquise par le théoreme précédent.

v sur-solution

¥y

X

u sous-solution

Unicité dans un entonnoir resserré dans le passé, et contractant

Soient z < y deux telles solutions, et A(t) := y(¢) — z(¢t) > 0. Puisque
u <z <y <wv, et comme 'entonnoir est resserré dans le passé, on aura
limy_,, A(t) = 0. Puisque 'entonnoir est contractant, on a

N(t) =y'(t) —a'(t) = f(t,y(t) — f(t,2(t) <0,

donc A est décroissante et positive. On a donc 0 < A(¢) < limy_,q A(t) =0
pour tout t € I. O

On démontrerait de méme 'existence et I'unicité d’une solution tracée dans
un anti-entonnoir dilatant, et resserré dans le futur (renverser le sens du
temps).



7. Champs de vecteurs autonomes

Nous revenons désormais a la dimension quelconque. Dans tout
ce chapitre on s’intéressera a 1’équation différentielle autonome

a'(t) = X(z(t) (%)
ou la donnée X : U C R" — R" est un champ de vecteurs
autonome de classe C! (ou au moins localement lipschitzien)
défini sur un ouvert U de R". Le théoreme de Cauchy-Lipschitz
s’applique donc a ().

A Flot d’un champ de vecteurs autonome

On commence par revenir sur quelques résultats et définitions qui
avaient déja été évoqués dans le paragraphe introductif 1.D. Le
point fondamental est 'invariance par translation dans le temps
des solutions d’une équation différentielle autonome.

Lemme 7.1 Siz : t € I — z(t) € U est une solution mazimale de (x)
alors, pour tout ty € R, la translatée mox : t € I —tg — x(t +t9) € U est
également une solution mazximale de (x).

Preuve Puisque le champ de vecteurs X est autonome, la translatée dans
le temps 73,z de la solution z par tg est encore solution (dériver une fonction
composée).

Si la translatée 7,z est une solution qui n’est pas maximale, on la pro-
longe en une solution y, et la translatée 7_4,y de y par —tg est une solution
qui prolonge x. O

Pour savoir résoudre tous les problemes de Cauchy de conditions initiales
(to,mo) € R x U, il suffira donc de s’intéresser aux solutions maximales de
conditions initiales (0, mg) ou mg décrit U.

Notation 7.2 Pour tout m € U, on note
t €Iy, — o(t,m)=¢(m) elU
la solution maximale de (%) de condition initiale (0,mq), c’est-a-dire telle

que po(m) = m.

69
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On obtient ¢;(m) en partant du point m et en suivant le champ de
vecteurs pendant le temps ¢. Puisque le champ est autonome, ceci a bien un
sens c’est-a-dire qu’on n’a pas besoin de préciser a quel instant on part de
mo (lemme 7.1). Cette notation permet de concilier deux points de vue :

— On fixe m. Alors 'application ¢ — ¢;(m) est solution de (x), de
condition initiale (0, m).

— On fixe t. L’application m — ¢¢(m) consiste a regarder comment le
systeme a évolué entre I'instant 0 et I'instant ¢ (ou dans un laps de
temps t).

Définition 7.3 L’application
0:Q:={(t,m) eRxU|teln}— p(m)ecU
est le flot de I’équation (%) (ou du champ de vecteurs X ).

Exercice 7.4 1. Déterminer le flot ¢ (avec son domaine de définition 2)
d’une équation linéaire autonome X’ = AX dans R".

2. Méme question pour 1’équation scalaire autonome 2’ = 2.

Proposition 7.5 Le domaine Q) de définition du flot est un ouvert de R x U
contenant {0} x U. Le flot ¢ : Q@ — U est une application continue.

Preuve Les deux assertions sont conséquence immédiate de la dépendance
continue des solutions par rapport aux conditions initiales (théoréme 5.9).
Les détails sont laissés au lecteur. O

Proposition 7.6 Le flot de (x) satisfait, pour tout m € U, les relations
sutvantes :

1. pp = 1d.

2. Pourt € I, on a I, () = Im — 1.

3. Pourt € Iy et s € Iy, (), on a s+t € Iy et ps(pr(m)) = ris(m).
4. Pourt € I, on a —t € I, ) et p—i(pe(m)) = m.

Preuve La premiére assertion 1. est immédiate.

Démontrons les deux suivantes. L’application s € I,,, — ps(m) € U est
la solution maximale de (x) de condition initiale (0,m). Puisque 1’équation
est autonome, la translatée dans le temps ¢ : s € I, —t — ps4i(m) € U
de cette solution est également une solution maximale de (x), et elle vérifie
¥(0) = ¢i(m). Elle coincide donc avec s € I, () — @s(we(m)) € U. Les
points 2. et 3. sont donc démontrés.

Le dernier point 4. s’en déduit. En effet, 0 € I, assure que, pour t € I,

on a —t € I, (m) avec p_¢(pr(m)) = po(m) = m. -

Nous allons traduire le contenu de la proposition 7.6 dans le cas parti-
culier d’'un champ de vecteurs complet.
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Définition 7.7 Champ de vecteurs complet

On dit que le champ de vecteurs X est complet lorsque toutes les solutions
maximales de (x) sont globales, c’est-a-dire définies sur R.

Exemple 7.8 — Un champ de vecteurs X : R® — R” de classe C!' qui
satisfait || X (m)| < allm| + b pour deux constantes a,b € R est complet
(croissance sous-linéaire, proposition 5.4).

— Le champ de vecteurs défini sur R par X (z) = 22

n’est pas complet.

Corollaire 7.9 On suppose que le champ X : U — R™ est complet. Alors :
— pour tout t € R, Uapplication ¢, : U — U est un homéomorphisme de U ;
— Uapplication t € R — ¢, € Homeo (U), a valeurs dans le groupe des
homéomorphismes de U, est un morphisme de groupes : on dit alors que
(p1)ter est un groupe a un paramétre d’homéomorphismes de U.

Preuve Conséquence immédiate des propositions 7.5 et 7.6. O

Remarque 7.10 On peut montrer que chaque application ¢; est un C'-
difféomorphisme de U. Lorsque le champ X est de classe C*, chaque ¢; est
un C*-difféomorphisme de U et (;);er constitue un groupe & un parametre
de C*-difféomorphismes de U.

Lorsque le champ n’est pas complet, chaque ¢; n’est défini que sur une partie
de U (qui peut dépendre de t, et éventuellement étre vide) et on parle alors
de groupe local a un parametre.

B Orbites et portrait de phase

Définition 7.11 Orbite, trajectoire
L’orbite de m € U (ou la trajectoire de m, ou encore la courbe intégrale du
champ de vecteurs passant par m) est

Om = {pr(m) | t € Iy} .

C’est aussi l’ensemble des valeurs prises par une solution mazimale de (*)
passant par le point m (a un instant quelconque).

Proposition 7.12 Les orbites de X constituent une partition de [’ouvert
U. C’est le portrait de phase de X .

Preuve Il résulte en effet de la proposition 7.6 que la relation “étre dans
la méme orbite que” est une relation d’équivalence sur U. O
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2 associée au

Exemple 7.13 Soit I"équation différentielle scalaire z/ = x

champ de vecteurs autonome X : z € R — 22 € R.
: X

A gauche : les graphes des solutions
maximales forment une partition de
J x U, ici R xR (Cauchy-Lipschitz).

A droite : les orbites forment une
partition de U, ici R. C’est le por-
trait de phase.

C Les différents types d’orbites

Soient m un point de U et O,, son orbite.

Lemme 7.14 Deux cas se présentent.

— Si le point m est stationnaire (ou singulier), c’est-a-dire si X(m) = 0,
alors orbite Oy, = {m} est réduite au seul point m.

— Si le point m n’est pas stationnaire (on dit aussi que le point est régqulier),
c’est-a-dire si X (m) # 0, alors son orbite Oy, ne contient aucun point sta-
tionnaire. Dans ce cas, O,, est l'image d’un intervalle par une application
t € In CR = ¢i(m) €U de classe Ct dont la dérivée ne s’annule pas (une
immersion) : on dit que Oy, est une “courbe paramétrée réguliére”.

Preuve Immédiate, X satisfaisant les hypothéses de Cauchy-Lipschitz. O

Il suit qu’un petit morceau d’une orbite non stationnaire s’envoie, par un
difféomorphisme local bien choisi, sur un segment de droite (cf. le rappel
ci-dessous). Nous verrons au théoreme 9.2 que lon peut méme redresser
localement tout le portrait de phase (toutes les orbites) au voisinage d'un
point régulier.

Rappel 7.15 Courbes paramétrées réguli¢res

Soient I C R un intervalle ouvert, et v : I — U de classe C' telle que pour
tout t € I on ait v/'(t) # 0.

Alors, pour tout tg € I, il existe un sous intervalle V- C I contenant to dont
Uimage v(V) C U soit une sous-variété de dimension 1 de U C R™.

Par contre, I'image ~(I) entiere peut ne pas étre une sous-variété. On
peut en effet obtenir une courbe avec un point double, ou injective mais avec
un point limite dans cette courbe, ou encore d’image non localement fermée
(par exemple une droite de pente irrationnelle sur un tore) : voir les dessins
ci-dessous. Les deux premiers cas ne se produiront pas pour une orbite de
champ de vecteurs.
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NN |

Preuve du rappel 7.15 On peut supposer tg = 0 et 7/(0) = e; (premier
vecteur de base). On prolonge alors v : I C R — R"™ en 'application

F: IxR*™ — R
(t;SQ)"' 7571) — V(t)+(0a827 7Sn)

(voir le dessin lorsque n = 2). L’application F est de classe C*, et DoF = Id.
Il suit que F' est un difféomorphisme local au voisinage de 'origine. Par
construction, I’application réciproque F~! redresse I'image v(V) d'un petit
intervalle V' C R contenant 0 en un petit bout de droite V x {0} € RxR*~L.
O

F

En noir la courbe initiale . En couleurs la construction de son prolongement F'.

Continuons ’étude des orbites non stationnaires.

Lemme 7.16 On suppose que le point m € U n’est pas stationnaire. Deux
cas se présentent a nouveau :

Orbite périodique. Soit il eziste to,t1 € I, avec tg < t1 et pi,(m) =, (M).
Dans ce cas, la solution t € I, — pi(m) est définie sur R et périodique, et
Uorbite Oy, est homéomorphe a un cercle.

Orbite non périodique. Soit t € I, — pi(m) € U est injective. Il peut alors
se passer des choses diverses lorsque t — inf I, ou t — sup I,,,... Rappelons
cependant que si ['orbite converge dans le futur ou le passé vers un point de
U, le point limite est un point stationnaire (proposition 4.8).

Preuve Dans le premier cas, le théoreme de Cauchy-Lipschitz (unicité de la
solution maximale de condition initiale (0, ¢, (m)) assure que les intervalles
tho(m) =1, —ty et thl(m) = I, — t1 sont égaux, et donc que I, = R. De
plus, @1, —t,(m) = m.

On introduit alors 7' = inf{u > 0] ¢, (m) = m}. Comme t — @¢(m) est
localement injective, on a T' > 0. L’application ¢t — ¢;(m) est T-périodique,
et injective sur [0, T[. Il suit que lorbite O, est homéomorphe & un cercle
comme image de €™ € S — p(uT,m) € U 0O.



74

I’exemple du systeme différentiel

—y(t) + (1—22(t) — (1))
z(t) + (1—a?(t) —y*(1)

Exemple 7.17 Prenons

D. H.

M304

que le lecteur est invité a étudier en passant en coordonnées polaires (pa-
ragraphe 3.E). L’origine est un point stationnaire. Le cercle unité constitue

une orbite périodique.

L’orbite d’'un point m appartenant au disque unité
ouvert pointé converge vers l'origine dans le passé et
admet le cercle unité S comme ensemble limite dans
le futur (voir 10.1 pour la notion d’ensemble limite) :

S = ﬂng{gat(m) ‘ t> T} .

L’orbite d’un point m hors du disque unité fermé part
a l'infini dans le passé et admet le cercle unité comme
ensemble limite dans le futur.

s
e

SAENEDES D P P
P IPIP AP
e A R N

=

e %
NN NS

NN STt T T
S0, v v 7 2

NN NS

S e S NN
Rar A N
RN N NN
Eha SOV AR A
RN
ST

g/ 4 i
b 27 2P
,—-/-//'////f
s S/

—=

T S

/
/
%
%
2%



8. Etude qualitative des champs autonomes

Dans ce chapitre ainsi que le suivant (qui sera consacré a I’étude
d’un champ de vecteurs au voisinage de ses points stationnaires)
on va développer des outils pour I’étude qualitative des équations
différentielles autonomes. Pour ’essentiel, I’objectif est de tracer
leur portrait de phase. Mais on pourra également s’intéresser a
la fagon dont les orbites sont parcourues (en temps fini, ou pas).

A En dimension 2

Nous commengons par ce qui est spécifique a la dimension 2, qui
se préte bien a faire des dessins.

Dans ce paragraphe, X = (f,g) : U C R? — R? est un champ de vecteurs
de classe C! (ou au moins localement lipschitzien) défini sur un ouvert U de
R?, associé au systeme différentiel autonome

{ a(t) = f(z(t),y(t))

y'(t) = g(=(t),y))

L’orbite d’'un point m € U non stationnaire est une courbe paramétrée
réguliere v (lemme 7.14) admettant en chaque point p € 7 une tangente
dirigée par le vecteur X (p), de pente g(p)/f(p) € RUoco. En d’autres termes,
les orbites de X admettent pour tangente, en chaque point non singulier,
P’élément de contact qui est la droite affine passant par m dirigée par X (m).

Exemple 8.1 Lotka-Volterra 121 RN
L ) . : P e O S NN
On a dessiné ci-contre les éléments de ] SPSEARAANN NN

contact ainsi que trois orbites pour ‘ N
le systeme proie-prédateurs de Lotka- ] g
Volterra (voir aussi 8.5 et 8.11) ' J
/
’

m: NS LI

dans le quart de plan {z > 0,y > 0}. ] N o s

NNt e s o
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Régionnement

Si on travaille & la main, on ne va pas s’amuser a dessiner tous ces
éléments de contact! On va se contenter (dans le méme esprit que pour les
équations scalaires du chapitre 6) d’établir un régionnement du domaine U.
Pour une équation scalaire 2’ = f(¢, x), il s’agissait d’un régionnement selon
le signe de f. Pour le champ de vecteurs X = (f,g), nous établirons un
régionnement selon les signes des deux composantes f et g du champ.

Définition 8.2 Pour a € RU {00}, l'isocline I, du champ est le lieu des
points m € U tels que

— la droite portée par le vecteur X (m) # 0 fait un angle avec l’horizontale
dont la tangente est égale a o ; de facon équivalente, m n’est pas un point
stationnaire et la tangente en m a 'orbite O,, a pour pente o

—ou bien X (m) = 0, c¢’est-a-dire que le point m est un point stationnaire.

Pour « € R, on aZ, = {m € Ul|g(m) = af(m)}. En particulier, on a
Zo = {m|g(m) = 0}, tandis que Zo, = {m | f(m) = 0}.
L’ensemble & = {m € U | X(m) = 0} des points singuliers du champ vérifie

S=TyNTyx = maeRu{oo}Ia .

La premiere étape de I'étude qualitative consistera le plus souvent a
tracer les isoclines Zy et Z, et a indiquer le sens du champ (selon les signes
de f et de g) dans les régions que ces isoclines délimitent, c¢’est-a-dire sur
chaque composante connexe de U\ (ZoUZ« ). Les fleches suivantes signifieront
que, dans la région considérée, on a

SN SN

£50, g>0 £<0, g>0 £<0, g<0 £50, g<0

Il faudra ensuite (entre autres et selon les cas) se demander si le champ
admet des symétries (voir notamment les exercices 8.3 et 8.4), identifier
des orbites “remarquables” (voir ’exemple 8.5), rechercher des intégrales
premieres, se demander si il y a des orbites périodiques (section E), étudier
le champ au voisinage des points stationnaires (chapitre 9)...

Exercice 8.3 Symétries Soient n > 1, X : R® — R" un champ de vecteurs
continu et f : R™ — R™ une application affine d’application linéaire associée f.
1. On suppose que pour tout m € R™ on a X (f(m)) = f(X(m)). Montrer que
si t — m(t) est solution de ’équation m’ = X (m), alors m : t — f(m(t))
est également solution.
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2. Que dire si maintenant, pour tout m € R™, on a X(f(m)) = —f(X(m))?
Exercice 8.4 Symétries
s . e ¥ o= (v—-y)?-1
0) dere 1 t différentiel (E .
n considere le systeme différentiel (E) { Y = 1-(z+y)?

1. Faire un croquis indiquant les isoclines Zy et Z.,, les points stationnaires
ainsi que le régionnement (sens du champ).

2. Montrer que la symétrie (x,y) — (—z,—y) de centre 'origine préserve le
portrait de phase de (E). Cette symétrie respecte-t-elle le sens de parcours
des orbites ?

Exemple 8.5 Revenons sur le systeme différentiel de Lotka-Volterra, dont
I’étude sera détaillée dans ’exercice 8.11 ci-apres, et qui est associé au champ
défini sur R? par X(z,y) = (x(y—1),y(1 —x)).

%

A O N
(K T
7N <« ¥

Ny /<= X\

Régionnement pour Lotka-Volterra

Dans cet exemple, les axes sont réunions d’orbites : trouver les solutions
de condition initiale (xg,0) et (0,%0), ou bien utiliser le corollaire 8.20.

Il découle alors du théoreme de Cauchy-Lipschitz que le quart de plan
Q= {(z,y) |z >0, y> 0} est stable par le flot.

Comme pour les équations scalaires (paragraphe 6.A), le régionnement
donne déja une premiere idée du comportement potentiel des orbites; il
reste alors a valider ou a infirmer ces intuitions. Dans cet exemple, on peut
montrer en utilisant un argument d’intégrale premiere (section B) que toutes
les orbites incluses dans Q sont périodiques (mais cette propriété ne peut se
déduire du seul régionnement!).

B Intégrales premieres

On revient a la dimension quelconque, avec un champ X : U C R® — R"
de classe C! (ou au moins localement lipschitzien) et 1’équation autonome
associée
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d’inconnue ¢t € I — m(t) € U.
Soit h : U — R une fonction de classe C''. Pour savoir comment la fonction
h évolue le long des orbites t — m(t) = ¢¢(m) de X, on dérive :

L hm(1) = Dpoh (1)) = Dy (X (m(0)).

Définition 8.6 La fonction h : U — R de classe C' est une intégrale
premiére pour X si et seulement si h est constante sur chaque orbite de
X ou, de fagon équivalente, si on a Dy,h (X (m)) =0 pour tout m € U.

La fonction h peut par exemple représenter 1’énergie du systeme. Si h est une
intégrale premiere, cela signifie que I’énergie h est conservée dans le temps.
(Lorsque la fonction A décroit le long des orbites, on parle de fonction de
Lyapunov, voir le chapitre 10).

Remarque 8.7 Une fonction constante est une intégrale premiere pour
n’importe quel champ de vecteurs (et elle est sans intérét).

Soit h une intégrale premiere pour X. Pour toute fonction H : R — R
de classe C!, la composée H o h est une autre intégrale premiere pour X (et
elle n’apporte rien de plus que h).

Observer que, pour vérifier si la fonction h est une intégrale premiere,
on n’a pas besoin de connaitre les orbites du champ.

La connaissance de suffisament d’intégrales premieres (en dimension n, il
faudra n — 1 intégrales premieres “indépendantes”) permet de déterminer
les orbites. On se limitera a la dimension 2 pour simplifier. Commengons
par un exemple.

Exemple 8.8 La fonction h(z,y) = 22 — y est une intégrale premiere pour
le champ X (x,%) = (y,2zy) sur R2.
L’orbite de mo = (xq,yo) est donc incluse
dans la parabole d’équation h(x,y) = co,
ott co = h(wo, yo).

Plus précisément, puisqu’une orbite ne
peut converger que vers un point singulier
(proposition 4.8), les orbites de X sont

— les points singuliers (x,0), x € R

— les portions de paraboles 2% — y = cste

délimitées par les points singuliers (inter- \/
section avec l'axe des abscisses).
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On démontrerait de méme le résultat général suivant, dont nous omettons
la preuve.

Théoreme 8.9 Soit X : U C R? — R? un champ de vecteurs de classe C.
Soit h : U — R une intégrale premiére de X.

On suppose que, pour un certain réel a € R, 'ensemble de niveau &, =
{m € U|h(m) = a} est une sous-variété de dimension 1 de U.

C’est le cas notamment si, pour tout m € &,, la différentielle D,,h €
L(R2,R) est non nulle (ou, de fagon équivalente, est surjective).

Alors &, est réunion d’orbites de X (autrement dit &, est stable par le flot).
Les orbites de X incluses dans &, sont les points stationnaires m € &,, ainsi
que les composantes connexes de E,\ S, ou S désigne l’ensemble des points
stationnaires de X .

Il en suit un critere pour I'existence d’orbites périodiques pour X.

Corollaire 8.10 Soit X : U C R?> = R? un champ de vecteurs de classe
C'. Soit h : U — R une intégrale premiére de X .

On suppose que, pour un certain réel a € R, 'ensemble de niveau &, =
{m € U|h(m) = a} est une sous-variété compacte connexe de dimension 1
de U qui ne contient pas de points stationnaires.

Alors €, (qui est alors homéomorphe a un cercle) constitue une orbite
périodique de X.

Exercice 8.11 Proies et prédateurs ; équations de Lotka-Volterra (1920).
On étudie le systeme différentiel associé au champ de vecteurs défini sur le quart
de plan Q = {(z,y)| > 0, y > 0} par

X(z,y) = (z(y —1),y(1 —2)).
Ce systeme modélise le comportement d’un systéme écologique sommaire a deux
especes pour lequel = et y mesurent respectivement la population des prédateurs,
et des proies.
1. Déterminer les points siguliers du champ associé.
2. Montrer que le systeme admet pour intégrale premiere la fonction définie
par h: (z,y) € Q - (Inz —z)+ (lny —y) € R.
3. En déduire que les solutions du systeme sont périodiques, et dessiner l'allure
des orbites.

C Zones piege

On se donne dans ce paragraphe des outils pour montrer qu'une
orbite reste confinée, dans le futur ou bien dans le passé, dans
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un domaine donné. Les énoncés ne couvrent pas tous les cas que
vous pourrez rencontrer, et sont plutot destinés a vous donner
des méthodes pour aborder la question.

Définition 8.12 Zone piege Soient X : U — R™ un champ autonome de
classe C1 (ou localement lipschitzien), et Q C U un ouvert.

On dit que ) est une zone piege dans le futur lorsque toute orbite issue d’un
point m € ) reste dans €} dans le futur, c’est-a-dire lorsque pour tout t € I,
avec t > 0 on a encore pr(m) € Q.

On définirait de méme la notion de zone piege dans le passé.

Pour montrer qu'un ouvert 2 C U est une zone piege, il pourra étre utile
de dégager la notion de champ rentrant.

Définition 8.13 Champ rentrant

Soient X : U — R™ un champ de vecteurs autonome, Q C U un ouvert et
m € 9Q := Q\ Q un point du bord de Q. On dit que le champ X est rentrant
dans Q en m lorsque pour t > 0 petit on a pi(m) € Q, tandis que pourt < 0
petit on a @i(m) ¢ Q.

.

Q

Trajectoire pour un champ rentrant en
m dans )

Lorsque 'ouvert 2 C U est défini par une inégalité, le lemme suivant fournit
une condition sous laquelle le champ X est rentrant dans 2.

Lemme 8.14 Soient f : U — Rune fonction de classe C' et l'ouvert Q =
{f >0}. Soit m € U avec f(m) =0 et Dy, f (X(m)) > 0. Alors m € 99, et

le champ est rentrant dans ) en m.
Preuve Immédiate. O

Remarque 8.15 Sil’on a affaire a un ouvert défini par plusieurs inégalités
(penser par exemple au quart de plan {(z,y) € R? |z >0, y > 0} C R?),
on pourra mener des raisonnements similaires (& adapter selon le point du
bord ot l'on cherche a étudier le champ).

Remarquer que la condition D, f (X (m)) # 0 assure que le lieu {f = 0}
est, au voisinage de m, une hypersurface réguliere.

Proposition 8.16 Critére pour une zone piege
Soient X : U — R™ un champ localement lipschitzien et 2 C U un ouvert.
On suppose que, pour chaque point m € 05 :
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— soit toute lorbite Oy, est incluse dans le complémentaire € ;
(c’est le cas notamment si X (m) = 0, i.e. m est un point stationnaire)
— soit le champ X est rentrant dans ) en m.
Alors Dorbite de tout point p € Q reste, dans le futur, piégée dans le domaine
Q c’est-a-dire qu’on a pi(p) € Q pour tout t > 0 avec t € Ip.

Remarque 8.17 On a un énoncé semblable avec un champ sortant, et donc
une zone piege dans le passé.

Preuve On procede par 'absurde. Soit p € € et supposons que
A={teL,|[t>0, g(p) € “Q #0.

On introduit alors T = inf A et on observe que T > 0 puisque {2 est ouvert
et que lapplication t — ¢;(p) est continue. De plus, on a m := o7 (p) € 9.

L’orbite de m contient p, donc n’est pas incluse dans 9€). Par hypothese,
le champ est donc rentrant dans 2 en m. C’est une contradiction, car alors
w_e(m) = pr_c(p) ¢ Q lorsque € > 0 est petit. O

Exemple 8.18 Le quart de plan Q = {z > 0, y > 0} est une zone piege
dans le futur pour le champ défini sur R? par X (z,y) = (z+y, 2y). En effet :

— lorigine est un point stationnaire
— le champ est rentrant en tout point du 5
demi-axe des ordonnées

— le demi-axe des abscisses positives
constitue une orbite, puisque 'application
t € R — (ef,0) € R? est une solution
maximale. Cette orbite ne rencontre pas
I'ouvert €.

D Reconnaitre une orbite

Dans ce paragraphe, nous apprenons a vérifier quune courbe
est une orbite (ou une réunion d’orbites), sans avoir a déterminer
explicitement les solutions correspondantes. Dans la pratique, il
s’agira de courbes gentilles (portions de droites, de paraboles...)

Soit X : U — R™ un champ de vecteurs C!, ou localement lipschitzien.
L’orbite d’un point non stationnaire mg € U est une courbe paramétrée
réguliere v, image de l'application t € I, — ¢i(mo) € R" de classe C*
dont la dérivée ne s’annule jamais (lemme 7.14). En tout point p € 7, le
vecteur X (p) est tangent a .

A Tlinverse, soit v C U une courbe paramétrée réguliere telle que, en
chaque point p € 7, le vecteur X (p) soit tangent a ~y. Est-ce que vy est une
orbite de X 7
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On va voir que c’est essentiellement le cas... Cependant, il se peut que ~
soit réunion d’orbites de X, ou encore que ~ ne soit qu'un morceau d’orbite.
L’énoncé correct est donné au corollaire 8.20. Commencons par un énoncé
local.

Lemme 8.19 Soit X : U — R™ un champ de vecteurs autonome de classe
C*' (ou localement lipschitzien), et (p;) son flot. Soit v : I — U une courbe
paramétrée réguliere telle que, en chaque point p € ~y, le vecteur X (p) soit
tangent a .

Soit m € . Il existe € > 0 tel que le morceau d’orbite {pi(m) | [t| < e}
soit inclus dans 7.

Preuve On peut supposer que m = ~(0). Puisque la courbe -y est réguliere,
on a 7/(t) # 0 pour tout ¢ € I. On peut donc écrire X (y(t)) = a(t)~'(¢)
(t € I), ou la fonction t € I — a(t) € R est continue.

Il s’agit maintenant de reparamétrer localement v au voisinage de m
pour obtenir une solution de (*).

Autrement dit, on cherche € > 0 et une fonction h :]—e,e[— I de classe
C*t avec h(0) = 0 et tels que la fonction t €] — &,e[— v(h(t)) € U soit une
solution de (*).

La condition %('y(h(t)) = X(7v(h(t)) (qui exprime que t — =y o h est
solution de (*)) s’écrit

Prendre h solution de I’équation différentielle & variables séparées h' = a(h),
de condition initiale ~(0) = 0. O

On en déduit un énoncé global.

Corollaire 8.20 Soit X : U C R™ — R" un champ de vecteurs autonome
localement lipschitzien. Soit v : I — U une courbe paramétrée réguliere. On
suppose que l'image v(I) C U est une partie fermée de U et que, en chaque
point de vy, le champ X est tangent a ~y (il peut en particulier s’annuler).
Alors ~y est réunion d’orbites de X.

De plus, les orbites non stationnaires de X incluses dans v sont les
portions de v comprises entre deux zéros consécutifs du champ.

Preuve Soit m € 7. On veut montrer que son orbite O,, est incluse dans
~ autrement dit que, pour tout t € I,,, on a pi(m) € 7.

Il résulte du lemme précédent que ’ensemble A := {t € I, | p1(m) € v}
est ouvert dans I,,. Il est non vide car il contient 0.

L’image de la courbe v étant fermée dans U, la partie A est fermée dans
I,,. Comme l'intervalle I,,, est connexe, il suit que A = I,,.
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La description des orbites incluses dans ~ est conséquence de ce qu'une
orbite ne peut converger vers un point de U, dans le futur ou le passé, que
si ce point est stationnaire (proposition 4.8). O

La démonstration précédente donne également le résultat suivant, que nous
utiliserons en 9.20 lors de 1’étude des cols.

Corollaire 8.21 Si~y C U est une courbe paramétrée réguliere ne contenant
pas de point singulier, et telle que le champ soit tangent ¢ v en tout point
de v, alors v est incluse dans une orbite.

Revenons sur 'exemple 8.8, que nous avions alors traité en utilisant une
intégrale premiere.

Exemple 8.22 Le champ X (z,y) = (y, 2xy) est tangent a chaque parabole
image de 7. : t € R — (t,t2 + ¢) € R? (c € R).

On retrouve donc avec le corollaire 8.20 le fait que chacune de ces para-
boles est réunion d’orbites (telles que décrites en 8.8).

Exercice 8.23 Soit X : R? — R? un champ de vecteurs de classe C'. Soit a € R.

1. On suppose que la droite d’équation y = a est incluse dans l'isocline Zj.
Montrer que cette droite est réunion d’orbites de X.

2. Exemple : la droite d’équation y = 1 est réunion d’orbites du champ de
vecteurs X (z,y) = ((y — 1)(z? + 1),y(1 — 22)). Déterminer ces orbites.

Exercice 8.24 On étudie le champ de vecteurs défini sur R? par
X(z,y) = (=(1 = 2?)(z +y),z(1 +¢%)).

1. Faire un croquis en indiquant les isoclines Zy et Z,, ainsi que le sens du
champ (régionnement).

2. Déterminer ’ensemble des points stationnaires de X.

3. Montrer que chacune des droites d’équation x = 1 et z = —1 est réunion
d’orbites de X. Déterminer ces orbites.

4. Montrer que l'ouvert U = {(x,y) € R?| |x| < 1} est stable par le flot de
X : c’est une zone piege, dans le futur et dans le passé.
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E Orbites périodiques

Pour montrer ’existence d’orbites périodiques on peut utiliser,
selon le contexte, divers outils : arguments de symétrie, intégrale
premiere, théoreme de point fixe... Voir les exercices.

Pour au contraire exclure ’existence d’orbites périodiques, on
pourra parfois utiliser le résultat suivant (ou alors utiliser une
fonction de Lyapunov, comme en 10.20).

Ce paragraphe peut étre omis en premiere lecture.

Proposition 8.25 Soit X : U — R? un champ de vecteurs de classe C*.
On suppose que louvert U C R? est connexe et simplement conneze (“il n’y
a pas de trou dedans”, voir le cours de Fonctions Holomorphes par exemple)
et que la divergence

of g

or Oy

du champ X ne s’annule pas (donc garde un signe constant). Alors X n'a
pas d’orbite périodique non stationnaire.

div X :=

Preuve On procede par I’absurde. Soit  une orbite périodique non triviale.
Puisque I'ouvert U est simplement connexe, v borde un domaine 2 C U.

S

On introduit alors I'intégrale le long de
[ fav=gds = [ fot2(6) - arr(e)) dt =0
¥ ¥

qui est nulle. La formule de Green-Riemann donne quant a elle (avec un
signe £ a préciser selon le sens de parcours de ) :

/fdy—gdxzi/ af+agdxdy=i/divxczxdy,
gl o0r Oy Q

qui est non nul par hypothese : une contradiction. O



9. Points réguliers, points singuliers

Dans ce chapitre et le suivant, X : U C R" — R™ sera un champ
de vecteurs autonome de classe C'. L’étude qualitative de ce champ de
vecteurs, ou de I’équation différentielle autonome associée m/(t) = X (m(t)),
comporte deux volets :

— D’étude locale : a quoi ressemble, au voisinage d’un point mgy donné,

le portrait de phase de X 7
— D’étude globale : comment les orbites se comportent-elles “sur le long
terme” : y a-t-il des orbites périodiques, les orbites partent-elles a
I'infini, description des ensembles limites etc...?
Dans les prochains chapitres, on se consacre essentiellement a 1’étude locale.
Il faudra bien entendu distinguer selon que le point mg est, ou non, un point
stationnaire.

A Au voisinage d’un point régulier

Définition 9.1 Points singuliers, ou stationnaires ; points réguliers

Soit X : U C R™ — R™ un champ de vecteurs de classe Ct. Un point mg € U
est dit singulier (ou stationnaire) lorsque X (mgo) = 0. Dans ce cas son orbite
est un singleton.

On dit que le point mg est régulier (ou non stationnaire) lorsque X (mg) # 0.

Au voisinage d’un point régulier, le portrait de phase est “trivial” : c’est, a
difféomorphisme pres, le portrait de phase d’un champ constant non nul.

Théoréme 9.2 Portrait de phase au voisinage d’un point régulier
Soit X : U C R™ — R™ un champ de vecteurs de classe C'. On suppose que
le point mg € U est un point régulier.

Il existe alors un C' difféomorphisme h : V. — W d’un voisinage V de
mg dans U sur son image W qui envoie le portrait de phase de X sur le
portrait de phase d’un champ constant Y non nul.

Plus précisément, si on note () le flot de X et (1) celui de Y, le
difféeomorphisme h conjuguera ces flots :

hoyy=1roh.

85
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N

Redressement du champ de vecteurs au voisinage d’'un point régulier :

a difféomorphisme pres, le portrait de phase est trivial

Nous avons démontré que le domaine €2 de définition du flot est ouvert, et
que le flot est continu (dépendance des solutions par rapport a la condition
initiale, proposition 7.5). Nous admettrons que le flot est de classe C'.

Théoréme 9.3 Le flot p: (t,2) EQCRx U — U de X est de classe C!.

Noter alors qu’il suit immédiatement de la définition du flot que, pour tout
meU,ona
dp

=, (tm) = X(pi(m)) et

=1d.
5t 0,m)=1d

99
8m(

Preuve du théoréme 9.2 Nous allons plutot construire I'inverse g du difféo—
morphisme h. Choisissons un repere affine dont le point mg soit I'origine, et
pour lequel X (mg) = e; (premier vecteur de la base canonique (e, - - ,e,)).
Notons Y le champ constant égal a e;. Le flot (1) de Y satisfait

7,/%(.%1,%2,"' 7'7}77,) == ($1+t,$2,"' ,.’En).

On définit d’abord g sur une transversale au champ Y en 'origine en impo-
sant

9(07‘r27"' 7xn) == (O,ZL‘Q,"' 73771)‘

Puisqu’on veut satisfaire la relation g o ¢y = ¢4 o g, on doit avoir, lorsque
c’est défini c’est-a-dire pour (t,x9,--- ,x,) proche de l'origine,

g(ta:EQa"' 71:71) :g(I,Z)t(O,IL‘Q,"' 7$n)) = (Pt(Q(O,ZL‘Q,"' 73371)) = 9015(07:1"27"' al‘n)'

A A

W, (0,%,,..x )=(t,X,,...X) /

0,x,,..X ) 0,x,,..x )

09

(1¢) flot du champ constant e; (p¢) flot de X
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Le flot ¢ étant de classe C', application g définie au voisinage de 1’origine
par

g(t, o, - s xy) = (0,20, -+, )
est de classe C'' comme composée. On vérifie que Dog = Id. Le théoreme
d’inversion locale assure que g réalise un C'! difféomorphisme d’un voisinage
de 0 sur un voisinage de mg = 0. Lorsque c’est défini, on a par construction

g(wt(l’l,ﬂf% et 7$n)) - g(l‘l + t,SUQ, e ,IEn) - 30561+t(07x27 o 7xn)

soit finalement

g(@bt(fﬁlafﬁ%“‘ 7:ETL)) = ¢t@11(07$27”' ,.’En) = <Pt9($1a$2a“' axn)a

ou encore g o1y = ¢ 0 g : ce qu’on voulait. O

B Au voisinage d’un point singulier : linéarisation

Soit toujours X : U C R” — R un champ de classe C'. On suppose
maintenant que le point mg est un point stationnaire de X, c’est-a-dire que
X (mg) = 0. On introduit A = D,,,, X € L(R",R") la différentielle de X au
point my.

On supposera pour simplifier I’écriture que le point stationnaire mg est
Porigine. On se rameéne a ce cas en changeant de repére. Au voisinage de
mg = 0 on a donc

X(m) = DoX.m+o(m) =Am+ o(m).

Définition 9.4 Le champ linéarisé du champ X au point singulier mg = 0
est le champ linéaire autonome

Y(m) = Am
ot A = Dy X.

L’intéréet d’introduire le champ linéarisé Y est que le flot de ’équation
linéaire autonome associée

m'(t) = Am(t),

et donc son portrait de phase, sont (au moins en théorie) facilement acces-
sibles (voir le chapitre 2). Il “suffit” en effet de savoir calculer t — e*4.

Pour m proche de mg = 0, le champ X et son linéarisé Y sont proches.
On peut donc a priori espérer que les portraits de phase de X et du champ
linéaire Y se ressemblent au voisinage de 'origine. Malheureusement, ce ne
sera pas toujours le cas. Notamment :
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— Si A n’est pas inversible (caricaturalement lorsque A = 0) : dans
I’expression
X(m) = Am + o(m)

le terme d’erreur o(m) n’est pas négligeable devant Am !

_01 (1]>, de valeurs
propres imaginaires pures +i, le champ linéaire Y (m) = Am est un
centre, dont toutes les orbites sont périodiques. Cette propriété de
périodicité est tres fragile, et ne se conserve pas par perturbation :

un “petit vent de c6té” o(m) empéchera les orbites de se refermer.

— Un probléme plus subtil : pour la matrice A =

Exercice 9.5 Résoudre le systeme différentiel (&;)

{x’(t) = y(t)+ e(2®(t) + ()) (t)
—a(t) +e(@*(t) + y*(t) y(t)

Montrer que toutes les orbites de (£y) sont périodiques. Qu’en est-il des orbites de
(E:) 7 On passera, bien entendu, en coordonnées polaires.

<
<
—~
~
=

Ceci nous amene a introduire la notion de point singulier hyperbolique.

Définition 9.6 Point singulier hyperbolique

Soit X : U C R* = R™ un champ de vecteurs de classe C*. On dit que le
point singulier mq est hyperbolique lorsque la matrice

A:=Dp,X € L(R",R")
a toutes ses valeurs propres de partie réelle non nulle.

Remarque 9.7 Un point singulier hyperbolique (ou plus généralement pour
lequel A = D,,, X € GL,R est inversible) est un point singulier isolé.

Conformément a notre intuition, le portrait de phase d'un champ X au
voisinage d’un point singulier hyperbolique ressemble a celui de son linéarisé.
C’est ce que nous dit le théoréeme de Hartman.

Théoréme 9.8 Théoréme de Hartman

Soit X : U — R™ un champ de vecteurs de classe C'. Soit mg un point singu-
lier hyperbolique du champ X. Il existe un homéomorphisme d’un voisinage
de mqg sur un voisinage de 0 dans R™ qui envoie le portrait de phase de X
sur le portrait de phase de son champ linéarisé Y. Mieux, on peut trouver
un tel homéomorphisme qui conjugue les flots de X et de Y (c’est-a-dire qui
envoie orbite sur orbite en préservant la paramétrisation ).



Au voisinage d’un point singulier : linéarisation 89

Nous ne démontrerons pas le théoreme de Hartman dans toute sa généralité
et toute sa précision, et nous nous contenterons des deux résultats suivants
(théoremes 9.10 et 9.13), dont la démonstration est plus aisée.

Définition 9.9 Sources et puits
Soit A € L(R™,R"™).

On dit que A est un puits lorsque toutes ses valeurs propres sont de partie
réelle strictement négative.

On dit que A est une source lorsque toutes ses valeurs propres sont de
partie réelle strictement positive.

Dans le chapitre suivant, on montrera dans un premier temps (théoréme
10.12) que, lorsque A est un puits, toutes les orbites du champ linéaire
Y (m) = Am convergent vers l'origine dans le futur. A I'inverse, quand A est
une source, toutes les orbites du champ linéaire Y convergent vers l’origine
dans le passé.

On s’intéressera ensuite a un champ non linéaire X, toujours de classe
C'. Si mg est un point singulier hyperbolique de X, on comparera les flots
de X (au voisinage de mg) et de son linéarisé Y (m) = Am (au voisinage de
Porigine) pour obtenir le théoréme suivant (démontré au chapitre 10).

Théoréme 9.10 Le linéarisé est une source ou un puits
Soit X : U C R™ = R™ un champ de classe C1, et mg un point singulier de
X. On note A= D,y X € L(R",R").
— Si A est un puits, une orbite de X démarrant prés de mg converge
vers mqg dans le futur.
— Si A est une source, une orbite de X démarrant prés de mg converge
vers mg dans le passé.

Remarque 9.11 La seconde assertion découle de la premiére en remplacant
le champ X par le champ opposé —X.

Nous limiterons I’étude des points singuliers hyperboliques qui ne sont ni
des puits ni des sources a la dimension 2.

Définition 9.12 Cols en dimension 2

Soit A € L(R%,R?). On dit que c’est un col lorsque A posséde deux valeurs
propres réelles A\1 < 0 < Ao de signes opposés.
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Un exemple de portrait de phase d’un champ linéaire X (m) = Am associé a un col

Théoréme 9.13 Le linéarisé est un col
Soient X : U C R2 = R? un champ de classe Ct, et mg un point singulier de
X. On suppose que A = Dy, X € L(R?,R?) est un col. Alors, au voisinage
de mg :
— 1l existe eractement deur orbites de X qui convergent vers mg dans le
futur; elles arrivent en mqg avec des demi-tangentes portées par les deuz
demi-espaces propres correspondant & la valeur propre A1 < 0.
— 1l existe exactement deur orbites de X qui convergent vers mg dans le
passé; elles arrivent en mgy avec des demi-tangentes portées par les deux
demi-espaces propres correspondant ¢ la valeur propre Ay > 0.

Ces quatre orbites exceptionnelles sont appelées les séparatrices (les deuz
premiéeres sont les séparatrices attractives, les deux derniéres les séparatrices
répulsives).

Remarque 9.14 Soit o 'une des séparatrices, correspondant a la solution
maximale ¢t € I, — ¢ (m) € U de Iéquation différentielle. Supposons,
pour fixer les idées, que o soit attractive. Dire que ¢ arrive en mg avec
une demi-tangente portée par I’'un des demi-espaces propres pour la valeur
propre A1 signifie qu'il existe un temps T € I,,,, un vecteur ¥ propre (non nul,
comme tout vecteur propre qui se respecte) de A pour \j, et une application
c:[0,1] = U de classe C! telle que ¢(0) = mg et ¢/(0) = ¥, et pour lesquels
on a
{ot(m) | T <t <supln}t=c(]0,1]).

On donnera une description plus précise du portrait de phase de X au voi-
sinage de mg dans le paragraphe suivant (corollaire 9.16), ou ce théoréme
est démontré. Retenons qu’il ressemble fort a celui de son linéarisé.

C Etude des cols en dimension 2

Dans ce paragraphe, on précise et on démontre le théoreme 9.13. Soit X :
U C R? — R? un champ de vecteurs de classe C'. Soit mg € U un point



FEtude des cols en dimension 2 91

singulier, dont le linéarisé est un col : 'endomorphisme A = D,,,, X a deux
valeurs propres p < 0 < A de signes opposés.

Régionnement

On se place dans un systéme de coordonnées affines pour lesquelles le
point singulier mg est 1'origine, ’espace propre E associé a la valeur propre
positive A est engendré par le premier vecteur de base et ’espace propre E,,
associé a la valeur propre négative u est engendré par le second vecteur de
base. On note A; les demi-diagonales (i = 1...4).

A, E, A

Pour a > 0, le carré
Cla) ={(z,9) | |z| <a, y| < a} o

est divisé en quadrants (Q), et bordé par -
des segments verticaux ou horizontaux }
(C). On choisira a assez petit, de sorte C
que mg soit le seul point singulier dans N
C(a) C U (remarque 9.7).

A, A,

Description des orbites dans un petit quadrant

Pour chaque orbite vy rencontrant I'un des quadrants @ := @Q; ;(a), on
étudiera séparément chaque composante connexe ¢ de v N Q. Pour fixer les
idées, on étudie ce qui se passe dans Q41 = {(z,y)| 0 < z < a, |y| < z}.
On a Cyy = {(a)| Iyl < a}.

Proposition 9.15 Lorsque a est assez petit :

— chacun de ces morceauzr d’orbites c inclus dans Q4,1 est un graphe
{(z,y(x))} au-dessus d’un intervalle |ae,a| avec o > 0, parcouru
dans le sens des x croissants; il sort de Qi(a) dans le futur par
Cai(a)

— pour un seul d’entre eux, on a o, = 0, cette orbite contient mg dans
son adhérence et elle y admet une demi-tangente horizontale

— tous les autres morceauz d’orbites sortent de Q41(a) dans le passé par
lune des demi-diagonales Ay ou Aq.

En recollant les informations dont on dispose dans chaque quadrant, on
en déduira immédiatement la description du portrait de phase de X au
voisinage de 1’origine.
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Corollaire 9.16 Lorsque a est assez petit, les traces des orbites dans le
carré C(a) sont, outre l’orbite stationnaire mq :

— les quatre orbites exceptionnelles qui contiennent le point station-
naire mg dans leur adhérence, une pour chaque quadrant; ce sont les
séparatrices

*4l y a deux séparatrices répulsives, qui sont tangentes en mg a
E) :les orbites correspondantes convergent vers mgy dans le passé
et deuxr séparatrices attractives, qui sont tangentes en mo a E, :
les orbites correspondantes convergent vers mg dans le futur
— les autres orbites coupent une seule fois l'une des diagonales, et sortent
du carré par un deuz des cotés la jouxtant.

*

A A

9 e S

A, A

Les quatre séparatrices, et trois autres morceaux d’orbites

4

Cette description locale ne préjuge en rien de ce qui se passe hors du
carré. Par exemple, deux séparatrices peuvent faire partie de la méme orbite,
comme sur le dessin ci-dessus.

Passons a la démonstration de la proposition 9.15. Le point crucial de la
preuve est le lemme 9.20, ou 'on ramene 1’étude de ’équation différentielle
autonome m’ = X (m) (x) dans R? & I’étude d’une équation différentielle
scalaire non autonome (E). On pourra alors appliquer a (E) les théorémes
de comparaison développés dans le chapitre 6 (lemme 9.21).

Lemme 9.17 Notons X = (P,Q) les composantes du champ de vecteurs
X. On a, au voisinage du point mg =0 :

P(z,y) = Az + o(z,y), ?;(x, y) =o(1),

Q(z,y) = py + o(z,y), gcj(%y) =p+o(1).
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Preuve Les composantes P et () sont différentiables, avec en mgy = 0,

oP oP

o (mo) = A, a*y(mo) =0
0 0

oo mo) =0, 5% (ma) = .

Ceci donne les développements limités a 'ordre 1 de P et ) en l'origine,
i.e. la premiere colonne. La continuité des dérivées partielles de P et ) en
I’origine donne la seconde colonne. O

Lemme 9.18 Pour a petit et (x,y) € Qq1(a), on a

0Q oP
P >0 et —P - Q= <0.
@) >0 o (G2P-Q5)))
Preuve On vient de dire que P(x,y) = Az + o(z,y). Lorsque (z,y) €
Q41(a), on a |y| < x et donc dans ce cas P(z,y) = Az +o(z). Puisque A > 0,
il suit que P(x,y) > 0 lorsque (x,y) € Qa1(a) avec a petit.

Le lemme précédent montre également que

0 oP
(GeP = Q5 ) ) = Mo+ ofa.y).
On raisonne alors comme ci-dessus pour conclure. O

Lemme 9.19 Lorsque a est petit, un morceau d’orbite c inclus dans Q41(a)
est le graphe {(z,h(x))} d’une fonction h : x — h(x) de classe C'.

Preuve Le morceau d’orbite c est I'image d’une application de classe C*
tel—m(t)=(z(t),y(t)) € Qsu(a) qui est solution du systeme différentiel
m’ = X (m). En particulier, lorsque a est assez petit, le lemme 9.18 assure
que z'(t) = P(z(t),y(t)) > 0. L’application o : t € I — z(t) € J est donc
un C! difféomorphisme (croissant) de I sur son image J. Il suffit alors pour
conclure de reparamétrer ¢ par I’abscisse x € J, c’est-a-dire d’écrire que

c={(z(t),y(t) [t € I} = {(z,y(0™" (2))) | x € J))}.

On pose bien stir h :=y oo~ L O
Lemme 9.20 Le graphe ¢ = {(z, h(x))}, tracé dans Qqi(a), d’une applica-
tion h : x — h(z) de classe C* est un morceau d’orbite de X si et seulement

la fonction h est solution de I’équation différentielle scalaire non autonome

Q(z, h(z))
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Preuve Ce graphe est une courbe paramétrée réguliere. Ce sera un morceau
d’orbite si et seulement si le champ de vecteurs X = (P, Q) est tangent au
graphe en chaque point (corollaire 8.21), d’ou la condition. Rappelons que
P ne s’annule pas dans le quadrant Q41(a) (lemme 9.18). O

Lemme 9.21 Pour a > 0 petit, le couple de fonctions
u:x€)0,al—» zeR
v:z €l0,a[— —z R
constitue un entonnoir resserré dans le passé et contractant pour (E).

Preuve Il suit du lemme 9.17 que, pour a > 0 assez petit, la fonction u est
une sur-solution de (F) sur |0, a| car alors

Qz,u(z)) _prto(@) _p .
P(x,u(x)) o Az + o(z) = +0(1) <0

tandis que ©/ = 1. De méme pour montrer que v est une sous-solution.

Soit f = @Q/P. Pour voir que ’entonnoir délimité par u et v est contractant,
il suffit de montrer que 0 < 0 sur Q41(a) (théoreme 6.19). Cette expression
Y

a méme signe que

oQ oP
“p_ol-
(Gor-Q5))m)
qui est négatif sur Q41(a) pour a petit (lemme 9.17 de nouveau). O

Il ne nous reste plus qu’a faire le bilan.

Preuve de la proposition 9.15

Le lemme 9.21 assure qu'’il existe une unique solution hy de (E) définie sur
tout U'intervalle |0, a[, et dont le graphe est tracé dans l'entonnoir délimité
par u et v. Ce graphe est une orbite du champ de vecteurs X (lemme 9.20).
Il contient l'origine dans son adhérence; c’est donc notre séparatrice. Les
graphes des autres solutions de (F), c’est-a-dire les autres orbites, sortent
de I’entonnoir par I'une des demi-diagonales — graphes de u et de v.

Reste a voir que hg admet une dérivée a droite nulle en 0, et donc que la
séparatrice tracée dans (04,1 admet en my une demi-tangente horizontale.
Cela résulte du fait que, pour tout € > 0, le couple de fonctions u. = ez,
ve(z) = —ex (0 < = < ag, a. petit) constitue encore un entonnoir resserré
dans le passé et contractant pour (E). On aura donc, pour tout € > 0 et
tout = €]0, ac|,

’ho(iﬂ) ‘ <e
T
d’ou le résultat. O



10. Le théoréeme de Lyapunov

Nous commencons par dégager la notion d’ensemble limite
futur et passé d’un point (ou d’une orbite). Nous introduisons
ensuite les fonctions de Lyapunov, et prouvons le théoreme 9.10
(qui décrit le portrait de phase au voisinage d’un point station-
naire dont le linéarisé est un puits ou une source).

A Ensembles limites futurs et passés

Soit m € U. Rappelons que, si 'on suppose sup I,,, < oo, le lemme des
bouts 4.3 assure que ¢;(m) sort définitivement de tout compact de U lorsque
t — sup I,,. L’orbite de m ne pourra donc s’accumuler sur un point de U
dans le futur. Méme chose dans le passé.

Nous nous intéresserons ici au contraire a des solutions qui sont globales
dans le futur, ou bien dans le passé.

Définition 10.1 Ensemble limite d’un point dans le futur
Soit m € U. On suppose que sup I, = +oco. L’ensemble limite de m dans le
futur est

w(m) ={y € U | 3tn = 400, y =limey, (M)} = Nsz0 {pe(m) [ = s},
l’adhérence étant prise dans U. C’est donc un fermé de U.

Définition 10.2 Ensemble limite d’un point dans le passé
Soit m € U. On suppose que inf I, = —oo. L’ensemble limite de m dans le
passé est

a(m)={yeU|3t, - —oo, y=limp,, (M)} = Ns<o{we(m) |t < s},
l’adhérence étant prise dans U. C’est donc un fermé de U.

Remarque 10.3 Les lettres a et w sont respectivement la premiere et la
derniere lettre de ’alphabet grec : le commencement et la fin.

Notons que, méme lorsque le champ de vecteurs est supposé complet,
I’ensemble limite d’une orbite peut étre vide. Considérer par exemple un
champ de vecteur constant, non nul, dans U = R".

95



96 D.H. M304

Exemple 10.4 Prenons ’exemple du systeme différentiel

{i’(t) = —y(t) + (1 = 2*(t) — (1)) «(t)
w(t) + (1= 2(t) - y*(t)) y(t)

<
~
—~
~
~—
I

que le lecteur étudiera en passant en coordonnées polaires.

e Le seul point stationnaire est l'origine.

e Soit m dans le disque unité ouvert pointé. L’orbite de m converge vers
I'origine dans le passé, et admet le cercle unité S' comme ensemble limite

dans le futur :
a(m) = {0}, w(m) =S".

e Le cercle unité constitue une orbite périodique. On a donc, pour p € S',
a(p) =w(p) =S

e L’orbite d’un point ¢ pris hors du disque unité fermé part a I'infini en temps
fini dans le passé (I’ensemble limite dans le passé n’est donc pas défini) et
admet également le cercle unité comme ensemble limite dans le futur :

w(q) =S.
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Proposition 10.5 Soit m € U tel que sup I,,, = +oo. Alors :
—on aw(m) = w(ps(m)) pour tout s € I, ;
—on a ps(p) € w(m) pour tout p € w(m) et tout s € I,,.

La premiere propriété nous dit que ’ensemble limite est celui de 'orbite O,
plutot que celle de m. La seconde nous dit que ’ensemble limite w(m) d'un
point m est invariant par le flot.

On laisse au lecteur le soin d’énoncer le résultat correspondant pour
I’ensemble limite dans le passé.
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Preuve La premiere propriété suit de ce que ¢, (ws(m)) = @, +s(m),
lorsque ces expressions ont un sens (proposition 7.6).

Passons a la seconde propriété. Soit s € I,,. On choisit une suite d’instants
tn € R avec t, — 400 et ¢, (m) — p lorsque n — oo. Par continuité du
flot (et plus précisément par continuité de l'application s, bien définie au
voisinage de p), il suit que

ps(p) = ps( lim oy, (m)) = lim os(p, (m)) = lm o, +5(m)
et donc ps(p) € w(m). O

Proposition 10.6 Soit m € U. On suppose qu’il existe un compact K C U
dans lequel l’orbite de m reste piégée dans le futur, c’est-a-dire tel qu’on ait
wi(m) € K pour tout t € I,, avect > 0. Alors :

1. sup I, = +o0;

2. Uensemble limite w(m) C U est un compact connexe non vide ;

3. pour tout p € w(m), on a Iy =R;

4. Vorbite de m converge vers un point mg € K dans le futur si et
seulement si l’ensemble limite w(m) est égal au singleton {mg}.

Preuve 1. C’est le lemme des bouts 4.3.

2. L’ensemble limite w(m) = Ns>o {p+(m) |t > s} est compact connexe non
vide comme intersection décroissante de compacts connexes non vides.

3. Pour t € I, on a ¢(p) € w(m) C K (proposition 10.5), donc le lemme
des bouts assure que I, = R puisque K est compact.

4. Si p¢(m) — my lorsque t — +00, on a bien w(m) = {mp}. Démontrons la
réciproque. On vient de voir en 2. que w(m) est non vide. Soit mg € w(m),
et supposons que ¢;(m) ne converge pas vers mg lorsque t — +o0. Il existe
donc € > 0 et une suite d’instants ¢, — +00 tels que, pour tout n € N, on
ait oy, (m) € K\ B(mg,e). Puisque K \ B(mqg,e) est compact (fermé du
compact K, la suite (¢, (m)) possede une sous-suite convergente, de limite
p € K\ B(mg,¢). Donc p € w(m) avec p # my. O

Remarque 10.7 La propriété 4. généralise a une famille a un parametre
continu le résultat suivant vu au cours de topologie : une suite a valeurs
dans un compact est convergente si et seulement si elle a une seule valeur
d’adhérence.

B Stabilité d’un point singulier

B.1 Stabilité

Soient X : U € R® — R™ un champ de vecteurs autonome de classe C' et
mo un point singulier (ou point d’équilibre), ¢’est-a-~dire tel que X (mg) = 0.
On munit R"™ d’une norme.
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Définition 10.8 Point d’équilibre stable

Le point d’équilibre mq est stable dans le futur lorsque, pour tout € > 0, il
existe § > 0 tel que pour tout point m € U tel que |[mg —m| < &, on ait
lmo — pe(m)|| < & pour tout t € I, avect > 0.

Autrement dit, 'orbite d’'un point m suffisament proche de mg reste
confinée, dans le futur, dans un voisinage arbitraire de mg. Si € > 0 est
choisi assez petit de sorte que le compact B(mqg,e) C U soit inclus dans U, le
lemme de sortie des compacts (théoreme 4.3) assure alors que sup I,,, = +00,
c’est-a-dire que la solution correspondante est globale dans le futur.

Remarque 10.9 — On définit de méme une notion de stabilité dans le passé.
— Le point mg est stable dans le futur pour le champ X si et seulement
si il est stable dans le passé pour le champ —X.

Définition 10.10 Point d’équilibre asymptotiquement stable
Le point d’équilibre mg est asymptotiquement stable dans le futur si
— il est stable
— il existe un wvoisinage V C U de mqg tel que lorbite de tout point
m €V converge vers mg dans le futur.

On définit de méme la stabilité asymptotique dans le passé.

Remarque 10.11 La seconde condition dans la définition 10.10 n’entraine
pas la premiere. Nous esquissons en effet ci-dessous le portrait de phase
d’un champ autonome dans le plan dont toutes les orbites convergent dans
le futur vers un point d’équilibre mg. L’orbite de certains points tres proches
de mg (notamment sur la verticale en-dessous de my) s’éloigne beaucoup de
mo avant de revenir converger vers ce point.

B.2 Stabilité pour un champ linéaire
Commencgons par étudier la stabilité de ’origine pour un champ linéaire.

Théoréme 10.12 Stabilité en linéaire
Soient A € M,R et m' = Am [’équation différentielle linéaire autonome
associée. L’origine est
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— asymptotiquement stable dans le futur si et seulement si A est un
puits, c’est-a-dire si toutes ses valeurs propres sont de partie réelle
strictement négative

— asymptotiquement stable dans le passé si et seulement si A est une
source, c’est-a-dire si toutes ses valeurs propres sont de partie réelle
strictement positive.

Noter que le second cas se déduit du premier en remplagant la matrice A
par son opposée —A.

Preuve Ce résultat est une conséquence immédiate des deux lemmes sui-
vants 10.13 et 10.15. O

Lemme 10.13 L’origine est asymptotiquement stable dans le futur, pour
Uéquation différentielle linéaire m’ = Am, si et seulement si e!* — 0 lorsque
t — +oo0.

Preuve Conséquence de Iexpression explicite des solutions de m’ = Am
(proposition 2.7). |

Rappel 10.14 Décomposition de Jordan-Dunford

Soit A € M,R. Il existe un unique couple de matrices D, N € M,R, avec
D diagonalisable sur C et N nilpotente, qui commutent (c’est-a-dire avec
ND = DN) et telles que A = D + N. De plus, les valeurs propres de D
(comptées avec multiplicité) sont celles de A.

Lemme 10.15 Soit A € M,R. On a et* — 0 lorsque t — 400 si et seule-
ment si A est un puits.

Preuve Supposons que e/t — 0 lorsque t — oo. Soient alors une valeur

propre A de A et v € C™ un vecteur propre associé. On a donc |t (v)|| =
lePv]| = [e||lv]] = etRe|v|| — 0 lorsque ¢ — +o0. 11 suit donc bien que
ReX < 0.

Pour la réciproque, on utilise la décomposition de Jordan-Dunford 10.14
A= D+ N de A. Puisque D et N commutent, on a e!(P+N) = ¢tDetN pour
tout ¢ € R (proposition 2.6). Munissons M,,C d’une norme d’algebre.

Puisque N est nilpotente, il suit que I’application t € R — N € M,,C
est polynomiale, de degré au plus n. Il existe donc une constante c; > 0 telle
que [|e™N|| < ey (1 + |t))™ pour tout ¢ € R.

La matrice D est diagonalisable et ses valeurs propres ()\;) vérifient
ReA; < —a < 0 pour tout . Il existe donc une matrice inversible P telle
que D = Pdiag(A1,---, A\,) P71 Il suit de la proposition 2.6 que, pour tout
réel t, on a e’ = Pdiag(et™,--- ,et*) P71, Puisque |e®| = eR°® pour tout
a € C, il existe une constante c; > 0 telle que |[e!P| < cae™* pour tout
t>0.



100 D.H. M304

On a donc ||| < [[e!P| [|e?N]] < e1ea (1 + [t))" et < e7t/2 pour tout
t > 0 assez grand. Le résultat suit. O

Exercice 10.16 Déterminer a quelle condition, portant sur I’endomorphisme
A € M,R, lorigine est un point d’équilibre stable dans le futur (resp. dans le
passé) pour 1’équation différentielle m’ = Am.

C Fonctions de Lyapunov

Soient X : U € R® — R™ un champ de vecteurs autonome de classe C*
et mg un point d’équilibre.

Définition 10.17 Fonction de Lyapunov
Une fonction de Lyapunov pour X en mqg est une fonction scalaire continue
L :V — R définie sur un voisinage ¥V C U de my et telle que

(1) L admet un minimum strict en myg

(2) L décroit le long des portions d’orbites, distinctes de 'orbite station-
naire {mo}, qui sont incluses dans V.

Définition 10.18 Fonction de Lyapunov stricte
Une fonction de Lyapunov pour X en mg est une fonction de Lyapunov
stricte si elle vérifie de plus la condition

(25) L décroit strictement le long des portions d’orbites, distinctes de
Dorbite stationnaire {my}, qui sont incluses dans V.

Dire que L décroit le long de la portion d’orbite {ps(m)| s € [to,t1]} C V
incluse dans V signifie que, pour tous tg < so < s1 < t1, on a l'inégalité large
L(ps,(m)) < L(ps,(m)). Elle décroit strictement si L(ps, (m)) < L(ps,(m))
lorsque sg < s71.

Convention Nous normaliserons nos fonctions de Lyapunov de sorte que
L(mp) = 0. 1l faut alors penser que L(m) “mesure” la proximité de m au
point mg (condition (1)). La condition (2) ou (2S) exprime alors que les
orbites “se rapprochent” de mg au cours du temps.

Remarque 10.19 — Si X admet une fonction de Lyapunov stricte L en my,
le point mg est un zéro isolé du champ. En effet, il n’y a pas d’autre point
stationnaire que mg dans 'ouvert de définition de L.

— On cherchera souvent (mais pas exclusivement) des fonctions de Lya-
punov sous la forme L(m) = ||m — mg||?, ot || || sera une norme euclidienne
bien adaptée au champ de vecteurs X . Voir par exemple la proposition 10.22.

Exercice 10.20 Soit X : U C R™ — R" un champ de vecteurs C' et mg un
point stationnaire de X. On suppose qu’il existe une fonction de Lyapunov stricte
L : U — R pour X en mgy. Montrer que le champ X n’admet pas d’orbite périodique.
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Remarque Soit L : V — R une fonction de classe C'. Si t — ¢;(m) est une
solution de m’ = X (m) tracé dans V, I'évolution de la fonction L le long de
cette orbite est régie par

d

ZL(eu(m)) = Dy, L. X (p1(m)

Lorsque L est de classe C', il suffira donc de vérifier que
pour tout m € V, on a D, L.X(m) <0
pour assurer la condition (2), et que
pour tout m € V avec m # myg, on a D, L.X(m) < 0

pour assurer la condition (2S).

Dans la pratique, cette derniére condition (suffisante mais non nécessaire)
sera souvent trop restrictive pour nous permettre d’exhiber aisément des
fonctions de Lyapunov. Il suffira d’assurer que D,,L.X(m) < 0 et que la
dérivée %L(apt(m)) ne s’annule qu’en des instants isolés le long de chaque
orbite ¢ — ¢¢(m). Voir notamment ’exemple du pendule amorti.

Théoreme 10.21 de Lyapunov Soient X : U C R™" — R" un champ de
vecteurs autonome de classe C', et mg un point d’équilibre.

e On suppose qu’il existe une fonction de Lyapunov L :V — R pour X
en mg. Alors mg est un point d’équilibre stable dans le futur.

e On suppose qu’il existe une fonction de Lyapunov stricte L : V — R
pour X en mg. Alors mg est un point d’équilibre asymptotiquement stable
dans le futur.

Preuve e Dans un premier temps, on suppose que L est une fonction de
Lyapunov, et on montre que mg est un point d’équilibre stable. Rappelons
que nous avons normalisé L de sorte que L(mg) = 0. Fixons € > 0 tel que
B(mg,e) C V, et notons

a = inf{L(m) | ||m — mgl|| = ¢}.

Puisque L est continue et admet en mg un minimum strict, il suit que a > 0.
La continuité de L assure également qu’il existe 0 < § < ¢ tel que L < /2
sur la boule B(my,d). Le théoreme des valeurs intermédiaires montre alors
qu'une orbite démarrant en un point m € B(myg,d) reste confinée dans
B(my,e) dans le futur, puisqu’elle ne peut passer par la sphere S(mg,¢).
Cest la stabilité.

Rappelons qu’il suit alors du lemme des bouts 4.3 que sup I,,, = +o0 .

e On suppose maintenant que L est une fonction de Lyapunov stricte. On
vient de démontrer que le point d’équilibre mg est stable dans le futur.
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Montrons la convergence des orbites vers mg. Soit m un point de B(my,d).
Le choix de ¢ assure que 'orbite de m reste confinée dans le futur dans le
compact B(mg,e) CV C U. La proposition 10.6 s’applique donc & m. Pour
montrer que 'orbite de m converge vers mg dans le futur, il suffit donc de
montrer que I'ensemble limite w(m), qui est non vide, est égal & {my}.

Soit donc p € w(m). Puisque la fonction L est continue et décroissante
le long des orbites, on a

L(p) = lim L(pi(m)) = inf{L(p(m)) [t = 0} .
t——+4o00
Soit s > 0. Puisque I’ensemble limite est invariant par le flot, on a également
q = ps(p) € w(m), et donc L(q) = inf{L(pt(m))|t > 0}. Puisque L est
une fonction de Lyapunov stricte, I’égalité L(q) = L(ps(p)) = L(p) impose
finalement que p = my. O

D Puits et sources

Soit X : U C R™ — R™ un champ de classe C'. On suppose que l’origine
est un point stationnaire et que A := DyX est un puits, c’est-a-dire que
toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative.

On veut montrer que l'origine est alors asymptotiquement stable dans
le futur (ce qui démontrera le théoreme 9.10). Pour cela, on va chercher a
exhiber une fonction de Lyapunov pour X en l'origine.

Notons Y (m) = Am le champ linéarisé de X en l'origine. On a déja vu que
lorigine est asymptotiquement stable dans le futur pour le champ linéarisé
Y (théoreme 10.12).

Nous allons en un premier temps exhiber une fonction de Lyapunov L
pour le champ linéarisé Y en l'origine. Nous montrerons ensuite que cette
fonction L est également une fonction de Lyapunov pour le champ initial X
en lorigine. On concluera avec le théoréeme de Lyapunov 10.21.

Proposition 10.22 Fonction de Lyapunov stricte pour un puits
Soient A € MR un puits et Y (m) = Am le champ linéaire associé sur R™.
Soit || || une norme euclidienne sur R™. On pose, pour m € R",

L(m):/o le*Am]? ds

Alors L bien définie. C’est une forme quadratique définie positive sur R™.
Et L est une fonction de Lyapunov stricte pour le champ Y en ['origine.

Preuve Puisque A est un puits, il suit de la décomposition de Dunford
10.14 quil existe deux constantes a,c > 0 telles qu’on ait |[e*4]| < ce™®*
pour tout s > 0 (voir la démonstration du lemme 10.15).
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On en déduit que la fonction L est bien définie, et que c’est une forme
quadratique de forme polaire

o0
Bloy) = [ (eaely) ds
0

ou (, ) désigne le produit scalaire sur R™. Il est immédiat que L est définie
positive ; elle admet donc un minimum strict en 1’origine.

Désignons par ¢ : t — 14 le flot du champ linéaire Y. On observe pour
conclure que, pour tout point m # 0 distinct de 'origine et tout instant
t>0,o0n a

o o0
L) = Liehm) = [ esAehm|P ds = [ et ds < Lm)
0 t
et donc que L est donc strictement décroissante le long des orbites distinctes
de Vorigine. Notons plus précisément (ce sera utile ci-dessous) que

d

Dy LY (m) = oo

L((m)) = —|Im||? (10.1)
(on dérive une intégrale fonction de sa borne). O

Corollaire 10.23 Fonction de Lyapunov stricte pour un champ dont le
linéarisé est un puits

Soit X : U C R™ — R"™ un champ de classe C'. On suppose que le point
mo € U est un point stationnaire de X et que A = Dy, X est un puits. La
fonction

Lm) = /0 " et Am — mo)|? ds

est une fonction de Lyapunov stricte pour le champ X en my.
En particulier, le point mg est un point d’équilibre asymptotiquement
stable dans le futur pour X.

Preuve On se ramene par translation (ou changement de repere) au cas
ol le point mg est l'origine.

On veut montrer que L décroit strictement le long des orbites de X.
Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout point m proche de 'origine
avec m # 0, on a D, L.X(m) < 0. On écrit

X(m)=Am+ R(m) =Y (m) + R(m),
ou le reste R(m) vérifie R(m) = o(|jm]|). Il suit de I'identité (10.1) que
Dy L.X(m) = D, LY (m) 4+ Dy, L.R(m) = —||m||?> + Dy L.R(m) .

Notons B la forme polaire de L. C’est une forme bilinéaire, en dimension
finie. Il existe donc une constante ¢ > 0 avec |B(u,v)| < c||lul| ||v]| pour tous
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vecteurs u,v € R™. De plus D,,L.v = 2B(m,v) pour tout point m et tout
vecteur v € R™. On conclut car alors

Dy L.X (m) = ~|lm||* + 2B(m, R(m)) = —|m|]* + o(|m[*) < 0

pour m proche de 0. O

E Bassin d’attraction d’un point singulier

Définition 10.24 Soient X : U C R® — R"™ un champ de classe C' et
mo € U. Le bassin d’attraction de mg dans le futur est l’ensemble

t—sup Ip
—

mo}

des points dont [’orbite converge vers mqg dans le futur.

Qi(mo) :={p U] pip)

Remarque 10.25 — Pour que le bassin d’attraction €24 (mg) soit non vide,
il est nécessaire que mg soit un point singulier (proposition 4.8).

— Il se peut que le bassin d’attraction d’un point singulier mg soit réduit a
ce seul point.

— Noter que p € Q4 (myg) implique sup I, = +oo (lemme des bouts).

— On définit de méme le bassin d’attraction d’un point dans le passé.

Exercice 10.26 Déterminer le bassin d’attraction de 'origine en dimension 2
pour un soleil répulsif, un col, ou un noeud attractif.

Lemme 10.27 Le bassin d’attraction Q4 (mg) est stable par le flot. C’est
donc une réunion d’orbites.

Preuve Immédiate. O

Lemme 10.28 On suppose que le point mqg est asymptotiquement stable
dans le futur. Alors son bassin d’attraction Q4 (mg) est un ouvert de U.

Preuve Par hypothese, le bassin contient une boule centrée en mg, soit
B(mo, (5) C Q+(m0) .

Soit p € Q4 (myp). Il existe alors t € R pour lequel ¢:(p) € B(mo, 9).

Le domaine de définition du flot étant ouvert dans R x U et le flot étant
continu, I’application ¢; est définie et continue sur un voisinage de p.

Il existe donc une boule B(p,r) C U sur laquelle ¢; est définie, avec
w(B(p,r)) C B(mg,d) C Q4(mg). On conclut avec le lemme précédent. 0O
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(B(p.r))

B(mO’S)

Le bassin d’attraction est ouvert

Pour préciser le bassin d’attraction €4 (m) d’un point stationnaire,
on pourra utiliser la proposition suivante.

Proposition 10.29 Soient X : U C R — R™ un champ de classe C!
et mg € U. On suppose que le champ admet une fonction de Lyapunov
stricte en my, soit L : V — [0,00[ définie sur un voisinage V C U de
mo, et qu’on supposera normalisée de sorte que L(mg) = 0.

Soit a > 0 tel que K, = {p € V| L(p) < a} soit une partie compacte
de V. Alors K, C Q4 (my).

Preuve L’orbite d’un point p € K, reste piégée dans K, dans le futur.
Conclure comme dans la preuve du théoreme de Lyapunov 10.21 en
utilisant la proposition 10.6. |

Rappel 10.30 Une fonction continue L : U — R est propre si l’image

réciproque L~1(C) de tout compact C C R est une partie compacte de
U.

L’énoncé suivant est une conséquence immédiate de la proposition
10.29.

Corollaire 10.31 On suppose que le champ X : U — R"™ admet une
fonction de Lyapunov stricte L : U — R en mqg définie sur sur U tout
entier. Si de plus la fonction L est propre, alors U = Q4 (myg) : toutes
les orbites de X convergent vers mg dans le futur.

Un petit sujet de réflexion pour conclure.
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Remarque 10.32 Il ne suffit pas qu’il existe une fonction de Lyapunov
strictke L : U — R pour X en mg définie sur tout U pour que 'on
ait U = Q4 (mp). Autrement dit, ’hyposheése L propre ci-dessus est
indispensable. Voir les exercices.



11. La méthode d’Euler

Nous proposons dans ce chapitre une seconde preuve du théoreme
de Cauchy-Lipschitz, cette fois-ci par la méthode d’Euler.

Cette méthode consiste a approcher la solution au probleme de
Cauchy que l'on cherche & construire par des fonctions affines
par morceaux qui seront des “solutions approchées”.

Sauf mention du contraire, la donnée f sera seulement sup-
posée continue. Nous terminerons ce chapitre par une preuve
du théoreme d’existence de Cauchy-Péano-Arzela.

A Solution approchée

Soient f:J x U C R x R"™ — R™ une application continue et 1’équation
différentielle associée 2’ = f(t,x) (x).

Définition 11.1 Soit € > 0. Une solution e-approchée de (%) est une ap-
plication y : A C J — U définie sur un intervalle A, qui est continue et
de classe C' par morceauz et telle que, en chaque instant t € I ot elle est
dérivable, on ait

ly'(t) — f(t,y@)] <e.

Il va étre facile de construire des solutions approchées qui seront affines par
morceaux (d’ott I'intérét de ne pas leur imposer d’étre de classe C!!)

Soient (tg,z0) € J x U et C = [tg — €0,t0 + €0] X B(zg, R) C J x U un
cylindre de sécurité centré en ce point. Rappelons que, sur ce cylindre, on a
IfIl < M avec g9 < R/M (définition 3.7).

Définition 11.2 Une application continue
Yo : [to — €0,to + 0] = R”
est associée a la subdivision
o=[to—eo=t_p < <ty <. <tg=1to+eo]
de Uintervalle [ty — €9, to + 0] lorsque sa restriction a chacun des intervalles

[ti,tiv1] (—p <i<q—1) est affine.

107
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Lemme 11.3 Soit o :[tg—sg =t <<ty <<y :t0+50} une
subdivision de [ty — €o,to + €o]. Il existe une unique application

Yo - [to — &0, t0 + 60] — E(IQ, R)
associée a cette subdivision telle que y,(to) = o, et avec
510 S 1< q - (yo')/ |]ti,ti+1[ = f(t“ya'(tl))
si—p<i<0: (yo) Neotia] = F(tiv1, Yo (tiv1))-

ti Lt to ti tir1
Preuve Dans le futur de ty. On construit récursivement y, sur chacun des
intervalles [t;,t;+1] (0 <i < ¢ — 1) en posant, pour t € [t;, t;11] :
Yo(t) = yo(ti) + (t — i) f(ti, yo () -

Il faut vérifier que y, est & valeurs dans B(xg, R) ce qui permet de calculer
f(tisv1,Yo(ti+1)) et de continuer la construction :

t € [ti tivr] © lyo(t) — woll < XJ5—o(tia — ti) M < eoM < R.

On reprend le méme principe pour construire ¥y, dans le passé de t. O

Proposition 11.4 Existence de solutions approchées
Soit € > 0. Si le pas
h = Sﬁﬁ tiv1 — L]
i=—p
de la subdivision o est assez petit, l'application y, du lemme 11.3 est une
solution e-approchée de x' = f(t,x).

Preuve Soit t € [ty — €g,to + €0] un point ol y, est dérivable. L’instant ¢
appartient & I'un des intervalles |¢;,¢;1[. Supposons par exemple i > 0. Par
construction,

5 (8) = £t ya (D) = [1f (tir yo (ti) — f (¢ yo (1))

avec [t — t;| < hoet [lys(t)) — yo (o)l < [t — il [[f (i, yo(t:))[| < Mh. On
conclut par uniforme continuité de f sur le compact C. O
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Proposition 11.5 Limite d’une suite de solutions approchées
Soit C = [ty — a,tg + a] x B(zo, R) C J x U un cylindre. Soient I C
[to — a,to + a] un intervalle contenant tgy, et y, : I — E(:Ug, R) une suite de
solutions ey -approchées de (x). On suppose que :

— &, — 0 lorsque n — 00

— ypn converge uniformément sur I versy: I — B(zo, R).
Alors la limite y est de classe C et solution de ().

Preuve Puisque chaque fonction v, est continue et de classe C! par mor-
ceaux, on a pour tousn € Net ¢t € I,

t

Yn(t) = yn(to) +/ Yl (s)ds.

to

Puisque y,, est une solution &, approchée de (x), il suit que

19n(8) — yn(to) — /t F(5,9n(s)) ds]| < acn.

La fonction f est continue, donc uniformément continue sur le cylindre com-
pact C. Ceci permet de passer a la limite sous l'intégrale lorsque n — oc.
On obtient alors, pour tout ¢ € I,

y(t) =y(to) + [ f(s,y(s))ds,

to

donc y est bien de classe C' et solution de (*). O

B Deuxiéme preuve de Cauchy-Lipschitz (local)

On suppose dans ce paragraphe uniquement que la donnée f
satisfait les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz 3.11.

Dans tout ce paragraphe, C' = [to—a, to+a] X B(xg, R) C Jx U désignera
un cylindre. En restriction a ce cylindre, f est donc k-lipschitzienne par
rapport a la variable d’espace x pour une certaine constante k > 0.
Lemme 11.6 Soient I C [to—a,to+a] un intervalle contenant to, et y1,ys :

I — B(zo, R) deux solutions respectivement g1 et o approchées de ().
Alors, on a pour tout t € I,

ek|t—t0| -1
k

Preuve On introduit la fonction z := y; — yo. Elle est continue et de classe
C' par morceaux. En chaque instant ot elle est dérivable,

12001 = I9a(6) = h(0)]| < £t ya(6) = F(tgo(D)] + €1 + 2
< k=) +e1 +eo.

ly1(t) — y2(0)]| < [ly1(to) — ya(to)l| €0 + (e1 + £2)
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On conclut avec le lemme de Gronwall (on laisse au lecteur le soin de vérifier
qu’il est encore vrai sous ces hypotheéses de régularité). O

Corollaire 11.7 Unicité locale dans Cauchy-Lipschitz

On suppose que f satisfait les hypothéses de Cauchy-Lipschitz. Soit I C
[to—a, to+a] un intervalle ouvert contenant ty. Soient x1, x5 : I — B(xg, R)
deuzx solutions exactes de (x) de méme condition initiale x1(tg) = x2(to).
Alors x1 = x9.

Preuve L’estimation précédente s’applique aux solutions x; et xo. La
conclusion suit de ce qu’ici 1 = g9 = 0 et 1 (tg) = z2(to). O

Corollaire 11.8 Suite de solutions approchées
On suppose que la donnée f satisfait les hypothéses de Cauchy-Lipschitz.
Soit I C [to — a,to + a] un intervalle contenant ty. Soit y, : I — B(xg, R)
une suite de solutions e,-approchées. On suppose que

— les yn, ont toutes la méme condition initiale y,(tg) = xo ;

— e, — 0.
Alors la suite y,, converge uniformément sur I. Sa limite y est de classe C*
et est une solution de condition initiale y(ty) = xo.

Preuve Pour p,q € N, on estime de nouveau avec le lemme 11.6

eke —1

lyp(£) = yq(B)]] < (ep +24¢) —r
La suite (y,) est donc uniformément de Cauchy sur I. Le résultat suit alors
de la proposition 11.5. O

On en déduit une seconde preuve de I'existence locale dans Cauchy-Lipschitz.
Théoréme 11.9 Existence locale dans Cauchy-Lipschitz

Preuve Soient (tg,7¢) € J x U et C = [tg — €0, to + 0] X B(wg, R) C J x U
un cylindre de sécurité centré en ce point.

La méthode d’Euler fournit une suite y, : [to — €o,t0 + €0] — B(wo, R)
de solutions e,-approchées, avec ¢, — 0, et de méme condition initiale
yn(to) = xo. Sur le cylindre C, la fonction f est k-lipschitzienne par rapport
a x. La suite y,, converge donc uniformément sur l'intervalle [to — g, to + £0]
(corollaire 11.8) et sa limite x :]tg—eo, to+eo[— U est solution de 2’ = f(t, x)
de condition initiale z(¢y) = z (proposition 11.5). O

C Le théoreme de Cauchy-Péano-Arzéla

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoreme d’existence
au probleme de Cauchy pour une équation différentielle dont la
donnée f est seulement supposée continue. On a vu que, dans ce
cas, il n’y a plus unicité en général (paragraphe 3.B).
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Rappelons sans démonstration le théoreme d’Ascoli.

Rappel 11.10 Théoréme d’Ascoli
Soient [to — €o,to +€0] C R un intervalle compact, et yy : [to — €0, to + €0] —
B(wo, R) une suite d’applications continues et uniformément bornées.

On suppose la suite (yy) équicontinue; c’est le cas par exemple lorsque
les y, sont toutes M -lipschitziennes.

Alors, on peut extraire de (y,) une suite uniformément convergente sur

Vintervalle [ty — €9, to + €0].

Théoréme 11.11 de Cauchy-Péano-Arzéla

Sotent f : J x U C Rx R"™ — R" continue et (tg,xg) € J x U. Il existe
g0 > 0 et une solution x : Jtg — €o,to + eo[— U de Uéquation ' = f(t,x) de
condition initiale x(ty) = x¢.

Preuve Soit C = [tg—¢0, to+e0] X B(zo, R) C J x U un cylindre de sécurité.

La méthode d’Euler fournit une suite y, : [to — €0,t0 + €0] — B(wo, R)
de solutions &,-approchées, de condition initiale y,(tg) = xg et avec €, — 0.
Ces fonctions y,, sont uniformément bornées sur [ty — g, to + o).

Par construction, les ¥, sont affines par morceaux, et les pentes de ces
fonctions affines sont données par les valeurs de f en des points (t;, y,(t;)) €
C, donc sont uniformément bornées par M : nos applications y, sont donc
toutes M-lipschitziennes donc forment donc une famille équicontinue.

Le théoreme d’Ascoli permet d’extraire de la suite (y,) une sous-suite
uniformément convergente. On a vu (proposition 11.5) que la limite est
solution exacte de «’ = f(t, ), pour la condition initiale (¢g, o). O



12. Equations linéaires non autonomes

Nous avons déja consacré un chapitre aux équations différentielles
linéaires autonomes. Dans ce cas, on disposait de ’expression ex-
plicite des solutions. Nous étudions ici les équations différentielles
linéaires non autonomes. Les théoremes généraux restent valables
(structure de lespace des solutions). Mais il y a une différence
de taille : on ne saura en général pas les résoudre explicitement,
a l'exception notable des équations scalaires d’ordre 1.

A Existence, unicité et temps de vie

On sedonne A:J CR — M,Ret B:J CR — R" deux applica-
tions continues définies sur un intervalle ouvert J C R, et on s’intéresse a
I’équation différentielle linéaire non homogene

X'(t)=A®)X(1) +B(t) ()
ainsi qu’a I’équation différentielle linéaire homogene associée
X'(t)=A@t)X(t)  (xa),
toutes deux d’inconnue X : I C J — R™.

Proposition 12.1 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique aux équations
(xB) et (x4). Leurs solutions mazimales sont globales.

Les solutions mazimales de ’équation homogene (x4) forment un sous-
espace vectoriel S de dimension n de C*(J,R"™). Pour tout t € J, l’applica-
tion d’évaluation en t, soit

g: XeS— X(t) eR",

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Les solutions mazimales de ’équation non homogéne (¥5) forment un
sous-espace affine SB de C'(J,R") dirigé par S.

Preuve On a déja vu que le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique
aux équations différentielles (x4) et (x5) et que leurs solutions maximales
sont globales (corollaire 5.6). Pour le reste, tout se passe comme dans le cas
autonome (corollaires 2.8 et 2.12). O
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B Meéthode de variation de la constante

B.1 Résolution (ou pas) de ’équation homogéne

On ne saura résoudre explicitement I’équation homogene (x4) que dans des
cas tres particuliers. Rappelons en effet que la différentielle de I'application
exponentielle matricielle ne vérifie ’égalité

Dyrexp (H) = HeM = eMH
“que” lorsque les matrices M et H commutent (proposition 2.4).

Proposition 12.2 Soit t € J — A(t) € M,R une application continue.
Supposons qu’on ait, pour tous s,t € J,

Alors, la solution mazimale de (x4) de condition initiale (to, Xo) est définie
pour tout t € J par

X(t)=exp[ [ A(s)ds] Xp.

to

Preuve Pour chaque t € J, la matrice A(t) commute & fti) A(s)ds. Donc

t
Dt sy a9eb+ A(L) = Al) expl / A(s) ds),

to

et les applications indiquées sont bien solutions. O

Remarque 12.3 Cecis’applique en particulier a toute équation différentielle
linéaire scalaire d’ordre 1

2(t) =a(t)z(t)  (*a)

de donnée t € J — a(t) € R continue, d'inconnue ¢t € J — z(t) € R.

B.2 Variation de la constante

On revient & une application continue quelconque t € J — A(t) € M,R
(sans hypothese de commutation). On se donne également une application
continue t € J — B(t) € R™.

En supposant connue (par miracle!) une base (Xi,---,X,) de lespace
vectoriel S des solutions de (x4), on va voir que la méthode de variation de la
constante permet, tout comme dans le cas autonome, de résoudre I’équation
non homogene (x5).
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En chaque instant ¢t € J, l'application d’évaluation ; : & — R" est
un isomorphisme d’espace vectoriels, donc (X (t),---, X,,(t)) constitue une
base de R™. Comme dans le cas homogene, on peut donc chercher les solu-
tions X de () sous la forme X (t) = S0 ¢;(t) Xi(t), oules ¢; : J — R
sont des fonctions de classe C''. Matriciellement, cela consiste & introduire
la matrice

M(t) = | Xa(t) | -+ | Xa(t)

qui est inversible pour tout ¢ € J et & chercher les applications de classe C!
t € J— C(t) € R" pour lesquelles t € J — X (t) = M(t) C(t) est solution
de (*A{B). On notera que, puisque t € J — M(t) € Gl,R est de classe C!,
X = MC est de classe C! si et seulement si C' est.

Chaque colonne X; étant solution de (x4), on a pour tout ¢t € J I'égalité
M'(t) = A(t) M (t), d’on

= (M) C(t)) = A(t) M(t) C(t) + M(t) C'(2).

Il suit que
d

il
si et seulement si C'(t) = M(t)~! B(t). On a donc ramené, une fois une base
(X1,--+,X,) de solutions de I’équation homogene connue, la recherche des

solutions de 1’équation avec second membre & la recherche d’une primitive
pour l'application t € J — M(t)~! B(t) € R™.

M(t)C(t)) = A(t) X (t) + B(t)

B.3 Equations linéaires d’ordre supérieur

On a déja dit au paragraphe 2.E.3 (équations linéaires autonomes) que
la méthode de variation de la constante s’applique également aux équations
différentielles linéaires d’ordre k. Il en va de méme pour les équations linéaires
non autonomes. Intéressons nous pour simplifier I’écriture a une équation
scalaire, de la forme

2B () +ap_1 () P VE) 4+ -+ apt) z(t) = b(t)  (+)

ou les données a; : J = R (0<i<k—1)etb:J — R sont des fonctions
continues, et d’inconnue ¢t € J — z(t) € R de classe CF.

Comme nous 'avons expliqué dans le lemme 1.17, 'introduction de la
nouvelle fonction inconnue de classe C!

teJ— X(t):= : e R*
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ramene ’étude de 1’équation différentielle linéaire d’ordre k (x2) & celle de
I’équation différentielle linéaire d’ordre 1

X'(t) =AM X(®) +Bt)  (+3)

0 1 o --- 0 0
onA®) = | . ; 1 et B(t) =
“ao(t) —ar(t) o o —ap_1(D) b(t)

Réinterprétons maintenant la méthode de la variation de la constante pour
I’équation d’ordre 1 (¥5) en termes de I’équation d’ordre &k (x%). On suppose
connue (z1,---,x) une base de 'espace vectoriel des solutions de (k).
La famille (Xi,---, X)) constitue donc une base de ’espace vectoriel des
solutions de (*4). On cherche une solution X de (x£) sous la forme X (t) =
Zle ci(t) X;(t) ou les fonctions inconnues t € J — ¢;(t) € R sont de classe
C*. Cela revient & chercher une solution x de (%) de sorte que

zU)(t) = Zle ci(t)xgj)(t) pour 0 <j <k—1.

Les fonctions (¢1, - - - , ¢x) conviennent si et seulement si leurs dérivées vérifient
pour tout t € J le systeme de k équations

i=1
k
ey« () = b()
i=1
autrement dit si et seulement si M(t) C'(t) = B(t) pour tout t € J, avec
| | x1(t) ... xi(t)
M(t)=| Xa(t) | - | Xault) ] =
k— k—

| | Pl () B Ll )

Une fois inversées les matrices M (t), résoudre I’équation avec second membre
revient & trouver une primitive de 'application t € J — (M (t)) "1 B(t) € R™.
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C Résolvante

On introduit la résolvante d’'une équation différentielle linéaire
d’ordre 1.

Cette résolvante encode toutes les solutions de cette équation
différentielle. On réexprime alors la méthode de variation de la
constante en termes de résolvante. Il n’y a fondamentalement rien
de nouveau par rapport au paragraphe précédent, seul I’habillage
change (un peu).

C.1 Définitions et propriétés de la résolvante

Revenons & I’équation différentielle linéaire d’ordre 1
X'(t) = A(t) X(t) ’inconnue t € J — X (t) € R™. (x4)
On lui associe I’équation différentielle linéaire d’ordre 1
M'(t) = A(t) o M(t) d’inconnue ¢t € J — M(t) € MR, (Ea)

ou A(t) o M(t) désigne le produit de ces deux matrices. On observe que
I’application a valeurs matricielles

| |
teJ MO =|Xit) | - | Xut)] e MR

est solution de I’équation différentielle (£4) si et seulement si ses vecteurs
colonnes t € J — X;(t) € R" (1 <14 < n) sont tous solutions de I’équation
de départ (x4).

Définition 12.4 Résolvante

Pour ty € J, on notet € J — Rio € M,,R la solution mazimale de (E4)
de condition initiale (to,1d). La résolvante de (x4) est la collection de ces
applications (t € J — R, € MpR [tg € J) .

Remarque 12.5 Les vecteurs colonnes t — X;(t) de R§0 sont les solutions
maximales de (x4) de conditions initiales X;(tg) = e;, ou (e;) désigne la base
canonique de R™.

Lorsque A(t) = A est constante (équation autonome), on a Rﬁo = elt=to)A,

Une fois connue la résolvante de (% 4), on connait toutes les solutions de ()
et de (€4).
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Lemme 12.6 La solution mazimale de (x4) de condition initiale (ty, Xo) €
J x R" esttEJ—)RioXO e R™.

La solution mazimale de (£4) de condition initiale (to, Mo) € J x MR
estt € J — R} o Mye MyR.

Preuve Vérification immédiate, laissée au lecteur. O

Rappelons que, pourt € J, e, : X € S — X (t) € R™ désigne 'application
d’évaluation d’une solution X de (x4) a l'instant ¢.
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Lemme 12.7 Définition alternative de la résolvante

Soient tg,t € J.

(1) La résolvante R%O € M, R est la matrice de U'application linéaire €4 o
(e1,) " dans la base canonique de R™. Ceci fournit une définition alternative
de la résolvante.

(2) On a, pour tous instants s,t,u € J, les relations

Ri=1d, R} = (R\)™! et R} =R"0R;.

Preuve Le premier point suit du lemme 12.6. Le second s’en déduit. O

C.2 La variation de la constante avec la résolvante

Revenons & ’équation différentielle non homogene X'(t) = A(t) X (¢t) + B(t)
(+%). On suppose connue la résolvante de (x4).

Fixons ty € J. Les solutions maximales de (x4) de condition initiale
Xi(to) = e; sont les X;(t) = ngoei. Cette famille (X;)1<i<, forme une base
de 'espace S des solutions de (*4). On reprend alors ce qui a été fait dans
le paragraphe B avec cette fois-ci M (t) = R§O : au lieu de travailler avec
une base quelconque de S, on travaille avec une base de solutions qui est
normalisée (égale & la base canonique de R™) & Uinstant ¢g.

La méthode de variation de la constante nous apprend que les solutions
de (xB) sont les applications

teJ— X(t) =R; C(t) eR"

ot la fonction inconnue ¢t € J — C(t) € R de classe C! vérifie

C'(t) = (B;,)~" B(t) = Ry B(1)

(la derniere égalité provenant du lemme 12.7). On obtient finalement que
la solution maximale de (*5) de condition initiale (to, Xo) est définie pour
tout ¢ € J par

X(t) = R, (XO n / t RY B(s) ds)

to

ou encore, par linéarité de l'intégrale,

t
X(t)=R}, Xo+ | R.B(s)ds

to

puisque R} o R = R. (lemme 12.7 de nouveau).
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D Le Wronskien

Dans tout ce paragraphe, on se donne une application continue t € J —
A(t) € MR et l'on s’intéresse a ’équation différentielle linéaire homogene

X'(t) = A(t) X(t) d’inconnue t € J — X (t) € R" (x4).
On désigne par can la base canonique de R".

Définition 12.8 Soit (Y1, --,Y,) une famille de solutions de [’équation
différentielle (x4). Le wronskien de cette famille est la fonction scalaire

teJ— w(t) =detean(Yi(t), - ,Y,(t)) € R.
Exemple 12.9 Lorsque A(t) = A est constante, on a
w(t) = det e(t—t0)A w(ty) = e(t—to)tr A w(tp) -

Lemme 12.10 Le wronskien est de classe C et est solution de l’équation
différentielle linéaire scalaire

w'(t) = Trace (A(t)) w(t) .

On a donc
t

w(t) = exp [/t Trace (A(s)) ds] w(to) .

0

En particulier,
¢

det R}, = exp [/ Trace (A(s)) ds] .

to

Remarque 12.11 En particulier, si le wronskien s’annule en un instant
t € J, il est identiquement nul. Ceci est cohérent avec le fait que la famille
de solutions (Y;) est linéairement indépendante si et seulement si les vecteurs
(Yi(t)) sont indépendants en un instant ¢ € .J, ou encore si et seulement si
les vecteurs (Y;(t)) sont indépendants en chaque instant ¢ € J.

Rappel 12.12 L’application déterminant det : M,R — R est de classe C*
(polynomiale). Sa différentielle au point M € M,R est

Dyydet - H = Trace (M H) = Trace (HM)
ot M désigne la matrice transposée des cofacteurs, qui vérifie

MM = (detM)1d.
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Preuve du lemme On introduit la matrice M (t) := (Y1(t), -, Yn(t)) €
M, R, ou les vecteurs Y;(t) sont exprimés dans la base canonique. On a donc
w(t) = det M (t). Puisque ¢ — M (t) est solution de M'(t) = A(t) o M (t), il
vient

w'(t) = Dpypydet - M'(t) = Trace (M/(t) ]\%)

— Trace (A(t)M(t) z\/[(t’)) :

soit finalement w’(t) = Trace (A(t)) det M (t) = Trace (A(t)) w(t). O

Une petite illustration géométrique pour conclure, méme si nous n’avons
formellement introduit le flot que pour des équations autonomes...

Corollaire 12.13 Théoréeme de Liouville

Le “flot” de I’équation linéaire
X'(t) = A(t) X(t)
préserve le volume si et seulement si chaque matrice A(t) est de trace nulle.

Preuve Considérons une partie mesurable V' C R", et laissons évoluer le
systéme entre l'instant ¢o et I'instant ¢. La partie V' a été envoyée sur Rf (V)
qui est de mesure

m(RiO (V) = det Rio m(V).

On conclut alors avec le lemme 12.10. O
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