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1. Préliminaire

L’objectif de ce cours est de dégager quelques outils pour ’étude des équations
aux dérivées partielles (EDP), en nous interrogeant notamment sur les problemes
d’existence et de regularité des solutions. Les méthodes utilisées releveront pour
I’essentiel de techniques d’analyse fonctionnelle.

Nous porterons une attention particuliere au laplacien. En tant qu’opérateur
invariant par isométries, il n’est pas surprenant de le voir apparaitre lorsqu’on
modélise des situations issues de la physique (voir 9.C). De plus, de notre point de
vue de mathématicien, il a le bon golt d’étre un opérateur elliptique... et c’est le
plus simple d’entre eux (voir 9.B).

A Introduction

A.1 Solutions faibles

L’exemple le plus élémentaire pour motiver la notion de solution faible est donné
par Iéquation de transport du/dt + Ou/dx = 0 avec une donnée initiale imposée
u(0,2) = wug(x), ot u est une fonction de deux variables (la premiére variable
représentant le temps, la seconde étant une variable d’espace). Lorsque la donnée
initiale ug est de classe C!, on vérifie facilement que 1'unique solution de classe C!
de ce probleme est la fonction définie par w : (¢, ) — uo(x — t).

Lorsque la donnée initiale ug est simplement supposée continue, et non plus
dérivable, la fonction définie par u : (¢, 2) — ug(z —t) répond & la méme contrainte
“physique” que dans le cas régulier, & savoir que chaque fonction u; :  — ug(z —1t)
est obtenue en translatant la condition initiale ug par ¢. On aimerait pouvoir dire
que u est encore solution de I’équation de transport, cette fois-ci en un sens “faible”
- a définir.

Un autre exemple est donné par I’équation de Poisson, que nous allons illustrer
en électrostatique. Si p est une distribution de charges, elle génere un potentiel V.
Lorsque p est bien réguliere, le potentiel V est de classe C? et ces deux quantités
sont reliées par I’équation de Poisson

AV =—p/e (1.1)

ol la constante ¢ est la permitivité du milieu, et ol Popérateur A est le laplacien
défini (dans R3) par A = ijl 9 /03

Il se peut maintenant que la distribution de charges ne soit pas définie par une
fonction réguliere, mais qu’elle soit par exemple supportée par une sphere (p est
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alors une mesure surfacique), ou par un segment (p est alors une mesure linéique), ou
encore par un nombre fini de points (p est alors une combinaison linéaire de masses
de Dirac). Dans ce cas, le systéme physique existe encore bel et bien (au moins
idéalement...) et cette nouvelle distribution de charges engendre encore un potentiel
V, qui ne sera plus de classe C? mais qui sera toujours solution de 1’équation de
Poisson (1.1) - de nouveau en un sens “faible”. Nous donnerons un sens précis a
cette notion de solution faible en 3.12.

Partant de ce constat que le monde des fonctions régulieres est trop étriqué on
va I’étendre en introduisant ces nouveaux objets que sont les distributions pour,
notamment, étre capable de dériver une distributions autant de fois qu’on voudra —
et obtenir de nouveau une distribution. Cette démarche est semblable a celle de la
construction de R a partir de Q. On va cette fois-ci rajouter aux fonctions continues
juste ce qu’il faut pour obtenir un (“le plus petit”, voir la remarque 4.17 ainsi que
le corollaire 8.46) espace stable par dérivation. Une fonction localement intégrable,
ou bien une mesure de Radon (c’est-a-dire une mesure borélienne localement finie),
définiront toutes deux des distributions (voir la section 2.C).

A.2 Distributions

On pensera aux distributions comme a des “fonctions généralisées”. Considérons
en effet les fonctions (usuelles) avec un oeil de physicien.

On se donne f : R?* — R, que I'on peut supposer continue. Il faut penser que f
est une donnée observable : il peut s’agir de

— la température en chaque point

— la vitesse du vent

— ... ou encore d’une distribution de charges : eh oui, la terminologie vient de

la!

On ne peut prétendre connaitre f point par point. La détermination de f se fait en
effet par le biais d’un instrument de mesure qui occupe un certain volume ; aussi
précis soit-il, il ne nous donnera acces qu’a des moyennes locales [ f de f. Laissons
maintenant le mathématicien reprendre le dessus. Ce qui nous intéressera sera la
forme linéaire

Tf:goeD(R3)»—>/f<p€(C

associée & la fonction f, ot Pespace D(IR?) est I’espace des fonctions tests constitué
des fonctions de classe C* et & support compact (voir 1.17). Cet objet Ty sera
notre premier exemple de distribution (voir la proposition 2.16) !

B Fonctions différentiables, formules de Taylor

On commence par des rappels minimalistes concernant les fonctions de
plusieurs variables, avec notamment les formules de Taylor. On suppose
connue la notion de différentiabilité (& tous ordres) pour une fonction
définie sur un ouvert de R<.

Les fonctions seront d’emblée supposées & valeurs complexes : on n’y
échappe pas lorsqu’on aborde ’analyse de Fourier.
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Dans tout ce texte, Q désignera un ouvert de R, avec d > 1. L’espace vectoriel
R? sera muni d'une norme, dont le choix importe peu (sauf aux chapitres 8 et 10).
On pourra systématiquement supposer que c’est la norme euclidienne canonique.

Notation 1.1 On notera (ei,...,eq) la base canonique de R? et (x1,...,24) les
coordonnées du point x € R? dans cette base. Pour une fonction f : Q — C,
1 <j<detun point a € , la dérivée partielle de f au point a dans la direction
de ej, si elle existe, est définie par

9;f(a) = 2L (a) = lim %(f(a tte;) — f(a)).

Définition 1.2 Une fonction f : Q@ — C est de classe C™ (pour n € N) si ses
dérivées partielles d’ordre au plus n existent et sont continues. Cette fonction est
de classe C™ lorsqu’elle est de classe C™ pour tout n € N.

Pour une fonction réguliere, 'ordre des dérivées partielles n’importe pas.
Lemme 1.3 de Schwarz. Pour f € C?(Q2) et 1 < j,k < d, on a I’égalité
0;0kf = O0L0; f .

Forts de propriété (qui se décline pour les dérivées partielles d’ordre supérieur), on
se contentera de considérer les dérivées partielles d’ordre supérieur suivantes.

Notation 1.4 Pour un multi-indice o = (o, ..., aq) € N% on note, lorsque c’est
défini :
fe’ (e %% g alal
0f =01 ... 00 f = za7—503 [ -
o .. O

L’ordre de cette dérivée partielle est la longeur |a| = ijl a; du multi-indice.

Les différentes formules de Taylor (Taylor-Young, Taylor-Lagrange et Taylor avec
reste intégral) sont de plus en plus précises quant a I’évaluation du reste, mais de
plus en plus exigeantes quant & la régularité de la fonction & laquelle on peut les
appliquer : on n’a rien sans rien... Citons les pour mémoire.

Proposition 1.5 Soient f : Q — C et a € . Soient n € N, et b € Q0 un point tel
que [a,b] C Q. Lorsque c’est défini, on écrit

f(b) = Sn(b) + Rn(b)

\ — 1
ot Sn(b):ZEDﬁf-(b—a)k.
k=0

On a noté DX f € L. ((RY)*,C) la différentielle d’ordre k de f au point a (c’est une
application k-linéaire symétrique de (RY)* dans C).

Dans cette décomposition de f(b), la somme S, (b) doit étre considérée comme la
partie “significative”, et R, (b) comme un “reste” que l’on cherche a estimer.

1. Taylor-Young. Si f est supposée n fois différentiable au point a, alors

R (b) = o([[b—al|").



Fonctions différentiables, formules de Taylor 9

2. Taylor-Lagrange. Si f est supposée (n+ 1) fois différentiable sur 'ouvert
Q et sisup,epyp D" f(2)|| < M, alors on majore le reste par

| R (b)] < b —al"™*t

M
(n+1)!
3. Taylor reste intégral. Si f est supposée de classe C"1 sur Uouvert €,
on a une expression explicite du reste :
1
1 n n n
Raft) = [ 5= "D - (b0
o -
Rappelons que la notation de Landau R(x) = o(||x||™) signifie que le ratio R(x)/||z||™

tend vers 0 lorsque  — 0. On a convenu de noter DX f - h¥ = D¥f(h,--- |Rh). La
norme de I’application k-linéaire D* f est définie par

| DX f|| = sup{|D¥ f(h1,--- , 1), avec h; € R? de norme 1 pour 1 < j < k}.

Lorsqu’on utilisera la formule de Taylor, on veillera & utiliser ’expression la plus
simple du reste - en fonction de nos besoins : on évite de s’encombrer de précisions
inutiles (et donc nuisibles). Pour une fonction de classe C* (ce qui sera le cas pour
Pessentiel des fonctions que nous fréquenterons), les formules de Taylor-Young et
de Taylor-Lagrange sont conséquence de la formule avec reste intégral. Nous nous
contentons donc ici de prouver cette derniére, en commencant par la dimension 1.

Lemme 1.6 Taylor avec reste intégral en dimension 1
Pour g : [0,1] — C de classe C™"*Y, on a ’égalité

o(1) :ig(k),(o) 42 /1(1—t)"g(n+1)(t) it
k=0 : 0

k n!

L’hypothese “g : [0,1] — C de classe C"*1” signifie que g s’étend en une fonction
de classe C™*! définie sur un voisinage ouvert de [0, 1].

Preuve On prouve cette égalité par récurrence sur n. Pour n = 0, il s’agit du
théoreme fondamental de ’analyse,

1
o) =90)+ [ g (0.
0
Le résultat suit alors d’une intégration par parties, qui donne 1’égalité :

I n_(n+1) —(1=0)"" iy a1t L [P0
o ), (=07 <t)dt:[ n+1) ? (t)]o_ﬁ/o o AN OLL

_ 1 (n+1) 1 ! n+l (n+2)
= (0)+m/0(1—t) g (t)dt.

Preuve de la formule de Taylor avec reste intégral, dimension d
On applique la formule de Taylor a la fonction d’une variable réelle définie par
g:t€0,1] = f(a+t(b—a)) € C en observant que, pour 0 < k <n+1lett € [0,1],
on a I’égalité
g(k) (t) = Décaﬂ(bfa))f (b— a)k . O
Il est indispensable de savoir également exprimer la formule de Taylor en termes
de dérivées partielles (corollaire 1.9). On utilisera les notations suivantes.
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Notation 1.7 Pour o = (ay,...,aq) € N et 2 = (x1,...,24) € R?, on note
al=oq!. . aglet 2% =2 . x?.

Lemme 1.8 Soit f : Q — C, supposée k fois différentiable. Pour a € Q et h € RY,
on a l’égalité
1 k k 1 le% «
Dt nt = > —0°f(a)h

|| =k

Preuve C’est un petit exercice de dénombrement. Il s’agit de savoir, pour chaque
multi-indice a de longueur k, combien de fois le terme 9% f(a)h* va apparaitre
lorsqu’on développe DF f-h*. Autrement dit, de combien de facons peut-on colorier
k cases avec d couleurs, chaque couleur numérotée 1 < j < d servant a colorier a;

cases : il faut choisir oy cases parmi k (soit Te—an! choix), puis ay cases parmi
(k—aq)!

; choix) etc... d’ott

les k — o restantes (soit T lh—ar—as)!

k! (]{J—Oél)! k—a1—~--—ad_1! _E
arl(k —aq)! agl(k — a1 — ag)! agllk —ay — - —ag)! o
tels coloriages, puisque k = a3 + - - - + 4. Le résultat suit. O

Corollaire 1.9 Pourn € N, f € C"TY(Q) et un segment [a,b] C Q, on a

HOESY %8“f(a)(b—a)°‘+(n+1) > (b_aif‘)a/ (1—t)" 0 f(a+t(b—a)) dt .

laj<n |a|=n+1 0

C Convolution des fonctions

Pour définir le produit de convolution, on doit étre sur un groupe
muni d’une mesure invariante par les translations. Ici, ce sera (R%, +)
muni de la mesure de Lebesgue.

Notation 1.10 Pour k € N, on désigne par C*(R%) I’espace vectoriel des fonctions
f:R? — C de classe C* qui sont & support compact (voir si besoin 1.16 pour la
notion de support).

Théoréme 1.11 Soit 1 < p < co. On munit Uespace LP(R?) de la norme définie
par || fllp = (fau | FIP)P.
1. Pour t € R? lopérateur de translation par t est défini, pour f € LP(R?),
par 7of x> f(x —t). Alors 7y : LP(R?) — LP(R?) est bien défini, et c’est
une 1sométrie.

2. L’espace C2(RY) est dense dans l'espace LP(RY).

3. Les translations sont continues dans LP(R?) :
pour f € LP(R?) application t € R? s 7, f € LP(R?) est continue.

Preuve 1. Conséquence de I'invariance de la mesure de Lebesgue par translation.
Ce point persiste pour p = oo, contrairement aux deux autres assertions.
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2. Cette assertion est une conséquence de la régularité de la mesure de Lebesgue
(c’est un résultat un peu fin)!. Ce fait est le point de départ de la plupart des
résultats qui suivent concernant la convolution (& commencer par le point 3.).

3. Soit en un premier temps ¢ € CY(R4). Cette fonction est uniformément
continue et toutes les fonctions translatées 7, pour |t| < 1, sont & support dans
un méme compact de R?. 11 suit que |79 — ¢, — 0 lorsque ¢t — 0.

Soient maintenant f € LP(RY) et ¢ > 0. D’apres 2., il existe p € CY(RY) avec
Ilf — ¢llp < e. Nous venons de montrer qu’il existe n > 0 tel que || — ||, < €
lorsque |t| < n. Il suit alors de I'inégalité triangulaire, et de ce que chaque translation
7 0 LP(R?) — LP(RY) est une isométrie, que || f — f|l, < 3¢ lorsque [t| <n. O

Définition 1.12 Convolution Soient f,g: R? — C mesurables. Soit x € R. On
suppose que la fonction t € R4 — f(t)g(x —t) € C est intégrable, ou bien que les
deuz fonctions f et g sont a valeurs positives (ou bien sont & valeurs dans [0, 00]).
La convolée de f et g au point x est alors définie par

(f*g)(z) = » ft)g(z—1t)dt.

Proposition 1.13 Soient f,g : RY — C mesurables. Soit k € N.

1. Si (fxg)(x) est défini, alors (g f)(x) est également défini et on a l’égalité
(f +g)(x) = (g% f) ().
De plus si f est nulle en dehors de A et g est nulle en dehors de B alors la
conwvolée f x g est définie en dehors de A+ B et y est nulle.

2. C2xCY : Pour f,g € CO(R?) continues a supports compacts, la convolée
f*g€ CYURY) est également continue a support compact.

3. C¥x Ll _ : Soit k € N. Pour f € CK(R?) et g € LL (R?), la convolée f x g

loc
est définie en tout point de R%. Cette convolée est de classe C* et on a pour

tout |a| < k Uégalité 0%(f x g) = (0*f) *x g.

4. LP x L2 : Soient 1 < p,q < co deux exposants conjugués : 1/p+ 1/q = 1.
Pour f € LP(RY) et g € LY(R?), la convolée f x g est définie en tout point,
elle est uniformément continue sur R? et bornée avec || f * glloo < ||fllpllgllq-
Si de plus 1 < p,q < oo, alors [ * g tend vers 0 a l'infini.

5. LY« L : Pour f,g € L*(RY), la convolée f g est définie presque partout.
De plus, on a fxg € L'(RY) et [|f * glls < [If]l1]lgl:-

5. (bis) LY« LP : Soient 1 < p < oo, f € LY(R?) et g € LP(R?). Alors f x g
est définie presque partout, avec f x g € LP(R®) et || f * gll, < || fll1l9llp-

Ebauche de preuve
1. Utiliser la formule du changement de variable.

Si f*g(x) # 0, c’est qu’il existe au moins un t € R? avec f(t) # 0 et g(x—t) # 0,
soitt€ Aetx—t € B, et doncz € A+ B.
2. Elémentaire.
3. Cela résulte des théoremes de continuité et de dérivation sous le signe intégrale.
Donnons quelques détails. Soit R > 0 tel que supp (f) € B(0,R). Soit M > 0.
Montrons que f * g est C* sur B(0, M).

1. Voir par exemple le polycopié Donjons et dragons


https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~dominique.hulin/poly-magistere.pdf
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La fonction F : (t,z) € R? x R? = f(x — t)g(t) € C est de classe C* par
rapport a la variable x avec, pour tout multi-indice a tel que |a] < k, 1'égalité
O F(t,x) = (0%f)(x—1) g(t). Pour |z| < M, on aura donc la domination (uniforme
en )

|0z F(t, )| <1107 Flloo 1910, R4a1)
1

par une fonction intégrable sur R? (comme produit de g € LIOC(Rd) par la fonction

indicatrice d’une partie bornée de R?). Le théoreme de dérivation sous le signe

intégrale s’applique donc pour montrer, par récurrence sur |a|, que f * g est de

classe C*... et que I'on peut dériver aux ordres au plus k sous le signe intégrale.

4. Le fait que f * g soit partout définie et bornée suit de I'inégalité de Holder.
Supposons p < oo (sinon, on a ¢ < 00). Pour x,h € R, I'inégalité de Holder

donne la majoration

[(fxg)(+h) = (fxg)(@)| < ll7nf = fllpllgllq

d’ott 'uniforme continuité de f * g.

La derniere assertion est conséquence de la densité de CO(R?) dans chacun des
deux espaces LP(R?) et L(R%), puisque p et g sont tous deux supposés finis, et de
ce qu’une limite uniforme de fonctions continues & supports compacts dans R¢ est
une fonction continue qui tend vers 0 a I'infini.

5. Commencer par le cas ou f et g sont a valeurs positives, en utilisant Fubini-
Tonelli.

5 bis. Commencer par le cas ol f et g sont a valeurs positives, et utiliser I'inégalité
de Holder pour la mesure a densité | f(t)|dt. O

Méme si 'on ne se servira pas ici de cette notion en toute généralité, rappelons
ce qu’est une approximation de 'unité (voir également les suites régularisantes en
1.19).

Définition 1.14 Approximation de 1’unité Une approzimation de 'unité est
une suite (hp)nen+ de fonctions h, € L*(R?) telles que :
1. chaque fonction h,, est a valeurs positives, et d’intégrale égale a 1,

2. la masse des fonctions (hy) se concentre autour de l'origine : pour tout
>0, on alim,_ e f”z”<6 ho(t)dt = 1.

Proposition 1.15 Soit (hy)nen+ une approximation de l'unité.

1. Soit p € CO(RY). La suite des convolées (hy, *©)nen converge uniformément
vers @ lorsque m — 00.

2. Soient 1 < p < 0o, et f € LP(R?). Alors h,, * f € LP(R?) pour tout n, et
| 5 f — fllp = O lorsque n — oo.

Ebauche de preuve 1. C’est une conséquence de ce qu'une fonction ¢ € C2(R%)
est uniformément continue et bornée.

2. Soit f € LP(R?). La proposition 1.13 assure que h,, * f appartient & LP(R%).
Pour z € R? on a, puisque [, hn(y) dy = 1, I'égalité

(F +ha)a) = £@) = [ (@ =2) = @) has) dy.



Fonctions tests, suites régularisantes, fonctions plateaux 13

On utilise alors I'inégalité de Holder pour la mesure h,(y) dy (de masse totale 1).
Il vient

(f *ha)(@) — F()P < / F@—y) — F@)P haly) dy.

Rd
On obtient ensuite en intégrant en x et en utilisant Fubini-Tonelli,

1 5 b — 12 < / I f = FI2 b () dy

d

On conclut alors en utilisant la continuité des translations dans LP (théoreme 1.11),
le fait que |7, f — f|l, < 2|/ f|l, pour tout y € R%, et la définition d'une approximation
de l'unité. 0

D Fonctions tests, suites régularisantes, fonctions
plateaux

Les fonctions tests joueront un role central dans ce cours. Commencgons par
rappeler la notion de support d’une fonction continue.

Définition 1.16 Soit X un espace métrique, et soit f : X — C une fonction
continue. Le support de f est l’adhérence

supp (f) ={z € X, f(z) #0} C X.

Autrement dit, le support de [ est le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel
f s’annule.

Définition 1.17 Fonction test Soit Q C R? un ouvert.

Une fonction ¢ : Q — C est une fonction test si elle est de classe C*> sur (2,
et si son support est une partie compacte de €.

On note D(2) = C°(Q) Uespace vectoriel des fonctions tests sur .

Dire que le support de ¢ est un compact de €2 signifie que ¢ est nulle au voisinage

du bord de Q.
Q)

supp f sSupp ¢
Support d’'une fonction f: R — R — Support d’une fonction test

Il n’est pas completement évident qu’il existe des fonctions tests non triviales.
Prouvons le.

Lemme 1.18 Soit € > 0. Il existe p € D(R?) telle que p > 0, fRd p =1 et avec
supp (p) C B(0,¢).

Preuve La condition fRd p = 1 s’obtiendra facilement par renormalisation, on
I’oublie donc. Soit g la fonction définie par

0 si t<0
g'tERH{e—W si t>0
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Cette fonction est continue sur R, et de classe C'*° sur R*. Sa dérivée j-ieme s’écrit
g9 (t) = P;(1/t)e=/* pour t > 0, ot P; est un polynéme. I suit que g\¥)(t) — 0
lorsque t — 0 (avec t # 0).

On va montrer, par récurrence sur k, que g est de classe C* sur R, avec g% (0) =
0 pour 0 < j < k. La fonction g est continue sur R. Supposons la propriété acquise
a Pordre k. Les taux d’accroissements de g(*) en lorigine vérifient

(k) —1/t
tim O _ iy DT
t—0 t t—0 t

t>0 t>0

ce qui assure que g(¥) est dérivable en 0 avec dérivée nulle. Ainsi, g est de classe C™
sur R. Il nous suffit alors d’introduire la fonction p : z € R? s g(£2 — ||z||?) € [0, 00|
qui est de classe C°, a valeurs positives et non identiquement nulle.

Nous ferons dans ce cours un usage immodéré des suites régularisantes.

Définition 1.19 Suite régularisante Une suite régularisante est une suite de
fonctions p, € D(R?) (pour n € N*) positives, d’intégrales égales a 1 et dont les
supports vérifient supp (p,) C B(0,e,) ot €, — 0 quand n — oo.

Il s’agit donc d’une approximation de 1'unité constituée de fonctions tests, dont
le support se resserre autour de l'origine. Nous utiliserons systématiquement des
suites régularisantes construites par le procédé ci-dessous : inutile d’aller chercher
plus loin.

Exemple 1.20 Soit p € D(R?) une fonction test,
que 'on suppose positive et d’intégrale égale a 1.
Alors la suite (p,)nen- définie pour x € R? par

d

pul) = np(nz)

est une suite régularisante. / \

L’intérét d’une suite régularisante réside en ce qu’elle nous permet d’approcher
une fonction intégrable par des fonctions régulieres.

Proposition 1.21 Soient 1 < p < oo, une fonction f € LP(R?) et (pp)nen- une
suite régularisante. Alors f * p, € LP(R?) N C>®(R?) pour tout n € N*, et lorsque
n—o0onallf—f*pnlp—0.

Preuve On note que la fonction f est localement intégrable sur R%. Le résultat
est alors conséquence immédiate des propositions 1.13 et 1.15. (]

Nous avons montré plus haut qu’il existe des fonctions tests non triviales. A
vrai dire, il en existe méme beaucoup! En effet :

Corollaire 1.22 Soit Q@ C R¢ un ouvert. Soit 1 < p < co. Alors le sous-espace
D(2) C LP(QY) est dense.

Nous utiliserons dans la preuve le résultat suivant, dont ce n’est pas la derniere
apparition.
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Lemme 1.23 Si K C Q est une partie compacte de louvert Q, la distance d(K, Q) =
inf{d(a,z)|a € K, x € °Q} est strictement positive.

Preuve La fonction a € K — d(a,“Q2) € [0, 00| est continue, donc elle atteint son
minimum en un point du compact K. Ce minimum est non nul car la distance d’un
point & une partie fermée (ici “Q2) n’est nulle que si ce point appartient au fermé. O

Preuve du corollaire 1.22 Soit f € LP(Q2). Ecrivons Q = Uyen+ K, ol les
Ky={z e R|d(x,°Q) > 1/l et ||| < £} (1.2)

constituent une suite croissante de parties compactes de §2.
Le théoreme de convergence dominée assure que la suite (f1g,) (on tronque f par
une fonction indicatrice) converge vers f dans LP.

Soit alors (pn)nen+ une suite régularisante. Lorsque n est assez grand, on aura
supp (pn) C B(0,1/(2¢)) et donc le support

supp ((f1k,) * pn) C Ko+ B(0,1/(20)) C {x € RY| d(x,°Q) > 1/(20)} C Q

de la convolée (f1,) * pn, sera un compact (en tant que partie fermée d’une somme
de deux compacts) inclus dans €. On conclut avec la proposition 1.21. (]

Remarque 1.24 Exhaustion compacte La famille de compacts (Kp)pen+ (1.2)
utilisée dans la preuve du corollaire 1.22 est une exhaustion de 'ouvert {2 par des
compacts : ¢’est une famille croissante de compacts telle que Ugen= Ky = 2, et avec
plus précisément K, C IOQH. Cette derniere propriété assure que tout compact
L C Q est inclus dans 'un des Kp, ce qui sera important dans d’autres contextes
(par exemple au corollaire 7.9).

Nous définissons maintenant les fonctions plateaux (appelées fonctions cut-off en
anglais). Elles permettront de tronquer des fonctions réguliéres, tout en préservant
leur régularité.

Définition 1.25 §-voisinage d’une partie
Soient A C R? une partie et § > 0. Le d-voisinage (fermé) de A est la partie
définie par
Vs(A) = {z € RY| d(z, A) <5} .

Lemme 1.26 Si K C R? est un compact de R?, et si 6 > 0, le 6-voisinage fermé
Vs(K) de K est encore une partie compacte de RY.

Preuve En effet, V5(K) est borné (comme K) et est une partie fermée de R? car
défini par une condition fermée — la fonction x € R? — d(x, K) étant continue et
I'inégalité dans la définition étant une inégalité large. O

Corollaire 1.27 Fonction plateau (ou cut-off)
Soit Q € R? un ouvert, et soit K C Q une partie compacte de Q.

1l existe une fonction x € D(Q) telle que x =1 sur K et 0 < x <1 partout.
Soit § > 0. On peut méme supposer que supp x C Vs(K).
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« a b I}
Fonction plateau pour K = [a,b] C Q = |, 8]

Preuve On construit y par régularisation de la fonction indicatrice d’'un petit
voisinage de K. Par compacité de K C , on a d(K,°Q) > 0 (lemme 1.23). Soit
donc ¢ > 0 tel que 20 < d(K, ), de sorte que Vos(K) C Q.

On choisit p € D(R?) & support dans la boule B(0,6), positive et d’intégrale
égale & 1, et I'on définit x comme la convolée x = 1y, k) * p. La proposition 1.13
assure que x est bien définie et qu’elle est de classe C> sur R%. Observons que,
pour x € R,

@ = [ ol *)
B(z,6)
est obtenue comme un moyenne, pondérée par p, des valeurs prises par la fonction
Ty (k) sur la boule B(x,d).

Construction d’une fonction plateau pour K

Supposons x ¢ Va5(K). On a alors d(z, K) > 24, donc la boule B(x,§) ne
rencontre pas Vs(K). Autrement dit la fonction 1y, xy est identiquement nulle sur
B(z,d). 1l suit alors de (*) que x(z) = 0. On a donc montré que le support de x
vérifie supp x C Vas(K) C €

Si maintenant z € K, la boule B(z,d) est incluse dans Vs(K) et, dans ce cas,
il suit de (*) que x(x) = 1. O

Remarque 1.28 Troncature et régularisation

L’air de rien, nous avons introduit dans les pages qui précedent deux techniques
récurrentes en théorie des distributions :

e Troncature : il s’agit de tronquer une fonction en la multipliant par une
fonction indicatrice (s’il n’y a pas de régularité en jeu), ou bien par une fonction
plateau (s’il Pon veut conserver de la régularité). Ceci permet de récupérer une
fonction a support compact.

e Régularisation : il s’agit de convoler une fonction par une fonction réguliere...
pour la régulariser.
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E Savoir-faire

Bien souvent, une démonstration commencera par une idée qui sera mise en
oeuvre par le biais d’estimations élémentaires. Si cette partie “technique” de calculs
vous semble compliquée, vous perdrez de vue I'essentiel - c¢’est-a-dire 1’idée... ce qui
serait bien dommage et peu productif.

Il est donc conseillé de s’exercer dés maintenant a démontrer les assertions
élémentaires suivantes, qui seront utiisées par la suite.

Exercice 1.29 Soit f : R? — C une fonction continue. Montrer I’équivalence des
propriétés suivantes :
1. pour tout multi-indice a € N%, la fonction z € R? — 2% f(x) € C est bornée
2. pour tout multi-indice o € N4, la fonction z € R? + 2 f(x) € C tend vers
0 a l'infini
3. pour tout entier n € N, la fonction z + (1 + ||z[|?)" f(z) est bornée

4. pour tout n € N, la fonction z + (1 + ||z]|?)" f(z) tend vers 0 a I'infini.

Exercice 1.30 LAPLACIEN D’UNE FONCTION RADIALE.

On travaille sur R muni de sa structure euclidienne canonique.
Soit f : R%\ {0} — C une fonction radiale, c’est-a-dire que f(z) = g(||=|), pour
tout = € R?\ {0}, ol g :]0,00[— C. On note 7 : x + ||z]|.

Montrer que f est de classe C? si et seulement si g est de classe C? et qu'on a
alors I’égalité

Af=g")+ Ly,

d 52

ol le laplacien est défini par A = ijl BT
J

Exercice 1.31 INTEGRATION EN COORDONNEES SPHERIQUES.
On rappelle (voir la proposition 11.20) qu’il existe une mesure borélienne do sur la
sphere unité ST~ ¢ R? de R? euclidien pour laquelle on a I’égalité

f(z)dx = /C>C flru) ri=Ydr do(u)
R4 0 Jsi-1

pour tout fonction mesurable positive sur R?. Soit a € R.
1. Retrouver la formule d’intégration en polaires dans R2.
2. On revient a d quelconque.

(a) Montrer que f\lftHél |z]|* dz < oo ssia > —d.
(b) Montrer que erHZI |z]|* dz < oo ssia < —d.



2. Distributions

Nous introduisons la notion de distribution, puis nous donnons une panoplie
de premiers exemples. Comme auparavant, € désigne un ouvert de R%.

A Distributions

Notation 2.1 Pour un compact K C €2, on note
Dr () = {p € D(Q) | suppy C K}

le sous-espace constitué des fonctions tests de support inclus dans K. On a
donc I’égalité
D(N) = U Dk ().

K compact de Q)

Définition 2.2 Une distribution T est une forme linéaire T : D(Q) — C
telle que :

pour tout compact K C €1, il existe un entier k € N et une
constante ¢ > 0 (qui dépendent de K ) avec, pour toute fonction
test ¢ € D (), la majoration

(T) < e Y 10%lloo - (2.1)

laf<k
On note D'(Q) lespace vectoriel des distributions sur l'ouvert Q.

Remarque 2.3 Les notations (T, ) et D'(2) sont, a dessein, évocatrices
de la dualité.

L’expression || f||co = sup,eq |f(z)| désigne la norme sup.

Dans la condition (2.1), on se préoccupe de chaque compact séparément.

Exemple 2.4 Pour une fonction f € Li (), l'expression ¢ — Jo fe

définit une distribution 7' € D’(Q). Nous reviendrons au paragraphe 2.C.1
sur cet exemple fondamental.
Sur R, les expressions ¢ + (0), ¢ = ¢'(0), ou encore ¢+ S°° (™ (n)
définissent des distributions.
Sur R2, 'expression ¢ — (9% /0x0y)(0) — fB(O,l) ¢ définit une distribution.

18
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Les questions de topologie seront évoquées dans ’annexe 12.B.1. Nul
besoin de s’en préoccuper pour comprendre le cours. Cependant, il est bon
d’avoir en téte la signification heuristique de la condition (2.1).

La topologie qu’il est naturel de mettre sur I’espace D(2) des fonctions
tests sur I'ouvert €2 est compliquée : on ne ’évoquera pas, et cela ne nous
manquera pas.

Par contre cet espace s’écrit comme la réunion D(2) = UxDg(Q2), la
réunion portant sur toutes les parties compactes de €2. Il est naturel de
munir chaque D (2) de la “topologie de la convergence uniforme sur K
de chacune des dérivées” (exemple 12.10.3). Pour cette topologie, une suite
(¢n)nen de fonctions de Dg () converge si et seulement si chacune de ses
fonctions dérivées converge uniformément sur K (et donc sur ).

On peut alors reformuler la définition (2.1) : une distribution est une
forme linéaire T' : D(Q2) — C sur D(2) dont la restriction a chaque sous-
espace Dk (2) (pour K C  compact) est continue (exercice 12.16).

Comme dit plus haut, la topologie de D(2) n’est pas simple & appréhender
(et elle n’est pas métrisable). Nous nous contenterons de définir ses suites
convergentes.

Définition 2.5 Soient p,, o € D(Q), pour n € N. On dit que la suite
(¢n)nen converge vers ¢ dans D(Q) si :

1. les supports restent dans un compact fixe de €2 :

il existe un compact K C Q avec ¢, o, € Di () pour tout n € N.

2. il y a convergence uniforme de chaque dérivée :
pour tout o € N, on a ||0%0n — 0%¢||c — 0 quand n — oco.

Exercice 2.6 Soit ¢ € D(RY) une fonction test. Montrer les assertions suivantes :
1. On a limy,_,0 7h¢ = ¢ dans D(RY).
2. Soit (e;)1<j<a la base canonique de R% Pour 1 <j<d,ona

lim

Y — Ttej' '
t—0 t

=0j¥,
la convergence ayant lieu dans D(R?).

La proposition suivante exprime qu’'une forme linéaire sur D(2) est une
distribution si et seulement si elle est séquentiellement continue.

Proposition 2.7 SoitT : D(Q2) — C une forme linéaire. On a l’équivalence :
T est une distribution si et seulement si, pour toute suite (pn)nen de D(Q)
convergeant vers ¢ € D(Q), on a (T, pn) — (T, p) lorsque n — .
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Preuve Le sens direct découle immédiatement des définitions.

Passons a la réciproque, et supposons que la forme linéaire 7' : D(Q2) — C
ne soit pas une distribution. Il existe donc un compact K C 2 tel que, pour
tout n € N*| on puisse trouver une fonction ¢,, € D (Q2) avec

(T’ on)| > 1 sup [[0%pnl|oo -

lal<n

En particulier, (T, ¢,,) est non nul, et on peut donc renormaliser la fonction
©n, en introduisant 1, = ¢, /(T, vn) € D ().

On a donc (T, v,) = 1 pour tout n, tandis que la suite (1)) converge
vers 0 dans D(Q) : en effet, les supports des 1, restent dans le compact fixe
K et on a, pour tout multi-indice |a/,

1 \
10%Ynlloc = ’Haatanoo <1/n deés que n > |al.

(T, on)

La forme linéaire T' n’est donc pas séquentiellement continue sur D(£2). O

B Ordre d’une distribution

Dans la définition 2.2, I’entier k£ dépend a priori du compact K. Lorsqu’il
n’en dépend pas, on dit que la distribution est d’ordre fini. Sinon, on dit que
T est d’ordre infini.

Définition 2.8 Ordre d’une distribution Soit T' € D'(2) une distribution
d’ordre fini. L’ordre de T est le plus petit entier k € N pour lequel, pour tout
compact K C €, on puisse trouver une constante cx avec

(T, )| < ck Z 10%|lec  pour toute ¢ € D (£2). (2.2)
|or| <k

Exemple 2.9 Soit p € N. L'expression (T, ) = »®)(0), pour ¢ € D(R),
définit une distribution 7' € D'(R) d’ordre exactement p.

Preuve On vérifie immédiatement que T est une distribution d’ordre au
plus p.

Supposons p € N*. Nous voulons montrer que 71" n’est pas d’ordre inférieur
ou égal a p — 1 : il s’agit donc de construire une famille de fonctions tests,
de supports dans un compact fixe K, et qui ne satisfont pas de majoration
(2.2) avec k = p — 1. Tout se passe au voisinage de l'origine.

Considérons la fonction e, :  +— 2P : elle vérifie e;S,p ) (0) = p! # 0 tandis
que ses dérivées d’ordre au plus p — 1 s’annulent en l'origine. Nous allons
donc introduire une suite de fonctions (y,) obtenues en tronquant e, par
des fonctions plateaux bien choisies de support se concentrant autour de
Iorigine.
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Fixons une fonction plateau x € D(R) telle que y = 1 au voisinage de 0
et avec, par exemple, supp x C [—1,1]. Pour n € N* on introduit la fonction
Xn : T +— x(nz) : la fonction y,, vaut encore 1 sur un voisinage de l'origine,
avec maintenant supp x, C [-1/n,1/n].

L’intéret de cette construction des x,, est qu’elle fournit des troncatures
pour lesquelles on dispose d’estimées “ standard” ng ) oo = 17 X9 || 0 pour
tous n € N* et j € N. Imaginez qu’il s’agit de votre kit de bricolage préféré !

Les troncatures x.,

Soit donc, pour n € N*, la fonction ¢, = x» €,. On prétend que (T, py,) =
(-1

goslp)(O) = p! tandis que sup(HLanoo, ooy |lon )Hoo) — 0sin — oo (ce qui

montrera bien que T n’est pas d’ordre p — 1 puisque toutes les x,, sont a
support dans le méme compact [—1, 1]).
La formule de Leibniz donne en effet, pour 0 < j <p—1letax € R:

J J
o) (@) =Y Cf () 0(@) (ep)P (@) = Y eli ) !~ XV (nar) 2P~
i=0 =0
les ¢(i, j) étant des constantes indépendantes de n.

Puisque supp x C [—1, 1], il existe donc des constantes ¢; et C; indépendantes
de n pour lesquelles

J
o oo <5 Y n (A /)P < Oyl P = 0
1=0
lorsque n — oo car j < p — 1, ce qui acheve la preuve. ([l
Exercice 2.10 1. (a) Soient Q C R? un ouvert et k € N. Soit, pour tout

multi-indice || < k, une fonction localement intégrable f, € Li (Q).

Montrer que I’expression ¢ +—» Z|a\ <k fﬂ fa0%p définit une distribution
T € D'(Q) d’ordre au plus k.
(b) Déterminer l'ordre des distributions de D’(R) respectivement définies
par ¢ — [ o (2)dz et ¢ — f[o oo 03 () da.
2. Montrer que T : ¢ € D(R) = Y, .y ¢™(n) € C définit une distribution
T € D'(R) d’ordre infini.

3. Démontrer que T : ¢ € D(R3) — [, %(x,y,O) dzdy € C définit une
distribution 7' € D’(R?) d’ordre 2.
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La notion d’ordre est importante. En effet, on va voir qu’une distribution
d’ordre k s’étend naturellement en une forme linéaire sur ’espace fonctions
A support compact qui ne sont que de classe C¥, et pas C°.

Définition 2.11 Soit Q C Re. Pour k € N, on note D¥(Q) = C¥(9) - soit
DFQ) ={¢: Q — C| ¢ est C* et supptp C Q est compact} .

Proposition 2.12 Soient k € N et T € D'(Q) d’ordre au plus k.

Alors T admet un unique prolongement ¢ D*(Q) en une forme linéaire
“continue” T DE(Q) — C i.e. telle que, pour tout compact K C 2, on
puisse trouver une constante ax avec

(T, ) < ak Y 0%l pour toute v € D (Q). (2.2)bis

| <k

Remarque 2.13 Sil’on prend la peine de définir la topologie de D*(Q2), on
constate que D(Q) C DF(Q) est dense. 11 s’agit donc dans cette proposition
de prolonger une forme linéaire continue définie sur un sous-espace vectoriel
dense (ici, dans un cadre non normable). Voir le théoreme 4.11 pour le cadre
normé.

Preuve e Soient K C  un compact et ¢ € D5 (Q). On va définir (T, 1)
en approchant ¢ par des fonctions de Dr(€2), ou L C 2 est un voisinage
compact de K dans 2.

T K

Approcher une fonction de DY par une fonction de Dy,

Supposons en effet que 'on dispose d’une suite (y,) de fonctions de
D () telles que la suite (¢,,) converge uniformément, ainsi que ses dérivées
d’ordre au plus k, vers ¢ (c’est-a-dire qu’on a convergence des (y,) vers
1 dans I'espace D¥(Q2)). Si un prolongement T de T tel que dans I’énoncé
existe, on aura

(T, 4) = (T, on)| = (T, 9 — pn)| < ar Y 1|07 — 0*pnlloc = 0.

| <k

Ceci assure 'unicité du prolongement T, et nous fournit également une piste
pour sa construction. L’hypothese que T' est d’ordre k, soit (2.2), assure en
effet que la suite ((T, ¢,)) est de Cauchy dans C, donc converge.

On va donc vouloir définir (T',1) comme la limite limy, o0 (T, @y). 11
faut au préalable vérifier que cette limite est indépendante de la suite (¢;,)
choisie.
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e Soient donc (L) et (¢2) deux telles suites, & supports respectifs dans
deux voisinages compacts L1 et Ly de K dans §2. On observe qu’on a ’égalité
des limites lim,, o0 (T, L) = lim,, 00 (T, 2) : raisonner sur la suite obtenue
en alternant un terme de (o)) puis un terme de (2 ), qui est & support dans
le compact L = L U Ly C Q et converge maintenant vers v dans D (Q).

e On peut maintenant définir (T, ) = limy, 00 (T, p,) comme la valeur
commune de cette limite pour les suites de fonctions de D(£2), dont le support
reste dans un compact L de €2, et qui convergent vers ¢ dans D’Z(Q) Il reste
a vérifier qu'il existe de telles suites (¢,), et que T ainsi définie est bien
linéaire continue.

e Soient donc 0 < 0 < d(K,°Q) et L = V5(K) C , le 0-voisinage fermé
de K : c¢’est un voisinage compact de K inclus dans 2.

Soit p € D(R?) une fonction test positive, d’intégrale égale & 1, et de
support supp p C B(0,0). Soit la suite régularisante définie, pour n € N*,
par p, : x — nip(nz).

Pour ¢ € Dk (Q2), on introduit la suite de fonctions (¢ )nen+ définies par
Yn = pn*. Les propositions 1.13, 1.15 et 1.21 assurent que les fonctions ¢,
appartiennent toutes & ’espace Dr, (1), et que la suite (p,,) converge vers
dans I’espace D% (Q2).

e L’application T : D¥(Q) — C que I'on vient de définir est linéaire (car
T € D'(Q) est linéaire, et chaque convolution ¥ +— p, x 1) est linéaire). De
plus, T vérifie (2.2)bis, avec une constante ax = ¢, qui ne dépend que du
voisinage compact L C € de K choisi, et pas de la fonction ¢ € D’;((Q) O

C Exemples

C.1 Distribution associée a une fonction localement intégrable

On a dit que la notion de distribution généralisait celle de fonction. On
va préciser cette affirmation.

Définition 2.14 Soient 1 <p < oo et @ C R%. On note LY () l'ensemble
des fonctions mesurables f : Q0 — C qui sont localement de puissance p-iéme
intégrable, i.e. dont la restriction a tout compact K C Q appartient o LP(K).
L’espace Ly,
i.e. dont la restriction a tout compact de Q) est essentiellement bornée.

(Q) est constitué des fonctions mesurables localement bornées,

Exercice 2.15 Pour 1 <1 < p < oo, montrer Uinclusion LY (Q) C L}, ().

loc

Proposition 2.16 Soit f € L () une fonction localement intégrable.

loc

1. L’expression
Tf:goeD(Q)H/fgoe(C
Q

définit une distribution Ty € D'(Q) d’ordre 0 sur .



24 D. H. Distributions

2. L’application j : f € LIOC(Q) — Ty € D'(Q) est une application
linéaire mjective.
Remarque 2.17 L’application j réalise I’espace LlOC(Q) comme sous-espace
vectoriel de D'(£2). On identifiera donc par la suite toute fonction localement
intégrable f € Ll _(Q) avec la distribution Ty € D'(Q) quelle définit.
On notera indifférement, pour f € LL () et ¢ € D(Q) :

(f, ) = (Tf790>:/ﬂf<pe(c.

Preuve 1. Soit K C Q un compact. On note ||f|[ (k) = [ |f]. Pour
¢ € Di(Q) 'expression suivante est bien définie, avec la majoration

| /Q fol =1 /K fol < Iz l@loo

ce qui assure que Ty € D'(Q) est une distribution d’ordre 0.

2. Soit f € L () telle que Ty = 0. On veut montrer que f est la
fonction nulle. On va procéder par troncature et régularisation.

e On commence par tronquer. Soit 2 = Upen+ " Ky une exhaustion de
Q) par des compacts (voir la remarque 1.24). Soit, pour ¢ € N*, une fonction
plateau x; € D(Q2) avec x; = 1 sur K, (corollaire 1.27).

e Prolongeons y,f par 0 hors de 2. On va montrer que chaque fonction
xef € L' (R?) est nulle, il suivra que f est nulle.

Soit donc (pn)nen+ une suite régularisante (1.19) de sorte que, pour tout
e N* on al|pn*(xef) — (xef)|l1 = 0 lorsque n — oo (proposition 1.13).
Or, on a pour chaque = € R? Iégalité

o (xef)() = / pul — ) (xef)(y) d
/f [on(z —y) xe(y)] dy

= (T, y = pu(z = y) xe(y)) =0
(noter en effet que la fonction y — p,(z — y) x¢(y) appartient a D(Q2)). O

C.2 Distributions positives

Proposition 2.18 Mesures de Radon positives
Soit m une mesure de Radon positive sur (2, c¢’est-a-dire une mesure borélienne
m : Bor(2) — [0, 00] localement finie.
1. L’expression
Tm o €D — o(z)dm(z) € C
R4
définit une distribution T,, € D'(Q) d’ordre 0 sur .
2. L’application j : m — T, est injective.
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Ebauche de preuve 1. La premiere assertion est immédiate puisque, pour

¢ € Dg(Q), lintégrale ci-dessus est bien définie, avec |[(Ty,, )| < m(K) ||| co-
2. L’injectivité de 'application j est conséquence de la régularité des

mesures de Radon. ! ([

Exemple 2.19 Soit f € LL (£2) une fonction positive localement intégrable.
La mesure a densité correspondante, définie pour tout borélien B C 2 par

m(B) = /B f(@)dz,

est une mesure de Radon, et on a I'égalité T;, = T.

Exemple 2.20 Soit xg € 2. L’application d’évaluation au point ¢ définie
par
© € D(N) — p(xg) € C

est la distribution associée a la masse de Dirac d,, au point xy (mesure de
masse totale 1 telle que 0z, (xg) = 1).

Exercice 2.21 Montrer que la masse de Dirac d,, n’est pas une mesure & densité
par rapport a la mesure de Lebesgue.

On observe que les distributions associées aux mesures de Radon positives
sont d’un type tres particulier. En effet :

Définition 2.22 Distribution positive Une distribution T € D'(2) est dite
“positive” si elle prend des valeurs positives sur les fonctions tests positives,
i.e. si lorsque @ € D(Q) vérifie p >0 on a (T, ) > 0.

Remarque 2.23 Attention & bien lire la définition précédente. Une forme
linéaire sur un C-espace vectoriel qui ne prend que des valeurs positives est
la forme linéaire nulle.

Exemple 2.24 La distribution 7}, associée a une mesure de Radon positive
est une distribution positive.

Réciproquement, on a le résultat suivant (dont la démonstration demande
un peu d’énergie ?).

Théoreme 2.25 de représentation de Riesz (positif) Une distribution
positive T € D'(Q) provient d’une unique mesure de Radon sur .

Nous nous contenterons de prouver ’assertion suivante.

Lemme 2.26 Une distribution positive est d’ordre 0.

1. Voir par exemple le polycopié Donjons et dragons
2. Ibid.


https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~dominique.hulin/poly-magistere.pdf
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Preuve Soit T € D'(Q2) une distribution positive. Soit K C  un compact,
et soit x € D(2) une fonction plateau avec x = 1 sur K. Puisque 0 < y <1,
on a (T, x) > 0.

Supposons en un premier temps ¢ € D (€2) a valeurs réelles, de sorte que

—llelloox < ¢ < llelloox

et donc, par positivité de T,

(T o) < (T x) | @lloo -

Si maintenant ¢ € Dg () est & valeurs complexes, on la décompose en
© = @1 + ips de sorte qu’en vertu du cas précédent :

(T, o) < KT, 1) | + (T, @2)]
(T x) (lelloo + llpzlloc) < 2(Tx) lleplloo -

On a donc bien T d’ordre 0. O

<
<

C.3 Distributions d’ordre 0

Rappelons qu’une distribution 7' € D'(2) qui est d’ordre 0 se prolonge
en une forme linéaire continue sur I'espace D%(Q) = C2(). A titre culturel,
mentionnons que le théoreme de représentation de Riesz permet alors de
montrer le résultat suivant.

Théoréme 2.27 SoitT € D'() d’ordre 0. Il existe des mesures boréliennes
positives (m;)i1<i<a sur §, qui prennent des valeurs finies sur les parties
compactes de ), et pour lesquelles on a [’égalité

@) = [odm ~ [oams+if [ odma~ [ dm)

pour toute ¢ € D(Q).
Si l’on impose de plus wune condition de minimalité dans cette
décomposition, la famille (m;)i1<i<a est unique.

C.4 La distribution valeur vp (1/z)

Nous introduisons maintenant un exemple de distribution qui va nous
sortir de la routine, contrairement aux exemples précédents (distributions
associées & une fonction, ou bien a une mesure, ou encore les exemples de
I'exercice 2.10) qui ne nous surprenaient guere.
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La fonction z € R +— 1/x € R est définie presque partout et elle est
mesurable mais, n’étant pas intégrable au voisinage de l'origine, elle ne
définit pas d’emblée une distribution sur R. On va cependant étre capable
de lui associer une distribution, appelée valeur principale de 1/x et notée
vp (1/x) ; nous verrons plus tard que cette distribution apparait naturelle-
ment comme la dérivée, au sens des distributions bien sur, de la fonction
localement intégrable définie par = — log|z| (voir I'exercice 3.8).

Proposition 2.28 La valeur principale vp (1/z).  L’expression

w1/, =ty [ A2 g

définit une distribution d’ordre 1 sur R.

Preuve Soit ¢ € D(Q2). Pour z € R, on introduit Ry(xz) = ¢(x) — ¢(0).
L’inégalité des accroissements finis (ou, ce qui revient au méme, la formule
de Taylor-Lagrange & l'ordre 0) s’écrit |Ro(x)| < ||¢']|co |2]-

Supposons supp ¢ C [—M, M]. L’'imparité de la fonction x — 1/ donne,
pour tout 0 < e < M :

/ @) g / e(@) —¢(0) .
lz[>e T e<|z|<M x

M
e<lal<M T -M T
Ro(z)

la fonction x — = = étant bornée, donc intégrable au voisinage de 'origine.
L’application ¢ € D(Q2) — (vp (1/z),¢) € C est donc bien définie et elle
dépend linéairement de ¢ avec, lorsque supp ¢ C [-M, M], la majoration

[(vp (1/2), 0)] < (2M) [|¢']|oo -

11 suit que vp (1/x) est bien une distribution d’ordre au plus 1. Le fait que
vp (1/z) ne soit pas d’ordre 0 est laissé en exercice au lecteur. O

Remarque 2.29 Dans la définition de vp (1/x), il est crucial d’utiliser des
domaines d’intégration {|z| > ¢} symétriques par rapport a lorigine.

Exercice 2.30 La distribution vp (1/z) provient-elle d’une fonction f € L] (R)?
Provient-elle d’'une mesure signée (comme au théoréme 2.27) ?
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D Comment vivre avec les distributions ?

Maintenant que nous savons ce qu’est une distribution, il va falloir en
faire quelque chose!

Il faudra commencer par définir des opérations sur les distributions. Ce
sera 1’objet du chapitre 3 en ce qui concerne les opérations élémentaires
(et notamment la dérivation des distributions). La convolution sera étendue
aux distributions au chapitre 7. Enfin nous introduirons la transformée de
Fourier d’une distribution au chapitre 8.

Ces opérations seront naturelles : on partira de la définition classique
pour une fonction (que ce soit la dérivation, la convolution ou la transformée
de Fourier) et on l’exprimera d’une fagon qui ait encore naturellement un
sens lorsqu’on remplace cette fonction par une distribution. Il faudra ensuite
intuiter des propriétés, puis les démontrer. On sera de nouveau guidés par
le principe suivant :
si une propriété est satisfaite par les fonctions régulieres, et si on peut donner
naturellement un sens a cette propriété lorsqu’on remplace les fonctions par
des distributions, alors cette propriété reste vraie dans ce cadre plus large.

Les occurrences de ce principe de naturalité seront bien souvent repérées

par le signe



3. Opérations sur les distributions

On a vu en 2.C.1 que 'espace vectoriel des fonctions régulieres, mettons
de classe C'*°, se réalise comme un sous-espace de l'espace des distributions.
On va voir que 'on peut essentiellement faire subir aux distributions tout
ce que l'on peut faire subir & ces fonctions.

A Premieres opérations

Les définitions de conjugaison, multiplication, dérivation, ou d’invariance
des distributions sont basées sur le principe de naturalité.

A.1 Restreindre

On commence par le plus simple. Pour deux ouverts ; € Q5 C R%, on a
une inclusion naturelle D(€2;) C D(£2) : prolonger une fonction ¢ € D(€;)
par 0 pour obtenir une fonction de D(2). Une distribution T' € D’'(2)
(c’est-a-dire une forme linéaire “continue” sur D(2s), voir (2.1)) se restreint
donc a D(21) en une distribution Tjg, € D'(Q).

L’opération de restriction 7' € D'(Q2) = Tjq, € D'(Q1) des distributions
étend l'opération de restriction des fonctions. En effet, si f € Llloc(Q2) sa,

restriction g = fio, est a fortiori localement intégrable sur ; et il est
immédiat que (7)o, = Tj.

Exemple 3.1 La restriction & R* de la distribution vp (1/z) € D'(R) est la
distribution associée a la fonction localement intégrable x € R* — 1/z € R.

A.2 Conjuguer

De méme que l'on sait conjuguer une fonction, on saura conjuguer une
distribution.

Commencons par étudier le cas d’une distribution associée a une fonction
localement intégrable f € L{ (). La fonction conjuguée de f est encore
localement intégrable donc définit une distribution, et 'on a pour toute

© € D(Q) les égalités

29
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On est donc naturellement amenés & définir la conjuguée T d’une distribution
quelconque T' € D'(2) par 'expression

On vérifie tres facilement que T : D(2) — C est C-linéaire, et qu’elle définit
une distribution 7' € D’(2) du méme ordre que T

L’application T € D'(Q) + T € D'(Q) est R-linéaire.

Par construction, I'opération de conjugaison T € D'(Q) — T € D'(Q)
étend la conjugaison des fonctions f € LL (Q) — f € L. (Q) (3 travers

loc loc

I'identification de f € Li. (I) avec Ty € D'(I)).

loc

A.3 Multiplier par une fonction réguliere

De méme que l'on sait multiplier une fonction par une autre fonction,
on saura multiplier une distribution par une fonction réguliere.

Commencons par étudier le cas d’une distribution associée a une fonction
localement intégrable f € Li (). Si g € C*(£) est une fonction réguliere,
on a encore fg € LL (€2). Et pour toute fonction test ¢ € D(£2), on a encore

gp € D(Q) ainsi que 'égalité

<ng»so>=/(fg)s0=/f(gso)=<Tf7gs0>-

On est donc naturellement amenés a définir le produit ¢g7" d’une distribution
quelconque T' € D'(Q2) par une fonction réguliere g € C°°(£2) par I'expression

(9T, ) = (T, g)

pour toute ¢ € D(Q2). En appliquant la formule de Leibniz au produit gy, on
vérifie que g7 : D(Q2) — C est C-linéaire et qu’elle définit une distribution
d’ordre au plus égal a celui de T'.

L’opération T' € D'(Q) — ¢gT € D'(2) de multiplication d’une distribution
par la fonction réguliere g étend la multiplication par g des fonctions, soit

FeLl () fge Ll ().

loc loc

B Dériver une distribution

On sait dériver les fonctions régulieres (mettons de classe C1). Par le
méme cheminement que dans les alinéas précédents, nous allons en déduire
comment définir naturellement la dérivée d’une distribution.

On commence par le cas de la dimension 1, peut-étre plus rassurant, méme
si le cas de la dimension quelconque n’est pas plus compliqué.
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B.1 Dériver en dimension 1

Soint I C R un intervalle ouvert. Commencons par nous intéresser a une
distribution définie par une fonction réguliere f € C*(I) c LL (I). Cette

loc

fonction admet une dérivée f' € CO(I) C LL (1), qui définit elle-méme une

distribution. On a, pour toute fonction test ¢ € D(I), les égalités

Ty, ) = /I F(0)e(t) dt = /I ) (1) dt = — (T3, &)

apres intégration par parties puisque ¢ est a support compact dans I.
On est donc amenés a définir la dérivée d’une distribution quelconque
T € D'(I) comme suit.

Proposition 3.2 Dérivée d’une distribution
Soit I C R un intervalle ouvert. Soit T € D'(I). Pour ¢ € D(I), on pose

<T,’ 90> = *<T’ 90/> .

Cette expression définit une distribution T' € D'(I).

L’application T € D'(I) — T' € D'(I) est linéaire. De plus, si T est d’ordre
au plus k, alors T' est d’ordre au plus k + 1.

Pour p € N, on définit de méme la dérivée p-iéme de T par

Preuve Vérifications élémentaires. O

Remarque 3.3 Toute fonction f € LllOC admet une dérivée faible (aussi
appelée dérivée au sens des distributions) : il s’agit de la distribution (7)’,
obtenue comme dérivée de la distribution T associée a f. On sait donc
maintenant dériver toutes les fonctions (localement intégrables)!

Nous reviendrons lors de la proposition 4.15 sur 'ordre de la dérivée
d’une distribution.

Remarque 3.4 Lorsque f € C'(I), sa dérivée faible est la distribution T
associée a sa fonction dérivée (au sens usuel, ou fort) f/ € C°(I). Autrement
dit, on identifie la dérivée faible d’une fonction réguliere avec sa dérivée
usuelle.

En d’autres termes, 'opération de dérivation T' € D'(I) — T' € D'(I) est
par construction cohérente avec la dérivation f € C1(I) — f' € C°(I).

Exercice 3.5 Soit f : I — R une fonction continue et de classe C'* par morceaux.
Montrer I'égalité (Ty)" = Ty.

Attention, voir la formule des sauts 4.20 lorsque 1’on cherche a dériver une fonction
C'! par morceaux, mais non continue.
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Proposition 3.6 La dérivation des distributions est une propriété locale :
pour Q1 C Qo C R deux ouverts et une distribution T € D'(2), on a

!/ /
(Tje,)" = (T},
i.e. la dérivée de la restriction est égale a la restriction de la dérivée.
Preuve Immédiat en revenant aux définitions. O

Exercice 3.7 Montrer les propriétés suivantes.

1. Lorsque f € CY(I), on a (T}) = Ty.

2. La dérivée k-ieme de la masse de Dirac au point zq est définie, pour chaque
¢ € D(R), par (83, ¢) = (~1)*¢® (z0).

3. La dérivée de la fonction de Heaviside H = T o[ est H' = do.

4. La formule de Leibniz reste valable pour le produit d’une fonction réguliere
et d’une distribution : pour g € C*°(I) et T € D'(I), on a (¢T)" = ¢'T +¢T"
et, plus généralement (g7')*) = Z?:o C’,zg(k*j)T(j) pour tout k € N.

D’apres la proposition 3.6, on s’attend a ce que la dérivée faible de la fonction
x + log |z| coincide sur R* avec la fonction z — 1/x, et a ce que la dérivée
de la distribution vp (1/x) coincide sur R* avec la fonction z +— —1/22. On
ne sera donc pas surpris des résultats de ’exercice suivant.

Exercice 3.8 Valeur principale et partie finie

1. (a) Montrer que la fonction z € R — log |z| € R est localement intégrable.

1%

(b) Montrer I’égalité (log |x|)" = vp (1/x), on I'expression “(log|z|)"” représente

la dérivée faible de cette fonction.
2. Montrer que (vp(1/z))" = —Pf(1/2?), ou la distribution “partie finie de
1/22” est définie pour ¢ € D(R) par

(Pf (1/22), ¢) = lim <1> gp(x)derQL(O).
|| >e €

e—0 x?

On obtient Pf (1/x)? en ne gardant que la “partie finie” d’une intégrale divergente.

B.2 Dériver en dimension supérieure

Maintenant qu’on a compris le principe on peut dériver, autant de fois
qu’on veut, une distribution en dimension quelconque. Grace au lemme de
Schwarz 1.3 qui permet d’échanger les dérivées partielles d’une fonction test,
et donc d’une distribution, on se contente de la définition suivante.

Définition 3.9 Dérivée d’une distribution, dimension d
Pour un ouvert Q C R, une distribution T € D'() et un multi-indice
o € N¢ on définit, pour toute p € D(Q),

(0°T, ) = (=1)l*NT, 0%).
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Proposition 3.10 L’expression ci-dessus définit une distribution 0T €
D'(Q) d’ordre au plus égal a ordre (T') + |a.

Lorsque f € C*(2) avec k > |al, on a l’égalité 0%(Ty) = Tyoy (i.e. la dérivée
faible coincide avec la dérivée usuelle).

Preuve La premiere assertion est immédiate en revenant aux définitions.
On prouve la seconde par récurrence sur |«|. Il suffit de traiter le cas ou
a = (1,0,...,0). On a alors, avec le théoreme de Fubini (qui s’applique
car on intégre un produit de fonctions continues dont 1'une est a support
compact) et par intégration par parties (le terme de bord étant nul car
supp ¢ est compact) :

(Ty,01p) = /d flxy...xp) Ovp(xy ... xp) day ... dzy,
R

/ [/ f(xy...2p)O10(x1 ... 2p) d:cl] dxo . ..dx,
Rd-1 [JR
/ [/ 01 f(x1...2p) @(x1 ... 2) dl‘l] dzo ...dz,
Rd-1 | JR

:_<T81f7()0>' U

Exercice 3.11 Formule de Leibniz
Soient T' € D'(Q2) et g € C°°(£2). Montrer, pour tout multi-indice o € N¥, 1’égalité

9*(gT) = Y CR (0% Fg) 0T,
BLa
ou B < a si et seulement si 0 < 3; < o pourlgjgd,ethz/B'(aaiiﬁ)'.

On pourra procéder par récurrence sur la longueur |a.

Maintenant que nous savons dériver des distributions, et les multiplier par
des fonctions régulieres, nous pouvons définir la notion de solution faible
d’une équation aux dérivées partielles (EDP) linéaire.

Définition 3.12 Soient Q C R? un ouvert, k € N, ainsi que des fonctions
fa € C®(Q) pour |a| < k. Soit S € D'(Q). Une distribution T € D'(Q) est
solution faible de l’équation aux dérivées partielles linéaire

> fa(0°T) =8

laf<k

lorsqu’elle satisfait cette équation aux sens des distributions.
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C Distributions invariantes

Plutét que de définir I’action d’un difféomorphisme sur une distribution,
ce qui n’est véritablement utile que lorsqu’on fait de l'analyse globale et
qu’on veut travailler sur des variétés, nous nous contenterons d’introduire les
distributions invariantes (ou presque) par des transformations élémentaires :
symeétries, translations, isométries et homothéties.

Comme plus haut, nous commencerons par exprimer l'invariance d’une
fonction f € LllOC “par dualité”, c’est-a-dire en considérant la distribution
T associée.

C.1 Distributions paires, ou impaires

Notation 3.13 Pour f € L%OC(Rd), on introduit la fonction symétrisée

définie par fV : x> f(—x).

Pour ¢ € D(R?), le changement de variable 2 — — donne 1’égalité

(o) = / F(—) ple) da = / f(@) o~ dx = (f, ")

Cela nous suggere la définition suivante.

Définition 3.14 La symétrisée TV € D'(R?) de la distribution T € D'(R?)
est définie, pour p € D(R?Y), par

(T, ¢) = (T, ")
On dit que la distribution T est paire (resp. impaire) si TV =T, ou e =1
(resp. e = —1).
On observe que, par injectivité de I'application f € L (R?) — Ty € D'(RY),

loc
la fonction f est paire (resp. impaire) si et seulement la distribution associée

Ty est paire (resp. impaire).

C.2 Distributions invariantes par translation

Notation 3.15 Pour une fonction f € L (RY) et un vecteur h € R?, on

loc
introduit la translatée de la fonction f par h, définie par

mfir€RY s flx —h)eC.

1Y U mf

Symétrisée et translatée d’une fonction
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Pour ¢ € D(R?), le changement de variable 2 — z — h donne 1’égalité

<Tfhf,so>:/f<m— dx—/f @+ h)de = (Ty, 7).

Définition 3.16 La translatée 7,T de la distribution T € D'(RY) par le
vecteur h € Reest définie, pour ¢ € D(R?), par

(thT, o) = (T, T_pep) .

On dit que la distribution T est invariante par translation par h lorsque
T =T ou, de fagon équivalente (!), si l'on a (T, ) = (T, Thp) pour toute
fonction ¢ € D(R?).

Par injectivité de I'application f € LL (R?) — Ty € D'(R?), la fonction f
est invariante par translation par h si et seulement la distribution associée
T Dest.

C.3 Distributions invariantes par rotation

Dans cet alinéa, on suppose que R? est muni de la structure euclidienne
standard. On dit que la fonction f € C°(R?) est invariante par rotations si on
a, pour toute A € O(d), 1'égalité f(Ax) = f(x). C’est le cas si et seulement
si il existe une fonction continue h : [0,00[— C avec f(xz) = h(||z||) pour
tout € R?, ot ||z| désigne la norme euclidienne de x : la valeur de f au
point x ne dépend que de sa distance a l’origine.

Pour f € CO(R?), A € O(d) et ¢ € D(R?) le changement de variables
x +— Ax (dont le déterminant jacobien vaut det A = £+1) donne

(Tjon, @) /fo d:c_/f z)do = (Tf,p0 A7)

Définition 3.17 On dit qu’une distribution T € D'(R?) est invariante par
rotation si on a ’égalité

(Top) = (T,po A)
pour toute fonction test p € D(R?) et toute rotation A € O(d).

Par injectivité de I'application f € CO(R?) — Ty € D'(RY), la distribution
T est invariante par rotation si et seulement si la fonction f lest.
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C.4 Distributions homogenes
Dans cet alinéa on travaille sur g = R? ou bien sur Qo = R4\ {0}.

Notation 3.18 Pour une fonction continue f : 29 — C et un réel £ > 0 on
introduit la fonction
firixeQor— f(tz) e C.

Définition 3.19 Une fonction continue f : Qo — C est homogéne de degré
a € R si on a légalité fy = t*f pour tout t > 0, i.e. si

fltz) = 1" f(x)
pour tout t > 0 et pour tout x € Q.

Pour f € C%(Qp), ¢ € D(Q) et t > 0, le changement de variables = + tz
donne les égalités

(Ty,0) = / f(@)p() dz = 1 / F(tx)p(te) de = 4 (T}, )

L’injectivité de l'application f € C%() — Ty € D'(Qp) assure que la
fonction f est homogene de degré a si et seulement si on a ’égalité

<Tf7 ‘10> = td+a <Tf7 (Pt>

pour toute ¢ € D(£). Ceci nous amene a la définition suivante.

Définition 3.20 La distribution T € D'(Q) est homogéne de degré a € R
st on a, pour toute fonction test ¢ € D(Qy), l’égalité

<T7 Q0> = ¢ite <T7 (pt> .

Exemple 3.21 Si la fonction f € L] (Qo) est homogene de degré a, alors
T est également homogene de degré a.

La masse de Dirac en Porigine 6y € R? est homogene de degré —d.

Le résultat élémentaire suivant nous sera bien utile.

Lemme 3.22 Soit T € D'(Q) une distribution homogéne de degré a.
Pour chaque multi-indice o« € N la distribution 0T est homogéne, de
degré a — |a.

Preuve 1l suffit de prouver le résultat lorsque o est un multi-indice de
longueur 1. Soit donc 1 < j < d. Rappelons que pour ¢ € D(Qp) et t > 0
on a introduit la fonction ¢; : & — @(tx), avec (0jp¢)(x) = t(05¢)(tx)
c’est-a-dire 0;(¢r) =t (0;0)¢.
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Il vient donc, pour notre distribution homogene T de degré a, et toute
fonction test ¢, les égalités :

(0;T, ) = —(T',05¢)
= —t™ (T, (9j0)1)
= —t" " UT, 0;(1))
= td+a*1<8jT, Ot - O

Nous raisonnerons “par homogénéité” pour obtenir, essentiellement sans
calculs, des résultats non triviaux (théoréme 6.20 et exercice 7.21).

D Suites de distributions

D.1 Convergence dans D'({2)
Définition 3.23 Soient T, T, € D'(Q) (n € N). On dit que la suite (Ty,)nen
converge vers T dans D'(Q) lorsqu’on a, pour toute fonction ¢ € D(Q) :

lim <Tn7 @) = <T7 ()0> .

n—oo

11 s’agit de la convergence simple de la suite d’applications 7T,, : D(2) — C
vers I'application T : D(Q2) — C. (Dans ce contexte d’applications linéaires,
on parle également de convergence faible-x. Voir I’exemple 12.10.7a.)

Exemple 3.24 La distribution valeur principale de 1/z (proposition 2.28)
est définie comme limite d’une famille de fonctions localement intégrables :

1
vp (1/z) = igr%) g]lc[_w} dans D'(R).

Exercice 3.25 1. Pour T € D'(R%), démontrer I'égalité T = limy,_,o 7T
dans D'(R?).

2. Soit (e;)1<j<a la base canonique de R%. Pour 1 < j < d, démontrer que

. T — Tte,-T
lim ——2
t—0 t

= 0;T

dans D’(R4). (On se souviendra de I'exercice 2.6).
3. Démontrer I'égalité &y = lim,, oo n(d0 — d1/,) dans D'(R).
4. Soit (T,,) une suite de distributions dans D’(R%). On suppose que chacune

de ces distributions est d’ordre au plus k, et que la suite (7},) converge vers
T € D'(R?). La distribution T est-elle encore d’ordre au plus & ?

Définition 3.26 La suite de fonctions localement intégrables (f,) converge
au sens des distributions vers la fonction localement intégrable f lorsque la
suite de distributions (T},) converge vers Ty dans D'(Q).
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Lemme 3.27 Soient f, f, € L () (n € N). On suppose que la suite (fy)
converge vers f dans Ll ., c’est-a-dire que lim,_,o || f — fullzi(xy = 0 pour
tout compact K C Q. Alors on a convergence de (f,) vers f au sens des

distributions.

Preuve La preuve, élémentaire, est laissée au lecteur. ([l

La réciproque du lemme 3.27 est fausse, comme en atteste I’exemple suivant.

Exemple 3.28 Soit la suite f, : z € R — ¢ € C (n € N) de fonctions
localement intégrables. Alors la suite (f,)nen converge vers 0 dans D'(R),
mais pas dans Li (R).

loc

La convergence de cette suite vers 0, au sens des distributions, n’est autre
que le lemme de Riemann-Lebesgue (intégrer par parties). Et 'on observe,
pour tout compact K C R, que || ful[1(x) = m(K) # 0 lorsque K n’est pas
négligeable.

Nous montrons maintenant que, dans le contexte des distributions, on
peut échanger sans vergogne limite et dérivation : fabuleux, non ?

Proposition 3.29 Soient d > 1, Q C R? un ouvert et (T),)nen une suite de
distributions convergeant dans D'(QY) vers T € D'(Q). Alors :

1. Pour tout multi-indice o € N, on a 0°T,, — 0T dans D'(Q).
2. Pour toute fonction f € C*(Q) on a fT,, — fT dans D'(Q).

Preuve 1. Pour une fonction ¢ € D(Q2), on a
(0T, ) = (=1)1NT,, 0%) = (=1)1*NT, 0%¢) = (0°T. ).

2. De méme

(fTn, ) = (Tn, fo) = (T, f) = (ST, ) - O

Exercice 3.30 Soient p € D(R?) une fonction test positive et d’intégrale égale &
1, et (pn)nen définie par p,(z) = np(nx) la suite régularisante associée.
1. Montrer que la suite (T}, )nen converge vers la masse de Dirac éy dans
D' (RY).
2. Nous supposons maintenant que d = 1. Montrer que la suite (7}, Jnen
converge dans D'(R) vers une distribution que on déterminera.

D.2 Le théoréme de Banach-Steinhaus

La version élémentaire du théoreéme Banach-Steinhaus, pour un espace de
Banach, affirme que la limite simple d’une suite de formes linéaires continues
définies sur un espace de Banach est une forme linéaire (pas de surprise ici)
qui reste continue (14, on est priés de s’extasier, car on sait bien qu’en général
la continuité n’est pas conservée par limite simple). C’est le théoreme 12.3,
qui découle du théoreme de Baire 12.1.
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Ici nous sortons de ce cadre élémentaire, la topologie de I'espace D(€2)
n’étant pas métrisable, et a fortiori pas normable. Néanmoins, I’énoncé se
transpose : rappelons en effet qu’il faut penser a une distribution 7" € D'(2)
comme a une forme linéaire “continue” sur D(£2).

Théoreme 3.31 de Banach-Steinhaus pour les distributions
Soit (Ty)nen une suite de distributions sur Q.

On suppose que la suite (T),)nen converge simplement vers une application
(linéaire) T : D(Q) — C. Alors T € D'(Q).

La preuve sera donnée en appendice, voir le corollaire 12.26.

E Support et support singulier d’une distribution

E.1 Localisation

On va voir que — tout comme une fonction — une distribution est connue
lorqu’elle est connue localement (rappelons que l'on sait déja restreindre
une distribution). Pour montrer cette propriété, on utilise les partitions de
I'unité. Puisque nous ne voulons manipuler que des fonctions régulieres, nous
choisirons des partitions de 'unité de classe C'*°.

Proposition 3.32 Partition de ’unité C°.

Soient Q@ C R? un ouwvert et K C Q un compact. Soient V; C Q, pour
1 < j < n, des ouverts recouvrant K. Il existe des fonctions g; € D(Q2), pour
1<j<n, avecsuppg; CV; et 0 < g; <1, et telles que

> i=19i(x) =1 pour tout x € K.

On verra que ces partitions de l'unité (“unité” signifiant ici la fonction
constante égale a 1) permettent de recoller les morceaux d’une distribution.
Il va étre bien commode de se reposer sur le lemme élémentaire suivant.

Lemme 3.33 Soient fi,..., fn des nombres complexes. On pose g1 = fi,
92 = f2(1 - fl)r Co Jusqua gn = fn(l - fl) T (1 - fn—l)' On a alors
n
Yogi=1-(1—=f)...(1=fa).
j=1
En particulier (et c’est cela qui nous importera) si U'un des f; vaut 1, la
somme 7_, g;j vaut 1.

Preuve La preuve se fait par récurrence sur n. Il est judicieux d’introduire
les produits px = (1 — f1)...(1 — fx), en notant que g, = frn Pn—1.
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Pour n = 1 assertion se réduit a l'identité f; =1 — (1 — f1). Supposons
Passertion acquise au rang n — 1. On a alors

n
Zgj:(1_pn—1)+gn:1_pn—1+fnpn—1:1_pn‘ 0
=1

Preuve de la proposition On commence par décomposer le compact en une
réunion K = U7_, K, avec K C V; compact pour 1 < j < n. Pour cela :
e Pour chaque point x € K, on choisit un rayon r, > 0 et un indice
je € {1,...,n} tels que B(x,7,) C Vj,.
e On extrait du recouvrement de K par les ouverts B(x, r;) (x décrivant
K) un recouvrement fini X' C UzcaB(x, ;) associé a une partie finie

ACK.
e Le compact K est I'union, pour 1 < j < n, des compacts K; C Vj
ou :
K; = U B(a,r,) | NK .
aeA,ja:j
Pour chaque j € {1,...,n}, on choisit une fonction plateau x; € D(V})
associée a K; C Vj, et donc avec x; = 1 sur Kj (corollaire 1.27). Le
lemme précédent, avec f; = x;, fournit des fonctions g; € D(V;), pour
je{l,...,n}avec 0 < g; <let 370, g;=1sur K =U7,K;. O

Corollaire 3.34 Principe de localisation
Soient Q2 C R un ouvert et (Vj)jes des ouverts tels que Q = Uje V.

1. Soit T € D'(Q2). On suppose que chaque restriction Ty, = 0. Alors T = 0.

2. Sotent, pour chaque j € J, une distribution T; € D'(V;). On suppose que
la condition de compatibilité (nécessaire) suivante est satisfaite :

pour tous j,k € J, on a l'égalité (T})|v,av, = (Tk)v;nvs -
Alors il existe une unique distribution T € D'(Q) avec, pour tout j € J,
Ty, = 1;-
Autrement dit, lorsqu’on connait une distribution localement... on la connait.

Preuve 1. Soit ¢ € D(Q), et notons K C € le support de ¢. Le compact K
est recouvert par un nombre fini des ouverts (V}), mettons K C V1U---UVj,.
Pour une partition de I'unité associée (g;)i1<j<n, on aura
n n
p=00_9)=> (99,
j=1 j=1
avec supp (gj¢) C Vj. L’hypothese assure alors que (T, gj) = 0 pour tout
1 < j <mn, et donc que (T, p) = 0.
2. L’unicité de T découle de 1. Nous ne démontrons pas 1’existence (dont
nous ne nous servirons pas). La preuve releve du méme cercle d’idées. [
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E.2 Support et support singulier

Le principe de localisation va nous permettre d’introduire deux notions
fondamentales : le support, et le support singulier d’une distribution.

Définition 3.35 Support d’une distribution

Le support d’une distribution T € D'(Q) est le complémentaire, dans §2,
du plus grand ouvert V. C Q sur lequel T' s’annule.

C’est une partie fermée suppT C Q de 2.

Le principe de localisation 3.34 assure 'existence de ce plus grand ouvert,
réunion de tous les ouverts de ) sur lesquels T s’annule.

Exemple 3.36 Le support de 5%) est le singleton {x¢}.

Exercice 3.37 Montrer que, lorsque f € C°(Q), on a égalité des supports de f
et de la distribution associée T, soit

supp (Ty) = supp f .
Exercice 3.38 1. Montrer que I'expression ¢ € D(R?) — [i, ¢(z,0) da définit
une distribution 7' € D'(R?).

2. Déterminer le support de T'. La distribution 71" provient-elle d’une fonction
localement intégrable f € L (R?)?

3. Déterminer la distribution T, € D’(R?) associée & la fonction localement
intégrable g = Lgy (0} € Li,.(R?).

loc

Proposition 3.39 Soient T € D'(Q2), f € C™(Q) et a un multi-indice. On
a les inclusions :

1. supp (fT) C supp (f) N supp (7).
2. supp (0*T") C suppT'.

Preuve Conséquence immédiate des définitions. [l

Remarque 3.40 Lorsque T € D'(2) et ¢ € D(Q), on peut avoir ¢ = 0 sur
le support de 7', mais cependant (T, ) # 0. Considérer, en dimension 1,
T = §'(0) et une fonction test telle que ¢(0) = 0 mais avec ¢'(0) # 0.

Par contre, on a :

Proposition 3.41 Si T € D'(Q) et ¢ € D(Q) ont leurs supports disjoints,
soit supp T Nsupp ¢ = 0, alors (T, p) = 0.

Preuve Soit 'ouvert V' = “supp T'. Par hypothese, supp ¢ C V. Comme la
restriction de 17" & V est nulle, la conclusion suit. [l

Définition 3.42 Support singulier d’une distribution
Le support singulier de T est le complémentaire du plus grand ouvert
V C Q en restriction auquel T est définie par une fonction de classe C'°.
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Il faut vérifier I'existence de ce plus grand ouvert. Soit (U;);c la collection
de tous les ouverts de €2 sur lesquels T' est définie par une fonction réguliere
fj € C>(U;). La proposition 2.16 (injection de Ll  dans D’) assure que,
pour tous j, k € J, les fonctions f; et fj coincident sur I'intersection U; NUj,.
Les fonctions (f;) se “recollent” donc pour définir une fonction f € C*°(V),
ou V' = UjeUj. Le corollaire 3.34 assure alors que la restriction T}y est la
distribution associée & la fonction f € C>(V) C LL (V). Par construction,
Pouvert V. C Q est le plus grand ouvert sur lequel T est définie par une

fonction C°.

Exercice 3.43 Montrer que le support singulier d’une distribution est inclus dans
son support.

Exemple 3.44 On a les égalités supp (dg) = suppsing (dp) = {0}, tandis
que supp (vp (1/x)) = R et suppsing (vp (1/x)) = {0}.



4. Distributions en dimension 1

La théorie des distributions en dimension 1 n’est pas notre motivation
essentielle. En effet, les distributions sont surtout utiles dans la mesure ou
elles fournissent des outils pour I’étude des équations aux dérivées partielles,
et donc en dimension supérieure.

Notre objectif principal dans les deux chapitres qui suivent est de nous
familiariser dans le cadre rassurant de la dimension 1 avec des notions, des
techniques ou des principes que nous déclinerons par la suite en dimension
quelconque.

Dans tout ce chapitre, I C R désignera un intervalle ouvert.

A Primitives

A.1 Existence de primitives

Tout comme une fonction continue, une distribution 7' € D’ (I) admettra
une primitive, unique a constante pres! On rappelle (une derniere fois ?)
qu'une fonction localement intégrable f € Ll (I) est toujours identifiée & la

distribution Ty € D'(I) qui lui est associée (proposition 2.16).

Définition 4.1 La distribution S € D'(I) est primitive de T € D'(I) lorsque
S'=T.

Remarque 4.2 Dire que S est primitive de T, c’est dire que I'on a

<S? 80,> = _<Slv<p> = _<Ta 90>

pour toute ¢ € D'(I). Une primitive de T" (8'il en existe) est donc connue
sur I’ensemble

H={y eD()|il existe ¢ € D(I) avec ¢ = ¢'} C D(I).

Or une fonction ¥ € D(I) admet pour primitive une fonction de D(I) (c’est-
a-dire que, parmi ses primitives, il en est une dont le support est un compact
de I) si et seulement si f ;% = 0 et, dans ce cas, une telle primitive est
unique : c’est la fonction définie par z € I — [7., ¥(t) dt € C.

43
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L’ensemble H C D(I) est donc un hyperplan, noyau de la forme linéaire

<]1,-):weD(I)r—>/1/ze<C
I
ou 1 désigne la fonction constante égale a 1 sur I, et la distribution associée.

Commencons par un énoncé intermédiaire.

Lemme 4.3 Soit S € D'(I) telle que S" = 0. Alors S est (définie par) une
fonction constante.

Preuve L’hypothese S’ = 0 signifie qu’on a, pour toute ¢ € D'(R) :

<Sa 80,> = _<S/7§0> =0.

ou encore, que la restriction & 'hyperplan H = Ker ((1,-)) de la forme
linéaire S est nulle. Il existe donc une constante ¢ € C telle que S = ¢ (1, ),
autrement dit S est associée a la fonction constante cl égale a c. O

Proposition 4.4 Toute distribution T € D'(I) admet, a constante additive
pres, une unique primitive S € D'(I).
Preuve L’assertion d’unicité suit du lemme 4.3.

Construisons maintenant une primitive pour 7. Pour cela, choisissons
une fonction p € D(I) d’intégrale égale a 1, c’est-a-dire telle que (1, p) = 1.
Tant qu’a faire, nous supposerons p a valeurs positives de sorte que ||p||; = 1.
Nous allons utiliser la décomposition en somme directe D(I) = H & Cp : la
primitive S cherchée est connue sur H, on la prolonge a D(I) en décidant
que (S, p) = 0. Autrement dit :

Soit ¢ € D(I). La fonction ¢ — (1,¢)p € H = Ker((1,-)) C D(I) est
d’intégrale nulle, elle admet donc une unique primitive & support compact
dans I que 'on notera P(¢) € D(I). Posons

S:peDI)— —(T,P(p)) € C. (4.1)

L’application S est une forme linéaire sur D(I).

Soit [a,b] un compact de I contenant supp p. Pour ¢ € D,y (I), on a
également P(p) € Diq 4 (1), avec pour tout j € N :

[P(@)llos < llo = (L, 0)plli <2(b=a) [¢llo (4.2)
1P ()9 loo = 19 = (1, 0)pDlo0 < l6D|oo + (b = a)l[p9 oo [IPlloo -
Il suit que S, comme T, est une distribution.

Enfin S’ = T, puisqu’on a P(¢') = ¢ pour toute ¢ € D(I) et donc :
(", 0) = =(8,¢") = (T, P(¢)) = (T, ) - O
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A.2 Exemples de primitives
A. “Primitive” d’une fonction localement intégrable

Les guillemets dans le titre signifient que I'on s’intéresse aux primitives (ou
aux dérivées) au sens des distributions. Voir I’encadré en fin de paragraphe.

Proposition 4.5 Soient I C R un intervalle owvert et f € L{ (I).

Soit xg € 1. Les primitives de Ty sont les distributions sur I associées aux
fonctions continues x — ffo f(t)dt + ¢, ot c € C est une constante.

On se permet ici d’utiliser une notation “a la Riemann”. Il faut comprendre
que [, f(t)dt:esf[woz}f(t)dt avece =1siz > xget e =—1siz < x.

Preuve Le théoreme de convergence dominée assure que la fonction définie
par F:x el — f;o f(t)dt € C est continue. D’apres la proposition 4.4, il
suffit de montrer que la distribution associée Tr vérifie (Tr) = T}.

Soit K = [a,b] C I un segment. Quitte a ajouter une constante a F', on
supposera que zg = a. Pour ¢ € Dk (I), on estime en appliquant le théoréme
de Fubini & la fonction intégrable ® : (z,t) € [a, b]? — (@) f(t) <y € C:

<(TF)/> 90> = _<TF7 (P/>

= — /ab F(x)¢ (z) dz

_ _/abwf(x) </axf(t)dt> dz
_ _/:f(t) </tb<p’(z)dx> dat

= (T}, ).

L’intégrabilité de ® est justifiée en passant par Fubini-Tonelli : élémentaire
et laissé au lecteur. O

Remarque 4.6 Avec les notations ci-dessus, on a montré que (Tr)" = T¥.
On exprime cette égalité en disant que “la dérivée au sens des distributions
de F est la fonction f”. Attention, ceci ne préjuge pas de savoir si la fonction
F admet, ou pas, des dérivées ponctuelles et — si oui — de savoir si celles-ci
sont égales a f. On peut néanmoins s’interroger sur ce point.

Supposons pour simplifier que I'on considere des fonctions intégrables f sur
I (et pas seulement localement intégrables).

Leurs primitives F' : z — ffo f(t) dt sont alors des fonctions “absolument
continues”, c’est-a-dire qui vérifient la condition suivante (plus forte que la
continuité) :
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pour tout & > 0 il existe § > 0 tel que si les intervalles [a;, b;] C I sont
d’intérieurs deux a deux disjoints, alors

D olbi—ail <5=>|f(bi) = flai)| <e.
=1 =1

Soit F' : I — C une fonction. On a les équivalences suivantes (mais il
s’agit d’un résultat bien plus délicat que celui de la proposition 4.5) :

1 la fonction F': I — C est absolument continue
< 2 ladistribution T a pour dérivée Ty, ol f est une fonction intégrable
< 3 La fonction F' est dérivable presque partout, sa dérivée f (définie
p.p.) est intégrable, et on a F'(b)—F'(a) = f; f(t) dt pour tous a,b € I.

B. Primitive d’une distribution d’ordre 0

Proposition 4.7 Soit T une distribution d’ordre 0. Ses primitives sont des
fonctions localement bornées.

On pourrait démontrer ce résultat en utilisant le théoreme de représentation
de Riesz 2.25. On obtiendrait alors un résultat plus fin, a savoir que les
primitives de T" sont des fonctions “a variation bornée” (voir page 48). On
va choisir de se passer de ce théoreme un peu délicat et utiliser plutot la
proposition 4.8 et le théoreme 4.11 (qui ont tous deux un intérét intrinseque).

Proposition 4.8 L’injection naturelle L>=([a,b]) < (L'([a,b]))" est une
surjection, et elle est isométrique.

Preuve Pour g € L*>([a,b]), 'inégalité de Holder assure que ’application
Ay :h € L ([a,b]) —>/gh6(C

est bien définie, linéaire de norme ||A4|| < ||g||oo. On vérifie que [[Ay|| = ||g]|o
en testant la forme linéaire A, sur la suite de fonctions définies pour n grand

par h, = ‘:ﬁ 14,00 A, ={x, |g(z)] > |gllcc —1/n}. L’application linéaire
g € L*([a,b]) — A, € (L([a,b])) étant isométrique, elle est a fortiori

injective.

Nous allons maintenant montrer que I’application g — A, est surjective.
Soit donc A : L'([a,b]) — C une forme linéaire continue. Puisque [a, b] est
de mesure finie, on a une injection continue L?([a,b]) < L'([a,b]). 11 suit
que A se restreint & L?([a,b]) en une forme linéaire continue.
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Le théoreme de représentation de Riesz (la version hilbertienne) assure
l'existence d'une fonction g € L?([a,b]) telle qu'on ait A(h) = [ gh pour
toute h € L?([a,b)]).

Montrons que cette fonction g appartient en fait a I'espace L*°([a,b])

des fonctions (essentiellement) bornées. On disposera alors de deux formes
linéaires continues A : L'([a,b]) — C et I : h € L*([a,b]) — [gh € C
qui coincident sur une partie dense de L'([a, b]), & savoir L?([a,b]). On aura
donc I'égalité A = I, d’ou la surjectivité de j.
Pour cela on introduit 'ensemble B,, = {z € [a,b], |g(z)| > n}, pour n € N,
et ’on montre que A1(B,) = 0 lorsque n > ||A| (A1 désignant la mesure de
Lebesgue sur R). En effet B,, est mesurable. Donc la fonction définie par
hn = 41p, € L*([a,b]) C L*([a,b]) vérifie [ [hn| = A1 (By) et

M) = [ ghn = [loltn, = nxi(B.)

tandis que
[AChn)| < JA[] 1hnllr = [IA]l A1 (Bn) - 0

Exercice 4.9 Reprendre la preuve précédente pour montrer que ’application

Feriat) o [ge 2ot~ [ foec| € @y
est un isomorphisme isométrique lorsque 1 <p <2et 1/p+1/q¢=1.

Remarque 4.10 Les résultats de la proposition 4.8 et de I’exercice 4.9 sont
des cas particuliers de I'isomorphisme isométrique naturel (LP(X))" ~ L(X)
entre le dual de l'espace LP(X) et l'espace LI(X) lorsque 1 < p < oo,
1/p+1/q =1 et I'espace mesuré X est o-fini.

Par contre, le dual de L>®(X) est “beaucoup plus gros” que L'(X).

Le résultat suivant est fondamental. Nous 1’énoncons ici dans le cadre
normé que nous allons utiliser. Voir cependant la remarque 2.13.

Théoréme 4.11 Prolongement des applications linéaires continues.
Soient F' C E un sous-espace vectoriel dense d’un espace vectoriel normé
E et G un espace de Banach.
Alors toute application linéaire continue A : F' — G admet un unique
prolongement en une application linéaire continue A : E — G (de méme
norme que \).

Preuve Si\: F — G se prolonge continiment en A : £ — G, on a 1’égalité
A(z) = limy 00 A(yn) = lim, 00 A(yn) pour tout x € E et toute suite (y;,)
de F' convergeant vers z. Ceci assure I'unicité d’un tel prolongement.
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Montrons en l’existence. Lorsque la suite (y,,) d’éléments de F' converge
vers € E, la suite (y,) est de Cauchy. L’application A, étant linéaire et
continue, est lipschitzienne. La suite image (A(y,)) est alors de Cauchy dans
G complet, donc converge.

On vérifie que la limite ne dépend pas de la suite (y,) choisie pour
approcher x (intercaler par exemple les termes de deux telles suites). On
tient donc notre prolongement A. Et les inégalités [A(yn)| < || Allllyn| pour
tout n passent a la limite et donnent |A(z)| < ||A||||lz] : c’est la continuité
de 'application linéaire A. O

Remarque 4.12 Le théoréeme de Hahn-Banach affirme que toute forme
linéaire continue A : F' — C, définie sur un sous-espace vectoriel F' (que 'on
ne suppose pas dense) de I'espace vectoriel normé E, se prolonge & E en une
forme linéaire continue. On peut méme choisir un prolongement de méme
norme que celle de .

Il existe par contre des applications linéaires continues A : F' — G,
définies d’un sous-espace vectoriel F' C E (non dense) d’un evn et & valeurs
dans un espace de Banach G, et qui ne se prolongent pas continiment a F.

Preuve de la proposition 4.7

On reprend les notations de la preuve de la proposition 4.4 (existence de
primitives). Soit 7" notre distribution d’ordre 0. On a vu qu’une primitive
particuliere S de T est donnée, pour ¢ € D(I), par I'expression

(S,¢) = =(T,P(¥)) -

Soit [a,b] C I un segment contenant le support de p. Puisque T est d’ordre
0, il existe une constante ¢ pour laquelle

(S )| = KT, P(@)] < elP(¢)lloo

pour toute ¢ € Dy, (1), avec

PPl < lle = (T, 0)plle < 2]l -

Le théoreme 4.11 et le corollaire 1.22 assurent alors que la forme linéaire
S : Digp)(I) — C se prolonge de fagon unique en une forme linéaire continue
sur L'([a,b]), qui provient donc d’apres la proposition 4.8 d’une unique
fonction gj, ;) mesurable bornée sur [a, b]. En faisant varier le segment [a, b],
on obtient par recollement de ces fonctions g,y une fonction mesurable
g € LS (I) localement bornée sur I, qui représente S. O

Fonctions a variation bornée
Soit f : [a,b] — R une fonction. Pour une subdivision

c={a=xp<x1 < <xp =b}
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du segment [a, b], la variation de f selon o est
Vo(£) =D 1f(w5) = fzj-)l.
j=1

On dit que f est a variation bornée lorsque sa variation totale V(f) =
sup, Vo (f) < oo est finie, le sup étant pris sur toutes les subdivisions. Une
fonction de classe C! sur l'intervalle [a,b] est & variation bornée, puisque

V(f) < [P 1F (1) dt.

Dans les deux exercices suivants, on étudie la dérivée d’une fonction qui
n’est pas & variation bornée. Comme attendu (voir page 46), cette dérivée
n’est pas d’ordre 0.

Exercice 4.13 Soit f =3 lﬂ[ﬁ» 1.

neN* n o
1. Dessiner le graphe de f. Montrer que f : [0,1] — R n’est pas & variation
bornée.

2. Déterminer la dérivée de la restriction (7' )rs.

3. Constater que (Tt)" € D(R) n’est pas une distribution d’ordre 0.

Exercice 4.14 Soit f : R — R la fonction continue définie par f(z) =0siz <0
et f(z) = zsin(1/z) lorsque = > 0.

1. Montrer que f : [0,1] — R n’est pas & variation bornée.

2. Déterminer la dérivée de la restriction (7)r- a R*.
3. (a) Montrer que floo %dy = +o00.

(b) Démontrer que la distribution définie sur R*% par la fonction =z —
(1/x) cos(1/z) ne se prolonge pas en une distribution S € D’(R) d’ordre
0. On pourra la tester sur des fonctions z — x(z)cos(1/x), pour des
fonctions plateaux x € D(RY) bien choisies.

4. Montrer enfin que (Tf)" € D(R) n’est pas une distribution d’ordre 0.

B Ordre et dérivée d’une distribution

Si ’on combine les propositions 4.7 et 4.5, on conclut qu'une distribution
d’ordre 0 est la dérivée seconde d’une fonction continue. Que dire d’une
distribution d’ordre quelconque ?

Proposition 4.15 Soit T € D'(I).
La distribution T est d’ordre 0 si et seulement si T' est d’ordre 0 ou 1.
La distribution T est d’ordre k > 1 si et seulement si T" est d’ordre k+1.
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Donc la distribution T est plus réguliere que sa dérivée T"... ce qui est dans
I'ordre des choses. Observer que la dérivée d’une distribution d’ordre 0 peut
encore étre d’ordre 0 (par exemple si 7' = Ty pour une fonction f de classe
c)
Preuve e La majoration ordre(7”) < ordre(T) + 1 est immédiate.

e On reprend de nouveau les notations de la proposition 4.4. On a, pour
toute fonction test ¢ € D(I), I'égalité

—(T",P(p)) = (T, (P(¢))") = (T, 0 — (L, ¢) p) = (T, p) — (ad, )

ou a = (T, p). En ajoutant une constante a 7', ce qui ne changera pas son
ordre, on peut supposer que a = 0. Supposons que la dérivée T” soit d’ordre
au plus £. Soit [a,b] C I un segment contenant le support de p. il existe une
constante ¢ pour laquelle

¢
(T, o) = (T, Pe))] < e Y 1(P(9)P]lc
j=0

pour toute ¢ € D,y (I). Les estimées (4.2) assurent que que la restriction
de T & Dy (1) est d’ordre 0 lorsque £ = 0, et d’ordre au plus £ — 1 lorsque
£>1.
On a donc ordre(7”) = ordre(T") + 1 lorsque ordre(T") > 1, et ordre(7”) < 1
lorsque ordre(T") = 0.

O

Corollaire 4.16 Une distribution d’ordre fini k est égale a une dérivée
(d’ordre k + 2) d’une fonction continue.

Preuve Conséquence des propositions 4.15 et 4.7. (Il

Remarque 4.17 Puisqu’une distribution est localement d’ordre fini (revoir
la définition (2.1)), elle est donc localement égale a une dérivée de fonction
continue. Ce corollaire est un théoreme de structure. Il n’est pas d’une grande
utilité en pratique, mais c’est lui qui motive 'assertion a I’emporte-piece
selon laquelle ’espace des distributions est le plus petit espace contenant les
fonctions continues, et stable par dérivation.

Exercice 4.18 Montrer que §; est d’ordre exactement 1, puis retrouver avec la
proposition 4.15 le fait que chaque 56k) est d’ordre exactement k.

Corollaire 4.19 Soient I C R un intervalle ouvert, ainsi que des fonctions
aj, f € C®(I) pour 0 < j <n—1. Les “solutions faibles” T € D'(I) (c’est-
a-dire les solutions au sens des distributions) de I’EDO linéaire

n—1
7n) 4 Z ajT(j) =f (%)
=0

sont les fonctions de classe C* qui sont solutions classiques (ou fortes).
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Preuve Soit T' € D'(I) une solution de (). Comme la régularité de T
est une propriété locale et que toute distribution est localement d’ordre fini
(définition (2.1)), on peut supposer que T™ est d’ordre fini. On va montrer
qualors T est d’ordre 0. Supposons en effet par Pabsurde que T soit
d’ordre k£ > 1. Dans ce cas la proposition 4.15 assure que la distribution
T = f — Z?:_& ajT(j) est d’ordre inférieur ou égal a k — 1, d’oul une
contradiction.

On ne s’arréte pas en si bon chemin.

Puisque T est d’ordre 0, la proposition 4.7 assure que les dérivées
d’ordre au plus n—1 de T" sont chacune définies par une fonction L{$, - donc
sont a fortiori définies par des fonctions localement intégrables. Il en va donc
de méme pour que la distribution 7" = f — Z;:& ajT(j ) elle-méme.

Le méme procédé assure alors, avec la proposition 4.5, que T est définie
par une fonction continue puis, en itérant le méme raisonnement, que 7'
est définie par une fonction CP pour tout p € N. O

La preuve précédente est une preuve par “bootstrap” : a chaque étape,
on montre que la régularité de T est meilleure que celle qu’on a obtenue a
I’étape précédente.

C La formule de sauts en dimension 1

On cherche maintenant a dériver, au sens des distributions, une fonction
de classe C'! par morceaux qui présente des discontinuités isolées. L’opération
de dérivation étant locale, on se permettra de ne considérer qu’une seule
singularité.

Proposition 4.20 Formule des sauts 1D

Soit ¢ € |a,b[. On se donne deuz fonctions g1 € C'(|a,c]) ainsi que

g2 € CY([e,b]), et la fonction f € LL (Ja,b]) définie par

loc
fz)=gi1(z) sia<z<c, et f(z)=g2(x) sic<x<b.

La dérivée de la distribution associée Ty est donnée par l'expression

(T7)" = gh Njaef + 95 Ljepp + (92(c) — g1(c)) 6c -

On exprime parfois ’égalité précédente
sous la forme

a1

g2

Fr=1{}+ (f(ch) = f(c)) b, - - !

ou f’ désigne la dérivée de f au sens des distributions (i.e. de f identifiée
a la distribution Ty qu’elle définit), et {f'} désigne sa dérivée “au sens
fonction” (la ou elle est définie, i.e. sauf en c). Le terme complémentaire
(f(c™) = f(c™)) b fait intervenir le saut de la fonction f en la discontinuité.
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Noter que ¢ (resp. g2) admet, par hypotheése, une dérivée a gauche
(resp. & droite) en ¢ avec g} et g5 continues sur leurs intervalles respectifs
de définition |a, c| et [c,b]. La fonction {f’} est donc localement intégrable.

Exemple 4.21 Lorsque f est de classe C' sur ]a, b[, on retrouve le fait que
la dérivée faible de f (au sens des distributions) coincide avec sa dérivée
forte (au sens fonction) — remarque 3.4.

Exemple 4.22 Soit la fonction de Heaviside définie par H = 1p+ : R — R.
Sa dérivée (au sens des distributions) est

H =6.

Preuve de la formule des sauts
Elle résulte d’une intégration par parties. Pour ¢ € D(I), on a en effet

c b
Ty, ) = / 01(2)¢ (@) dz + / 02(2)¢ () de

b
— lonels + ool — [ (Y @)elo) da

=—{f"}, o)+ (g1(c) — g2(c)) p(c) . O

Exemple 4.23 Etudions ’équation différentielle linéaire 7" 4+ 2T = ¢ (0),
d’inconnue T € D'(R).

D’apres le corollaire 4.19, la restriction a R* d’une solution 7' de ({) est
une fonction de classe C'*°, qui est solution forte de ’équation différentielle
T’ + 2T = 0. Autrement dit, il existe deux constantes a,b € C telles que

T“R* = a€_2x]lR— —+ b€_2x]1R+ .

Pour b = a+1, la formule des sauts (proposition 4.20) assure que la fonction
r € R ae 2 1p- + be "1+ est solution de (O).

La distribution Ty = e~?*1g+ est donc solution particuliere de I’équation
linéaire (Q) sur R. Toute autre solution de (Q) differe de T d’une solution
de I’équation homogene, dont les solutions sont des fonctions de classe C'™°
(corollaire 4.19). Comme dans le cas classique, les solutions de () sont
donc les distributions de la forme Tp + ce™2* avec ¢ € C (superposition de la
solution particuliere Ty, et de la solution générale de 1’équation homogene
T + 2T = 0).

D Dérivée et “taux d’accroissement”

D.1 Taux d’accroissement

La dérivée d’une fonction est définie ponctuellement & partir de ses taux
d’accroissement. Pour une fonction test, on a le résultat plus fin suivant (se
reporter aux notations 3.15 et 3.16 si besoin).
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Lemme 4.24 Soit ¢ € D(R). Les fonctions tests (¥=2).o convergent
dans 'espace D(R) vers ¢’ lorsque converge vers 0.

Preuve 1l s’agit de voir que, pour |h| petit, les supports de ces fonctions
restent dans un compact fixe de R, et qu’on a convergence uniforme de
chacune des dérivées. Les détails sont laissés en exercice. ([l

Corollaire 4.25 Soit T € D'(R). Alors la famille de distributions (T_;hT)h;ﬁO
converge dans l’espace D'(R) vers T' lorsque h tend vers 0.

Preuve La convergence dans D'(R) est la convergence simple. On fixe donc
une fonction test ¢ € D(R) et on écrit

<T—7'hT
h

— T— h—0
) = (@ EEEE IO gy (). O

Remarque 4.26 Lorsque T' = T est la distribution associée a la fonction

localement intégrable f € LL (R), on a donc convergence

f—f

P (Ty)" au sens des distributions quand h — 0.

Attention : cet énoncé ne préjuge en rien de la convergence ponctuelle des
f—mf

taux d’accroissement ———= lorsque h — 0, c’est-a-dire de la dérivabilité de
la fonction localement intégrable f en quelque point que ce soit !

D.2 Autres exemples de primitives

Ce qu’on vient de dire va nous permettre, dans l'esprit de la section
A.2, d’étudier les primitives de distributions particulieres. Observons que,
= Thp

lorsque I C R est un intervalle ouvert et ¢ € D(I), les fonctions
appartiennent & D(I) lorsque h est assez petit. Ainsi, pour T € D'(I) et
¢ € D(I), les quantités (%,@} seront toutes définies définies pour h

petit et elles convergeront vers (17", ¢) quand h — 0.

A. Primitive d’une distribution positive

Proposition 4.27 Soient I C R un intervalle ouvert, et T € D'(I).

St la distribution T est définie par une fonction croissante g : I — R, sa
dérivée Té est une distribution positive (définition 2.22).

Supposons que la dérivée T' soit une distribution positive. Il existe alors
une fonction croissante g : I — R et une constante complexe ¢ € C telles
que la distribution T soit associée a la fonction g+ c € L (I).
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Preuve e Une fonction croissante g : I — R est mesurable et localement
bornée, donc définit une distribution T, avec, au sens des distributions :

1
T = lim —(g — 19) .
9 h0 h(g n9)
Par croissance de g, chaque fonction %(g—Thg) est positive, donc définit une

distribution positive. Une limite de distributions positive étant positive, il
suit que Tg’ est une distribution positive.

e C’est la partie délicate de la preuve, pour laquelle nous allons utiliser
le théoreme de représentation de Riesz 2.25.

On suppose que la distribution T” est positive. Elle provient donc d’une
mesure de Radon m, soit 7" = T,,,. On choisit un point « € I, et on introduit
la fonction croissante g : I — R définie par

o(z) = {—mGwvaD ir<a

m(lo, x[) siz > a.

Soit T, € D'(I) la distribution qu’elle définit. Montrons I’égalité (Ty,)" = T)y,.

Soit en effet un segment K = [a,b] C I. A I'ajout d’une constante pres a
g, on pourra supposer pour simplifier les calculs que oo = a. Soit ¢ € D (I).
Le théoreme de Fubini (dont I'utilisation ici est justifiée car m([a,b]) < o0)
assure que :

—((T), @) = (T,,¢') = (x dm(t) | dx
(T, ) = (T, ) /[a’b]w ></M <>)
:/ (/ o' (x) dx) dm(t) = —(Tm, ) -
[a,b] 1¢,b]

Nous avons donc montré I'égalité (T,)" = T, = T". Il suit du lemme 4.3 que
T est égale, & une constante complexe pres, a la fonction croissante g. [

Remarque 4.28 L’égalité (T,)" = T,, généralise, & une mesure de Radon
quelconque, ce qu’on a déja prouvé dans la proposition 4.5 pour une mesure
a densité dm = f(t)dt (avec f > 0 localement intégrable). Dans ce second
cas, il faut préter garde a ce que la mesure m peut charger certains points.

B. Primitive d’une fonction bornée

Proposition 4.29 Soient I C R un intervalle ouvert, et T € D'(I).
La distribution T est définie par une fonction lipschitzienne si et seulement
si sa dérivée T' est une associée a une fonction bornée f € L>(I).
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Preuve <= Soit a € I. Soit T' € D'(I) telle que T" = Ty, ou f € L>(I) C
LIIOC(I ) est une fonction bornée. D’apres la proposition 4.5, il existe une

constante ¢ € C telle que T soit associée a la fonction

F:a:»—>c—|—/wf(t)dt,

qui est bien lipschitzienne.

= Si F : I — C est M-lipschitzienne, chaque fonction W (qui est

définie localement sur I pour h petit) est bornée par M. Il suit, pour toute
v € D(I) que :

F—-7nF

{(Tr)', )| = lim |(

<M .
lim 2| < Mgl

Il suit alors du théoreme 4.11, et du corollaire 1.22, que I'application linéaire
(Tr)" : D(I) — C se prolonge continiiment & L!(I). La proposition 4.8 nous
assure que T}, est définie par une fonction f € L*(I) telle que || f]joc < M.
O

E L’escalier du diable

Nous allons illustrer le paragraphe A.2, et la digression de la page 46,
sur le bel exemple de la fonction de Lebesgue.

Soient I'espace
E ={g:[0,1] — [0, 1] continue telle que g(0) =0 et g(1) =1}

que 'on munit de la norme || |00, et la transformation 7" : £ — E définie
pour g € E par

9(31)/2 Si0<t<1/3
(Tg)(t) =< 1/2 sil/3<t<2/3
1/2 4 g(3t—2)/2 si2/3<t<1.

La norme || ||o fait de E un espace de Banach sur lequel T est 1/2-
lipschitzienne, donc contractante. Il suit du théoréeme de point fixe de Banach
que T" admet un unique point fixe ¢ € F : c’est la fonction de Lebesgue.

Pour visualiser ce point fixe, observons que ¢ = lim 7" g pour toute g € E,
et en particulier pour gg :  — z. Dessinons le graphe des premieres itérées
T"go.
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%//////”/

Tgo T?go T
Construction du graphe de la fonction de Lebesgue ¢ :
I’escalier du diable.

Chacune des fonctions T%gg est constante égale & 1/2, donc dérivable
a dérivée nulle, sur l'intervalle médian des que k£ > 1. Chacune
des fonctions T%gg est constante égale & 1/4 ou bien 3/4, donc dérivable &
dérivée nulle, sur chacun des intervalles |1/9,2/9[ et |7/9,8/9] deés que k > 2.
Il en va donc de méme pour /.

On constate plus généralement que la restriction de cette fonction de
Lebesgue ¢ a chacun des intervalles ouverts qui constituent les composantes
connexes du complémentaire [0, 1]\C(1/3) de ’ensemble triadique de Cantor *
est constante.

L’ensemble de Cantor C(*/3) est de mesure de Lebesgue nulle. La fonction
de Lebesgue est donc dérivable presque partout et a dérivée nulle aux points
ou elle est dérivable.

e La fonction de Lebesgue est dérivable p.p. et a dérivée nulle : cette
dérivée est donc intégrable, mais £ n’est pas primitive de sa “dérivée au sens
des fonctions”... puisque £ n’est pas constante.

e La fonction de Lebesgue est croissante. On en déduit que sa “dérivée
au sens des distributions” est une mesure de Radon m, pour laquelle on a
d’apres la proposition 4.27 :

my([0,1]) = £(1) — £(0) = 1.

Cette mesure my est supportée par le Cantor C1/3). Elle est donc étrangere
a la mesure de Lebesgue A; : on a en effet, pour tout borélien A C [0, 1], les
égalités

A(A) = M(ANCYD) et me(A) = me(ANCI)

En particulier, la mesure m, n’est pas une mesure a densité par rapport
a la mesure de Lebesgue.

e Enfin, la fonction de Lebesgue étant continue, la mesure my est sans
atome : la mesure de tout singleton my({xo}) = 0 est nulle.

1. Voir 'exemple 4.19 du polycopié Donjons et dragons
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5. L’espace de Sobolev H'(I)

A Espaces de Sobolev

Soit © C R% un ouvert. Donnons nous un entier k¥ € N, ainsi qu’un
exposant 1 < p < co. On introduit I'espace de Sobolev! W*»(Q) c D'(Q)
défini par :

WEP(Q) = {u € LP(Q) tel que, V|a| < k, on a % € LP(Q)}. (5.1)

On munit 'espace W*P(Q) de la norme définie par

lullwes = D 10%ullp- (5.2)

o<k

Ces espaces fonctionnels sont utilisés dans I’étude de l’existence et de la
régularité des solutions d’une EDP (ils sont en effet bien plus performants
dans ce domaine que nos habituels espaces C’k(Q), voir les propositions 14.12
et 14.14 de 'appendice 14).

Notre objectif dans le présent chapitre est simplement de continuer a
nous familiariser, en dimension 1, avec les distributions.

Remarque 5.1 Dans la définition (5.1), la fonction u € LP(Q) C L () a
été implicitement identifiée & la distribution T, € D'(€2) qui lui est associée.
Les dérivées 0%u sont donc & interpréter au sens des distributions.

Une distribution 7' € D'(2) appartient donc & I'espace W*P(Q) si elle
est définie par une fonction v € LP(Q), et si toutes ses dérivées 9T d’ordre
au plus k sont également définies par des fonctions de LP(€2). On identifiera
alors systématiquement 71" et ses dérivées d’ordre au plus k aux fonctions de
LP(£2) qui leur correspondent. En particulier, W%P(Q) = LP(Q).

Dire que la distribution T' = T,, € D'(Q) (ou la fonction u € L{ ()
appartient & I’espace de Sobolev W*P(Q) donne des informations

— sur sa régularité : toutes ses dérivées d’ordre au plus k sont encore

des fonctions

— sur sa “taille” ainsi que celle de ses dérivées d’ordre au plus k, qui

doivent toutes étre de puissance p-ieme intégrables.

1. S. Sobolev, 1908-1989, Mathématicien russe

57



58 D. H. Distributions

Exercice 5.2 On rappelle que I'espace LP() est complet. Montrer que la norme
définie par (5.2) fait de W*P(Q) un espace de Banach.

Dans ce cours, nous nous limiterons aux espaces de Sobolev pour I’exposant
p = 2. On note alors H*(Q) = W¥2(Q). Ces espaces sont alors des espaces
de Hilbert, la Rolls-Royce des espaces de Banach.

On peut aussi définir les espaces de Sobolev H*(R%) pour des exposants
s € R non entiers... voire méme non positifs @! On passe pour cela par la
transformation de Fourier. Voir 'appendice 14.

B L’espace H(I)
Dans le reste de ce chapitre, I désigne un intervalle ouvert de R.
Définition 5.3 On introduit I’espace de Sobolev H(I) C D'(I) défini par :
HYI) = {u e L*(I)| v € L*(I)}. (5.3)

Remarque 5.4 Ainsi que nous l'avons indiqué dans la remarque 5.1, la
définition (5.3) signifie

HYI)={T € D'(I)| il existe u,v € L*(I) avec T =T, et T' = T, }
= {u € L*(I) | il existe v € L(I) avec (Ty,)" = T, }.

Exercice 5.5 1. Montrer que la fonction z + |z| appartient & H'(I) si et
seulement si 'intervalle I est borné.

2. Montrer que la fonction de Heaviside H = 1[g [ n’appartient ni a H LR)
ni a H'(]-1,1]).

Proposition 5.6 L’expression ||ul| g = (||ul|3+]w'||3)'/? définit une norme
sur HY(I) qui en fait un espace de Hilbert.

Preuve On vérifie facilement que || ||z définit une norme sur H'(I), qui
provient du produit scalaire

(u1,uz) € HY(I) x HY(I) — /IuluQ—l—/Iulug'. (5.4)

Reste & prouver la complétude. Soit (u,) une suite de Cauchy dans H'(I).
Cela signifie qu'’il existe deux suites de Cauchy (uy,) et (v,) dans L?(I), avec
pour tout n, (Ty, ) = Ty, .

L’espace L?(I) étant complet, il existe deux fonctions u,v € L?(I) pour
lesquelles [|u, — ull2 — 0 et ||v, — v|l2 — 0. Or la convergence dans L?(I)
implique la convergence dans L (I), et donc dans D'([).
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On a donc convergence T, — T, et T,,, — T,, dans D’(I). La proposition
3.29 (continuité de la dérivation) assure par ailleurs que ’on a convergence
(Ty,) = (Tw,)) — (T,)" dans D'(I).

La dérivée (T},)" est donc associée & la fonction v € L%(I). Nous avons
montré que la distribution associée a la fonction v € L?(I) appartient a
HY(I), avec v’ = v dans D'(I), et donc que la suite (u,) converge vers u
dans l'espace H!(I). O

Proposition 5.7 Plongement de Sobolev

Soit I C R un intervalle quelconque.
Une fonction v € H'(I) se prolonge a l’adhérence I C R en une fonction
continue bornée. Cette fonction est méme 1/2-holderienne.

De plus, Uinjection (linéaire) H'(I) — CY(I) est continue.

On controle donc la norme || ||« par la norme || ||z1. Rappelons que 'on ne
controle pas la norme || ||o par la norme || ||2.

Preuve Soit u € H'(I). Puisque v’ € L*(I) C Li_(I), la proposition
4.5 affirme que u est (presque partout égale &) une fonction continue pour

laquelle on a, pour tous x < y dans I,

u(y) — u(z)] = I/y () dt] < [z o~y 2.

La fonction u est donc hélderienne pour 'exposant 1/2. En particulier elle
est uniformément continue sur I, et il suit qu’elle se prolonge par continuité
a I’adhérence 1.

Montrons maintenant que u est bornée, et que sa norme sup est controlée
par sa norme H'. Le fait que v soit de carré intégrable va assurer que, si
|u(x)| est grand, alors |u(y)| reste assez grand pour y proche de x et donc
la norme ||u||2 est grande. Nous allons quantifier ceci.

Choisissons 0 < t < (1/2)¢(I), ou ¢(I) désigne la longueur (éventuellement
infinie) de I'intervalle I. Soit # € I. On supposera que [z, + t] C I (sinon,
on effectue le raisonnement avec l'intervalle [x—t,x] C I). Pour y € [z, z+1],
on a

[u(y)] = [u(@)] = [o/l|2]z = yI'* > Ju(z)] - '/2][|]2.

Si, au point z, on a |u(x)| < 2t/2||W||2, on a a fortiori |u(zx)| < 2tY/2||ul| 41,
majoration qui nous convient.

Si par contre on a |u(x)| > 2tY2||u/||2, il suit que |u(y)| > |u(z)|/2 pour
tout y € [z, 2 + t], et donc

lull3 > t |u(z)[? /4

ou encore |u(z)] < 2072 |ulla < 2672 |ul| g1 -



60 D. H. Distributions

On a donc montré que u est bornée sur I, avec 'inégalité de Sobolev

lllos < 2 (2 +¢712) [lufl 1 - 0

Nous identifierons donc désormais implicitement toute fonction v € H'(I)
avec son représentant continu.

C Densité dans H'(])

Proposition 5.8 L’espace D(R) des fonctions test est dense dans H'(R).

Preuve On va procéder par troncature et régularisation. Soit u € H'(R).

e Tronquons : On choisit une fonction plateau paire x1 € D(R) telle que
0 < x1 <1, avec x; =1 sur l'intervalle [—1,1] et supp x1 C [-2,2].

Pour n € N, soit x,, € D(R) la fonction plateau paire telle que x, = 1
sur l'intervalle [—n, n], et x,(z) = x1(z — n) sur intervalle [n, co|, de sorte
que [[x5llco = lIX]illoo =: ¢ pour tout n € N*.

/ X1 A\

0 1 2 n n+1l

Soit € > 0. Pour n € N*, on introduit

vn = xnu € L*(R) C D'(R)
de sorte que v}, = xhu + xnu' € L*(R).

La distribution v, appartient donc encore & 'espace de Sobolev H'(R), et
elle est maintenant a support compact. De plus, la suite (v,) converge vers
u dans H'(R) puisque I'on a

1/2
lu— vallz < ( / u?)
|z|>n

et [lu" — vy ll2 < [(xn = D u'll2 + x5, ull2

[ W[
jal>n ja|>n

e Régularisons : On part désormais d'une fonction v € H'(R) qui est &
support compact, et on veut I’approcher dans H!(R) par des fonctions tests.
On consideére donc une approximation de 'unité (p,) définie pour n € N*
par p,(z) = n p(nzx), ou p € D(R) est positive et d'intégrale 1. On introduit
wy, = v * p,. Comme convolée d’une fonction de L?(R) & support compact
et d’une fonction test, la convolée w,, est bien définie et appartient a D(R).
Il s’agit de voir que ||wy, — v||z1 — 0 quand n — oco.
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La proposition 1.15 assure que ||w, — v|2 — 0 quand n — co.

La proposition 1.13 affirme que I'on peut dériver la convolée du coté de
la fonction C°°, soit w], = v * p},, mais ce n’est pas tres utile ici... On va voir
que I'on peut également dériver la convolée du coté de la fonction v € H?, ce
qui donnera 1’égalité w!, = v' * p, ! Il suivra ||w], — v'||]2 = 0 quand n — oo,
ce qui assurera finalement la convergence ||w,, — v||z1 — 0.

Revenons sur le point qu’on a admis. Pour z € R, on peut écrire

w(z) = /R Ao — ) o(t)dt = —(v,gh)

ot la fonction v € L?(R) C L{ (R) est identifiée & la distribution T}, et ol

loc
9gnz € D(R) est définie par g, 5 : t — pnp(x—1t). On a donc, comme annoncé :
W (@) = 0 gu) = [ VO pala -t = (W rp)@). O
R

Remarque 5.9 Ce raisonnement (dériver d’un c6té ou de 'autre du produit
de convolution) préfigure les propositions 7.3 et 7.14.

Corollaire 5.10 Une fonction u € H*(R) tend vers 0 a l'infini.

Preuve En effet, la fonction u est limite dans H'(R), donc est limite
uniforme (proposition 5.7), d’une suite de fonctions & supports compacts.
O

Pour étendre le résultat d’approximation de la proposition 5.8 & un intervalle
I quelconque, nous commencons par prolonger les fonctions de H'(I).

Proposition 5.11 Soit I C R un intervalle ouvert. Soitu € H(I). Il existe
v € HY(R) qui prolonge u. On peut prendre v & support dans un voisinage
arbitraire de 1.

Preuve Notons I = ]a,b[. On peut se contenter de traiter le cas ou b < oo,
en prolongeant alors u & droite de b. On sait déja (proposition 5.7) que la
fonction u est continue jusqu’au bord, i.e. u € C°(Ja,b]). On fixe ¢ > 0, et
on prolonge u a l'intervalle ]a, co[ en considérant la fonction continue @ qui
est affine sur l'intervalle [b, b+ ¢] avec @(b) = u(b) et u(b+e) = 0, puis avec
u=0sur [b+e¢,+00[.

La fonction @ : ]Ja,00] — C est continue et, par construction, c’est une
“primitive” de la fonction localement intégrable g € L?(Ja, oo[) C Li (Ja, 00[)
définie par

u sur Ja, b|
g= < —u(b)/e sur [b,b+ €] :
0 sur [b+ e, +ool. a; béb—i—s

La proposition 4.5 assure que g est la dérivée au sens des distributions
de la fonction @, et donc que @ € H(]a, 0ol). O
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Notation 5.12 On notera D|; I'ensemble des restrictions a I'intervalle [
des fonctions de D(R).

0 0
Une fonction de D7, et une fonction de D([), lorsque I = R*.

Exercice 5.13 Théoréme de Borel.

1. Soit (¢n)nen une suite de nombres complexes. On veut montrer qu’il existe
une fonction f : R — C de classe C* pour laquelle f(™(0) = ¢, pour tout
n € N. Soit x : R — [0, 1] une fonction plateau, avec suppy C [—1,1] et
X = 1 sur [-1/2,1/2]. On considére la série de fonctions

x "
t— Z Cn X(tnm)m
n=0

ol t,, est la suite de réels définie par t,, = |c]| si |¢,]| > 1 et ¢, = 1 sinon.
Montrer que cette série converge uniformément ainsi que les séries dérivées
de tous ordres, et que sa somme f € C®°(R) vérifie f(™)(0) = ¢, pour tout
n € N.

2. En déduire que, si I = ]a, b[ est un intervalle borné, on a Dj; = C*°([a, b]),
ou C*([a,b]) désigne Pensemble des fonctions f : [a,b] — C qui sont de
classe C'*° “jusqu’au bord”.

Corollaire 5.14 Le sous-espace Djy C H'(I) est dense.
Mieuz, siu € H'(I) et € >0, il existe f € Dy telle que [Ju — flloo < ¢,
et [l — f'll2 <e.

Preuve Soit u € H(I), que I'on prolonge en @ € H'(R) (proposition
5.11). La densité de I’espace des fonctions tests dans H'(R) (proposition
5.8) fournit, pour € > 0, une fonction w € D(R) avec

@ — 0 grry < €.
La restriction w = w|; € C*°(I) vérifie a fortiori
lw = ullgry <@ =l grir) < e

La derniere précision découle alors de la proposition 5.7, qui permet de
contrdler la norme uniforme par la norme de H'. O

D L’espace Hi([)

On a montré la densité de Dy dans H L(I). Intéressons nous maintenant
a I'adhérence de D(I) dans H(I).
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Proposition 5.15 L’adhérence de D(I) dans H'(I) est l’espace

Hy(I)={uec HYI)| lim wu(z)= lim wu(z)=0}.

xz—inf z—sup [

L'espace H}(I) est constitué des fonctions de H'(I) qui sont nulles “au
bord” de l'intervalle I. Si I = ]a, b[ est un intervalle borné :

Hy (Ja, b) = {u € H'(I)| u(a) = u(b) = 0}.

Le corollaire 5.10 assurant 'égalité Hi(R) = H'(R), la proposition 5.15
généralise a un intervalle quelconque la proposition 5.8.

Preuve Nous procédons par double inclusion.

e La convergence dans I'espace H!(I) implique la convergence uniforme
dans C°(I) (proposition 5.7), pour laquelle la condition lim, ¢ u(z) =
limy_ssup 7 u(z) = 0 est fermée. Il suit que Padhérence de D(I) dans H'([)
est incluse dans H}(I).

e Soit maintenant u € H}(I), que 'on veut approcher au sens de la
norme || ||z, par une fonction test ® € D(I).

% Supposons en un premier temps que l'intervalle I =]a, b[ soit borné.
On a f; o' (t) dt = u(b) —u(a) = 0. Soit ¥ € D(I) une fonction test telle que
||u' — || soit petite. On observe que 'intégrale f; 1 (t) dt est petite puisque

A==

et donc 1 n’est pas loin d’étre la dérivée d’une fonction test. Fixons donc
une fois pour toutes une fonction p € D(I) d’intégrale ff p(t)dt =1.

< (b-a)' P =2,

La fonction ¢ = 9 — (f; P)p € D(I) est encore une fonction test,

elle est encore proche de v/, mais on a maintenant f;Lp = 0. On introduit
donc 'unique primitive ® € D(I) de ¢ qui soit a support compact. Par
construction [|® — /|| = || — /||2 est petite. On a de plus pour tout x € T

8() — u@)| < [ lelt) /(O] de < (- ) o — .

Il suit que ||® — ul|z1 est petite. D’out la densité de D(I) dans Hg ().

x Le cas I = R faisant I'objet de la proposition 5.8, il nous reste a
traiter le cas d’un intervalle semi-borné. On pourra supposer que I = |0, col.
Soit u € HE(I), de sorte que u(0) = 0. Soit (x») la suite de fonctions
plateaux introduite dans la preuve de la proposition 5.8, de sorte que 1'on
a comme avant | x,u — u| g1y — 0 lorsque n — oo. On a donc approché
u € H(I) par une fonction v € HZ(I) qui est maintenant nulle en dehors
d’un intervalle borné [0, N].
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On applique maintenant le cas précédent a la restriction w € H& (In) de
la fonction v & l'intervalle borné Iy = ]0, N[. On obtient donc une fonction
® € D(In) C D(I) qui approche w dans H'(Iy). Ceci achéve la preuve,
puisque [|® —v| g1y = [P — wllg1(1y)- O

Terminons cette section par une propriété fondamentale des espaces H& (I).

Proposition 5.16 Inégalité de Poincaré Soit I C R un intervalle borné. Il
existe une constante ¢ > 0 pour laquelle on a, pour toute fonction u € H& (1) :

[ullr < cllull2.

Preuve Il s’agit, dans l'espace HE(I), de controler la norme |lullz par
la norme |||z de la dérivée de cette fonction. Notons I = ]a,b[. Puisque
u € HE(I) on a u(a) = 0, et donc pour tout x € I, la majoration

ju(@)| =

/: (1) dt] < (b~ )" ol

Il suit que
Jull2 < (b—a) [[/]|2- O

Ces résultats se généralisent, avec plus d’efforts, en dimension supérieure.

Lorsque d > 2, une fonction u € H'(Q) n’est pas toujours continue. On
peut cependant définir, lorsque 'ouvert  C R? est régulier, une application
“valeur au bord” (ou trace)

u € HY(Q) — y(u) € L*(09),

qui est continue et qui coincide avec la valeur au bord usuelle lorsque la
fonction u € C°(Q) N H'(Q) est continue jusqu’au bord.
On définit H}(Q) comme étant 'adhérence de D(S2) dans H'(Q). Pour

un ouvert a bord régulier, on a 1’égalité
Hy(Q) = {u € H'(Q) | 7(u) = 0},

autrement dit cette adhérence est I'ensemble des fonctions de H'(Q) qui
s’annulent au bord (en un sens faible).

On a également une inégalité de Poincaré, valable en toute dimension.
Pour tout ouvert borné Q C R, il existe une constante pour laquelle on a
une estimation

lull2 < C (Y 185ull2),

1<j<d

valable pour toute fonction u € H} ().
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E Probléme de Dirichlet en dimension 1

Soient [a,b] C R un segment, et deux fonctions f,q : [a,b] — R. On
s’intéresse au probleme de Dirichlet

{ —u" +qu=f

u(a) = u(b) = 0. (5:5)

On supposera que g > 0, et on souhaite montrer ’existence et I'unicité des
solutions. Noter au contraire que I’équation v” + u = 0 (donc avec ¢ = —1
et f =0), avec la méme condition de Dirichlet u(a) = u(b) = 0, admet des
solutions non triviales lorsque b = a + km, k > 1.

Le cas ou les fonctions f et ¢ sont régulieres est classique et élémentaire.
Nous le proposons ci-dessous en exercice pour mémoire.

Exercice 5.17 Probléme de Dirichlet classique Soient ¢, f € C%([a,b],R).

1. Pour t € R, montrer qu'il existe une unique solution u; € C?([a,b]) du
probléme de Cauchy —u” + qu = f, avec condition initiale u;(a) = 0 et
uj(a) = t.

2. Montrer que l'ensemble E des solutions u € C?([a,b]), qui s’annulent au

point a, de I’équation différentielle —u” + qu = f est un espace affine de
dimension 1.

3. On suppose désormais que g > 0.

(a) Montrer que si v € C?([a,b]) est solution de —v” + qu = 0, avec v(a) =
v(b) =0, alors v est nulle.

(b) En déduire que 'application ¢ € R — u:(b) € R est bijective.

(c) Montrer finalement ’existence et ['unicité des solutions au probleme de
Dirichlet classique (5.5).

Nous nous intéressons maintenant au probleme de Dirichlet (5.5), avec
des données non régulieres ¢, f € L*(I). Ce cas d’école nous permettra de

voir comment peut étre mise en jeu la structure hilbertienne de 1’espace de
Sobolev H} ().

Proposition 5.18 Probléme de Dirichlet faible

Soit I = |a,b[ un intervalle borné. Soient q, f € L*(I,R), avec ¢ > 0.
1. 1l existe une unique fonction u € H}(I) (donc avec u(a) = u(b) =0)
telle que —u" 4+ qu = f (5.5) au sens des distributions.
2. Lorsque q,f € C%[a,b],R) la solution précédente u € H(I) est

réguliére, i.e. on a u € C*([a,b]), et elle est solution du probléme de
Dirichlet (5.5) au sens classique.

Nous utiliserons le résultat suivant ot ’on voit que, sous I’hypothese ¢ > 0,
on peut remplacer la restriction & H}(I) du produit scalaire (5.4) de H*(I)
par un produit scalaire qui est adapté au probleme que ’on étudie ici.
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Lemme 5.19 Soit I = Ja,b[ un ouvert borné. On suppose que la fonction
q € L'([a,b],R) vérifie ¢ > 0. L’expression

(u1,u2) € HY(I) x HY(I) = (u1,u2)y = /qu1u2+ u g’ (5.6)
I

définit un produit scalaire hermitien sur H}(I) dont la norme associée est
équivalente a la norme || || g1 .

Preuve Puisque H}(I) C CO(I), Pexpression ci-dessus définit une forme
sesquilinéaire hermitienne. Pour u € H}(I), les inégalités de Sobolev et de
Poincaré assurent que

/IUI2 + P < ((b=a)® + ) [[WlIF < ((b—a)® +1) (/q [ul? + ')
I 1
et /IqIUI2 +u'f? < /Iq lullZe + ' < (0= a®)? llall + 1) lullZ -

11 suit que le produit hermitien (, ), est défini positif, ainsi que I’équivalence
des normes annoncée. ([

Preuve de la proposition 5.18

e Une fonction u € H}(I) est solution du probléeme de Dirichlet (5.5) si
et seulement si on a, pour toute fonction test ¢ € D(I), I’égalité

/qsoquso’U':/sOf.
I

C’est le cas si et seulement si les deux formes linéaires continues

w € HY(I) »—>/qwu+w'u'€@
I
wGHS(I)H/wa(C

sur H}(I) coincident sur le sous-espace vectoriel dense D(I) C HE(I), et
donc partout.

La fonction u € H}(I) est donc solution du probléeme de Dirichlet faible
(5.5) si et seulement si on a 1’égalité

(w,u)q := /qwu+ w'u' = /wf pour toute w € Hg(I).
I I

e Considérons donc la forme linéaire continue w € H}(I) — [wf € C.

D’apres le lemme 5.19 et le théoreme de représentation de Riesz dans ’espace

de Hilbert H}(I) muni de la norme associée au produit scalaire ( , ), il existe
une unique fonction u € H{(I) telle que

(w, u)g = / wf
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pour toute w € H(I). Cette fonction u € HE(I) est donc 1'unique solution
de notre probleme de Dirichlet faible.

e Lorsque f et ¢ sont régulieres, la régularité de la solution u € H&(I ) C
CY(I) s’obtient par bootstrap, comme au corollaire 4.19. O

Dans la proposition précédente, les distributions se sont naturellement
invitées puisque nous avions pris soin de prendre des données non régulieres
pour que la méthode de I'exercice 5.17 ne s’applique pas. Cette illustration
de 1'utilité des espaces de Sobolev est donc un peu artificielle.

La résolution du probléme de Dirichlet en dimension supérieure, pour
des données régulieres, fournirait une illustration plus convaincante de la
méthode présentée.



6. Distributions en dimension quelconque

L’aboutissement de ce chapitre sera d’obtenir une solution fondamentale
E € D'(R%) pour l'opérateur Laplacien A = Z‘j:l 0? /(9563 en dimension
d > 1, c’est-a-dire une distribution telle que AE = J.

L’intérét de disposer d’une solution fondamentale apparaitra au chapitre
7 lorsque nous aurons défini la convolée de deux distributions.

Pour obtenir E nous allons opter dans la mesure du possible pour des
raisonnements qualitatifs qui, en 'occurrence, feront intervenir le support
ainsi que I’homogénéité des distributions considérées.

Dans tout ce chapitre Q C R? désignera un ouvert.

A Distributions a support compact

Commencons par controler 'ordre d’une distribution a support compact.

Proposition 6.1 Une distribution T € D'(2), dont le support suppT C 2
est compact, est d’ordre fini.

Preuve Le support supp de T étant une partie compacte K C €, le
S-voisinage fermé de K, soit Vs(K) = {x € R?| d(z, K) < 0}, est également
une partie compacte de €2 lorsque 0 < § < d(supp 7, °Q?).

Choisissons une fonction plateau x € D(Q) telle

que x = 1 sur Vs(K) (voir le corollaire 1.27), et Q
notons L C  le support de x. Pour ¢ € D(2),

on observe que les fonctions ¢ et xp coincident

sur Vs(K). Il suit que supp (p—xp)Nsupp T’ = 0,

et donc que (T, ) = (T, xp).

La fonction ¢ étant a support dans L, il existe

un entier k£ € N et des constantes C,c > 0 (qui

dépendent de L et de x, mais pas de ¢ tels que

(T, o) = (Toxo) < ¢ > 110"z <C Y N10%lery <C > 110%]l

lal<k lal<k lal<k

(on a subrepticement utilisé la formule de Leibniz). Cette majoration étant
valable pour toute ¢ € D(2), indépendamment de son support, il suit que
T est d’ordre fini au plus k. O

68
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Définition 6.2 On introduit l’espace £(Q) = C*(R2) de toutes les fonctions
de classe C* sur Q.

Rappelons qu’'une distribution est une forme linéaire 7' : D(Q2) — C sur
I’espace vectoriel des fonctions tests qui vérifie la “condition de continuité”
(2.2). On va montrer que, lorsque T' € D'(Q) est & support compact, elle
se prolonge en une forme linéaire sur l'espace £(£2), vérifiant encore une
“condition de continuité” (6.1). On a plus précisément I’énoncé suivant.

Corollaire 6.3 Soient T € D'(Q) une distribution & support compact, et
k € N son ordre.
Pour chaque fonction ¢ € £(Q), la valeur de (T, x1) ne dépend pas du
choiz d’une fonction x € D(Q) constante égale a 1 au voisinage de suppT'.
La forme linéaire T : 1 € E(Q) — (T, xv) € C prolonge T, et vérifie
Uestimation suivante : pour tout voisinage compact L C € de suppT, il
existe une constante ¢(L) avec

(T )| < e(L) D 110l poe(ry (6.1)

|| <k
pour toute fonction ¢ € £(Q).

Preuve Soient L C {2 voisinage compact du support de T', et x € D(2) une
fonction plateau telle que x = 1 sur L. Pour une fonction ¢ € £(Q2), on pose
(T, ) = (T, x®). Alors T : £() — C est une forme linéaire, et elle vérifie la
condition (6.1) pour ce choix de compact L. Si ¢ € D(Q2), on a ¢ — xp =0
au voisinage de supp T, donc (T, ) = (T, x¢) = (T, @), c’est-a-dire que T
prolonge T'.

Il nous reste & montrer que la forme linéaire T’ construite ci-dessus ne
dépend pas du choix du compact L ni de la fonction plateau x : si (L1, x1)
et (L, x2) sont deux tels choix, on a x19 — x2¢» = 0 au voisinage de supp T’
et donc 'égalité (T, x11) = (T, x2¢) pour toute ¢ € £(Q). O

Par la suite, on oubliera la notation T et I'on confondra la distribution
a support compact T € D’'(f2) et son prolongement 7" & ().

Remarque 6.4 Tant qu’on y est, on peut noter que si 7' € D'() est une
distribution a support compact d’ordre au plus k, elle se prolonge en une
forme linéaire continue sur C*(Q) et donc sur C*(RY) (cette assertion est
un écho de la proposition 2.12).

On munit £(£2) de la topologie naturelle “de la convergence uniforme,
sur chaque compact, de chacune des dérivées partielles” (exemple 12.10.4).
Pour cette topologie, une distribution 7' € D’(2) & support compact sera un
élément du dual continu de £(2). On peut montrer qu’on obtient ainsi toutes
les formes linéaires continues sur £(£2), ce qui justifie la notation suivante.
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Notation 6.5 On notera £'(2) C D'(Q2) le sous-espace des distributions
T € D'(Q2) a support compact.

Remarque 6.6 Les fonctions de £(R?) se restreignant & l'ouvert 2 en des
fonctions de £(Q), chaque distribution T' € £'(2) définit une distribution
Sp € &(RY) en posant (Sp,f) = (T, fijo) pour toute f € E(R?). Do
une injection naturelle 7' € &£'(Q2) — S € &'(RY), qui identifie £'(Q) avec
'ensemble des distributions de £(R?) dont le support est un compact inclus
dans €.

A défaut de définir précisément la topologie de £(f2), contentons nous pour
I'instant de définir les suites convergentes dans cet espace.

Définition 6.7 Une suite de fonctions (¢y,) de E(Q) converge vers v dans
E(Q) si cette suite converge uniformément ainsi que chacune de ses dérivées
partielles sur chacun des compacts de 2, autrement dit si et seulement si :
pour tout compact L C Q et tout multi-indice « € N¢ on a

supy, |0, — 0%| — 0 quand n — oo.
Comme conséquence immédiate des définitions, on a I’assertion suivante.

Proposition 6.8 Soient T' € £(Q2) une distribution a support compact, et
(¥n) une suite de £(S2) convergeant vers i € E£(Q) dans cet espace. Alors

(T ¢hn) = (T, 9) .

Remarque 6.9 On observera que lorsque T € £'(Q2) et ¢ € £(N) sont a
supports disjoints, on a encore (T, 1) = 0 (voir 3.41).

Exercice 6.10 Montrer que les expressions suivantes définissent des distributions
T € D'(]0,00[) qui ne sont pas la restriction de distributions 7' € D'(R) :

L T:peD]0,00]) = 30° cnp™(1/n) € C, lorsque (c,) est une suite de
complexes non nuls ¢, € C*.

2. T:p€D(0,00]) — [, e/ %p(x)dx € C.

B Distribution a support un singleton

L’aboutissement de cette section sera la description des distributions
supportées par un point. On commence par des résultats qui sont intéressants
indépendamment de cet objectif.

Rappelons qu’il ne suffit pas que la fonction test  s’annule sur le support
de la distribution 7" pour que (7', p) = 0. Par contre, on a le résultat suivant.
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Proposition 6.11 Soit T € D'(Q) une distribution d’ordre fini k.

Soit p € D(Q) une fonction test. On suppose que v, ainsi que toutes ses
dérivées partielles d’ordre au plus k, sont nulles sur le support de T. Alors
on a (T, ) =0.

Remarque 6.12 On retrouve ainsi le fait que 5((]k) € D'(R) est d’ordre au
moins k (et donc d’ordre k, voir I’exemple 2.9). En effet pour € :  — zF et
une fonction plateau x valant 1 au voisinage de 1’origine, on constate que la
fonction test ¢y, : @ — x(x)ex(z) a toutes ses dérivées d’ordre au plus k — 1
nulles en l'origine, tandis que <(5ék), k) # 0.

La preuve de la proposition 6.11 est d’ailleurs basée sur le principe utilisé
dans ’étude de 'exemple 2.9, a savoir 'utilisation d’un kit de bricolage.

Lemme 6.13 Soit L C R? un fermé. Il existe des fonctions x. € E(R?)
(e > 0) telles que xe = 1 sur V.(L), avec supp xe C V3.(L), et telles que
pour tout multi-indice a € N il existe une constante co avec

10%Yelloo < Cac™® pour tout € > 0.

Preuve On reprend la construction des fonctions plateaux (corollaire 1.27),
en se préoccupant maintenant de la taille des dérivées. Soit donc une fonction
test p € D(R?) positive et d’intégrale 1, & support dans la boule unité. Pour
e > 0, on pose p-(x) = e %p(x/e) (3 support dans la boule de rayon ¢) et 'on
définit x. = pe* 1y, (1) (convolution D* L>°). Les deux premieres conditions
sont satisfaites et I’on a, pour chaque o € N%, ’égalité 0%y, = (8“p5)*]1V26(L)
d’ou l'estimation :

10 Xelloo < 10% el 1y (1) lloo = 10%pelln
- / e (dHaD|gop(x ) da = e~ 1o | 0% . O

Lemme 6.14 Soit L C R? un fermé. Soit ¢ € D(R?) telle que ¢ et toutes
ses dérivées partielles d’ordre au plus k s’annulent sur L. Alors il existe une
constante c(y) telle que, pour tout € > 0 et tout multi-indice o € N tel que
la] <k, on ait

10%p|| oo (. (1)) < clp) eFTimlel,

Preuve Puisque la fonction ¢ = 9%p s’annule sur L, ainsi que ses dérivées
partielles d’ordre k — |, il suffit de démontrer la propriété pour a = 0.
Soit y € V.(L). On choisit un point = € L avec d(z,y) < e. Pour évaluer
©(y), on utilise 'inégalité de Taylor-Lagrange entre les points z et y.
Toutes les dérivées d’ordre au plus k de ¢ s’annulant au point z, la partie
polynomiale du développement de Taylor disparait et le résultat suit puisque

D o]l o

| D]
lp(y)] < NS [l < 5% A U

=kt 1)

ly — x|
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Preuve de la proposition 6.11 Soit ¢ € D(2), nulle sur supp 7" ainsi que
ses dérivées partielles d’ordre au plus k. On veut montrer que (T, ) = 0.

Soit L = supp 1. Pour € > 0, soit la fonction x. du lemme 6.13.

Soient K C  un compact, et ¢ € Di (). Pour tout € > 0, la fonction
© — Xe est nulle au voisinage de L = supp T, donc on a (T, p) = (T, x-¢).
Puisque supp (x:) C supp ¢, il existe une constante cx indépendante de e
pour laquelle on a d’apres les lemmes 6.13 et 6.14, pour tout € > 0 :

(T, xe0)| < e D> 110" (xe@) oo (v (1)

ol <k
<e Y 1070 os 1970l oo v (1)
1Bl-+<k
<e Y eBlehl < ee,
EmES

la lettre ¢ désignant diverses constantes indépendantes de ¢. Il suit, en faisant
tendre ¢ vers 0, que (T, ¢) = 0. O

On en déduit le théoréme de structure suivant.

Corollaire 6.15 Soit T € D'(RY) une distribution de support le singleton
g € R Soit k € N Uordre de T. Alors il existe une unique famille de
compleres (Ca)|a|<k aveC

T=" ca0(0a).

o<k

Preuve On peut supposer sans perte de généralité que xo = 0.

e L’assertion d’'unicité revient a dire que les dérivées (0“(dz,))aend SONt
linéairement indépendantes. Pour le prouver, choisir une fonction plateau
X € D(R?) avec x = 1 au voisinage de l'origine, et tester 1'indépendance
de la famille en évaluant une combinaison linéaire de ces distributions sur
chacune des fonctions (xe€g)gene POUr €5 @ zP.

e Pour l'existence, on écrit la formule de Taylor pour ¢ € D(f2) en
lorigine a 'ordre k. On tronque la partie polynomiale de ce développement

par la fonction x pour obtenir une décomposition de ¢ en somme de deux
fonctions tests :

plw) = x(w) (X ~10p(0)a%) + R(x),

o<k

ou le reste R € D(f) a toutes ses dérivées d’ordre au plus k nulles en
Iorigine.
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La proposition 6.11 assure que (T, R) = 0. On a donc 1’égalité

(T.¢) = 32— 0%(0) (T, xea)

—1)lel
— Z (( D) (T, Xeo)) (0%(b0), ¥) -

Ilsun;queﬂﬂ::§jkﬂ§k(i:gfi<IyX@Q) 8% (60).- O

Exercice 6.16 Résoudre I'équation 2*T = 0, d’inconnue T € D'(R).

C Solutions fondamentales pour 'opérateur A

On travaille dans R euclidien, que 'on munit de sa structure euclidienne
standard pour laquelle la base canonique est orthonormée.

Définition 6.17 Une solution fondamentale pour l’opérateur laplacien A =
Z?:l 62/8]2 est une distribution E € D'(RY) telle que AE = &.

Exemple 6.18 Sur R, la fonction localement intégrable E; : z +— |z|/2
est une solution fondamentale pour 'opérateur A en dimension 1 (dérivée

seconde).
Cette assertion résulte de la formule des sauts, une premiere fois “sans
saut” pour voir que E] = —(1/2)1g- + (1/2)1r+, puis une seconde fois pour

voir que EY = dp.

Notation 6.19 Pour d > 2, on note wy = o(S?!) le volume (d — 1)-
dimensionnel de la sphere unité S—! (voir le chapitre 11 pour la définition de
la mesure superficielle o, ainsi que I’exercice 11.21 pour une valeur explicite
de wg). On a notamment wy = 27 et w3 = 47/3.

On introduit les fonctions localement intégrables suivantes sur R? :

1
EQ:xERQF—)TIOgHLUHER sid=2
7r

Ei: GRdl—)i
e (d —2)wq

|z]|>¢eR sid>3.

Théoreme 6.20 Pour chaque d > 2, on a
AFE;=4p.
Autrement dit, E; est une solution fondamentale pour le laplacien sur R?.

Nous donnons une premiere preuve de ce résultat. Nous le retrouverons
ultérieurement, comme application de la formule des sauts en dimension
supérieure, a la proposition 11.24.
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Remarque 6.21 Comment peut-on pressentir ces solutions fondamentales ?
L’opérateur A s’obtient en prenant la trace de la Hessienne, relativement a
une base orthonormée. C’est donc un opérateur invariant par rotation (voir
la remarque 9.13 et 'exemple 9.14). Il est donc raisonnable de chercher une
solution fondamentale qui soit également invariante par rotation.

Notons r(x) = ||z||. Une fonction G : R? — R est invariante par rotation
(on dit également que G est radiale) si elle s’écrit sous la forme G = gor
pour une fonction g : [0,00]— R. Lorsque g est réguliere, on a 1'égalité
AG = (¢"or) + =L (g or) sur R?\ {0} (voir I'exercice 1.30).

Posons h = ¢'. La fonction G vérifie AG = 0 sur R?\ {0} si et seulement
si h est solution de I’équation différentielle b’ + %h = 0, autrement dit si
h est multiple de la fonction 7 — =% 11 vient alors ¢ multiple de 7 — 24
lorsque d > 3, et g multiple de r — logr lorsque d = 2. Les fonctions Ejy
sont donc harmoniques (i.e. de Laplacien nul) sur R?\ {0}. Il n’y a plus qu’a
étudier ce qui se passe au voisinage de l’origine.

On commence la preuve du théoreme 6.20 par un lemme.

Lemme 6.22 Soit T' =}, <, Ca 0700 € D'(RY) une distribution supportée
en Uorigine. Alors T est homogéne, de degré —d — k, si et seulement si les
seuls coefficients non nuls dans cette combinaison linéaire correspondent aux
multi-indices « tels que |a| = k.

Preuve On a déja vu que la condition est suffisante (exemple 3.21 et lemme
3.22). Montrons qu’elle est nécessaire. La distribution 7" est homogene de
degré —d — k si et seulement si on a I'égalité (T, ;) = t*(T, @) pour toute
fonction test ¢ € D(R?) et tout ¢ > 0. Chaque distribution 9%y étant
homogene de degré —d — ||, on a pour ¢ € D(RY) et t > 0 :

(Tyo0) = (>t eq %60, 0y
o] <p
Il suit que T' = Z‘ a|<p Ca 0% est homogene de degré —d — k si et seulemet
si on a I'égalité
> theq 0% = > tleq 026
o] <p la|<p

pour tout ¢ > 0. Les (0%0p) étant linéairement indépendants, c’est le cas si
et seulement si on a, pour tout |a| < p et tout t > 0, I'égalité

the, = el Ca s

soit ¢ = 0 lorsque || # k. O

Exercice 6.23 Soit (S;)1<j<n des distributions non nulles sur R%. On suppose
que chaque S; est homogene de degré k; avec k; # k; lorsque ¢ # j. Montrer que
cette famille est libre, puis retrouver le résultat du lemme 6.22.
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Preuve du théoréme 6.20

La fonction E,; est localement intégrable sur R? (exercice 1.31). Elle
définit donc une distribution sur R

On a vu & la remarque 6.21 que AE; = 0 sur R?\ {0}. Le laplacien AEy
est supporté par l'origine, c’est donc une combinaison linéaire de dérivées
de masses de Dirac en 'origine.

Pour voir que AE,; est un multiple de dg, il va suffire de raisonner par
homogénéité.

e Supposons en un premier temps que d > 3. Dans ce cas, la fonction
E4 est homogene de degré 2 — d sur RY\ {0}, et il en va de méme de la
distribution E; € D'(R?) qui lui est associée. Le lemme 3.22 assure que
AE; € D'(R?%) est une distribution homogene de degré —d. D’autre part,
le lemme 6.22 assure que les seules distributions homogenes de degré —d
supportées par l'origine sont les multiples de la masse de Dirac en l'origine.
Il existe donc une constante ¢4, qui reste & déterminer, telle que AE; = ¢4p.

Pour déterminer ¢4, on va tester AFy sur une fonction plateau p €
D(RY) invariante par rotation, avec p = 1 au voisinage de l'origine. On
se permettra d’écrire p = p(r). On a alors en intégrant en coordonnées
sphériques (proposition 11.20) :

(Ar?=d p) = (1?77, Ap)

> -1

= wy / 1"2_d (p// + d ,0/) rd—l dr
1 T

= wy / (rp" +(d—1)p') dr = (2 — d)wgq
1

apres une intégration par parties. [l

e Lorsque d = 2, la distribution Fs n’est plus homogene. Mais on a
néanmoins, pour toute p € D(R?) et tout ¢t > 0 :

(Alog [lz], e(x)) = (log 2], (Age) (@)
- / log [l2]] £ (Ag)(tx) da

:/(logHyH —logt) (Ap)(y)dy

— (Alog|lz]l, ) — logt / Ap(y)dy,

avec le changement de variables y = tx. Le théoréeme de Fubini assure que
J Ap = 0. 11 vient donc que AE; est homogene de degré —2. On conclut
alors comme dans le cas précédent. O

Remarque 6.24 Le fait que les solutions fondamentales F; du laplacien
soient de support singulier 'origine est d’une importance capitale. Voir en
effet le théoreme 7.27 de régularité elliptique du laplacien.



7. Convolution et EDP

A Convolution D'« D

Nous commencons par introduire la convolée d’une distribution et d’une
fonction. Cette premiere étape nous permettra, au paragraphe D, de définir
plus généralement la convolée de deux distributions.

La définition et les propriétés essentielles de la convolution des fonctions
ont été rappelées au paragraphe 1.C. En particulier, lorsque f € L1 (R9) et

loc
@ € D(RY), la convolée f * ¢ est bien définie : c’est la fonction de classe C™

définie, pour tout =z € R? par

(P o)) = [ F) ol = 9)dy = (Fmale) (71)

ol ¢V 1y = p(—y) et T2 : y — p(y — ). De plus, on peut dériver sous le
signe intégrale avec 0%(f * ¢) = f * (0%) pour tout multi-indice o € N,

Soit T € D'(R?) la distribution associée a la fonction localement intégrable
f € LL _(R?). On observe que la définition (7.1) peut également s’écrire

loc
fxp:zeR— <Tf,7'x((,0v)> eC.

Sous cette forme, nous sommes préts a étendre cette définition a la convolée
d’une distribution quelconque et d’une fonction test.

Définition 7.1 Soient T € D'(R?) et ¢ € D(RY). La convolée T % ¢ est la
fonction définie par

Txg:xeR— (T, 7.(0")) €C. (7.2)

Observons que cette définition fait sens car toutes les fonctions 7, (")
sont des fonctions tests.

Exemple 7.2 Pour a € R? et ¢ € D(R?), on a §, * ¢ = 7. En particulier,
0o * © = .

Sans surprise au vu de ce que 'on sait de la convolution des fonctions
(proposition 1.13), on a les propriétés suivantes.

76
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Proposition 7.3 1. La convolée T * ¢ d’une distribution T € D'(RY) et
d’une fonction test ¢ € D(RY) est une fonction de classe O sur RY avec,
pour tout multi-indice o € N?, les égalités

0T xp)=T*x0 =0T *¢.
2. Les supports vérifient I'inclusion

supp (T * @) C suppT + supp ¢ .
En particulier, pour T € &' (R?) et ¢ € D(RY), on a T x ¢ € E'(RY).
3. L’application (T,¢) € D'(R?Y) x D(RY) = T x ¢ € E(R?) est bilinéaire.
Preuve Soient (yi1,...,yq) les coordonnées relatives a la base canonique

(e1,...,eq) de RZ.
1. Pour z € RY, le résultat de I’exercice 2.6 assure que

(T* @)z +h) = (T *p)(x) = (T, h(1a(¢”)) = Tule”)) — 0.
lorsque h — 0 dans R?. Donc la fonction T * ¢ est continue.

Soit maintenant 1 < j < d. Pour z € RliettcRona

2 (T ) +16) — (T x)(@)) = (T, 7 (7, (al")) — (0")))

Notons 1) = 7,(¢"). On a vu & lexercice 2.6 que les fonctions (7,1 — 1)/t
convergent dans D(RY) vers —0;% lorsque t — 0. II suit que la fonction T'x ¢
admet des dérivées partielles d’ordre 1 avec

(T x p)(x) = —(T,95(x("))) = (95T, (")) = (5T % p)(x).

Par ailleurs, puisque 9;(¢") = —(9;¢)", il vient

9; (Tx(@v)) =Tz (6j(‘Pv)) =Tz ((8%0)\/)
d’ou également
0i(T*¢p)=Tx0;0p.

Le premier point assure que ces dérivées partielles sont continues, et donc
que Tx¢p est de classe C''. On conclut par récurrence sur ’ordre de dérivation.

2. On a supp (p") = —supp p, donc supp (7(¢")) = —supp ¢ + . Il suit
que, lorsque z ¢ supp T + supp ¢, on a supp (7.(¢")) NsuppT = @ et donc
T xp(x) =0.

3. Immédiat. O
Exemple 7.4 Pour a € R%, p € D(R?) et un multi-indice o € N% on a

0%(0q * @) = 0% * @ = 0q % 0% = T4(0%p).
En particulier, 0%dg * o = 0%p : dériver, c’est convoler !
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Maintenant que 1’on a défini la convolution d’une distribution et d’une
fonction, il s’agit de savoir s’en servir. Commencons par une remarque.

Lemme 7.5 Pour f € L]
les égalités

(RY) et deux fonctions tests p,1 € D(R?), on a

loc

(fxp.0) = (f,0" x ) = (o, [ 1)
On a identifié les fonctions aux distributions qui leurs sont associées (soit fx*¢
a Trep € D'(RY), f 2Ty € D(RY, et p aT, € E'(R). Les espaces dans
lesquels vivent les couples intervenant dans les expressions ci-dessus sont

successivement (C°° C D', D), puis (L] . C D', D) et enfin (D C &',C>).

Preuve Vérifier que la fonction (¢,xz) — f(t)p(x — t)1(x) est intégrable
sur R% x R4, et lui appliquer le théoréme de Fubini. O

Les expressions du lemme 7.5 conservent un sens lorsqu’on remplace f
(ou plutot Ty) par une distribution quelconque, avec ici des appariements
(C* C D', D), puis (D', D) et enfin (D C &', C). Le principe de naturalité
nous souffle donc a l'oreille la proposition suivante.

Proposition 7.6 Pour T € D'(R?) et deux fonctions tests o, € D(R?),
on a les égalités

(T x o,y = (T, 0" ) = (o, TV % ¢). (7.3)

Avant de passer a la preuve de cette proposition, nous dégageons un lemme
technique. Une distribution est une forme linéaire, elle commute donc aux
sommes finies. Une intégrale n’étant autre qu'une limite de sommes finies,
il est raisonnable que ’on puisse échanger distribution et intégrale, sous des
hypotheses raisonnables. C’est ce qu’affirme le lemme suivant.

Lemme 7.7 Soient T € D'(R?) et ® € D(R? x RY). On a I’égalité

/Rd<T,<I>(3:, ) dz = (T, /Rd Oz, )dzr ),

ot Uon note ®(x,-) 1y — ®(x,y) et [pa ®(z,-)dr :y— [pa P(z,y)dr.

Preuve Etudions séparément les deux membres de cette égalité.

Membre de gauche. La fonction = +— (T, ®(x,-)) est bien définie, et elle est
a support compact. De plus, elle est continue (cela suit du résultat de la
proposition 2.7). L’intégrale du membre de gauche est donc bien définie et
s’obtient comme limite de sommes de Riemann, soit

/Rd<T,<I>(x,-)> dx_grolond K TcI>

kezd
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Noter que, pour chaque n € N*, la somme ci-dessus est a support fini puisque
la fonction ® est & support compact.

Membre de droite. On a convergence dans D(R?) de la suite de fonctions

1
T e Z @(%,y) vers la fonction y +— /Rd ®(z,y) dzx

kezd

lorsque n — oo. En effet les supports restent dans un compact fixe de RY
(car @ est a support compact). On a convergence uniforme par uniforme
continuité de ®. Et la convergence uniforme de chaque dérivée suit du méme
argument puisqu’on peut dériver sous le signe intégrale la fonction y +—
fRd x,y) dx. Puisque T est une distribution, il suit que

(T, /qu)(x,-)d:c ) = nli_{go(T,m > ®(~.))-

kezd

De nouveau, chacune des sommes ci-dessus (pour n € N*) est une somme
finie.

Conclusion. Notre distribution 7" étant linéaire (et les sommes étant en fait
des sommes finies) on a, pour tout n € N*, l’égalité

o ST ) = (T 3

kezZd kezd

Ces égalités passent a la limite quand n — oo pour donner le résultat. [

Preuve de la proposition e Par définition de T x ¢, et linéarité de T', on a

(T % o) = / (T, al0")) () di = / (T, $(@)m(")) dec.

Rd R4
Appliquons le lemme 7.7 & la fonction ® : (z,y) — ¥(x)p(x — y). Il vient

Trp) =T, [ @) de) = (T, | wla)olo—)dz) = (T +).
e Pour y € R%, on a les égalités

(0 %) (y) = / o(—a)bly — z) dz = / o@yily + o) de.

On applique cette fois-ci le lemme 7.7 & la fonction @ : (z,y) — p(z)Y(x+y).
En observant que ¢ (x + y) = (7—,%)(y) il vient, par linéarité de T :

(T, " ) = / (@) (T, 7)) de
- / (@) (T, 7o (0Y)) da

- /(p(;l;‘) (T %) (z) dx
= (o, TV x1). O
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B Régulariser une distribution

Corollaire 7.8 Régularisation Soit (p,)nen+ une suite régularisante. Soit
T € D'(RY). On a convergence T * p, — T dans D'(R?).

Preuve Soit ¢ € D(RY). On vérifie facilement que la suite (p))nen= est
également une suite régularisante (définition 1.19). On a donc convergence
pY x @ — @ dans D(R?), et le résultat annoncé suit de 1’égalité (proposition
7.6)

(T % pn,0) = (T, pyy x ) - O

Corollaire 7.9 Troncature et régularisation

Soient Q C R un owvert et T € D'(Q). Alors T est limite, dans D'(Q), d’une
suite de distributions (Ty, )nen+ associées & des fonctions tests i, € D(L2).

Preuve On introduit, pour n € N*, le compact K,, C ) défini par

K,={xeQ|d(z,°Q) >1/n}NB(O,n).

Cette famille (K,,) constitue une exhaustion de 2 par des compacts, voir la
remarque 1.24 : tout compact K C €2 est donc inclus dans I'un des K.

Soit n € N*. Choisissons une fonction plateau x,, € D(2) telle que x,, =1
sur K, et supp xn C [O(n+1. La distribution y,, T € £'(2) se prolonge en une
distribution x,7 € &' (R%) (voir la remarque 6.6). Soit également (p,) une
approximation de l'unité, telle que supp p, C B(0,1/(2n)). On définit alors
VY = (xnT) * pn, et 'on remarque que 1, € D(R?) est & support dans Q.

On va montrer que ¢, — T dans D'(2). Soit donc une fonction test
¢ € D) C D(R?Y). On a les égalités

(thns @) = ((xXnT) * pn, ©) = (X T, p % ©) = (T, xtn (P31 %)) -

Lorsque n est assez grand, le support de p) *¢ reste confiné dans un compact
fixe K C Q. Il existe alors un entier N(K) pour lequel K C K, dés que
n > N(K), et donc xy,, (p) * ) = p). * p — ¢ dans D(Q) lorsque n — oo.
On a donc bien

(Vn, ) = (T, )

lorsque n — 0o, ce qu’on voulait. [l

Comme application de la régularisation par convolution, nous allons
démontrer le résultat suivant - qui semble bien naturel mais dont la preuve
ne s’impose pas a priori... Ce résultat nous servira notamment dans la preuve
du théoreme 9.9.

Proposition 7.10 Soit T = Ty € D'(Q) la distribution définie par une
fonction continue f € C°(Q), ot Q est un ouvert de R,

On suppose que, pour chaque 1 < j < d (resp. pour chaque a € Nd),
la dérivée partielle 0;T € D'(Q) (resp. 0*T) est définie par une fonction
continue. Alors T est définie par une fonction de classe C* (resp. C*).
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Preuve Il suffit de prouver la premiere assertion, la seconde s’en déduit par
récurrence sur l'ordre de dérivation. Nous noterons g; € C°(Q) la fonction
continue dont provient la distribution 9;7" (1 < j < d).

Premier cas. Supposons en un premier temps que = R% Donnons
nous une suite régularisante (p,), et introduisons la suite de fonctions de
classe C*® sur R? définie par f, = f * p,. Puisque f, = T * pp, on a
0j fn = 0;T * pp, = gj * pn, au sens des distributions.

Les fonctions f et g; (pour 1 < j < d) étant continues, on a convergence
uniforme locale f,, — f et 0;f, — g; lorsque n — co. Le théoréme sur les
suites de fonctions de classe C'' montre donc que la fonction f = lim f,, est
de classe C! (avec 9;f = g;).

Cas général. Maintenant 2 C R? est un ouvert quelconque. Le résultat &
montrer étant de nature locale, on va pouvoir se ramener au cas précédent.
Soient donc z € 2 et une fonction plateau y € D(2) avec x = 1 au voisinage
du point z. On introduit la distribution tronquée S = xT € £'(Q) C &' (RY).
La distribution S est définie par la fonction continue xf € CO(RY), et ses
dérivées partielles 0;S = (90jx) T + x (0;T) sont définies par les fonctions
continues (9;x) f+x gj pour 1 < j < p. Le premier cas assure que la foncton
x f est de classe C1, et donc que f est de classe C' au voisinage du point z
que 'on avait choisi. O

C Convolution & % &

Pour définir la convolée de deux fonctions localement intégrables, il suffit
que I'un des deux arguments du produit de convolution — peu importe lequel
— soit a support compact pour que leur convolée soit définie. Nous avons déja
défini la convolée D’ * D, nous définissons maintenant la convolée £ * €.

Définition 7.11 Soient S € £'(R?) et ¢ € E(RY). La convolée S * ¢ est la
fonction définie par

Sxp:xzeR— (S,7(pY)) €C. (7.4)

Observons que cette définition fait sens car toutes les fonctions 7,.(¢") sont
des fonctions de classe C'*° et on a supposé que la distribution S est a support
compact.

Exemple 7.12 Pour a € R? et ¢ € £(R?), on a 6, % = 7,¢. En particulier,
o * o = ¢.

Sans surprise, on a les propriétés suivantes qui font écho aux propositions
7.3 et 7.6.
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Proposition 7.13 1. La convolée S * ¢ d’une distribution S € E'(R?) et
d’une fonction régulicre o € E(RY) est une fonction de classe C™ sur R?
avee, pour tout multi-indice o € N%, les égalités

0%(S*xp)=S%x0% =0 *p.
2. Les supports vérifient l'inclusion

supp (T * ) C suppT + supp ¢ .
3. L’application (S, ) € &'(RY) x ERY) S * ¢ € E(RY) est bilinéaire.
4. Pour S € £&'(RY), p € ERY) et une fonction test 1p € D(R?), on a
(S*p, ) = (S, 0" x ) = (p, 8 x9).
Dans les égalités ci-dessus, on a respectivement les appariements
(EcD,D), (£.¢&), (£cD,D).

Preuve La preuve est laissée au lecteur. Il pourra au choix reprendre les
arguments précédents, ou bien se ramener au cas D' * D en localisant.  [J

D Convolution D’ x &’

Dans ce paragraphe, nous apprenons a convoler deux distributions, dont
I'une est a support compact. Ceci nous permettra d’utiliser des solutions
fondamentales (voir les définitions 6.17 et 7.20) pour montrer notamment des
théoremes de régularité a priori pour les solutions d’équations aux dérivées
partielles a coefficients constants, comme AT = S ou plus généralement
P(O)T = S (proposition 7.22 et théoremes de régularité elliptique 7.27 et
9.9).

La proposition 7.6 nous fournit un angle d’attaque pour introduire, en
suivant le désormais familier principe de naturalité, la convolée de deux
distributions.

Proposition 7.14 1 Soient T € D'(R%) et S € £'(R?). L’expression
T+S:peDRY— (T,8Vx¢p)eC
définit une distribution T * S € D'(R?).

2. On a, pour tout multi-indice o € N, 1’égalité
ONT*8S)=T*0S =0T *S.
3. Les supports vérifient l’inclusion
supp (T' « S) C suppT + supp S.

4. L application (T, S) € D'(R?) x &'(RY) s T x S € ERY) est bilinéaire.
5. Enfin, on a pour toute o € D(R?) les égalités

(T %S, 0) =(T,8Y %) = (S, TV * ). (7.5)
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Dans les égalités (7.5) ci-dessus, on a respectivement les appariements

(D', D), (D.,D), (£€).

Remarque 7.15 Dans I"équation (7.5), qui fait écho a (7.3), la premiere
égalité reprend désormais simplement la définition de la distribution 7 % .S,
I'information nouvelle se situant dans la derniere égalité.

L’identité (7.5) nous permet de définir la convolée T x S € D'(R?) de
deux distributions S et 7', dont 'une au moins est & support compact, de

sorte que
SxT =T=xS§S.

1l suffit, pour ¢ € D(RY), de poser (T xS, @) = (T, SV x @) = (S, TV * ©).

Exemple 7.16 Pour une distribution 7' € D'(R?), un point a € R? et un
multi-indice & € N, on a (0%0,) * T' = 7,(0%T). En particulier, d est une
unité pour le produit de convolution.

La preuve de la proposition 7.14 reprend des idées désormais familieres.
Nous la reportons a la section F pour en arriver plus vite aux conséquences.
Le résultat suivant sera d’une importance cruciale dans les résultats de
régularité elliptique.

Proposition 7.17 Soient T € D'(R?) et S € £'(RY). On a linclusion
suppsing (T % S) C suppsing T + suppsing S .

Preuve Soit € > 0. On choisit, grace au corollaire 1.27, une fonction
plateau xs € D(R?) telle que xs = 1 au voisinage de suppsing (S) et avec
supp (xs) C V-(suppsing S). La méme construction (convoler la fonction
indicatrice d’un voisinage de supp sing (7') par une fonction test positive de
masse 1) donne une fonction y7 € £(R?) telle que y7 = 1 au voisinage de
suppsing (T') et avec supp (x7) C V:(suppsing T').

Par définition du support singulier, les deux distributions (1 — xg)S et
(1 — x7)T sont définies par des fonctions de classe C*°, et donc

TS =T+ (1= xr)T)*(xsS+ (1—xs)5)
= (xs9) * (xzT) + F
ol la fonction F' est de classe C*°. 1l suit que
suppsing (T % S) C supp (xsS) + supp (xr7T)
C V-(suppsing T') + V- (supp sing S)
C Vac(suppsing T' + supp sing S) .

Cette inclusion est vérifiée pour tout € > 0. La somme d’une partie fermée
et d’'un compact de R? est une partie fermée de R?. Le résultat suit. O
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E Solutions fondamentales et parametrix

Tous les opérateurs différentiels considérés seront a coefficients constants.

Notation 7.18 Soit un polynéme P € C[X, -, Xg].
L’opérateur différentiel & coefficients constants associé sur R? est défini par

P(3) = 3 i<k a0 lorsque P(X1, -, Xq) = 31 caX®
Ol\l Xa = H;'lzl Xjaj

Exemple 7.19 Pour le polynéme P : (X1, -, Xy) — Z;l:1 Xj?, on obtient

. —d O
le laplacien P(0) = 375, 9F = A.
Définition 7.20 Soit P(9) un opérateur différentiel a coefficients constants.
On dit qu’une distribution E € D'(RY) est une solution fondamentale (ou
bien, une solution élémentaire) pour l'opérateur P () lorsque P(J) E = 0.

Nous avons exhibé des solutions fondamentales pour le laplacien au chapitre
3, section C. Voici un autre exemple qui nous permettra, au corollaire 11.23,
de voir la formule de Cauchy avec un ceil neuf.

Exercice 7.21 On identifie C ~ R2, avec les coordonnées z = x + iy, et I'on

introduit 'opérateur 0s = % défini par 0z = % (@ + Za%)

xr
1. Montrer qu’une fonction f : C — C de classe C'! est holomorphe ssi 85 f = 0.
2. Montrer que la fonction z — 1/z définit une distribution 7' € D’ (R?).
3. Montrer que T est homogene, et préciser son degré d’homogénéité.
4

. En déduire qu’il existe une constante ¢ € C telle que %T = cdg.
On montrera a l'exercice 8.25 que ¢ = 7.

Proposition 7.22 Supposons que l'opérateur différentiel P(0) admette une
solution fondamentale E. Alors, pour toute distribution a support compact
S € E'(RY), on a légalité

PO)ExS)=S=ExP(0)S.
En particulier l'opérateur P(0) : &' (RY) — &'(RY) est injectif.
Preuve Immédiate avec la proposition 7.14. U

Remarque 7.23 Tout opérateur différentiel a coeflicients constants possede
une solution fondamentale !.

L’application A : D'(R?) — D'(RY) n’est pas injective. Par exemple, la
distribution associée sur R? & la fonction (71, z2) — 22 — 23 est harmonique.

1. P. Wagner. A new constructive proof of the Malgrange-Ehrenpreis theorem. Amer.
Math. Monthly, 116 :457-462, 2009.
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Lorsqu’on est uniquement intéressés par les questions de régularité, on peut
travailler “aux fonctions de classe C*° pres”. Ce qui va nous amener a la
définition suivante.

Définition 7.24 Soit P(0) un opérateur différentiel a coefficients constants.
On dit que la distribution 11 € D’ (Rd) est une paramétriz pour l’opérateur
P(0) lorsque P(O)II = 8§y +w, ot w € E(R?) est une fonction de classe C°.

Exemple 7.25 Une solution fondamentale pour 'opérateur P(9) est & plus
forte raison une paramétrix pour ce méme opérateur.

Il est beaucoup plus facile de construire une paramétrix qu’une solution
fondamentale. Nous construirons, en utilisant la transformée de Fourier, une
paramétrix pour tout opérateur différentiel “elliptique” (théoreme 9.9).

Exercice 7.26 Soit E € D'(R?) une solution fondamentale pour 'opérateur
différentiel P(3). On suppose que suppsing (E) = {0}. Soit x € D(R?) telle que
X = 1 au voisinage de l'origine. Montrer que YE; € £ (R?) est une paramétrix a
support compact pour le laplacien, et que supp sing (II) = {0}.

Constater que ce résultat s’applique aux opérateurs A sur R? et 9; sur C.

Théoréme 7.27 Soit P(0) un opérateur différentiel a coefficients constants.
Supposons que P(0) admette une paramétriz 11 € D’(Rd) dont le support
singulier soit origine : suppsing (IT) = {0}.

Soit © C RY un ouvert et T € D'(Q). On a alors I’égalité

supp sing (T') = suppsing (P(9)T) .

Exemple 7.28 Une distribution harmonique (i.e. telle que AT = 0 sur un
ouvert de R?), ou bien une distribution holomorphe (i.e. telle que 9T/ sur
un ouvert de R? ~ C) est donc associée & une fonction de classe C°° sur cet
ouvert, qui est harmonique (ou holomorphe) au sens classique.

Preuve du théoréme 7.27 o L’inclusion supp sing (P(9)7") C suppsing (T')
est immédiate. En effet, si la restriction de T a I'ouvert U est associée a une
fonction C'°, il en va de méme pour la restriction de P(9)T" a cet ouvert.

e Premier cas : Supposons pour commencer que la distribution 7' € £'(Q) soit
a support compact. Dans ce cas, T' se prolonge (par 0) en une distribution
T € &'(R%) (corollaire 6.3 et remarque 6.6). On a alors

P(d) (n*:f) — (PO *T =T +wsT
— TT (P(&)T) ,

donc, puisque w * T est associée & une fonction de classe C™ et d’apres la
proposition 7.17 :

supp sing (7') = supp sing (7") = supp sing (H * P(@)T)
C suppsing P(9)T = suppsing P(9)T .
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e Cas général : Maintenant T € D’'(2) est une distribution quelconque.
Comme dans la preuve de la proposition 6.11, on va pouvoir localiser pour
se ramener au cas précédent. Soient donc x € Q \ suppsing P(9)T et V C
Q) \ suppsing P(9)T un voisinage de x avec V C Q.

Soit x € D(£2) une fonction plateau telle que x = 1 sur V, de sorte que
S =xT € &'(Q). Le cas précédent assure que supp sing S = supp sing P(9)S.
Puisqu’en restriction a V' la distribution P(9)T = P(0)S est par hypothese
associée a une fonction de classe C°°(V), on a Sy définie par une fonction
de classe €', et donc T}y, définie par une fonction de classe C>. (I

F Preuve de la proposition 7.14

1. Pour T € D'(R%), S € £'(RY) et ¢ € D(RY) la convolée SV * p € D(RY)
est (associée a) une fonction test donc T S est bien définie, et T'x S est une
forme linéaire sur D(RY) (car les applications T et ¢ ++ S x( sont linéaires).
Si la suite de fonctions tests (¢,) converge vers 0 dans D(R?) leurs supports
restent dans un compact fixe, il en va donc de méme pour les supports des
SY % . De plus, SV étant une distribution, la suite de fonctions (SY * ¢;,)
converge uniformément vers 0, ainsi que chacune de ses dérivées. Il suit que
T % S est une distribution sur R%.

2. On va utiliser la définition de la convolée de deux distributions (bien str!)
ainsi que la proposition 7.3. Pour dériver T xS, on peut écrire

(0T * S), ) = (—1)l*NT % S,0%0) = (—1)l*N T, SV x 9*p)
= (=1)NT,0(SY @) = ((0°T) * S, ) ,

ou bien écrire

(0%(T  S),0) = (=1)*NT, 8" % 0%p) = (~1)1*NT,0%(S") * )
= (T,(08)" * @) = (T * (0“S), o).

On a en effet, pour f € C®(R?) et x € RY, les égalités
(0 ) (2) = (=)@ f)(~z) = (~=1)1*|(0° )" (=),

ce dont on déduit

(8°5)" = (=D)l*la(sY).

3. Méme argument qu’a la proposition 7.3.

4. est immédiat.
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5. Pour T € D'(R?) et S € &'(RY), on a défini (T * S,¢) = (T,SY * ¢) et
on veut voir I'égalité (T * S, p) = (S, TV * ) pour toute ¢ € D(R?). Cette
assertion est bien raisonnable puisque, pour T' € D'(R?) et deux fonctions
test ¢, 0 dans D(RY), on a d’apres la proposition 7.6 :

(Tx0,0) =(T,0" %)= (0,T" x¢).

Soient (p,,) une suite régularisante et o,, € D(R?) définie par o, = S * p,,.

Les supports des o, restant dans un compact fixe, le corollaire 7.8 assure
la convergence de la suite (0,) vers S dans £'(R9) i.e. (0,,9) — (S,v) pour
toute 1 € £(RY). En particulier, (,, TV * ) — (S, TV % ¢) lorsque n — oo.

Pour conclure, il faut montrer que (T, 0,/ ) — (T, SV*p) quand n — oo.
Or o, — S dans &'(R?), donc o — SV dans &'(RY) (c’est immédiat) et 1’on
va montrer que cela assure que o) *p — SY ¢ dans D(R?) (c’est un résultat
de continuité de la convolution).

Lemme 7.29 Soient S € &' (R?) et (py,) une suite régularisante.

Soit o, = S*p, € D(RY). Alors, pour toute ¢ € D(RY), on a convergence
oY %o — SV % dans D(R?).
Preuve e Les supports de (0,,) restent dans compact fixe de R, donc ceux
des o,/ * ¢ aussi.

e Puisque 9%(a) x ¢) = 0, * 0%p, il suffit de montrer la convergence
uniforme o * ¢ — SV x ¢ pour toute fonction ¢ € D(R?) pour avoir la
convergence uniforme de toutes les dérivées.

e Pour ce faire, on écrit

(0 * 0 =8 x¢)(@) = (0, Tal9")) = (S¥, 72(¥"))
= (o :(7'—1"90) ) — <Sv> (7'—180)\/)
= (S * pn, T—zp) — (S, T—2p)
= (S, pp ¥ T2 — T—2p)

= (S, 7z (py x 0 — ¢))

puisque la convolution commute aux translations. Il existe donc une constante

¢ et un entier k pour lesquels, pour tout z € R? :

(o %0 =SV x o) (@) < e D 110%(T—alpy * ¢ = 0)) oo

|| <K

=c Y 0%y —9°¢) ||so
la|<k

=c Y oy *0%) = 07¢)|loc — 0
la|<k

puisque la suite (p,/) est une suite régularisante. (]



8. Transformation de Fourier

A Les EDP et la transformation de Fourier

L’espace R? est muni du produit scalaire canonique, noté (z, &) — z-£. La
transformée de Fourier d’une fonction intégrable f € L'(R?) est la fonction
continue bornée Ff, que I’on notera également f, définie sur R? par

]-"f:ﬁeRdH/ f(z)e @sdr e C.
Rd

Nous allons étendre la transformation de Fourier
F: LYRY — CP(RY)
en une application linéaire bijective
F:S' (R — §'(RY)
o1 S’'(RY) C D'(R?) est le sous-espace des distributions tempérées (définition
8.19). Une des propriétés fondamentales de la transformation de Fourier est

que cet opérateur échange dérivation et multiplication par un polynéme. On
aura en effet, pour toute T € S’'(R%) et tout multi-indice o € N¢, les égalités

F(0°T) = ildlg> T et F(zoT) = il®looT.

On comprend donc maintenant I'intérét de la transformation de Fourier dans
I’étude des EDP a coeflicients constants. A travers le miroir que constitue
la transformation de Fourier F :

‘Résoudre PO)T = S‘ «— |Résoudre P(i¢)T = S|.

On y gagne, car il est bien plus simple de diviser une fonction ou une
distribution par une fonction réguliere (au moins lorsque cette fonction ne
s’annule pas...), que de résoudre une EDP : voir la proposition 9.3 ou, plus
profond, le théoréme 9.9.

88



L’espace de Schwartz S(R%) 89

B L’espace de Schwartz S(RY)

Définition 8.1 Une fonction ¢ : R? — C de classe C™ est o décroissance
rapide lorsque, pour tous o, 3 € N%, la fonction © € R — x“@ﬁw(x) eC
est bornée.

Remarque 8.2 Revoir les conditions équivalentes de I'exercice 1.29.

Définition 8.3 L’espace de Schwartz' S(R?) est I’espace des fonctions a
décroissance rapide.
Pour tout entier p € N et toute fonction ¢ € S(RY), on notera
Np(p) = max |29 plloc-
1BI<p
Remarque 8.4 On aurait pu choisir de remplacer, pour p € N, I’expression
N, par

Ny(p) = max [|(1+ [|z[])" ¢llos

(ou encore d’autres variantes). Cela n’aurait pas eu d’incidence sur la suite.
On a en effet I'inégalité c, 1N <N, < cpr pour une constante ¢, > 1.

Exemple 8.5 On a l'inclusion D(R?) C S(RY).

Pour tout complexe a € C de partie réelle Rea > 0 et tout polynéme
P € C[Xy,---,Xy], la fonction  — P(z)e~lI#I* appartient & Iespace de
Schwartz.

La fonction x + (1 + ||z]|?)~! n’est pas dans I'espace de Schwartz.

Proposition 8.6 Pour tous 1 < p < oo, on a linclusion S(RY) C LP(R?).
En particulier, il existe une constante c telle que

el < ¢ Nayi(ep) (8.1)
pour toute p € S(RY).

Preuve Traitons le cas p =1. Le cas 1 < p < oo est laissé en exercice.

En passant en coordonnées sphériques (proposition 11.20), on constate
que l'intégrale [pq(1+ [|z])~@ ) dz est de méme nature que lintégrale de
variable réelle [ r~(@+Dpd=1gr = [ =2 dr et est donc convergente, avec
pour tout z € R? :

lo(x)] < Nap1(p) (1 + [|lzf) =4 O

Une fois définie la topologie de S(R?) (exemple 12.10.6), on pourra
préciser I’énoncé en disant que l'injection S(R?) — LP(R?) est continue.
C’est ce qu’exprime quantitativement (8.1) lorsque p = 1 (nous n’utiliserons
pas les estimées explicites pour les injections dans les autres espaces LP).

1. Du nom du mathématicien Laurent Schwartz (1915-2002)
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Définition 8.7 Une fonction f : R — C de classe C™ est a croissance
lente lorsque, pour tout multi-indice o € N¢, il existe un entier n € N pour
lequel

(1 + [|z]])~™(0“f)(x) — 0 lorsque ||z| — oo.

On notera Oyr C C®(RY) le sous-espace vectoriel des fonctions a croissance
lente (ce sont les “Opérateurs de Multiplication”).

Exemple 8.8 Une fonction polynomiale sur R? est & croissance lente.

Pour a € R?, soit la fonction e, : # € R* — ¢%* ¢ C o, rappelons-
le, a - = désigne le produit scalaire de ces deux vecteurs. Ces fonctions e,
appartiennent a Oyy.

Proposition 8.9 Dérivation et multiplication dans I’espace de Schwartz

L’espace S(Rd) est un espace vectoriel. Il est stable par dérivation, et par
multiplication par les fonctions f € Oyy.

Soit plus précisément f € Oyr. Pour tout entier p € N, il existe une
constante ¢ = ¢(p, f) et un entier g = q(p, f) pour lesquels N,(fp) < cNy(p)
pour toute p € S(RY).

En particulier, pour tous p,q € N, il existe une constante ¢ = ¢(p,q)
telle qu’on ait pour toute fonction p € S(RY) et tous multi-indices |a| < q
et |B| < q, la majoration

Np(*'raaﬁ@) < CNp+q(‘P>~

Preuve La preuve, élémentaire, est laissée au lecteur. O

A défaut de topologie, contentons-nous pour linstant d’introduire les
suites convergentes dans ’espace de Schwartz.

Définition 8.10 Suites convergentes dans S(R?)
Soient pn, o € S(RY). On dit que la suite (p,) converge vers ¢ dans
S(RY) lorsque, pour tout p €N, on a Ny(pn — ) = 0 lorsque n — oo.

Remarque 8.11 Cela revient a dire que [|2%0%(¢n — ¢)[lec — 0, pour
tous multi-indices a, 8 € N%, lorsque n — oo. On a dit plus haut qu’alors
len — ¢llp = 0 pour tout 1 < p < oo : la convergence dans S implique la
convergence dans tous les LP.

Proposition 8.12 Densité de D(R?) dans S(R?) Toute fonction p € S(R?)
est limite, dans S(RY), d’une suite de fonctions o, € D(R?).

Preuve On procede par troncature. On commence par choisir une fonction
plateau x € D(R?) avec 0 < x < 1, et x = 1 sur B(0,1). On définit ensuite
Xn(z) = x(x/n) pour tout n € N*, de sorte que x,, = 1 sur B(0,n). On
note que, pour tout multi-indice & € N%, on a [[0%n e = n ¥ cq < cq ol
Ca = [|0%X||0o ne dépend pas de n.
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Pour ¢ € S(RY), on pose ¢, = xnp € D(R?). Soient o, € N? deux
multi-indices, et p = max(|«|,|8]). Par dérivation d’un produit de deux
fonctions (formule de Leibniz), on observe qu'il existe des constantes ¢ =
c(d,p,x) (amenées a changer d’une ligne a l'autre) telles que :

12907 (0 = @n)llso = 12%0° (1 = Xn)) @llso
<e Y 071 = xn) 27070l
<8
<c Y sup {[z"dp(x)}
~<g llzlZn
< (e/n) DA+ 2P 07 o) oo -
IvI<p

Il vient donc (remarque 8.4),

Np(p = ¢n) < (¢/n) Npra(p) - O

C Transformation de Fourier dans S(RY)

Nous allons voir que I'espace de Schwartz S(R?) fournit un premier cadre
idyllique (le cadre ultime sera celui des distributions tempérées) pour définir
la transformation de Fourier.

Notation 8.13 On désignera par (z1,--- ,z4) les coordonnées “au départ”,
et par (&1, ,&4) les coordonnées “a larrivée”.

On rappelle que 7, désigne opérateur de translation par a € R¢ avec
(Tap)(z) = @(x — a), et que 'on a défini e, : z € R? i €% € C.

Définition 8.14 La transformée de Fourier de la fonction ¢ € S(R?) est
la fonction définie par
Flo)=¢:£€RT— f(z)e ™sdx e C. (8.2)
R4
Ce sont notamment les propriétés suivantes qui font la pertinence de la
transformation de Fourier.
Proposition 8.15 Propriétés fonctionnelles de Fourier sur S(R?)

1. La transformée de Fourier F : p € S(R?) — ¢ € S(RY) est bien
définie et linéaire, avec pour tout 1 < j < d les relations fonctionnelles

Flzjp) = 10i(Fep) (8.3a)
F(950) =i & F (). (8.3b)

2. De plus, pour tout a € R?, on a
F(rap) = e—aF (8.4a)

f(ea(/)) =Tap - (84b)
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La transformée de Fourier échange donc dérivation et multiplication par
un polynome d’une part, translation et multiplication par un caractere e,
d’autre part.

Preuve Puisqu’une fonction ¢ € S(R?) est intégrable, sa transformée de
Fourier est bien définie. Le théoréme de continuité sous l'intégrale montre
que ¢ est une fonction continue, bornée par ||¢llc < [|¢|l1. La linéarité de

Iintégrale assure que ¢ dépend linéairement de .

1. On peut dériver sous le signe intégrale pour obtenir que ¢ est de classe
C* et que la relation (8.3a) est vérifiée. On obtient (8.3b) avec Fubini et une
intégration par parties.

Il suit par récurrence que la transformée de Fourier ¢ est de classe C'*°
et que, pour tous multi-indices « et (3, la fonction :

F0%p = il F () = iR (a9))

est bornée. On a donc bien ¢ € S(RY).

2. La propriété (8.4b) est immédiate, tandis que (8.4a) s’obtient avec le
changement de variable y = x — a. (Il

Proposition 8.16 L’exemple des gaussiennes
Pour \ > 0, introduit la fonction G € S(R?) définie par

ll]|

Gy:zeR—e 2 eR.

On a lidentité -
Gy = (2nN)Y2G )y .

12
Preuve Commencons par supposer qued = 1,avec gy :x € R - e 2x € R.
On utilise alors les propriétés fonctionnelles de la proposition 8.15 pour
obtenir, essentiellement sans calculs, le résultat annoncé. En effet, puisque

on obtient

d’ou

Le cas de la dimension quelconque se ramene a la dimension 1 en utilisant
le théoréeme de Fubini. ([l
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Remarque 8.17 Nous venons de montrer, sur cette famille d’exemples, la
propriété d’inversion de Fourier 8.37. En effet, les GG, étant des distributions
paires, on a

G = (21)7Gy = (2m)U(Ga)" .

Cet exemple constituera ’étape cruciale dans la démonstration du théoreme
d’inversion de Fourier 8.37, via la proposition 8.34.

Proposition 8.18 “Continuité” de F : S(RY) — S(R9).

Soient d > 1 et p € N. Il existe une constante ¢ = ¢(d,p) telle qu’on ait,
pour toute fonction ¢ € S(R?), lestimation

Np(P) < ¢ Nptar1(ep) -

Si donc (py,) est une suite d’éléments de S(R?) qui converge vers ¢ € S(RY)
au sens de S(R?), on a également p, — ¢ dans S(R?).

¢ € S(R?) (proposition 8.6). Il suit alors des relations fonctionnelles de la
proposition 8.15, pour toute ¢ € S(RY) et tous multi-indices «, § € N¢ :

Preuve Soit p € N. On rappelle l'estimation ||¢|1 < ¢Ngy1(p) pour

Np(@) = max [€°0¢llo = max [F(8*(2"¢))ll

| <p,|BI<p lo|<p,|B|<p

< max [0%@@Pe)|li <¢ max Ngp(0%(zPp
‘0‘|§p7|/3|§17” ( )l lo|<p,IBI<p +(0% )

< eNprari(p) - O

D L’espace S'(R?) des distributions tempérées

Définition 8.19 Distributions tempérées

Une distribution tempérée est une forme linéaire T : S(R?) — C qui
est “continue”, ce qui signifie qu’il existe p € N et ¢ > 0 avec, pour toute
¢ € S(RY), la magjoration

(T, o) < eNp(e) - (8.5)
Une distribution tempérée (en un seul mot !)... est une distribution. En effet :
Proposition 8.20 L’application de restriction
T € 8'(RY) — Tipgay € D'(RY)

est bien définie, et injective. De plus, une distribution tempérée est une
distribution d’ordre fini.
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Preuve L’application Tjpgay : D(R%) — C obtenue par restriction de
T € S'(R?) au sous-espace D(R?) C S(RY) est linéaire. Supposons que T
satisfasse (8.5).
Soit K C B(0, R) un compact de R%. Pour ¢ € Dk (R?) on observe que
(T @) < e Np(p) < e(1+ R)” max 9%l

o

et donc T est une distribution sur R%, d’ordre au plus p.
Si la restriction de 7' € S'(RY) & D(R?) est nulle, la densité de D(R?)
dans S(R?) (proposition 8.12) assure que T est nulle. O

Parmi les distributions, il faut savoir reconnaitre celles qui sont tempérées.

Proposition 8.21 Une distribution T € D'(R?) s’étend a S(RY) en une
distribution tempérée si et seulement si il existe un entier p € N et une
constante ¢ > 0 avec, pour toute fonction test o € D(RY), la majoration

(T, )| < e Np(p) - (8.5)

Preuve Le sens direct est immédiat. Pour la réciproque il s’agit, comme a
la proposition 2.12, du théoreme de prolongement des applications linéaires
continues définies sur un sous-espace dense. On approche p € S (Rd) par une
suite () de fonctions tests. On montre que (T, @) := limy, 00 (T, @, ) existe,
et ne dépend pas de la suite choisie. L’application linéaire T : S (RY) — C
ainsi définie est I'unique prolongement continu de T & S(R?). O

Exemple 8.22 de distributions tempérées

e Une distribution & support compact est tempérée. On a donc £'(R%) C
S'(RY) C D'(RY), reflet des injections continues D(R?) C S(R?) C £(RY).

e Une fonction & croissance polynomiale (c’est-a-dire qui satisfait une
majoration |f(x)] < ¢(1 + ||z]|?)™ pour une constante ¢ > 0 et un entier
n € N) définit une distribution tempérée.

e Une fonction appartenant a I'un des espaces LP (Rd) pour 1 < p < o0
définit une distribution tempérée.

Pour montrer qu’une distribution est tempérée, on pourra essayer de la
décomposer en somme de distributions des types précédents.

Proposition 8.23 Opérations sur les distributions tempérées
L’ensemble S'(RY) C D'(R?) des distributions tempérées est un sous-

espace vectoriel qui est stable par :

e Dérivation : pour T € S'(R?) et 3 € N?, lexpression

T : p € S(RY) — (=1)IBI(T,8%p) e C

définit une distribution tempérée.
e Multiplication par une fonction & croissance lente : Pour T € S'(RY) et une
fonction f € Onr, Uexpression suivante définit une distribution tempérée

fT:peSRY - (T, fo) eC.
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Preuve Conséquence immédiate de la proposition 8.9. O

En particulier, on peut multiplier une distribution tempérée par une
fonction polynomiale, ou bien par un caractere e, : x — €'** pour obtenir
une nouvelle distribution tempérée.

Exercice 8.24 Montrer les assertions suivantes.
1. La distribution vp (1/x) est tempérée.
2. La distribution définie sur R par la fonction x — e n’est pas tempérée.

3. Les distributions définies sur R par les fonctions = + e’ et x — eel®”
sont tempérées.

Exercice 8.25 1. Montrer que la fonction z — 1/z définit une distribution
tempérée sur C ~ R2.
2. Montrer que la fonction z — e~ " appartient & S(R?).
3. En évaluant <85%,e_|2|2>, poursuivre ’exercice 7.21 en montrant que la

distribution associée a la fonction i est une solution fondamentale pour
Vopérateur 0z = (1/2)(0; + i0,).

Il nous reste a introduire les suites convergentes de distributions tempérées.

Définition 8.26 Soient T, pour n € N, et T des distributions tempérées.
On dit que la suite (Ty,) converge vers T dans S'(RY) lorsqu’on a, pour toute
o € S(RY) :

(T, ) = (T, ) -
On peut énoncer la variante suivante du théoreme 3.31 (ou du corollaire
12.26, plus précis). Comme son prédécesseur, ce résultat est une conséquence
immédiate du théoreme de Banach-Steinhaus.

Théoréme 8.27 On suppose que la suite (T),)nen de distributions tempérées
converge simplement (en tant que suite d’applications Ty, : S(R?) — C) vers
une application T : S(R?) — C.

Alors les (T),) sont équicontinues : il existe ¢ > 0 et un entier p € N pour
lesquels on a, pour toute p € S(R?) et tout n € N, la majoration

|(Th, )| < cNp(p).

1l suit que T est une distribution tempérée.

Proposition 8.28 Soit (T),)nen une suite de distributions tempérées, qui
converge dans S'(R?) vers T € S'(R%). Alors :

1. Pour tout multi-indice o € N, on a 0°T,, — 0°T dans S'(R?).

2. Pour tout opérateur de multiplication f € Opr (et donc pour toute
fonction polynomiale f € C[Xy,---,X4]) on a fT, — fT dans
S'(RY).

Preuve Immédiat en revenant aux définitions de la dérivée ainsi que de la

multiplication d’une distribution tempérée par un élément de Oy (voir la
proposition 8.23). O
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E Transformation de Fourier dans S'(R?)

La transformation de Fourier a été définie sur 'espace de Schwartz S(RY).
Nous I'étendons maintenant & 'espace S’(R?) des distributions tempérées en
utilisant notre principe de naturalité. Cela va passer par le lemme suivant.

Lemme 8.29 d’échange On a, pour toutes fonctions ¢ et ¢ de S(R?),

l’égalité
[ov= o0
R4 R4

Preuve On applique le théoreme de Fubini a la fonction intégrable
(2,6) € RTx RY i p(z)e ™ e)(¢) e C. O

On peut reformuler le lemme précédent en disant que, pour ¢ et ¢ dans
S(R?), et pour Ty, € S'(RY) la distribution tempérée associée a v, on a
I’égalité

(T50) = (Ty, &)
Ceci nous meéne donc & définir la transformation de Fourier sur S’'(R9) par
dualité.

Définition 8.30 Pour T € S'(R?) et ¢ € S(RY), on pose
(T,p) = (T, 9) - (8.6)

Cette définition assure 1’égalité T; =T ;) pbour toute distribution tempérée

associée & une fonction 1) € S(RY).

Proposition 8.31 Transformée de Fourier d’une distribution tempérée

1. L’application F : T € 8'(RY) — T € S'(R?) est bien définie, et elle
est linéaire.

2. Continuité. Si T, = T dans S'(RY), alors T,, = T dans S'(R%).
Preuve 1. Soit T € S'(R%). La proposition 8.15 assure que l'application
T:9eSRY — (T,¢) eC

est bien définie et linéaire. Puisque T est une distribution tempérée, il suit de
la proposition 8.18 que T' € S'(RY) est également une distribution tempérée.
2. Si T,, — T dans S'(R9), on a pour toute ¢ € S(R?), la convergence

(Tn, ) = (T, @) = (T, ) = (T', ) . O
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Proposition 8.32 Propriétés fonctionnelles de Fourier sur S’(R9)
On a, pour toute distribution tempérée T € S'(RY), tout 1 < j < d et tout
a € R?, les relations fonctionnelles

F(zjp) = i0;(FT) (8.7a)
F(0;T) =i &F(T). (8.7b)
F(raT) = e_oFT (8.7¢)
FleaT) = 7a(FT). (8.7d)

Preuve La preuve est immédiate. Revenir a la définition de la transformée
de Fourier sur &' (Rd), puis utiliser les propriétés fonctionnelles de Fourier
sur S(RY) (proposition 8.15). O

Exemple 8.33 On a, pour tout multi-indice a € N%, les égalités
So=1 et 05 =ilolex

ou 1 désigne la (distribution définie par la) fonction constante égale a 1.

F Inversion de Fourier dans S(R?) et dans S'(RY)

Comme évoqué dans la section d’introduction 8.A, la formule d’inversion
de Fourier sera un outil crucial pour I’étude des EDP a travers la transformée
de Fourier.

On va commencer par montrer cette formule d’inversion pour une seule
distribution tempérée, a savoir la masse de Dirac dg.

Le cas général, pour les fonctions de S(R) puis pour les distributions
tempérées, en découlera de facon indolore en revenant aux définitions et en
utilisant les propriétés fonctionnelles de la transformation de Fourier.

Proposition 8.34 Exemple fondamental : la formule d’inversion pour dg

Dans R, on ady=1 et 1 = (2m)4 .

Preuve On va procéder par approximation, en utilisant la transformée
de Fourier des gaussiennes 8.16. Pour n € N*  on rappelle que la fonction

_lzl? , N _nlzll?
Gn:x e 2 apour transformée de Fourier G, : x +— (2mn)%%e™ "z .

Le théoreme de convergence dominée, que ’on applique a chaque suite
(Gr@)nen- pour ¢ € S(RY), montre que I'on a convergence G,, — 1 dans
S'(R%). La proposition 8.31 (continuité de la transformation de Fourier)

assure alors la convergence G, — 1 dans &'(R%). Il reste donc & montrer
que l'on a convergence G, — (2m)¢ dg.



98 D. H. Distributions

Cette derniere assertion résulte de nouveau du théoréeme de convergence

dominée, que I'on applique avec le changement de variable y = n'/2z pour
obtenir, pour toute ¢ € S(R?) :
— nle|?
Grrih = 2 [ 025 () da
Rd
ez
= (2m)*/? /Rd e 2 p(n M Py)dy
_lyi®
= (20)2p(0) [ % ay = ()p00). 0

Exemple 8.35 On en déduit, pour tout multi-indice o € N%, que
F(z) = F(z® 1) = (119101 = (2m)dil*lo25, .
Définition 8.36 Transformée de Fourier inverse
Pour p € S(RY) et T € S'(R?), on définit
Flp) = (Fo)Y = Fl¢¥)=F(@) et (FL,¢)=(T,Fp).

Pour ¢ € S(RY) et ¢ € R? on a bien, avec le changement de variable y = —z :

(F) V() = (Fp)(—€) = /

()¢ di = / o (y)e v dz = F(V)(€).
R4

Théoréme 8.37 d’inversion de Fourier dans S et dans S’
On a, pour toutes ¢ € S(RY) et T € S'(R?), les égalités
FFo=(2n)%p et FFT = (2m)T.

Les applications F : S(RY) — S(RY) et F : S'(RY) — S'(RY) sont des
applications linéaires bijectives et bicontinues.

Preuve e On commence par montrer la formule d’inversion en 'origine
x = 0, pour une fonction ¢ € S(R?), en remarquant que F Fp(0) = FFp(0).
On a donc avec 'exemple fondamental 8.33 :
FFp(0) = (d0,4) = (b0, ¢) = (1, 9)
= (1, 9) = ((2m)%60, ) = (2m)"(0).

e Le résultat étant acquis en lorigine, on l'obtient au point z € R? en
utilisant les équations fonctionnelles (8.4a) et (8.4b), puisqu’alors :

(FFe)(z) = (FFo)(—x) = (T F)(0) = F(ea Fp)(0)
= FF(1-09)(0) = (2m)*(1—20)(0) = (2m)%p(2) .
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e Le résultat s’en déduit pour T € S'(R?) par dualité, puisque, pour toute
¢ € S(RY) :

(FFT, ) = (T, FFy) = (T, FFp)
= (T, (27) B) = (2m) (T, ) .

e La bijectivité des applications “Fourier” est alors immédiate.
La “continuité” de F, et donc de F, a été prouvée en 8.18 et en 8.31. O

G Transformation de Fourier dans les espaces L?(R)

G.1 Transformée de Fourier dans L'(R?)

Commengcons par vérifier la cohérence de la définition de la transformée
de Fourier d’une fonction intégrable, que celle-ci soit définie comme sur
lespace de Schwarz par 1'expression (8.2), ou bien par dualité (8.6).

Lemme 8.38 Soient f € LY(RY) une fonction intégrable, et Ty € S'(R?) la
distribution tempérée associée. La transformée de Fourier F(Ty) € S'(R%)
est la distribution tempérée associée a la fonction définie par

f:eeR!— f(z)e ™ dx e C. (8.8)
Rd

Preuve Pour ¢ € S(R?Y), on a en appliquant le théoreme de Fubini &
la fonction intégrable définie sur R x RY par (x,&) — f(&)p(x)e ™€, les
égalités

(F(Ty), ) = Ty, Fe)

- [ #© ( | el daz) ¢
- /R o) ( /R FQe d£> dz

=(f, ). 0

Corollaire 8.39 Injectivité de Fourier sur L!(R%)

La transformée de Fourier d’une fonction intégrable est une fonction
continue bornée, qui tend vers 0 a l'infin.

La transformation de Fourier F : L*(R?) — CJ(RY) est une application
linéaire continue et injective. Elle n’est pas surjective.

Preuve Pour f € LY(R?), on a || f]lee < || f]l1. Soit f € L'(R%). On Iécrit
comme limite, pour la norme || ||1, d'une suite de fonctions tests ¢, € D(R?)
(corollaire 1.22). Puisque ¢, € S(R?), on a aussi F(¢,) € S(R?) c CJ(RY).
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Comme ||f —Znllso = ||f — ¢nl|1, la fonction f est limite uniforme de la suite
de fonctions continues tendant vers 0 a I'infini F(py,). C’est donc également
une fonction continue tendant vers 0 & linfini. ™ L’injectivité de F sur
LY(R?) suit de I'injection L!'(R?) < &'(R?), et du théoreme 8.37.

Pour montrer que F : L' (R?) — CJ(R?) n’est pas surjective, on applique
le théoreme de l'isomorphisme de Banach 12.6 en utilisant I’exemple traité
dans ’exercice qui suit. (I

Exercice 8.40 1. Soient g, h € L'(R). Montrer que F(g * h) = (Fg) (Fh).

2. Pour n € N*, on note f, = 1|_qq) * 1|_, ). Expliciter f,, et montrer que
[frlloe = 2.
3. Déterminer la transformée de fourier F(f,,).

4. Montrer que ||F f,|l1 — oo lorsque n — cc.
On pourra utiliser la minoration sint > 2¢t/7 pour 0 < ¢ < /2.

Corollaire 8.41 Inversion de Fourier dans L!(R?)

Soit f € LY(R%), telle que sa transformée de Fourier f € LY(R?) soit
également intégrable. Alors f posséde un représentant continu, qui est défini
pour tout x € R par

f@)=(@m | f©eeds.

Preuve Le théoreme d’inversion de Fourier dans &'(R?) assure 1'égalité
FFf = (2n)%f au sens de S'(R?). Puisque f est intégrable, la distribution
F [ est définie par la fonction continue f définie par (8.8), que nous avons
supposée intégrable.

La distribution Ty = (27)~¢ F f est donc associée & la fonction continue
définie par

adCUR BFOLEE S

Le résultat annoncé suit alors de ce que f € LL (RY) — T} € D'(R?) est

loc
une application injective. [l

G.2 Transformation de Fourier dans L*(R?)

Puisque L?(R?) s’injecte dans S’(RY), la transformée de Fourier d’une
fonction de carré intégrable est bien définie, et est une distribution tempérée.
Attention : lorsque f € L?(R%) n’est pas supposée intégrable, sa transformée
de Fourier n’est pas définie par (A8.8) (expression qui n’a alors pas de sens...)

Nous allons cependant voir que f est alors elle-méme définie par une fonction
de carré intégrable.
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Lemme 8.42 Plancherel dans S(R?)
Pour deux fonctions ¢, € S(R®), on a

/ 5(6) B(6) dé = (2 / (@) 9(@) da
Rd Rd

et donc
. d
1213 = (2m)%ell3 -

Preuve On rappelle que Fip = F1p. Appliquons le lemme d’échange 8.29.
Il vient

/ fcpﬂ/)z/ @F(fw)Z/ wff¢=(2ﬂ)d/ ey O
R4 R4 R4 R4
On va en déduire immédiatement le théoreme de Plancherel dans L?(R9).

Théoréme 8.43 de Plancherel
La transformée de Fourier de la distribution tempérée associée a une

fonction f € L2(RY) de carré intégrable est associée a une fonction de carré
intégrable f € L*(RY), et 'on a

IF13 = 2m)* 11715
Apres renormalisation, la transformation de Fourier
feL?(RY — (2m)"Y2f e L*(RY)
est une bijection linéaire isométrique.

Preuve Soit f € L?(R%), et soit une suite (¢,) de fonctions de D(R?)
convergeant vers f en norme L? (corollaire 1.22). A fortiori on a convergence
©n — f au sens de S’(R?) et donc, par la proposition 8.31, &, — f dans
S'(RY).

Mais, puisque la suite (¢,) est de Cauchy dans L2(R?), il suit du lemme
8.42 que la suite (¢,,) de ses transformées de Fourier est également de Cauchy
dans L?(R%). L’espace L%(R?) étant complet, la suite () converge donc en
norme L? vers une fonction g € L? (Rd). On a a fortiori convergence p,, — ¢
dans S'(R%). 1l suit égalité f = g dans S’'(R%).

De plus, on a les égalités

1713 = lim (Bl = (2m)? Tim [lpall3 = (2m)% |15 0
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H Transformation de Fourier dans &£'(R?)

Commencons par remarquer que la transformée de Fourier d’une fonction
test ¢ € D(R?) C S(R?) est définie au point ¢ € R? par I'expression

B(6) = / (@) e dz = (T,e_e),

le crochet (Ti,,e_¢) désignant ici 'appariement (£,€) de la distribution &
support compact associée a ¢ et de la fonction de classe C°° définie par
e_¢ T e~ g,

Passons maintenant a la transformée de Fourier d’une distribution a
support compact. On ne sera pas surpris du résultat suivant.

Proposition 8.44 Soit T € £ (RY). Sa transformée de Fourier T € S'(R%)
est associée a la fonction T' € Oy de classe C° a croissance lente

T:¢£eR = (Tye¢) €C.

Preuve e Lorsque &, — ¢ dans R%, on a vérifie facilement que la suite
(eg,) converge vers eg dans £(RY) (définition 6.7). 11 suit de la proposition
6.8 que la fonction g : & — (T, e_¢) est continue.

e Il nous faut montrer que la distribution T est associée & la fonction
continue g. Pour cela, on revient & la définition de T par dualité (définition
8.30). Il s’agit alors d’échanger une intégrale et une distribution, ce que 1’'on
fait en utilisant le lemme 7.7. On choisit xy € D(R?) une fonction plateau,
égale a 1 au voisinage du support de 7.

Soit ¢ € D(RY). On introduit la fonction ® € D(R? x R?Y) définie par
®: (x,8) = x(x)p(£)e” ™€, On a alors le résultat annoncé puisque :

~

<T7 90> = <T7 95) = <Ta X¢>
(1. [ e )

- [t i
= [ #© Txecrde

=(g,) .

o Les égalités 9T = F((—iz)®T) assurent que toutes les dérivées de
T au sens des distributions sont des fonctions continues et donc, par la
proposition 7.10, que T est de classe C°.

e La distribution T est a support compact, donc d’ordre fini k. Soit R
tel que suppT C B(0, R). Le corollaire 6.3 assure ’existence de constantes
¢ > 0 telles qu’on ait pour toute ¢ € £(R?) et tout & € RY :

T(©)] = [(T,e—g)| < ¢ sup sup [0 (e—g)(x)] < e (1+[E])".
B(0,R+1) |a|<k
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On obtient des estimations semblables pour les dérivées de T en utilisant les
relations fonctionnelles 0T = F (—z"a‘xaT), chaque distribution —il®zoT
étant également & support compact. La fonction T est donc a croissance
lente. [l

Remarque 8.45 Supposons que la dimension soit d = 1. La transformée
de Fourier 7' de T' € £'(R) se prolonge en la fonction entiere définie par

T:zEC%(Tx,efiZ% eC,

et qui vérifie Pestimation |T'(2)| < ¢ (1 + |z|)* el ot ¢ > 0, k est I'ordre
de T, et suppT C [-R, R].

On a un énoncé semblable en dimension supérieure, sous réserve que 1’on
ait définit la notion de fonction holomorphe sur C...

La réciproque de cet énoncé constitue le théoreme de Paley-Wiener.

Nous allons déduire de ce qui précede un théoréme de structure qui généralise
ce qui a été vu en dimension 1 (corollaire 4.16) : toute distribution est,
localement, une somme finie de dérivées de fonctions continues.

Corollaire 8.46 Soit T € £'(R?). Il existe un entier n € N et une fonction
continue f € CO(RY) telle que T = (1 — A)"f.

Preuve La transformée de Fourier 7' de T est une fonction continue sur
R¢ vérifiant une condition de croissance polynomiale |T'(€)| < ¢ (1 + [|€])F.
Soit un entier n tel que 2n > k 4+ d. La fonction

g EER = (1+ [|€)"T(¢)

est donc intégrable sur R?, et la fonction f = Fg € C’g (R9) est une fonction
continue. La proposition 8.31 et le théoreme 8.37 assurent que

F(L=2)"f) = A+l Ff = 1+ |€)*)" FFg = (2m)? FT .

On conclut par injectivité de Fourier 1’égalité T = (2m)~%¢(1 — A)"f. O



9. Application de Fourier aux EDP

A Premieres applications aux EDP

Nous nous intéressons aux solutions 7' € D'(2) d’'une EDP linéaire a
coefficients constants P(9)T = S, ou P est un polynoéme P € C[X1,--- , X]
et S €D'(Q).

Définition 9.1 Soit P € C[Xy, -+, X4] un polynome de degré m. On note
P, € C™[Xy,---, X4] sa partie homogéne de degré mazimal. On dit que
o £ cR¥ s P(i€) € C est le symbole de l'opérateur P(0)

o £ € R P, (i&) € C est son symbole principal.

On a donc P(X) = 3, <m Ca X, avec P (X) =37, 1, caX* Z 0.

Exemple 9.2 o Pour le laplacien défini sur R, le symbole et le symbole
principal sont tous deux égaux & la fonction ¢ € R% — —||¢||% € C.

e Pour 'opérateur 0/0z = (1/2)(0/0x+i0/dy) défini sur C ~ R2, le symbole
et le symbole principal sont égaux & (£1, &) € R? — (1/2)(i&1 — &) € C.

e Pour l'opérateur de la chaleur 8/0t — A, sur R x R, le symbole est
la fonction (7,€) € R x RY s it + ||€]|2 € C et le symbole principal est
(1,6) e Rx R ||¢1? € C.

e Pour l'opérateur des ondes [0 = 92 /0t — A, sur R x R?, le symbole et le
symbole principal sont égaux a (7,¢) € R x R — —72 + ||¢]|? € C.

Le symbole et le symbole principal vont nous donner des informations sur
Popérateur P(0) (proposition 9.3 et théoreme 9.9).

Proposition 9.3 Soit P € C[Xy,---, Xg4| un polynome.
1. On suppose que le symbole & — P(i§) ne s’annule pas sur R?. Alors
Vopérateur différentiel P(0) : 8'(R?) — S'(RY) est injectif.

2. On suppose que le symbole & — P(i€) ne s’annule pas sur R?\ {0}. Alors
les solutions tempérées T € S'(R?) de P(0)T = 0 sont associées a des
fonctions polynomiales.
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Preuve Les propriétés fonctionnelles de Fourier (proposition 8.32) assurent,
pour toute distribution tempérée T € S'(R%), 'égalité F(P()T) = P(i€) T
1. Soit T € &'(R%) avec P(9)T = 0. On a donc F(P(9)T) = P(i&) T =
Si le symbole ne s’annule pas, cela implique que T =0, et donc que T'=10
par injectivité de la transformation de Fourier.

2. Si le symbole ne s’annule pas en dehors de 'origine, 1’égalité P(zf) =0
implique que supp1 C {0}, donc que T est une combinaison linéaire de
dérivées de la masse de Dirac en l'origine. L’exemple 8.33 et I'inversion de
Fourier montrent que T est définie par une fonction polynomiale. U

Exemple 9.4 La partie 1. de la proposition 9.3 s’applique par exemple aux
opérateurs P(0) = A+ A, ou A € C\ [0,00] est un complexe qui n’est pas
un réel positif.

La partie 2. montre quune distribution tempérée T € S’(R?) harmonique
(ou une distribution tempérée T' € S’(R?) holomorphe) est polynomiale.

Exercice 9.5 Montrer qu'une fonction polynomiale bornée P : R? — C est
constante, puis retrouver le théoreme de Liouville : une fonction entiere bornée
est constante (et de méme pour une fonction harmonique f : R* — C bornée).

B Régularité elliptique

On a vu (exercice 7.28) que les opérateurs A et 0z sont hypo-elliptiques,
au sens suivant.

Lemme 9.6 Opérateurs hypo-elliptiques

L’opérateur différentiel P(0) est hypo-elliptique si l'une des deuz conditions
équivalentes suivantes est vérifiée :

(1) L’opérateur P(0) admet une paramétriz de support singulier l’origine.
(2) Pour tout ouvert Q C RY et toute distribution T € D'(Q) on a ’égalité

supp sing 7" = supp sing P(9)T".

Preuve Lorsque la condition (1) est vérifiée, le théoreme 7.27 assure que
(2) est satisfaite.

On admet que tout opérateur différentiel a coefficients constants possede
une solution fondamentale F, qui est donc également une paramétrix (voir
la remarque 7.23). Supposons alors la condition (2) satisfaite. Puisqu’on a
P(0)E = by, il suit que supp sing E' = supp sing P(9)E' = suppsing g = {0}.

D’ou, comme annoncé, I’équivalence des deux propriétés. ([l

Les opérateurs A et 05 ont en commun d’étre des opérateurs elliptiques.

Définition 9.7 Opérateurs elliptiques

L’opérateur P(0) de degré m est elliptique lorsque son symbole principal
¢ € R — P, (i€) € C ne s’annule pas sur R\ {0}.
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Il est donc facile de vérifier si la condition d’ellipticité est satisfaite.

Exemple 9.8 Un opérateur de la forme 2?21 ot/ (93:?—1—@(8), ou l'opérateur
Q(0) est d’ordre au plus 3, est elliptique. L’opérateur iaa—; + A est elliptique.

L’opérateur de la chaleur 9; — A, I'opérateur des ondes (] = 92 /0t? — A,
et l'opérateur de Schrédinger i% + A, ne sont pas elliptiques.

Théoreme 9.9 Régularité elliptique
Un opérateur elliptique P(0) est hypo-elliptique.

Remarque 9.10 L’opérateur de la chaleur /0t — A, est hypo-elliptique,
bien qu’il ne soit pas elliptique. On peut en effet montrer que la fonction

définie par

(t2) s IO -5

(out H est la fonction de Heaviside) est de classe C*° sur (R x R%)\ {0}, et
que c’est une solution fondamentale pour I'opérateur de la chaleur.

Pour montrer le théoreme 9.9, nous voulons construire une paramétrix pour
Popérateur elliptique P(9) et étudier sa régularité. Si I’on cherchait une so-
lution fondamentale tempérée de cet opérateur, on serait amenés a résoudre
équation P(OE) = dy soit, en passant par Fourier : P(i¢) E = 1.

La difficulté vient de ce que le symbole £ — P(i£) peut s’annuler. On va
donc résoudre cette derniére équation de fagon approchée (et obtenir ainsi
une paramétrix), le lemme suivant assurant en particulier que le symbole ne
s’annule pas deés qu’on est loin de 1'origine.

Lemme 9.11 Soit P(0) notre opérateur différentiel elliptique, d’ordre m.
1l existe deux constantes c, R telles qu’on ait

[P(i§)| = clg|I™ pour tout |[§] = R.

Preuve Puisque par hypothese le symbole principal de P(9) ne s’annule
pas hors de l'origine, la fonction £ — | Py, (i€)| € R est minorée sur la sphere
unité par un réel positif a > 0.

D’oil, par homogénéité, la minoration | P, (i€)| > a||&]|™ pour tout & € R?.
On conclut puisque (P(i&) — Pp,(i€)) = o(||€||™) lorsque & — oo. O

Preuve du théoréme 9.9 On supposera m > 1 (sinon le résultat est
trivial).

e Choisissons une fonction plateau y € D(R?) avec y = 1 sur la boule
B(0, R), ou R a été déterminé au lemme précédent. On introduit la fonction

f:fGRdr—)il_
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La fonction f est bien définie (elle est nulle au voisinage de l'origine), de
classe C°; et elle vérifie estimation || f(§)|| < (1/c) [|€]|™™ pour ||£]| > R.
La fonction f définit donc une distribution tempérée.

On introduit la distribution tempérée I = F~1(f) € S’'(R?), et 'on va
voir que II est la paramétrix cherchée.

e Par définition de II, et avec les propriétés fonctionnelles de Fourier, on
a F(P(O)II) = P(i€) f = 1—x(&£). On obtient donc par inversion de Fourier
égalité P(O)II = dp + w olt w = —F~1(x) € S(R?). Donc II est bien une
paramétrix pour P(9).

e Il nous reste maintenant a vérifier la régularité de II hors de Iorigine.
Rappelons que si une distribution, ainsi que toutes ses dérivées partielles,
sont définies par des fonctions continues, cette distribution est alors définie
par une fonction de classe C*° (proposition 7.10).

Pour 1 < j < d, introduisons 'ouvert V; = {z € R?| x; # 0}. Puisque
R4\ {0} = u;l:lvj, il suffit de montrer que II est de classe C* sur chacun
des ouverts Vj, elle sera alors de classe C°° sur R?\ {0} (corollaire 3.34).

Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout 1 < j < d et pour tout
a € N% il existe un entier k¥ € N pour lequel la distribution :U;“ 0“1l est
définie sur R? par une fonction continue.

On observe que, pour 1 < j <d, k € Net o € N% on a les égalités

F(ah oomr) = i+l o (¢ Fo)
1

= ¥l 9 (e (1 = x(€)) %) :

Nous cherchons k tel que que la distribution x? 0°II soit définie par une
fonction continue. Pour cela, il suffit donc de choisir & de sorte que la fonction
définie par F': £ — BJ]? (¥ (1—x(¢)) %) soit intégrable sur R?. La fonction
F étant de classe C'°, il suffit de tester son intégrabilité hors du support de
X, et donc sur un domaine ol on a ’égalité

__ 0k 1Y 1
F=00 b

On dérive ce produit par la formule de Leibniz. Si ’entier k >> || est bien
supérieur a la longueur de «, la dérivée fera intervenir une combinaison
linéaire de termes en &° E)f (1/P(i€)) avec B < a et L >k — |af.

On peut écrire chaque dérivée

9t (Lt Qu(§)

(5m) =
TOP(ig)T  R(§)
comme un quotient de deux polynomes dont les degrés vérifient, puisque
m > 1, la relation deg Qy — deg Ry = —m — £, et ou le polynéme Ry est une
puissance de P.

).
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On aura donc, par ellipticité (lemme 9.11), les estimations suivantes pour
|€] grand :
|Qe(&)] < g8 et [Re(§)] = clé]derte

dott |[F(€)] = O(|¢2l®l=m=F) & Dinfini. 11 suit que F est intégrable si k est
choisi assez grand, ce qui acheve la preuve. O

C Pourquoi le laplacien ?

Pour conclure ce chapitre, une petite remarque.

Travaillons dans R? euclidien, dont on note (ej)1<j<d la base canonique.
On a vu que ’équation de Poisson AS = T apparailt en électrostatique
ainsi qu’en gravitation universelle.

De méme, les équations d’évolution classiques suivantes font
également intervenir le laplacien :

équation de la chaleur Owu = Azu

équation des ondes 07 = A,
équation de Schrédinger 10y = —A,.

Pourquoi cette ubiquité du laplacien ? Parce que toutes ces équations
modélisent des phénomenes physiques dans un milieu qui est isotrope
(pour la variable d’espace x), et qu’il n’y a pas tant d’opérateurs
différentiels a coefficients constants qui soient invariants par isométries.
Noter que tout opérateur différentiel a coefficients constants est invariant
par translations.

Définition 9.12 Un opérateur différentiel a coefficients constants P(0)
est invariant par isométries lorsque P(0)(fo A) = (P(9)f)o A pour tout
fonction réguliére f, et toute isométrie A € O(d).

Remarque 9.13 Soient ¢ une forme quadratique sur R?, et S € Sym,R
la matrice qui lui est associée dans la base canonique By. Sa matrice dans
une autre base B est {PSP ou P est la matrice de passage de By vers
B. En général, on a Tr S # Tr (*PSP) (par exemple si P = tId avec
t # +1). Cependant, lorsque la base B est également orthonormée, on a
tP = P~!. La trace étant invariante par conjugaison, on a dans ce cas
égalité Tr S = Tr (P~1SP) = Tr (*PSP).

Exemple 9.14 Le laplacien est invariant par isométries. On a en effet,
pour toute fonction de classe C?,
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D’apres la remarque précédente, le laplacien de f au point m est donc
égal a la trace de la matrice hessienne de f en m exprimée dans toute
base orthonormée.

Soit donc f : R — R de classe C? et A € O(d). On a, pour tous
u,v € RY, I'égalité D2,(f o A)(u,v) = D3, f(Au, Av). Puisque 'image
par lisométrie A de la base canonique est une base orthonormée, il
suit I'égalité A(f o A) = (Af) o A : le laplacien est donc invariant par
isométries.

Proposition 9.15 Les opérateurs différentiels a coefficients constants
sur R euclidien qui sont invariants par isométries sont les opérateurs
de la forme P(0) = Y }_qckAF, ot A = 1d et AF = Ao AL pour
k > 1 sont les itérées du laplacien, et les (cx) sont des constantes.

La preuve s’appuie sur une nouvelle (encore une!) relation fonctionnelle
pour Fourier, dont nous laissons la démonstration en exercice.

Exercice 9.16 Soient p € S(R?) et A € Gly(R). Alors ¢ 0 A € S(R?) et on
a, pour tout £ € R? :

Flpo A)(€) = |det A" (Fp)(*ATYE).
En particulier lorsque A € O(d), il vient

F(poA)=(Fp)oA.

Preuve de la proposition 9.15

On a vu a l'exemple 9.14 que les opérateurs de la liste sont bien
invariants par isométries.

Supposons réciproquement que P(J) soit invariant par isométries.
Cela signifie que, pour toutes ¢ € S(R?) et A € O(d), on a

P()(poA) = (P(0)p)o A.
Passons coté Fourier. Il vient, pour tout ¢ € R? :

P(i€) F(poA)(§) = P(i§) (Fp) o A= F ((P(0)p) 0 A) = P(iAg)(Fp)o A.
Il vient, en testant par exemple sur la fonction ¢ : z — e~ l7I* dont 1a
transformée de Fourier ne s’annule pas, 1’égalité

P(iAg) = P(i§)
pour tout & € R? et toute isométrie A € O(d).

Soit le polynéme @ : & — P(i&). Puisqu’il est invariant par rotation,
chacune de ses composantes homogenes @), de degré m est également
invariante par rotation, donc constante sur la sphere unité. Il suit que
Qm(&) = cm|€||™ pour une constante ¢,, € C. La fonction £ — ||&||™
n’étant polynomiale que lorsque m est pair, il suit que @, est nulle
lorsque m est impair, et est proportionnelle a ||£||" lorsque m est pair.
Le résultat suit.



10. Un peu de géométrie

Nous introduisons la mesure superficielle d’une hypersurface de I'espace
euclidien R?, ou d > 2. Cette mesure permet de calculer la longueur d’une
courbe de R? (proposition 11.16), 'aire d’une surface de R3 etc...

Cette mesure superficielle intervient dans la formule des sauts (théoréme
11.9), qui généralise en dimension quelconque celle que nous avons déja
rencontrée en dimension 1 (proposition 4.20).

Dans ce chapitre et le suivant nous munirons 'espace R? de sa structure
euclidienne standard, pour laquelle la base canonique By = (e1, -+ ,eq) est
orthonormée. On notera u - v le produit scalaire des vecteurs u et v.

A Différentielle et gradient

Avant de rentrer dans le vif du sujet, un préliminaire pour fixer les idées.

La différentielle au point m € R? de la fonction différentiable g : R? — R
est un élément D,,g € L(R?R) du dual de RY L’espace R? étant muni
d’une structure euclidienne, le théoréme de représentation de Riesz fournit
un unique vecteur V,,g € R? pour lequel on ait 1’égalité

Ding(u) = Vg -u
pour tout vecteur u € R%.

Définition 10.1 Le vecteur V,,g est le vecteur gradient de g en m € R,
On a, en coordonnées, 'égalité Vg = (0g/dx1,...0g/0x,).
m

Exemple 10.2 Pour g; : z +— ||z||,ona V,,g1 = Ty €0 dehors de I'origine.

Pour gy : z + ||z]|?/2, on a V,,92 = m en tout point de R?.
Pour g3 : x — x4, on a V,,g3 = e4 en tout point de RA.

L’intérét du vecteur gradient V,,g,

par rapport a la différentielle D,,g, | \
c’est qu’on peut le dessiner (comme ! / \ A t by
un vecteur “attaché” au point m ou . — . — .

on 'évalue). (41 92 g3
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B Volume et déterminant

Notation 10.3 Le parallélépipede engendré par les vecteurs (vy,--- ,vq) de
R? est
P(vr, -+ ,vq) = {2?21 tjv; avec 0 <t; < 1}.

On munit R? de 'unique mesure de Lebesgue, que nous noterons ici volg,
normalisée de sorte que

volg(P(e1, -+ ,eq)) =1.
Lemme 10.4 La mesure de Lebesgue voly est invariante par isométries.

Preuve Soit f € GI(R?) linéaire inversible. L’application
A € Bor(RY) — voly(f(A)) € [0,00],

définit une mesure borélienne sur R%, qui est localement finie et invariante
par translation : c’est une mesure de Lebesgue sur R, Il existe donc une
constante A(f) > 0 avec, pour tout borélien A € Bor(RY) :

vola(f(A)) = A(f) vola(4) .

Soit f € O(d) une isométrie. Puisque la boule B(0,1) est stable par f, et de
mesure de Lebesgue non nulle, on obtient Ay = 1. O

Proposition 10.5 Pour tout systéme de vecteurs (vy,--- ,vq) de R, on a
l’égalité

volg(P(v1, -+ ,vq)) = |detg, (v1,- - ,va)l,
le déterminant étant pris relativement a la base canonique By (ou bien a
toute autre base orthonormée).

Lorsque les vecteurs sont liés, les deux termes de 1’égalité ci-dessus sont nuls.

Nous supposerons donc que les vecteurs (vy,---,vg) forment une famille
libre.
Définition 10.6 On suppose d > 2.

Soient (vy,--- ,v4_1) des vecteurs linéairement indépendants de R?. Soit
Uhyperplan H = vect (vy, - - ,v4_1). Le parallélogramme de RY engendré par
ces vecteurs est le parallélépipéde P(v1, -+ ,vq-1) C H.

Dans cette définition, on a repris en dimension quelconque la terminologie
familiere d’un parallélogramme de “dimension 2” et d’un parallélépipede
de “dimension 3” dans ’espace ambiant R3. Le lemme suivant affirme que
le volume (d-dimensionnel) d’un parallélépipede égale le produit de Daire
(volume d — 1-dimensionnel) de sa base par sa hauteur.
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Lemme 10.7 Soient (v1,--- ,v4_1,v4) linéairement indépendants dans R.
On désigne par w € R? la projection orthogonale du vecteur vq sur la droite
H*L, ot H = vect (v, - ,v4-1). On a l’égalité

volg(P(v1, -+ yv4-1,v4)) = volg_1(P(v1, -+ ,v4-1)) ||w]| .

V2

U1 U1

Dans le lemme ci-dessus, vol;_1 désigne la mesure de Lebesgue normalisée
de I'’hyperplan H ~ R%1 ¢ R%, muni de la structure euclidienne induite par
celle de R%.

Preuve La mesure de Lebesgue étant invariante par isométries (lemme
10.4) on peut supposer, quitte a faire agir f € O(d), que 'hyperplan H est un
hyperplan de coordonnées, soit H = vect (e1,--- ,e4-1), et que w = ||w|| eq.
On écrira vy = h + w, avec h € H. Chaque hyperplan affine (euclidien)
Hs = H + seq est muni de sa mesure de Lebesgue normalisée. On a

P(vi, - ,vg-1;vq) = {x +tvg, x € P(vg, -+ ,v4-1) et 0 <t <1}
={(x+th) +tw,, z € P(v1, - ,vg-1) et 0 <t < 1}.
Calculons notre volume en utilisant le théoréme de Fubini.
Chacune des translations m € H = Ho — m + th + tw € Hy),, étant
une isométrie, le volume (d — 1)-dimensionnel de chaque parallélogramme

P(v1,- -+ ,v4-1) + tvg C Hyjy) est égal & celui du parallélogramme initial
P(v1, - ,v4-1) C H. On a donc

VOld(’P(UI’ s, Ud—1; Ud)) = /d ]173(111,--' Wd—1,V4) dVOld
R
flwll
= / volg_1(P(vy, -+ ,vg-1;vq) N Hs) ds
0
= volg—1(P(v1,- -+ ,v4-1)) [lw] - O
Preuve de la proposition 10.5

On procede par récurrence sur la dimension. Le volume 1-dimensionnel du
segment [0, a] est |a|. Supposons le résultat acquis en dimension d— 1. Soient

B = (€1,...,€4—1) une base orthonormée de H et ¢; = w/||w||, de sorte que
B = (e1,...,€q) est une base orthonormée de R?. L’hypothese de récurrence
assure que

volg_1(P(v1, -+ ,va-1)) = |detg(vi, - ,v4-1)| -
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La matrice des vecteurs (v, -+ ,v4-1,v4) dans la base 3 est de la forme
*
Matg(vy, -+, v4— *
Matj(vi, -+ ,va) = plvn,--,va-1) N
0 0wl

Il vient donc, en utilisant ’hypothese de récurrence et le lemme 10.7 :

det Matz(vi, - -+, vg) = [det Matg(vy, -+, va-1)] [Jw]|
= volg_1(P(v1,- -+ ,v4-1)) |lw]|
= volg(P(v1,- -+ ,v4-1,vq)) - u

Remarque 10.8 On peut également présenter comme suit la preuve de la
proposition 10.5, dans ’esprit du lemme 10.4 dont on reprend les notations,
et qui fait intervenir une famille de générateurs du groupe linéaire. La voici.
Quand les vecteurs (v1, - - ,vg) sont liés, le parallélépipede P(vy, -+ ,vq) est
de mesure nulle, tandis que detp, (v1,- -+ ,v4) = 0.

Soit donc f € GI(R?) linéaire inversible. Il s’agit de montrer 1’égalité
A(f) = | det f]. On appliquera cette identité a l'application linéaire définie
par f(e;) =wv; (1 < j < d) pour conclure que

volg(P(v1, -+ ,vq)) = volg(f(Ple1,--- ,eq))) = |det f| = detp,(vi,---,vq).

Les applications f +— A(f) et f — |det f| étant des morphismes de
groupes de GI(R?) vers R}, il suffit de montrer qu’elles coincident sur un
systeme de générateurs. L’égalité \(f) = |det f| est immédiate lorsque

0
0 Idgo

1 1
Matg, (f) =T = |0 1

Mats, (f) = D(t) = <8 Id;)l)

et donc aussi lorsque f est conjuguée dans GI(R?) & la transvection T, ou &
la dilatation D(t) (ou t € R*). Ceci conclut la preuve puisque les dilatations
et les transvections engendrent le groupe GI(R?). O

Remarque 10.9 La proposition 10.5 constitue la premiere étape en direc-
tion de la formule du changement de variable dans les intégrales.
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En effet, si pps : @ — Mx est le changement de variable linéaire associé
a M € GI(RY), la proposition 10.5 identifie la mesure image de la mesure de
Lebesgue par s : on a (pr)«volg = | det M|~ tvoly. 11 suit Iégalité

/(foan)|detM|dvold:/f dvoly

pour toute fonction étagée, puis pour toute fonction mesurable positive ou
intégrable. Le cas général, pour un C! difféomorphisme quelconque ¢, en
découle... avec un peu d’huile de coude, en approchant localement notre
application différentiable par ses applications affines tangentes.! On voit
ainsi se profiler la valeur absolue du déterminant jacobien.

C Aire d’un graphe, cas linéaire

Nous en venons maintenant au point qui nous intéresse.

Soit H un hyperplan, graphe de la forme linéaire h : R*1 — R, ou
h(zy, -+ ,xq_1) = a1 + - + ag_124_1, c’est-a-dire que H = v(R1), o1
vz € R (2;h(x)) € RE On a alors

vy (P(eh o 7ed—1)) - P(Uh o 7/Ud—1) )

ouvj =ej+ajeq =ej+ (0jh)eq pour 1 <j<d—1

Sur ce dessin, on a translaté

v les parallélogrammes pour
plus de lisibilité (ils n’ont pas

Rd_l < 0 I pour sommet 1origine).

Lemme 10.10 On a l’égalité
d—1
volg_1(P(e1 + areq, -+ ,eq—1 + ageq)) = (1 + Z a?)l/Q .
J=1

On veut déterminer aire (volume d—1-dimensionnel) du parallélogramme

P(vi,- - ,v4-1). Plutét que de calculer le déterminant detg(vi,- - ,v4-1)
par rapport & une base orthonormée 5 de H, on va épaissir le parallélogramme
P(v1, -+ ,v4-1) et se ramener & calculer le volume d’un parallélépipede.

Preuve Un vecteur normal aux vecteurs (v;) pour 1 < j < d—1 est le

! ajej + eq, et il est de norme |w|| = (1 + Zd—l a2-)1/2_

vecteur w = — 3 57) j=14j

1. Voir par exemple le cours de JF Le Gall


https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~jean-francois.le-gall/IPPA2.pdf
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Le parallélépipede P(vi,--- ,v4-1,w) a pour base P(vy,- - ,v4-1) et
pour hauteur ||w||. On lui applique la proposition 10.5. Il vient, avec le
lemme 10.7, ’égalité

—ay
volg—1(P(e1 + areq, - ,eq—1 + aqeq)) (1 + Zj’;ll a?)l/2 = |det lda
Il reste a calculer le déterminant ci-dessus. Notons (cq,- -+ ,¢q) les colonnes

de la matrice précédente. On a 1’égalité

d—1
det(cl, ce ,Cd) = det(cl, st Cd—1,Cqd T+ E CLjCj) ,
Jj=1
ol le second déterminant est celui d'une matrice triangulaire. O

Jusqu’ici, nous nous étions permis de noter vol;_1 la mesure de Lebesgue
normalisée de n’importe quel hyperplan de R%. Nous allons désormais les
noter différemment pour bien les distinguer.

Corollaire 10.11 On désigne par og la mesure de Lebesgue normalisée de
Uhyperplan Hy = R x {0}, muni de la structure euclidienne induite. De
méme, soit o la mesure de Lebesgue normalisée de l’espace euclidien H.

On introduit la projection orthogonale 11 : (x,h(x)) € H — = € Hy. On
a, pour tout borélien A C H, ’égalité

d—1
o(A)=(1+ Y a)?oo(II(4)). (10.1)

=1
Les mesures og et o sont les mesures superficielles des hyperplans Hg et H.
Preuve Les mesures o et oy o Il sont deux mesures de Lebesgue sur H,
et on a déterminé le coefficient de proportionnalité au lemme précédent

puisqu’on a par définition o(P(v1,...,v4-1)) = volg_1(P(v1,...,v4-1)) et
oo(P(et,...,eq—1)) = volg_1(Pler,...,e4-1))- O

Remarque 10.12 Rappelons que la mesure image de og par v : Hy — H
est définie, pour tout borélien A C H, par I’expression

(7:00)(A) = oo (7 (A4)).

L’égalité (10.1) peut alors s’exprimer en termes de mesure image. Puisque
v~ ' =1Ly : H — Hy, on peut en effet écrire (10.1) sous la forme

d—1
0=V (1—}—2@?)1/2 oo | - (10.1b)
j=1
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D Aire d’un graphe, cas général

Soit maintenant le graphe S = {(z,h(z)), * € U} C R? d'une application
h:U c R*1 — R de classe C™, ot U est un ouvert de R%~!. On verra &
la section 10.E qu’'un tel S est une “hypersurface réguliere”. Au voisinage
de chaque point (zg, h(zg)), S est approchée par le graphe de 'application
affine tangente a h en xg, soit Ty, h, qui est définie par

Typoh - & € R s h(xg) + Dyyh(z — x0) € R.

La translation de vecteur h(zg) ne modifie pas le volume. Guidés par
I’étude du cas d’une application linéaire h mené a la section précédente
(pour lequel 'application z — D,h est constante égale & h, et avec I’égalité
1+ Z?;i a? = 1+ ||[VR|?), on est naturellement amenés & introduire la
définition suivante (les notations sont celles du corollaire 10.11).

Définition 10.13 Pour une partie mesurable A C S, on pose
o(A) = / (14 [[VA|2)Y2 do (10.2)
II(A)

On dit que o est la mesure superficielle de S. C’est une mesure borélienne
localement finie sur S.

Remarque 10.14 Tout comme dans le cas linéaire (voir la remarque 10.12),
on peut définir la mesure superficielle o en termes de mesure image : on a

o= ((1 + || Vh|2)1/2 00) (10.2.b)

ot (1+ ||VA|[*)'/2 oy désigne la mesure & densité z — (1 + ||Vh(z)||?)'/? par
rapport a oyg.

Remarque 10.15 Lorsque I'application h est linéaire (ou bien affine), le
gradient Vh est constant, et ’on retrouve la mesure superficielle de la section
précédente (10.1).

Une hypersurface S pourra s’écrire de plusieurs facons comme un graphe
au-dessus d’un hyperplan. Nous montrerons au théoréeme 11.4 que la mesure
superficielle o que nous venons d’introduire, et qui semble dépendre de cette
écriture, est en fait intrinseque.

Un compact de S C R?! x R se projetant sur un compact de R4, la
mesure o est une mesure de Radon sur S. Elle permet donc d’intégrer les
fonctions continues a support compact f : .S — C en posant

/fda — [ flah@) (1 + [Veh|2) M2 da.
S Rd—-1
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Exemple 10.16 Longueur d’une courbe Soit I' = {(x,h(z))} C R? le
graphe d’une application h : R — R de classe C*°. La longueur de la portion
de T' obtenue comme image du segment [a, b] est

b
o (Tpasy) = / (1+ | (2)[2)V2 da.

Remarque 10.17 La mesure o peut étre vue comme une mesure borélienne
@ sur R?, supportée par S (i.e. telle que (R \ S) = 0). 1l suffit de poser
(B) = o(B N S) pour tout borélien B C RZ On vérifie facilement que
le support de & est supp (¢) = S. Puisque le graphe S est de mesure de
Lebesgue nulle (utiliser le théoréeme de Fubini), la mesure & n’est pas une
mesure a densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

La mesure & n’est pas toujours une mesure de Radon sur R? (i.e. n’est
pas toujours finie sur les compacts de R?) comme en atteste 'exemple qui
suit, d’'un graphe borné de longueur infini. Voir cependant le théoreme 11.4
lorsque S est le bord d’un ouvert a bord régulier.

Exemple 10.18 Le graphe S = {(z,h(x)), 0 <z <1} deh:z > sin(1/z)
est de longueur infinie puisqu’on a,

Y cos(1/x

1 [e'S)
O'(S):/ (1+|h’(m)|2)1/2dx2/ 72”(130:/ | cosu|du = +00.
0 0 z 1

11 suit que 5(B(0,2)) = o(S) = 0.

02 0f 04 05 06 07 08 09 10

E Hypersurfaces

Définition 10.19 Une partie S C RY est une hypersurface (régulicre) si
elle s’écrit localement, a permutation des coordonnées prés, comme le graphe

d’une fonction de classe C*° :

pour tout m € S, il existe un ouvert U de R? contenant m, un indice
1 <j<d, un ouwvert V.C R¢ 1, et une application h : V — R de classe C™
tels que

SOU ={(z1, - 2jps b2y &5 wa); &g, -5 2a) , (21,7 L5 2a) €V,

le symbole ~ indiquant que l'on omet cette expression.
Lorsque j = d, on a simplement SNU = {(z; h(z)), x = (z1,---x4-1) € V}.



118 D. H. Distributions

Exercice 10.20 1. Montrer qu’un hyperplan {¢ = 0}, ou £ € L(R% R) est
une forme linéaire non nulle, est une hypersurface.

2. Montrer que, pour d > 2, la sphére unité
St ={z cR?, |z =1} CcR?

est une hypersurface.

Sous cette forme de graphe local, la notion d’hypersurface se comprend
facilement. Mais il faut savoir reconnaitre une hypersurface lorsqu’elle est
définie par d’autres moyens (par exemple, on définit naturellement la sphere
unité S~ par son équation ||z|| = 1).

Définition 10.21 Une fonction g : W C R? — R définie et de classe C™
sur un ouwvert W de R%, est une submersion lorsqu’en tout point m € W sa
différentielle D,,g € L(R%,R) est une forme linéaire surjective... ¢’est-a-dire
non nulle !

Exercice 10.22 Soit g : W — R une fonction de classe C*° définie sur un ouvert
W c R?. On suppose que D,,g € L(Rd,R) est surjective. Montrer qu’il existe un
ouvert W,, C W contenant m tel que D,g € L(R% R) soit surjective pour tout
p € W,,. La condition “étre submersive en un point” est une condition ouverte.

Proposition 10.23 Une partie S C R? est une hypersurface si et seulement
st elle est définie au voisinage de chaque point par une équation submersive :

pour tout point m € S, il existe un ouvert W C R? contenant m et une
fonction g : W — R de classe C™ et submersive tels que

wnsS={g=0}.

Dire que g est submersive signifie que S est définie, au voisinage de m, par
I’équation “non singuliere” {g = 0}.

Exemple 10.24 Les applications g1 : (z,y) — zy et g2 : (z,y) — y° — 22

ne sont pas submersives en l'origine. On peut montrer que les ensembles
{g1 = 0} et {g2 = 0} ne sont pas des hypersurfaces au voisinage de I'origine
(utiliser par exemple la notion d’espace tangent, définition 10.26).

{g1 =0} {g2 =0}

Exemple 10.25 La sphere unité est définie comme S%~! = {g = 0} avec
g : = — ||z||> — 1. L’application g est C™, et elle est submersive sauf en
I’origine, ce qui nous suffit car ce point n’est pas sur la spheére.
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Preuve e Si S s’écrit localement comme un graphe on a, quitte a permuter
les coordonnées :

SNU = {(xlv o ,xd_l;h(ﬂfl,‘ t ,CCd_l)},
avec h de classe C*°. La fonction

g: (xla”' 7$d) = Tq— h(xlv"' 71"(1—1)
est de classe C* sur U, submersive et SNU = {g = 0}.

e La réciproque n’est autre que le théoreme des fonctions implicites.
Nous préférons le redémontrer (en supposant connu le théoréme d’inversion
locale).

Si donc S s’écrit au voisinage de m € S comme S = {g = 0} avec g de
classe C'°° submersive on peut supposer, quitte a permuter les coordonnées,
que 3 89 ( ) # 0. L’application de classe C'*° définie par

G: (xla' e axd—l;md) = (331,' s ,l’d_l;g(l‘l,“' 7$d—17$d))

Idg—1 O
* #0

inversible. Ainsi G est un difféomorphisme local au voisinage de m. On note

a un jacobien au point m de la forme Jac,,G = ( ), qui est donc

G i, mamy) = (T zaen H(z, 0 2a-13y)

Papplication réciproque (locale) de G, et on introduit la fonction de classe
C° définie par

h:(xy, - ,xq-1)— H(x1, -+ ,24-1;0).

On a (localement) le diagramme

{g =0} G {QZO}NRd_l
{(x1- - zg_1;h(x1- - 29-1))}

qui assure que, au voisinage de m, ’ensemble de niveau S = {g = 0} s’obtient
également comme le graphe de la fonction réguliere h. (I
F Espace tangent

Définition 10.26 L’espace tangent T, S au point m € S a Uhypersurface
S est l’ensemble des vecteurs tangents en m aux courbes C*° tracées sur S :

TS ={c(0), ouc: T — S CR? est C® avec c(0) = m},

I étant un intervalle ouvert de R contenant [’origine.
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Cette définition de ’espace tangent a I’hypersurface S est intrinseque.
Elle ne dépend pas de la définition de S comme un graphe, ou a travers une
équation. A la proposition 10.27, on décrira I'espace tangent lorsque S est
définie comme un graphe ou bien par une équation.

Nous verrons (ce n’est pas immédiat avec la définition 10.26) que l’espace
tangent T},S est un sous-espace vectoriel de R?. Dans la pratique, on le
dessine cependant comme un hyperplan affine passant par le point m !

Proposition 10.27 Soit S € R? une hypersurface. Soit m € S.

1. L’espace tangent T,,S C R & Uhypersurface S est un sous-espace
vectoriel de dimension d — 1 (i.e. un hyperplan).

2. Si S s’écrit localement comme un graphe {(z;h(x))} au voisinage de
m = (zo; h(20)), on a Uégalité Tp,S = {(u; Dyoh(u)), u € R4}

3. S1 S s’écrit localement S = {g = 0} avec g submersive, on a l’égalité
TnS = KerDyg = (Ving)*.

La preuve repose sur 'exemple immédiat suivant.

Exemple 10.28 Lorsque H est un hyperplan vectoriel, on a en chaque
point m € H 'égalité T,,H = H.

Preuve 2. Supposons que S soit définie comme le graphe de h. On observe
que les courbes ¢ : I — R? de classe C™® tracées sur S sont les courbes de
la forme ¢ : t € T+ (y(t),h(y(t))) € RY, oty : I — R4 est une courbe
paramétrée de classe C>°. On obtient en effet v = 7o ¢, out 7 : R* — RI~1
est la projection sur 'hyperplan {4 = 0}.

Lorsque m = (xg, h(xg)) = ¢(0) on a alors ¢(0) = (7/(0); Dy h(7/(0))).
Le résultat annoncé suit alors de ’exemple 10.28.

) Y =moc
———

1. On vient de voir que I’espace tangent T}, est I'image de ’hyperplan R4~!
par l'application linéaire j : u — (u; Dy h(u)). C’est donc un sous-espace
vectoriel de R?. Et il est de dimension d — 1 car j est injective.

3. Lorsque ¢ : I — S C R? est une courbe tracée sur S = {g = 0}, on a

goc =0, donc T;,5 C KerD,,g. L’égalité de ces sous-espaces suit de I’égalité
de leurs dimensions. O
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Remarque 10.29 ¢ Une hypersurface S C R? ne peut pas toujours
s’écrire globalement comme un graphe. Considérer la sphere S4—1 ¢ R

e Une hypersurface ne peut pas toujours étre définie globalement
comme ensemble de niveau d’une fonction submersive g : R? — R.
Lorsque c’est le cas, S = {g = 0} est en effet fermée dans R?.



11. Formule de Green

A Ouverts de R? 4 bord régulier

Soit V' C R un ouvert, avec d > 2. Puisque 1y = 1 sur V et 1y = 0 sur
le complémentaire ¢V, les dérivées partielles 01y seront nulles sur 'ouvert
V UV, donc supportées par la frontiere (ou bord) OV =V \ V de V.

Lorsque 'ouvert V est quelconque, son bord peut étre bien compliqué et
I’on ne pourra pas dire grand chose de plus.

Nous supposerons donc que V est un ouvert a bord régulier.

Définition 11.1 Un ouvert V. .C R? est a bord régulier lorsqu’il existe une
fonction g : R — R de classe C telle que

1. la fonction g est submersive en chaque point de {g = 0}, i.e. Vg # 0
st g(m) =0
2. V={g<0}.
On a alors V. ={g <0} et OV =V\V = {g = 0}. L’ouwvert °V est lui aussi

a bord régulier, avec

3.V ={g>0}.

Remarque 11.2 La condition pour g d’étre submersive en un point est une
condition ouverte. On a donc Vg # 0 sur un voisinage du bord 9V

La définition 11.1 exprime que le bord S = 9V de 'ouvert V est une
hypersurface de R%, et que V est localement d’un seul c6té de S.

Noter que le bord S = 9V = {g = 0} C R? est une hypersurface fermée.

V={g<0}
Un disque ouvert, ou bien le complémentaire d’un disque fermé, ou encore un

demi-espace ouvert sont des ouverts réguliers.
Mais pas le complémentaire d’une (demi-)droite, ni le complémentaire d’un cercle.

122
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Pour un ouvert a bord régulier V, nous allons relier en 11.4 les dérivées
partielles 9;1y & la mesure superficielle o de 'hypersurface S = 9V qui
avait été introduite en 10.13. Ceci assurera, comme nous ’avons annoncé,
que cette mesure superficielle o est bien intrinseque (voir le théoreme 11.12).

Définition 11.3 Pour m € S, on introduit le vecteur v(m) défini par

_ Vmg
Vgl

C’est l'unique vecteur unitaire normal a S en m, sortant de V.

€ RY.

v(m)

Pour m € S, le vecteur v(m) ainsi défini est en effet, par construction,
orthogonal & I’hyperplan T3,,S = KerD,,g = (V,,g)*. Lorsqu’on parcourt la
demi-droite t € R* — m 4 tv(m) € R? & partir du point m (i.e. t = 0), on
sort de V' puisque g(m + tv(m)) > 0 pour t > 0 petit.

Le champ de vecteurs v : S — R? est continu, et il est intrinséque : il ne
dépend que de S, et pas du choix de la fonction g qui définit V et S.

B Formule de Green

On conserve les notations et les hypotheses du paragraphe précédent.

Théoréme 11.4 Formule de Green, version distributions

Soit V.C R un ouvert & bord régulier, de bord S = OV .

1. La mesure superficielle o de S introduite a la définition 10.13 est finie
sur les compacts de R®. Elle définit donc une distribution d’ordre 0,
encore notée o € D'(RY).

2. Cette mesure superficielle o est intrinséque, c’est-a-dire qu’elle ne
dépend pas de l’écriture locale de S comme un graphe.

3. Pour 1 < j <d, on note vj = v -ej la j-iéme composante de v. On
a alors l’égalité, au sens des distributions :

0;(1y) = —vjo. (11.1)

Remarque 11.5 La signification de l'expression (11.1) requiert quelques
explications.

e Le champ de vecteurs continu v : S — R? est la restriction & S du
champ de vecteur de classe C'*° défini par

Vg
Vg
sur le voisinage ouvert Q = {m € R?, V,,g # 0} de S. L’expression Njo

définit une distribution Njo € D'(R?) car o est une distribution supportée
par S et N; est une fonction de classe C*° définie au voisinage de S.

N:meQ— c R?
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Il suffit en effet de poser, pour toute fonction test ¢ € D(R?),

(Njo,p) = (0, (xNj)p)

ot x € D(RY) est une fonction plateau qui vaut 1 au voisinage de S, et de
support inclus dans §2 — la valeur obtenue pour cette expression ne dépendant
pas du choix de y.

e La distribution o € D’ (Rd) étant d’ordre 0, la proposition 6.11 assure
que N; o ne dépend que de la valeur de N; sur S, c’est-a-dire ne dépend que
de vj. On note donc

—vjo:=—Njo, (11.1b)

le membre de gauche faisant clairement apparaitre que cette expression est
intrinseque a S, et ne dépend pas de 1’équation choisie V' = {g < 0} comme
pourrait le laisser entendre le membre de droite.

Remarque 11.6 L’expression (11.1) équivaut, par linéarité, a dire que pour
tout vecteur w = (wy,--- ,wy) € RY), on a

d
D(Ay)(w) = w;dlly = —(v-w)o.
j=1

Remarque 11.7 Ce résultat étend, en dimension supérieure, la formule
des sauts de la dimension 1 (proposition 4.20). En effet si V' = ]a, b] est un
intervalle ouvert borné, son bord est S = IV = {a,b} et il est naturel de
définir la mesure superficielle de S comme o = §, + &. Le vecteur unitaire
sortant en a est v(a) = —1 et le vecteur unitaire sortant en b est v(b) = 1,
tandis que (]lv)/ =04 — 0 = —(v(a)dy + v (b)) = —vo.

Preuve du théoréme 11.4 1. Contrairement a ce qui se passait dans
I'exemple 10.18, I'hypersurface S C R? est ici fermée. La trace sur S d’un
compact de R? est donc un compact de S. Il suit que la mesure superficielle
@ induite par o sur R% (remarque 10.17) est une mesure de Radon sur R¢.
La mesure superficielle o définit donc une distribution d’ordre 0 sur R?, que
l’'on notera encore o € D'(R?).

2. est conséquence de 3 puisqu’au voisinage d’un point de S ou la j-ieme
composante v; de v ne s’annule pas, on aura o = (—N;)~1 9;(1y) (ou encore
o= (—vj)719;(1y), la distribution 8;(1y étant d’ordre 0).

3. Pour simplifier les notations, on écrit la preuve en dimension 2 (il n’y
a pas de difficulté supplémentaire en dimension supérieure).

L’énoncé est local, car une distribution est connue lorsqu’elle est connue
localement (principe de localisation 3.34). Soient donc m € S, un voisinage
U de m dans R?, et un repere orthonormé de R? dans lequel

SNU ={(z,h(z))} et VNU ={(z,y), y < h(x)}.
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e Rappelons qu’au point (z,h(x)) € SNU
le vecteur normal sortant & V est

Vg
gl

et que la mesure superficielle de S a été

= (L4 W (2)?) V2 (=1 (2), 1),

définie, a travers la paramétrisation locale v : x € R — (x, h(x)) € S, comme
la mesure v, ((1 + |B/(z)[?)'/2 dz).

e Nous commengons par un préliminaire dont I'utilité apparaitra plus

bas. Soit ¢ € D(U). La fonction F : (z,2) € R* — [*_ o(z,y)dy € R est
de classe C! car ses dérivées partielles

OF, . [* Oy OF
%(IIZ‘,Z) a (.CU y)dy et a 90(:1772)

existent et sont continues (pour la premiéere assertion, on utilise le théoreme
de dérivation sous le signe somme, ¢ étant C'' & support compact).

La fonction définie par f : x € R +— F(x,h(z))) € R est de classe C! et
a support compact. Il vient, par dérivation de fonctions composées :

—00

h(z)
fmzivaw@quimmm>

OF OF ,
= (@, h(@)) + (2, W) (@)

h(zx) 890 .
— [ 7wy + (e b)) ).
oo O
On observe que fR f(z) dx = 0 puisque f: R — R est & support compact.

Nous déterminons maintenant 911y avec le théoréeme de Fubini, et en
utilisant le préliminaire que nous venons d’établir. Il vient, pour ¢ € D(U) :

<61]1V7 90> = _<]1V7 81QD>

== [\ ]

/ o der/ oz, h(z)) B (z) dz
(z

~ [ ewn@) @) ds
e W() ,
_[_wwﬁ@»O+W@WﬂNO+W®mem

o
——/goz/lda.
S
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e Pour l'autre dérivée partielle, méme principe mais c’est plus direct avec

<82]1V, ()0> = 7<]]-V7 6280>

00 h(zx) 630
T /—oo [/—oo Jy (:L" y) dy] e

oo
1
= — x,h(x 1+ W (2)))'2 dz
| et ) e (@)
:—/gpl/gda. 0
S
Exercice 11.8 Soient (ay,--- ,a4) des réels non tous nuls et b € R, et soit H C R?

I’hyperplan affine d’équation Z;l:l ajr; =b.

Soit V' = {Z?Zl a;x; —b < 0}. Exprimer les dérivées partielles 9;(1y) en
fonction de la mesure de Lebesgue normalisée de H.

Corollaire 11.9 Formule des sauts dans ’espace

Soient V. C R un ouvert, a bord régqulier S dont on note o la mesure
superficielle, et v la normale unitaire sortante. Soient fi, fo : R — R de
classe C°°. On introduit la distribution

T=fily+ foley.

On a, pour tout 1 < j < d, l’égalité

3]'T = (8jf1)]lv + (a]fQ) ]le\_/ + (f? - fl)yj o.

207

(o)
‘»

fo——

53

-

Preuve On rappelle que ¢V est également un ouvert & bord régulier, de
méme bord (V) = S que V.
Soit v le vecteur normal unitaire sortant a V. On a les égalités

0i(fily) = (9 fi)lv + f1(9;1v) = (0;f1) v + f1 (~vjo)
0j(foley) = (O fo)ley + f2 (Ojley) = (9 f2)Ley + f2 (Vo) ,

puisque la normale sortante de I’'ouvert V' est la normale rentrante de I’ouvert
¢V. Le résultat suit. (]



Mesure superficielle d’une hypersurface 127

C Mesure superficielle d’une hypersurface

C.1 Localisation

Dans ce qui précede nous avons supposé en un premier temps, par souci
de simplicité, que Pouvert ambiant était R%. Mais on peut vouloir travailler
dans un ouvert quelconque U de R%. La définition est la méme...

Définition 11.10 Un ouvert V.C U est a bord régulier lorsqu’il existe une
fonction g : U — R de classe C'™ telle que

1. la fonction g est submersive en tout point de {g =0} C U
2. V={g<0}.
On a alors 3V =V \V = {g = 0}.

La petite subtilité est que, dans ce contexte, ’adhérence de V doit étre
entendu comme I'adhérence relative de V' dans U (le plus petit fermé de U
contenant V). Le bord S = 9V de V est une hypersurface, qui est fermée
dans U. Cela dit, la formule de Green s’énonce et se démontre comme ci-
dessus. On obtient le résultat suivant.

Proposition 11.11 La mesure superficielle o de S (qui a été introduite a
la définition 10.13) est intrinséque, i.e. ne dépend pas de l’écriture locale de
S comme un graphe.

La mesure o est une mesure localement finie sur U. Elle définit donc une
distribution encore notée o € D'(U) pour laquelle on a, pour tout 1 < j < d,
l’égalité

9i(ly) = —vjo,
v(m) désignant le vecteur normal unitaire sortant de V' au point m € S.

Observons maintenant que toute hypersurface S C R? est localement le
bord d’un ouvert & bord régulier. Soit en effet U € R? un voisinage ouvert
de m € S pour lequel SNU = {g =0}, ot g : U — R est une submersion.
On constate que 'hypersurface S N U est alors le bord (dans U) des deux
ouverts V={z €U, g<0}etV={zxeU, g>0}

Une mesure étant connue lorsqu’elle est connue localement, on a donc le
résultat suivant.

Théoréme 11.12 Mesure superficielle
Toute hypersurface S C R? porte une mesure superficielle, qui est définie
localement par 10.13... mais qui est intrinséque.

Exemple 11.13 La mesure superficielle de la demi-sphere
Siil = {(1'17"' ,fL‘d) € Sd_la Tq > 0} -y

avec U = {x € R?, 24 > 0} est la restriction & Sfi[l de la mesure superficielle
de S41,
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C.2 Hypersurfaces séparantes

On vient de voir que toute hypersurface est, localement, le bord d’un
ouvert & bord régulier. Cependant, une hypersurface réguliere de R¢ n’est
pas toujours le bord d’un ouvert & bord régulier de R¢. Considérer par
exemple S = {(¢,0), t > 0} C R2.

Il est donc légitime de se demander, parmi les hypersurfaces S C R,
lesquelles séparent R? en deux deux ouverts V et °V de R? a bord régulier
oV =0V =8.

Une telle hypersurface est alors fermée puisqu’égale & V' \ V.

Réciproquement, une hypersurface fermée connexe de R¢ sépare R?
en exactement deux composantes connexes, qui sont alors des ouverts a
bord régulier. (De méme pour une hypersurface fermée et connexe dans
un ouvert U C R% simplement connexe).

Une preuve “relativement élémentaire” de cette assertion, qui repose sur la
notion de transversalité, se trouve dans I'article
H. Samelson, Orientability of hypersurfaces in R™, Proc. AMS, (22), 1969.

C.3 Mesure superficielle d’une courbe plane

Comme annoncé au début du chapitre 10, nous allons relier la mesure de
longueur d’une courbe paramétrée a la mesure superficielle de son image.

Définition 11.14 Courbe paramétrée Soient J C R un intervalle ouvert,
et v : J — R? une application de classe C™ telle que ' (t) # 0 pour tout
t € J. L’image T' = v(J) C R? est une courbe paramétrée de R?.

L’image I n’est pas toujours tout a fait une hypersurface, comme I’évoquent
les dessins suivants (le second étant pourtant associé a une application ~y
injective).
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Cependant...

Lemme 11.15 Pour tout ty € J, il existe un intervalle ouvert tg € I C J
pour lequel vy : I — R? est injective, avec y(I) hypersurface de R2.

Preuve Notons v = (71,72). Nous supposerons pour fixer les idées que la
premiére composante v} (t9) de v/ (¢p) soit non nulle. Le théoréme d’inversion
locale assure l'existence d’un intervalle ouvert I contenant ¢y pour lequel
t € I — v(t) € R est un diffomorphisme sur son image. L’image v(I) est
une hypersurface de R?, i.e. une courbe réguliere, puisqu’elle s’écrit comme
le graphe

A1) = {2,720 ()" (@), @ € (D} O

Proposition 11.16 Mesure superficielle d’une courbe paramétrée

Soit T C R? une courbe paramétrée, image de v : J — R2. On suppose
que application v est injective.

Pour [a,b] C J, la mesure superficielle du compact y(|a,b]) C T est égale
a la longueur de cette portion de courbe, soit

b
a(7([a,0])) =/ 1V (£l dt - (11.2)

Remarque 11.17 On suppose 7 injective pour éviter, par exemple, d’écrire
le cercle S' comme image de I’application v : t € R — e € C. L’expression
(11.2) semblerait alors indiquer que le cercle a une longueur infinie... alors
qu’on I’a simplement parcouru une infinité de fois.

Par contre, la 1égere non injectivité de 'application associée au dessin de
gauche de la page 128 n’est pas problématique puisqu’un point de la courbe
est de mesure superficielle nulle.

Remarque 11.18 Sous les hypotheses de la proposition 11.16, on peut re-
formuler (11.2) par I’égalité

do = v.(|V' ()]l dt) - (11.2b)

11 suit, pour une fonction continue f : v([a,b]) — C, I'égalité

b
do = ) 17/ (&) dt .
/7([a,b])f /a FO@) I @l

Preuve de la proposition 11.16 Quitte a restreindre l'intervalle [a, b] et
a échanger le role des coordonnées, on peut supposer grace au lemme 11.15
que la portion de courbe 7([a, b]) est le graphe

Y([a, b)) = {(s,720 (1) (), @ € [, ]}

ou v : [a,b] = [o, B] est bijective.
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On utilise donc 'expression de la mesure superficielle d’'un graphe obtenue
a exemple 10.16 avec ici h = y5 0 (71) "', en tenant compte de I'expression
de la dérivée d’une fonction composée, ainsi que de ’égalité

1

—1y\/ )= -
o) = =Ty

11 vient alors avec le changement de variables z = ~;(¢) (et une valeur absolue
au cas ou v soit décroissante...) :

o(v(la,b])) =

Exemple 11.19 On parametre le cercle S(xg,r) de centre xq et de rayon r
(privé d’'un point, négligeable pour la mesure superficielle) par I’application

vt €|—mm[— xo+r(cost,sint) € S(zo, 7).
La mesure superficielle o du cercle S(co, r) est égale a . (r dt), avec 1'égalité
wo = o(S(xg,r)) =277

L’intégrale, pour la mesure superficielle o, d’'une fonction f € L*(S(zo,7))
intégrable est fS(xo p Jdo = ST f(zo + r(cost,sint))rdt.

C.4 Intégration en coordonnées sphériques

Il s’agit de démontrer la formule d’intégration en coordonnées sphériques
dans R? dont la formule d’intégration en polaires, en dimension 2, est un
cas particulier.

Proposition 11.20 Soit o la mesure superficielle de la sphére unité S¥1

de R euclidien. Pour toute fonction mesurable positive f : RY — [0, 00], et
donc pour toute fonction intégrable f : R4 — C, on a l’égalité

[ o = /0 h [ [t da(u)] 1 gy
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Preuve 1l suffit de démontrer le résultat pour une fonction mesurable
positive supportée par un demi-espace, par exemple par U = {z4 > 0}.
Soit B = {r € R¥!  |z|| < 1} la boule unité. La portion de sphere
SN U est le graphe de la fonction h : 2 — (1 — ||z]|?)'/2. Observons des
maintenant que
Ojh = % et donc 1+ ||Vh|?*= h12
On parametre le demi-espace U par le difféomorphisme

F:(z;t) € Bx 0,00 — t(z;h(z)) €U =R xRY.

Le déterminant jacobien de F' au point (x1,--- ,x4_1;t) est égal a
t o --- 0 T
0 t .- 0 T2
0 t Td—1
¢ —trq_
h:vl . hd 1 h
1 0 0 T
pd—1 1 0 L2 pd—1
= | . : B
o 0o -- 1 Tg_1
-1 ceo —xg_q  h?

(effectuer des opérations élémentaires sur les colonnes pour se ramener & une
matrice triangulaire). La formule du changement de variable pour I'intégrale
de la fonction mesurable positive f : U — [0, co] donne alors

d—1

/fdx—/onoo[f(F(:c ) Z( sdads
:/ -1 [/ f(tx; th(z (1+||Vh||2)1/2dx] dt

:/O [ [ ot )] dt . O

Exercice 11.21 1. Rappeler la valeur de [ et dt.

2. Pour d > 2, déterminer la valeur de fRd e 12” gz de deux fagons :
— en utilisant le théoréeme de Fubini
— en intégrant en coordonnées sphériques.

3. En déduire I'égalité wy 1= o(S1) = 227~
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D Applications

Tous les résultats de cette section peuvent étre considérés comme des
exercices illustrant la formule de Green.

D.1 Fonctions holomorphes

Nous commengons par retrouver la solution fondamentale pour ’opérateur
0/0z obtenue aux exercices 7.21 et 8.25.

Proposition 11.22 On identifie C a R? euclidien. On a l’égalité dans D' (C) :

Preuve Soit, pour € > 0, louvert V. = {|z| > ¢} C R%. C’est un ouvert
a bord régulier, avec 9V, = S(0,¢) = {|z| = €}. Le vecteur unitaire normal
sortant de V; au point ¢ e est —e'?,
Paramétrons le cercle V. = S(0, ) par I'application 6 +— ce?®. On a vu
en 11.19 que la mesure superficielle o de V. = S(0,¢) est g. = v4(c db).
La fonction z € C* — 1/z € C étant localement intégrable sur C on a,
dans D'(R?) :

1 1
*:lim*]lvs,
z e—0 2z
et donc
8—1—lim&(1]1 )
2 T 50 AN\ Ve

La fonction z +— 1/z est holomorphe en dehors de l'origine. Elle y vérifie
donc (9/0%))(1/z) = 0. La formule de Green donne alors, avec la formule
de Leibniz :

1

1 .
B} (0z +10y) (; ]le) =

On a donc, pour ¢ € D(R?),

1 2 1 ) R
0 (C10).0) = [ getee) an = m (o). 0

La formule de Cauchy restitue les valeurs d’une fonction holomorphe a
Iintérieur d’un disque, connaissant uniquement sa valeur au bord du disque.
La formule de Cauchy-Pompelu, qui est une généralisation de la formule de
Cauchy, s’applique a toute fonction réguliere f et fait (donc) également
intervenir la valeur de 9z f dans le disque.
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Corollaire 11.23 Formules de Cauchy et de Cauchy-Pompeiu

Soient zg € C, r > 0 et Q un voisinage ouvert du disque fermé D(zy,r) C C.
Soit C(zo,7) = {|z — 20| =1} le bord de ce disque. Soit a € D(zp,r).

1. Pour une fonction holomorphe f : Q2 — C on a

fla) = L /(z) dz.

27T Jo(zr) 2 — 0

2. Pour une fonction f:Q — C de classe C* on a

1 ), L[ @DE,
f(a) /C(zo,r) I /D(zo,r) I 2< )

i zZ—a T zZ—a

La premiere intégrale, “en dz”, est une intégrale de chemin, tandis que v
désigne la mesure de Lebesgue de C ~ R2.

Preuve On supposera sans perte de généralité que le disque est centré en
zop = 0. La premiere assertion est une conséquence immédiate de la seconde,
lorsqu’on suppose 0z f = 0.

Pour montrer la seconde assertion, on détermine 9;7, ou T € &'(R?)

désigne la distribution & support compact définie par la fonction intégrable

1
Z = zZ—a ]lD(OJ’)'

D’apres la proposition 11.22 et le principe de localisation 3.34, cette
dérivée 95T est somme de md,, et d’une distribution supportée par le cercle
S(0,7) que l'on détermine a 1'aide de la formule de Green. En paramétrant

le cercle S(0,7) par v : 0 +— re, on a 1’égalité
1 1 ,
8§T = Wda — 5 ﬁ Vx (7"619 da) y

soit

(0T, f) = 7 f(a) —1 2”f(r76i9)rewd0

2 )y ret? —a

_ 1 f(2)
_ﬂ-f(a)_%/c(o,r) dz.

zZ—a

Le résultat suit, puisqu’on a également

0. ) = ~(2.0:5) = [ ©ONE) gy .

D(zo,r) Z—a

D.2 Fonctions harmoniques (équation de Laplace)

Nous avons procédé en raisonnant par homogénéité et invariance par
rotation pour produire, au théoreme 6.20, des solutions fondamentales Fj
pour le laplacien.
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Rappelons que I'on a, avec wy = o(S¥1) :
1
Eg:$€R2\{0}b—>2—longH€R sid=2
T

Eg:z e R\ {0} — lz]|> e R sid>3.

(Cl — 2)wd ’

Nous allons re-démontrer que les fonctions F; ainsi définies sont des
solutions fondamentales du laplacien en procédant comme pour I'opérateur
0z (proposition 11.22), c’est-a-dire par le biais de la formule de Green.

Proposition 11.24 Les fonctions Eg sont des solutions fondamentales du
laplacien sur RY (d >2) .

Preuve Pour ¢ > 0, on introduit la fonction continue définie sur R par

Eq(x) si|z||>e
Eq4(e) izl <e.

V() = {

On a noté abusivement Eg4(e) la valeur commune des Eg4(z) lorsque ||z = e.

| L
Powr d 3 \f |

Ey

Puisque Ey € L . (R%), on a convergence au sens des distributions de 14,

vers Fg lorsque ¢ — 0. On aura donc a fortiori AE; = lim._,0 A¢g.. On
utilise une premiere fois la formule des sauts pour déterminer les dérivées
partielles 914, : il n’y a alors pas de saut, puisque la fonction 4. est
continue sur R%. On réapplique la formule des sauts pour calculer les dérivées
partielles 832¢d,a~

Nous allons mener les calculs lorsque d = 2, laissant le cas d > 3 au
lecteur (’expression de E; étant différente dans ce cas). Il vient alors, pour
j =1 ou 2, puisque Ey = (1/27) log||z]| :

.
(2m) Ojahae = W 1)z)>e

puis, avec la formule de Leibniz et puisque le vecteur normal unitaire sortant
de Vz: = {z, ||z|| > €} au point z est v(z) = —x/|z]| :

2

X
(2m) ajzlpz,a = {8?(E2)}]1V8 + 7]|30'a

]

ou o, désigne la mesure superficielle du cercle S(0,¢) et la dérivée {8J2 (E2)}
est la dérivée au sens des fonctions.



Applications 135

En se souvenant de ce que Fs est harmonique hors de 'origine, il vient
1 1
Oc = — O¢,
] €

o étant une mesure (donc une distribution d’ordre 0). Soit ¢ € D(R?). 1l
suit par, continuité de ¢, I’égalité

(27’[’) AZ/}Q,E =

2w

1 1 it
(2m) (AE2, o) = ;1_1% B S0 pdo, = il_r}(l) =y p(ee™)edt — 2w p(0).
]

Notre autre objectif est de démontrer la propriété de la moyenne pour
les fonctions harmoniques, c’est-a-dire qui satisfont 1’équation de Laplace
Ay = 0. Rappelons que les distributions harmoniques sont des fonctions de
classe C"°. On conserve les notations précédentes.

Lemme 11.25 Soit d > 2. Pour R > 0, on introduit la fonction continue
définie sur R4\ {0} par

GRr(z) = (E4(r) — Eq(R)) 1p(o,r) -

On a alors o
AGR =8y — —%
[
ot o désigne la mesure superficielle de la sphére S(0, R) centrée en 0 et de
rayon R, et |or| = or(S(0, R)) sa masse totale.

LR

!
e N Y

Gr
Preuve Une distribution est connue lorsqu’elle est connue localement : c’est
le principe de localisation, corollaire 3.34. On sait déja que la restriction de
AGFR a la boule ouverte B(0, R) est la masse de Dirac en l'origine. On sait
aussi que que la restriction de AGr & R?\ {0} est une distribution supportée
par la sphere S(0, R), que l'on doit identifier. On peut donc se contenter de
travailler sur R% \ {0}. Comme & la proposition 11.24, on commence par
déterminer les dérivées partielles 0;G avec la formule des sauts (sans sauts)
puis les 8J2G, de nouveau avec la formule des sauts. O

Corollaire 11.26 Propriété de la moyenne Soient Q@ C R% un ouvert,
et une fonction harmonique u : Q — R. Alors la fonction u, qui est de
classe C*, vérifie la propriété de la moyenne : pour toute boule fermée
B(xg, R) C Q, on a l’égalité

1
ulan) = - /S D o).
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Preuve On se ramene par translation au cas ot zg = 0. Puisque Gy € £'(2)
et u € £(£2), on peut écrire :

o=<GR,Au>=<AGR,u>=u<o>—|(;| /S Do),

u étant supposée harmonique. O

Corollaire 11.27 Théoréme de Liouville pour les fonctions harmoniques
Soit u : RY — R une fonction harmonique. On suppose que u — 0 d
Uinfini. Alors u est identiquement nulle.

Preuve Conséquence immédiate de la propriété de la moyenne. (Il

Corollaire 11.28 Principe du maximum

Soient Q C RY un ouvert borné connere et ¢ € C®(Q) N C°(Q) harmonique
réelle. On a alors pour tout x € €1,

inf o < <
larbw_@(w) S sup e,

avec égalité dans l'une de ces inégalités si et seulement si ¢ est constante.

Preuve Quitte a remplacer ¢ par —yp, on ne se préoccupe que du sup.
Puisque (2 est compact, le sup de ¢ est atteint en un point de 2. Soit

X={xe€Q, p(x) =supy}.
Q

L’ensemble X est un fermé de Q) car ¢ est continue. L’ensemble X est un
ouvert de € : cela suit de la propriété de la moyenne (corollaire 11.26) qui
est satisfaite par ¢ harmonique. Si donc X est non vide, la connexite de 2
assure ’égalité X = Q. O

En dimension 2, les fonctions harmoniques réelles sont les fonctions qui
sont, localement, la partie réelle u = Reh d’une fonction holomorphe. La
propriété de la moyenne, le théoreme de Liouville ainsi que le principe du
maximum pour la fonction harmonique u en dimension 2 sont également
conséquences des propriétés correspondantes pour la fonction holomorphe
h, ou bien pour e”.

En dimension quelconque, ces résultats persistent comme nous venons
de le constater, mais nous n’avons plus le recours de ’analyse complexe pour

les démontrer.

Exercice 11.29 1. Démontrer qu'une fonction polynomiale (de plusieurs
variables) bornée est constante.

2. Redémontrer alors le théoreme de Liouville ci-dessus (ainsi que sa version
holomorphe) en utilisant la proposition 9.3.
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D.3 Probleme de Dirichlet

Soit maintenant V' C R% un ouvert borné a bord régulier. Le probleme
de Dirichlet consiste a trouver une fonction harmonique sur V' (ou bien de
laplacien prescrit), et de valeur au bord imposée. Citons pour mémoire le
résultat suivant.

Théoréme 11.30 Probléme de Dirichlet dans un ouvert borné

Soientu € C®(0V) et f € C(V). Il existe une unique solution u € C*(V)
du probléeme avec condition de Dirichlet

Ap=f dansV, et o =u sur V.

L’unicité découle immédiatement du principe du maximum 11.28.

L’existence est nettement plus délicate. Hormis dans le cas ou V' est une
boule, on ne dispose pas d’expression explicite de la solution en fonction des
données u et f.

A titre d’illustration des conséquences 11.32 et 11.33 de la formule de
Green, nous allons démontrer la formule de représentation intégrale 11.34
pour la solution du probleme de Dirichlet. Celle-ci fait intervenir, outre les
données u et f, les dérivées normales au bord de la fonction inconnue ... et
ne propose donc pas de piste pour la résolution du probleme de Dirichlet.

Définition 11.31 Dérivée normale Soit f une fonction de classe C°
définie au voisinage d’un ouvert V a bord régulier S = OV. Pour un point
x € 8, et v le vecteur normal unitaire sortant de V' en ce point, la dérivée
normale de f au point x est

af & oy
8V(:c)—Vgcf-y—jz_;yjc%jj.

Proposition 11.32 Intégration par parties

Soient V.C R un ouvert régulier, de mesure superficielle o et de vecteur
unitaire normal sortant v, et deux fonctions tests v, € D(Q) ou Q est un
voisinage ouvert de V. On a :

/Ojtpdx:/ vipdo
1% v

/‘/@wwdﬂﬂ:/avwzbda/VsO(aﬂlﬁ)dm-

Preuve Pour la premiere égalité, on écrit
/Vajwdx = (Ly,05¢) = —(95lv, ¢) = (vjo,¢) = /SVj pdo.

La seconde s’obtient en appliquant la premiere au produit (). O
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Corollaire 11.33 Sous les mémes hypotheses, on a l’égalité

[ (20 e
[osv-senao=[ (¢50-30)a

Preuve Appliquer la proposition 11.32 a ¢ et 0v/0x; et consorts. O

Proposition 11.34 Soient V. C R? un ouwvert borné a bord réqulier, et

p € C®(V). On a, pour tout x € V, l’égalité

o) = [ Eay—a)8et)dy+ [ o) G-~ Ealy—) 50 do
%4 ov v v
Preuve On se ramene par translation au cas ou x = 0.
Pour € > 0 petit, on applique la formule de Green (11.33) sur l'ouvert a
bord régulier W, =V \ B(0,¢) et pour les fonctions ¢ et ¢y = E; (qui sont
régulieres au voisinage de W,). Puisque E; est harmonique sur W, il vient

_ W _ Oy
/V(wA@b—Amb)dl‘—/av (cp 5 (%w) do .

Il s’agit alors d’évaluer, dans 'intégrale qui porte sur le bord OW,, les
contributions de l'intégrale sur la sphere S(0, €) lorsque £ — 0. Pour cela, on
revient a ’expression explicite des solutions fondamentales E;. Les détails
de la preuve sont laissés au lecteur. O

D.4 L’équation de Poisson AT = 5

Théoréme 11.35 Equation de Poisson Soit d > 1.

1. Soit S € E'(R?). Il existe des solutions T € D'(RY) de I’équation
AT = S. Toutes ces solutions satisfont suppsingT = suppsing S.
En particulier, T est définie o l'infini par une fonction de classe C*°.

2. Lorsque d > 3, il existe une unique solution Ty € D'(R?) de I’équation
AT = S qui tende vers 0 a Uinfini. C’est Ty = S * Ey.

3. Lorsque d = 3, on a a linfini :

_ 9 b
(o) = 1oy © () ()

ot ¢ = (S, 1) est la “masse totale” de la distribution S.

Remarque 11.36 Nous allons voir que la propriété d’existence 2. n’est pas
satisfaite en dimension d < 2.

L’équation de Poisson AT = §p d’inconnue 7' € D'(R?) admet pour
solution particuliere T} = (1/27) log(||z||). Toute autre solution 7' € D’'(R?)
de cette méme équation vérifie A(Ty —T') = 0, la différence 77 — T est donc
définie par une fonction harmonique u : R* — C, de classe C.
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Si l'on avait T — 0 & linfini, on aurait u(x) = (1/27) log(||z||) + o(1)
lorsque ||z|| — oco. C’est une contradiction avec la propriété de la moyenne
(corollaire 11.26) satisfaite par u. De méme en dimension 1.1

Remarque 11.37 L’expression (11.3) a un analogue en toute dimension
d > 3. Elle fait alors apparaitre la solution fondamentale E; du laplacien
sur R%. Nous nous sommes limités & la dimension 3, avec E3 = Z?W’ car
c’est sous cette forme (qui nous est familiere) qu’elle intervient en physique.
Elle exprime que, a l'infini, le potentiel Ty se comporte comme le potentiel

associé a un charge ponctuelle g.

Preuve 1. Si E, est la solution fondamentale du laplacien sur R? produite
au théoreme 6.20 ou a la proposition 11.24, la distribution T' = S x E, est
bien définie (comme convolée de deux distributions, dont I'une est a support
compact), et vérifie AT = Sx AFE; = S. L’assertion concernant les supports
singuliers est connue depuis le théoreme 7.27.

2. Montrons l'unicité. Si Ty, Ty € D'(R?) sont deux distributions telles
que ATy = ATy, la distribution U = T —Tj harmonique, donc elle est définie
par une fonction de classe C™ sur R?. Si Ty et T} tendent toutes deux vers
0 a l'infini, il en va de méme pour U. Puisque U vérifie la propriété de la
moyenne, on a U = 0 donc Ty = T7.

Supposons maintenant que d > 3. Soit alors Ty = S x Ey, que 'on écrit
To = S (xEq) + S * (1 — x) Ey), ot x € D(R?) est une fonction plateau
que I'on suppose constante égale a 1 au voisinage de l’origine, invariante par
rotations, et avec par exemple suppy = B(0, 1).

La distribution S * (xE4) est a support compact. Il nous reste donc
a montrer que la fonction S % ((1 — x) Eq) (convolée d’une distribution &
support compact et d’'une fonction de classe C°°) tend vers 0 & linfini.
Soient k € N I'ordre de S, et B(0, R) C RY un voisinage du support de S.

Fixons z € R? de norme ||z| > R + 1. Avec des constantes ¢ qui sont
amenées a changer d’une ligne a l'autre, il vient par la formule de Leibniz :

|15+ (1 = x) Eq) (2)] = ¢

1—x(z—
o |

% ()|

1
oy | ————
Y <HI - yH‘“) ‘

puisque x(z —y) = 0 lorsque |ly|| < R (rappelons en effet que ||z|| > R+1).

<c¢ sup sup
lyll<R o<k

=c sup sup
Iyl <R|al<k

1. Il y a donc une différence de comportement de ’équation de Poisson selon que d < 2
ou bien d > 3. Il en va de méme pour le mouvement brownien (récurrent lorsque d < 2, et
transient lorsque d > 3). Ce n’est pas un hasard : le laplacien et le mouvement brownien
sont intimement liés...
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La fonction z ~ ||z|>~¢ étant homogene de degré 2 — d, ses dérivées
d’ordre « sont homogenes d’ordre 2 — d — |a| < 2 — d. On a donc, lorsque
|z|| > 2R, et avec des constantes ¢ amenées a changer d’une ligne a l'autre :

1
lz —y[9—2
<ec 1 <c 1 .
= (=l =Ry T 242

5 (1= x) Ba) (x)] < ¢ sup
lyl<r

3. On spécialise maintenant a d = 3, et on reprend les notations précédentes.
On a, a 'infini (c’est-a-dire hors de supp S + supp x) les égalités

_1+X<$_y)>

(S * Eq)(x) = (Sy, dr||z —y||

1 1 1—x(x—y)
= —(Syy ) + +(Sy, - .
S Tl T Tl T anfle =l

Le premier terme est le terme significatif, avec

1 1 q

5 )= Tl N = Tl

Y dn ||

Il nous faut estimer le second terme. On procede comme au point précédent,
en estimant de plus

1 1

s I
fe =l Tal

7] N I

lorsque [|y|| < R et ||z|| est grand. O



12. Appendice : compléments

d’analyse fonctionnelle et de topologie

A Le lemme de Baire et ses conséquences

Dans ce paragraphe, nous démontrons le lemme de Baire ainsi que deux de
ses conséquences concernant les applications linéaires continues entre espaces
de Banach : les théoremes de Banach-Steinhaus 12.3, et de ’application
ouverte 12.5. Voir le paragraphe C pour la version plus générale du théoreme
de Banach-Steinhaus utilisée dans les théoremes 3.31 et 8.27.

A.1 Le lemme de Baire

Théoréme 12.1 de Baire Soit (X,d) un espace métrique complet. Soit
(Up)nen une famille dénombrable d’ouverts denses de X .
Alors Uintersection (,,cy Un est encore une partie dense de X.

Preuve On veut montrer que 'intersection (), oy Un est encore dense, c’est-
a-dire qu’elle rencontre tout ouvert non vide V' C X. Pour cela, nous allons
construire, par approximations successives, un point dans V' N (ﬂneN Up).

On commence par montrer, par récurrence sur p, que I’ouvert V rencontre
chacune des intersections finies (Up N --- N Up).

Amorgons la récurrence. Puisque 'ouvert Uy est dense, il rencontre V
selon un ouvert non vide. Il existe donc une boule Bf(ag,r9) C VNUy (nous
prenons soin de considérer une boule fermée pour la suite des événements).
On peut bien sur choisir rg tel que 0 < rg < 1.

Démontrons I'hérédité. Soit p € N, et supposons que ’on a construit une
boule fermée By(ap, 1) C VN (UgN---NUp) avec 0 < 1, < 27P. L'ouvert
Up+1 étant dense, son intersection avec la boule ouverte B(ap,7p) est un
ouvert non vide et l'on construit de nouveau une boule fermée

By(api1,mp41) C Blap,rp) NUpr1 CV N (U N+ NUps1),

ot 'on peut maintenant choisir 7,11 tel que 0 < 1,11 < 2P~

Il reste a conclure. Puisque a, € B(ay, ) pour tout ¢ > p, la suite
(ap)pen est de Cauchy. L’espace X étant supposé complet, cette suite converge
donc vers un point o € X.

141
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Pour localiser plus précisément la limite o on observe, pour p > n, que
l'on a a, € Bf(an, ™) C VN (UgN---NU,). Ainsi (c'est la que l'intérét
d’avoir pris une boule fermée apparait) notre limite « vérifie également o €
By(an,rn) C VN (UpN---NU,). Ceci étant vrai pour tout n € N, on a
finalement o € V' N (), Un), ce qui acheve la démonstration. O

Nous utliserons le lemme de Baire sous sa forme duale.

Corollaire 12.2 Soit (X,d) un espace métriqgue complet. Soit (F},)nen une
famille dénombrable de fermés d’intérieurs vides de X. Alors, la réunion
Unen Fn est encore d’intérieur vide dans X .

A.2 Le théoréeme de Banach-Steinhaus

Le lemme de Baire, dont la preuve est élémentaire, a néanmoins des
conséquences tres importantes. L'une d’entre elles est le théoreme de Banach-
Steinhaus dont nous donnons une premiere version dans le cadre des espaces
vectoriels normés. Voir le corollaire 12.26 pour une version distributions.

La continuité n’est en général pas préservée par convergence simple. Et
pourtant, pour des applications linéaires définies sur un espace de Banach
nous avons le résultat suivant.

Théoréme 12.3 de Banach-Steinhaus Soient E un Banach, F un evn et
fn t E — F une suite d’applications linéaires continues. Si cette suite (fy)
converge simplement vers f : E — F, alors les applications linéaires (f,)
sont équicontinues et la limite f est linéaire et continue.

Preuve La linéarité est préservée par convergence simple, c’est banal. Pour
montrer 1’équicontinuité des applications linéaires (fy,), et donc la continuité
de f, il s’agit de voir que les ( f,,) sont uniformément bornées sur un voisinage
de V'origine. Pour k € N*| introduisons

Zy ={rc E| sup [fn(@)]] <k} = Onenfz € Ef [[fa(z)] < K}

Chacun des Zp C E est une partie fermée de FE, et 'on a E = UgenZp
(chaque suite convergente (f,(z)) étant bornée). Il suit du corollaire 12.2
qu’il existe ko pour lequel Zj, est d’intérieur non vide, et contient donc une
boule fermée B(xq, ).

Par linéarité des (f,) on en déduit, en écrivant B(0,r) = B(xg,r) — g, que

|| frn(z)|| <2k pour tout n € N et pour tout ||z| <r
et donc, par passage a la limite,
|| f(x)]| < 2k pour tout |lz|| <r

de sorte que que les (fy,), ainsi que f, sont toutes des applications linéaires
continues, de normes au plus 2k/r. O
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A.3 Le théoreme de ’application ouverte

Une application bijective et continue n’est pas toujours bicontinue, c’est-
a-dire d’inverse continu. Nous allons voir que c¢’est pourtant le cas pour une
application linéaire entre deux espaces de Banach (théoreme 12.6).

Définition 12.4 Une application f : X — Y entre deux espaces métriques
est ouverte lorsque l'image par f de tout ouvert de X est un ouvert de Y.

Théoreme 12.5 de l’application ouverte

Soient E et F deux espaces de Banach. Soit f: E — F une application
linéaire continue.

St f est surjective, alors c’est une application ouverte.

On en déduit immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 12.6 de I’isomorphisme de Banach

Soient E et F deux espaces de Banach. Soit f : E — F une application
linéaire continue et bijective.

Alors, f est bicontinue (c’est donc un isomorphisme d’evn).

Preuve du théoréme 12.5

e Premiére étape : on montre qu’il existe r > 0 avec Br(0,7) C f(Bg(0,1)),
ou Bg et By désignent respectivement des boules de E et de F.

Puisque f est surjective on a
F = f(E) = Upen- f(B(0,n)) .

Les parties f(B(0,n)) étant fermées, et 1'espace F' étant supposé complet,
on peut utiliser le lemme de Baire qui affirme que 'un de ces fermés est
d’intérieur non vide. Il existe donc y € F, p > 0 et un entier n tels que
B(y,p) C f(B(0,n)). Par linéarité de f, on a —y € f(B(0,n)) d’ou

B(0,p) C f(B(0,n)) + f(B(0,n)) C f(B(0,2n)).

Le résultat annoncé suit par homogénéité de f, avec r = p/2n.

e Etape 2 : on montre que Br(0,7) C f(Bg(0,2)).
On se débarrasse de I’adhérence dans l'inclusion Br(0,7) C f(Bg(0,1)), le
prix a payer étant d’augmenter le rayon de la boule de départ pour avoir
Br(0,7) C f(Bg(0,2)). On procede par approximations successives.

Soit donc z € F avec ||z]] < r. La premeére étape assure qu’il existe
x1 € E avec ||z1|| < 1et ||z — f(z)]| <7r/2.

On construit alors par récurrence une suite (z,,) € E avec ||x,|| < 27"+
et telle que ||z — f(x1) — - — f(zn)]| < 27"r.

La série Y xj est normalement convergente dans le Banach E, elle converge
donc vers z € E. L’inégalité triangulaire assure que ||z| < 2, tandis que la
continuité de l'application f assure que f(z) = z. O
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B Espaces de Fréchet

Les topologies qui font sens sur les espaces fonctionnels ne sont pas toujours
des topologies d’espaces de Banach, mais elles en font “souvent” des espaces
de Fréchet (exercice 12.18 et exemple 12.24).

B.1 Espaces vectoriels semi-normés

Commencons par un exemple en guise de motivation. On souhaite mettre
sur I'espace E = C%(R?) la topologie de la “convergence uniforme sur les
parties compactes”. Une suite (f,)nen de E convergera vers f € E pour
cette topologie si et seulement si, pour tout compact K C R?, on a

pr(f — fn) =supk |fn — f| = 0 lorsque n — oo

Les applications px ne sont pas des normes (une fonction f € CO(R?) peut
étre nulle sur K sans étre identiquement nulle). Ce sont des semi-normes.

Définition 12.7 Soit E un K-espace vectoriel, ou K =R ou C.
Une semi-norme sur E est une application p : E — [0, 00[ telle que

1. p(0) =0
2. p(tx) = |t| p(z) lorsquet e C et x € E
3. p(z+y) < p(x)+ ply) pour tout x,y € E.

Une semi-boule (ouverte) centrée au point x est une partie de la forme
By(z,r) ={y € E, p(x —y) <r}.
On ne demande pas a p d’étre définie (i.e. d’étre nulle seulement en 1’origine).

Définition 12.8 Un espace vectoriel semi-normé (E, (p;)icr) est un espace
vectoriel E muni d’une famille de semi-normes (p;)icr-

On le munit de la topologie T engendrée par les semi-boules By, (z,1),
avect €I, x € F etr > 0.

Un ouvert pour la topologie T est donc une union quelconque d’intersections
finies de semi-boules. On a donc (utiliser I'inégalité triangulaire) :

Lemme 12.9 Dans (E, (pi)ier) :

1. une partie W C E est un voisinage du point x € E si et seulement si
W contient une intersection finie de semi-boules centrées en x.

2. une suite (x,)nen converge vers x si et seulement si, pour tout i € I,
pi(z — x,) — 0 lorsque n — oo.

Noter que la topologie T est la plus petite qui rende continues toutes les
semi-normes (p;);er : c’est la topologie initiale pour les fonctions (p;)ier.
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Exemple 12.10 1. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. C’est aussi
un espace vectoriel semi-normé... pour 'unique semi-norme N.

2. Soit © C RY un ouvert. Sur I'espace C°(2) des fonctions continues
sur €2, la topologie de la convergence uniforme sur les compacts est la
topologie associée & la famille de semi-normes définies par pr (f) =
supy | f|, indexée par les parties compactes K de €.

3. Soit K € R% un compact. La topologie de la convergence uniforme de
chaque dérivée sur I'espace D (R?) est associée & la famille de semi-
normes définies par p,(f) = supg [0 f], indexée par les multi-indices
a e N4,

4. Sur l'espace £(f), la topologie de la convergence uniforme de chaque
dérivée sur chaque compact est associée a la famille de semi-normes
définies par px (f) = supg |0°f]|, indexée par les couples (K, «) o
K C Q est un compact et o € N¢ est un multi-indice.

5. Soit m € N. Sur C™ (), la topologie de la convergence uniforme de
chaque dérivée sur chaque compact est associée a la famille de semi-
normes définies par pr o(f) = supg |0*f|, indexée par les couples
(K,a) ot K C Q est un compact et a € N? est un multi-indice tel
que |a] < m.

6. On munit 'espace S(R?) de la topologie associée & la famille de semi-

normes définies pour n € N par N, (¢) = maxq|<p 12902 0|| oo
18l<n

7. Soient E un espace vectoriel normé : la topologie associée a la norme
est la topologie forte sur E. On note E’ le dual continu de F pour la
topologie forte.

(a) La topologie faible-x sur E’ est la topologie associée aux semi-
normes définies sur E' par p,(¢) = [¢(x)], ou z € E.

(b) La topologie faible sur E est la topologie associée aux semi-normes
définies sur E par go(z) = [{(z)|, ou £ € E'.

Exercice 12.11 Décrire les suites convergentes dans chacun de ces espaces.

Proposition 12.12 La topologie de (E, (p;)icr) est une topologie d’euvt (i.e.
espace vectoriel topologique).
Cela signifie qu’elle rend continues les lois d’espace vectoriel

s:(z,y) eEXE—x+yeE e m:(t,x) e KxE—trekFE.

Cette topologie est séparée si et seulement si la famille (p;)ic; sépare les
points : pour tout vecteur non nul x € E, il existe une semi-norme p; ne
s’annulant pas en x.

Preuve La continuité de s provient de 'inégalité triangulaire, et celle de
m de 'homogénéité des (p;), propriétés (3) et (2) de la définition 12.7. O
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Proposition 12.13 Une forme linéaire ¢ : (E, (p;)icr) — K définie sur un
espace semi-normé est continue si et seulement si il existe une constante
c > 0, et une partie finie J C I telles que, pour tout x € E, on ait

()] < ey pjla).

jedJ

Preuve Puisque la topologie de (F,(p;)icr) est une topologie d’evt, la
forme linéaire £ : E — K est continue si et seulement si elle est continue en
Iorigine.

Dans ce cas, il existe un voisinage de l'origine sur lequel [¢| < 1. D’apres
le lemme 12.9, il existe a fortiori un réel € > 0 et une partie finie J C I tels
que [¢| < 1 sur Vouvert W, ; = {z € E, pj(x) < e pour tout j € J}. Il suit
que [{(x)| < 1 lorsque 3¢ ;pj(z) < e. On a donc, par homogonéité,

)l < = (X pi(w))

jeJ

pour tout y € E.
Réciproquement, cette derniere condition assure la continuité de £ en
I'origine, donc partout. O

Exercice 12.14 1. Montrer que 'application linéaire f : (E, (p;)icr) — (F, N),
a valeurs dans un espace normé, est continue si et seulement si il existe ¢ > 0 et
une partie finie J C I telles que, pour tout x € E,

N(f(@) < e (D pi(@).
jes

2. Mountrer que Papplication linéaire f : (E, (p;)icr) = (F,(qa)aca), & valeurs dans
un espace semi-normé, est continue si et seulement si, pour tout a € A, il existe
cq > 0 et une partie finie J, C I telles que, pour tout x € E,

da(f(2)) < ea (D pi(@)).

Jj€Ja

Deux normes peuvent définir la méme topologie sur un espace vectoriel.
De méme :

Exemple 12.15 Les familles de semi-normes suivantes définissent la méme
topologie que celles de 'exemple 12.10.

2. Sur C°(Q), pu(f) = supg, |f| (pour n € N) out K,, C Ky 41 est une
exhaustion compacte de €.

3. Sur Dx (R?), les semi-normes p,(f) = supy SUD||<n [0 f].
4. Sur £(Q), les semi-normes p,,(f) = supg, Sup|q|<y, [0 f|.
6. Sur S(R%), les semi-normes N, (@) = max|g/<p, [|(1 + [|2]])"0°¢| oo
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Exercice 12.16 Montrer que inégalités (2.1) (sur D (Q2)) et (8.5) (sur S(R?))
expriment la continuité des formes linéaires considérées.

Exercice 12.17 Montrer que la topologie de (E, (p;)icr) est normable (c’est-a-
dire qu'il existe une norme N sur E qui définit la méme topologie que les (p;)ier))
si et seulement si :

1. cette topologie est séparée

2. il existe une partie finie J C I telle que, pour tout i € I, il existe une
constante c(i) avec
pi < (i) Y ps-
jeJ

La seconde condition dit que toutes les semi-normes de la famille sont contrélées
par un nombre fini d’entre elles.

Exercice 12.18 Montrer que les topologies de I'exemple 12.15 sont toutes séparées,
mais qu’aucune d’entre elles n’est normable.

On va cependant voir que les topologies de I'exemple 12.15 sont toutes
métrisables.

Proposition 12.19 Soit (E, (pn)nen) un espace semi-normé, associé a une
famille finie ou dénombrable de semi-normes. On suppose que cet espace est
séparé. Alors, il est métrisable. Par exemple, la distance définie par

d(x,y) =Y 27" inf(1,pa(x — y)) (12.1)
neN

est invariante par translation, et définit la méme topologie que les (pn)neN-

Remarque 12.20 Pour 'espace C%(2) : on voit pourquoi il était intéressant
de remplacer la famille non dénombrable de semi-normes (pg) indexée par
tous les compacts de Q (exemple 2. de 12.10) par la famille dénombrable
(pn) correspondant aux compacts K, de I’exhaustion (exemple 2. de 12.15).
Cela permet en effet de constater que C°(€2), muni de la topologie de la
convergence uniforme sur les parties compactes, est métrisable.

Preuve e La fonction d ainsi définie prend ses valeurs dans [0, 0], elle
est symétrique et vérifie 'inégalité triangulaire. La topologie étant supposée
séparée, on a d(z,y) = 0 si et seulement si = y (proposition 12.12). Ainsi
d est bien une distance.

o [l reste a vérifier que cette distance induit sur £ la méme topologie
que les semi-normes (p, )nen. Les deux topologies (associées a d ou aux (py,))
étant invariantes par translation, nous ne considérerons que des voisinages
de l'origine.
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Soit V un voisinage de l'origine dans (E,d). Ce voisinage contient une
boule B(0,¢) = {z € E, d(z,0) < €}. On pourra supposer ¢ < 1. Soit
N € N tel que ) 2 27" < g/2. Puisque 25:0 27" < 2 lintersection
NN_y By, (0,£/4), qui est un voisinage de I'origine pour la topologie semi-
normée, est inclus dans B(0, ).

La topologie associée aux semi-normes (p,, ) est donc plus fine que la topologie
associée a la distance d.

Soit alors W un voisinage de 'origine dans (E, (p,,)nen)- Il contient une
intersection finie de semi-boules ﬂnNzoB . (0,¢), ou 'on peut choisir ¢ < 1.
Montrons que la boule B(0,2 Ve) (boule pour la distance d) est incluse
dans W. Soit = € B(0,27Ve). On a

N
Y 27" inf(1, pa(x)) < d(0,z) <2 Ne.
n=0

11 suit, pour tout 0 < n < N, la majoration 27" inf(1, p,(x)) < 27 "¢ et donc

pn(z) <e.
La topologie associée a la distance d est donc plus fine que celle associée aux
semi-normes (P )neN. O

B.2 Espaces de Fréchet

Passons aux questions de complétude. Lorsqu’on a introduit en (12.1)
une distance compatible avec la topologie semi-normée, on avait une grande
marge de manoeuvre sur le choix de cette distance.

Remarque 12.21 Rappelons que lorsqu’on a deux distances équivalentes
sur l'ensemble X (i.e. qui définissent la méme topologie), I'une peut étre
complete sans que 'autre le soit.

Par exemple, la distance définie sur |—7/2,7/2[ par di(x,y) = |z — y|
n’est pas complete tandis que celle définie par do(x,y) = | tan z —tan y| lest.

Ce phénomene n’apparait pas lorsque ’on ne considere que des distances
invariantes par translation sur un espace vectoriel E. En effet, dans ce cas,
une suite (z,)pen d’éléments de (E,d) est de Cauchy si et seulement si

d(zp, xzq) = d(0, 2, — z4) — 0 lorsque p,q — oo,

cette derniere condition exprimant que la famille (x, — z,) converge vers 0
lorsque p, ¢ — oo, propriété qui ne dépend que de la topologie de E et pas
de la distance qui induit sur F cette topologie.

Définition 12.22 Espaces de Fréchet

Un espace de Fréchet est un espace vectoriel (E, (pn)nen) muni d’une
famille dénombrable de semi-normes, qui sépare les points, et pour lesquelles
la distance associée définie par (12.1) est compléte.
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Remarque 12.23 Une suite (zx)ren est de Cauchy dans (E, (pp)nen) si
et seulement si py,(xp — x¢) — 0 lorsque k,¢ — oo, et ce pour chacune des
semi-normes p,.

On laisse au lecteur le soin de vérifier les propriétés suivantes.

Exemple 12.24 Les familles de semi-normes

2. Sur C%(Q) : pu(f) = supg, | f| (pour n € N) ot K, C K,11 est une
exhaustion compacte de 2

3. Sur D (RY) : p,(f) = supg SUD|q|<n |0 f|
4. Sur C*(Q) : pa(f) = supg,, Sup|a|<y, [0°f]
6. Sur S(R?) : Nu(p) = maxjgi<, (1 + 2])"0%¢]oc

font de chacun de ces espaces un espace de Fréchet.

C Banach-Steinhaus pour les distributions

Dans la preuve du théoreme 12.3, on ne s’est pas véritablement servis
du fait que l'espace vectoriel F soit un espace de Banach, i.e. un espace
vectoriel normé complet. Il suffit en effet que F soit muni d’une topologie
associée a une distance qui le rende complet, et qui en fasse un espace
vectoriel topologique : un espace de Fréchet fait ’affaire. Ce n’est pas une
généralisation de principe! On verra en effet au corollaire 12.26 qu’elle nous
donne des informations sur les suites convergentes de distributions.

Théoréme 12.25 Banach-Steinhaus (2)

Soient E un espace de Fréchet, F' un espace vectoriel semi-normé et
fn + E — F une suite d’applications linéaires continues. Si cette suite (fy,)
converge simplement vers f : E — F, alors les applications linéaires (fy,)
sont équicontinues et la limite f est linéaire et continue.

Preuve Notons (p;)ien les semi-normes définissant la topologie de F, et
(qa)aca celles définissant la topologie de F'. Fixons a € A et introduisons,
pour k € N,

Zi(a) ={z € E| Slelgqa(fn(x)) <k} =Nnen{z € B qu(fn(z)) <k},

de sorte que E = UgenZi(a). Chaque application linéaire f, : E — F' étant
continue, ainsi que la semi-norme ¢, : F' — R, les Zi(a) sont des parties
fermées de E. Le théoreme de Baire assure qu’il existe kg € N tel que Zj,
soit d’intérieur non vide. On en déduit qu’il existe une intersection finie
de semi-boules centrées en 'origine, soit W = Nj<n By, (0,¢) pour laquelle
Pa(frn(x)) < 2k pour tout € W et tout n € N. Il suit par homogénéité des
(fn) que qa(fn()) < (2ko/€) >_;<n pi(x) pour tous x € E' et n € N. O
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Corollaire 12.26 Banach-Steinhaus pour les distributions

Soit T,, € D'(Q) une suite de distributions (n € N).
On suppose que la suite (T),) converge simplement vers une application
T :D(Q2) — C c’est-a-dire qu’on a, pour toute ¢ € D(Q) :

(T, o) — (T,p) lorsque n — oo.

Alors les T,, sont “ équicontinues” : pour tout compact K C ) il existe une
constante ¢ > 0 et un entier k € N tels que pour tout n € N et toute fonction
¢ € Dg(Q) on ait l'estimation

(Ta )l < e Y 10%lloo

|| <k
et Uapplication limite T est une distribution.

Preuve Une forme linéaire 7' : D(Q2) — C est une distribution lorsque
chacune de ses restrictions aux espaces Dg (Q2) est continue (K décrivant
Pensemble des parties compactes de ), c’est-a-dire lorsqu’elle satisfait la
condition (2.1). Nous travaillons donc séparément sur chaque espace D (€2).

Fixons un compact K C Q. La suite des restrictions T;, : Dg(Q2) — C
est une suite convergente de formes linéaires continues sur l'espace Dg (€2),
qui est un espace de Fréchet. On peut donc lui appliquer le théoréeme 12.25
pour obtenir le résultat annoncé. [l

On laisse au lecteur le soin de démontrer la version suivante du théoreme
de I'application ouverte, pour des espaces de Fréchet.

Exercice 12.27 Application ouverte, et isomorphisme de Banach (2)
Soient E et F' deux espaces de Fréchet, et soit f : E — F une application linéaire
continue. Montrer les propriétés suivantes.

1. Si 'application linéaire f est surjective, elle est ouverte.

2. Si l'application linéaire f est bijective, elle est bicontinue.

D Evt localement convexes

A titre culturel, nous allons maintenant voir que les espaces vectoriels
topologiques dont la topologie peut-étre définie par une famille de semi-
normes (on dit alors qu’ils sont semi-normables) sont ceux qui admettent
“beaucoup” de parties convexes.

Nous évoquerons également le théoreme de Hahn-Banach 12.34, qui
affirme que les espaces vectoriels semi-normés admettent “beaucoup” de
formes linéaires continues.

Commencons par un (contre)-exemple.
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Exemple 12.28 e On introduit ’espace
LY? = Ll/Q([O, 1]) = {f : [0,1] — R mesurables telles que fol IfIY? < o0 }.

On le munit de la distance définie par d(f,g) = fol |f — g|'/?. Cette distance
est invariante par translation, et fait de L'/2 un espace vectoriel topologique.

e On va voir que le seul ouvert convexe non vide de cet espace est L'/2
tout entier. Il suffit pour cela de montrer, pour chaque R > 0, que la boule
B(0, R) est contenue dans l’enveloppe convexe de la boule B(0, R/v/2).

Si d(f,0) = 6 €0, B[, on choisit a € ]0,1[ avec [ [f|/? = fal If|V/2 = 6/2.
On définit alors f1 = 2f1[g 4 et fo = 2f1 41}, desorte que f = (1/2)(f1+f2).
Et on observe pour conclure que d(f1,0) = d(f2,0) = 6/v/2.

e Soit alors ¢ : LY/2 — C une forme linéaire continue. I’ensemble
U={feL |((f) <1}

est un ouvert convexe non vide de LY2. D’aprés ce qu'on vient de voir,
U = LY2. La seule forme linéaire continue sur L'/2 est donc la forme nulle!

A Tinverse, un espace vectoriel semi-normé possede beaucoup d’ouverts
convexes. Et nous allons voir que cette propriété caractérise les espaces semi-
normés parmi les espaces vectoriels topologiques.

Définition 12.29 Un espace vectoriel topologique est localement convexe
(evtlc) lorsque Uorigine posseéde une base de voisinages convexes (V;)je.

Cela signifie que les V; sont des convexes contenant l'origine, et que tout
voisinage de l'origine contient I'un des V.

Il suit que tout point de I'espace possede une base de voisinages convexes.

On peut supposer les voisinages V; ouverts car, si V; est convexe, son
intérieur 'est également.

Lemme 12.30 Un espace vectoriel semi-normé est localement conveze.

Preuve Si la topologie de E est définie par une famille de semi-normes,
les intersections finies de semi-boules centrées en ’origine sont des convexes
qui constituent une base de voisinages de ce point. Il

La réciproque est vraie!

Nous nous limiterons désormais aux espaces vectoriels réels (méme si le
cas complexe n’est beaucoup pas plus compliqué). La preuve repose sur le
résultat suivant, qui établit un dictionnaire entre parties convexes et semi-
normes.
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Proposition 12.31 Jauge d’un convexe

Soit B un espace vectoriel topologique réel, et soit V. C E un ouvert
contenant l’origine, que l’on suppose convexe et symétrique (c’est-a-dire tel
que V=-V).

Alors la jauge du convexe V', définie par

pv:z€ E—inf{t >0, x €tV} € [0,00],
est une semi-norme sur E et on a l’égalité
V={ze€eFE, py(x)<l1}.

Preuve Puisque V est un ouvert contenant l’origine, et puisque sz — 0
lorsque s — 0 pour tout x € F, la jauge py du convexe V est bien définie.

La convexité de 'ouvert V' assure que py satisfait 'inégalité triangulaire.
L’homogénéité de py, pour des réels t > 0, est immédiate tandis que le fait
que py(x) = py(—=z) résulte de la symétrie de V' : p, est donc une semi-
norme.

Lorsque = € V ouvert, on a (1 + )z € V pour € > 0 petit, et donc
pv(z) < 1. Et, puisque V est un convexe contenant l'origine, la famille
(tV)¢>0 est croissante. Donc si py(z) < 1, il suit que z € V. O

Exemple 12.32 Si (E, N) est un espace vectoriel normé, la jauge de sa
boule unité ouverte By (0,1) est la norme N elle-méme.

Plus généralement, si p est une semi-norme continue sur F, la jauge de
B,(0,1) est p.

Proposition 12.33 Soit E un espace vectoriel topologique réel.
Alors E est localement convexe si et seulement si sa topologie peut étre
définie par une famille de semi-normes.

Preuve Il nous reste & montrer le sens direct (la réciproque est le lemme
12.30). On suppose E localement convexe.

Soit donc (W) e une base de voisinages ouverts et convexes de l'origine.
A fortiori, la famille (V}) e définie par V; = W;N(—W)) est encore une base
de voisinages ouverts et convexes de l'origine, mais on a gagné au change
car tous les V; sont maintenant symétriques.

Soit p; la jauge du convexe V. Nous allons montrer que la topologie de
E coincide avec la topologie définie par cette famille de semi-normes (p;);e..

e Pour chaque semi-boule, on a I'égalité B; . = {p;(x) < e} = €V} ouvert
de I'espace vectoriel topologique E (puisque Vj est ouvert). La topologie de
E est donc plus fine que la topologie associée aux semi-normes (p;);e.-

e Soit  un voisinage de l'origine. Il existe donc, parmi les ouverts de
la base de voisinages (V});cs, un ouvert V; C €. Autrement dit Bj; C €.
La topologie associée aux semi-normes (p;)jes est donc plus fine que la
topologie de F. ([l
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Contrairement & Pespace L'/2 de I'exemple 12.28, les espaces vectoriels
semi-normés (ou, ce qui revient au méme, les evtlc) possedent beaucoup de
formes linéaires continues. C’est ce que disent le théoreme suivant et son
corollaire.

Théoreme 12.34 Théoréme de Hahn-Banach
Soit (E, (pi)icr) un espace vectoriel semi-normé réel. Soit A : F — R
une forme liné€aire continue définie sur un sous-espace vectoriel F' C E.
Alors, A se prolonge en une forme linéaire continue A : E — R.

Il n’y a en général pas unicité du prolongement continu.
Pour une preuve dans le cas normé, voir par exemple ici. La preuve
s’adapte facilement au cadre semi-normé.

Corollaire 12.35 Dans un espace vectoriel E semi-normé séparé, le dual
sépare les points : il existe, pour tout x € E non nul, une forme linéaire
continue X € E' telle que \(x) # 0.


https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~dominique.hulin/poly-magistere.pdf

13. Appendice : Transformée de Fourier
des distributions périodiques

Il sera question dans cet appendice de séries de Fourier.

On choisit ici de se limiter a la dimension 1, mais la dimension supérieure
ne recele aucune difficulté supplémentaire. On va s’intéresser tant a des
fonctions périodiques qu’a des distributions périodiques.

Nous commencerons par rappeler la théorie des séries de Fourier dans le
cadre le plus élémentaire, c’est-a-dire sur ’espace de Hilbert des fonctions
périodiques qui sont de carré intégrable sur une période. Dans ce contexte,
tout découle simplement de la notion de base hilbertienne.

On s’intéressera ensuite aux distributions périodiques. On montrera que
celles-ci sont tempérées, puis qu’elles se développent en séries de Fourier,
et on fera le lien entre leurs coefficients de Fourier et leur transformée de
Fourier.

Enfin, on reviendra sur le développement en série de Fourier des fonctions
périodique localement intégrables.

Apres renormalisation, on supposera que la période est 1. Notons des
maintenant que toutes les “séries” (d’indice de sommation parcourant Z)
qui apparaissent dans ce chapitre sont commutativement convergentes (ce
sont des familles sommables).

A Séries de Fourier dans L%l)

Définition 13.1 On introduit ’espace des fonctions f : R — C qui sont
1-périodiques et localement de carré intégrables, soit :

Ly ={f € Lie(R), f(2) = flz+1) p.p.}.
Muni du produit scalaire défini, pour f,g € L%l), par
1 R
(ro)= [ soata
cet espace est un espace de Hilbert.

154
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Notation 13.2 Pour n € Z, on note &, : t — 2™,

Proposition 13.3 La famille (&,)nez est une base hilbertienne de L?l). On

a donc, pour toute fonction f € L%l),

F=Y (Fe)en=> calen et [fI3=_leal,

neL nez nez

ot le n-ieme coefficient de Fourier de [ est défini par

1
enlf) = /0 F(t) et dg

L’application f € L%I) = (cn(f))nez € 2(Z) est une bijection isométrique
entre ces deux espaces de Hilbert.

Preuve Le théoreme de Stone-Weierstrass assure que la famille (€,),cz est

totale, pour la norme uniforme, dans ’espace C(Ol) ~ C%(SY) des fonctions

f : R — C continues et 1-périodiques. L’injection C(Ol) — L%l) étant continue
d’image dense, la famille (€,),cz est également totale dans L%l).

La famille étant orthonormée, c’est une base hilbertienne de L%l). [l

La (grande) régularité d’une fonction se traduit par la décroissance (rapide)
de ses coefficients de Fourier. En particulier :

Proposition 13.4 Une fonction f € L%l) est (a un représentant) de classe

C™® si et seulement si la suite (cp)nez, de ses coefficients de Fourier est a
décroissance rapide, i.e. si on a pour tout k € N :

lim_ 0] e ()] = 0.

n—oo

On a alors, avec convergence normale de chaque dérivée :

ne’l

L’application f — (cn(f))nez réalise une bijection entre les fonctions 1-
périodiques de classe C°, et les suites a décroissance rapide.

Preuve Sien effet f € LQ1 est de classe C°°, une intégration par parties
donne, pour tout n € Z* et tout k € N :

enlf) = = en (S ).

(2imn)k
1l suit que |[n* ¢, (f)| < (27r)*k|]f(k)HL1([071]). On a donc montré que la suite
(n*c,(f))nen est bornée pour tout entier k& € N. Ces suites tendent donc
également vers 0 lorsque |n| — oco.
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Si réciproquement (cp,)nez est une suite a décroissance rapide, la suite
(sn)nen de fonctions de classe C*° définies par

SN = E Cnn

In|<N

converge normalement sur R ainsi que chacune de ses dérivées. Sa limite est
donc une fonction de classe C*° et 1-périodique, de coefficients de Fourier les
(cn)nez- Le résultat annoncé suit car une fonction f € L%l) est déterminée

par ses coefficients de Fourier. O

B Distributions périodiques

Définition 13.5 Une distribution T € D'(R) est 1-périodique si on a l’égalité
nT =T (et donc ;T =T pour tout k € Z).

Exemple 13.6 Soit S € £'(R) une distribution & support compact. La série
Y nez TS définit une distribution périodique.

En particulier, la série ), 6, définit une distribution 1-périodique.

A Tinverse, nous allons décomposer une distribution 1-périodique comme
somme des translatées sous Z d’une distribution a support compact. Pour
ce faire, il nous faudra utiliser une “partition de 'unité périodique” de classe
C*.

Cette partition de I'unité remplacera la famille 7,(1jg 1) = Ljp 4], de
somme ) 7 Tp(Ljo,1) = 1, qui constitue une partition de I'unité tout a fait
acceptable lorsque nous travaillons avec des fonctions mesurables mais qui
ne convient pas dans ce nouveau contexte.

Lemme 13.7 Partition de unité périodique réguliére

1l existe une fonction x € D(R) telle que Y ,c7 Tpx = 1.

Preuve Soit une fonction h € D(R), avec h > 0, et h > 0 sur 'intervalle
[0,1]. On pose s = 3 7 Tph, de sorte que s est une fonction de classe C*°,
qui est 1-périodique et strictement positive. On pose alors y = h/s € D(R)
avec, puisque s est 1-périodique :

ZTPX:ZTp(h/S):(l/S) ZTphzl. O
PEL PEL PEL
Proposition 13.8 Soit T € D'(R) une distribution 1-périodique.

1. 1l existe une distribution a support compact S € E'(R) pour laquelle
T =3 ,cz 7S, la convergence étant au sens de D'(R).

2. La distribution T € S'(R) est tempérée et la convergence de la série
> pez TpS a lieu dans S'(R).
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Preuve 1. On commence par montrer que 1" = ZpEZ 7,9, la convergence
étant au sens de D'(R). Soit x € D(R) une fonction test telle que Y-, 7, x =
1 (lemme 13.7). On a donc, pour ¢ € D(R)

(T, 0) = (T, _mX)p) = > (T (5)9) = Y ()T ) = > (15.9),

PEZ pPEZ PEZL PEZ

ot 'on a posé S = xT € &'(R), de sorte que (1px) T = (1px) T = 75
pour tout p € Z. On a pu échanger sans vergogne le signe distribution et la
somme ZpeZ car, ¢ et y étant toutes deux a support compact, cette somme
est en fait une somme finie.

2. On montre maintenant que la série ZpGZ 7,5 converge au sens de
S'(R). Sa limite T sera donc une distribution tempérée.

I suffit pour cela de montrer que, pour toute fonction ¢ € S(R), la
famille ((1,5,))pez est sommable, ou encore que la famille ((S,7,¢))pecz
est sommable. Sa somme est alors (7, ¢).

Si S est d’ordre k et de support supp S C |—N, N[, il existe des constantes
¢ (amenées a changer d’une ligne a l'autre) telles que pour toute ¢ € S(R)
et tout entier p tel que |p| > N :

(S, )| < e sup |0V (y)]
<k ly|<N

<e ) sup oY (y—p)
<k ly|<N

=c Z sup |y —p\_Q(’y —p!Q ‘So(j)(y -)|)
i<k ly|<N

1
<c WNIH2(80) .

On a donc bien 7 [(7,S, )| < oo O

Remarque 13.9 On peut démontrer dés maintenant que la transformée
de Fourier T' € &' (R) de notre distribution périodique est de la forme T=
ZnEZ and27n, pour une famille de complexes (ay,)nez. Nous préciserons ce
résultat au théoreme 13.16.

Cette premiere assertion résulte des propriétés fonctionnelles de Fourier
(proposition 8.32). En effet, T étant 1-périodique, la relation 7 — T = 0
se transforme par Fourier en (e™% — 1) T = 0. Le résultat suit de ce que la
fonction € — e=% — 1 n’a que des zéros simples, en chaque point du réseau
277, du théoreme de structure des distributions a support ponctuel, et de
I’exercice suivant.

Exercice 13.10 Soient (a;)i1<j<k des complexes. Montrer que la distribution

x (Z?Zl ajééj)) n’est nulle que si tous les a; sont nuls.
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L’égalité (13.2) préfigure (13.3), et nous servira dans sa preuve.

Lemme 13.11 Périodiser une fonction test
Pour ¢ € D(R), on introduit la fonction ® = 3 ., mp. Alors ® est de
classe C° et 1-périodique, et 'on a pour tout n € Z [’égalité

cn(®) = ¢(2mn) (13.2)

entre les coefficients de Fourier de ® et les valeurs de la transformée de
Fourier de ¢ aux points du réseau 2nZ.

Preuve La somme ZpGZ Tp est localement finie, donc ® est bien définie.
De plus, ® est une fonction de classe C* et 1 périodique avec pour n € Z :

1
cn(®) = /0 P(t) e 2 gt

1
:/ ZTpgo(t) e~ 2t gt
0

PEZL
1 .
= Z/ Tp(t) e~ 2imnt gt
PEZ 0
1 .
— Z/ C,D(t o p) 6—2z7rnt dt
PEL 0
—p+1 ‘
= 2/ ©(t) e 2™ 4t = p(2mn)
peZ Y P

la somme ) 7,p sur l'intervalle compact [0,1] étant en fait une somme
finie puisque ¢ est a support compact, ce qui permet d’échanger somme et
intégrale. ([l

Lemme 13.12 Soient S € E'(R) et T = 3 ., S. Avec les notations du
lemme 13.11 on a, pour toute fonction test ¢ € D(R), l’égalité

<T7 90> = <S’ (I)> .

Preuve En changeant 'indice de sommation p en —p, il vient simplement
pour ¢ € D(R) :

(T, ) = Z<Tpsa p) = Z<Sv Tp90> = <sz7—p90> =(5,®).

PEZL PEZL PEZL

Puisque S et ¢ sont a support compact, toutes les sommes qui apparaissent
sont des sommes finies, ce qui justifie les calculs par linéarité. ([l
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C Séries de Fourier de distributions périodiques

Définition 13.13 Une suite de complexes (¢ )nez est a croissance lente s’il
existe une constante ¢ > 0 et un entier k € N avec

el < ¢ (1+[n))*
pour tout n € Z.

On a vu a la proposition 13.4 que, lorsque la suite (¢;,)necz est a décroissance

rapide, la série trigonométrique ), c,&, converge dans C&o). Lorsque la

suite est & croissance lente, on a le résultat suivant.

Proposition 13.14 Si (¢, )nez est une suite de complezes a croissance lente,
la série trigonométrique
E Cn €p

nez
converge dans S'(R), et définit une distribution 1-périodique.

Preuve Soit k € Net ¢ > 0 tels que |¢,| < ¢(1+ |n|)* pour tout n € Z.
On observe que la série de fonctions

Cn ~ Cn 2iTnx
—————— &, 1T —€
Z ; k+2 ™ Z ; k42
= (2imn) = (2imn)

converge normalement, donc uniformément, donc dans S'(R), et définit une
fonction continue 1-périodique

Cn -
f = E Wen-
m—r (2imn)

L’opérateur de dérivation sur S’'(R) est linéaire, donc commute aux sommes
finies, et continu. Il suit que la série co + Y, o7+ cn &, converge dans S’(R)
vers la distribution 1-périodique co + (77)F+2) € S'(R). O
Remarque 13.15 Ausens des distributions tempérées, Pexpression nke2™®
est donc “petite” lorsque n est grand (puisque la série converge), méme si
Iexposant k est grand : il y a “insensibilité aux hautes fréquences”.

Théoréme 13.16 1. Toute distribution 1-périodique T € S'(R) s’écrit
d’une unique fagcon en somme d’une série trigonométrique

T = E Cn €n
neZ

convergente dans S'(R), ot la suite (¢p)nez est a croissance lente.
Les complexes ¢, = cp,(T) sont les “coefficients de Fourier de T'”.
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2. La transformée de Fourier de T est alors égale a

(2) Z cn(T) d2rn -

neL

8. Lorsquon écrit T =3 7 7pS, ou S € E'(R) est une distribution a
support compact (proposition 13.8), on a

en(T) = S(2mn) . (13.3)

L’application T +— (cy(T))nez réalise une bijection entre les distributions
1-périodiques, et les suites a croissance lente.

Preuve 2. Supposons avoir écrit T =3 _, c,(T')&,, comme somme d’une
série convergente dans S’'(R). D’apres les propriétés fonctionnelles de Fourier
(proposition 8.32) et I’exemple 8.34, on a :

F(&n) = F(&, 1) = 1omm 1= (27) Tonndo = (27) d2mn, -

Il suit alors de la continuité de Fourier sur S'(R) (proposition 8.31)
Pégalité T = (21) 3,,cz cn(T) S2mn.

1. et 3. L’unicité d’une telle écriture résulte du point 2.

Montrons I'existence. Soit S € £'(R) une distribution & support compact
telle que T = szZ 7,5 (par exemple S = xT convient, ol x est comme
dans le lemme 13.7).

On montre en un premier temps I'égalité 7' = 3 _,(S,é_,) &y, ol la
convergence est au sens de D'(R). Soit ¢ € D(R). D’apres les propositions
13.4 et 13.8 et le lemme 13.11, puis la proposition 8.44, on a :

(T, p) = (5, 2) = (S, Z cn(P)en)

neZ
= ch ) (S, &)
neL
= ¢(2mn) (S, &)
neZ
= Z (S,8_pn) (&n, )
neZ
= ZS’(%m €n, )
neZ

On a utilisé la convergence de la série ), ., ¢, (®)€, dans £(R) pour échanger
cette somme infinie et la distribution .S, puis le changement d’indice n < —n.
Ceci montre la convergence, dans D'(R), de la série ), S S(27n) &, vers T.

La suite définie pour n € Z par ¢, = S(27n) est & croissance lente
(proposition 8.44). La série ), ¢,&, converge donc dans S'(R), et I'on

vient de voir que sa somme est 7. O
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Exemple 13.17 Le peigne de Dirac, et la formule de Poisson

On introduit le peigne de Dirac T' = 3 7 Jp. C'est une distribution
1-périodique, associée a la distribution & support compact S = dqg. Il vient
ici ¢, (T) = (S,é_,) = 1 pour tout n € Z, et le théoréme 13.16 donne sur
cet exemple ’égalité

D= =) e, (13.4)

PEZL nez nez

la convergence ayant lieu dans S&'(R). Par continuité de Fourier sur S'(R),
et en utilisant les propriétés fonctionnelles de Fourier 8.32, on obtient

FO 6 =Y Fen) = @2m) > donr.

pEZ nel nel

D’oti, pour toute ¢ € S(R), la formule sommatoire de Poisson :

> elp) =(2m) Y w(2mn).

PEZL nez

1

D Séries de Fourier dans L(%)

Pour nous conformer & une habitude plus répandue dans ce contexte,
nous changeons notre choix de normalisation et considérons désormais des
fonctions 2mw-périodiques.

Proposition 13.18 Soit L%%) lespace des fonctions localement intégrables
et 2m-périodiques. Muni de la norme définie, pour tout réel a € R, par

1 2 1 27+a
=52 [ U= [ irwnar,

l’espace L% est un espace de Banach.

27)
L’opération de convolution définie (pour tout a € R) pour f,g € L%QW) et

pour presque tout x € R par
2 1

(Fea)@) =5 [ g —di= 5

2m+a
/ f(g) g(x —1t)dt
a
fait de L%%) une algébre commutative, pour laquelle on a

1 gl < WA llgll -

Preuve Les preuves de ces assertions sont semblables a celles valables dans
LY(R%). O
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Définition 13.19 Pourn € Z, le n-ieme coefficient de Fourier de f € L%
est défini (pour tout a € R) par

2m)

1 27 ) 1 a+2m )

() = — [ fyeimtar = = / F(1) e dt
27T 0 27T a

Contrairement & ce qui se passait dans I'espace de Hilbert L?I) (ou L%%)),

ce coefficient ¢,(f) ne peut pas étre interprété comme un produit scalaire.
Le lemme de Riemann-Lebesgue affirme néanmoins que ¢, (f) — 0 lorsque

|n| — oo, et ce pour toute f € L%zw)'

Définition 13.20 Soit f € L%Qﬂ). La série de Fourier de f est la série
(formelle) de fonctions

ch(f)en A ch(f)emt.

nez neL

L’écriture de la série de Fourier de f € L%zw) ne préjuge pas de la convergence

de cette série, en quelque sens que ce soit. Néanmoins :

Proposition 13.21 Soient f € L%QW) et Ty la distribution 2mw-périodique
associée a f. On a alors, avec les notations du théoréme 13.16, ’égalité
cn(Ty) = cn(f) pour tout n € Z, et la série de Fourier de f converge donc
vers Ty dans lespace S'(R).

Preuve Reprenons (aux normalisations pres) les notations et les résultats
de la section précédente.

Puisque la distribution T considérée est associée a une fonction, on
peut simplement utiliser les translatées de la fonction 192, pour obtenir
une partition de 1'unité périodique (voir la paragraphe précédent le lemme
13.7).

On écrit alors Ty = ZpEZ TompS, o g = f Loy et S =T, On a donc
égalité des coefficients de Fourier de la distribution T (au sens du théoreme
13.16) et de ceux de la fonction localement intégrable périodique f (au sens
de la définition 13.20) puisque, pour tout n € Z :

1 1 I ,.
en(Ty) = 5olTyren) = 5o Moasyeon) = 5o [ F(W)e™™ di = enl).
Le théoreme 13.16 affirme donc que la série de Fourier de la fonction f €

L%Qﬂ) converge vers Ty dans I’espace S'(R) des distributions tempérées. O

Peut-on espérer mieux ? Il est en effet naturel de se demander si la série
de Fourier d’une fonction f € L%Qﬂ) converge vers f dans cet espace. Ce n’est
pas le cas en général! On peut par en effet montrer qu’il existe des fonctions
fe L%zn) dont la série de Fourier ne converge pas dans l’espace L%Qﬂ). Clest
I'objet de I’exercice suivant.
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Exercice 13.22 Séries de Fourier dans L%%)

Pour n e Ny et f € L%Qﬂ), on introduit la n-ieme somme partielle de sa série de
Fourier, définie par

Su(£) = elf)en-
kl<n
1. On introduit le noyau de Dirichlet D, = 3, < €0 @ & = 2oy <, €7
Montrer, pour z # 0[27], I'égalité
: 1
Dy () = sm((.n —Zi)x)
sin(§)
2. Montrer que ||D,||1 — oo lorsque n — oo.

3. Pour f € L%zﬂ) et n € N montrer 1’égalité
Sn(f)=Dpx*f.
4. Montrer que la norme de 'opérateur de convolution défini par
Ty i f € Liggy = Dn* f € Ligy

est Il = [ Dl
On pourra tester lopérateur I' sur une approximation de 'unité (px)ren
dans l’algebre de convolution L%Qﬂ), par exemple pr = (2k)1L[_1 /5 1/k)-

5. Déduire alors du théoreme de Banach-Steinhaus 12.3 qu’il existe des fonc-
tions f € L%Qﬂ) pour lesquelles la suite (S,(f)) n’est pas bornée dans
f € Ligny-



14. Appendice : Espaces de Sobolev

Ce chapitre constitue une toute petite initiation aux espaces de Sobolev, qui
avaient déja été évoqués au chapitre 5 dans le cadre de la dimension 1.

A Espaces de Sobolev sur R?

Proposition 14.1 Soient Q C R un ouvert, et m € N. L’espace de Sobolev
d’ordre m sur ) est

H™(Q) = {u e L*(Q), 0% € L*(Q) pour tout |o] < m}.

La norme définie sur H™(Q) par

wes uflgm = (S 0%ul3)

la]<m
en fait un espace de Hilbert. Le produit scalaire associé est
(u,v)gm = Z / 0%u 0% .
jof<m 7S}

Preuve Méme preuve que pour la proposition 5.6. Il

Lorsque louvert Q est R? tout entier, on peut définir les espaces de
Sobolev a travers la transformée de Fourier.

Proposition 14.2 On a l’égalité
H™R?) = {u e 8'RY), (1+ €)™ a e L’ R}

De plus, la norme || || m,, est équivalente a la norme hilbertienne définie sur
H™(RY) par
we (L4 [€1P)™ 2 allz

de produit scalaire

(o) [ lelmas.

164
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Preuve On note & = (&)1<j<q € R%. On observe qu’il existe une constante
¢ > 0 telle que, pour & € R? et tout multi-indice |3| < m, on a

P < @+ el <e Yo e

laj<m

Pour u € S'(R?%), onau € H™(R?) si et seulement si 0%u € L?(RY) pour tout
|a] < m. D’apres le théoreme de Plancherel 8.43 et le théoreme d’inversion
de Fourier 8.37, cela revient & demander que £%@ € L?(R%), ou encore que
€)% 4| € LY (R?) pour tout multi-indice a tel que |a| < m.

D’ou I’équivalence des définitions, et des normes. ([

Cette définition alternative, a travers la transformée de Fourier, des espaces
de Sobolev d’ordre entier sur R? ouvre le chemin pour définir les espaces de
Sobolev d’ordre non entier... toujours sur R

Proposition 14.3 Soit s € R. On introduit l’espace de Sobolev d’ordre s
sur RY, défini par

H*(RY) = {u e S'(RY), (L+]&)*)**a € L*(RY)}.

La norme hilbertienne définie sur H*(R?) par u — ||(1+ ||€]|>)*/? 4|2 en fait
un espace de Hilbert.

L’application u € H*(RY) — @ € L*(R% (1 + ||€]|?)¥/?dz) est donc une
isométrie entre ces deux espaces de Hilbert.

Remarque 14.4 Lorsque s > 0, les éléments de H*(R?) sont des fonctions.
Lorsque s < 0, un élément v € H*(R?) n’est pas toujours associé a une
fonction, mais sa transformée de Fourier @ est une fonction.

Exemple 14.5 o La fonction constante 1 € &'(R%) n’appartient & aucun
H*(R?) car sa transformée de Fourier n’est pas une fonction.

e On a &y € H*(R?) si et seulement si s < —d/2.

e Il suit plus généralement des estimées obtenues dans la preuve de la
proposition 8.44 que, si T' € £ (RY) est une distribution & support compact
d’ordre au plus k, on a T € H*(RY) pour s < —k — d/2.

Les propriétés suivantes sont immédiates.

Proposition 14.6 Pour s; < sz, on a H*2(R%) C H*1(RY).
Pour un multi-indice o« € N¢ et u € H*(R?), on a 0%u € H*~I*I(RY).

Intéressons nous maintenant a la régularité des distributions appartenant
aux espaces de Sobolev. On avait vu en dimension 1 que H'(I) c C°(I). En
dimension supérieure, ce résultat ne persiste pas tel quel.
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Exercice 14.7 On note || || la norme canonique de R?, et 7 : z +— ||x||. Soit
X € D(R) une fonction plateau constante égale & 1 au voisinage de 'origine. Montrer
que la distribution associée & la fonction x logr appartient & H'(R?).

Définition 14.8 Soit, pour k € NU {oc}, l’espace’

ll]|—00

CHRY) = {u: R = C de classe C* telles que (0%u)(z) "~ 0 si || < k}.
Pour k € N, on le munit de la norme définie par [lul| = 3_ <, [[0%ul| -

Proposition 14.9 Injection de Sobolev

Pour s > k +d/2, on a une injection continue H*(R?) — CF¥(R?). I suit
que
NssoH*(RY) € C(RY).

Preuve Soient u € H*(R?), ot s > 0, et un multi-indice a € N% La
transformée de Fourier

F(0%u) = (i€)" 4
est alors une fonction, avec par Cauchy-Schwarz :

(e

1€l <] Tz ll2 1L+ € %allz < ¢ lull s

3
(1 +11€11)

< oo lorsque 2|a| —2s +d <0, i.e. si s > |a| +d/2.

N

oll ¢ = ”WHZ

Lorsque s > k + d/2, il suit du théoreme d’inversion de Fourier 8.37
et de la continuité de la transformée de Fourier d’une fonction intégrable
(corollaire 8.39) que l'on a 9% € CY(R?) pour tout |a| < k, et donc que
u € CE(R?) (proposition 7.10). O

Remarque 14.10 La famille des espaces de Sobolev (H*(R%))scr est une
famille décroissante d’espaces de Hilbert, dont les éléments sont “de plus en
plus réguliers” lorsque s croit.

Remarque 14.11 Soit s > 0. L’espace H*(R?) est un espace de Hilbert.
A ce titre, le théoreme de représentation de Riesz I'identifie naturellement
a son dual continu (H*(R%))’. Mais 'application
Te H*RY) = [u e H'RY) — [ Tae (C] € (H*(RY))
Rd

est un isomorphisme d’espace de Hilbert. D’ou également une identification
naturelle entre le dual (H*(R%)) et I'espace H*(R%).

On retrouve, par dualité a partir de la proposition 14.9, le fait qu’une
distribution a support compact d’ordre au plus k est dans H _S(Rd) lorsque
s>k+d/2.

1. Attention, cette notation est loin d’étre universelle. Bien souvent, C§°(€2) désignera
plutot espace D(S2)...
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B Régularité elliptique dans les Sobolev

On a vu a la proposition 14.6 que si P(9) est un opérateur différentiel
a coefficients constants d’ordre m, on a P(9) : H*(RY) — H*~™(R%). On a,
réciproquement, le résultat suivant.

Proposition 14.12 Régularité elliptique

Soit P(0) un opérateur différentiel a coefficients constants, que l’on suppose
elliptique d’ordre m.

Soit u € S'(RY) une distribution tempérée telle que P(0)u € H*(R?). On
suppose qu’il existe o € R tel que u € H°(RY). Alors, on a u € H*T"(R?).

Preuve Puisque 'on a supposé que v € H?(R?) (pour une valeur de o
qui peut étre trés négative!), nous savons que 4 est définie par une fonction
localement intégrable sur R,

Il reste donc juste & vérifier que la fonction z +— (1 + [|€]|2)(
de carré intégrable a l'infini.

On a supposé P(d)u € H*(R%), soit (1 4 ||&]|2)¥/2P(ié)u(€) € LA (R?).
L’opérateur P(0) étant elliptique, le lemme 9.11 assure l'existence d’une
constante ¢ > 0 et d’'un rayon R > 0 tels que |P(i§)| > ¢/ des que
l€]l > R. Le résultat suit. O

s+m)/2 i est

Exercice 14.13 Soit A € C\ [0, 00| différente d’un réel positif. Soient s € R et
v € H*(RY). Montrer que I'équation (A + Ad)u = v admet une unique solution
tempérée u € S’(R?), puis que u appartient & 1'espace de Sobolev H*T2(R9).

La proposition 14.12 indique que les espaces de Sobolev sont bien adaptés a
I’étude de la régularité des solutions d’une équations aux dérivées partielles.
Ce n’était pas le cas des espaces “naifs” C*(R?). En effet :

Proposition 14.14 Soit T € &' (RY) une distribution & support compact.
On suppose que AT € C°(RY). Alors T € C1(RY).

Si d > 2, il existe par contre des distributions T € E'(RY) telles que
AT € C%(RY), mais qui ne sont pas définies par une fonction de classe C2.

L’opérateur A est elliptique d’ordre 2. Pour autant, la proposition précédente
montre que I'on ne gagne pas deux degrés de régularité entre AT et T
lorsqu’on travaille dans les espaces CF.

Il est donc plus judicieux, lorsqu’on s’intéresse a ces propriétés de régularité
elliptique, de travailler dans les espaces de Sobolev (proposition 14.12). Ou
alors dans les espaces C* (constitués des fonctions de classe C* dont les
dérivées k-iemes satisfont de plus une condition de Holder d’ordre «) : nous
n’irons pas plus loin dans cette direction.

Preuve Soient j € N et K C R? un compact. On notera D%'((Rd) I’espace
vectoriel des fonctions de classe C7 sur R, de support inclus dans K.
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e Soit T € &' (R?) telle que AT = f, ot f € D°(R?) est une fonction
continue & support compact.

Si E désigne la solution fondamentale du laplacien introduite en 6.20,
on a donc T' = AT x E, et donc 0;T = (AT) % (0;F) pour tous 1 < j < d.
On vérifie que chaque dérivée 0;E est définie par une fonction localement
intégrable, multiple de = ~— z;||z||~¢ (procéder avec la formule des sauts,
comme dans la preuve de la proposition 11.24). La convolée de la fonction
continue a support compact AT avec la fonction localement intégrable 9; E
est une fonction continue. On conclut, avec la proposition 7.10, que T est
définie par une fonction C*.

e Soit K C R? la boule unité fermée. Soit espace
F = {u € DL(RY), Au € DY (R}

constitué des fonctions u € C'(R?) & support inclus dans K, et dont le
laplacien au sens des distributions est défini par une fonction continue.

On vérifie facilement, en utilisant la continuité de la dérivation dans
D'(R?%), que la norme définie sur F' par

|lu||F = sup |u| + Zsup |0ju| 4+ sup |Au|
K K K
en fait un espace de Banach.
L’injection naturelle j : D%( — F est une application linéaire continue,
lorsqu’on munit D%{ de sa norme naturelle définie par

[ullcz = sup sup [0%u].
K |af<2
Supposons par I'absurde que toutes les fonctions u € F' soient des fonctions
de classe C?. On aurait alors I’égalité ensembliste F' = D%(, et 'application j
serait alors une application linéaire continue et bijective entre deux espaces
de Banach, et donc une application bicontinue (corollaire 12.6). Il existerait
donc une constante ¢ > 0 avec ||ul|c2 < ¢|jul|F pour tout fonction u € D%.
On va voir que ce n’est pas possible.

Soit notre fonction harmonique favorite ¥ : z € R% s 22 — 23 € R
(par exemple), soit x € D (R?) telle que x = 1 sur la boule B(0,1/2), et
introduisons la fonction f = x¥ € Dk (R?) qui est harmonique sur B(0,1/2).

Soient les fonctions s, € Dy (R?) définies par s,(z) = Py 477 f(20 )
(pour n € N*), de sorte qu’on a, pour tout 1 < j <d:

Isulloo < Q47 1z () < I Fllzoe (i)

=1

19s5nll00 < (D 27) 1D ooy < 1D Fllos k)
j=1
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et avec

(0750)(0) = n (97¥)(0) = 2n.

Le laplacien de f étant supporté par la couronne {1/2 < ||z|| < 1}, on a

1Asulloo =D AT F(27)))lloo = 1A llos

J=1

Les normes des fonctions (s,,) dans 'espace C? ne sont dont pas uniformément
controlées par leurs normes dans F', ce qui conclut la preuve. O

C Le probleme de Dirichlet

Définition 14.15 Soit Q C R? un ouvert. On définit Uespace H} (Q) comme
Uadhérence de D(Q) dans l’espace de Hilbert H' ().

Exemple 14.16 On a (mais c’est exceptionnel !) I'égalité H} (RY) = H(RY).
La preuve de cette assertion, par troncature et régularisation, est laissée au
lecteur.

On a vu que les éléments de H'(Q) n’étaient, en dimension d > 2, pas
toujours définis par des fonctions continues (contrairement & la dimension 1).
Lorsque €2 est un ouvert borné a bord régulier, il faudra cependant continuer
a penser que HE(Q) est I'ensemble des fonctions u € H'(Q2) “qui s’annulent
au bord 0€2 de 27. On a en effet le résultat suivant, a priori trés surprenant
puisqu’une fonction u € H'(Q2) n’est définie que presque partout, et que le
bord 02 d’un ouvert a bord régulier est de mesure nulle...

Théoréme 14.17 Théoréme de trace

Soit  C R un ouvert borné a bord régulier. Il existe une application
“valeur au bord” , qui est linéaire est continue, soit

7 HY(Q) — L*(09,0),

telle que pour toute fonction u € H*(Q)NCY(Q), on ait I’égalité 7(u) = UjpQ -

On a alors H}(Q) = Ker(7).

De plus, pour u,v € HY(Q), la formule d’intégration par parties 11.32
devient

/ (Oju) vdx = / (tu) (Tv) vj do — / u (0jv) dx .
Q a0 Q

Elements de preuve On commence par montrer que I'espace D (restriction
a ) des fonctions C'* ou, ce qui revient au méme puisque {2 est borné, des
fonctions tests, sur RY) est dense dans H'(Q). Ce résultat généralise & la
dimension quelconque le corollaire 5.14.
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On montre ensuite que 'application trace (définie ici au sens classique)
T :u € Dig = ujgq € L*(99Q,0) est continue lorsque D() est muni de la
norme H'. Cette application se prolonge alors pour donner I’application 7
de I’énoncé.

La formule de Green suit par densité de Dj dans H'(Q), et continuité
des trois termes de 1’égalité.

De méme, il suit immédiatement I'inclusion H{ () C Ker(7). L’inclusion
réciproque demande un peu de travail. O

Indépendamment de ce théoreme de trace, on va démontrer le résultat
suivant.

Théoréme 14.18 Probléme de Dirichlet

Soient Q C RY un ouvert quelconque, f € L*(Q) et A > 0 un réel positif.
Il eziste une unique solution u € H}(Y) de Iéquation

—Au+du = f.

Preuve Soit u € H{ (). Dire que u est solution de 'équation —Au-+Iu = f
est équivalent a dire qu’on a, pour toute fonction test ¢ € D(Q),

(=Au+u, ) = (f,¢)

soit, puisque u, dju € L*(Q) :

Z:/Q(Bju)(ajw)JrA/pr:/chp,

ou bien encore qu'on a, pour toute v € H} (R?), 'égalité

jzd;/g(aju)(ajv)Jr)\/qu:/va.

L’application semi-linéaire (w,v) — 2?21 Jo, (0jw) (0jv) + A [, Wv est un
produit scalaire (, )y sur HOI(Q), dont la norme associée est équivalente a la
norme induite par la norme || ||z1 et qui en fait donc un espace de Hilbert.

Pour ce produit scalaire, la forme linéaire v € Hj () — [ fv € C est
continue et elle est donc représentée, a travers le produit scalaire (, )y, par
un élément w € HE(Q). Son conjugué u = w € HE(Q) est I'unique solution
au probleme de Dirichlet étudié. O
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On peut regretter que I’énoncé de régularité elliptique 14.12 soit global,
ce qui semble étre contre-nature. En effet, on peut faire mieux! Nous citons
les résultats suivants uniquement & titre culturel, sans démonstration donc.

On a pu définir naivement les espaces de Sobolev H™(2) d’ordre entier
m € N sur tout ouvert @ C R? (14.1). Lorsqu’on a défini les espaces de
Sobolev d’ordre s € R non entier, on est passés par 'intermédiaire de la
transformation de Fourier et il a fallu se limiter & Q = R?. Cela mene a la
définition suivante.

Définition 14.19 Soient Q C R? un ouvert et un réel s > 0. L’espace
Hp () est constitué des distributions u € D'() qui sont “localement H*”,

c’est-a-dire telles que pu € H*(R?) pour toute fonction test ¢ € D(R?).

Dans cette définition, on a prolongé ¢u par 0 hors de €.

La premiere propriété est de nature a nous rassurer sur le bien-fondé de
la définition précédente.

Proposition 14.20 Siu € H*(R%), alors u € H{

loc

(RY).
Passons aux propriétés de régularité des fonctions de Hj: ().

Théoréme 14.21 1. Pour s > k+d/2, on a
Hi,o(Q) € CF(Q) C Hs (9).

2. Sila distribution T € D'(Q) est d’ordre au plus k, et si s < —k—d/2,
onaT € Hj ().

3. SikeN avecT € ngf(Q), alors T est d’ordre au plus k.

Il suit que NserHi,  (Q) = C®(Q), et que UserH () est lensemble des
distributions d’ordre fini sur ).

Terminons par un résultat de régularité elliptique.

Théoréme 14.22 1. Soit P(0) un opérateur différentiel d’ordre m a
coefficients C*° sur . Alors siu € HE (), on a P(O)u € H; ™ ().

loc loc
2. Soit P(0) un opérateur différentiel a coefficients constants, elliptique
d’ordre m. Si P(0u) € Hf (Q), on au € Hj) ™ (Q).
Exercice 14.23 Soit  C R? un ouvert. Soient f € C*(Q) et A > 0. Montrer
que I'unique solution u € H}(Q) du probleme de Dirichlet —Au + Au = f est une
fonction réguliere u € C™(12).
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coordonnées sphériques, 17, 130
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espace de Schwartz, 89

espace tangent, 119

espace vectoriel topologique, 146,
150

exhaustion compacte, 15, 80

fonction cut-off, 15

fonction de Heaviside, 58
fonction de Lebesgue, 55

fonction holomorphe, 132
fonction plateau, 15, 40

fonction radiale, 17

fonction test, 7, 13

fonction a croissance lente, 90
fonction a décroissance rapide, 89
fonction a variation bornée, 46, 48
formule de Cauchy, 132

formule de Cauchy-Pompeiu, 132
formule de Green, 137

formule de la moyenne, 135

173

formule de Leibniz, 32, 33, 68
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injectivité de Fourier, 99
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inégalité de Poincaré, 64
inégalité de Sobolev, 60

jauge d’un convexe, 152
kit de bricolage, 21, 71

laplacien, 73
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mesure image, 114-116

mesure superficielle, 115, 116, 127
mesures étrangeres, 55
multi-indice, 8

noyau de Dirichlet, 163

opérateur différentiel, 84
opérateur elliptique, 105, 106
opérateur hypo-elliptique, 105
ordre, 37

ordre d’une distribution, 20, 68

paramétrix, 85, 106

partie finie, 32
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peigne de Dirac, 160

primitive d’une distribution, 43, 44

principe de localisation, 40

principe de naturalité, 29-32, 34—
36, 53, 61
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principe du maximum, 136

probleme de Dirichlet, 65, 170

prolongement d’une forme linéaire
continue, 22

prolongement des alc, 47

propriété locale, 32

propriétés fonctionnelles, 91, 97, 109

régularisation, 80

régularité d’'une mesure de Radon,
25

régularité elliptique, 106, 167

semi-norme, 145

solution faible, 33

solution faible, forte, 50

solution fondamentale, 73, 84
solution élémentaire, 84
submersion, 118

suite convergente dans D'(Q), 37
suite convergente dans D(£), 19
suite régularisante, 14, 38, 80
suite a croissance lente, 158
suite a décroissance rapide, 155
support d’une distribution, 41, 68
support d’une fonction, 10, 13
support singulier, 41

symbole, 104

symbole principal, 104

séries de Fourier, 163

Taylor (formules de), 8

théoreme de Baire, 38

théoreme de Banach-Steinhaus, 38,
142, 144, 150

théoreme de Borel, 62

théoreme de Green, 123

théoreme de Hahn-Banach, 48, 152

théoreme de I’application ouverte,
143, 150

théoreme de 'isomorphisme de Ba-
nach, 143, 150

théoreme de Liouville, 136

Théoreme de Paley-Wiener, 103

théoreme de Plancherel, 101

D. H. Distributions

théoreme de représentation de Riesz,
25, 46

théoreme de structure, 50, 103

théoreme de trace, 169

transformée de Fourier, 91, 96, 102

translatée d’une fonction, 10

troncature et régularisation, 16, 24,
60, 90

valeur principale, 27, 32
d-voisinage, 15

équation de Laplace, 135
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