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Introduction

La notion d’intégrale est intimement liée aux notions d’aire et de longueur.

Pour une fonction f : [a,b] — R positive définie sur un intervalle borné, 'intégrale
de f sur ce segment doit représenter l'aire (ou la surface) de la portion du plan
comprise entre ’axe des abscisses et le graphe de f (zone grisée sur le dessin).

Notamment, si la fonction f est constante et égale a ¢ > 0 sur 'intervalle [a, b] et
nulle en dehors de cet intervalle, son intégrale doit étre égale a ’aire d’un rectangle
de cotés b—a et ¢, soit [ f=c(b—a).

Dans ce cours nous allons présenter la “théorie de I'intégration de Lebesgue".

Qu’est-ce qu’une théorie de I'intégration 7 C’est un procédé qui, a toute fonction
“raisonnable", en particulier assez “réguliére" en un sens & préciser, f : X — R
définie sur un ensemble X associera son intégrale I(f) = [ « [+ Dans ce cours, nous
travaillerons dans un premier temps sur X = R puis nous généraliserons par la
suite & X = R™ (n > 2), pour la mesure de Lebesgue.

Revenons a la notion d’intégrale que nous cherchons a définir. On lui demandera
de satisfaire les propriétés de bon goit suivantes :

1. I est linéaire : pour toutes fonctions f,g : X — R “raisonnables” et tous

réels a, 0 € R, on a:
J(arssn=af r+5 [ g

2. I est positive, et donc croissante : pour f,g: X — R “raisonnables” :

sif>0ona [, f>0 ..
et doncsi f >g,ona [ f> [yg

On souhaiterait de plus que Iaffirmation suivante :



3. sila suite (f,,) converge vers f, alors la suite des intégrales I(f,) converge
vers I(f)

soit vraie sous des hypothéses (portant sur la suite (f,,) et sur la notion de conver-
gence f, — f) les plus générales possible.

Vous avez déja défini 'intégrale de Riemann. L’intégrale de Riemann permet
notamment d’intégrer une fonction continue f : [a,b] — R définie sur un segment,
et elle satisfait les propriétés 1. et 2. ci-dessus. Malheureusement, l'intégrale de
Riemann n’est pas satisfaisante en ce qui concerne la condition 3. Par exemple, la
fonction h := lgnpp,;) n'est pas intégrable au sens de Riemann. Cette fonction n’a
pourtant rien d’effrayant : elle est bornée, et peut s’obtenir comme limite croissante
d’une suite de fonctions f,, en escaliers (valant chacune 0 partout sauf en un nombre
fini de rationnels, et donc d’intégrales nulles). On aimerait donc bien que h soit
intégrable, et d’intégrale nulle!

Cette constatation nous ameéne & introduire 'intégrale de Lebesgue, qui est une
extension de l'intégrale de Riemann au sens ou une fonction Riemann intégrable
est également intégrable au sens de Lebesgue, et les intégrales de Riemann et de
Lebesgue de cette fonction coincident (voir le corollaire 3.15).

Ce qu’on y gagne, c’est que l'intégrale de Lebesgue se comporte particuliérement
bien en ce qui concerne les propriétés de convergence : les théorémes de convergence
monotone 2.4 et de convergence dominée 4.25 sont, dans la pratique, trés faciles a
utiliser. Bien stir il reste des hypothéses a vérifier mais, sans elles, la convergence des
intégrales peut étre en défaut! Le prix a payer est que la construction de l'intégrale
de Lebesgue est plus délicate ; elle sera donc reportée a la fin du cours.

La construction que nous proposons de l'intégrale de Lebesgue, et qui est la plus
classique, repose sur la théorie de la mesure. Une fois bien comprises la construction
et les propriétés de 'intégrale de Lebesgue, il est aisé de les généraliser a des espaces
mesurés (X, m) plus généraux que les espaces R ou R™ munis de leur mesure de
Lebesgue, auxquels nous nous restreindrons dans ce cours. Ce cadre plus général
sera notamment incontournable en théorie des Probabilités.

Nous conclurons ce cours en introduisant la transformée de Fourier, qui consti-
tue un précieux outil pour I’étude d’équations aux dérivées partielles.

Plus prosaiquement, la transformée de Fourier nous fournira ’occasion mettre
en situation les théorémes majeurs de la théorie de Lebesgue. Nous l'illustrerons
par ’étude élémentaire de ’équation de la chaleur sur R.

Enfin, vous trouverez en Appendice une introduction aux espaces de Hilbert et
aux séries de Fourier.
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Comment travailler ce cours ?

ﬁn téte de chaque chapitre, on a indiqué : \

e les définitions que vous devez connaitre,

e les résultats que vous devez savoir énoncer, et appliquer correctement sur
des exemples simples,

e les démonstrations que vous devez pouvoir restituer.

Lorsqu’une démonstration doit étre connue, cela sera indiqué explicitement.

Ces résultats pourront étre utilisés, sans étre redémontrés, lors des examens.
Il faudra alors les énoncer clairement, puis vérifier soigneusement que les
Qypothéses sont bien satisfaites dans votre situation.

Les démonstrations qui auront été faites en cours mais que I’on ne vous demande
pas de savoir restituer doivent néanmoins étre travaillées et bien comprises.

Comme tout texte mathématique, ce polycopié ne doit pas étre lu de fagon
passive, mais crayon & la main. Il faut d’abord comprendre ’organisation générale
des idées (en premiére lecture), puis passer aux détails.

En particulier, certains éléments de preuve trés élémentaires ont délibérément
été laissés au lecteur (c’est signalé dans le texte). Vous devez vous astreindre a les
rédiger. Cela vous permet de vérifier que vous comprenez bien ce dont il s’agit, et
que vous étes capables d’écrire la preuve dans ses moindres détails.

L’objectif est de savoir traiter des exemples, en justifiant soigneusement la mé-
thode suivie. Il est donc essentiel de réfléchir par soi-méme aux exercices proposés
dans les feuilles de TD, si possible avant la séance de travaux dirigés.

La meilleure fagon de comprendre un théoréme (ou de réaliser qu'on ne le
maitrise pas encore...), ¢’est de chercher a I’appliquer sur un exemple concret !

Certains paragraphes apparaissent sur fond gris.
Ce sont des remarques ou compléments qui ne sont pas au
programme.



1. Rappels

On commence par des rappels concernant le corps des réels, la notion de densité,
la dénombrabilité, la continuité d’une fonction, ainsi que la convergence simple et
uniforme d’une suite de fonctions. Toutes ces notions doivent étre parfaitement
maitrisées, car elles seront utilisées de fagon cruciale dans ce cours.

Vous étes invités a reprendre votre cours et a refaire les exercices de I'année
derniére si le besoin s’en fait sentir.

f— La définition 1.9 de la borne supérieure. \
— La notion de compacité 1.18.

— Les propositions 1.5 et 1.7 : propriétés de R.
— Les notions de convergence simple et uniforme (1.26 et 1.34).
— La proposition 1.30 et sa preuve.

— La notion de continuité 1.42, le critére séquentiel de continuité 1.43
et la proposition 1.44 avec sa démonstration.

— Les corollaires 1.48 et 1.49, et leurs démonstrations.
— La notion de densité et la proposition 1.5.
k— La notion de dénombrabilité, et les exemples. j

Les notions de suite de Cauchy et de complétude seront introduites plus tard
dans le cours (chapitre 8). Vous pouvez donc omettre la lecture du paragraphe A.5
(et a fortiori de A.6) pour Uinstant, et vous y référer ultérieurement. Il n’en reste
pas moins que la complétude de R est 'une de ses propriétés fondamentales !
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A Le corps des réels

A.1 Rappels de topologie
Commencgons par rappeler quelques notions de topologie dans un espace métrique.

Définition 1.1 Suite convergente. Soient (X, d) un espace métrique, et (Xn)nen
une suite d’éléments de X . On dit que cette suite est convergente s’il existe un point
L e X tel que d(xp,l) — 0 lorsque n — oo (la distance du point x,, a £ tend vers 0
lorsque n — 00).

Dans ce cas, le point £ € X est unique : c’est la limite de la suite (z,,)nen.

Remarque 1.2 La convergence de la suite (z,)nen vers £ s’exprime comme suit :
pour tout € > 0, il existe un rang N = N (¢) tel que d(z,,¢) < € dés que n > N.

L’unicité de la limite est une conséquence immédiate de l'inégalité triangulaire

A, ) < d(l,x,) + d(zp, ).

Définition 1.3 Partie dense. Soit (X,d) un espace métrique. Soit A C X une
partie de X. On dit que A est dense dans X si, pour tout x € X, il existe une suite
(an)nen d’éléments de A convergeant vers x, i.e. lim, o0 ay = .

La partie A est donc dense dans X si tout élément de X est limite d’une suite
d’éléments de A. Si vous n’étes pas trop familier avec les espaces métriques abstraits,
vous pouvez vous contenter de penser dans la définition précédente que X = R, ou
bien une partie X C R, ou encore que X = R".

A.2 Propriétés de R

Le corps Q des rationnels, bien sympathique, présente néanmoins quelques lacunes.
Par exemple, I’équation 22 = 2 n’a pas de solution dans Q... mais elle y admet
cependant des solutions approchées. On s’empresse donc de plonger @ dans un
corps plus gros, le corps R des réels.

Nous n’évoquerons pas ici de construction de R. Rappelons qu’il s’agit d’un
corps muni d’une relation d’ordre total, et de la topologie associée. La densité de Q
dans R résultera immédiatement de la construction. Voir également le paragraphe
grisé ci-dessous.

Lemme 1.4 Densité dans R. Soit A C R. La partie A est dense dans R (i.e.
tout réel est limite d’une suite d’éléments de A)

1. si et seulement si A rencontre tout intervalle de R mon réduit a un point

2. si et seulement st A rencontre tout intervalle ouvert non vide.

Preuve Observons que tout intervalle de R non réduit & un point contient un
intervalle ouvert non vide. Les conditions 1 et 2 sont donc équivalentes.

Soit A C R une partie dense. Soit I un intervalle ouvert non vide. On choisit
x € I, puis un réel € > 0 de sorte que J = |z — ¢,z 4+ ¢[ C I. Soit (ay)nen une suite
d’éléments de A convergeant vers x. Pour n assez grand (mettons n > N) on aura
|z —an| <e, et donca, € JNACINA.
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Supposons réciproquement que A rencontre tout intervalle ouvert non vide.
Soit z € R. Pour chaque entier n € N* on peut donc choisir un point a, €
|t —1/n,x + 1/n[N A. Par construction, la suite (a,,)nen converge vers z. O

Proposition 1.5 L’ensemble Q des rationnels est dense dans R.

Exercice 1.6 Montrer qu'une partie A C R™ (n > 1) est dense dans R™ si et
seulement si elle rencontre toute boule ouverte.

Déduire de la proposition 1.5 que Q™ (ensemble des points de R™ dont toutes
les coordonnées sont rationnelles) est dense dans R™.

Les propriétés fondamentales de R que vous devrez retenir sont les suivantes.

Proposition 1.7 Le corps R des réels satisfait les propriétés suivantes.

1. Borne supérieure. Toute partie non vide majorée A C R admet une
borne supérieure.

2. Bolzano-Weierstrass. De toute suite bornée de réels, on peut extraire
une sous-suite convergente.

3. Complétude. Toute suite de Cauchy de nombres réels est convergente.

Ces propriétés découlent de la construction de R & partir des rationnels.

Lorsque, partant de Q, on construit R par les coupures de Dedekind, il
suit «par construction»que R satisfait la propriété de la borne supérieure.
Les autres propriétés s’en déduisent.

Lorsque R est construit a partir des suites de Cauchy de rationnels, on
obtient “par construction” le fait que R est complet. Les autres propriétés
suivent.

Pour quelques démonstrations vous pouvez, si vous le souhaitez, vous
reporter au paragraphe A.6.

Notre propos n’étant pas de construire le corps des réels, nous nous
contenterons ci-dessous de revenir sur les notions intervenant dans I’énoncé
de la proposition 1.7.

A.3 Majorant, borne supérieure

Définition 1.8 Majorant. Soit A C R wune partie. On dit que la partie
A C R est majorée s’il existe un réel M € R tel que a < M pour tout a € A.
Un tel réel M est un majorant de A.

Proposition 1.9 Borne supérieure. Soit une partie A C R non vide et
majorée. Alors cette partie admet un plus petit majorant qu’on appelle la
borne supérieure de A et qu’on note sup A.
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Si M est un majorant de A, tout réel My > M majore également A. Par
contre, la borne supérieure est unique.

Lorsque A posséde un plus grand élément o € A, on a sup A = a.

Lorsque la partie A n’est pas majorée, on note sup A = +oc.

On conviendra que sup) = —oo. Cette convention assure, pour toutes
parties (vides, ou non) de R, I’égalité sup(A U B) = max(sup A, sup B).
Exercice 1.10 Montrer que sup A = +oo si et seulement si, pour tout n € N, il

existe un élément a,, € A tel que a,, > n.

Proposition 1.11 Soient A C R une partie non vide et majorée, et M € R.
Montrer que M = sup A si et seulement si :

1. on a linégalité a < M pour tout a € A (autrement dit, M est un
magjorant de A) ;

2. et l'une des trois conditions suivantes est vérifiée :
(a) pour tout e > 0 il existe a € A avec a > M — ¢
(b) pour tout e > 0 il existe a € A avec a > M — ¢

(c) il existe une suite (ap)nen d’éléments de A telle que a, — M
lorsque n — 00.

On remarquera que, lorsque la condition 1. est satisfaite, les conditions (a),
(b) et (c) sont équivalentes.
Preuve Laissée au lecteur (elle sera donnée en cours). O
Exercice 1.12 Soit (A;);c; une famille de parties de R. Montrer I’égalité

sup (U;erA;) =sup{sup A;| i € I}.

De fagon symétrique, on introduit bien siir la notion de minorant et de borne
inférieure.

Définition 1.13 Minorant. Soit A C R. La partie A est minorée s’il existe
m € R tel que a > m pour tout a € A.

Proposition 1.14 Borne inférieure. Une partie A C R non vide et minorée
admet une borne inférieure m € R, qui est le plus grand de ses minorants.

Lorsque la partie A C R n’est pas minorée, on note inf A = —oo. Lorsque la
partie est vide, on convient que inf ) = +o0.
Exercice 1.15 Soit A C R une partie minorée.
1. On note —A = { —a |a € A}. Montrer que —A et majorée, et qu'on a
Pégalité —inf A = sup(—A).
2. En s’inspirant de la proposition 1.11, donner alors une caractérisation de
inf A.

Exemple 1.16 Soit A = {z € R|2? < 2}. On a supA = /2 et inf A =
—/2. Noter que ni sup 4, ni inf A, n’appartiennent ici a A.

Exercice 1.17 Soit B={z € Q|22 <2}.OnasupB = V2 et inf B = —/2.
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A.4 Compacité

Rappelons qu’un segment est un intervalle fermé borné [a,b] C R (ot a < b).

Définition 1.18 Compacité. Une partie X C R (ou un espace métrique
(X,d)) est compacte si elle vérifie la propriété suivante : de toute suite
(n)nen d’éléments de X, on peut extraire une sous-suite qui converge vers
un point o € X.

Proposition 1.19 Théoréme de Bolzano-Weierstrass.
Un segment [a,b] C R est compact.

Cela signifie que, si (,)nen est une suite de réels tels que a < x,, < b pour
tout n € N, il existe un réel a < o < b et une suite extraite (xgo(n)))nEN tels
que Ty, — a lorsque n — co. De toute suite bornée de réels, on peut donc
extraire une sous-suite convergente.

Exercice 1.20 Les intervalles ]0, 1] et [0, oo[ sont-ils compacts ?

A.5 Complétude

Ce paragraphe peut étre omis en premiére lecture. Il ne sera en effet pas
utilisé avant le chapitre 8.

Définition 1.21 Suites convergentes, suites de Cauchy.

Soient (X, d) un espace métrique (x,)nen une suite d’éléments de X .

Rappelons que la suite (x,)nen est convergente, de limite £ € X, lorsque
d(xp, ) = 0 lorsque n — +00.

La suite (xy)nen est de Cauchy lorsque, pour tout € > 0, il existe un rang
N = N(e) >0 tel que d(zp,xp) < e dés que n,p > N.

Lemme 1.22 Soit (z,,)nen une suite dans un espace métrique (X, d).
Si la suite (xn)neny converge, alors elle est de Cauchy.

Preuve Supposons que la suite (z,,),ecn converge vers £. Soit € > 0. Il existe
un rang N € N tel que d(zp, ) < /2 lorsque n > N. L’inégalité triangulaire
assure alors que d(xy,x,) < € dés que n,p > N. Notre suite est donc de
Cauchy. O

Toute suite convergente est donc de Cauchy. A l'inverse, lorsque toute
suite de Cauchy est convergente, on parle d’espace métrique complet.

Définition 1.23 Espace complet. On dit que ’espace métrique (X, d) est
complet lorsque toute suite de Cauchy de (X, d) est convergente.

Proposition 1.24 L’espace métrigue R est complet. Ceci signifie que si
(zn)nen est une suite de Cauchy de réels, alors cette suite est convergente.
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La proposition précédente affirme que R est complet pour la distance
définie, pour z,y € R, par d(z,y) = |z — y|. Dans R, une suite est donc de
Cauchy si et seulement si elle est convergente.

Exemple 1.25 1. Soit A = {1/n|n € N*} C R muni de la distance définie
par d(1/n,1/p) =|1/n—1/p| (n,p > 1). Alors (A,d) n’est pas complet : la
suite (x,)n>1 de terme général x,, = 1/n est de Cauchy, mais elle ne converge
pas (dans l'espace A).

2. L’espace métrique Q (ensemble des rationnels) n’est pas complet.

Ecrivons en effet le développement décimal de /2 = Y reo Ak 107%, avec
ar, € {0,1,---,9} pour tout k € N et soit z, = > p_,ax107* (pour n € N).
La suite (2, )nen est de Cauchy (on le vérifie facilement ou bien on invoque le
fait que, vue comme une suite de nombres réels, elle converge vers v/2 € R).
Par contre, puisque v/2 ¢ Q, cette suite n’est pas convergente dans Q.

Quel est U'intérét de cette notion de suite de Cauchy ? Supposons qu’on
veuille montrer qu’une suite (x,)nen de réels converge. Si l'on revient a la
définition, il faut déja disposer de la limite ¢, et montrer que z, — ¢ — 0
lorsque n — +o00. Si 'on ne connait pas cette limite £ — ce qui est le cas en
général — on est bien embarrassés! Par contre, il est plus facile de montrer que
la suite (zp,)nen est de Cauchy, puisque cela revient a estimer les différences
|z, — xp| lorsque n et p sont grands. Et, puisque R est complet, une fois
qu’on a montré que la suite est de Cauchy, on sait qu’elle est convergente.

A.6 Des démonstrations!

Démontrons les assertions évoquées dans la remarque grisée de la page 9. Tous
les arguments sont donnés, mais vous devrez prendre le crayon pour rédiger les
détails : excellent exercice... N'hésitez pas a faire des dessins!

e Supposons avoir montré que R posséde la propriété de la borne supérieure.
Montrons que R est complet.

La propriété de la borne supérieure assure qu’une suite (y,)nen croissante et
majorée converge vers o = sup{y,, n € N}.

Soit (2 )nen une suite de Cauchy dans R. On veut montrer que cette suite
converge. Pour cela, on va se ramener a une suite croissante. On commence par
remarquer que la suite (2, )nen est bornée. En effet (avec € = 1), il existe un
rang N € N tel que |xny — x| < 1 lorsque n > N.

Pour n € N, posons y, = inf{z, | p > n} (propriété de la borne inf...). La
suite (Yn)nen, qui est croissante et majorée, converge vers o = sup{y,, n € N}.

Reste & montrer que la suite (z,,)nen converge également vers a. Soit € > 0.
Soit N1 € N tel que |z, — z,| < € lorsque n,p > N; (suite de Cauchy). Soit
Ny € N tel que |y, — o < € lorsque n > Ny (convergence de la suite (Y )nen)-
Soit enfin N = sup(Ni,Nz). Pour n,p > N, on aura z, > z, — ¢ et donc
Ty — € S yp < Ty, A0 |2y, — ] < T — Yn| + |yn — ] < 2e.
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e Supposons avoir montré que R est complet. Montrons qu’un segment est
compact.

Soit (xy,)nen une suite qui prend ses valeurs dans le segment Iy = [a, b]. On
souhaite construire une suite (y,)pen, extraite de (z,)nen, et qui soit convergente.
Puisque I'on sait que R est complet, il suffit que la suite (y,)pen soit de Cauchy,
elle convergera alors.

On procéde par “dichotomie" (du grec “division en deux parties") et 1'on
construit récursivement une suite d’intervalles emboités I, C I,_; C --- C Iy, ol
Iy = [a,b] est de longeur ¢ = b — a, et I, de longueur ¢/2P, de sorte que chaque
I,, contienne une infinité de termes de la suite (z,)nen.

On peut alors construire récursivement une suite (y,)pen, avec yo = o, et
telle que y, € I, et y, = xy,(p) o1t n(p) > n(p— 1) pour tout p € N*. La condition
yp € I, assure que la suite (y,)pen est de Cauchy, puisque les intervalles I,, sont
emboités de longueur tendant vers 0. La condition n(p) > n(p — 1) assure que la
suite (yp)pen est extraite de (2, )nen.

e Supposons avoir montré qu’un segment est compact. Montrons que R vérifie
la propriété de la borne supérieure.

Soit A C ]—o00, M| une partie non vide majorée de R. On va counstruire une
suite décroissante (z,)nen de majorants de A, qui convergera vers sup A.
On choisit a € A. On pose zg = M, yg = a et on note § = xg — yo. On peut
supposer 6 > 0, sinon a = max A = sup A... et c’est fini!

— Si (g + yo0)/2 majore A, on pose y1 = a et x1 = (o + Yo)/2.

— Sinon, on pose y; = (xo + yo)/2 et 1 = M.
En itérant ce procédé, on construit récursivement deux suites (2, )nen €t (Yn )nen,
de sorte que x,, majore A, y,, ne majore pas A, et avec 0 < z,, — y, = 6/2" pour
tout n € N. La suite (x,)nen est bornée. Puisque les segments sont compacts,
cette suite admet une sous-suite convergente, de limite o € R. La suite (2, )nen
étant décroissante, elle converge elle-méme vers «. Chaque x, majorant A, «
est un majorant de A. C’est le plus petit puisqu’il existe, pour tout n € N, un
élément a,, € A tel que a,, >y, =z, —0/2" > a —§/2™.

B Fonctions : convergence, continuité

B.1 Convergence simple et uniforme

Définition 1.26 Convergence simple.

Soient X un ensemble, et f, : X — R (n € N) des fonctions. On dit
que la suite de fonctions (fn)nen converge simplement vers une fonction
f:X — R lorsque

Ve € X, Ve >0,3IN = N(x,e) tel queVn >N on a |f(x) — fo(x)] <e.
Autrement dit, la suite de fonctions (fy,)nen converge simplement vers la

fonction f si, pour chaque point x € X, la suite (f,(z))nen des valeurs
prises par les fonctions en ce point converge vers f(x).
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Nous serons fréquemment amenés par la suite & manipuler des fonctions
indicatrices (d’intervalles, pour l'intégrale de Riemann, ou de parties plus
baroques — parties mesurables— dans le cadre de l'intégrale de Lebesgue). 11
est donc indispensable d’étre a 1’aise avec cette notion.

Notation 1.27 Nous désignerons par 14 : X — R la fonction indicatrice
de la partie A C X, définie par 1a(x) =1 six € A et La(x) =0 sinon.

Exercice 1.28 Soient X un ensemble, et A, B C X deux parties. Montrer qu’on
a I'inclusion A C B si et seulement si on a I'inégalité 14 < 15.

Exercice 1.29 Montrer que les suites de fonctions définies par f, = 1/ 1] et
gn = 1j1 /1) convergent simplement, et déterminer leurs limites.

Les deux exemples de I'exercice précédent relévent du méme résultat général,
que nous énongons ci-dessous.

Proposition 1.30 Soit (A, )nen une suite croissante de parties de R, c¢’est-
a-dire telles que A, C Apy1 pour tout n € N. On note A = UpenAy.

Alors la suite de fonctions indicatrices (14, )nen converge simplement
vers la fonction indicatrice 14 lorsque n — oo.

Preuve Six ¢ A, on a a fortiori x ¢ A, pour tout n € N. La suite des
valeurs (14, (z))nen est donc stationnaire, égale a 0.

Six € A, il existe un entier ng tel que x € A,,. La suite de parties
étant croissante, on a donc x € A, pour tout n > ng et la suite des valeurs
(L4, (x))n>n, est donc stationnaire, égale a 1. Le résultat est prouveé. O

Exercice 1.31 Déduire de la proposition 1.30 la propriété suivante (ou bien la
démontrer directement). Soit (B,,)nen une suite décroissante de parties de R, c’est-
a-dire telles que B, 1 C B,, pour tout n € N. On note B = N,enBy.

Alors la suite de fonctions indicatrices (1p, )nen converge simplement vers la
fonction indicatrice 1 g lorsque n — co.

Il faut aussi savoir gérer des suites de fonctions indicatrices, pour des
suites de parties qui ne sont ni croissantes ni décroissantes.

Exercice 1.32 Montrer que les suites de fonctions définies par f, = 1{_1/5,141/n),
9n = L_1/m1-1/n) €t hn = L[1/n141/m) (n € N¥) convergent simplement, et déter-
miner leur limites. On commencera par esquisser les graphes de ces fonctions.

Exercice 1.33 Soient a < b deux réels. On se donne deux suites réelles (a, )nen €t
(bn)nen avec a < a,, < b, < b et on suppose que a,, — a et b,, — b lorsque n — co.
Montrer que les suites de fonctions définies par u, = 14, 5, €t vy = ljg, 0,
convergent simplement lorsque n — oo, et déterminer leurs limites.
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Définition 1.34 Convergence uniforme.

Soient X un ensemble, et f, : X — R (n € N) des fonctions. On dit
que la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément vers une fonction
f:X — R lorsque

Ve >0, 3N = N(e) tel que Ve € X, Vn > N on a |f(z) — fo(x)] < e.

Remarque 1.35 Disons-le avec des mots !

Convergence simple : En chaque point x € X, la valeur f,(z) en ce point
est arbitrairement proche de f(x) pourvu que n soit assez grand (cet «assez
grand»dépendant a la fois de z et de la marge d’erreur ¢).

Convergence uniforme : En tous les points z € X, la valeur f,(x) est
arbitrairement proche de f(x) pourvu que n soit assez grand (cet «assez
grand»dépendant uniquement de la marge d’erreur €, et non plus de  comme
dans la convergence simple).

Exercice 1.36 Démontrer que, lorsqu’une suite de fonctions (f,)nen converge
uniformément vers f, elle converge a fortiori simplement vers f.

Exercice 1.37 Soit f, : R — R la suite de fonctions définie par f,(z) = z/n
(n € N*, z € R). Montrer que la suite (f,,)nen converge simplement vers la fonction
nulle f = 0. Montrer que la convergence est uniforme sur [0, 1], mais pas sur R.

Exercice 1.38 Soient les fonctions de R dans R définies pour n > 1 par

In :]l[n,oo[a gn:]l[ 1.1 hn:]l[o,%]’ Ky, = (_1)n]1[0 11, by = ——

nt+i’n

Les suites de fonctions (fn)n€N7 (gn)n€N7 (hn)n€N7 (kn)neN et (En)nEN Convergent'
elles simplement sur R 7 uniformément sur R ? uniformément sur [0, 1] ? Déterminer,
le cas échéant, leur limite.

Remarque 1.39 On définirait de méme la convergence simple ou uniforme d’une
suite de fonctions & valeurs dans C, dans R", ou bien dans n’importe quel espace
meétrique Y.

Notation 1.40 Soit f: X — R une fonction. On pose
[flloc = sup{[f ()], = € X} € [0, +oc].

La fonction f est donc bornée si et seulement si || ||« € [0, +00].
Cette notation permet de ré-exprimer la convergence uniforme de fagon
concise, comme suit.

Propriété 1.41 Soient X un ensemble, et f, : X — R (n € N) une suite
de fonctions. La suite de fonctions (fn)nen converge uniformément vers la
fonction f: X — R lorsque les différences (fn, — f) sont bornées dés que n
est assez grand, et si || fn, — flloc = 0 lorsque n — oo.

Preuve Laissée en exercice. O
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B.2 Continuité

Nous allons voir que la convergence uniforme conserve la continuité. On
introduit ici un espace métrique abstrait X. Vous pouvez penser que X = R,
ou que X est un intervalle de R, ou bien que X = R".

Définition 1.42 Continuité.
Une fonction f: X — R définie sur un espace métrique X est continue si

Ve e X, Ve >0, In=n(x,e) >0 tel que
siy € X vérifie d(x,y) < n alors |f(z) — f(y)| < e.

Rappelons le critére bien utile suivant, qui nous servira par exemple dans
la démonstration de la continuité d’une intégrale dépendant d’un paramétre.

Proposition 1.43 Critére séquentiel de continuité.

Une fonction f : X — R définie sur un espace métriqgue X est continue
au point x € X si et seulement si, pour toute suite (x,)nen d’éléments de X
convergeant vers x, on a f(xy,) — f(x).

Preuve = Supposons que f soit continue au point x € X. Soit (z,)nen
une suite d’éléments de X convergeant vers x. Soit € > 0. La continuité de f
en x assure qu’il existe n > 0 tel que |f(x) — f(y)| < € dés que |z —y| < n. La
suite (x,)nen convergant vers z, il existe un rang N € N tel que |z, —z| <7
deés que n > N. On a donc |f(x,) — f(z)| < € dés que n > N. Autrement
dit, la suite (f(zy))nen converge vers f(z).

< Démontrons la contraposée. On suppose que la fonction f n’est pas
continue au point x € X. Il existe donc un € > 0 tel que, pour tout n > 0, il
existe un point y(n) avec |y(n) — x| < n mais tel que |f(y(n)) — f(z)| > .
Pour n = 1/n (n € N*), on pose =, = y(1/n). La suite (z,)nen+ converge
bien vers xz. Mais on a, pour tout n € N* U'inégalité |f(x,) — f(z)| > €. La
suite (f(xn))nen+ ne converge donc pas vers f(x). O

Proposition 1.44 Convergence uniforme et continuité.

Soit X un espace métrique. Soient f, : X — R (n € N) des fonctions conti-
nues. On suppose que la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément
vers une fonction f : X — R. Alors la limite f : X — R est également
continue.

Preuve On doit montrer que f est continue en chaque point de X. Soit
donc z € X. Fixons un réel € > 0 : on veut montrer que |f(z) — f(y)] < e
pourvu que y soit assez proche de x.

La convergence uniforme de la suite (f,)nen vers f assure qu’il existe un
rang no tel que, pour tout y € X, on ait | fn,(y) — f(y)| < e/3.
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Ensuite, on exprime la continuité au point x de cette fonction particuliére
fno- Il existe n > 0 tel que |fn,(z) — fuo(y)| < /3 dés que |z —y| < 7.
L’inégalité triangulaire montre alors que, si |z — y| < n, on a

’f(l‘) _f(y)’ < |f(x) _fno(w)’ + ’fno(x) _fno(y)‘ + ‘fno(y) _f(y>| <e. O

Remarque 1.45 Par contraposée on obtient que, si une suite (f,)nen de
fonctions continues converge simplement vers une fonction discontinue f,
alors la convergence n’est pas uniforme.

Exercice 1.46 Soit f, : R — R la fonction définie par f,(z) = 0 si z < 0,
fa(x) = 2™ lorsque 0 < z < 1 et fp(z) = 1 lorsque > 1 (n > 1). Esquisser le
graphe de f,,. Montrer que la suite (f,,)nen converge simplement vers une fonction
f R — R que 'on déterminera. La convergence est-elle uniforme ?

Exercice 1.47 Reprendre la preuve de la proposition 1.44 pour montrer que si
les fonctions f,, sont seulement supposées continues en un point xy € X, et si la
suite (fn)nen converge uniformément vers f, alors la limite f est encore continue
au point xg.

Les propriétés suivantes sont conséquence de la compacité des segments.

Corollaire 1.48 Soit f : [a,b] — R une fonction continue définie sur un
segment. Alors f est bornée sur ce segment, autrement dit || f|lco < 0.

Preuve Soit M = sup,¢jqp) |f(2)| € [0, +00]. Il existe une suite (zy,)nen de
points z,, € [a,b] telle que |f(z,)| — M lorsque n — co. Quitte a passer a
une suite extraite, la proposition 1.18 assure qu’il existe un point « € [a, b]
tel que x, — «. Par continuité de f, il suit que f(a) = limy, o f(zy) et
donc M = |f(a)] < 0. O

Nous utiliserons & plusieurs reprises la propriété suivante.

Corollaire 1.49 Soit f : R — R une fonction continue. On suppose que f
admet des limites finies en +o00. Alors, la fonction f est bornée.

Preuve Notons a = lim, 1 f(z) et f = lim,,_ f(z). Il existe donc
A >0 tel que |f(z)| < My :=sup(|al,|B]) + 1 dés que |z| > A.

Par ailleurs, le corollaire 1.48 assure que la fonction f est bornée sur le
segment [—A, A]. Notons M := sup,j< [ f(z)| < 0o. On a alors la majora-
tion sup,cg |f(x)| < sup(Mo, M1) < co comme annoncé. O
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C Dénombrabilité

On ne vous demandera pas d’étre des pros des questions de
cardinalité, mais simplement de savoir ce qu’est un ensemble dé-
nombrable et d’avoir en téte les exemples élémentaires : Z, N x N
et Q sont dénombrables, mais R n’est pas dénombrable.

Définition 1.50 On dit que deuz ensembles X et Y ont méme cardinal
lorsqu’il existe une bijection j: X — Y.

Lorsque X a le méme cardinal que ’ensemble N des entiers naturels, on
dit que X est dénombrable.

Proposition 1.51 Toute partie infinie de N est dénombrable.
En particulier, toute partie de N est finie, ou bien dénombrable (on dit
ausst qu’'une partie de N est au plus dénombrable).

Lemme 1.52 Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Preuve Soit A C N non vide, et choisissons o € A. On considére alors
B ={a € Ala < a}. Comme partie non vide et finie de N, B admet un plus
petit élément 8 := min{b € B}. Par construction, § = min A € A est le plus
petit élément de A. O

Preuve de la proposition 1.51. Soit A C N une partie infinie de N.
On construit une bijection j : N — A récursivement comme suit. On pose
j(0) = min A (ce qui est licite d’aprés le lemme précédent).

Supposons construits (j(0),...,75(k)) (kK € N). On introduit la partie
Agt1 = A\ {j(0),...,5(k)} (non vide puisque A est infinie), et I'on pose
Jk+1) = min Agiq.

L’application j : N — A est injective puisqu’on a, par construction,
jlk + 1) # j(p) pour p < k + 1. L’application j : N — A est surjective
puisque, lorsque p € A C Ny on ap € j({0,...,p}). O

Corollaire 1.53 Soit X un ensemble dénombrable. Alors toute partie A C
X est finie ou dénombrable (i.e. au plus dénombrable).

Exercice 1.54 Un ensemble X est fini ou dénombrable si et seulement si il existe
une surjection s : N — X.

Proposition 1.55 L’ensemble N x N est dénombrable.

Preuve Il s’agit de construire une bijection h : N — N x N ou, en d’autres
termes, de numéroter les éléments de N x N. Pour cela, on procéde en suivant
I'indication de la figure 1.1 les éléments de N x N correspondant aux noeuds
du quadrillages (points de R? & coordonnées dans N). ]
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FIGURE 1.1 — Enumération de N x N

Corollaire 1.56 1. Les ensembles Z et Q sont dénombrables.

2. Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Proposition 1.57 L’intervalle [0,1] et donc le corps des réels ne sont pas

dénombrables.

Preuve Utiliser le développement décimal d’un réel et le procédé diagonal

de Cantor. Voir le cours.

|



2. Intégrale de Lebesgue : fonctions positives

Pour définir I'intégrale de Lebesgue, on doit commencer par définir 'intégrale
des fonctions mesurables positives. Cette construction est un peu longue, et
nécessite l'introduction des deux notions abstraites de tribu et de mesure.
Nous la reportons donc au chapitre 9 pour pouvoir passer plus rapidement
aux applications.

Nous supposons donc construite l'intégrale de Lebesgue des fonctions
positives. Dans ce chapitre, nous énongons ses principales propriétés 2.4,
dont le théoréme de convergence monotone qui sera démontré en 9.35.

/— Regles de calcul et limites dans [0, +00] (2.1, 2.2, 2.3 ). \

— Propriétés de l'intégrale des fonctions mesurables positives :
I’énoncé de 2.4.
En particulier, le théoréme de convergence monotone 2.4.(4).

— L’intégration sur une partie B C R (définition 2.8, remarque 2.9).
— Le corollaire 2.12 et sa démonstration.

— Séries de fonctions mesurables positives :
le corollaire 2.14 et sa démonstration.

— Le lemme de Fatou “simplifié” 2.17, sans démonstration.

\— Les contre-exemples de 'exercice 2.18. /

22
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A A propos de la mesurabilité

Dans nos énoncés, il sera fréquemment question de “fonctions
mesurables” ou de "parties mesurables". Dans ce paragraphe,
nous expliquons briévement de quoi il retourne, et pourquoi on
ne sera pas (au moins pour cette année) réellement préoccupés
par les questions de mesurabilité.

Dans le chapitre 9, on verra que, pour pouvoir définir 'intégrale d’une
fonction positive f : R — [0, +o0], puis d’une fonction f : R — R, il faut
que cette fonction soit “un petit peu réguliére” en un sens spécifique a cette
théorie, ¢’est-a-dire que f soit mesurable (on dit également borélienne). Mais,
pour produire une fonction f : R — [0,400] ou f : R — R (ou, ce qui revient
au méme, une partie de R) qui ne soit pas mesurable, il faut se donner
beaucoup de mal (voir 9.21).

Ceci fait que, dans dans la pratique, les fonctions que vous rencontrerez
seront toutes mesurables. Notamment une fonction continue, une fonction
continue par morceaux, une somme, un produit, un sup ou un inf de deux
fonctions mesurables, une fonction pour laquelle on dispose d’une expression
explicite, ou encore la limite simple d’une suite de fonctions mesurables sont
mesurables.

Il est cependant important de garder dans un coin de la téte ces questions
de mesurabilité car cette notion devient pertinente lorsqu’on ne se contente
plus d’intégrer pour la mesure de Lebesgue des fonctions définies sur R, et
que 'on aborde par exemple I’étude des Probabilités non élémentaires.

Le mode d’emploi pour cette année est donc le suivant.

1. Je donne des énoncés justes... donc, dans mes hypotheéses, je
demande (par exemple) que les fonctions soient mesurables.

2. Dans les exercices, vous énoncez le théoréme que vous voulez
appliquer, en incluant les hypothéses de mesurabilité.

Puis vous vérifiez soigneusement que toutes les hypothéses sont
satisfaites dans votre cas, SAUF la mesurabilité qui est admise
comme “allant de soi”.




24 D.H. M310

B Arithmétique dans [0, +o0]

Dans ce chapitre, il va étre question de fonctions et d’intégrales & valeurs
positives éventuellement infinies, donc & valeurs dans [0, +00]. Commengons
donc par définir les régles de calcul qui seront en vigueur.

Définition 2.1 Régles de calcul dans [0, cc].
On convient de poser
e ¢+ 00 = +00 pour tout ¢ € [0, +00] ;
e - 00 = 00 pour tout ¢ € ]0,400] ;
e 0-00=0.

Attention & la derniére convention.

Usuellement, ’expression 0 - co est une forme indéterminée : penser aux
limites en 0T des fonctions z — x% ouxr —x x%, ou encore r —» xQ% et
nous ne changeons pas d’avis sur ce point !

Dans le contexte qui nous occupe, on doit cependant convenir que 0-0o0 =
0, 'objectif étant que I'intégrale de la fonction nulle sur R (aire d’un rectangle
de hauteur nulle et de base infinie) soit égale a 0. De méme, l'intégrale de la
fonction oolly,) (nulle partout sauf au point = € R) sera nulle.

Définition 2.2 Limites dans [0, oo].
Soit une suite (xy)nen @ valeurs dans [0, 4+00].
e On dit que la suite (x,)nen converge vers +00 si x, est arbitrairement
grand lorsque n est assez grand : pour tout réel M, il existe un rang
N tel qu’on ait x,, € [M, 0] pour tout n > N.
o La suite (zn)nen converge vers un réel £ € [0,00] lorsque la suite
(Tn)neN est finie a partir d’un certain rang et converge vers £ au sens
usuel.

Nous utiliserons de fagon répétée la remarque fondamentale suivante. C’est
grace a elle que nous sommes heureux de travailler dans [0, +00] plutot que
dans [0, +oo[!

Lemme 2.3 Une suite croissante (xp)nen @ valeurs dans [0, +o00] converge
dans [0, +00] vers a := sup x,, € [0, +00].

C Intégration des fonctions positives

Nous démontrerons au tout dernier chapitre 9 le résultat suivant. Cet
énoncé est la pierre angulaire de notre cours. En 'utilisant comme point de
départ, nous allons en effet dérouler toute la théorie de l'intégration. Vous
devez donc dés maintenant en connaitre I’énoncé, et savoir 1'utiliser.
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Théoréme 2.4 Intégrale de Lebesgue des fonctions positives, résumé.
Il existe une application qui, & une fonction mesurable f : R — [0, +00]
positive, associe son “intégrale de Lebesque” notée fR fdxe0,400].

Cette intégrale est :

1. Normalisée : pour tous réels a < b, la fonction 1,y est mesurable et
on a l’égalité fR Lgpdr=0b—a.

2. Croissante : si f,g: R — [0,4+00] sont mesurables positives et telles
que f < g, on afRfd)\ < ngd/\.

3. Positivement linéaire : pour f,g: R — [0, 400] mesurables positives
et a,, B € [0,00], la fonction af 4+ Bg est mesurable et on a

/R(aerﬁg)dA:a/Rfdwrﬁ/RgdA.

Lintégrale de Lebesgue satisfait également le

4. Théoréme de convergence monotone (ou de Beppo Levi) :

i (fn)nen est une suite croissante (c’est-a-dire avec f, < fn+1) de

fonctions mesurables positives fp, : R — [0, +0o0], alors sa limite f :=

lim f,, = sup f, est mesurable positive et on peut échanger limite et

intégrale :

/ lim f,d\= Ilim fndX.
R N—+00 n—+oo Jp

Remarque 2.5 Les trois premiéres propriétés sont requises de toute théorie
de 'intégration (voir I'Introduction), et étaient déja satisfaites par I'intégrale
de Riemann.

La condition de normalisation (1.) est familiére. La croissance (2.) découle
de l'additivité dans (3.) et de la positivité de l'intégrale.

La condition (3.) préfigure la linéarité de I'intégrale (voir la proposition
3.6). Pour le moment, nous ne considérons que des fonctions (mesurables)
positives, celles-ci ne forment donc pas un espace vectoriel et il n’y a donc
pas lieu de parler de linéarité.

Exercice 2.6 1. Soit a € R. Déterminer [, L1q) dX, [p Ljg o[ dA et [p 1dA,
ou 1: R — R désigne la fonction constante égale a 1.
2. Soient a < b. Montrer que [, 1), 5d\ =b— a.

3. Le théoréme de convergence monotone s’applique-t-il & la suite de fonctions
fn : R — [0, +00] définies pour n € N par f, = 1, o[ 7

Remarque 2.7 Le théoréme de convergence monotone est le premier des
grands théorémes de l'intégrale de Lebesgue. On en déduira le lemme de
Fatou ainsi que le théoréme de convergence dominée.

Dans le théoréme de convergence monotone, la suite (fy)nen est une
suite croissante de fonctions positives ; cette suite de fonctions converge donc
simplement vers une fonction f & valeurs dans [0, 4+00].
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Par croissance de 'intégrale (propriété 2.) la suite (I,)nen des intégrales
I, == [ fndX\ € [0,400] est alors une suite croissante de réels (étendus)
positifs ; elle converge donc vers un certain J € [0, +00]. L’information que
nous donne le théoréme est que la limite J des intégrales des f, est égale a
Iintégrale de la limite des (fy)nen, soit J = [ fdX .

On peut également souhaiter intégrer des fonctions sur une partie B C R.
La manip suivante permet de se ramener sans effort & 'intégrale sur R de
fonctions définies sur R tout entier.

Définition 2.8 Intégration sur une partie.

Soit B C R une partie mesurable.
Si f: R — [0, +00] est mesurable positive, on définit l'intégrale de f sur la
partie B en introduisant la fonction tronquée f 1p (mesurable) et en posant

/de)\ - /R(f]lg)d)\.

Sig: B — [0,400] est une fonction mesurable positive définie sur la partie
B, on introduit la fonction mesurable g : R — [0, +00] obtenue en prolongeant
g par 0 en dehors de B, et on pose

/gd)\::/gd)\:/gd)\.
B R B

Remarque 2.9 Il suit immédiatement des définitions que les propriétés (2,
3 et 4) du théoréme 2.4 sont encore satisfaites par 'application f — fB fd\,
en particulier le théoréme de convergence monotone.

B

Exercice 2.10 Soient a < b deux réels, et soit f : R — [0,+00] une fonction
mesurable positive. Montrer I’égalité des intégrales f[a o f AN = f]a o f AN

Remarque 2.11 Spoiler. Rassurez-vous, l'intégrale de Lebesgue n’est pas
un objet si mystérieux. Soit f : [a,b] — [0, +oo[ une fonction continue (que
nous supposons positive pour l'instant car, a ce stade, ce sont les seules
fonctions dont nous avons défini l'intégrale) définie sur un segment. Nous
démontrerons en 3.15 I'égalité

b
d)\ = d
i / f(t) dt

de ses intégrales de Lebesgue (& gauche) et de Riemann (& droite).
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D Conséquences du théoréme de Beppo Levi

Voici une premiére conséquence du théoréme de convergence monotone.
Voir également la variante 2.13, et plus tard la proposition 3.19 pour des
fonctions a valeurs complexes. Ceci nous permettra de ramener le calcul de
I'intégrale d’une fonction sur un intervalle non compact au calcul d’intégrales
sur des segments, ce qui est particulierement intéressant & la lumiére du
Spoiler 2.11 : on renvoit a 'exemple 3.22 pour voir comment ¢a fonctionne.

Corollaire 2.12 Soient]a,b] C R un intervalle ouvert (borné, ou non borné)
et f :]a,b] = [0,400] une fonction mesurable positive. Soient (an)nen et
(bn)nen deux suites de réels avec a < an < b, < b, et telles que (ap)nen
décroisse vers a et (by)nen croisse vers b. Alors on a l’égalité

fd\= lim fan.

}a’b[ n—00 [an,bn]

Preuve La suite (ap)nen étant décroissante et la suite (by,)nen croissante,
les intervalles [ap,bn] C [an+1,0n+1] (n € N) sont emboités. La fonction f
étant supposée positive, la suite (fy,)nen de fonctions mesurables définies sur
Ja, b par f, := fl,, s, est donc croissante. Ces fonctions sont positives.
Puisque a,, — a et b, — b, on a convergence simple lim;, ]l[ambn] =
1), (- La suite (fn)nen converge donc simplement vers f sur son intervalle
de définition ]a,b[. Le théoréme de convergence monotone s’applique alors
pour donner le résultat (voir en effet la remarque 2.9). O

Exemple 2.13 Soit f : [0, +oo[ — [0, +00] une fonction mesurable positive.
La preuve du corollaire 2.12 et ’exercice 2.10 donnent les égalités

Siowso £ A =Tt o fig o AN et fig ) AN =Tim o fi 0y f N

Le théoréme de convergence monotone permet aussi de calculer I'intégrale
d’une fonction définie comme somme d’une série de fonctions positives.

Corollaire 2.14 Séries de fonctions positives.

Soit (up)nen une suite de fonctions mesurables positives u, : R — [0, +00].
Alors la série de fonctions ), .y un converge simplement vers une fonction
mesurable u : R — [0, 4+00], et on peut échanger somme et intégrale :

/Rud)\ ::/R(%un)d)\:%(/Rund)\).

Preuve On applique le théoréme de convergence monotone & la suite des
sommes partielles f, := >0 _ u,. En effet, (f,)pen est une suite croissante
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de fonctions mesurables positives qui converge vers la somme u := ) Un.
Le résultat annoncé découle alors de la propriété 3. du théoréme 2.4, puisque

P
S [undn= [ gy o monwione, [y (50 g
n—0 /R R p R R

neN

Remarque 2.15 L’additivité de l'intégrale (théoréme 2.4.(3)) permet a priori
seulement d’intervertir une somme finie et 'intégrale. Dans le corollaire 2.14,
nous échangeons une série (somme infinie) avec l'intégrale : il nous faut donc
un argument supplémentaire, en l'occurrence le théoréme de convergence
monotone.

Exercice 2.16 Soit A C R un ensemble dénombrable. Montrer que la fonction
indicatrice de A, qui est mesurable, est d’intégrale nulle : fR T14d\=0.
On pourra écrire A = {a, [n € N} et 14 =3 1{a,}-

EXEMPLES : la fonction indicatrice f = 1g de Q, et a fortiori la fonction
indicatrice g := Lgn[p,1] des rationnels de [0, 1], sont mesurables d’intégrales nulles.

On a donc déja gagné par rapport a l'intégrale de Riemann. En effet la
fonction Lgno,1), qui est pourtant obtenue comme limite croissante d’une
suite de fonctions en escalier, n’est pas intégrable au sens de Riemann.

Du théoréme de convergence monotone on déduit le lemme de Fatou. Il
s’agit toujours d’une suite de fonctions mesurables positives, mais cette suite
n’est plus supposée croissante. Méme si I’on ne peut alors plus échanger limite
et intégrale, une inégalité persiste. Nous énoncons une version simpliste de
ce lemme (voir 2.23 pour le lemme de Fatou dans toute sa puissance).

Lemme 2.17 Lemme de Fatou (version simpliste).
Soit (fn)nen une suite de fonctions f, : R — [0,400] mesurables positives.
On suppose que

1. la suite de fonctions (fn)nen converge simplement vers une fonction
f:R—[0,400];

2. la suite (Ip)nen des intégrales I, := [ frn dX converge vers I € [0, o).

Alors, la fonction f est mesurable et positive et on a l’inégalité

/ lim f,d\< lim [ f,dA.
Rn—)oo n—oo R

Les exemples de I'exercice 2.18 illustrent les deux raisons pour lesquelles on
ne peut pas toujours échanger limite et intégrale :

1. Ewvanescence : la masse part a l'infini.
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2. Concentration : la masse se concentre vers un point.

Les hypotheéses du théoréme de convergence dominée 4.25 exclueront ces cas
défavorables.
Exercice 2.18 1. Evanescence : Etudier ’exemple ou f,, : R — [0, +00] est
définie pour n € N par f,(z) =0siz <net f,(z) =1si x> n.
2. Concentration : Etudier ’exemple de la suite g, : R — [0, +00] définie pour
n€Npar g, (z) =0siz<0oux>1/n,et g () =nsi0<z<1/n.
On esquissera les graphes des (f,,) et (gn).
Le résultat élémentaire suivant nous servira dans la preuve du lemme
de Fatou. Il permet de remplacer une suite réelle convergente par une suite
croissante de méme limite.

Lemme 2.19 Soit (x,)nen, avec z, € [0,4+00|, une suite convergente de
limite £ € [0,400]. On pose yn = infy>, i € [0,400] pour tout n € N. La
suite (Yn)nen est alors croissante, et elle converge toujours vers £ € [0, +00].

Preuve La suite (y,)nen est croissante car I'inf est pris sur un ensemble de
plus en plus petit.

Supposons d’abord que x, — oo. Soit M > 0. Il existe un rang N tel
que l'on ait x,, > M pour tout n > N. Il suit alors que y, > M sin > N et
donc la suite (y,)nen tend vers +oo.

Supposons maintenant que x,, — ¢ € [0, 00| et fixons € > 0. Il existe un
rang N tel que I'on ait £ —e <z, <L +¢, et donc £ —e < y, < £+ & pour
tout n > N. Ainsi, la suite (y,)nen converge également vers /. O

Preuve du lemme de Fatou On introduit les fonctions g, := infy>, f
(n € N). Le lemme précédent, que I'on applique aux suites de réels positifs
(fn(2))nen pour z € R, assure que la suite de fonctions (gn)nen converge
encore simplement vers f. Mais la suite de fonctions (gp)nen est maintenant
croissante (et toujours positive) : on peut donc lui appliquer le théoréme de
convergence monotone, d’otl I’égalité

/fd/\: lim [ g,d\. (2.1)
R

n—oo R

On va maintenant chercher & majorer lim, . fR gndA. Soit n € N. Par
construction, on a la majoration g, < fr pour tout & > n. Il suit, par
monotonie de l'intégrale, que [ gndX\ < [p fr dX =: I}, pour tout k > n.

Par hypothése, on a I, k—> I. On peut donc passer a la limite dans cette
— 00

inégalité, a n fixé, lorsque k — oo. Il vient donc, pour tout n € N, I'inégalité
JrgndX < 1.

On passe alors a la limite dans cette derniére inégalité lorsque n — oo,
et il vient finalement avec (2.1) ce qu’on voulait démontrer : que

/fd)\— lim /gnd)\glz lim fndA.

n—oo R
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Dans I’énoncé ci-dessus du lemme de Fatou, il est un peu dommage de
devoir supposer que la suite de fonctions (f,)nen converge, ainsi que la suite
(In)nen de leurs intégrales. Heureusement, le lemme de Fatou admet une
version plus générale. Elle fait intervenir la notion de limite inférieure d’une
suite de nombres réels (ou a valeurs dans [—o0, +o0]), qui est toujours définie
et que nous rappelons ci-dessous.

Définition 2.20 Limite inférieure.

Soit (zn)nen une suite a valeurs dans [—oo, +00]. La suite de terme gé-
néral y, = infy>, x € [—00, +00] est croissante. Elle admet donc une limite
dans [—o0, +00] : c’est la limite inférieure de la suite (Ty)nen, que l'on note

liminf z,, ;= lim (inf 2;) = sup (inf z;) .
n—oo n—00 (an k) neII\)I(’fZ” k)

On définit de méme la limite supérieure de (xy)neny comme

limsup z,, := lim (supzy) = inf (supzy).
=5 n—=00 “p>p neN k>n
Exercice 2.21 1. Soit (z,,)nen une suite & valeurs réelles. On suppose que

cette suite converge vers ¢ € [—00, +00]. Déterminer sa limite inférieure, et
sa limite supérieure.

2. Déterminer les limites inférieure et supérieure des suites respectivement
deéfinies pour n > 1 par : x, =n, Yy, = —n, 2, = (=1)", up, = (=1)" + 1/n,
v, = 0 si n est pair et v, = n si n est impair.

On peut alors définir la limite inférieure d’une suite de fonctions & valeurs
réelles.

Définition 2.22 Soit f,, : R = R (n € N) une suite de fonctions. La limite
inférieure de la suite (fn)nen, notée liminf f, : R — [—o0,+00], est définie
pour tout x € R par (liminf f,)(z) = iminf(f,(x)).

On laisse au lecteur le soin de définir la limite supérieure d’une suite de
fonctions & valeurs réelles : nous n’en aurons pas besoin ici.

Nous pouvons maintenant énoncer le “vrai” lemme de Fatou.

Théoréme 2.23 Lemme de Fatou (version compléte).
Soit (fn)nen une suite de fonctions f, : R — [0, 4+00] mesurables positives.
On a égalité

/ liminf f, dA < liminf / fndA\.
R R

n—0o0 n—oo

La démonstration de ce théoréme est laissée au lecteur. Elle est semblable
a celle de la version simplifiée.
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Exercice 2.24 On introduit la suite de fonctions h,, : R — [0, +oo] définie pour
neN par hQn = 11[071] et h2n+1 = ]].[172].

1. Montrer que la limite inférieure f := liminf h,, de cette suite de fonctions
est f = ]l{l}.
2. Que vaut [, fd\?

3. Déterminer la liminf de la suite réelle (I,,)nen définie par I, = [; hy dX.



3. Intégrale de Lebesgue sur R

De lintégrale des fonctions positives, on déduit la notion de fonction
intégrable au sens de Lebesgue puis d’intégrale d’une fonction intégrable.

-

N

La définition d’une fonction Lebesgue intégrable a valeurs dans [0, +oo],\
puis & valeurs réelles ou complexes, et de son intégrale (3.2 et 3.7).

La définition des espaces vectoriels L1 (B) et £L}(B)
et les premiéres propriétés de U'intégrale de Lebesgue (3.6 et 3.9).

La proposition 3.11 (en particulier les critéres d’intégrabilité)
et sa démonstration.

Le lemme 3.13 (théoréme fondamental de 'analyse) et sa démonstration.

Le lien entre I'intégrale de Riemann et celle de Lebesgue 3.15,
sans démonstration.

Les méthodes de calcul (proposition 3.18), sans démonstration.
La proposition 3.19 et sa démonstration.
Les propriétés 3.25 de l'intégrale de Lebesgue, sans démonstration.

Les fonctions de référence : les trois propositions de la section G
(propositions 3.29, 3.32 et 3.33) sans démonstration. j

32
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A Fonctions intégrables & valeurs réelles

Jusqu’ici, on dispose uniquement de I'intégrale des fonctions
mesurables positives. Cette intégrale est a valeurs dans [0, +00].

On va maintenant définir, lorsque c’est possible (c¢’est-a-dire
lorsque cette fonction est “intégrable”), I'intégrale d’une fonction
mesurable f : B C R — R de signe quelconque en se ramenant
aux intégrales de fonctions positives.

Définition 3.1 Parties positive et négative d’une fonction.

Soient B C R une partie mesurable et f : B — R une fonction mesurable.

On introduit sa partie positive f* := max(f,0) et sa partie négative
f~:=max(—f,0), de sorte que f = f* — f~.

Les fonctions ft et f~ sont deuzr fonctions mesurables positives (elles
sont & valeurs finies, i.e. dans [0, 00[).

La fonction valeur absolue de f, égale a |f| = fT + f~, est également
mesurable (et positive).

/\P:/\/\: L\,

N

FIGURE 3.1 — Les graphes de f, et de ses parties positive f+ et négative f~

On définit maintenant les fonctions intégrables : comme leur nom l'indique,
ce sont les fonctions dont on saura définir I'intégrale, qui est un réel (fini!)

Définition 3.2 Fonction réelle intégrable, intégrale de Lebesgue.
Soit B C R une partie mesurable.

1. Une fonction mesurable positive f : B — [0, 4+00] est intégrable si et
seulement si son intégrale est finie, soit fB fdx €0, 4o00|.

2. Une fonction mesurable & valeurs réelles f : B — R est intégrable
si et seulement si sa valeur absolue |f| : B — [0,400], qui est une
fonction mesurable positive, est intégrable c’est-a-dire si et seulement

/B|f’d)\—/Bf+d)\+/Bf_d)\e[0,+oo[.

Dans ce cas, on définit l’intégrale de Lebesgque de f comme étant

/deA::/BﬁdA—/Bf—dAeR

S1
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Remarque 3.3 e On sait attribuer une intégrale a n’importe quelle fonction
mesurable positive (théoréme 2.4). Cette intégrale prend ses valeurs dans
[0, +00].

Néanmoins (attention, peau de banane cachée sous les définitions!), cette
fonction positive n’est pas toujours intégrable : on dit qu’elle I'est lorsque
son intégrale est finie, i.e. & valeurs dans [0, +oo].

e Lorsque la fonction f : B — R est intégrable, ses parties positive et
négative sont intégrables : leurs intégrales appartiennent a [0, +ool. Il suit
que Pexpression [ fdX := [ fTdX\— [5 f~dX\ qui définit alors [ f n'est

jamais la forme indéterminée oo — co. Ouf!

Exemple 3.4 Les fonctions f1 = 1jg o[, fo = (L, 4oo[ — ]1[,170]) ou encore
f3 = (Lo, 400] — Ij—sc,0)) Me sont pas intégrables. Par contre, la fonction
fa= (Tj—4 1)+ 31jg 1)) est intégrable (que vaut son intégrale ?).

La fonction g1 =Y o2, %]l]n_l,n] n’est pas intégrable. On en déduit que
la fonction g2 : # € R — (1/2)1}; | n'est pas intégrable. La fonction g3
définie sur R par gs3(x) = 1/x lorsque |z| > 1 et g3(x) = 0 sinon n’est pas
intégrable.

Les fonctions hy = >0, 2 Ly g €t ho = 3007 ﬂ]l]nynﬂ} sont

n=1 n2 n=1"n2

intégrables. La fonction hg : x € R — (1/x2)]l]1700[ est intégrable .

Lorsque f est une fonction intégrable, on va voir que l'on peut également
calculer son intégrale & partir de toute décomposition de f comme différence
de deux fonctions positives intégrables (qui ne sont donc pas forcément ses
parties positive et négative).

Lemme 3.5 Soient B C R une partie mesurable, et f : B — R une fonction
intégrable. On suppose qu’on a une décomposition f = f1 — fa, ot f1, fo :
B — [0,00[ C R sont deux fonctions (mesurables) positives intégrables. Alors

on a l’égalité
/fd)\:/fld)\—/fgd)\ER.
B B B

Preuve On a deux décompositions f = f* — f~ = f; — fo de notre
fonction. Il suit que f* + fo = f1 + f~. Les fonctions intervenant dans
cette égalité sont mesurables et positives, donc le théoréme 2.4 assure qu’on
a légalite [, fHdX\ + [5 fad\ = [5 fid\+ [z f~ d\. Par hypothése, les
quatre intégrales intervenant dans cette identité sont finies. On en déduit
donc (puisque, par hypotheése, il n’y pas de forme indéterminée co —oco!) que

/de)\:—/Bf*d/\—/BfdA—/Bfld)\—/Bfgd/\.
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Proposition 3.6 Propriétés de I’intégrale de Lebesgue (1).
Soit B C R une partie mesurable. On désigne par L]ﬁ(B) l’ensemble des
fonctions (mesurables) f : B — R qui sont intégrables sur B.

1. L’ensemble L}(B) est naturellement un espace vectoriel sur R.

L’intégrale de Lebesgue
I:feﬁﬁk(B)ﬁ/fd)\eR
B

vérifie les propriétés suivantes :
2. linéarité : I : L (B) — R est une application R-linéaire ;
3. croissance : pour f,g € Li(B) avec f < g, ona [5fdN< [5gd);

/4. inégalité triangulaire : pour toute fonction intégrable f € ﬁ]ﬁ(B), on

a linégalité
‘/ fd/\}g/ |f] dX.
B B

Lorsque B = R, on pourra simplement noter £, = £} (R) I'ensemble des
fonctions mesurables f : R — R a valeurs réelles qui sont intégrables.

Preuve 1. Structure d’espace vectoriel. Rappelons que l'intégrale des
fonctions mesurables positives est positivement linéaire (théoréme 2.4 (3)).
Soient donc f, g € L£1,(B) deux fonctions intégrables, et ¢ un réel.
La fonction f + g est mesurable et la fonction |f + g| est d’intégrale finie
puisque |f + g| < |f| + |g|. Cela prouve que f + g est intégrable.
La fonction ¢ f est mesurable, avec |tf| = [t| | f| d’intégrale finie. Donc ¢ f est
intégrable.

2a. Additivité. Soient f,g € L% (B). Pour déterminer Uintégrale de f+g,
on ne va pas tenter de déterminer ses parties positive et négative en fonction
de celles de f et g, mais plutot utiliser le lemme 3.5. On écrit en effet

frg=U" =)+ =g )=(T+g")—(f+97)
Les fonctions f™ + g™ et f~ + g~ sont mesurables positives, et d’intégrales

finies. On a donc en utilisant le lemme 3.5, puis I'additivité de 'intégrale des
fonctions positives, et enfin en regroupant les termes :

(f+g)dr= [ (ff+g7)dr— | (f~+g7)dA
J; J, J,

:/Berd/\+/Bg+d)\—/de)\—/Bgd)\
:/de)\—i—/Bgd/\.
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2b. Homogénéité. Soient f intégrable et ¢t € R. En revenant a la défi-
nition de l'intégrale [5(¢f)dA, puis en utilisant de nouveau le théoréme 2.4
(3), on obtient que [L(tf)dX =t [5 fdX puisque :
x (tf)T =tftet (tf)” =tf lorsquet >0;
x (tf)T =t| f~ et (tf)” = |t| f lorsque t < 0.

3. Croissance. L’intégrale est positive et linéaire, elle est donc croissante.
Il suffit en effet d’écrire I'inégalité [z hdA > 0 pour la fonction mesurable
positive h =g — f > 0.

4. Inégalité triangulaire. Soit f intégrable. Puisque |f| = f™ + f~, on
a en utilisant 'inégalité triangulaire sur R :

|/deA\:y/Bf+dA—/BfdA\g/BﬁdH/BfdA:/B|f|dA. -

B Fonctions intégrables a valeurs complexes

Nous serons naturellement amenés & intégrer des fonctions &
valeurs complexes. C’est incontournable lorsque I'on introduit la
transformée de Fourier.

On se raméne immédiatement aux fonctions & valeurs réelles
en séparant les parties réelles et imaginaires. Il n’y a aucune
difficulté supplémentaire.

Définition 3.7 Fonction complexe intégrable, intégrale de Lebesgue.

Soit B C R une partie mesurable.

Soit f =u+1iv: B — C. La fonction f est mesurable si et seulement si
sa partie réelle et sa partie tmaginaire u,v : B — R sont mesurables.

On dit que la fonction f est intégrable lorsque son module |f| : B — R
est une fonction intégrable. C’est le cas si et seulement si ses parties réelle
et imaginaire u et v sont toutes les deux intégrables. Dans ce cas on définit

Uintégrale de f par
/fd)\::/ud)\—i-i/vd/\.
B B B

Remarque 3.8 L’équivalence des critéres d’intégrabilité vient de ce que
lu| < |f] et |v] < |f], ainsi que de I'inégalité triangulaire |f| < |u| + |v].

La proposition 3.6 s’étend aux fonctions intégrables & valeurs complexes.

Proposition 3.9 Propriétés de I'intégrale de Lebesgue (2).

Soit B C R wune partie mesurable. On désignera par ,C(lc(B), ou plus
simplement L' (B), lensemble des fonctions f : B — C qui sont intégrables.
On notera en particulier L1 = L*(R).
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1. L’ensemble LY(B) est naturellement un espace vectoriel sur C.
2. Lintégrale I : f € LY(B) — [ f dX € C est C-linéaire.

3. L’intégrale vérifie I'inégalité triangulaire : pour f € L1 (B), on a

L@mwgéumx

Remarque 3.10 Dans l'inégalité triangulaire, il s’agit maintenant de mo-
dules de nombres complexes (et non plus de valeurs absolues).

Preuve 1. et 2. sont conséquences immédiates de la proposition 3.6 et de
la définition 3.7.

3. Ce n’est pas difficile, mais il va falloir se fatiguer un petit peu plus que
dans le cas réel!

L’intégrale J = [ g [ dX\ est un nombre complexe. Il existe donc un nombre
complexe e € C de module 1 tel que |J| = e'*J. Par C-linéarité de I'intégrale
(2.) on a donc

|ﬂ=wJ=/d#wemmy
B

La contribution dans e**.J de la partie imaginaire de la fonction e f est donc
nulle, c’est-a-dire que [ Im (e’ f) dX = 0. Il vient donc

1= [ Reeopar< [ e paa= [ iran

par monotonie de U'intégrale des fonctions réelles et puisque |e**| = 1. O
11 faut bien connaitre les résultats élémentaires, mais fondamentaux, suivants.

Proposition 3.11 Soit B C R une partie mesurable.

1. Soient g : B — [0, +00] intégrable et f : B — C mesurable telle que
|f] < g. Alors, f est intégrable.

2. Soient f,g: B — C mesurables telles que |f| < |g|. Si g est intégrable,
f Uest aussi. Si f n’est pas intégrable, g non plus.

3. Soit f : R — C une fonction mesurable. On suppose que f est nulle
en dehors d’une partie bornée [a,b] C R et que f est bornée : il existe
M € R avec |f(z)] < M pour tout x € R. Alors f est intégrable.

4. Soit f: R — C intégrable.
(a) La fonction f est également intégrable sur B.

(b) Soient A, B C R deux parties mesurables disjointes. On a l’égalité

fAUde)\:fAfd)\—i-fod)\.
5. Soit f :[a,b] — C intégrable. On a ’égalité f[a b fdx= f]a b[fd)\.
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Preuve Indispensable... mais élémentaire & partir des définitions, et donc
laissée au lecteur. La preuve sera cependant donnée en cours. O

Exercice 3.12 1. Soient f : [a,b] = C et hy, : [a,b] = C (pour n € N) des
fonctions intégrables au sens de Lebesgue.
On suppose que la suite de fonctions (hy,)nen converge uniformément vers
f sur le segment [a, b]. Montrer que f[a’b} fd\ =lim,_oe0 f[a)b] B d.

Ce résultat trés faible (car 'hypothése de convergence uniforme est trés forte),
réminiscent de ce que ’on connait déja pour l'intégrale de Riemann, sera bientot
pulvérisé par le théoréme de convergence dominée.

2. Soit la suite de fonctions définie par h, = (1/n)1jg,). Montrer que cette
suite converge uniformément sur R vers la fonction nulle f = 0. A-t-on

o F AN =iy o [ hn dA?

C Intégrer une fonction continue sur un segment

Dans un cours précédent, vous avez introduit l'intégrale de
Riemann. Elle permet d’intégrer une fonction qui est définie sur
un segment et qui est suffisament réguliére — disons continue.
On sera rassurés de savoir que, pour une fonction continue sur
un segment, ses intégrales au sens de Riemann et de Lebesgue
coincident.

Les énoncés suivants sont également valables pour des fonctions a valeurs
complexes : il suffit de séparer parties réelle et imaginaire pour les démontrer.

Lemme 3.13 Théoréme fondamental de I’analyse.
Soit f : [a,b] = R une fonction continue définie sur un segment.
L’expression F(x) = f[a’m] fdX définit une fonction F : [a,b] — R qui est
continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[, telle que F(a) = 0 et pour laquelle
F'(z) = f(x) pour tout a < x < b.

En d’autres termes, F' est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

Preuve La fonction f, continue sur un segment, y est bornée (corollaire
1.48). La proposition 3.11 assure donc que F' est bien définie. En notant
M = ||fl|loo, linégalité |F(z) — F(y)| < M |x — y| pour tous z,y € [a,b]
est alors conséquence de la proposition 3.6. Il suit que F' est continue sur ce
segment.

Soient maintenant x € |a, b[ et a > 0 tel que [z — o,z + a] C [a, b]. Pour
tout 0 < h < q, il suit de la proposition 3.11(4b) les égalités

F(:L'—I—h):F(l‘)-i—/} +h]fd>\

F(:n):F(x—h)+/ FdX.

Jx—h,z]
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Exprimons la continuité de la fonction f au point z € ]a,b[. Soit € > 0. Il
existe 7 > 0, que 'on peut supposer vérifier également 1 < «, et tel que
|f(z) — f(t)] <edésquete[z—nx+mn).

Pour 0 < h <1, on a donc les inégalités |F(x + h) — F(z) — hf(z)| < he
et |[F(x —h) — F(x)+ hf(z)|] < he. La fonction F' est donc bien dérivable en
x, de dérivée F'(z) = f(x), puisque
lim F(z+h)— F(x)
h—0

= f(x). O

Remarque 3.14 La méme démonstration montre que F' est dérivable a
droite en a et & gauche en b, avec Fj(a) = f(a) et Fy(b) = f(b).

Corollaire 3.15 Soit f : [a,b] — R (avec a < b) une fonction continue
définie sur un segment. Alors f est intégrable au sens de Lebesque sur [a, D]
et ses intégrales au sens de Riemann et de Lebesque coincident :

/a " ftyd = /[a,b} Fdx. (3.1)

Preuve du corollaire 3.15
Le lemme 3.13 assure que la fonction F' est 'unique primitive de f telle
que F(a) =0. On a donc F(z) = [ f(t) dt pour tout z € [a, b]. O

Remarque 3.16 A Dattention de ceux d’entre vous qui ont I'intégrale de
Riemann tres présente a ’esprit...

Il faut imposer que a < b pour avoir ’égalité des intégrales (rappe-
lons en effet la convention [* f(t)dt = ff; f(t)dt pour l'intégrale de
Riemann).

L’intégrale de Riemann est une intégrale orientée : on intégre de a a b,
ou bien de b a a. Tandis que, dans l'intégrale de Lebesgue, on intégre sur
le segment [a, b].

Notation 3.17 On réservera la notation f; f(t) dt a I'intégrale, au sens de
Riemann, d’une fonction continue f : [a,b] — C définie sur un segment.
Pour une telle fonction, rappelons que le corollaire 3.15 assure 1'égalité des
intégrales au sens de Riemann et de Lebesgue, soit f[a’b] fdx= f; f(t)dt.

Il ne suffit pas d’avoir défini l'intégrale de Lebesgue, il s’agit aussi de
savoir mener des calculs effectifs! Dans le cas d’une fonction continue sur
un segment, le corollaire 3.15 identifie I'intégrale de Riemann avec celle de
Lebesgue : on peut donc, sans surprise, utiliser les méthodes de calcul (ci-
dessous) dont on a ’habitude.
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Proposition 3.18 Méthodes de calcul, sur un segment. Soient a < b.

1. Primitive. Soient f : [a,b] — R continue et F' : [a,b] — R une
primitive de f. Alors [, f dA = F(b) — F(a).

2. Intégration par parties. Soient u,v : [a,b] — R deuz fonctions de
classe C*. On a alors

/ uv’ d\ = [uv]Z—/ w'vd\.
[a,b] [a,b]

3. Changement de variable.
Soient ¢ : [a,b] — R une application de classe C' et I = ¢([a,b])
lintervalle image.
Soient f : I — R une fonction continue définie sur I et F': I — R
une primitive de f. Alors

/[ (96! A= Fle)  Flola).

Preuve 1. est conséquence du lemme 3.13 puisque, F' étant une primitive
de f, la fonction ¢t € [a,b] — F(t) — F(a) est I'unique primitive de f qui
s’annule en a.

2. C’est 1. appliqué a la fonction continue f = (uv’ + v'v), qui admet la
fonction uv comme primitive.

3. C’est 1. appliqué a la fonction continue (fo¢) ¢, qui admet la fonction
F' o ¢ comme primitive. O

D Intégrer sur un intervalle ouvert

Nous savons maintenant intégrer les fonctions (intégrables) a valeurs
réelles, et non plus seulement les fonctions positives. Nous pouvons donc
généraliser le corollaire 2.12 comme suit.

Soit I C R un intervalle qui n’est pas un segment (I est donc un intervalle
non fermé et/ou non borné). Soit f : I — C une fonction continue, que
l’on suppose intégrable sur I. La proposition fondamentale suivante (ou une
variante, voir par exemple 3.20) permettra de ramener le calcul de I'inté-
grale de Lebesgue |’ ; [ dX au calcul d’intégrales (au sens de Lebesgue ou de
Riemann : ici ¢’est indifférent) de cette fonction continue f sur des segments.

Proposition 3.19 Soient |a,b[ C R un intervalle ouvert (borné, ou non
borné) et f : la,b] — C une fonction intégrable. Soient (an)nen €t (bp)nen
deuz suites de réels avec a < ap < b, < b, et telles que (ap)nen décroisse
vers a et (by)nen croisse vers b. Alors la fonction f est intégrable sur chacun
des segments [an, by], et on a 'égalité

fd\= lim fan.

}a’b[ n—00 [an,bn]
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Preuve Pour simplifier la rédaction, nous supposerons que f est & valeurs
réelles (sinon, on n’a qu’a séparer parties réelle et imaginaire). L’hypothése
faite sur les suites (an)nen et (bp)nen assure que ([an, by])nen est une suite
croissante d’intervalles dont la réunion vérifie Upen[an, by] = Ja, b[.

Introduisons, pour n € N, la fonction tronquée f, = f1i,, 5,)- L'inégalité
| fn| < |f| assure que chacune des fonctions f,, est intégrable.

On peut appliquer le corollaire 2.12 aux parties positive fT et négative f~
de f, en remarquant que pour tout n € N, on a les égalités fni = fi]l[ambn}.
On obtient donc f}a,b[ fEd) = lim,_oe f[an,bn} f* d\, et on obtient le résultat
annoncé en revenant a la définition 3.2 des intégrales de f et des f,,. O

Exemple 3.20 Soit f : [0,00[— C une fonction intégrable. On a 1’égalité
f[O,JrOO[ fdX\ =limy, o0 f[O,n] fdA.

Notation 3.21 Lorsque B C R est une partie mesurable quelconque, et
f+ B — C est intégrable, on pourra également noter 'intégrale de Lebesgue
de f sur B en faisant apparaitre la variable d’intégration comme suit :

/de)\:/Bf(t)d)\(t).

Cette derniére notation sera plus raisonnable lorsque l'on remplace la
fonction abstraite f par une expression explicite (voir l'exemple 3.22), et
se révelera indispensable si I'on souhaite préciser la “variable d’intégration”
(ici t), par exemple lorsqu’on étudie une intégrale dépendant d’un parameétre
comme au paragraphe 4.C.

Exemple 3.22 Voyons comment les méthodes que nous venons de décrire
s’appliquent au calcul de l'intégrale I = f[l oo e tsintd\(t).

e La fonction ¢ + e~ est continue sur R et admet ¢ — —e ™! pour primitive.

On commence par montrer que f : ¢ € [1,00[ — e~t € [0, +0o0], qui est
mesurable et positive, est intégrable. En effet, le corollaire 2.12 (ou I’exemple
2.13) donnent ’égalité

/ et = Tim [ e tdrD).
00

n—oo [1771]

Chacune des intégrales de droite est I'intégrale d’une fonction continue
sur un segment [1,n|. La proposition 3.18(1) s’applique donc, et on obtient

/ e td\t)=et —e ™,
[1,n]
d’ou

/ e tdA(t) = lim e tdAt) = lim (e ' —e™) =e! <o00.
[1,00]

n—o0 [17”] n—oo
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e Soit alors g : t € [1,00[ = e !sint € R. Puisque |g| < f avec f
intégrable, la fonction g est intégrable (proposition 3.11). Autrement dit I
est bien définie.

e Pour calculer I on peut alors se ramener a intégrer sur des segments,
puisque la proposition 3.19 assure I'égalité

I:= / e 'sintd\(t) = lim e tsintd\(t).
[1,00]

n—o0 [Ln]

e Chacune des intégrales I,, = f[l ] e tsintd\(t) est l'intégrale d’une
fonction continue sur un segment. On peut donc intégrer par parties (c’est

la proposition 3.18 (2)). On obtient alors
I, = / e tsintd\(t) = [—e ! sint]} —|—/ e 'costd\(t)
[1,n] [1,n]

= [—e ! sint]} — [e " cost]} — / et sintdA(t).
[1,n]

On a donc 21, = e~ !(sin 1 +cos 1) —e~"(sin n +cos n) puis, en faisant tendre
n vers oo, légalité I = e !(sin1+ cos1)/2.

On observera la méthode suivie dans I'exemple 3.22 :

e On commence par montrer que la fonction g est intégrable.

e On se raméne alors & intégrer cette fonction g sur des segments [1,n].
e Sur chaque segment [1,7n] on peut alors intégrer par parties.

On n’intégre pas directement par parties sur un intervalle qui n’est pas
un segment !

Remarque 3.23 Dans la rédaction de 'exemple suivant nous avons choisi
de nous en tenir, & toutes les étapes, aux intégrales de Lebesgue. A partir du
moment ol I’'on se met & intégrer notre fonction continue sur un segment, on
aurait pu utiliser des intégrales de Riemann (ce n’est alors qu'une question
de notation, on parle de la méme chose) et écrire

n

I = lim e tsintdt
n—oo 1

avec, par intégration par parties,
n n
I, = / e tsintdt = [—e ' sint]! + / e 'costdt
1 1

n
= [—e ! sint]} — [e " cost]} —/ e sintdt.
1
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E Lebesgue versus Riemann

Les intégrales de Riemann et de Lebesgue d’une fonction continue (ou
continue par morceaux) définie sur un segment sont toutes deux bien définies,
et coincident.

Considérons maintenant la fonction continue f : [0, +0o[ — R définie par
f(0)=1et f(z) = (sinz/z) pour x > 0.
Cette fonction n’est pas intégrable au sens de Lebesgue : on a en effet, pour
tout n € N, la minoration fTSZH)W |f(z)|dx > 2/(n+1) (comparaison avec la
série harmonique). Par contre, la fonction f admet une intégrale de Riemann
semi-convergente sur [0, +o0o, au sens ou lintégrales [/ f(x)dz admettent
une limite finie limy o f§ f(z)dz € R lorsque y — +oo (I'existence de
cette limite s’obtient par comparaison avec la série harmonique alternée).

Les intégrales au sens de Lebesgue et de Riemann ne sont donc pas
toujours réconciliables (hors le cas continu sur un segment...)

Par prudence, nous nous interdirons donc dans ce cours de faire référence
a l'intégrale de Riemann généralisée (ou impropre, ou semi-convergente).
En effet, comme illustré ci-dessus par I'exemple de la fonction sinus car-
dinal & — (sinx)/x, les choses se compliquent singuliérement lorsqu’on
cherche & intégrer des fonctions & valeurs réelles ou complexes (et non
plus positives).

Citons cependant, pour satisfaire votre curiosité, le résultat suivant
concernant les fonctions a valeurs positives (dont I’énoncé se décline avec
tout intervalle ouvert & droite et/ou & gauche).

Proposition 3.24 Intégrale de Riemann généralisée d’une fonction
positive.

Soit f :[0,00[ = [0, +00[ une fonction continue positive, de primitive
F :[0,00[ — R.

La fonction f est intégrable au sens de Lebesgue sur l’intervalle [0, 00|
si et seulement si F'(x) a une limite finie lorsque x — 00.

C’est le cas si et seulement si f admet une intégrale de Riemannn
généralisée sur [0,4+o0o[. On a alors l’égalité

/[Moo[fcm = /OOo Ft)dt.
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F Propriétés d’invariance

Les propriétés de l'intégrale de Lebesgue que nous énoncons ci-
dessous vous sont déja familiéres dans le cadre de l'intégrale de
Riemann. Elles restent valable pour I'intégrale de Lebesgue. Nous
les retrouverons au chapitre 5 comme cas particulier du théoréme
de changement de variable 5.28 (exercice 5.32).

Proposition 3.25 Propriétés d’invariance de ’intégrale.

Soit f : R — C une fonction intégrable.
Les fonctions T,f :t € R f(t—z) € Cpourz €R, f:teR— f(~t) € C
et fs:t € R — f(st) € C pour s # 0 sont également intégrables, et on a :

Translation : [ f(t) = [p f(t —x)d\(t) pour tout z € R.
Dilatation : [ f(t) dA(t) = |s |f]R f(st)dX(t) pour tout s # 0.

Symeétrie : [ f(t) dA(t) = f]R

Toutes ces identités restent valables, dans [0,—!—00], lorsque la fonction
f:R —[0,+00] est mesurable positive.

Remarque 3.26 e Attention a ne pas oublier la valeur absolue dans I’égalité

fR ft)dx s|fR f(st)d\(t

Garde—fou : penser que I’ 1ntegrale d’une fonction positive doit étre positive !

e La propriété de symétrie est un cas particulier de celle qui précéde
(dilatation), avec s = —1.

Exercice 3.27 En admettant que les propriétés de 3.25 sont vérifiées pour les
fonctions mesurables positives (proposition 9.38), les démontrer pour les fonctions
intégrables.

Exercice 3.28 1. Soit f : R — [0, +00] une fonction mesurable 1-périodique.

(a) Montrer, pour tout entier n > 1, I'égalité

f)da(t)=n F)dA(t) .

[0,n] [0,1]

(b) En déduire, pour tout entier n > 1, I'égalité

f(nt) dA(t) = f(@) ().

[0,1] [0,1]

2. Soient f : R — C une fonction mesurable et 1-périodique, et un entier
n > 1. On suppose que f est intégrable sur [0,1]. Montrer alors que la
fonction t € [0,1] — f(nt) € C est intégrable sur cet intervalle, et qu’on a
I’égalité

f(nt) dA(t) = f(t)dA(t).

[0,1] [0,1]
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G Points de repére et tours de main

Pour montrer qu'une fonction est, ou n’est pas, intégrable on
sera bien souvent amenés a la comparer a une fonction “connue”
dont on sait qu’elle est (ou pas) intégrable.

Les exemples suivants, qui fournissent déja une belle liste de “fonctions de
référence”; devront donc étre connus et leur (non)-intégrabilité pourra étre
utilisée sans démonstration dans les copies — pourvu que ’énoncé apparaisse
clairement.

Proposition 3.29 Quelques fonctions de référence.
1. La fonction x — z est intégrable sur |0, 1] ssi a > —1.
2. La fonction x — x est intégrable sur [1,+oo[ ssia < —1.
3. La fonction x — In(x) est intégrable sur |0, 1].
4. La fonction x — e~ est intégrable sur [0, +oo[ ssi a > 0.
5

. La fonction x — e=%" est intégrable sur [0, +oo| ssia >0 et b > 0.

a:v2

En particulier, la fonction x — e~ est intégrable sur R sst a > 0.

Exercice 3.30 Esquisser sur un méme graphique, et pour différentes valeurs de
a € R, les graphes des fonctions = € [0, +oo[ — 2% € [0, +00[. De méme pour les
fonctions z € [0, +-00[ = €79 € [0, +00 et x € [0, +o0 = e~ € [0, +-o0].

Les fonctions citées dans la proposition 3.29 sont de signe constant
(toutes sont positives, sauf x — In(x) qui est négative) sur leur intervalle
de définition. Elles sont donc Lebesgue intégrables si et seulement si elles
admettent une intégrale de Riemann généralisée (proposition 3.24).

Les résultats de cette proposition vous sont donc déja familiers!

Preuve On utilise les résultats vus dans les paragraphes précédents : en
particulier théoréme de convergence monotone pour se ramener a intégrer
sur un segment, utilisation de primitives sur un segment, comparaison de
fonctions (voir si besoin la proposition 3.33)...

1. Pour a € R, la fonction f, : z € ]0,1] — x* € [0, +0o0[ est positive.
Lorsque a > 0, on peut remarquer d’emblée que f, est continue sur le segment
[0, 1]. Elle y est donc intégrable... ainsi que sur l'intervalle ]0, 1] (ce que nous
retrouverons ci-dessous).

Soit @ € R. Puisque f, > 0, le théoréme de convergence monotone donne
I'égalité f}o,l} x¢d\(z) = lim,_eo f[l/n’l] x%d\(x). La fonction f, est donc
intégrable sur |0, 1] si et seulement si cette limite est finie.

Supposons en un premier temps que a # —1. La fonction f, admet alors
pour primitive la fonction x — %71 /(a+1). Il vient donc f[l/n’l] z*d\(x) =
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(1 —n=2"1)/(a+1). Lorsque n — oo, cette quantité tend vers I'infini pour
a < —1 (la fonction n’est alors pas intégrable sur ]0, 1]), et a une limite finie
pour a > —1 (la fonction est alors intégrable sur ]0,1] et son intégrale vaut

1/(a+1)).
Si maintenant a = —1, la fonction f_; admet pour primitive la fonction
logarithme. On a donc f[l/n 1 r7 1 d\(z) = —In(1/n) = logn — oo lorsque

n — oo. Ainsi f_; n’est pas intégrable sur |0, 1].

2. Pour a € R, la fonction gq : € [1,00[ — 2® € [0,400[ est positive.
Lorsque a > 0, on peut remarquer d’emblée que g,(x) > 1 pour tout > 1 et
la fonction g, n’est donc pas intégrable sur [1, 0o[ (ce que nous retrouverons
ci-dessous).

Soit a € R. Puisque g, > 0, le théoréme de convergence monotone donne
Iégalité f[LOO[:L‘a dA\(z) = limp oo f[l’n] z*d\(x). La fonction g, est donc
intégrable sur [1, 0o si et seulement si cette limite est finie.

Supposons en un premier temps que a # —1. La fonction g, admet alors
pour primitive la fonction z + 221 /(a + 1). Il vient donc f[l,n] zd\(x) =
(net! —1)/(a + 1) : lorsque n — oo, cette quantité tend vers l'infini pour
a > —1 (la fonction n’est alors pas intégrable sur [1,00[) et a une limite finie
pour a < —1 (la fonction est alors intégrable sur [1, 0o[).

Si maintenant a = —1, la fonction g_; admet pour primitive la fonction
logarithme. On a donc f[l,n] r7td\(x) = Inn — oo lorsque n — oo. Ainsi
g—1 n'est pas intégrable sur [1, ool

3. e La fonction z — Inx est négative sur U'intervalle ]0,1], et y admet
pour primitive sur [0, +oo[ la fonction z — zlnx — 2. On estime

/ |Inz|d\(x) = —/ Inzd\(z) = [z — xlnx]i/n
[1/n,1] (1/n,1]
=1-1/n)4+ (1/n)In(1l/n) —=pe 1 < 00.

La fonction x — Inx est donc intégrable sur 0, 1], et son intégrale vaut —1.

e Si 'on n’est pas intéressés par le calcul effectif de cette intégrale, on
peut se contenter de comparer |Inz| au voisinage de 0 avec une fonction
puissance intégrable.

Soit b > 0. On sait que xlnx — 0 lorsque x — 0. Puisque b > 0, on en
déduit qu’on a également bz’ Inz = 2® Inz® — 0 lorsque & — 0. On introduit
alors la fonction 2 € ]0,1] + 2Inx € R : on vient de voir que cette fonction
se prolonge par continuité en 0. Cette fonction est donc bornée sur 10, 1] : il
existe une constante M, telle que |Inz| < My 2~ pour tout 0 < z < 1. Pour
la valeur de votre choix 0 < b < 1 cela assure, par comparaison et d’apreés le
(1), que la fonction x — Inx estintégrable sur ]0, 1].

4. Soit hg : x € [0,400[ = e € [0, +00[. C’est une fonction positive.
Lorsque a < 0, cette fonction est minorée par la fonction constante égale a
1, et n’est donc pas intégrable sur [0, +oo[. Montrons que h; est intégrable.
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Cette fonction admet pour primitive la fonction x — —e™". Le théoréme de
convergence monotone assure donc de nouveau les égalités

/ e Yd\(z) = lim e d\z) =€l —e " =0 <00,
[1,00]

n—o0 [1:"]

La fonction hj est donc intégrable. L’intégrabilité de h, lorsque a > 0 se
montre de la méme fagon, ou bien peut se déduire de l'intégrabilité de h
en utilisant les propriétés d’invariance de l'intégrale de Lebesgue (proposi-
tion 3.25). Cette méthode a l'avantage de fournir également la valeur de
I'intégrale.

Mais on peut aussi raisonner par comparaison (comme dans la seconde
méthode du point 3. ci-dessus) et utiliser le fait que, pour tout réel b € R et

puisqu’on a supposé a > 0, on a zbe~% — 0 lorsque z — 0.

5. Soient a,b € R. Supposons en un premier temps a < 0. La fonction
définie par kqp : z € [0, +oo[ = [0, +00] est alors minorée par 1,
donc n’est pas intégrable sur [0, +00[. Nous supposons donc désormais a > 0.
Supposons b < 0. On a alors 2 — 0 lorsque z — oo et la fonction
kqp a pour limite 1 en oo. Si I'on choisit A > 0 assez grand, on aura donc
kap(x) > 1/2 lorsque > A. La fonction kqp n’est donc pas intégrable sur
0, +o0].

Supposons maintenant b > 0. La fonction v :  — 229" tend alors vers
0 a l'infini (passer au logarithme : voir si besoin la proposition 3.33). Cette
fonction u étant continue sur [0, +ocl, il résulte de la proposition 3.32 qu’elle
y est bornée, mettons par M. On a donc 0 < k,p < Max=2 pour tout = > 0.
La fonction kg est donc intégrable sur [1,+oo[. Puisque kg, est continue
sur [0, +oo[ (rappelons que b > 0), elle est également intégrable sur [0,1]. O

Remarque 3.31 Fonction intégrable au voisinage de +oco, ou d’un point.

Soit f :]0,+o00] — C une fonction continue. La fonction étant continue
elle est bornée sur tout segment inclus dans son domaine de définition. Elle
est donc intégrable sur un tel segment.

On dit que f est “intégrable au voisinage de +00” lorsqu’il existe A > 0 tel
que f soit intégrable sur l'intervalle [A,+oco[. Dans ce cas, f est intégrable
sur tout intervalle [B,+oo[ lorsque B > 0 (si B > A c’est immédiat par
restriction; si B < A cela résulte de ce que f est intégrable sur [B, A)).

On dit de méme que f est “intégrable au voisinage de 07 lorsqu’il existe
A > 0 tel que f soit intégrable sur Uintervalle ]0, A]. Dans ce cas, f est
intégrable sur tout intervalle |0, B] lorsque B > 0 (si B < A c’est immédiat
par restriction; si B > A cela résulte de ce que f est intégrable sur [A, B]).

Bien siir, tout ce qui précéde se transpose a une fonction continue définie
sur un intervalle ouvert ]Ja, 5[C R. On parle alors d’intégrabilité de f au
voisinage de « ou bien au voisinage de 3.
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Les premiéres propriétés de la proposition 3.29 peuvent donc étre ré-
énoncées comme suit. La fonction z — z% est intégrable au voisinage de 0
si et seulement si @ > —1, et elle est intégrable au voisinage de I'infini si et
seulement si ¢ < —1. La fonction x — Inz est intégrable au voisinage de 0.

Nous nous servirons de fagon récurrente des deux propositions suivantes
lorsque nous aurons & montrer qu’'une fonction est (ou non) intégrable.

Proposition 3.32 Fonctions bornées. Soient a < b des réels.

1. Une fonction continue f : [a,b] — R définie sur un segment est bornée
sur ce segment.

2. Une fonction continue f : R — R qui admet des limites finies en 00
est bornée sur R.

3. Une fonction continue f : [a,4+00] — R qui admet une limite finie en
+00 est bornée sur [a, 400l

Les deux premiéres assertions de la proposition 3.32 ne sont autres que les
corollaires 1.48 et 1.49. La derniére assertion en est une variante.

Pour traiter des exemples, comme dans la preuve de la proposition 3.29,
il sera indispensable de savoir comparer entre elles des fonctions classiques
(en particulier fonctions puissances et exponentielles).

Proposition 3.33 Comparaison de fonctions et conséquences.
1. (a) Poura € R et >0, la fonction x +— x e P tend vers 0 lorsque
xr — +00.
(b) Pour a € R et b > 0, la fonction x — x% ™" est intégrable sur
[1, +o0l.
2. (a) Pour a € R et 3 < 0, la fonction x + (In(z))*@’ tend vers 0
lorsque © — +00.

(b) Soit A> 1. Pour a € R et b < —1, la fonction x — (Inx))%xb est
intégrable sur [A, +ool.

Preuve 1.(a) Passer au logarithme.

1.(b) La fonction z — 2% %%/2 est continue sur [1, o0[ et elle tend vers
0 & l'infini. La proposition 3.32 assure donc que cette fonction est bornée,
mettons par M, sur U'intervalle [1, ool.

On a donc z% b < Me=%/2 pour tout x > 1, et par comparaison avec
la fonction = — Me%/2 qui est intégrable sur [1, ool il suit que z et
est intégrable [1, 00[ et donc au voisinage de +oo.

2. (a) Puisque Inz — oo lorsque  — oo, il suffit de prouver I’assertion
lorsque a > 0. On écrit alors (In(z))%? = (In(x)z?*)?, avec In(z)z?* — 0
lorsque x — oo puisque b/a < 0.
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2.(b) On choisit b < 8 < —1, et I'on écrit (In(z))% = (In(z))*xb=5) 2P,
Le facteur (In(z))?x®=#) est continu sur [A4, o[ et tend vers 0 & I'infini, donc
est borné sur cet intervalle. La fonction x — zest intégrable sur [A, oo[. Le
produit est donc intégrable sur cet intervalle. O

Quelques erreurs a ne pas commettre :

On intégre par parties uniquement lorsqu’il s’agit d’intégrer une fonction
continue sur un segment.

En particulier, on n’intégre pas par parties sur un intervalle ouvert, ou
non borné.

Lorsqu’'une fonction f est a valeurs positives, on démontre qu’elle est
intégrable en calculant (ou en estimant) son intégrale [ fd\, qui doit
étre finie c’est-a-dire & valeurs dans [0, +o00[ et non [0, +0o0].

Par contre, si I’on n’a pas encore montré que la fonction f (non positive),
a valeurs réelles ou complexes, est intégrable il ne faut pas écrire [ fdA
car cette quantité n’est a priori pas définie.

Si vous étes familiers avec la notion de fonctions équivalentes, vous
pourrez également utiliser les résultats suivants... a condition évidemment
de bien vérifier que les fonctions sont équivalentes et de citer correctement
le résultat.

Fonctions équivalentes.

e Deux fonctions continues f, g : |0, +00] — C sont dites équivalentes
au voisinage de l'infini lorsqu’il existe A > 0 tel que ni f ni g ne s’annulent
sur 'intervalle [A, +00], et si de plus f(z)/g(z) — 1 lorsque x — +o0.

Dans ce cas, f est intégrable au voisinage de l'infini (remarque 3.31)
si et seulement si g ’est.

Par exemple, les fonctions x +— 1/x et x +— 1/(x + 1) sont équivalentes
au voisinage de 'infini. Ni I'une ni ’autre n’est intégrable au voisinage de
I'infini.

e De méme f et g sont équivalentes au voisinage de 0 lorsqu’il existe
A > 0 tel que ni f ni g ne s’annulent sur U'intervalle 0, A], et si de plus
f(z)/g(z) — 1 lorsque = — 0.

Dans ce cas, f est intégrable au voisinage de 0 si et seulement si g I’est.

Par exemple, les fonctions = — e®//x et © — 1/y/x sont équivalentes
au voisinage de 0. Elles sont toutes deux intégrables au voisinage de 0.



50 D.H. M310

H Petit rappel sur les séries réelles et complexes

Définition 3.34 Soit (uy)nen une suite a valeurs réelles ou complexes. On
dit que la série Y u, (de terme général uy) est convergente lorsque la suite
(sp)pen de ses sommes partielles, soit

P
p = E Unp ,
n=0

est convergente. Dans ce cas, on définit la sommey > uy de la série comme
étant la limite de la suite des sommes partielles, soit

P
g Uy, = lim g Uy -
pP—o0
n=0

Proposition 3.35 Séries a termes positifs
Une série de terme général positif (soit u, € [0,400| pour tout n € N)
est convergente si et seulement si ses sommes partielles sont majorées.

Preuve La série étant de terme général positif, la suite (sp)pen de ses
sommes partielles est croissante. Cette suite (sp)pen converge donc si et
seulement si elle est majorée. On a alors

o0
Zun—plL%Zun—supZun. O
n=0

pENn =0

Définition 3.36 Séries alternées

Une série Y uy,, dont le terme général est réel, est dite alternée lorsqu’elle
s’écrit u, = (—1)"v, pour tout n € N, ou bien u, = (—1)" v, pour tout
n € N, et ou la suite (v,)nen est une suite réelle positive décroissant vers 0.
On a alors vy, = |uy).

Proposition 3.37 Séries alternées Une série alternée est convergente.

Preuve Supposons pour fixer les idées que u,, = (—1)"|u,| pour tout n € N.
On vérifie alors facilement que

1. la suite (s2,)nen des sommes partielles paires est décroissante, et elle
est minorée par s; : elle converge donc vers un réel a;

2. la suite (S2p+1)nen des sommes partielles impaires est croissante, et
majorée par sg : elle converge donc vers un réel b;

3. la différence sop+2 — Sont1 = uony1 tend vers 0, donc a = b.

La série est donc convergente, de somme a = b. O

Remarquons la propriété suivante, dont la démonstration est laissée au
lecteur.



Petit rappel sur les séries réelles et complexes 51

Lemme 3.38 Soit Y u, une série alternée. Pour tout p € N, on a la majo-
ration |s,| < |ug|.

Définition 3.39 Séries absolument convergentes
Une série Y uy, a terme général réel ou complexe est absolument conver-
gente lorsque la série a termes positifs Y |u,| est convergente.

Proposition 3.40 Séries absolument convergentes

Une série > uy a terme général réel ou complexe, et qui est absolument
convergente, est convergente.

Preuve Supposons, pour simplifier 'exposition, que la suite (uy)nen S0it &
valeurs réelles. Introduisons les deux suites (u;}),en (partie positive de (uy,))
et (u,, )nen (partie négative de (u,)) respectivement définies pour n € N par

u = sup(un,0) et wu, = sup(—uy,0).

On a donc, pour tout n € N, Pégalité |u,| = ul + u;, et u, = uf —u,,.

Par hypothése, la série & terme général positif > |u,| est convergente.
Il suit des majorations 0 < uf < Ju,| et 0 < w,; < |uy,| que les deux
séries a terme général positif > u,l et " u, sont également convergentes, de
sommes respectives sy et s_. On vérifie alors facilement que la série > u,
est convergente, de somme s, — s_. En effet, on a pour tout p € N :

(54— 52) = un = (50— 5) = S (uf —uy)
0 0

P p
= (5+—Zui) — (s, —Zu;)
0 0
— 0 lorsque p — oo. O

Remarque 3.41 Noter I'analogie criante entre les séries (& termes positifs,
resp. absolument convergentes) et les intégrales (de fonctions positives, resp.
Lebesgue intégrables). Voir également le paragraphe 9.E.

e Une série & termes positifs correspond & une fonction mesurable posi-
tive. La série a termes positif converge si sa somme (qui est toujours définie)
est finie. La fonction mesurable positive est intégrable si son intégrale (qui
est toujours définie) est finie.

e Une série & valeurs réelles correspond & une fonction mesurable & valeurs
réelles. La série converge absolument si la série des valeurs absolues (série
positive) est convergente, et sa somme est alors la différence des sommes
de ses parties positive et négative. La fonction mesurable est intégrale si sa
valeur absolue (fonction mesurable positive) est intégrable, et son intégrale
est alors la différence des intégrales de ses parties positive et négative.
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Exercice 3.42 Ecrire la démonstration de la proposition 3.40 dans le cas d’une
série Y u, de terme général complexe.

Remarque 3.43 Il existe cependant des séries convergentes qui ne sont pas
absolument convergentes. Par exemple, la série harmonique alternée de terme
général u, = (—1)"/n lorsque n > 1 n’est pas absolument convergente.

Elles correspondent, avec tous les ennuis qui vont avec, aux "intégrales
semi-convergentes" dont nous ne voulons surtout pas parler ici car elles
sortent du cadre de l'intégrale de Lebesgue!



4. Les théorémes de Lebesgue

Nous démontrons dans ce chapitre les théorémes fondamentaux de la théorie.

Il s’agit tout d’abord du théoréme de convergence dominée de Lebesgue
4.25, qui suit facilement du théoréme de convergence monotone.

Nous en déduisons les théorémes de continuité 4.29 et de dérivabilité 4.34
des intégrales & paramétre.

Ce sont tous ces résultats qui, de par leur puissance et leur facilité d’uti-
lisation, font le succeés de l'intégrale de Lebesgue. Ils n’attendent plus qu’a
étre illustrés en T.D!

/— La notion de partie négligeable 4.11 \
et de propriété vraie presque partout 4.18.

— Les propriétés 4.14, 4.20, 4.22 et leurs démonstrations.

— Le théoréme de convergence dominée 4.25, sans démonstration.

— Le corollaire 4.5, et sa preuve.

— Le théoréme 4.29 de continuité sous I'intégrale, et sa démonstration.

K— Le théoréme 4.34 de dérivabilité sous l'intégrale, sans démonstratioy

53
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A Le théoréme de convergence dominée

Rappelons que l'intégrale de Lebesgue des fonctions mesurables
positives satisfait le théoréme de convergence monotone (2.4).
Du théoréme de convergence monotone, nous allons maintenant
déduire le théoréme de convergence dominée pour les fonctions
intégrables de signe quelconque ou, plus généralement, & valeurs
complexes.

Dans ce paragraphe, nous énoncons une premiére version un petit peu
simplifiée (et donc rassurante) de ce théoréme, car elle ne fait pas intervenir
la notion de partie négligeable. Le “vrai” théoréme de convergence dominée
4.25 s’en déduira immédiatement et sans douleur.

Théoréme 4.1 Théoréme de convergence dominée (premiére version).

Soit B C R une partie mesurable. Soit f, : B — C (pour n € N) une suite
de fonctions mesurables. On suppose qu’il y a :
e convergence : la suite de fonctions (f,)nen converge simplement vers
une fonction f: B — C, soit f = lim, o0 fn;
e domination : il existe une fonction positive g : B — [0, +00] intégrable
telle qu’on ait la domination |fn(x)| < g(z) pour tout n € N et pour
tout x € B.
Alors chacune des fonctions f,, ainsi que la limite f, est une fonction
intégrable et on peut échanger limite et intégrale :

/de)\:—/B(hm fn)dA = hm /fndA

lim / I — faldA=0.
n—oo B

Mieuz, on a

Remarque 4.2 L’hypothése de domination ci-dessus équivaut a supposer
que la fonction mesurable positive h := sup,,cy | fn| est intégrable.

En effet, on a |f,| < h pour tout entier n. Si h est intégrable, on peut
donc choisir g = h pour dominer les f,,. Réciproquement, si une fonction
intégrable positive g domine toutes les f,, on a |f,| < g pour tout n et donc
la fonction mesurable positive h :=sup | f,,| < g est également intégrable.

Cependant, dans la pratique, il ne sera pas toujours facile de déterminer
la fonction sup,,cy | fn|- Nous serons alors amenés a majorer plus largement la
famille de fonctions (| f,|,n € N). Il faudra bien vérifier que le majorant choisi
est intégrable pour pouvoir appliquer le théoréme de convergence dominée !

Preuve du théoréme 4.1 La fonction f est mesurable, comme limite de la
suite de fonctions mesurables (fy)nen.
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La domination |f,,| < g pour tout n € N passe a la limite quand n — oo
pour donner |f| < g. Puisque g est intégrable, chacune des fonctions f,, ainsi
que la limite f sont donc intégrables (proposition 3.11).

Introduisons la suite de fonctions mesurables positives définies par h,, :=
SUpgsn | f — fr| (pour n € N). La suite (hy,)nen est décroissante et converge
simplement vers 0. Elle satisfait encadrement 0 < h,, < 2g. La suite des
intégrales I, = [ h, d\ est décroissante et positive, elle admet donc une
limite. En un premier temps, nous allons voir que lim,, .« | h, dX = 0. Nous
en déduirons ensuite facilement le théoréme.

La suite de fonctions (29 — hy)nen est une suite croissante de fonctions
mesurables positives, qui converge simplement vers 2g. Appliquons lui le
théoréme de convergence monotone ! Il vient

lim [ (29 — hy)d\ = / 2gd\.

Par linéarité de l'intégrale, on en déduit que lim, f g hndX\ = 0 comme
annonce.

Par définition de h,, on a 0 < |f — f,| < hy, donc la monotonie de
intégrale assure que lim,, o |, g |f = faldX = 0. La linéarité de 'intégrale
et I'inégalité triangulaire

[ ra= [ rax=1 [ ¢=faan< [ 1f-flay

nous donnent enfin la convergence des intégrales f g fand\ — i) g [ dX lorsque
n — oo. O

Remarque 4.3 Le lecteur attentif se sera rendu compte que cette preuve
ressemble & celle du lemme de Fatou. De fait, le théoréme de convergence
dominée peut se démontrer directement en appliquant le lemme de Fatou
(version compléte 2.23) a la suite de fonctions positives 2g — |f — fi,|. Nous
avons préféré nous passer de la notion de limite inférieure (elle est cachée sous
le tapis) et écrire une preuve qui ne fait appel qu’au théoréme de convergence
monotone.

Remarque 4.4 La difficulté, lorsqu’on cherche & appliquer ce théoréme, est
de vérifier la convergence de la suite mais, surtout, de trouver une fonction g
“qui domine” (c’est-a-dire qui majore) toutes les fonctions f, de la suite, et
qui est intégrable (d’ott 'importance de connaitre notamment les résultats
de la section 3.G : fonctions de référence, et comparaison de fonctions).

On peut maintenant généraliser le résultat de la proposition 3.19 a des
suites réelles (ay)nen €t (bn)neny non monotones.
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Corollaire 4.5 Soient Ja,b] C R un intervalle (borné, ou non borné) et
f € £Y(Ja,b]) une fonction intégrable sur cet intervalle.

Soient (an)nen et (bp)nen deux suites de réels tels que a < ap, < by, <b
pour tout n € N. On suppose que an, — a et b, — b lorsque n — oco. Alors
on a l’égalité

/ fdx= lim Fd.
Ja.b]

n—o0 ]an,bn[

Autrement dit, on a

fdX = lim fdX.
Ja,b| y—b eyl

Pour mémoire, rappelons lorsque f est définie sur Uintervalle fermé [a, b],
Iégalité f]a o f AN = f[a y £ dA il 0’y a donc pas & s'inquiéter de savoir si on
intégre sur des intervalles fermés ou ouverts (proposition 3.11).

Preuve On introduit la suite de fonctions (fy,)nen définie pour n € N par
In = flja, p,[- Cette suite converge simplement vers f, et elle est dominée
par f, supposée intégrable. Le résultat annoncé est donc conséquence du
théoréme de convergence dominée. O

Exercice 4.6 Soit f € £!(R) une fonction intégrable. On introduit, pour tout
n > 1, Pensemble A, := {x € R| |fn(z)| < n} et la fonction tronquée f, ;== fly4, .
1. On suppose dans un premier temps que f est a valeurs positives.
Le théoréme de convergence monotone s’applique-t-il & la suite (fy,)nen ? Si
oui, que dit-il?
2. On revient a f : R — C. Montrer que [ f, d\ — [ fdA.

Exercice 4.7 On introduit les suites de fonctions mesurables respectivement dé-
finies par f, = ]l[n,oo[v In = 1[n,n+1]a hyp = ]l[O,l/n]a Jn T — (1/%) ]l]O,l/n](x)v
kn 2z — (1/y/x)1)9,1/n)(2) ou encore £, = nljg1/p2) (n € N).

1. Montrer que chaque suite converge simplement, et déterminer sa limite.

2. Décider, pour chacune de ces suites, si le théoréme de convergence dominée
s’applique.

Exercice 4.8 Soit f : R — R une fonction intégrable. Alors, pour toutes suites
de réels z,, - —o0 et y, — 400, on a

/fdA: lim fadn.

00 Sy

Autrement dit, on a

/ fd\= lim fdn.
T——00
y—+00 [z,y]
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Exercice 4.9 Pour chaque n € N, on introduit la fonction mesurable définie sur
R par f,(t) = (1 — L) lorsque 0 < ¢t < n et f,(t) = 0 sinon.
1. En utilisant la fonction logarithme, montrer que 0 < f,,(t) < e~ pour tous
t>0etnéeN.
2. Démontrer que chaque fonction f, est intégrable.
3. Déterminer limn_moffn d.

Revenons maintenant sur I’exercice 3.12, que nous avions traité de fagon
trés élémentaire. Dans 'exercice suivant, on retrouve ce résultat en utilisant
le théoréme de convergence dominée : le théoréme s’applique trés facilement
sur cet exemple, mais rappelons nous ce qu’il nous a cotité pour le démontrer !
Moralité : lorsque 1’on peut faire les choses facilement “4 la main”, autant se
passer d’utiliser un gros théoréme...

Exercice 4.10 Retrouver le résultat de l'exercice 3.12 (1) en utilisant théoréme
de convergence dominée.

B Parties négligeables

On introduit ici la notion de partie négligeable. Ce sont des
parties si petites que si I’on modifie une fonction sur un ensemble
négligeable, cela ne changera pas la valeur de son intégrale. Cette
notion joue un roéle capital dans la théorie de Lebesgue.

Définition 4.11 Partie négligeable.
On dit qu’une partie A C R est négligeable lorsque sa fonction indicatrice
est mesurable et d’intégrale nulle, soit fR T4dA=0.

Il faut penser qu’une partie A C R est négligeable lorsqu’elle est de
“longueur” nulle. Mais pour définir la “longueur” d’une partie de R qui est
un peu compliquée, c’est toute une histoire.

Nous verrons en effet au chapitre 9 que, pour définir ce qu’est une fonction
mesurable puis son intégrale, il faut tout d’abord définir ce que sont les
parties mesurables et leurs mesures. Ces notions seront liées par la propriété
suivante.

Propriété 4.12 Mesure d’une partie mesurable.
Une partie A de R est mesurable si et seulement si sa fonction indicatrice

14 :R — [0, +00] est une fonction mesurable.
Dans ce cas, la mesure de A vérifie \(A) = [p LadA.

Les définitions précises de parties et de fonctions mesurables seront données
en 9.3 et en 9.22. Cela dit, toutes les parties de R que vous pourrez imaginer
seront mesurables (revoir si besoin le paragraphe 3.A).

On peut alors donner une définition équivalente des parties négligeables.



58 D.H. M310

Définition 4.13 Partie négligeable (bis). Une partie mesurable A est né-
gligeable lorsqu’elle est de mesure nulle, soit A(A) = 0.

Une propriété fondamentale des parties négligeables est leur stabilité par
unions dénombrables.

Lemme 4.14 Union de négligeables.
Une union finie ou dénombrable de parties négligeables est négligeable.

Preuve Soit (Ap)nen une famille dénombrable de parties négligeables de
R. On veut montrer que la réunion A := U,cnA, est également négligeable.

Cette propriété est une conséquence immédiate de I'un des axiomes qui
interviennent dans la définition des mesures 9.10 (o-additivité).

Cependant, une fois traduit en termes d’intégrales (propriété 4.12), on
la retrouve comme cas particulier du corollaire 2.14, en prenant u, = 14,,.
En effet, puisque les parties A, sont négligeables, les fonctions mesurables
positives u, sont toutes d’intégrale nulle, donc leur somme u = ) _un
est également d’intégrale nulle. Puisque 14 < u, la croissance de l'intégrale
assure que la fonction indicatrice 14 est d’intégrale nulle, c’est-a-dire que A
est négligeable. O

Exemple 4.15 Un singleton est négligeable. L’ensemble Q des rationnels
est dénombrable donc négligeable.

Par contre une union quelconque de parties négligeables ne ’est plus
forcément. Chaque singleton dans R est négligeable, mais R ne ’est pas!

Un sous-ensemble (mesurable) d’une partie négligeable est encore une
partie négligeable.

Un intervalle non réduit & un point n’est pas négligeable.

Il existe des parties négligeables de R qui ne sont pas dénombrables.

Lemme 4.16 L’intersection décroissante d’une suite de compacts non
vides K, C R est un compact non vide.

Preuve Soit (K,)nen une suite décroissante de compacts, c¢’est-a-dire
avec K11 C K, C R. On suppose que chacun de ces compacts est non
vide, et on veut montrer que K = N,cnK,, est un compact non vide de R.
On choisit, pour chaque n € N, un élément z,, € K,. La suite de
compacts étant décroissante, on a x;,, € K,, pour tout p > n.
La suite (z,,) vivant dans le compact K, elle posséde une suite extraite
(a:@(n)) qui converge vers a € Ky. Mieux, puisqu’a partir du rang n on a
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zp, € K, on observe que a € K, pour tout n € N, et donc que a € K.
Ceci assure que K est non vide.

Pour montrer que K est compact, on considére une suite (z,) d’élé-
ments de K. Puisque K C K avec K\ compact Ky, la suite (z,) posséde
une suite extraite (Z<p(n)) qui converge vers o € K. Cette suite extraite
(24(n)) est également & valeurs dans le compact K pour tout p € N (car
a valeurs dans K), ce qui assure que o € K, pour tout p € N et donc
finalement que o € K.

Exemple 4.17 L’ensemble triadique de Cantor.

On part du compact Ky = [0, 1]. On construit alors le compact K1 =
[0,1/3] U [2/3,1] en otant le tiers médian de I'intervalle K.

On réitére la construction, de sorte que [
le compact K, (n > 1) est constitué de I I
2™ intervalles disjoints, chacun de longueur L, I, L, L

(1/3)™, qu’on appelle les intervalles de n-
ieme génération. - -

Le compact K, 1 est obtenu en 6tant, de chacun des intervalles de
n-iéme génération, son tiers médian. Le Cantor 1/3 est alors défini comme
I'intersection C' = N, en K. Comme intersection décroissante de compacts
non vides, c’est un compact non vide.

De plus, puisque [1g, d\ = (2/3)" pour tout n > 0, il vient que
[ 1edX < (2/3)" pour tout n > 0, et donc que C' est négligeable.

Il reste & voir que C n’est pas dénombrable. Pour cela, apposons des
étiquettes sur les intervalles de n-iéme génération, comme sur le dessin.
Les intervalles de n-iéme génération sont alors en bijection avec I’ensemble
{1,2}".

En utilisant le lemme 4.16, on montre alors que C' est en bijection avec
le produit infini {1,2}" (se donner un point de C, c’est en effet prendre
I'intersection d’une suite décroissante d’intervalles (Jy, J1,...,Jy...) ol
Jp, est un intervalle de n-iéme génération. Le procédé diagonal évoqué a
la proposition 1.57 permet de montrer que ce produit infini {1,2}Y n’est
pas dénombrable.

—

.

Ili Ig Ig Igz Ly Igz 221 I_zzz

Définition 4.18 Propriété vraie presque partout.
On dira qu’une propriété est vérifiée presque partout (p.p.) si elle est
vrate en dehors d’un ensemble négligeable.

Exemple 4.19 Une fonction mesurable f : R — R est nulle p.p. lorsque
I'ensemble (mesurable) A := {x € R| f(z) # 0} est négligeable.
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Deux fonctions mesurables f,g : R — R sont égales p.p. lorsque ’ensemble
(mesurable) B := {x € R| f(z) # g(x)} est négligeable.

Enoncgons deux propriétés élémentaires faisant intervenir cette notion.

Proposition 4.20 Soit f: R — [0, +00] une fonction mesurable positive.
1. St lintégrale de f est finie, alors f prend des valeurs finies p.p.
2. L’intégrale de f est nulle si et seulement si f =0 p.p.

Preuve 1. Introduisons l'ensemble B := {x € R| f(z) = oo}. C’est une
partie mesurable de R. Soit g = co1p la fonction mesurable qui vaut +oo
sur B et qui est nulle hors de B. Par construction on a g < f, d’ou

oo/]le)\:/gdz\gffd)\<oo
R R R

par croissance de I'intégrale. Il suit que B est négligeable.

2. Introduisons A := {z € R| f(x) # 0}. C’est une partie mesurable de R.
e Supposons pour commencer que f est nulle presque partout, c’est-a-dire
que A est négligeable. On a alors par croissance de I'intégrale :

/fd/\g/oo]lAd,)\:oo/]lAd)\ZOOOZO.
R R R

e Réciproquement, si 'intégrale de f est nulle, chaque ensemble
An :={z e R[ f(z) = 1/n}

est négligeable puisque (1/n) [p 14, d\ < [ fdA =0, et donc A = Upen+4A,
est également négligeable d’aprés le lemme 4.14. O

Remarque 4.21 La réciproque de 'assertion 1. dans 4.20 est évidemment
fausse. Par exemple, la fonction 1 : R — [0, +00] constante égale a 1 est finie
en tout point, mais son intégrale vaut 400!

On va maintenant voir qu’il suffit de connaitre une fonction presque par-
tout pour connaitre son intégrale.

Proposition 4.22 Soient f,g: R — C deux fonctions mesurables.
On suppose que f = g p.p. Alors f est intégrable si et seulement si g l’est.
Dans ce cas, leurs intégrales [ fdX\ = [ gdX sont égales.

Preuve Si f et g coincident en dehors de ’ensemble négligeable IV, on a

[Fl=1gl| < |f—g|l <ooln.

Puisque N est négligeable, la fonction co 1 5 est intégrable, d’intégrale nulle.
Par monotonie de lintégrale, il suit que [, [f[dX = [g|g]dX donc f est
intégrable si et seulement si g I’est. Dans ce cas, I'inégalité triangulaire assure
que 0 < | [g(f —g)dX < [x |f —g|dX <0, do le résultat. 0
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Exercice 4.23 1. Soient f;, g; : R — C des fonctions mesurables (i = 1,2)
telles que f1 = fo p.p. et g1 = g2 p-p.
Montrer que f1 + g1 = f2 + g2 p-p- et fig1 = f292 p-p.

2. Soit f € L1([a,b]). Montrer que f est également intégrable sur chacun des
intervalles [a, b[, ]a, D] et ]a, b[, et qu’on a les égalités

/fdA / fdx= / fdx= fdX.
[a,b] [a,b] la,b] Ja,b]

Exercice 4.24 Soient f,¢g : R — C deux fonctions continues. On suppose que
f = g p.p. Démontrer que f = g. (Voir également ’exercice 8.5).

Nous sommes maintenant préts a énoncer la forme définitive du théoréme
de convergence dominée. Dans ce nouvel énoncé, plus général, les hypothéses
de convergence et de domination sont seulement valables presque partout.

Théoréme 4.25 Théoréme de convergence dominée.
Soit B C R une partie mesurable. Soit f, : B — C une suite de fonctions
mesurables. On suppose qu’il existe un ensemble négligeable N C B tel que :
e convergence : la suite de fonctions (fy)nen converge simplement vers

une fonction f : B — C en tout point de B\ N ;
e domination : il existe une fonction positive g : B — [0, +00] intégrable
telle qu’on ait la domination |fn(x)| < g(z) pour tout n € N et pour

tout x € B\ N.

Alors chacune des fonctions fy, ainsi que la limite f, est une fonction
intégrable, et

/fd)\ / (lim f,)d\ = hm fn d)\
B n—oo ?’L—}OO
Mieuzx, on a

dm [ 1f - flax=o.

Définition 4.26 Domination.
Soient f: B — C une fonction définie sur B mesurable, et g : B — [0, +00]
une fonction intégrable. On dit que g domine f si |f| < g p.p.

Preuve du théoréme de convergence dominée. On se raméne sans effort
a la premiére version du théoréme de convergence dominée, en constatant
qu’on peut simplement oublier ce qui se passe sur I’ensemble négligeable N !

Introduisons en effet les fonctions tronquées f = fley (qui vaut 0 sur

N et est égale a f sur le complémentaire °N), et f, := f, Lley (n € N). Ce
sont encore des fonctions mesurables et on a pour chaque n € N, f, = f,

p.p. et f = f p.p.
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La suite ( fn) satisfait maintenant les hypothéses du théoreme 4.1 : elle
converge partout vers f, et est dominée en chaque point et pour tout n par
la fonction intégrable g. On a donc

/fndA—> fdx.
B n—oo B
Puisque fB fnd\ = fB frndX pour tout n € N, et fod)\ = fod/\, il vient

comme annoncé

n—oo

/fndA—> £ d.
B B

Remarque 4.27 Vous pourrez également voir les hypothéses du théoréme de
convergence dominée formulées comme suit dans la littérature.

Théoréme  Soient B C R mesurable, et f, : B — C une suite de fonctions
mesurables. On suppose que 'on a :
e convergence p.p. : la suite (f,,) converge p.p. vers une fonction f : B — C;
e domination : il existe une fonction positive intégrable g : B — [0, 400]
telle que, pour tout n € N, on ait la domination |f,| < g p.p.

Alors, on a les conclusions du théoréme 4.25.

Examinons cette nouvelle formulation.

L’hypothése de convergence p.p. signifie qu’il existe une partie négligeable A C
B telle que f,,(z) — f(z) pour tout z € B\ A.

L’hypothése de domination énoncée ici signifie que, pour tout n € N, il existe
une partie négligeable A, tel que |f,(x)| < g(z) pour tout = € B\ A,,.

Observons alors que N := A Upen Ay, comme union dénombrable de parties
négligeables, est une partie négligeable de B et que les hypothéses du théoréme 4.25
sont satisfaites pour cette partie N. Ce nouvel énoncé est donc équivalent a celui
de 4.25.

Exercice 4.28 Soit f,, : R — C définie pour tout x € R tel que 0 < |z| < 1 par
fa(z) = (sin(2))", et par f,(z) = 0 sinon
1. Montrer que chacune des fonctions f,, (pour n € N) est intégrable.

2. Montrer que la suite de fonctions (f,)nen converge simplement vers 0 en
dehors d’un ensemble négligeable N C R que I'on explicitera.

3. Pour n € N, on note I,, = f]R fn dX\. Montrer que la suite (I,,)nen converge
lorsque n — oo, et identifier sa limite.

C Intégrales dépendant d’un parameétre

On utilise maintenant le théoréme de convergence dominée pour
étudier les intégrales dépendant d’un parameétre.
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Théoréme 4.29 Continuité sous l’intégrale.

Soient I C R un intervalle et h : I x B — C une fonction, ot B C R est
une partie mesurable de R. On suppose que :

1. pour tout x € I, la fonction t € B +— h(z,t) € C est intégrable ;
2. pour tout t € B, la fonction x € I — h(x,t) € C est continue ;

3. il existe une fonction positive intégrable g € L(B) telle qu’on ait la
domination |h(z,t)| < g(t) pour tout x € I et tout t € B.

Alors, la fonction H : @ € I — [gh(z,t)dA(t) € C est bien définie, et elle
est continue.

Remarque 4.30 Dans la pratique, B C R sera bien souvent un intervalle!
La premiére hypothése est conséquence de la troisiéme.

Preuve Pour tout x € I, la fonction définie par ¢t € B +— h(z,t) € C est
intégrable (hypothése 1.). La fonction H est donc bien définie.

Nous allons montrer que H est continue au point x( en utilisant le critére
séquentiel de continuité 1.43. On se donne donc une suite (Y, )nen dans I qui
converge vers xo, et I’on veut montrer que la suite (H (y,))nen converge vers
H(xzg). Cette propriété résulte immédiatement du théoréme de convergence
dominée 4.25 que 'on applique & la suite de fonctions définie, pour n € N,
par fp :t € B+ h(yn,t) € C. En effet, on a :

e convergence : On introduit la fonction f : t € B — h(zg,t) € C.
D’aprés 'hypothése 2., la suite de fonctions (fy,)nen converge simple-
ment vers f en tout point t € B.

e domination : L'hypothése 3. assure qu'on a |f,(¢)| < g(t) pour tout
n € N et pour tout ¢t € B, avec g intégrable positive.

Les hypotheéses du théoréme de convergence dominée étant satisfaites, on
a H(yn) :== [ fad\ —— [5 fdX =: H(xo) : ce qu’on voulait. 0
n—oo

Le corollaire suivant se déduit sans peine du théoréme 4.29 : il suffit en
effet d’oublier la partie négligeable N, et donc d’intégrer uniquement sur
B’ = B\ N. On laisse au lecteur le soin d’écrire les détails si besoin.

Corollaire 4.31 Soient I C R un intervalle et h : I x B — C une fonc-
tion, ot B C R est une partie mesurable de R. Soit xg € I. On suppose
qu’il existe un ensemble négligeable N C B tel que :

1. pour tout x € I, la fonction t € B — h(x,t) € C est intégrable ;

2. pour tout t ¢ N, la fonction x € I — h(z,t) € C est continue en
Zo ;

3. il emiste une fonction positive intégrable g € LY(B) telle qu’on ait
la domination |h(z,t)| < g(t) pour tout x € I et toutt ¢ N.
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Alors, la fonction
H:xEI'—>/ h(z, £) dA(t) € C
B

est bien définie et elle est continue en xg.

Exercice 4.32 Intégrale fonction de la borne. Soit f € L.
1. Montrer que la fonction F : z € [0, co[— f[o 2] fd\ € R est bien définie.

2. Montrer que F est continue sur [0, col.
On écrira F' sous forme d’une intégrale dépendant d’un parameétre, soit

Flz) = /]R B, t)dA(E) ou Al t) = £(£) Lo ().

Un prochain chapitre sera consacré a la transformée de Fourier. On peut
cependant s’y intéresser dés maintenant.

Exercice 4.33 Transformée de Fourier. Soit f € £! une fonction intégrable.

1. Montrer que, pour tout x € R, la fonction t € R — f(t)e "* € C est
intégrable.

2. Montrer que la transformée de Fourier f :R — C de f définie pour z € R
par f(z) = [, f(t)e " dA(t) est une fonction continue.

Nous allons maintenant passer au théoréme de dérivation sous le signe
intégrale. Comme il va s’agir de dériver, on doit maintenant supposer que I
est un intervalle ouvert.

Théoréme 4.34 Dérivabilité sous ’intégrale.

Soient I C R un intervalle ouvert, B C R une partie mesurable et une
fonction h : I x B — C. On suppose que :

1. pour tout x € I, la fonction t € B +— h(x,t) € C est intégrable ;
2. pour tout t € B, la fonction x € I — h(x,t) € C est de classe C* ;
3. il existe une fonction intégrable g € LY(B) telle que, pour tout x € T

Oh
et tout t € B, on ait la domination ‘a—(fv,t)’ < g(t).
iy

Alors, la fonction
H:xEIr—>/ h(z,t)dA(t) € C
B

est bien définie, de classe C1, et pour tout x € I on peut calculer sa dérivée :

o= [ %(w,t) dX(t).
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En d’autres termes, on peut “dériver sous l'intégrale”. Il suit que la fonction
H est continue.

Exercice 4.35 Utiliser le théoréme de dérivation sous 'intégrale pour montrer
que la fonction définie par H : x € |0, +00[ — [, e~ dA(t) € R est de classe C,
et exprimer sa dérivée sous forme d’une intégrale. On commencera par étudier H
sur des intervalles |a, +o0o[, avec 0 < a.

Retrouver simplement ce résultat en exprimant H a l'aide de Iy = [, et dA(t)
(on utilisera les propriétés d’invariance de l'intégrale).

Preuve L’hypothése (1) assure que la fonction H est bien définie.

Montrons maintenant la dérivabilité de H. Soit xog € I. La fonction H
est dérivable au point xg avec H'(xg) = « si et seulement si ses taux d’ac-
croissement au point xzg, soient

oy o ) )
Trogo— T
convergent vers a lorsque x — g (avec x € I et x # x). Pour montrer que
c’est bien le cas, nous allons de nouveau utiliser le théoréme de convergence
dominée.
On choisit donc une suite y,, € I\z( qui converge vers z, et I’on introduit
cette fois-ci la suite de fonctions (f,,) définie par

h(zo,t) — h(yn,t)
o — Yn

fn:ite Br— eC.

Chaque fonction f,, est intégrable comme combinaison linéaire de fonctions
intégrables.

Observons que fp(t) = T;f? 0 (yn) est le taux d’accroissement entre xq et
yn de la fonction = +— h(z,t). Par définition du taux d’accroissement et par
linéarité de 'intégrale, on a ’égalité

750 () = /B fult) dA(2)

Convergence : L’hypothése de dérivabilité (2.) assure que, pour tout

oh
t € B,ona f,(t) — 8—(3:0,15) lorsque n — oo : les taux d’accroissement de
x

la fonction x +— h(z,t) convergent vers la dérivée!

Domination : Il s’agit maintenant de dominer les fonctions f,, c’est-
a~dire les taux d’accroissement des fonctions x — h(z,t) au point xg. Du
théoréme des accroissements finis, puis de la majoration 3., on déduit la
domination, valable pour tout t € B :

h X 7t - h nat 8h
|: ( 0 ) (y ) < sup ]a—(z,tﬂ Sg(t)'
o — Yn z€[zo,yn] 9T

| fu(t)
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Puisque la fonction g est intégrable, le théoréme de convergence dominée
s’applique & la suite (f,,) pour montrer que

oh
T = t)dA(t) —— | —(=mo,t) dA(1).
7 = [ £ =2 [ G nan
o . - . , Oh
Ainsi H est bien dérivable au point xq, avec H'(xg) = 8—(:100, t) dA(t).
B 0T
Le théoréme de continuité sous le signe intégrale s’applique alors pour
montrer que la dérivée x € I — H'(z) = [, %(x,t) dA(t) est continue, i.e.
que H est de classe C'. En effet, chaque fonction z € I +— %(:L‘,t) € C est
continue sur I (pour t € B) et on a la domination (3). O

Remarque 4.36 Sil’on remplace, dans I’énoncé de 4.34, I’hypothése 2. par
2! pour tout x € R, la fonction t € I — h(t,z) € R est dérivable

le théoréme 4.29 assure simplement que H est dérivable.



5. Intégrale de Lebesgue sur R"

Nous commencons par définir 'intégrale de Lebesgue sur R”.
Puis nous énongons sans démonstration les théorémes de Fubini,
et de changement de variable pour les intégrales multiples, qui
donnent des méthodes pratiques pour le calcul de ces intégrales.

f— Les propriétés de I'intégrale sur R™ des fonctions mesurables \
positives 5.1 ou bien intégrables 5.3.

— Les théorémes de convergence monotone, de Fatou, de convergence dominée,
de continuité et dérivabilité sous l'intégrale (mémes énoncés qu’en dimension 1).

— La notion d’ensemble négligeable.

— La définition de 'intégrale d’une fonction définie presque partout 5.8.

— Le théoréme de Fubini-Tonelli 5.11

— Le théoréme de Fubini 5.17.

— Le théoréme du changement de variables pour les intégrales multiples 5.28.

— Les propriétés d’invariance de 'intégrale 5.32 en dimension quelconque.

\— Le passage en coordonnées polaires 5.29. J

67
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A Intégration dans R"

A.1 Fonctions positives

Nous admettrons qu’on sait définir, comme en dimension 1, I'intégrale
de Lebesgue pour les fonctions mesurables positives f : R™ — [0, +o0]. Elle
satisfait les mémes propriétés qu’en dimension 1, que nous rappelons ci-
dessous briévement. Seule la condition de normalisation doit étre modifiée
par rapport a I’énoncé 2.4 : on ne prescrit plus la longueur des intervalles,
mais la “mesure” (qui sera une “surface” en dimension 2, un “volume” en
dimension 3 etc...) des pavés n-dimensionnels.

Théoréme 5.1 Intégrale des fonctions positives sur R"™.
Il existe une application qui, a une fonction f : R™ — [0,4o00] mesurable
positive, associe son “intégrale de Lebesque”

| rar- [ e ) dian ).

Cette intégrale est :

1. Normalisée : pour tout pavé P := [[;"[a;, b;] C R™, Uintégrale de sa
fonction indicatrice vaut [, 1pdX = [[i—; (bi — a;).

2. Croissante.
3. Positivement linéaire.

Elle satisfait le théoréeme de

Convergence monotone : si (fp)pen est une suite croissante (c’est-a-dire
avec fp, < fpi1) de fonctions mesurables positives f, : R™ — [0,400], alors
sa limite f := lim f, = sup f, : R" — [0, +00] est mesurable positive et on
peut échanger limite et intégrale :

/ lim f,d\= lim fodA.
R

n p—>+00 p——+00 R™

Comme en dimension 1, une fonction continue f : R” — C (de méme que
sa restriction & une partie mesurable de R™, par exemple un ouvert ou un
fermé de R™) est mesurable.

A.2 Fonctions a valeurs réelles ou complexes

Une fonction mesurable f : R® — R est intégrable si et seulement si
fIR{" |f|dX\ < oo, et 'on définit alors son intégrale en passant par 'intermeé-
diaire de ses parties positives et négative (revoir la définition 3.2), soit

d\ = ta - “dA.
[t [ g i

Rn
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De méme pour les fonctions & valeurs complexes, en passant par les parties
réelle et imaginaire.

Une fonction mesurable f : B — C définie sur une partie mesurable
B C R" est intégrable lorsque son prolongement f : R" — C par 0 est
intégrable, et on définit alors [, fd\ == [5. fdA.

Exemple 5.2 Soient P := [[;_,[a;,b;] C R"™ un pavé, et f : P — C une
fonction continue. Alors f est bornée. Il suit qu’elle est intégrable sur P.

Proposition 5.3 Propriétés de I’intégrale de Lebesgue (2).

Soit B C R™ une partie mesurable. On désignera par E}C(B), ou plus
simplement L' (B), l’ensemble des fonctions f : B — C qui sont intégrables.
On notera en particulier L' = L1(R).

1. L’ensemble LY(B) est naturellement un espace vectoriel sur C.

2. L’intégrale T : f € LY(B) — Jg fdX € C est une application C-
linéaire sur l’espace vectoriel L.

3. L’intégrale vérifie Pinégalité triangulaire : pour f € L}(B), on a

\/de/\}g/B\f] dx.

Preuve Reprendre mot pour mot la démonstration donnée en dimension 1
(propositions 3.6 et 3.9). O

L’intégrale de Lebesgue en dimension n vérifie le théoréme de convergence
dominée qui se déduit, comme en dimension 1, du théoréme de convergence
monotone. Enongons la version sans partie négligeable.

Théoréme 5.4 Théoréme de convergence dominée.
Soit B C R™ mesurable. Soient f, : B — C (p € N) des fonctions
mesurables. Supposons qu’on ait :
e convergence : la suite de fonctions (f,)pen converge simplement vers
une fonction f: B — C en tout point de B ;
e domination : il existe une fonction positive g : B — [0, +00] intégrable
telle qu’on ait la domination |fy(x)| < g(x) pour tout p € N et pour
tout x € B.
Alors chacune des fonctions f,, ainsi que la limite f, est intégrable et

[ rine {3 =3 [ ).

Mieuzx, on a

lim / |fp— fldA=0.
p-}OO B

On en déduit, comme avant, les théorémes de continuité et de dérivabilité
des intégrales dépendant d’un paramétre. Nous vous laissons le soin de les
énoncer.
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A.3 Parties négligeables dans R"

Nous commencons par revenir sur la notion de partie négligeable, cette
fois-ci dans R"”, et avec quelques nouveaux exemples. La définition est la
méme...

Définition 5.5 Soit A C R™ une partie mesurable.
On dit que A est négligeable lorsque fR" T4dXA=0.

Exemple 5.6 Comme en dimension 1, une réunion finie ou dénombrable
d’ensembles négligeables est négligeable.

Un singleton {xp} C R™ est négligeable. De méme, un segment paralélle
a un axe de coordonnées, comme Si(a,b) = [a,b] x {0} x --- x {0}, est
négligeable lorsque n > 2. Dans les deux cas, il s’agit de pavés (avec un ou
plusieurs cotés de longueur nulle) !

Une droite de coordonnées, par exemple D1 = {(¢,0,...,0)| t € R} est
négligeable lorsque n > 2. 1l suffit d’écrire D1 = UpenS1(—n,n).

Attention, un segment non réduit & un point n’est pas négligeable dans R!

Pour démontrer qu'un segment quelconque est négligeable dans R™ pour
n > 2, on s’en tire comme suit avec les moyens du bord. Le théoréme de
Fubini nous permettra bientot de trivialier le résultat (exercice 5.14).

Exercice 5.7 1. Soit le segment o = {(¢,t) |t € [0,1]} C R%

(a) Pour p € N*, montrer que l'on peut recouvrir o par la réunion de p
carrés de cotés 1/p (faire un dessin!).

(b) En déduire que o est négligeable.

2. Montrer de méme qu’un segment quelconque S C R™ est négligeable dans
R"™ pour n > 2.

3. En déduire qu’une droite A C R™ est négligeables dans R™ pour n > 2.

La théorie de I'intégration de Lebesgue nous ameéne naturellement & intégrer
des fonctions qui ne sont définies que presque partout, c¢’est-a-dire en dehors
d’un ensemble négligeable (voir notamment le théoréme de Fubini 5.17).

Définition 5.8 Soit n > 1. Soit B C R™ une partie mesurable.

On dira que “la fonction mesurable f est définie presque partout sur B”
lorsqu’il existe une partie négligeable N C B telle que f soit définie (et
mesurable) sur B\ N.

Lorsque f est a valeurs positives, on définit alors fB fdx= fB\N fdA.

Lorsque f est a valeurs complexes, on dit que la fonction f définie p.p. est
intégrable sur B lorsque fB\N |f]dA < oo et on définit [ fdX\ = fB\N fdA.



Les théorémes de Fubini 71

Remarque 5.9 La notation | p [ dX est ici quelque peu abusive, la fonction
f : B\ N — C n’¢tant pas définie aux points de N. Mais cette notation
présente I'avantage de ne pas faire référence a la partie négligeable N, qui
ne nous intéressera généralement pas.

Il faut quand méme s’assurer que la définition de 'intégrale d’une fonction
définie presque partout n’est pas ambigiie. Supposons pour fixer les idées que
f, définie presque partout sur B, soit a valeurs positives. La fonction f est
donc définie sur B\ N, o N C B est négligeable. Si N; est une autre partie
négligeable de B, telle que N C Ny, la fonction f est a fortiori définie sur Ny
et la proposition 4.22 assure que | v f AN = J B\n; / dA. Nous formaliserons

tout ceci au chapitre 8 ot nous introduirons les espaces L' puis LP pour p > 1.

Voici un exemple trés naturel, ott apparait une fonction définie presque
partout.

Exemple 5.10 Soit f,, : R — C la fonction définie par f,(z) = (cosz)"
(pour n € N). La fonction f = lim,,_, f, est définie presque partout (en
tous les points tels que cosz # —1, c’est-a-dire lorsque z € R\ N ou N est
la partie dénombrable N = {m + 2kn | k € Z}).

L’objet des deux paragraphes suivants est de donner des méthodes pour
calculer les intégrales n-dimensionnelles.

B Les théorémes de Fubini

Les théorémes de Fubini permettent de ramener le calcul d’une
intégrale en plusieurs variables & une succession d’intégrales en
dimension 1 (pour lesquelles on dispose notamment des méthodes
expliquées en 3.18).

Pour simplifier les notations, nous n’exposerons ces résultats qu’en dimension
2. La généralisation & la dimension n est immédiate : pour calculer une
intégrale sur R”, on intégre n fois en dimension 1 en choisissant comme on
veut I'ordre dans lequel on fait apparaitre les n coordonnées.

On commence (comme toujours!) par traiter le cas des fonctions positives.

Théoréme 5.11 Théoréme de Fubini-Tonelli.

Soit f : R? — [0, +00] une fonction mesurable positive. Alors, les trois
expressions suivantes ont un sens et on a l’égalité

[ JdMy) = //fwydA())d)\ //fxyd)\ )d)\()

(5.1)



72 D.H. M310

Cela signifie implicitement que, pour tout z € R, la fonction définie par
fe :y €R = f(z,y) € [0 +oo] est mesurable, puis que la fonction définie
par £ € R = [p fo d\(y) = [ f(z,y) dA(y) € [0, +00] est mesurable.

Exercice 5.12 On se donne A := {a} x R C R? (a € R) ou, plus généralement,
A =N xR C R? ot N C R est une partie négligeable. Montrer que A C R?
est lui-méme négligeable, c’est-a-dire que l'intégrale de sa fonction indicatrice est

nulle :
/ 14=0.
]R2

Exercice 5.13 Soient n > 2 et P := [[\[a;,b;] C R™ un pavé.
Retrouver, en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli et la normalisation de 2.4, la
valeur de l'intégrale de la fonction indicatrice du pavé, soit

n

/n]lp:H(bi—ai).

i=1

La normalisation 5.1 est donc bien cohérente avec Fubini-Tonelli, ouf!

Exercice 5.14 Soit D C R? une droite. Retrouver le fait que D est négligeable
dans R? (exercice 5.7), en utilisant cette fois-ci le théoréme de Fubini-Tonelli.

Expliquons maintenant sur un exemple comment intégrer une fonction
mesurable positive sur une partie de R?, par exemple un triangle.

Exemple 5.15 Soit le triangle T = {(z,y) € R? |0 <z <1let 0 <y <z}
On cherche a calculer l'intégrale

LwdA(fay)Z/szﬂT,

ot f: (z,y) € R? = x € R. Puisque flr est positive, on peut utiliser le
théoréme de Fubini-Tonelli pour calculer cette intégrale.

FIGURE 5.1 — Fubini-Tonelli pour un triangle

Avant tout chose on dessine T, et on détermine 'intersection de T' avec
les droites horizontales (y constant) et verticales (x constant) :

TN{y=1v0}=[yo,1] x {yo} siwyo € [0,1], et est vide sinon
TN {x =m0} ={xo} x [0,20] si zy € [0,1], et est vide sinon.
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En intégrant “en x a l'intérieur”, on obtient que

L= [([remepa@)oe= [ (] fepaw)a

- /{071] </[y,1] di(w)) dA(y) = /{071}(; - y;) dA(y) = % _ é _ %

En effet (f17)(z,y) est nulle si y est hors de l'intervalle [0, 1], ou bien si
€ [0,1] et = est hors de l'intervalle [y, 1]; elle est égale & f(x,y) sinon
(dessin du milieu dans la figure 5.1).

En intégrant “en y a 'intérieur”, on obtient que

/T - /R</R fla9)tr(a,y) dAy)) dXe) = /[o,u( o [0 aA(y)) dA()
1
_ /[0’1] (/[O’x]m(y)) dA(z) = /[0,1} o dr(z) - L

En effet (f17)(z,y) est nulle si z est hors de l'intervalle [0, 1], ou bien si
x € [0,1] et y est hors de lintervalle [0,z]; elle est égale a f(x,y) sinon
(dessin de droite dans la figure 5.1).

Comme prévu par le théoréme, les deux options de calcul donnent le
méme résultat. Dans certains cas, il sera plus judicieux de choisir d’intégrer
d’abord en x & l'intérieur, ou bien en y & l'intérieur : il faudra s’inspirer des
circonstances.

Exercice 5.16 Aire du triangle.

Dans 1’ exemple précédent 5.15, prendre f = 1 pour obtenir que ’aire du triangle
T est A(T) = [po LIp dA(,y) = de)\a:y)—l/Q

Passons maintenant & I'intégrale d’une fonction mesurable f : R? — C.
Il faudra bien entendu commencer par montrer que f est intégrable, c’est-
a-dire que fRQ |f]d\ < oo. Pour ce faire, on appliquera souvent (mais pas
systématiquement) le théoréme de Fubini-Tonelli (5.1) a la fonction |f|. Une
fois I'intégrabilité de f assurée, on pourra appliquer le théoréme de Fubini
pour calculer 'intégrale de f.

Théoréme 5.17 Théoréme de Fubini.
Soit f : R?> — C une fonction intégrable. Alors :

e Pour presque tout x € R, la fonction fgC cy € R — f(x,y) € C est
intégrable. De plus, la fonction x — fR fzdX(y fR x,y) d\(y) € (qui est
définie p.p. sur R) est intégrable.

e Pour presque tout y € R, la fonction fy cx € R — f(x,y) € C est
intégrable. De plus, la fonction y — [ fYd\(x) = [ f(2,y) d\(z) (qui est
définie p.p. sur R) est intégrable.
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On a alors ’égalité

/fd/\(xy //fa:yd)\())d)\ //fxyd)\ )d)\()

(5.2)

Les propriétés e assurent que toutes les expressions qui apparaissent dans
(5.2) sont bien définies.

Remarque 5.18 L’hypothése que f est intégrable est indispensable dans ce
théoréme. Sinon, l'intégrale de gauche n’est pas définie. Pire (?7!), les deux
intégrales de droite peuvent exister et avoir des valeurs différentes!

Dans l'illustration simplette de Fubini ci-dessous on constate que, pour une
fonction intégrable f : R? — C, il peut arriver que les fonctions f, (resp. fY)
ne soient intégrables que pour presque tout x (resp. presque tout y).

Exemple 5.19 Soit la fonction mesurable f : R? — R définie par f(1,y) =
eYsiny et f(x,y) =0six # 1.

La fonction f est nulle en dehors de la droite {1} x R, qui est négligeable
(exercice 5.12 ou 5.7). Cette fonction est donc intégrable et d’intégrale nulle,
soit ng fdx=0.

La fonction f, est intégrable si et seulement si x # 1, donc presque
partout, et dans ce cas f, est la fonction nulle donc [ f,(y) d\(y) =

La fonction = — [ fz(y) d\(y) est définie presque partout (pour = # 1),
et y est nulle. Cette fonction est donc intégrable et d’intégrale nulle et on a

bien [po fdA = [5 ([ f2(y) dA(y)) dA(z) = 0.

Pour y € R, la fonction f¥ est nulle p.p. (en 'occurrence sur R\ {1}),
donc elle est intégrable avec [ f¥(z) dA(x) = 0. On retrouve commen attendu

Végalité [no fdX = [p ([ fY(z) dA(z)) dA(y) = 0.

Exercice 5.20 Fonctions décomposées.

1. Soient f,g: R — C deux fonctions intégrables. Démontrer que la fonction
deﬁnie par F : (z,y) € R? — f(z)g(y) € C est intégrable et calculer

Jge f( y) d\(z,y) a Vaide de [, fdX et [, gdA.

2. Soient fZ : R — C des fonctions intégrables (n > 2, 1 < i < n). Dé—
montrer que la fonction F' : (z1,---,2z,) € R — fl(xl) fn(zyn) €
est intégrable, et exprimer fRn fi(xr) - fulzn) dX (21, -, n) I'aide des

intégrales [, fi d.

C Le théoréme du changement de variable

Nous avons déja évoqué la formule du changement de variable
pour les intégrales en dimension 1 (voir la proposition 3.18). Nous
nous intéressons maintenant & la dimension quelconque.
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C.1 Rappels de calcul différentiel

Commengons par rappeler briévement ce que sont une application
de classe C! et un difféomorphisme (pour plus de détails, on
pourra se reporter au cours de Calcul différentiel).

Définition 5.21 Application C!, jacobienne, déterminant jacobien.

On note (x1,- -+ ,xy,) les coordonnées dans R™.

Une application ¢ = (@1, ,n) : U C R™ — R™ définie sur un ouvert
U C R" est de classe O si et seulement si ses composantes @; admettent
des dérivées partielles 0;p; : U — R continues (pour 1 <i,j < n).

La matrice jacobienne de ¢ au point x est alors la matrice (n,n) des
dérivées partielles en ce point, soit

oe1(x) ... Oppi(x)
Jo(p) = : . :
Oron(x) ... Onpn(x)

Le déterminant jacobien de ¢ est la fonction x — det J;(p), continue a
valeurs réelles, définie pour x € U comme le déterminant

det J;(p) = det (8jg0i(x))1§i7jgn
de la matrice jacobienne au point x.

ey
On utilise également la notation 9;p; = 8—%
Ty
Exemple 5.22 Une application linéaire, ou plus généralement polynomiale,
est de classe C.
Soient M € M,R et 'application linéaire pps : © € R” — Mx € R™. La
matrice jacobienne de s en chaque point x € R"™ est J, (o) = M.

Exercice 5.23 Démontrer que 'application f : R? — R? définie pour (z,y) € R?
par f(x,y) = (xy?+1,e* +y) est de classe O, et déterminer sa matrice jacobienne
ainsi que son déterminant jacobien en tout point de R2.

Définition 5.24 Difféomorphisme.

Soitn > 1. Soient U etV deux ouverts de R™. Une application p : U -V
est un C*-difféomorphisme si :

1. ¢ réalise une bijection entre U et V ;

2. application ¢ : U — V est de classe C* ;

1

3. Uapplication réciproque p~' : V. — U est également de classe C*.
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Remarque 5.25 Méme si cela ne nous sera pas utile ici, rappelons que
lorsque ¢ : U — V est un C'-diffeomorphisme, son déterminant jacobien

det J; () est non nul en chaque point x € U.

En effet, on dérive I'expression ¢! o ¢ = Id, composée de fonctions de

classe C'!, puis on prend le déterminant de I'expression obtenue. On obtient
alors que Jso(x)@*l o Jz(p) = Id, et donc en utilisant la multiplicativité du
déterminant :

det Jw(x)(w_l) ~det J(p) =1

pour tout € U. Le résultat suit.

L’exemple suivant est élémentaire, mais fondamental.

Proposition 5.26 Soit M € Gl,R une matrice inversible, c’est-a-dire dont
le déterminant est non nul. Alors Uapplication linéaire associée définie par
oy x € RT = Mz € R” est un Cl-difféomorphisme de R™ dans lui-
méme. Son jacobien est 'application constante définie par Jy(onr) = M pour
tout = € R™, et le déterminant jacobien en chaque point vaut det J,(par) =
det M # 0.

Si U C R™ est un ouvert, son image V.= oy (U) C R™ est également
ouverte, et la restriction oy : U — V' est un difféomorphisme.

C.2 Déterminant et volume

L’intégrale de Lebesgue est reliée a la notion de “volume” : longueur
en dimension 1, aire en dimension 2, volume 3-dimensionnel en dimension
3 etc... La formule du changement de variable (théoréme 5.28) va faire
apparaitre un déterminant (le déterminant jacobien du difféomorphsime).
Pour comprendre d’ou sort ce déterminant, il faut avoir en téte le fait que
le déterminant est intimement lié & la notion de volume. C’est, en petite
dimension, ce qu’exprime le résultat suivant.

Proposition 5.27 On vient de voir que le déterminant jacobien d’une
application linéaire @y est constant, on le notera donc det J(eopr) (sans
référence au point ow l’on considére la matrice jacobienne).

Dimension 1 : Soit a € R.

L’image par Uapplication linéaire ¢, : © € R — ax € R du segment [0, 1]
(de longueur 1) est un segment de longueur |a| = | det J(pg)].
Dimension 2 : Soit M € MsR.

L’image par Uapplication linéaire oy : x € R?2 — Mz € R? du pavé [0, 1]?
(d’aire 1) est un pavé d’aire |det M| = |det J(par)].

Dimension 3 : Soit M € M3R.

L’image par Uapplication linéaire ¢y : x € R® — Mx € R du pavé [0,1]3
(de volume 1) est un pavé de volume |det M| = | det J(oar)|-
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Eléments de preuve e L’assertion est claire en dimension 1.

e Placons-nous en dimension 2. Si la matrice M n’est pas inversible,
I'image ¢27([0,1]%) est incluse dans une droite et est donc négligeable,
tandis que |det M| = 0.

Nous allons également évoquer deux exemples lorsque M € MsR est

inversible (et I'on peut montrer que ces deux exemples suffisent & montrer
I’assertion lorsque M € MsR est inversible quelconque).
(1) i), avec detT' = 1.
L’image ¢7([0,1]?) est le parallélogramme dessiné ci-dessous. Par décou-
page, on constate que ce parallélogramme a méme aire, égale a 1, que le
pavé de départ [0,1]2.

* Supposons pour commencer que M =T := (

1
0

L’image ¢p,([0,1]?) est alors un rectangle de cotés 1 et |a], donc d’aire

égale a |al.

C.3 Changement de variable dans 1’intégrale

. 0
* Supposons maintenant que M = D, := ( a)’ avec det D, = a.

Théoréme 5.28 Théoréme du changement de variable en dimension 7.

Soit ¢ : U — V un C'-difféomorphisme entre deuzx ouverts de R™. On
désigne par |det J(p)| : x € U — |det J5(p)| € [0,00] la valeur absolue du
déterminant jacobien.

e Soit f : V — [0, +00] une fonction mesurable positive. Alors, la fonction
(fog)ldet J(p)| : U — [0, +00] est mesurable, et on a l’égalité :

/fd/\:/(fogp)|detJ(cp)|d)\e[0,+oo]. (5.3)
1% U

e Soit f:V — C mesurable. Alors, la fonction f:V — C est intégrable
si et seulement si la fonction (f o) |det J(p)|: U — C est intégrable. Dans
ce cas, les intégrales de f sur'V, et de (f o) |det J(p)| sur U, sont égales :

/fd)\:/(fogp)|det<](<p)|d)\, (5.4)
1% U

|det J(p)| désignant la valeur absolue du déterminant jacobien.
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On peut remarquer que la seconde assertion est conséquence immeédiate de
la premiére, en revenant a la définition d’une fonction intégrable, et de son
intégrale.

Un exemple trés important d’application théoréme de changement de
variables concerne le passage en coordonnées polaires. L’exercice suivant sera
traité en cours.

Exercice 5.29 Coordonnées polaires. L’application
¢ :(r,0) €]0,00[ x ]0,27[ —> (rcosf,rsinf) € R

définit un diffSomorphisme sur son image V := ¢(R?).
1. Décrire V, et remarquer que R? \ V est négligeable.

2. Déterminer le déterminant jacobien det J(,.)(¢) de ¢ au point (r,6).
Vous pourrez donc utiliser a volonté la proposition suivante.

Proposition 5.30 Intégrer en polaires.

Pour une fonction intégrable f : R? — C (ou alors pour une fonction
mesurable positive f : R%2 — [0,00]), on a l’égalité

/ flz,y)d\(z,y) = / f(rcosf,rsin@)r d\(r,0).
R2 10,00[x]0,27]

L’utilisation des coordonnées polaires se révéle particuliérement utile pour
intégrer des fonctions f : R?> — R qui ne dépendent que de la distance a
I’origine. Donnons un exemple.

Exercice 5.31 Calcul de [ e dA(t).

Soit f : (z,y) € R — e~ ("+¥") € [0, 00[. On introduit I = f[o,oo[e_t2 d\(t) et
J = [p2 f@,y) dA(2,y).

1. Calculer J en passant en coordonnées polaires.

2. En déduire la valeur de I. On pourra penser & utiliser le théoréme de Fubini
(ou Dexercice 5.20) pour exprimer Uintégrale J a 1'aide de I.

3. Montrer alors, pour a > 0, I’égalité
N\ 1/2
/e—at2 (1) = <f) .
R a
Vous retrouvez ainsi les densités de probabilité des lois normales.

Le théoréme du changement de variable généralise comme suit la proposition
3.25, qui avait énoncée en dimension 1, & la dimension supérieure.
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Exercice 5.32 Propriétés d’invariance de l’intégrale.
En faisant intervenir les difféomorphismes

Ty xR >z —yeR" (y € R™)
hs:x € R" = sz e R" (s eRY)
jrxeR" - —z € R"|
retrouver, puis généraliser en dimension quelconque, les propriétés d’invariance de
lintégrale (proposition 3.25) comme cas particuliers du théoréme 5.28. On obtient,

pour toute fonction f : R™ — C intégrable, ou bien mesurable positive, tout vecteur
y € R™ et tout scalaire s # 0, les égalités :

f@)d\z) = | flz—y)d\z) = [ [f(=z)d(z)=[s[" | f(sz)dA(z).
R™ R Rn R™

Remarque 5.33 Comparaison avec la dimension 1.

Soient ¢ : [a,b] — R une application de classe C'. Soient f : I — R une
fonction continue définie sur ¢([a,b]) et F': I — R une primitive de f. On a
vu a la proposition 3.18 (3) que

/[ (796! Dh = Fle) ~ Flola). (+1)

Si nous supposons de plus que la restriction ¢ : |a,b[ — ], d[ est un difféo-
morphisme, son jacobien au point = € Ja, b] est J(¢) = ¢'(x), et le théoréme
du changement de variable assure que

/] (fop)ld@ldr= | fan, (+2)

Je.d[

a,b|
ol / fdl= fdx=F(d) — F(c).
le,d] [c,d]

Puisque nous avons supposé que ¢ est un diffeomorphisme, la dérivée ¢’ ne
change pas de signe sur |a, b|.

Supposons ¢ croissante, c’est-a-dire ¢’ > 0. Dans ce cas ¢(a) = c et
p(b) =d.

Supposons ¢ décroissante, ¢’est-a-dire ¢’ < 0. Dans ce cas p(a) = d et
p(b) = c.

Dans les deux cas, on a bien cohérence des expressions (x1) et (%2).



6. Transformée de Fourier

Les séries de Fourier permettent de décomposer une fonction périodique
en superposition de signaux “élémentaires”, qui font apparaitre une compo-
sante fondamentale et des harmoniques (voir par exemple 'appendice 11).

Il faut voir la transformée de Fourier comme un analogue des séries de
Fourier, pour des fonctions qui ne sont plus supposées périodiques.

Une des caractéristiques fondamentales commune aux séries de Fourier
et a la transformée de Fourier est de remplacer un opérateur de dérivation
par un opérateur de multiplication. C’est cette remarque qui en fait un outil
de choix pour étudier des équations aux dérivées partielles, ce que nous
illustrerons par un début d’étude de 1’équation de la chaleur.

A Définition et premiéres propriétés

Nous commencons par introduire la transformée de Fourier d’une fonction
intégrable, puis nous énoncons quelques propriétés relativement élémentaires
de cette transformation. Ceci nous fournit 'occasion de revoir beaucoup de
propriétés de I'intégrale de Lebesgue !

Remarque 6.1 On trouve dans la littérature plusieurs choix de normali-
sation pour la transformée de Fourier. Quelle que soit la définition choisie,
un facteur 27 apparaitra quelque part (pour nous, ce sera dans la formule
d’inversion de Fourier) : si vous le chassez par la porte, il rentrera par la
fenétre !

Définition 6.2 Transformée de Fourier

Soit f : R — C une fonction intégrable. La transformée de Fourier de f
est la fonction Ff : R — C définie pour tout x € R par [’expression

Ff(z) = /R f) e ™ d\(t).

On notera également Ff = f

Proposition 6.3 Pour f € L'(R), sa transformée de Fourierf :R—=>C
est bien définie, et c’est une fonction continue et bornée.

80
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Preuve Cela va résulter du théoréme 4.29 de continuité sous 'intégrale,
appliqué a la fonction A : R x R — C définie pour (z,t) € R x R par
h(z,t) = f(t)e "=,

Domination : Pour z,¢t € R, on a |e”#*| = 1. On a donc la domination
|h(z,t)] < |f(t)] pour tout t € R : rappelons en effet que, par hypothése, la
fonction g = |f| intégrable. La transformée de Fourier de f est donc bien
définie.

Continuité : Pour tout ¢ € R, la fonction x € R — f(t)e ™ € C est
continue. Le théoréme 4.29 s’applique donc pour montrer la continuité de f.

Le fait que f soit bornée est conséquence de I'inégalité triangulaire dans
I'intégrale. On a en effet, pour tout x € R, la majoration

I—\/f Je™ " dA(®) /|f ) dA(®) o

Remarque 6.4 On peut méme montrer que la fonction continue f tend vers
0 en oo : c’est le lemme de Riemann-Lebesgue. Mais il s’agit d’un résultat
bien plus profond, qui repose sur la “régularité” de la mesure de Lebesgue
(qui assure que toute fonction intégrable est approchable - en moyenne - par
des fonctions de classe C'! a support compact).

Définition 6.5 On introduit également la “transformée de Fourier inverse”
Ff de f € LYR), définie pour tout x € R par

- / (1) € dA().
R

Lemme 6.6 Soit f € L(R). Introduisons f : R — C la fonction conjuguée
de f, ainsi que la fonction symétrisée fY : R — C, respectivement définies
pour t € R par f(t) = f(t) et par fV(t) = f(—t). On a alors les identités

Ff=(Ff)Y =F(Y)=FF.

Preuve Soit f € £'. Par définition de F, on a l'égalité Ff = (Ff)V. Le
changement de variable t — —t (exercice 5.32) donne, pour = € R, I’égalité

/f ) it () /f £) e dA(t) = F(fV)(x).

Enfin, la conjugaison complexe z € C ~ R? i Z € C ~ R? est R-linéaire.
Par linéarité de l'intégrale, il suit pour tout x € R que

/f et dA(t /f )it AN(E) = F (). -

Remarque 6.7 Pour une variable aléatoire X de densité fx, la fonction
caractéristique définie par px : t € R E(e?X) € C vérifie px = F fx.
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Comme nous le verrons lors de la démonstration de la formule d’inversion
de Fourier, ou encore lors de notre étude élémentaire de 1’équation de la
chaleur, les identités fonctionnelles satisfaites par la transformée de Fourier
sont de premiére importance.

Notation 6.8 Pour f: R — C et s € R on désignera par 7sf : R — C la
fonction translatée de f définie pour x € R par 7sf(t) = f(t—s). On rappelle
(proposition 3.25) que T4f est intégrable si f lest.

Notation 6.9 On introduit également les fonctions xs : t € R — €'t € C*
(pour s € R). Ce sont les “caractéres” du groupe additif (R, +).

Leurs alter ego en série de Fourier seront les fonctions 27-périodiques définies
pour n € Z par X, : t € R/27Z — "™ € C*.

Proposition 6.10 Propriétés fonctionnelles 1

Pour f € LY(R), s € R et a € R* on introduit les fonctions intégrables
susvantes dont les transformées de Fourier s’expriment, en fonction de la
transformée de Fourier de f, comme suit :

b gs(t) = eiStf(t) gs = Tsf

o hy =7sf hs(x) = e—zsmf( )

o fult) =lalf(at)  fa(z) = f(2).
Les deux premiéres identités expriment que la transformée de Fourier échange
translation et multiplication par un caractére, soit

F(xsf) =7s(Ff) et F(rsf) = x—s(Ff) pour tout s € R. (6.1)

Preuve On a, pour tout x € R, les égalités

Galz) = /%o—mw /? )= dA(t) = f(z — 5) = (o))

puis, en utilisant 'invariance de l'intégrale par translation (changement de
variable u = t — s, proposition 3.25),

M@zémmmw /f et () /f e 4 ()
)

et enfin, avec le changement de variable t — at (proposition 3.25),

0= [ lalfatye = axe) = [ el ane =

x
PO
Une autre propriété fondamentale de la transformée de Fourier est qu’elle
échange dérivation et multiplication par un polynéme. Ici, il faut étre un
peu soigneux avec les hypothéses.

Pour une fonction f : ¢ € R — f(t) € C on se permettra de noter
abusivement ¢ f la fonction définie par t € R — tf(t) € C.
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Proposition 6.11 Propriétés fonctionnelles 2.
Soit f € L1(R).

1. On suppose que la fonction t — tf(t) est également intégrable sur R.
Dans ce cas, la transformée de Fourier de f est de classe C et on a l’égalité

F(tf)=i(Ff).

2. On suppose maintenant que f est de classe C1, et que sa dérivée f'
est intégrable. On a alors ’égalité

F(fy=izFf.

Commengons par un lemme qui nous permettra de justifier une intégration
par parties sur un intervalle non borné, ce qu’on ne peut faire sans pré-
cautions (voir '’encadré suivant ’exemple 3.22). Vous savez qu’une fonction
intégrable f : R — C, méme si on la suppose continue, ne tend pas toujours
vers 0 & l'infini. Avec une hypothése supplémentaire, cela devient vrai.

Lemme 6.12 Soit f : R — C une fonction intégrable. On suppose que f
est contindment dérivable, et que sa dérivée f' est intégrable. Alors f(t) — 0
lorsque [t| — oo.

Preuve La fonction f étant de classe C1, on a f(T) = f(0) —i—fOT 1(t) dX(t)
pour tout 7" > 0. Puisque f’ est supposée intégrable, il suit que f admet
une limite finie £ en +o0o. Puisque f elle-méme est intégrable, on doit avoir
¢ = 0. Un raisonnement semblable montre que f(7") — 0 lorsque T" — —ooc.
Ceci achéve la démonstration. O

Preuve de la proposition 6.11

1. Soit donc f : R — R intégrable, telle que la fonction t — tf(t) soit
également intégrable. On introduit la fonction

h:(z,t) eERxRe f(t)e ™ e C.

On vérifie que h satisfait les hypothéses de dérivabilité sous le signe intégrale.
En effet, on a déja vu que la fonction t € R — h(x,t) € C est intégrable pour
tout x € R. De plus, pour ¢ € R, la fonction h; : x € R — f(t) e % € C est
de classe C1, de dérivée h(x) = —it f(t)e~"* avec, pour tout x € R, I'égalité

[hi ()] = [tf(£)e™"| = [tf(1)].

Nous avons supposé que la fonction t € R +— [tf(t)] € [0, +00] est intégrable :
il s’agit donc bien d’une domination. Le théoréme 4.34 s’applique donc pour
montrer que Ff est de classe C! avec, pour tout = € R, 1'égalité

(J"f)'(w)Z/Rhi(x) dA(t) = (=) /Rtf(t)e_m dt = —i F(tf)(x).
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2. Supposons maintenant que f soit contintiment dérivable, et que sa
dérivée f’ soit intégrable. Pour x € R, on utilise le théoréme de convergence
dominée pour se ramener & une intégrale sur un segment, puis une intégration
par parties, et enfin de nouveau le théoréme de convergence dominée. On
obtient successivement :

FNE) = [ Foan = tm [ Fotae

= lim [f(n)e” ™ — f(—n)e™® + iz /_ ft)e ™ ax(t)]

n—oo [ TL,TL]
=iz / f(t)e M ax(t).
R

Le lemme 6.12 assure, sous nos hypothéses, que le terme entre crochets tend
vers 0 lorsque n — oo, de sorte que Ff' = (ix)Ff. O

B Transformée de Fourier d’une gaussienne

La formule d’inversion de Fourier affirme que, pour toute “bonne” fonction
intégrable f € L'(R) (I’hypothése précise est que les deux fonctions f et F f
soient intégrables), on a 1'égalité FFf = (27) f (théorémes 6.22 et 6.24).

Un point clé pour prouver le théoréme d’inversion de Fourier dans toute
sa généralité consister a remarquer que cette propriété est vérifiée pour une
seule fonction, ici une gaussienne. Pour cela on montre que la gaussienne est
solution d’'une équation différentielle linéaire d’ordre 1, et I’on observe que
sa transformée est solution de la méme équation différentielle.

Lemme 6.13 Les fonctions g : R — C de classe C', solutions de I’équation
différentielle g'(z) = —x g(x) (E), sont les fonctions x € R — ae *"/2 quvec
aeC.

Preuve Soit g : R — C une fonction de classe C'. En dérivant la fonction
h:x— g(a:)emQ/ 2 on observe, puisque I’exponentielle ne s’annule pas, que g
est solution de I’équation différentielle (E) si et seulement si la fonction A
est constante. Le résultat est prouvé. O

1
Proposition 6.14 Soit G:t € R — — e /2 € R. On a lidentité

v 2T
G(z) = e /2 pour tout t € R,
et donc FFG = (27) G.

Preuve La fonction G est intégrable avec [, G(t) dA(t) = 1 (exercice 5.31).

Nous cherchons maintenant & utiliser les propriétés fonctionnelles de la
transformée de Fourier. On observe que la gaussienne G est une fonction de
classe C*° dont la dérivée vérifie G'(t) = —t G(t) pour tout ¢ € R.
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Les fonctions G’ et tG étant toutes deux intégrables (proposition 3.33),
la proposition 6.11 s’applique. Il suit que la fonction G est de classe C*, et
est solution de I’équation différentielle

~

(G)(2) = —wG(x). (E)

Il existe donc une constante a € C pour laquelle G’(a:) =qe /2 pour tout
2 € R. En remarquant que G(0) = Jg G(t)dA(t) = 1, il vient a = 1 et donc
FG =+2rG.

La formule d’inversion pour G suit puisque, la fonction G étant paire, on

a F(G) = FG = V271 G et donc FFG = F/2rG = (27)G. O

Exercice 6.15 Pour a > 0, montrer que la transformée de Fourier de la fonction
G, :x €R — e~@’T*/2 ¢ R vérifie Ga(6) = e=€°/2¢* pour tout € € R.

27
Constater que G, vérifie également la formule d’inversion de Fourier.

C L’espace de Schwartz

L’espace de Schwartz S C L!(R) est I’espace fonctionnel dans lequel
I’étude de la transformée de Fourier est la plus facile & mener. Nous verrons
en particulier que cet espace est invariant sous transformation de Fourier.

Soit f : R — C une fonction. On rappelle que la notation f*) désigne la
dérivée d’ordre k de f, lorsque celle-ci existe. Pour alléger les notations, on
se permettra (®) de nouveau de noter ¥ f la fonction définie par t — t* f(¢).

Définition 6.16 L’espace de Schwartz ' .

L’espace de Schwartz S est ’espace vectoriel des fonctions f: R — C de
classe C™° dont chaque dérivée est o décroissance rapide, c’est-a-dire telles
qu’on ait pour tous entiers k,p € N :

lim ¢ f®) () =0.

[t|—o00
Remarque 6.17 Une fonction f : R — C appartient S si et seulement si
elle est de classe C'*° avec, pour tous k,p € N :

sup |t? fF(1)] < oo
teR

Exemple 6.18 La fonction t € R — e eR appartient a S.
Une fonction f : R — R, de classe C*° et qui est nulle en dehors d'un
compact de R, appartient a S.

1. Du nom de Laurent Schwartz (1915-2002), mathématicien francais qui a introduit
la théorie des distributions & la fin des années 40. A ne pas confondre avec Hermann
Schwarz (1843-1921), mathématicien allemand, qui a donné son nom a linégalité de
Cauchy-Schwarz (cf. le cours sur les espaces de Hilbert).
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Lemme 6.19 Soit f € S. Alors f est intégrable sur R.

Preuve En effet cette fonction étant continue, elle est intégrable sur tout
segment. Il suffit donc de vérifier qu’elle est intégrable au voisinage de +oc.
Or, puisque la fonction ¢ — t2f(t) tend vers 0 a I'infini, il suit que | f(¢)| < ¢t =2
lorsque [t| est assez grand. Le résultat suit, puisque la fonction ¢ s t=2 est
intégrable au voisinage de too. O

Lemme 6.20 L’espace de Schwartz est un espace vectoriel qui est stable par
dérivation, ainsi que par multiplication par un polyndéme :

Soit f € S. Soient P € R[X] un polynome et k € N. Les fonctions f*)
et t — P(t) f(t) appartiennent également a S.

Preuve Il suffit d’observer que (tf)®) = tf®) 4 pfP=1 pour p > 1. O

Proposition 6.21 Propriétés fonctionnelles 3 : sur S.

Soit f€S. Alors Ff € S.

On a de plus, pour tous entiers k,p € N, les identités
F@rf)=#(FHP et F(FO) = (ix)*Ff.

Preuve e Pour g € S, montrons que Fg est a décroissance rapide.

Une récurrence sur k, avec la proposition 6.11.(2), montre que F(g¥)) =
(iz)*Fg pour tout k € N. Puisque la transformée de Fourier de g*¥) est
bornée (proposition 6.3), il suit que la fonction Fg est a décroissance rapide.

e Soit f € S.

On constate d’abord que Ff est de classe CP pour tout p € N, avec
(Ff)®) = (=i)P F(tP f) (récurrence sur p, en utilisant la proposition 6.11.(1)).
En particulier, la transformée de Fourier Ff est de classe C*°.

Pour p € N, la fonction g, : t — tP f(t) appartient également a S. Il suit
donc du premier point que la dérivée (F f )(p) est & décroissance rapide. O

Théoréme 6.22 Inversion de Fourier sur S.
Soit f € S. On a légalité

FFf=(2n)f.
En particulier, application F : S — S est une bijection.

Le lemme suivant affirme qu’on peut diviser, dans S, par la fonction
t — t une fonction f € S qui s’annule en l'origine. Une fois ce lemme
acquis, la preuve du théoréme d’inversion de Fourier sur S suivra de fagon
élémentaire des propriétés fonctionnelles de la transformée de Fourier et de
I'égalité FFG = (27) G, ot G est la gaussienne de la proposition 6.14.
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Lemme 6.23 Soit f € S, telle que f(0) = 0. Alors il existe une fonction
h e S telle que f(t) =t h(t) pour tout t € R.

Preuve du théoréme 6.22

Soit une fonction f € S. On veut montrer I'égalité (FF f)(s) = (27) f(s)
pour tout point s € R.

e Commengcons par montrer la formule d’inversion de Fourier en l'origine,
c’est-a-dire 1'égalite (FFf)(0) = (27) f(0).

* Supposons en un premier temps que f s’annule en 0. On peut donc,
d’aprés le lemme 6.23, écrire f(t) = th(t) pour tout ¢ € R, o h € S. La

proposition 6.11 assure donc que f =i (h)". On a donc

(=) FF£(0) Z/R(f%)’(t) dA(t) = lim (h)'(t) dA(1)

n—o0 [_n7n]

= lim h(n) —h(-n) =0,
puisque h € S tend vers 0 en £o0o0. On a donc bien (FFf)(0) = (2r) f(0)
puisque f(0) = 0.

* Si l’on ne suppose plus que f s’annule en 0, on peut écrire f = fo+aG,
ou (G est la gaussienne de la proposition 6.14 et ot a € R est choisi de sorte
que la fonction fy € S s’annule en 0. Par linéarité de la transformée de
Fourier, il vient

FFf=FFfy+aFFG,

puis, en utilisant le cas précédent et la proposition 6.14, (FF f)(0) = (27) £(0).
e Nous allons maintenant en déduire la formule d’inversion de Fourier en

tout point s € R. Pour cela, évaluons (FFf)(s) en utilisant les propriétés
fonctionnelles (6.1) comme suit :

(FF[)(s) = (FFf)(=s) = (rFF[)(0) = (F[xsF f1)(0)
= (FF(7-s1))(0).

La formule d’inversion de Fourier en 'origine, pour la fonction 7_sf € S,
donne alors

FF(r-sf)(0) = FF(7-s£)(0) = (27) (75 £)(0) = (27) f(s),

ce qu’on voulait.

e [l suit de la formule d’inversion de Fourier que F : § — S est injective.
Puisque F(g) = F(g") pour tout g € S, il suit également que F : S — S est
surjective. L'inverse de F : S — S est 'application (27) 1F. a
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Preuve du lemme 6.23

On veut factoriser la fonction f : ¢t — f(t), supposée s’annuler en 0, par t.
Pour cela, on écrit le théoréme fondamental de ’analyse pour la fonction f.
Il vient, avec le changement de variable s = tu :

t 1 1
(1) = / F(s)ds = / LF () du =t / Flwydu=t [ F(tu)d\u).
0 0 0 [0,1]
On a préféré écrire les premiéres intégrales sous forme d’intégrales de Riemann,

pour ne pas avoir a se préoccuper du signe de .

On introduit donc la fonction h : ¢t € R — f[o 1 f'(tu) d\(u) € C, de sorte
que f(t) = th(t) pour tout ¢t € R. Nous devons montrer que h € S.

e On commence par montrer que h est de classe C* sur R.

En utilisant les théorémes 4.29 et 4.34 sur les intégrales dépendant d’un
paramétre, on démontre par récurrence que h vérifie pour tout k > 0 :

Propriété Hy, : la fonction h est de classe C* sur 'intervalle R avec,
pour tout t € R : h(F)(t) = f[O,l} uF fEHD (t) du
ce qui sous-entend que lintégrand... est intégrable! Pour k € N, notons
My, = sup,eg | (2)] < oo.
* Initialisation (Hy) : Soit g : (t,u) € R x [0,1] — f'(tu) € C.
Pour tout u € [0, 1], Papplication ¢t € R — g¢(t,u) = f’(tu) € C est continue.
On a également la domination |g(t,u)| = | f'(tu)| < Mj pour tout t € R, ou la
fonction constante u € [0, 1] — M; € [0, +00[ est intégrable sur ce segment.
Le théoréme de continuité sous le signe intégrale s’applique, et montre que
h est continue sur R.

x Hérédité : Soit k > 0. Supposons 'assertion Hj vraie. Introduisons la
fonction gy, : (t,u) € R x [0, 1] — u f¢+D (ty) € C.

Pour u € [0,1], la fonction ¢ € R + uFf(+1(ty) € C est de classe C.
De plus, pour tout ¢ € R, on a la domination

9gr
ot
ou la fonction constante égale & My o est intégrable sur le segment [0, 1].
Le théoréme de dérivation sous le signe somme s’applique, et montre que la
propriété Hy ., est vraie.
e Puisque h est de classe C™ sur R et vérifie f(t) = th(t) pour tout
t € R on a, pour tout entier £ € N* et tout réel t € R, 1’égalité

(t,u)’ = [ 2 (10)| < Myys  pour tout u € [0,1],

FO@) = kRN @) + th®) (6.2)

Soit p € N*. De l'identité tPh(t) = tP~Lf(t) (pour tout t # 0), il suit que
tPh(t) — 0 lorsque t — oo. Avec (6.2), une récurrence immédiate sur k
montre également que tPh*) (t) — 0 lorsque t — oo pour tout k¥ € N. On a
donc bien h € § comme annonceé. O



L’espace de Schwartz &9

D La transformée de Fourier sur ’espace £'(R)

On ne peut pas clore ce chapitre sans mentionner le théoréme d’inver-
sion de Fourier sur I'espace £! des fonctions intégrables.

Théoréme 6.24 Inversion de Fourier dans £!.

Soit f € LY(R) une fonction intégrable. Supposons que la transformée
de Fourier Ff soit également une fonction intégrable. On a alors l’égalité

FFf=2n)f pp.

Remarque 6.25 L’hypothése Ff intégrable assure que la fonction FF f
est bien définie.

Si 'on remplace f par une autre fonction intégrable g telle que f =g
p.p., on a l'égalité F f = Fg en tout point. La conclusion du théoréme ne
peut donc étre ici qu'une égalité presque partout !

Sous les hypothéses du théoréme, la fonction f est donc égale presque
partout a la fonction continue (1/27) FFf.

Tout comme le lemme de Riemann-Lebesgue évoqué plus haut, ce ré-
sultat repose sur la régularité de la mesure de Lebesgue qui assure notam-
ment que l’on peut approcher — en moyenne - toute fonction intégrable
f € LYR) par une suite (f,)nen de fonctions f, € S de 'espace de
Schwartz, au sens ou

/|fn—f|d)\—>n_>000.
R

Corollaire 6.26 Injectivité de Fourier.

Soit f € LY(R) telle que Ff = 0. Alors la fonction f est nulle presque
partout.

Remarque 6.27 Le bon cadre pour énoncer ce théoréme d’injectivité (qui
porterait alors mieux son nom) est celui de I'espace L' (R), qui sera évoqué
au chapitre 8.



7. Application & une équation aux dérivées

partielles

Dans ce chapitre, nous montrons sur un exemple simple ce que la transformée
de Fourier peut apporter dans I’étude d’une équation aux dérivées partielles.

A Convolution

Avant de nous intéresser a ’équation de la chaleur, nous introduisons
une opération fondamentale en analyse : la convolution de deux fonctions.
Tout comme dans le chapitre précédent, nous nous limiterons par souci de
simplification & convoler deux fonctions appartenant a l’espace de Schwartz.

Définition 7.1 Convolée de deux fonctions.
Soient f,g € S. Leur convolée f * g est définie en tout point x € R par
lexpression

frg(z)= /Rf(y)g(fc —y) d\(y).

Lemme 7.2 Soient f,g € S.

La convolée f x g est bien définie (et elle est bornée).

On a légalité fxg=gx* f.

La convolée f+g € S appartient & l’espace de Schwartz avec, pour k € N,
les égalités (f * ) = fx g®) = f0) x g (Ey).

Il suit facilement de la démonstration de (Fj) et de la commutativité
du produit de convolution que, pour 0 < ¢ < k, on a également 1’égalité

(f % g)®) = FO) 4 gh=0),

Preuve Une fonction de l'espace de Schwartz est bornée, et intégrable.
Le produit d’une fonction bornée par une fonction intégrable est intégrable.
I suit que, pour tout = € R, la fonction x € R — f(y)g(x —y) € C est
intégrable : la convolée f *x g est donc bien définie en tout point z € R.
Remarquons d’emblée que f * g est bornée, avec par exemple

15l < ([ 1700 4A@)) ol
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L’égalité (f = g)(z) = (g * f)(x) suit de la définition, en utilisant le
changement de variable y — 2z = x — y.

Démontrons que la convolée f x g est de classe C'. On applique pour cela
le théoréme de dérivation sous le signe intégrale (théoréme 4.34) a la fonction
h : R? — C définie pour (x,y) € R? par h(z,y) = f(y)g(x — y). Vérifions
que les hypothéses en sont bien satisfaites :

1. Pour tout z € R, la fonction y € R — f(y)g(x — y) € C est intégrable
(car dominée par ||g||o|f| avec | f| intégrable)

2. Pour tout y € R la fonction x 6 R+ f(y)g(x —y) € C est de classe C!
3. Pour tout z € R, la fonction 3% : y € R+ f(y)g'(z —y) € C est dominée
par la fonction intégrable ||¢g’ ||Oo|f|

Le théoréme s’applique donc pour montrer que f g est de classe C! avec,
pour tout € R, 'égalité (f x g)'(z) = [ f( — ) dA(y).

On montre alors par une récurrence unmedlate que la convolée (f *g) est
de classe C'™° et que ses dérivées successives s’obtiennent en dérivant sous le
signe intégrale.

Montrons maintenant que chaque dérivée (f x* g)(k) est a décroissance
rapide. Soit donc p € N. On obtient, avec la formule de Leibniz,

2 (f + )P (z) = 27 /R F)g® (@ — y) dA(y)
= /R(:v —y+y)P F(1)g® (x —y) d\(y)

=36 [ e - 00 - )] axw).
=0

Autrement dit, la fonction x — zP (f % g)(z) s’obtient comme combinaison
linéaire de fonctions obtenues par convolution de fonctions z — 27 f¥) (x)
et © — 2P~Jg(x) qui appartiennent & I'espace de Schwartz. Elle est donc
bornée. On conclut avec la remarque 6.17 que f*xg € S. O

La transformée de Fourier satisfait également des propriétés fonctionnelles
faisant intervenir le produit de convolution. Notons avant toute chose que le
produit (usuel) fg de deux fonctions f,g € S appartient encore a S — cela
suit de la formule de Leibniz pour les dérivées d’un produit.

Proposition 7.3 Propriétés fonctionnelles 4 : convolution.
Soient f,g € S. On a Videntité F(f xg) = (Ff) (Fg).
Preuve Soit £ € R. On a, par définition,

(F(f*9)(&) = «g)(w) e dA(x)

LY
:/ /f y) dA(y)) e dA(w).
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On brile d’envie d’appliquer le théoréme de Fubini 5.17 a la fonction définie
par h: (z,y) € R = f(y)g(z — y)e ¢ € C. Mais on doit d’abord vérifier
que h est intégrable. Pour cela, nous appliquons le théoréme de Fubini-Tonelli
5.11 a la fonction positive |h|. Il vient :

[ b@alixey = [ 150 lo@ - vl diy)

R R
= 1761 ([ lote = )l ax@) axw)
= (110 ([ lolan < oc.

Nous avons donc, avec Fubini une premiére fois :
F O = [ b drw)
donc

Fre© = [ 1 e~ dA(z, y)
-/ 2(f<y> ) (gl = ye V) dA(zy)

puis en utilisant de nouveau Fubini, ainsi qu’'un changement de variable
Yyr—=r—y:

FT© = [ 1) ([ (oo = e %) axa) dry)

/ Fw)e* (Fg)(©) dAw)
§) (Fg)(&) .- O
Exercice 7.4 En déduire l'identité F(fg) = (1/2m)(F f)*(Fyg) lorsque f et g sont

deux fonctions de 'espace de Schwartz. On pensera a utiliser la formule d’inversion
de Fourier.

B Approximation de 'unité

Rappelons que la gaussienne de variance 1/a? est définie, pour a > 0,

. _a_,—a’z?/2
parGa.xeRb—)me e R.

Lemme 7.5 Chaque gaussienne G, est une fonction positive d’intégrale 1.
La masse de la gaussienne se concentre vers l'origine lorsque a — 400 :
pour tout § > 0, on a

lim Go(x)d\(z) =
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Preuve Par définition, on a G4(z) = a G1(ax)
pour tout z € R. La fonction GG7 est positive
d’intégrale 1, il en va donc de méme des G.

Un changement de variable et le théoréme de
convergence dominée assurent que, pour tout
d > 0, on a pour chaque suite (a,)nen de réels A
positifs tendant vers oo :

limy e | Ga, (2)d\@) i
|x|>6 |

~ lim Gi(@)d\(z) =0. O /RS

70 J |z >and Les graphes de G, pour quelques valeurs de a.

La famille (G,) constitue une approximation de l'unité : pour a grand,
I’application f € S — G, x f € § est pratiquement ’application identité.
L’énoncé précis est le suivant.

Proposition 7.6 Approximation de 'unité Soit f € S. Soit (an)nen une
suite de réels positifs telle que a, — +o0.

Alors, la suite des convolées (f * Gq, Jnen converge uniformément vers f
lorsque n — o0.

Au point z € R, la convolée (G * f)(x) = [5 f( —y) dA\(y) est
définie comme la moyenne des valeurs f(y) lorsque Y decrlt R, pondérée par
le poids G,(x — y). Lorsque a — +00, la masse de GG, est concentrée vers
lorigine. Les contributions dans cette moyenne des valeurs f(y) lorsque y est
loin de z auront alors peu d’importance. Tandis que, lorsque y est proche de
x, f(y) est pratiquement égal a f(x) par continuité de f. La preuve ci-dessous
quantifie ce raisonnement qualitatif.

Preuve Soit a > 0. Puisque la fonction G, est d’intégrale 1, on a pour tout
x € R les égalités

f(@) = (Gax f)(x /fx— (y) dA(y)
:Agﬂ@—f@—yDGadew’

de sorte que l'inégalité triangulaire donne, pour tout § > 0, la majoration

|ﬂw—«%*n@ns/’»ﬂw—f 0)| Galy) dA)

ly|<o

+/|y>6}f(:r)—f y)| Galy) dA(y). (7.1)
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Puisque les fonctions f, f/ € S sont bornées, on introduit My = ||f|le €t
My = ||f'||oo- Soit € > 0, et notons § = /M. On a alors, pour tout x € R
et tout |y| < 4, la majoration |f(z) — f(z — y)| < M1d = ¢ de sorte que
(puisque G, est d’intégrale 1) le premier terme du membre de droite dans
(7.1) est majoré par .

Pour cette valeur de § = /M, le lemme 7.5 assure maintenant I’existence
d’un réel A > 0 tel qu’on ait, pour tout a > A, la majoration

Ga(y) d\(y) < e/(2Mp) .
ly|>d

Lorsque a > A, le second terme du membre de droite dans (7.1) est alors
également majoré par € (pour tout x € R), de sorte que

Hf_Ga*f”oo§2€. O

C L’équation de la chaleur

L’équation de la chaleur est ainsi nommée car elle décrit I’évolution de la
température u(z,t) au point  d’une barre infinie et homogéne, en fonction
du temps t.

Donnons-nous une condition initiale f : R — R de sorte que f(z) soit,
pour chaque point z € R, la température au point x a I'instant 0. On laisse
alors évoluer le systéme pendant le temps T', sans apport extérieur, et on
désigne par u(x,t) la température au point x € R et a I'instant 0 < ¢ < T.

Nous supposerons, pour simplifier, que la donnée initiale f appartient a
I'espace de Schwartz S. On s’intéresse alors aux fonctions u : [0,7[— R qui
vérifient les conditions :

La fonction u : R x [0, 7] — R est continue,

avec u(xz,0) = f(x) pour tout z € R. (7.2)
La fonction u : R x ]0,T[ — R est de classe C? (ou méme C™)
ou  10%u

et elle y est solution de I’équation de la chaleur (7.4)

ot 20a2°

L’objectif de ce chapitre est de comprendre comment 1'utilisation de la
transformée de Fourier permet de montrer l'existence d’une fonction wu :
[0,T[— R satisfaisant les conditions (7.2), (7.3) et (7.4), et d’obtenir une
expression explicite de cette solution en fonction de la donnée initiale f € S.

C.1 Heuristique

Soient f € S et u une fonction satisfaisant les propriétés (7.2) et (7.3).

Une fois n’est pas coutume, nous allons nous permettre dans ce paragraphe
d’effectuer des manipulations sur u sans les justifier... profitons-en ©!
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Les “définitions” et “assertions” suivantes sont donc étiquetées “étapes”
pour insister sur le fait que nous ne vérifions pas que les objets considérés
sont bien définis, et que nous ne démontrons pas vraiment nos assertions.

Nous avons vu que la transformée de Fourier transforme un opérateur de
dérivation en un opérateur de multiplication (proposition 6.11). Cela nous
ameéne & introduire la fonction suivante, qui est la “transformée de Fourier
partielle” de u par rapport a la variable d’espace x.

Etape 7.7 Pour chaque instant t € [0,T[, on introduit la transformée de
Fourier de la fonction x € R — u(x,t) € C, définie pour tout £ € R par

a(é,t) = /R u(z, t)e” ¢ d\(x). (7.5)

Pour que la fonction £ +— (¢, t) soit bien définie, il faudrait savoir que la
fonction x — u(x,t) est intégrable. Admettons de plus (tant qu’on y est ©)
que 'on puisse dériver sous le signe intégrale dans 'expression (7.5).

Etape 7.8 La fonction G vérifie, pour tous (§,t) € R x [0,T7] :
a(&.1) = f(© e,

Semblant de preuve Puisque u est solution de ’équation de la chaleur
on obtient, aprés avoir dérivé sous le signe intégrale dans (7.5),

i ou - 1 [ 0% :
—_— = _ 77‘335 = — J— 77’335
5 (&, 1) /R o (x,t) e d\(x) 3 |, 9x2 (x,t) e d\(zx).

Dans cette derniére expression, on reconnait la transformée de Fourier de
la dérivée seconde d’une fonction (ici ¢ est fixé). Puisque la transformée de
Fourier échange dérivation et multiplication (de nouveau, on affirme ceci
sans vérifier que les hypothéses sont satisfaites) on obtient, pour tout £ € R,
I’égalité

2

ot .
E(&t) = _5 u(&vt) .

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1, que I’on sait résoudre.
Il existe donc une constante ¢¢ pour laquelle

(e ) = cge &1

pour tout ¢ € ]0,T[. On a supposé que u(-+,0) = f, de sorte que 4(£,0) = f({)
pour tout & € R. Le résultat suit. O

Etape 7.9 On a, pour tous (x,t) € R x 10,77 :

u(z,t) = (f * Er)(x),

1
ou Et(x) = \/T,ﬂt e—:ﬁ/(?t)‘
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Semblant de preuve Observons que l'on a défini £y = G IV Rappelons
que B : & — e /2 (voir Dexercice 6.15).

Le résultat de 'étape précédente s’écrit donc (&, t) = f(&) Ey(§) pour
tous0<t<T et eR

Fixons désormais 0 < ¢ < T'. Les fonctions f et E; appartenant a S, il
suit de la proposition 7.3 I'égalitée F(f x E;) = fE.

Si 'injectivité de la transformée de Fourier s’applique (attention, on ne
sait pas que l'application x — wu(x,t) appartient & S), on en déduit pour
tout = € R 1’égalité cherchée

u(z,t) = (f * By)(x). o

C.2 Solution explicite pour 1’équation de la chaleur

Il reste & démontrer que I'expression obtenue dans le paragraphe précédent,
par des procédés qui semblent raisonnables mais qui n’ont pas été justifiés,
fournit effectivement une solution au probléme.

Autrement dit, il faut montrer que ’expression

u(z,t) = (f * Ey)(z) lorsque 0 <t < T
u(z,0) = f(z)

définit une fonction u sur le produit R x [0, T'[, qui vérifie les propriétés (7.2),
(7.3) et (7.4). Ce n’est pas difficile, mais nous nous contenterons de donner
quelques points de repére sans rentrer dans le détails des estimations.

e Chaque fonction z € R — u(z,t) € R, pour 0 < t < T, est bien définie
et elle appartient a l'espace de Schwarz (convolée de deux fonctions f et Fy
appartenant a S.)

e On montre ensuite, en utilisant bien str les théorémes sur les intégrales
dépendant d’un parameétre, que la restriction de u a 'ouvert R x |0, T'[ admet
des dérivées partielles d’ordre 2 (voire méme de tous ordres) continues, et
que ces dérivées s’obtiennent en dérivant sous l'intégrale ’expression

u(z, t) (z—y)?/(2t) dA(y) .

\/ﬁ

Il nous faut, pour pouvoir apphquer les théorémes 4.29 et 4.34, avoir dominé
les intégrands. Pour cela on commencera par montrer que, pour une fonction
polynémiale (z, s) — g(z, s), le produit g(z, l/t)e_z2/(2t) est borné dans tout
domaine R X [¢,T] ot ¢ > 0.

e Une fois 8“ et 8 5 exprimés sous forme intégrale, on constate facilement

que u est bien solutlon de I’équation de la chaleur.

e Le fait que u soit continue “jusqu’au bord”, c’est-a-dire sur le produit
R x [0, T, avec valeur au bord u(-,0) = f est conséquence de la proposition
7.6. O



8. Les espaces L”

A L’espace L!

Nous avons déja remarqué a plusieurs reprises que, lorsqu’il s’agit d’intégrer,
on peut remplacer une fonction intégrable par une autre fonction qui lui est
égale presque partout.

Nous allons formaliser cette remarque en introduisant I’espace “quotient”
L', qui remplacera avantageusement I'espace £ des fonctions intégrables.

Le lemme suivant est une conséquence immédiate des propositions 3.6
et 4.20. 11 exprime que l'application f € £ — [|f|d\ € [0, 00[ est presque
une norme sur £'. La seule chose qui lui manque pour étre vraiment une
norme est d’étre “définie”, au sens ot l'on voudrait que [|f|d\ = 0 (si et)
seulement si f = 0 en chaque point. En effet :

Lemme 8.1 Soit B C R” une partie mesurable.
L’application 7 : f € LYB) — [3|fld\ € [0,00[ vérifie les propriétés
swvantes :
positivité : pour f € LY(B), on a a(f) > 0 et a(f) = 0 si et seulement
si f=00p.p.;
inégalité triangulaire : pour f,g € LY(B), on a i(f+g) < a(f)+n(g);
homogénéité : pour f € LY(B) ett € R, on a n(tf) = [t|A(f).

Pour construire un espace vectoriel normé a partir de 'espace (L(B), 1), on
va simplement identifier deux fonctions intégrables f1, fo € £L1(B) dés lors
qu’elles sont égales p.p. Dans ce cas, on a les égalités fB |f1— fo| dA =0, et

Jg frd\ =[5 f2d.

Définition 8.2 L’espace L!(B).
Soit B C R™ une partie mesurable. Pour une fonction intégrable f € L*(B),
on note [f] la classe des fonctions intégrables associées a f, c’est-a-dire

[fl={9e€L"(B) |g=fpp}cCLYB).

L'espace L'(B) est alors défini comme [’ensemble des classes de fonctions
intégrables, soit

LY(B) ={[f] | f € £LY(B)}.

97
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La fonction f € LY(B) est un représentant de la classe [f]. Les autres
représentants de la classe [f] sont les fonctions g € LY(B) telles que g = f

D.p.

Remarque 8.3 En termes mathématiques, 'espace L' (B) est obtenu comme
I'espace quotient de £!(B) par la relation d’équivalence définie par

f ~ g si et seulement si f = ¢ p.p.

Si cette notion d’espace quotient vous inquiéte, pensez simplement qu’on
considére comme “égales” deux fonctions dés lors qu’elles sont égales hors
d’un ensemble négligeable.

Exemple 8.4 On'égalité [1, )] = [1, 4] dans L'(R) pour tous réels a < b.
La fonction indicatrice des rationnels, soit f = 1g € L£!(R), est un
représentant de la classe nulle dans L(R), i.e. [f] = [0] (car f =0 p.p.).

Exercice 8.5 On dit qu'une partie A C R est dense lorsque tout réel est limite
d’une suite d’éléments de A. Par exemple, Q et R\ Q sont denses dans R.

1. Soit N C R une partie négligeable.
(a) Montrer que N ne contient aucun intervalle non réduit a un point.
(b) En déduire que A := R\ N est dense dans R.

2. Soit f € £LY(R)NC°(R) une fonction continue et intégrable. Montrer que la
classe [f] admet un unique représentant continu, a savoir f.

Proposition 8.6 L’espace vectoriel normé L' (B). Soit B C R™ mesurable.

1. L’espace L'(B) est muni d’une structure naturelle d’espace vectoriel
compleze.

2. Pour [f] € LY(B), on sait définir son intégrale par

/B[f]d)\ ::/de)\eC,

ot f € LY(B) est n’importe quelle fonction dans la classe [f].
3. L’application n : [f] € LY(B) — [R[|f|]1dX € [0, 00] est bien définie

et vérifie les propriétés suivantes :

positive et définie : pour [f] € LY(B) on a n([f]) > 0, avec égalité
n([f]) =0 si et seulement si [f] =0;

inégalité triangulaire : pour [f],[g] € L*(B), on a linégalité
n([f1+1g]) < n((f]) +n(lg]) ;

homogénéité : pour [f] € LY(B) ett € C, on a n([tf]) = [t|n([f]).

En d’autres termes, n est maintenant une norme sur L'(B).
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Preuve 1.5i f| = fo p.p. et g1 = g2 p-p., on a encore af; +bg; = afs+bgo
p.p. pour tout couple de complexes (a, b). On définit donc a[f]+b[g] € L*(B)
comme la classe [af + bg] € L'(B) de n’importe quelle fonction af + bg €
LY(B) avec f € [f] et g € [g].

2. Si les fonctions intégrables fi et fo sont égales p.p., leurs intégrales sont
égales. L'intégrale de [f] est donc bien définie comme la valeur commune des
intégrales de f € LY(B), pour f € [f].

3. Conséquence du lemme 8.1 et de la définition de L'(B). O

Remarque 8.7 Nous n’avons utilisé la notation [f] que pour pouvoir définir
soigneusement I'espace L!(B) et prouver la proposition précédente.

Maintenant que nous avons compris de quoi il s’agit, nous nous affran-
chirons de cette notation et désignerons simplement par f € L' la classe
[f] € LY(B), tout en étant conscient que la fonction f n’est alors définie qu’a
un ensemble négligeable prés. On se permettra néanmoins de parler de la
“fonction” f € L(B).

Remarque 8.8 Lorsque B est négligeable, I’espace L'(B) ne contient que
la fonction nulle : ce n’est pas passionnant !

Notation 8.9 On désignera désormais par

1]l = /B Il

la norme d’une (classe de) fonction(s) f € L*(B).

Une des propriétés fondamentales de I'espace vectoriel normé L' (B) est qu’il
est complet. Rappelons la définition d’un espace métrique complet. Cette
notion ne nous intéressera ici que pour un espace vectoriel normé.

Définition 8.10 Espaces complets.

Soi (E,d) un espace métrique. On dit que cet espace est complet lorsque
toute suite de Cauchy d’éléments de E converge (dans E).

En particulier, si (E,|| ||) est un espace vectoriel normé, il est muni de la
distance associée définie par d(f,qg) = ||f — gl||- On dit que ’espace vectoriel
normé (E,|| ||) est complet (ou encore est un espace de Banach) lorsque
lespace métrique associé (E,d) est complet.

La proposition suivante fournit un critére bien utile pour vérifier qu’un espace
vectoriel normé est complet. Attention, ce critére n’a de sens que dans un
espace vectoriel normé.

Proposition 8.11 Critére des séries normalement convergentes.

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. On suppose que toute série de E
normalement convergente est convergente.
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Cette hypothése signifie que, si l’on a une suite (fy,) d’éléments de E telle que
la série des normes converge, soit Y || fnl < 00, alors la série Y- . fn
converge dans E — autrement dit, il existe un élément S € E tel que les
sommes partielles de la série convergent vers S :

||ka—5|| —0.
k=0

Alors, E est complet.

Ebauche de preuve Soit (uy)nen une suite de Cauchy dans E. On veut
montrer qu’elle converge. Il suffit pour cela (puisqu’elle est de Cauchy) de
montrer qu’elle admet une sous-suite convergente.

Quitte a extraire une suite de (up)nen (on désigne encore par (un)nen
cette sous-suite), on peut supposer que la suite (fy,)nen définie par fo = ug
et fn = Un — Up—1 pour n > 1 vérifie 'hypothese > || fnll < oo.

Par hypothése, la série normalement convergente > f,, est convergente,
de limite S € E. On a donc u, =Y p_o fx —— 5. O

n—oo
Théoréme 8.12 Théoréme de Riesz-Fischer : complétude de L.
Soit B C R™ mesurable. L’espace vectoriel normé (L*(B),|| ||1) est complet.

Preuve D’apreés le critére de la proposition 8.11, il suffit de montrer que
toute série normalement convergente dans Ll(B) est convergente.
Soit donc (fy)nen une suite de fonctions f,, € L'(B). On suppose que
2 M fnll < o0

On introduit les sommes partielles s, := Y ;. fr. On cherche a utiliser le
théoréme de convergence dominée pour montrer que la suite (s, )nen converge
dans L'(B) vers une certaine fonction f (a construire), c’est-a-dire que

s = £l i= [ lsn = flax ——o.

Le corollaire 2.14 sur les séries de fonctions mesurables positives assure
que la série de fonctions positives ) |fn| converge simplement vers une
fonction g : R™ — [0, +00] dont 'intégrale vaut

ol = [gax=3" [Ufaldr =3 lfull < oo

neN neN

La fonction ¢ est donc intégrable. En particulier g est finie presque partout
(proposition 4.20), c’est-a-dire en dehors d’un ensemble négligeable N.

Cela signifie que, pour tout ¢ N, on a Yy |fa(z)| < oco. Lorsque
r ¢ N, la série de nombres réels Y fn(x) est absolument convergente,
donc convergente ; on note f(z) sa limite.
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La fonction limite f n’est définie que presque partout (hors de N), mais
elle fournit un élément de L!(B) puisque |f| < g hors de N.

On constate qu’on a la domination |s,—f| < -7 | [fx| < g pour tout n €
N, ot g est notre fonction intégrable. Ceci permet d’appliquer le théoréme
de convergence dominée a la suite (s, — f) pour conclure que

lim [ls, — flli =0,
n—o0
ce qu’on voulait. O

Remarque 8.13 Deux fonctions f,g € L' sont proches, c’est-a-dire que
|f — gll1 est petit, lorsque f et g sont proches en moyenne. La différence
f(t) — g(t) peut étre trés grande en certains points, mais elle ne peut pas
étre grande sur une trop grosse partie (i.e. sur une partie A dont la “mesure”
J L 4dX est trop grande).

B Les espaces L?, pour 1 <p < o0

Soit B C R™ une partie mesurable. Pour chaque réel 1 < p < oo,
on définit l'espace vectoriel LP(B) des fonctions mesurables f : B — R
de puissance p-iéme intégrale, c’est-a-dire telles que [|f|Pd\ < oo, puis
son quotient LP(B) par le sous-espace des fonctions mesurables nulles p.p.
L’application

1/p
fer® -~ lflp= ([ 1P an)" e 0.0l
est alors une norme sur LP(B). Le fait que p > 1 joue ici un réle crucial.

On définit aussi I’espace vectoriel £%° des fonctions mesurables qui sont
“essentiellement bornées” :

f € L si et seulement si il existe M > 0 tel que |f| < M p.p.

et son quotient L par le sous-espace des fonctions mesurables nulles p.p.
L’application “sup essentiel” définie par

€L [[flloo = int{M > 0| |f] < M p.p.} € [0, 0]

est une norme sur L*°.

Tous ces espaces LP pour 1 < p < oo sont des espaces vectoriels normés
complets.

Comme nous le verrons dans I’appendice 10 l'espace L? a un statut
particulier : il s’agit d’un espace hilbertien (c’est le seul espace LP qui ait
cette propriété, i.e. dont la norme provienne d’un produit scalaire).
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Proposition 8.14 Inégalité de Holder.

Soient 1 < p,q < oo deux exposants conjugués, c’est-a-dire tels que
%—i—% = 1. Alors, pour toutes fonctions f € LP et g € L1, le produit
fg € L' est intégrable et on a Uinégalité

[ s9an] <171, gl

Noter que (2,2) est un couple d’exposants conjugués.
Lorsque (p,q) = (2,2), on parle plutot d’inégalité de Cauchy-Schwarz
(voir de nouveau l'appendice 10).



9. Construction de I’intégrale de Lebesgue

Dans ce dernier chapitre, nous prouvons enfin le théoréme 2.4. Il s’agit
de construire I'intégrale des fonctions mesurables positives, et de démontrer
qu’elle satisfait le théoréme de convergence monotone.

Cela va nous demander quelques efforts. Nous allons donc commencer
par expliquer comment les choses vont se passer, puis nous passerons & la
construction & proprement parler.

Ce chapitre est fondamental pour la construction et la compréhension de
I'intégrale de Lebesgue. Les étudiants qui envisagent de continuer plus tard
en mathématiques, notamment dans des M2 o il sera question de Probabi-
lités, ne pourront pas s’en passer.

Néanmoins, pour ce qui concerne 'année de LDD3, on peut considérer
qu’il est hors programme.

A Intégration via une mesure

Soit X un ensemble. C’est la donnée d’une structure d’espace mesuré
(X,T,m) sur X, c’est-a-dire d’une tribu 7 et d’une mesure m sur cette
tribu, qui permettent de définir une théorie de l'intégration sur X.

Les notions de tribu et de mesure seront introduites dans ce cadre général
au paragraphe B.

Dans l'idée de rester les plus concrets possible, nous ne construirons la
théorie de l'intégration associée que lorsque espace mesuré (X,7,m) est
la droite réelle (R, B(R), A) munie de la tribu borélienne et de la mesure de
Lebesgue (ou bien 'ensemble N des entiers naturels, muni de la tribu de
ses parties, et de la mesure de comptage). Cela dit, la construction serait la
méme, & la virgule prés, dans le cadre général.

Commengons par motiver la définition de la mesure de Lebesgue.
Lors de la construction de I'intégrale de Riemann, nous avons commencé par
définir I'intégrale de la fonction indicatrice d’un intervalle (borné), égale a
la longueur ¢ de cet intervalle (ou, plus exactement, au produit ¢ x 1). On
a ensuite prolongé l'intégrale de Riemann “par linéarité” aux fonctions en
escaliers, puis “par continuité” aux fonctions réglées.

103
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On souhaiterait savoir intégrer bien plus de fonctions que les fonctions
réglées.

Commengons par envisager les fonctions indicatrices de parties (bornées)
A C R. Sil'on sait définir la “longueur” de A, notée A\(A), on aura envie de
définir Pintégrale de sa fonction indicatrice par [ 14 = A(A4) x 1 = \(4).

Malheureusement, il n’est pas possible de définir de fagon cohérente la
“longueur” de toutes les parties de R, de telle sorte que la longueur de tout
intervalle [a, b] soit ce que l'on attend — & savoir égale a b — a. Ce résultat
négatif est di & Vitali en 1905. Pour savoir précisément ce que 'on entend
par “cohérent”, se reporter 4 la définition des mesures 9.10. Cependant, pas de
panique : pour construire une partie A C R a laquelle on ne sait pas affecter
une longueur (on dira alors qu’elle n’est pas mesurable, ou pas borélienne), il
faudra se donner beaucoup de mal — et utiliser ’axiome du choix ! Autant dire
que ce ne seront pas des exemples trés tangibles et, qu’en pratique, toutes
les parties de R que nous serons amenés a rencontrer seront mesurables.

Nous allons donc en un premier temps définir les parties boréliennes de
R, ainsi que la mesure de Lebesgue (paragraphe B) dont 'existence sera
admise.

Une fois définie la mesure de Lebesgue sur les parties mesurables (ou
boréliennes) de R, on dispose de l'intégrale de Lebesgue des fonctions indi-
catrices de parties mesurables.

On définit alors (paragraphe C) l'intégrale de Lebesgue des fonctions
étagées qui sont les combinaisons linéaires positives de fonctions indicatrices
de parties mesurables, puis I'intégrale de Lebesgue des fonctions mesurables
positives par approximation (paragraphe D).

B Mesures et tribus

Nous commencgons par introduire le vocabulaire des tribus et des mesures
dans un cadre général. Nous présentons alors ’exemple fondamental qui nous
intéressera par la suite : la droite réelle R, munie de la tribu borélienne et
de la mesure de Lebesgue.

On note P(X) 'ensemble de toutes les parties d’en ensemble X.

Définition 9.1 Tribu, parties mesurables.

Soit X un ensemble. Une tribu sur X est une famille T C P(X) de
parties de X vérifiant les axiomes suivants :

1. ’ensemble vide appartient a T : ) € T ;

2. T est stable par passage au complémentaire : st A € T alors A€ T ;

3. T est stable par union dénombrable : si A, € T pour tout n € N, alors
Upnen4n, € T.

Les parties A € T sont les parties mesurables de X (pour cette tribu).
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Remarque 9.2 Il suit que X lui-méme appartient a 7, et que T est stable
par intersection dénombrables puisque le complémentaire d’une intersection
égale la réunion des complémentaires :

neN neN

Une tribu est a fortiori stable par union et intersection finies!

Définition 9.3 Espace mesurable.
Un espace mesurable (X, T) est un ensemble X muni d’une tribu T.

Commengons par deux exemples un petit peu caricaturaux (néanmoins,
il faut savoir que I’on munira bien souvent N ou Z, ou bien un ensemble fini,
de la tribu discrete!)

Exemple 9.4 1. La tribu grossiére sur X, définie par 7 = {0, X }.

2. La tribu discréte, 7 = P(X), pour laquelle toutes les parties de X
sont mesurables.

Passons & une notion plus intéressante qui sera & la base de la construction
de la tribu borélienne, celle que nous utiliserons sur R ou sur R™.

Proposition 9.5 Tribu engendrée.
Soit F C P(X) une famille de parties de X . 1l existe une plus petite tribu
T C P(X) contenant F. C’est la tribu engendrée par F.

Preuve Considérons la famille (7;);c; de toutes les tribus de X contenant
F,ie avec F C T; C P(X). Il en existe, par exemple la tribu discréte.
Considérons alors T := N;c;T; C P(X). On vérifie que T est bien une tribu.

Par construction, 7 contient F et c’est la plus petite tribu de X ayant
cette propriété. O

Définition 9.6 Exemple fondamental : la tribu borélienne.

Soit X =R, ou bien X = R" (ou bien n’importe quel espace métrique).
La tribu borélienne sur X est la tribu engendrée par l’ensemble des ouverts
de X. On notera cette tribu B(X).

Lorsque X = R, la tribu borélienne est aussi la tribu sur R engendrée par
les intervalles ouverts.

Lorsque X = R", la tribu borélienne est aussi la tribu sur R™ engendrée
par les pavés [, ]ai; bil.

Les parties mesurables pour la tribu borélienne sont appelés boréliens.

Remarque 9.7 On voudra étre capable d’intégrer des fonctions continues.
La continuité est reliée a la notion d’ouvert. Il est donc raisonnable d’imposer
que les ouverts soient des parties mesurables. On considére donc la plus petite
tribu qui contienne tous les ouverts.
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Exemple 9.8 On travaille dans X = R muni de la tribu borélienne.

Tout intervalle de R est un borélien.

Tout fermé de R est borélien.

L’ensemble Q des rationnels est un borélien (comme réunion dénombrable
de singletons qui sont fermés) ; il n’est ni ouvert ni fermé dans R.

Revenons & un ensemble quelconque X. Comme leur nom l'indique, les
parties “mesurables” sont faites pour étre mesurées !

Notation 9.9 On désignera par le symbole U une union disjointe.

Définition 9.10 Espace mesuré, mesure.
Soit (X, T) un espace mesurable. Une mesure sur (X,T) est une appli-
cation m : T — [0, +00] vérifiant les aziomes suivants :

1. la partie vide est de mesure nulle, soit m(f)) =0

2. la mesure est o-additive : si (Ap)nen est une famille dénombrable de
parties mesurables de X qui sont deux & deux disjointes, alors

m(| | An) =" m(An).

neN neN

La donnée (X, T,m) dun espace X muni d’une tribu T et d’une mesure m
sur cette tribu est un espace mesuré.

Remarque 9.11 Si on pense que la mesure m permet de définir la longueur
(dans R), la surface (dans R?)... voire le “poids” d’une partie A C X, il est
bien naturel d’imposer les deux axiomes de cette définition. On ne se limite
pas aux unions finies (que ce soit dans la définition des tribus ou des mesures)
pour avoir par la suite de bons théorémes de convergence !

Ne pas oublier la condition que les parties soient deux a deux disjointes
dans la condition 2. Sinon, on a simplement une inégalité (voir la proposition
9.14).

La mesure d’une partie peut étre égale a +oo.

Rappelons la convention a + oo = +oo pour tout a € [0, +oo] (voir 2.1).

Définition 9.12 Une mesure sur X est finie lorsque m(X) € [0, +o0|.
C’est une mesure de probabilités lorsque m(X) = 1.

Exemple 9.13 Soit X un ensemble muni de la tribu discréte. On peut pen-
ser que X = N ou bien X = R.

e La mesure de comptage associe & toute partie A de X son cardinal
(donc 400 lorsque la partie est infinie).

e Supposons maintenant pour simplifier que X = N, et donnons-nous une
application p : N — [0, +00]. L’application définie pour toute partie A C N

par
m(A) = pn

neA
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définit une mesure sur N muni de la tribu discréte. C’est une mesure finie si
et seulement si la série de terme général (p,)nen est convergente. Lorsque la
suite (pn)nen est constante égale a 1, on retrouve la mesure de comptage.

Proposition 9.14 1. Une mesure est finiment additive : si Aq,...,Ag
sont des parties mesurables deux & deux disjointes, on a m(uleAi) =
k

i1 (Ai).

2. Une mesure est croissante : si A, B sont mesurables avec A C B, on
aura m(A) < m(B).

3. Pour deux parties mesurables A et B quelconques, on a l’égalité
m(AU B) +m(AN B) =m(A) +m(B).

4. Une mesure est sous-additive : pour une suite quelconque de parties
mesurables, on a l'inégalité

m(J Ap) <) m(4y).

keN keN

Preuve 1. Compléter la famille (A;);en+ en posant A; = () lorsque ¢ > k+1,
et utiliser la o-additivité de m.

2. Ecrire B = AU (B\ A) (union disjointe) et utiliser 'additivité de la
mesure.

3. On décompose en unions disjointes A = (ANB)UA’ et B = (ANB)UB’.
On aalors AUB=(ANB)UA UB', dot m(AUB) =m(A") + m(B’) +
m(AN B), et I'égalité annoncée en ajoutant m(A N B) aux deux membres.

4. On pose By = Ay et, pour tout k € N*, By, = Ap \ (Uf;olAZ—) de sorte
que les (By) sont des parties mesurables de X deux a deux disjointes vérifiant
By, C Ay et | Upeny Br = Ugen Ak- On conclut avec la croissance de la mesure
et la g-additivité. O

Remarque 9.15 Attention & ne pas écrire en général m(AU B) = m(A) +
m(B) —m(AN B), qui n’a pas de sens dans le cas ot AN B est de mesure
infinie (0o — 0o est indéterminé!).

On passe maintenant & un résultat élémentaire, mais fondamental, puis-
qu’il contient en germe les théorémes de convergence monotone 9.35 et de
convergence dominée 4.25.

Théoréme 9.16 On travaille dans un espace mesuré (X, T,m).

1. Petit théoréme de convergence monotone.
Soit (Ag)ren une suite croissante de parties mesurables, c’est-a-dire avec
Ay C Agy1 pour tout k € N. Alors

m(keUN Ax) = supm(Ay) = lim m(4y).
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2. Petit théoréme de convergence dominée.

Soit (Ak)ken une suite décroissante de parties mesurables, c’est-a-dire
avec Axyr1 C Ay pour tout k € N. Si de plus toutes ces parties sont de
mesure finie, c’est-a-dire st m(Ap) < oo, alors on a

m(krGlI Ap) = érelgm(Ak) = nlg]go m(Ag) .

Remarque 9.17 e Dans 1., la suite (Ag) est croissante donc la suite (m(Ay))
des mesures est croissante et converge vers sup m(Ag) € [0, +o0].

On retrouve bien 9.16.1 comme cas particulier du théoréme de conver-
gence monotone, que 'on 'applique & la suite croissante de fonctions mesu-
rables positives f := 14, qui converge simplement vers la fonction indica-
trice f := 1, 4, de la réunion des Ay.

e Dans 2., la suite (Ay) est décroissante donc la suite (m(Ag)) des mesures
est décroissante et converge vers inf m(Ay) € [0, 0ol

On retrouve bien 9.16.2 comme cas particulier du théoréme de conver-
gence dominée, que l'on 'applique & la suite décroissante de fonctions me-
surables positives fi, := 14, qui converge simplement vers la fonction indi-
catrice f := 1, 4, de l'intersection des Aj, en remarquant que toutes les
fonctions fj, sont dominées par fy, qui est intégrable par hypothése puisque
m(Ap) < .

e Cela dit, nous n’avons pas le droit d’utiliser les théorémes de conver-
gence monotone et de convergence dominée pour démontrer 9.16 : ces théo-
rémes n’ont pas encore été démontrés, et 'intégrale de Lebesgue n’a méme
pas encore été construite !

e L’hypothése m(A4p) < oo est indispensable dans le 2. de la proposition
précédente. En efffet, travaillons dans X = N muni de la tribu discréte et de
la mesure de comptage. Soit Ay = {n € N|n > k}. On a m(Ay) = oo pour
tout k € N et pourtant NAj = () est de mesure nulle.

Preuve du théoréme 9.16

1. On pose By = Ag puis By, = A\ Ax—1 lorsque k > 1. Par construction,
les parties (Bj) sont mesurables, deux a deux disjointes et 'on a Ay = I_IfZOBZ-
(ke N) et U2 Ay = LR By

On a donc m(Ag) = Z?:o m(B;) (k € N). Puis, par o-additivité de m :

00 0o 00 k
m(|J Ax) =m(| | Bk) =D _m(B;) = lim > m(B;) = lim m(Ay).
k=0 k=0 1=0

k—o0 4 o k—o0
1=0

2. Dans la preuve qui suit, on peut penser que ’espace ambiant est non plus
X, mais la partie Ay qui est de mesure finie. Faire des dessins.
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On introduit la famille de parties mesurables définie par By = Ag et
By, = Ap \ Ag pour k > 1. On a donc, pour k > 1, m(Ag) = m(Ax) +m(By).
La famille (Bj) est maintenant croissante, avec UgenBr = Ap \ (NkenAk).
On a donc m(A4p) = m(NkenAk) + m(UgenBy) tandis que, d’apres 1. :

m(UrenBg) = supm(By) = 2g§(m(Ao) —m(Ag)) = m(Ao) — inf m(Ay) .

Le résultat s’en déduit. O

On introduit maintenant la mesure qui nous intéressera au premier chef.

Théoréme 9.18 La mesure de Lebesgue sur R.
1l existe une unique mesure A sur R muni de la tribu borélienne et qui
vérifie, pour tout intervalle ouvert :

AJa, b)) =b—a.

Il s’agit d’'un théoréme délicat & démontrer, tant pour ’existence que pour
I'unicité, et nous 'admettrons.

Exercice 9.19 Montrer qu’on a également A([a,b]) = A(Ja,b]) = A([a,b]) =b—a
pour tous réels a < b.

Exercice 9.20 1. Montrer que la mesure de Lebesgue est invariante par
translations : si A C R est un borélien et ¢t € R, on a M(A +t) = A\(A).

On pourra fixer t € R, et montrer que ’application
my: A € B(R) — AMA+1t) €0, +00]

est une mesure sur la tribu borélienne de R qui vérifie m((Ja,b[) = b —a
pour tous a < b.

2. Montrer de méme 1’égalité A\(—A) = A(A) pour tout borélien A C R, o
I'on note —A = {—ala € A}.

3. Soit s € R. Montrer également que A(sA) = |s| A\(A) pour tout borélien
ACRousA={sal|a€ A}

Remarque 9.21 Nous disposons donc maintenant de la mesure de Lebesgue
sur (R, B(R)). On peut se demander si on ne s’est pas compliqué la vie pour
rien : pourquoi avoir introduit la notion de tribu, et en particulier pourquoi
se limiter & la tribu borélienne pour définir la mesure de Lebesgue ?

Reformulons la question plus précisément : est-il possible de définir une
“mesure de Lebesgue” sur la tribu P(R) de toutes les parties de R? Par
mesure de Lebesgue, on entend une mesure m : P(R) — [0, +o0] définie sur
la tribu de toutes les parties de R, et qui vérifierait m([a,b]) = b — a pour
tout segment.
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Vous vous en doutez, la réponse est non. C’est la difficulté qu’on évoquait
dans le paragraphe introductif 9.A lorsqu’on disait qu’il n’est pas possible
de définir de fagon cohérente la “longueur” de toute partie de R.

La production d’un contre-exemple n’est pas trés difficile, mais nécessite
I’utilisation de ’axiome du choix. Un contre-exemple a été donné par Vitali
en 1905. Il a exhibé une partie V C [0, 1] qui vérifie les inclusions

p1c |J Vv+rcl-1,2, (9.1)
reQ
—1<r<1

I’union étant disjointe. Si on savait définir la mesure de V), celle-ci devrait
étre strictement positive (inclusion de gauche) et nulle (inclusion de droite).

On peut prendre pour V un ensemble de représentants des classes de R modulo Q.

C Fonctions mesurables,
intégrale des fonctions étagées

Dans un souci de simplification, nous nous restreignons désormais &
(R, B(R)) muni de sa tribu boré¢lienne. Cependant tout ce qui suit peut étre
transposé mot par mot au cadre général d’un espace mesurable quelconque
(X,T), par exemple (R™, B(R™)) comme au chapitre 5.

Dans la suite, lorsqu’on parlera de parties mesurables de R, il s’agira de
parties mesurables pour la tribu borélienne, c’est-a-dire de boréliens.

Proposition-Définition 9.22 Fonctions mesurables.
Une fonction f : (R,B(R)) — R est dite mesurable, ou encore borélienne,
st l'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
1. Uimage réciproque par f de tout intervalle de R est mesurable ;
2. limage réciproque par f de tout intervalle ouvert de R est mesurable ;
3. limage réciproque par f de tout ouvert de R est mesurable ;

4. Uimage réciproque par f de tout borélien de R est mesurable.

Preuve 1 =2 Est immédiat.

2 = 3 Rappelons qu’un ouvert U C R est réunion finie ou dénombrable
d’intervalles ouverts (disjoints), soit U = Ugenlp. On a donc f~HU) =
Ugenf 1 (I}) mesurable comme union finie ou dénombrable de parties mesu-
rables.

3 = 4 On considére ’ensemble des parties de R dont 'image réciproque
par f est mesurable, soit

T={BCR|f(B)eBR)}.
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On vérifie facilement que 7T est une tribu. Par hypothése, T contient les
ouverts. Donc T contient la tribu engendrée par les ouverts, c’est-a-dire
contient B(R), ce qu’on voulait.

4 = 1 Tout intervalle de R est borélien (exemple 9.8). O

Exemple 9.23 ¢ Une fonction continue f : R — R est mesurable.

e Une fonction en escalier f : [a,b] — R, prolongée par 0 hors de l'inter-
valle [a, b], est mesurable.

e Une fonction monotone est mesurable.

e Soit A C R une partie de R. La fonction indicatrice 1 4 est une fonction
mesurable si et seulement si A € B(R), c’est-a-dire si A est mesurable.

Comme on ’a dit plus haut, nous ne nous préoccuperons en pratique pas
des questions de mesurabilité. En effet, il est tellement cofiteux de produire
une fonction non mesurable qu’on est assurés de ne pas en rencontrer une
par hasard ! On se permettra donc d’admettre notamment le résultat suivant
(méme s’il n’est pas difficile).

Lemme 9.24 Stabilité de la mesurabilité.

Rappelons que ’espace R est implicitement muni de sa tribu borélienne.

1. 5t f,g : R — R sont deux fonctions mesurables, leur somme f + g :
R — R et leur produit fg: R — R sont mesurables.

On a également max(f,g) et min(f,g) mesurables.

Si f: R — R* mesurable ne s’annule pas, son inverse 1/f : R — R* est
mesurable.

2. Soit fr, : R = R une suite de fonctions mesurables. On suppose que
la suite (f,) converge simplement vers une fonction f : R — R. Alors f est
mesurable.

On a vu qu’il peut étre utile de savoir intégrer des fonctions & valeurs com-
plexes, notamment lorsqu’on parle de séries de Fourier (voir le chapitre 11).

Proposition-Définition 9.25 Fonctions complexes mesurables.

Une fonction f = u+1iv : R — C est mesurable si et seulement si ses
parties réelles u = Re (f) : R = R et imaginaire v = Im (f) : R — R sont
mesurables.

Si f,g : R — C sont mesurables, les fonctions f + g, fg et |f| sont
mesurables.

St f: R — C est mesurable, il existe une fonction mesurable h : R — C,
telle que |h(z)| = 1 pour tout x € R, et telle que f = h|f].

Preuve Pour la derniére assertion, on procéde comme suit. Puisque f est
mesurable, 'ensemble A = {z € R | f(z) = 0} est mesurable. Il suffit de
poser h(z) =1siz € Aet h(x) = f(z)/|f(z)| sinon. O
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On est parfois amenés & manipuler des fonctions a valeurs dans [0, +00]
ou [—o0,+00] (qui apparaissent notamment comme limites de suites non
bornées de fonctions & valeurs réelles, voir le paragraphe D par exemple).

Définition 9.26 Demi-droite achevée.

La demi-droite achevée est [0, +00], muni de la relation d’ordre qui pro-
longe celle de [0, 00 et telle que © < +00 pour tout x € [0, c0].

Ses intervalles ouverts sont les intervalles ouverts de |0,00[ ainsi que
[0,4+00], |x,00] et [0,z] pour x € R. On définit de méme les intervalles
fermés, et les intervalles quelconques de [0, +00].

Une suite (z,) de [0,+00] converge vers z € [0,+00] lorsque, pour tout
intervalle ouvert I C [0,+00] contenant z, on a x, € I lorsque n est assez
grand.

Une fonction f : (R, B(R)) — [0, +00] est mesurable si l’image réciproque
par [ de tout intervalle (ou bien de tout intervalle ouvert) de [0,+0o0] est
mesurable.

On a bien sar des définitions (et des résultats) semblables dans [—oo, +00].

Propriété 9.27 Une partie non vide de [0,400] admet une borne supé—
rieure et une borne inférieure qui sont respectivement son plus petit majorant
et son plus grand minorant (dans [0, 4+00]).

Le lemme 9.24 se généralise comme suit.

Lemme 9.28 Stabilité de la mesurabilité (bis).
1. Si f,g: R — [0,400] sont deux fonctions mesurables, on a également
max(f,g) : R — [0, +00] et min(f,g) : R — [0, +00] mesurables.

2. Soit fr, : R — [0, +00] une suite de fonctions mesurables. On suppose
que la suite (f,) converge simplement vers une fonction f : R — [0,400].
Alors f est mesurable.

3. Soit f,, : R — R une suite de fonctions mesurables. Alors sup fr, : R —
]—00, +00] C [—00, +00] est mesurable.

Exemple 9.29 Soit, pour n € N la fonction f,, : R — R définie par f,(z) =
0six <0et fo(z) = 2™ si @ > 0. Ces fonctions sont continues donc
mesurables.

La fonction f := limp 400 frn : R — [0, +00] est définie par f(z) = 0 si
x <1, f(1)=1et f(x) = 400 lorsque = > 1. Elle est mesurable.
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D Intégrale des fonctions positives

On commence par définir 'intégrale, pour la mesure de Lebesgue A, d’une
fonction étagée sur (R, B(R)). Les fonctions étagées sont aux parties mesu-
rables ce que les fonctions en escalier positives sont aux intervalles.

On définira ensuite l'intégrale des fonctions mesurables positives.

Définition 9.30 Fonction étagée.

Une fonction positive f : R — [0, +00| est étagée si elle est mesurable et
si elle prend un nombre fini de valeurs.

Dans ce cas, si cy,--- ,cp sont les valeurs distinctes prises par f, on a
I’égalité f = Zle cila, ot les A; == f~1(c;) sont mesurables.

Rappelons que A désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Définition 9.31 Intégrale de Lebesgue d’une fonction étagée.

Soit f : R — [0,00] une fonction étagée, et c1,--- ,cp € [0,+00] les
valeurs distinctes prises par [ de sorte que [ = Zle cila, ou A; = f~1(c;).
On définit alors (avec la convention 2.1) l'intégrale de Lebesque de f comme

k
[ rin=3" e e 0.+,
i=1

On peut, dans 'écriture de f ou le calcul de son intégrale, se permettre
d’omettre la valeur nulle lorsqu’elle est prise par f.

Proposition 9.32 Soient dy,--- ,dy des réels positifs ou nuls, et By,--- , By
des parties mesurables de R. La fonction 25:1 djlp; est étagée el son inté-
grale vaut

l 0
/ > dilp dh=) d;j\B;).
Ry j=1

Preuve La petite nuance par rapport a la définition 9.31 vient de ce que
Iécriture f = Z;Zl djlp; n’est pas forcément I'écriture “canonique” f =
2?21 cila, —avec A; := f1(¢;) — qui intervient dans cette définition. (On
rencontre une difficulté semblable lors de la définition de l'intégrale d’une
fonction en escalier).

Premier cas : Les ensembles (Bj) sont deux a deux disjoints. Dans ce cas
les réels d; sont les valeurs prises par f (mais les d; ne sont plus forcément

distincts) et on a donc pour tout i =1,--- | k
A= || B;.
1<j<t

dj=c;



114 D.H. M310

Ainsi on obtient par additivité de la mesure :

k

k
/Rfd/\ Y enA) =Y e (Y AB)
=1

i=1  1<j<¢

dj=c;
k ‘
=Y () dABy)) =D di\B)).
i=1 1<5<e J=1
dj=c;

Second cas : Les ensembles (Bj) sont quelconques. Pour simplifier I’écriture,
on se contente d’écrire la preuve lorsque f = dilp, + da2lp,, le cas général
étant similaire.

On décompose By = BjU(B1NB3) et By = B4LI(B1NBy), et 'on obtient
la décomposition canonique de f, soit f = dilp +dolp + (di+d2)lp,nB,-
Il vient alors par définition de l'intégrale de f, puis en regroupant :

/Rfd/\ = diA(BY}) + doA(Bb) + (di + da) A(By N By)

= dy (\(B}) + AM(B1 N By)) + d2(A(BS) + A\(B1 N By))
= dl)\(Bl) + dz)\(Bg) . Od

Corollaire 9.33 Propriétés de l’intégrale des fonctions étagées.

1. L’intégrale des fonctions étagées est croissante : si f < g sont deux
fonctions étagées, on a fR fdx < ngd/\.

2. L’intégrale des fonctions étagées est “positivement linéaire” : si f,q :
R — [0, 4+00] sont étagées et si o, f > 0 sont deux réels positifs, on a

/R(Oéf+59)d/\—a/Rfd)\+6/Rgd)\.

Preuve C’est une conséquence de la proposition 9.32. Pour pouvoir 1'uti-
liser, on commence par écrire simultanément les fonctions étagées f et g
comme combinaisons linéaires d’une méme famille de fonctions indicatrices.

On écrit les fonctions étagées f et g sous forme normalisée (voir la défi-
nition 9.30) f = Zle a;la, et g = Eﬁ:l bilp,, ou les (a;) sont les valeurs
distinctes (éventuellement nulles) prises par f et les (b;) sont les valeurs
distinctes (éventuellement nulles) prises par g, de sorte que les 4; := {x €
R| f(z) = a;} sont des parties mesurables qui constituent une partition de
R, de méme pour les B;.

Les parties (A; N Bj)i<i<k,1<j<¢ sont donc deux a deux disjointes (peut-
étre vides pour certaines d’entre elles), et leur réunion est R. Sur 4; N B;, f
et g sont toutes deux constantes, respectivement égales a a; et b;, de sorte
que

f=Y ailans, g= Y bilans,. (9.2)

1<i<k 1<i<k
1<5<4 1<5<8
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1. Supposons f < g. Si A; N Bj est non vide, la condition f < g impose
que a; < b;. Il suit de (9.2) que

/fdA: Y aiMAinB)< > bjA(AmBj):/gdA.
R

1<i<k 1<i<k R
1<5<1 1<5<1

2. Pour deux réels positifs o, > 0 on a d’aprés (9.2)

af +Bg= > (aa;+ Bb;) Lans,
1<i<k
1<5<¢

donc, par 9.32 et en regroupant les termes :

A;af+ﬁgﬁﬂzza<§: aMAinB)) +5( X bAAiN B))

1<i<k 1<i<k

1<5<t 1<5<e
:a/fd)\+ﬁ/gd/\. O

R R

Passons a l'intégrale d’une fonction mesurable & valeurs positives (ou a
valeurs dans [0, +00]).

Définition 9.34 Intégrale d’une fonction mesurable positive.

Soit f: R — [0, +00] une fonction mesurable positive.
On définit l'intégrale de f au sens de Lebesgue par

/fd)\::sup{/hd)dozlh:R% [0, +00] est étagée telle que 0 < h < f}
R R

€ [0,400] .

Il suit immédiatement de la définition que I'intégrale des fonctions mesurables
positives est croissante : en effet, si f < g, toute fonction h < f vérifie
également h < g. Cette propriété sera néanmoins rappelée en 9.37. Nous
I'utiliserons ci-dessous dans la preuve du théoréme de convergence monotone.

Théoréme 9.35 Théoréme de convergence monotone (Beppo Levi).
Soit fn, : R — [0, +00] une suite croissante de fonctions mesurables posi-

tives : fn < fne1 pour tout n € N.

On définit f = limyyo0 fn = SUP,_y 00 fn- Alors f: R — [0,+00] est

mesurable positive et

/fd)\: lim /fnd)\.
R n—-+o0o R
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Il s’agit d’une inversion de limite et d’intégrale. La conclusion du théoréme
est en effet que (sous les hypothéses ci-dessus)

Preuve Puisque la suite (fy,) est croissante, la monotonie de lintégrale
des fonctions mesurables positives (proposition 9.37) assure que la suite des
intégrales (I, := flR frndN)pen est croissante et majorée par J := fRfd)\,
donc converge vers un réel (étendu) I := sup [,, € [0, J] C [0, +0o0].

Pour obtenir le théoréme, il nous reste a montrer l'inégalité J < I. Il
va falloir revenir & la définition de l'intégrale de f via les fonctions étagées
(définition 9.34).

Soit donc h = Ele ¢i 14, une fonction étagée telle que h < f. On va
montrer I'inégalité [, hdA < I. En revenant a la définition de J := [ fdA,
c’est-a-dire en passant au sup sur les fonctions étagées h majorées par f, on
obtiendra que J < I. Ceci terminera la démonstration.

Notre fonction étagée h vérifie h < f. On veut se donner un peu de

marge . On choisit donc une constante 0 < ¢ < 1, de sorte que ch(z) < f(z)
lorsque f(x) # 0. On introduit alors, pour chaque entier n € N :

B,={xeR|ch(z) < fulx)}.
C’est une suite croissante B,, C By de parties mesurables de R. Et 'on a
R = UpenB;, (d’on l'intérét de la constante ¢ < 11)

Chacune des fonctions hlpg, = Zle cila,np, est étagée, d’intégrale
Jghlp, d\ = Zle ¢iAN(A; N By). Pour i = 1,--- |k, la suite de parties
(A; N Bp)nen est croissante et Upen(A; N By) = A; N (UpenBn) = A;. Le
petit théoréme de convergence monotone 9.16 assure donc la convergence
Jg hlp, dX — [p hdX lorsque n — oc.

L’intégrale des fonctions étagées est positivement homogéne et croissante.
On obtient donc que, pour tout n € N :

c/h]and)\:/ch]and)\g/fn]lgndkg/fndkzlngl.
R R R R

En faisant tendre n vers oo, il vient donc

c / hdix <1I.
R
Ceci étant vrai pour tout ¢ < 1, il vient finalement que fR hd\ < I. Comme
expliqué plus haut, ceci termine la démonstration. O

Avant de passer aux propriétés de 'intégrale des fonctions mesurables
positives, observons que toute fonction de ce type peut s’obtenir comme
limite croissante d’une suite de fonctions étagées. On peut méme rendre
cette construction explicite.
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Lemme 9.36 Fonction mesurable positive comme limite croissante de
fonctions étagées.

Soit f : R — [0, +00] une fonction mesurable positive. La suite (f,) de
fonctions étagées définies par

fa(z) =2" si f(x) > 2" et fn(x):%si%éf(x)<p2in1§2n_
converge en croissant vers f.
Preuve Immédiate. O

Proposition 9.37 Propriétés de ’intégrale des fonctions positives.

1. L’intégrale des fonctions mesurables positives est croissante :
si f,g: R — [0,400] sont deuz fonctions mesurables positives telles
que f < g, alors fRfd)\ < ngd)\,

2. L’intégrale des fonctions mesurables positives est positivement linéaire.

3. Lorsque f est étagée, on retrouve l'intégrale définie précédemment.
Preuve 1. 5Si f < g, toute fonction étagée telle que h < f vérifie a fortiori
h<g.

2. Soient f, g deux fonctions mesurables positives. On les approche res-
pectivement par deux suites croissantes (fy,) et (g,) de fonctions étagées, par
exemple en utilisant le lemme 9.36.

Soient «, 8 > 0 deux réels. La suite de fonctions étagées (af, + Bgn)
converge en croissant vers a.f + 3¢. Le théoréme de convergence monotone et
la proposition 9.33 (I'intégrale des fonctions étagées est positivement linéaire)
donnent alors le résultat voulu puisque :

s+ 59 ix=tm_[(af,+ 5g.)dx

:JL%(a/fndA+6/gndA> :a/fd)\—i—ﬁ/gd/\.

3. Pour h étagée avec h < f, on a en effet fR hdi < f]R fdX\ avec égalité
si I’on choisit h = f. O

Exercice 9.38 Invariance de l’intégrale : symétrie, translation, homo-

thétie. Soit f : R — [0, 4+00] une fonction mesurable positive. Montrer, pour z € R
et s € R*, les égalités

[ 10 ax®) = [ 10 ax

R R

[y ixe = [ fa+0 axo
R R

[ @y ixe =15l [ 0 axe.
R R

On commencera par traiter le cas des fonctions étagées en utilisant ’exercice 9.20.
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E Séries et intégrales

Dans cette section, nous évoquons rapidement le lien entre la théorie
des séries numeériques, et la théorie de I'intégration.

Nous nous intéressons a la théorie de 'intégration sur ’ensemble X = N
des entiers naturels, muni de la tribu P(N) de toutes ses parties et de
la mesure de comptage p : P(N) — [0, +oc] définie pour toute partie
A C N par p(A) = card (A).

Une fonction u : N — [0, +00] n’est autre qu’une suite (uy,)nen & valeurs dans
[0, +00]. Puisque la tribu considérée sur N est la tribu de toutes ses parties, toute
fonction u : N — [0, +00] (ou u : N — R) est mesurable.

La démarche suivie dans le paragraphe D dans le cadre de la mesure de Lebesgue
sur R nous permet de définir I'intégrale pour la mesure de comptage p des fonctions
étagées u : N — [0, +00] (c’est-a-dire des fonctions v : N — [0, +-00] qui prennent un
nombre fini de valeurs), puis de passer a l'intégrale fN udp € [0, +00] d’une fonction
positive u : N — [0, +00].

Lemme 9.39 Soit u: N — [0, +00] une fonction étagée. Alors

/Nudu = Z u(n) . (9.3)

neN

Preuve Soient aj,---,a; € [0,400] les valeurs distinctes prises par u, et A; =
{n € N|u(n) =a;} pour 1 < j <k. On a, par construction,

k k
/Nudu = Zaj u(A4;) = Zaj card(4;).
j=1 j=1

Lorsque u prend une infinité de fois une valeur non nulle, les deux membres de
légalité (9.3) valent +oo.

Si la fonction w est nulle sauf en un nombre fini d’entiers n € N, la somme
> nen u(n) est une somme portant sur un nombre fini de termes, et on a bien
légalite (9.3). O

Corollaire 9.40 Soit u : N — [0, +00] une fonction positive. Alors

/Nudu = Z u(n) . (9.4)

neN

Preuve On introduit, pour chaque entier p € N, la fonction tronquée v, : N —
[0, +00] définie par v, (n) = u(n) lorsque n < p et v,(n) = 0 sinon. Par construction,
chaque fonction v, : N — [0, +-00] est étagée, et la suite (v,) converge en croissant
vers u. Le résultat annoncé découle donc du théoréme de convergence monotone,
et de I'égalité 9.3 appliquée a chaque fonction vy,. O

On obtient alors, en revenant & la définition d’une fonction intégrable, et de
I’intégrale d’une telle fonction, le corollaire suivant.
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Corollaire 9.41 Soit u : N — R une fonction. Alors u est intégrable pour la
mesure de comptage si et seulement si la série de terme général (u,) est sommable
(ou absolument convergente), c’est-a-dire si et seulement si », _n|un| < 00. Dans
ce cas, on a l’égalité

neN

/Nud,u = Z u(n) . (9.5)

neN

Maintenant que nous avons défini l'intégrale de Lebesgue sur (N, P(N), ),
voyons comment s’expriment les grands théorémes de la théorie de I'intégration
dans ce contexte.

e Dans le chapitre 5, on a énoncé les théoréme de Fubini dans R? = R x R. Les
résultats correspondants dans N x R, ou bien dans N x N, sont également vrais.
Enongons 'un d’entre eux.

Proposition 9.42 Fubini-Tonelli dans N x R.
Soit u : N xR — [0, +00] (mesurable) positive. On note u,(t) = u(n,t) pour
n €N ett € R. On a alors l’égalité

/N ( /R tn () dA(t)) du(n) = /R ( /N Un () du(n)> (1) . (9.6)

En d’autres termes, on a

Z(/Run(t) dA(t)) =/R(Z un(t) ) dA(). 9.7)

neN

L’égalité (9.7) n’est autre que le corollaire 2.14 sur I'intégrale des séries de fonctions
positives ! On laisse au lecteur le soin d’énoncer, et d’interpréter en termes de séries
de fonctions (resp. de séries doubles), le théoréme de Fubini dans N x R, ainsi que
les deux théorémes de Fubini dans N x N.

e De méme, les théorémes de continuité et de dérivabilité “sous le signe f ”
que l'on avait énoncés dans R, ont des analogues sur N qui s’interprétent en des
théorémes de continuité et de dérivabilité “sous le signe > ”.



10. Appendice : Espaces de Hilbert

Vous étes familiers avec les espaces vectoriels euclidiens de dimension
finie. En dimension 2, c’est votre feuille de papier; en dimension 3, c’est
I’espace dans lequel nous nous déplacons ; et 'intuition s’étend aisément & la
dimension n.

En dimension quelconque, les espaces de Hilbert généralisent ces espaces
euclidiens de dimension finie. Ils constituent les espaces vectoriels normés
de dimension infinie les plus simples a appréhender car leur géométrie est
calquée sur celle de R™ euclidien.

La notion d’espace de Hilbert est fondamentale pour qui veut faire un
tant soit peu d’Analyse. En effet, de nombreux espaces fonctionnels sont
naturellement munis d’une structure d’espace de Hilbert et les propriétés
géométriques “abstraites” des espaces de Hilbert, lues dans les espaces fonc-
tionnels hilbertiens ad hoc, se traduisent en de profonds théorémes d’Analyse.

Nous nous intéresserons ici aux espaces L? (fonctions de carré intégrable),
I’objectif étant de mener & bien ’étude hilbertienne des séries de Fourier.

Pour ceux qui continueront a faire des Probabilités, mentionnons que
le théoréme de la projection 10.26 permet de définir la notion d’espérance
conditionnelle relative & une sous-tribu.

Les espaces de Sobolev (penser que ce sont “des fonctions L? & dérivées
L?"), qui interviennent dans I’étude des Equations aux Dérivées Partielles,
constituent d’autres exemples d’espaces de Hilbert.

A L’espace R" euclidien

Dans ce paragraphe, on reste en dimension finie, et on rappelle ce qu’est
R™ euclidien. Commencons par rappeler la définition générale d’une norme.

Définition 10.1 Norme sur un espace vectoriel réel ou complexe.

Soit E un espace vectoriel sur R (ou bien sur C). Une norme sur E est

une application || || : E — [0, 00[ qui vérifie les propriétés suivantes :
séparation : ||z|| =0 si et seulement si x =0
homogénéité : on a |[tx|| = |t|||z| pour tout scalaire t € R (out € C)

et tout vecteur x € E ;
inégalité triangulaire : ||z + y|| < ||lz|| + [ly[| pour tous z,y € E.

120
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Un exemple fondamental est la norme associée a la structure euclidienne
canonique de R”.

Définition 10.2 Structure euclidienne canonique de R™.

On définit une norme || || sur R™ en posant, pour tout x = (x1,--+ ,xp) €
R™, [lzf = (3G, «)1/2.

Cette norme est euclidienne, au sens ou elle provient du produit scalaire
(bilinéaire, symétrique et défini positif) défini par

n
(z,y) € R" X R" = (x,y) := ijyj eR.
j=1
On a en effet ||z = (x,2)"/? pour tout x € R™.

B Espaces hermitiens, espaces de Hilbert

Notre objectif est de parler de séries de Fourier. Pour ce faire, il est bien
plus agréable de travailler avec des fonctions & valeurs complexes. Nous géné-
ralisons donc & des espaces vectoriels complexes, et de dimension quelconque,
la notion de structure euclidienne dont nous avions muni R" au paragraphe
précédent.

Revenons d’abord sur l'exemple de la dimension 1 pour mieux com-
prendre le passage des espaces vectoriels réels aux espaces vectoriels com-
plexes.

— La norme canonique sur R, espace vectoriel réel de dimension 1, est

définie par © € R — |z| = (22)1/2 € [0, 00].
— La norme canonique sur C, espace vectoriel complexe de dimension
1, est définie par z € C — |z| = (22)"/2 € [0, 00].
Passons maintenant & la dimension quelconque, d’abord sur C puisque c’est
ce qui nous intéressera dans les applications.

Définition 10.3 Produit scalaire hermitien.
Soit E un espace vectoriel sur C. Un produit scalaire hermitien sur E est une
application (x,y) € E x E — (z,y) € C qui vérifie les propriétés suivantes :
1. linéaire a gauche :
pour tout yo € E, Uapplication x € E — (x,y0) € C est C-linéaire ;

2. anti-linéaire a droite :
pour tout xog € E, Uapplication y € E — (x9,y) € C est anti-linéaire,
c’est-a-dire que pour t1,to € C et y1,y2 € E, on a

(xo, tiy1 + tay2) = t1(xo, Y1) + t2(z0, y2)

ou t désigne bien sir le complexe conjugqué de t ;
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3. symétrie hermitienne : on a (x,y) = (y,x) pour tous z,y € E;
4. défini positive : on a (z,z) > 0 pour tout x € E avec égalité (x,x) =0
st et seulement si x = 0.

Remarque 10.4 Lorsque les conditions (1) et (3) sont satisfaites, la condi-
tion (2) s’en déduit.
Exemple 10.5 Structure hermitienne canonique de C".

L’expression

(z,w) € C" x C" — (z,y) := szUTjE C
j=1

définit un produit scalaire hermitien sur C™.

Dans un espace vectoriel réel F, on introduit de méme la notion de produit
scalaire euclidien. Il suffit, dans la définition 10.3, d’oublier les conjugaisons
(qui ne servent d’ailleurs plus a rien!). On a donc la définition suivante.

Définition 10.6 Produit scalaire euclidien.

Soit E un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire euclidien sur E
est une application (x,y) € E x E +— (z,y) € R qui vérifie les propriétés
sutvantes :

1. linéaire a gauche et a droite (on dit aussi bilinéaire) :

pour tout yo € E, lapplication v € E — (x,y9) € R est linéaire,
pour tout xog € E, lapplication y € E — (x9,y) € R est linéaire ;

2. symétrie : on a (x,y) = (y,x) pour tous z,y € E;

3. défini positive : on a (x,z) > 0 pour tout x € E avec égalité (x,z) =0

si et seulement si x = 0.

Exemple 10.7 On a déja introduit en 10.2 le produit scalaire euclidien
canonique de R™ défini pour x = (21, -+ ,zp) E R et y = (y1,- - ,yn) € R”
par (z,y) =3 71 ;-

Proposition 10.8 Norme associée & un produit scalaire.

Lorsque [’espace vectoriel réel ou complexe E est muni d’un produit sca-
laire euclidien ou hermitien, on définit une norme sur E en posant
1/2
2]l = (,2)'/2.
Inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tous vecteurs x,y € E on a l’inégalité

(@, )] < ll=]l llyll-

Identité de Pythagore : pour deux vecteurs x,y € E orthogonauz, c’est-a-
dire dont le produit scalaire (x,y) = 0 est nul, on a

lz + yl* = lll® + lyll*
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Les propriétés ne seront pas démontrées dans ’ordre ou elles sont énon-
cées. En particulier, I'inégalité triangulaire sera conséquence de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz !

Preuve Pour simplifier, nous écrivons la preuve pour un R-espace vectoriel
et laissons au lecteur le soin de la ré-écrire dans le cas d’un espace vectoriel
complexe.

e On commence par montrer que || || est homogéne et séparante.
Puisque le produit scalaire est défini positif, || || est bien défini et ||z|| s’annule
si et seulement si x = 0. L’homogénéité suit de la bilinéarité du produit
scalaire. On a en effet pour tousz € Eett € R :

el = ({t ) = (& . 2) " = |t o]
e On a, pour tous x,y € F, I'identité
Iz +ylI* = llz]* + 26z, y) + [ly]I*. (10.1)
En effet, par bilinéarité et symétrie du produit scalaire, on a bien
lz+yl?* = (z+y, z+y) = (x, 2)+(z, y)+y, 2)+(y, y) = 2l +2(z, y)+yl* -

e Identité de Pythagore.
Une premiére conséquence de l'identité (10.1), lorsqu’on la particularise & un
couple z,y de vecteurs orthogonaux, est 'identité de Pythagore.
e Inégalité de Cauchy Schwarz.
Observons d’abord que I'inégalité de Cauchy Schwarz est triviale pour x = 0.
Supposons maintenant que x # 0. En rajoutant un paramétre réel ¢, on
constate avec (10.1) que la fonction polynomiale, de degré 2,

P:teR — [tz +y|®> = 2| z|® + 2t (z,y) + ly]® € R

ne prend que des valeurs positives ou nulles. Le polynéme P est de degré 2
et ne change pas de signe, donc son discriminant (réduit)

A= (z,y)® — |zl yl* <0

est négatif ou nul : nous avons démontré I'inégalité de Cauchy-Schwarz !

Inégalité triangulaire. 1’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors, pour
tous vecteurs x,y € F, 'inégalité triangulaire puisque :

lz +yl1* =l + 2z, ») + Iy < =+ 202l Tyl + lyl* = Ul + lyI)*.

|
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Exemple 10.9 Norme hermitienne canonique de C".

On définit une norme || || sur C™ en posant, pour tout z = (21, ,2p) €

C, Jlell = (Zj—y 7).

Cette norme provient du produit scalaire hermitien défini par

(z,w) € C" x C" — (z,y) ::szuTjEC.
j=1

On a en effet ||z|| = (z,2)/2 pour tout z € C™.

Passons maintenant & un premier exemple en dimension infinie, sur le
corps des réels pour commencer.

Exercice 10.10 Suites réelles de carré sommable.
On désigne par £2(N) Pensemble des suites (uy)ren & valeurs réelles et de carré
sommable, c’est-a-dire telles que

D uf < oo

keN

1. Soient u = (ug) et v = (vx) deux suites de ¢%(N). Montrer, en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™, qu'on a pour tout entier n € N

I’inégalité
D ol < Qo ui) 2 (D o) 2.
k=0

keN keN
2. Montrer alors que ¢3(N) est naturellement muni d’'une structure d’espace

vectoriel réel, que 'application

(u,v) € L3(N) x £3(N) = (u,v) := Zukvk eR (10.2)
keN

est bien définie, puis qu’elle définit un produit scalaire euclidien sur ¢%(N).
Expliciter la norme || ||,z associée.

Exercice 10.11 Suites complexes de carré sommable indexées par N.
On désigne par £2(N) I'ensemble des suites (ug)ren a valeurs complexes et de
carré sommable, c’est-a-dire telles que

Z\uk|2 < 00.

keN

Montrer que ¢?(N) est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel com-
plexe, que 'application

(u,v) € 2(N) x £2(N) = (u,v) := Z uptg € C (10.3)
keN

est bien définie, puis qu’elle définit un produit scalaire hermitien sur ¢?(N). Expli-
citer la norme || ||;2 associée.
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Exercice 10.12 Suites complexes de carré sommable indexées par Z.
Méme exercice avec 1’espace £2(Z) des suites complexes (U, )nez de carré som-
mable indexées par Z, c’est-a-dire telles que

n
Z lug|? := sgg Z lug|? < 00.
n

keN k=—n

Passons a la notion véritablement intéressante, celle d’espace de Hilbert.

Définition 10.13 Espace de Hilbert.

Soit E un espace vectoriel (réel ou complexe) muni d’un produit scalaire
(euclidien ou hermitien) et de la norme associée.
On dit que cet espace est de Hilbert (réel ou complexe) lorsque la distance
associée a la norme en fait un espace métrique complet.

Nous admettrons sans démonstration que les espaces suivants sont des
espaces de Hilbert.

Exemple 10.14 Les espaces (3 (N), £2(N) et £?(Z) des exercices précédents
sont des espaces de Hilbert (réel pour le premier, complexes pour les autres).

Exemple 10.15 Introduisons par contre le sous-espace vectoriel F' C £2(N)
des suites (ug)ken & support fini, c’est-a-dire telles qu’il existe un rang N
(dépendant de la suite) tel que ug = 0 lorsque k£ > N. L’expression (10.3)
définit encore un produit scalaire hermitien sur F'. Mais cela ne fait pas de
F un espace de Hilbert car ’espace n’est pas complet.

Introduisons en effet les suites f(n) := (1,1/2,1/3,...,1/n,0,...) € F (pour
chaque n € N*). Alors la suite (f(n))nen+ est une suite de Cauchy dans F, et
on peut montrer qu’elle ne converge pas dans F' : moralement, sa limite - si elle en
avait une - serait la suite (1,1/2,1/3,...,1/n,1/(n+1),...), qui n’est pas dans F'.

C L’espace de Hilbert L?

On introduit l'espace £2? des fonctions mesurables de carré
intégrable, puis (comme au chapitre 8) on passe au quotient par
les fonctions nulles p.p. pour obtenir 'espace de Hilbert L2.

Définition 10.16 Soit B C R une partie mesurable de R.

On désigne par L*(B) l’ensemble des fonctions mesurables f : B — C
qui sont de carré intégrable, c’est-a-dire telles que fB |f2]d) < .

On introduit alors I’espace L?(B) des classes [f] de fonctions f € L*(B)
obtenu en identifiant deur fonctions de L2(B) lorsqu’elles sont égales p.p.
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Exercice 10.17 Comparaison des espaces L' et L.
1. Déterminer les valeurs de ¢ > 0 pour lesquelles on a t < 2 (resp. 1?2 < t).
2. Soit B C R mesurable de mesure finie. Déduire de 1. que L?*(B) C L'(B).
3. Montrer que C°([0,27]) C L*(]0,2x]) C L([0, 27]).
4. Pour chacune des fonctions de référence du paragraphe 3.G décider si elle
appartient & L*(R) et/ou a L(R).
5. Parmi les espaces L!'(R) et L*(R), 'un contient-il Pautre ?

Théoréme 10.18 L’espace de Hilbert L?(B).
Soit B C R une partie mesurable. L’application

&+ ([f],lg]) € L2(B) x L2(B) v ([f), lg)) == /Bfg e

est bien définie. Cest un produit scalaire hermitien sur L*(B) qui en fait un

1/2
espace de Hilbert pour la norme définie par ||fll2 = (fB |f|? d)\) .

Bien noter que, pour définir la norme || ||2 lorsque les fonctions sont
a valeurs complexes, on doit intégrer le carré du module (et pas le carré).
Nous ne démontrerons pas la complétude : la preuve est semblable & celle du
théoréme 8.12.

Preuve Il s’agit en un premier temps de montrer que, lorsque f, g € £2(B),
la fonction fg est intégrable, c’est-a-dire que fg € L£L'(B). Cela va résulter
de ce qu’en chaque point on a l'inégalité

0 < (Ifl = lgh)? = If1* + g — 2| gl

En effet, on a donc 2|fg| < |f|> + |g|?, d’ott fg est intégrable car |fg| est
majorée par la somme de deux fonctions intégrables, qui est elle-méme inté-
grable.

Supposons f1, f2 € L?(B) égales p.p., et g1,g2 € L*(B) égales p.p. On
a alors f1 g, = f2Gy p.p- (exercice 4.23) et donc la proposition 4.22 assure
que [ figyd\ = [ f2GodX : Dapplication ® est donc bien définie puisque
®([f],[g]) ne dépend pas des représentants choisis dans les classes [f] et [g].

Cette application ® est linéaire a gauche et anti-linéaire a droite, par
linéarité de 'intégrale. Elle est positive par croissance de 'intégrale.

Elle est définie positive car si ®([f],[f]) = 0, la proposition 4.20 assure
que la fonction positive |f|? est nulle p.p., et donc que [f] = 0. O

Remarque 10.19 Comme pour I'espace L! (voir la remarque 8.7), nous
nous affranchirons désormais de la notation [f] et désignerons simplement
par f € L? sa classe [f] € L?, tout en étant conscient que la fonction f
n’est alors définie qu’a un ensemble de mesure nulle prés. On se permettra
néanmoins de parler de la “fonction” f € L2
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Retenir en particulier 'assertion fondamentale suivante.

Corollaire 10.20 Inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(B).
Soient f,g € L?>(B). Alors fg € L*(B) et on a l'inégalité

[ faax] < £l ol (104

Preuve Soient f,g € L?(B). On a vu dans la preuve du théoréme 10.18 que
la fonction produit fg est intégrable. L’inégalité annoncée n’est autre que
I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour l'espace L?(B), ici appliquée au couple
de fonctions f et g, puisque

B(f.9) = | /B F9dN < 17 l12lllz = 1 2llglz - 0

Remarque 10.21 Deux fonctions f,g € L? sont proches, c’est-a-dire que
lf — gll2 est petit, lorsque f et g sont proches en moyenne quadratique. La
différence f(t) — g(t) peut étre trés grande en certains points, mais elle ne
peut pas étre grande sur une partie de trop grosse mesure.

Exercice 10.22 Comparaison des espaces L' et L? (suite).
1. Soit f € L*([0,2x]). Montrer que f € L*([0,27]), et que

Il < @m)Y2) fllz-

2. Soit (fn)nen une suite de L?([0,27]) qui converge vers f € L*([0,27]) au
sens de la norme || ||2. Montrer que

/ FodA ——s Fdr.
[0,27]

n—00 [0,27]

D Théoréme de la projection dans un Hilbert

Nous ne ferons qu’effleurer le sujet de la géométrie des espaces de
Hilbert, en nous limitant a ce que nous utiliserons dans le cha-
pitre suivant pour parler de séries de Fourier. En particulier, nous
énongons une version trés édulcorée du théoréme de la projection,
qui suffira pour notre propos.

Lemme 10.23 Base orthonormeée (en dimension finie).

Soit (F,(, )) un espace vectoriel (réel ou complexe) de dimension finie n
muni d’un produit scalaire (euclidien ou hermitien). Alors, on peut trouver
une base (e1,--- ,ey) de F qui soit orthonormée : les vecteurs de base sont
de norme 1 et deuz 4 deux orthogonauz, c’est-a-dire que (e;,e;) = 1 pour
tout 1 <1i <mn, et (e;,e;) =0 lorsque i # j.

On a, pour tous vecteurs x,y € F, les décompositions x = Z?:1<$, ej) €;
ety = >0 1(y,ej)ej ainsi que les égalités (v,y) = 37 (. ¢j){ej,y) et

)1 = 375 [, ).



128 D.H. M310

Preuve Pour construire une base orthonormeée (e;)1<j<n, on part d’'une base
quelconque (v;)1<j<n de F et on lui applique le procédé d’orthonormalisation
de Schmidt.

Soit alors z = Z?Zl xje; € Fun vecteur. Pour 1 <7 < n, on effectue le
produit scalaire de x avec le e;. On obtient en utilisant la linéarité a gauche
du produit scalaire, et le fait que la base (e;) est orthonormée :

n n
(x,e;) = <Z zjej, e) = Za:j<ej,ei> =x;.
j=1 Jj=1

Le produit scalaire de x et y s’obtient alors en développant, et en utilisant
les propriétés de semi-linéarité et symétrie hermitienne du produit scalaire
ainsi que le fait que la base (e;) est orthonormée :

n n n

(@y) = (meden,d (e e)=> (e y e;) e e;)
i=1 j=1 ij=1
n
= Z(ﬁ, 6j><ej7y> .
j=1
On obtient I'expression de ||z||? en particularisant a x = y. O

Il suit de I'existence d’une base orthonormeée qu’il existe un unique modéle
d’espace euclidien de dimension n.

Corollaire 10.24 Espaces euclidiens de dimension finie.

Soit (F,(, )) un espace vectoriel réel de dimension n muni d’un produit
scalaire euclidien.

Alors F' est isomorphe a R™ muni de sa structure euclidienne canonique :
il existe une application linéaire bijective j : R™ — F' isométrique, c’est-a-
dire telle que (j(x),j(y)) = > iy xiy; pour tous vecteurs x = (x1,--- ,xy) et
Yy = (yla'” )yn) de R™.

Preuve Soit (eg, -, ey) une base orthonormée de F'. On définit j : R" — F
. n 3 . . . .
par j(x1,--- ,xp) = >, T;e;. L'application j convient. O

On démontre de méme ’énoncé correspondant en hermitien.

Corollaire 10.25 Espaces hermitiens de dimension finie.

Soit (F,( , )) un espace vectoriel complexe de dimension n muni d’un
produit scalaire hermitien.
Alors F' est isomorphe a C" muni de sa structure hermitienne canonique :
il existe une application linéaire bijective j : C* — F isométrique, c’est-a-
dire telle que (j(x),7(y)) = Y iy xiY; pour tous vecteurs x = (x1,--- ,Tp) €t
Yy= (ylv'” 7y7’b) de C™.
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Lorsque 'on veut démontrer les théorémes hilbertiens dans toute leur
puissance (théoréme de la projection sur un sous-espace vectoriel fermé, ou
bien sur un convexe fermé, puis le théoréme de représentation de Riesz etc...)
I’hypothése de complétude est indispensable : il ne suffit pas d’avoir une
norme issue d’un produit scalaire.

Ici, nous resterons considérablement en retrait de ces théorémes donc
nous n’utiliserons pas la complétude. Néanmoins, nous conserverons cette
hypothése “par principe” dans nos énoncés.

Théoréme 10.26 Petit théoréme de la projection.

Soient E un espace de Hilbert (de dimension quelconque) et F C E un
sous-espace vectoriel de dimension finie.
Soit x € E. Il existe un unique vecteur, noté mp(x) € F, tel que x—mp(z) soit

orthogonal & tous les vecteurs de F. Si (e1,--- ,ey) est une base orthonormée
de F, on a

n
mr(x) = Z(a?, ei)e € F. (10.5)
i=1
Le vecteur wp(x) réalise la distance de x au sous-espace F, c’est-a-dire que

— = inf ||x — 2] .
|z = mr(a)] = inf o —

En particulier, ||x — mp(z)|| < ||z

x-nF(x)

- NN

o O

F1GURE 10.1 — Théoréme de la projection

Preuve Soient z € E et z = 2?21 zje; un vecteur de F'. Par anti-linéarité
a droite du produit scalaire, le vecteur x — 2z € E est orthogonal & F' si et
seulement si il est orthogonal a tous les vecteurs (ej) de la base, c’est-a-
dire (puisque nous travaillons avec une base orthonormée, et que le produit
scalaire est linéaire & gauche) si et seulement si on a, pour tout 1 <i <mn:

n

(x — z,€;) = <fozjej,ei> = (z,6;) — 2z, =0.

Jj=1
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Ceci donne 'existence et 1'unicité de mp(z), et son expression.
Lorsque z € F, les vecteurs z—7p(z) € F et —mp(x) sont orthogonaux.
Il résulte donc de Pythagore que

lz = 2[* = ll(z = 7 (2)) + (7r(2) - )|

1+ N7 (x) = 2] > llz — mp(2)|?

= |}z - 7r(z)

avec égalité si et seulement si z = mp(x).

FI1GURE 10.2 — Preuve du théoréme de la projection

La distance de x a F' est donc atteinte au point g (x), et seulement en
ce point. O

Proposition-Définition 10.27 Opérateur de projection orthogonale.
L’application g : E — F est linéaire et continue. On appelle opérateur
de projection orthogonale de E sur F'.

Preuve La linéarité de 'application mp se lit sur 'expression (10.5). Le
théoréme de Pythagore donne I'égalité ||z[|? = ||z — mp(2)||? + ||7r(2)|?,
d’ou linégalité ||7mp(z)|| < ||z||. La continuité suit alors de ce que 7p est
linéaire. )

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux normes provenant
d’un produit scalaire. On peut remarquer que ce n’est pas le cas de toutes
les normes.

Voici un exemple trés élémentaire !

Exercice 10.28 Un espace non hilbertien.
Soit £ = R? muni de la norme sup définie par ||(z,y)|/o = sup(|z|, |y]).
1. Soit m = (0, 1). Dessiner quelques boules B(m, R) C E (R > 0).
2. Déterminer la distance du point m a la droite {(z,0)} C E. En quels points
cette distance est-elle atteinte ?

3. En déduire que la norme sup ne fait pas de R? un espace hilbertien.
(Cet espace est complet, le probléme vient de ce que sa norme ne provient
pas d’un produit scalaire).
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Exercice 10.29 On note (e1, 2, e3) la base canonique de E := R3, que I'on munit
de son produit scalaire canonique.

1. Déterminer 'opérateur mp : F — F' de projection orthogonale sur le sous-
espace vectoriel F' = vect(eq).

2. Méme question lorsque F' = vect(eq, e3).

3. Méme question lorsque F' = vect(es + €3, €1 + 2¢e3).
On remarquera que 'on n’a pas besoin de commencer par orthonormaliser
la base donnée pour F' pour déterminer la projection 7z (x) d'un vecteur
x = (z1,22,73) € R® — revenir si besoin & la démonstration de 10.26.

Exercice 10.30 Soit F' = vect(fo, f1) le sous-espace vectoriel de 1’espace hilber-
tien E := L?([0,1]) engendré par les fonctions polynomiales définies respectivement
par fo(t) =1 et f1(t) =t pour tout ¢ € [0, 1].

Soit fo € E la fonction définie par fo(t) = t? pour tout t € [0, 1]. Déterminer
wr(g) € F, ainsi que la distance d(g, F).



11. Appendice : Séries de Fourier

Dans ce chapitre, nous nous consacrons & I’étude des fonctions définies sur
R et périodiques. Aprés normalisation, on pourra supposer que leur période
est 2.

Les exemples les plus simples de fonctions 27-périodiques sont fournis
par les fonctions trigonométriques élémentaires k,, : t — cos(nt) (n € N) ou
on ¢t sin(nt) (n € N*). Les fonctions ky,, 0, sont appelées harmoniques ;
elles vérifient I'équation f” = —n?f.

L’objectif des séries de Fourier est de décomposer une fonction (ou une
vibration) périodique en superposition de modes élémentaires. Les séries de
Fourier ont été initialement introduites par Lagrange dans la seconde moitié
du 18eme siécle pour étudier ’équation des cordes vibrantes. Elles furent
ensuite reprises par Fourier au milieu du 19éme siécle pour étudier I’équation
de la chaleur. Depuis, cette branche des mathématiques, appelée Analyse
Harmonique, a prospéré et connait des développements qui vont bien au-
dela de la motivation initiale.

On préférera ici I’écriture complexe a la décomposition selon les fonctions
Kn €t o, (voir cependant la remarque 11.41). On travaillera donc avec des
fonctions f : R — C a valeurs complexes, et 'on introduira les fonctions
monomes trigonométriques e, : t + e (n € 7Z), ainsi que leurs combi-
naisons linéaires Y p_  cxe’*® (n € N, ¢4 € C) que l'on appelle polynomes
trigonométriques. (On rappelle, pour tout réel ¢, 'égalité e = cost +isint).

L’analyse harmonique d’une fonction 2m-périodique s’effectue en deux
étapes : décomposition, puis recomposition.

Décomposition : A toute fonction 27-périodique f : R — C suffisamment
gentille (intégrable sur une période) on associe canoniquement une série tri-

gonométrique
o

Z cn(f)emt

n=—oo

dont les coefficients ¢, (f) sont déterminés par f : c’est la série de Fourier
de f. A priori, cette série est juste définie formellement, et ’on n’a aucune
raison de penser qu’elle converge en aucun sens que ce soit.

132
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Recomposition : La théorie de Fourier affirme que, lorsque la fonction f
est assez réguliére (en un sens a préciser) la série de Fourier de f converge
(en un sens a préciser, et qui dépend de la régularité de f) et qu’elle permet
de restituer la fonction initiale f. Nous démontrerons deux résultats dans
cette veine : I'un concernant les fonctions de carré intégrable sur une période
(théoréme 11.29), et lautre concernant les fonctions continues et de classe
C* par morceaux (théoréme de Dirichlet 11.44).

A Les espaces fonctionnels CY , L} et L3 .

Définition 11.1 L’espace C3..
On désigne par CS_ espace vectoriel des fonctions f : R — C qui sont
continues sur R et 2mw-périodiques. On le munit de la norme définie par

[flloc = sup[f(£)] = sup |f(#)].
teR te[0,27]
Exercice 11.2 Fonctions périodiques.
1. Soit f: R — R continue et 27-périodique. Montrer que f est bornée.

2. Soient f: R — R et g : R — R deux fonctions 2w-périodiques. Montrer que
f = g si et seulement si f et g coincident sur Uintervalle [0, 27].

3. Soit h : [0,27] — R une fonction continue. Montrer que h se prolonge en une
fonction f : R — R 27-périodique si et seulement si h(0) = h(27). Montrer,
dans ce cas, que le prolongement 27-périodique f : R — R de h est unique
et continu.

Pour 1 < p < oo, on désigne par L5 Despace des fonctions f : R — C
qui sont 2m-périodiques mesurables et telles que f[o o] |f(@®)P dA(t) < oo.

Comme en 8.2 ou 10.16, on s’intéressera plutot aux espaces quotients L5 .

Définition 11.3 L’espace L3, .
On introduit l’espace vectoriel L des (classes de) fonctions f : R — C

qui sont 2m-périodiques et intégrables sur une période, c’est-a-dire telles que
f[o o] |f(t)] dA(t) < 0o. On le munit de la norme définie par

1
= g7 [, 1FO1 0.

Remarque 11.4 A moins d’étre nulle presque partout, une fonction 27-
périodique f : R — C ne sera jamais intégrable sur R!

Lemme 11.5 Lorsque f € L3 _, les intégrales suivantes sont bien définies et
l’on a, pour tout a € R, les égalités

/ £(t) dA(t) = / £(t) (1)
[0,27]

[a,a+27]
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En particulier,

/ £(t) dA(t) = / £(8) (1)
[0,27] [—7,m]

Preuve La premiére assertion va résulter de la périodicité de f, et des
propriétés d’invariance de l'intégrale par translation (proposition 3.25, ou
exercice 5.32). La seconde assertion est un cas particulier de la premiére,
correspondant & a = —r.

Supposons dans un premier temps la fonction f : R — [0, +00] mesurable
positive, et 2m-périodique. Soit @ € R. Par positivité de f, les intégrales
considérées sont alors bien définies. Introduisons k € Z 'unique entier relatif
tel que 2km < a < 2(k+ 1) < a+ 27. On a alors, avec le changement de
variable t = s + 27, puis t = u + 2k :

/ F(t) dA(t) = / £(t) dA(t) + / £(t) dA(t)
[a,a+27] [a,2(k+1)7) [2(k4+1)7,a+27]

_ / F() dA() + / f(s +27) dA(s)
[a,2(k+1)7]

[2km,a]

_ / (1) dA(t) = / ) dA(u) € [0, +oc].
[2k7,2(k+1)7] [0,27]

Si maintenant f : R — C est 2w-périodique et intégrable sur 'intervalle
[0,27], ce qui préceéde appliqué a la fonction positive |f| assure que f est
intégrable sur 'intervalle [a,a + 27]. L’égalité des intégrales se démontre
alors avec les mémes arguments, que ’on applique maintenant & f. O

Proposition-Définition 11.6 L’espace L3_.

On introduit I’espace vectoriel L3 des (classes de) fonctions 2m-périodiques
f : R — C de carré intégrable sur une période : f[o,zn] |f(1)]? dA(t) < c0. On
le munit de la norme définie par

/
= (55 [, 1908 @x0) ",

qui en fait un espace de Hilbert.

Remarque 11.7 Le facteur i que nous avons introduit dans la définition
des normes sur les espaces L!([0,27]) et L?([0,27]) ne change pas la face
du monde par rapport aux définitions de 8.9 et de 10.18. Il est 14 a titre de
normalisation, pour “compenser” la mesure de U'intervalle [0, 27] qui est égale
a 2m. Ce facteur nous simplifiera la vie plus tard (voir le lemme 11.20). 11

sera également présent dans la définition de la convolée 11.14.
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Lemme 11.8 On a les inclusions CS_C L3_C L . De plus :
— pour toute f € CY_, on a ||fll2 < || f]loo,
— pour toute f € L3, on a || fll1 < || fll2-

Preuve Une fonction de C3_ est bornée. Une fonction bornée est intégrable
sur une partie bornée. D’ott C9_ C L3 . La croissance de l'intégrale assure,
pour f € CY_, qu'on a l'inégalité

2 1/ 2 1/ 2 2
= — d\ < — o d\ = o
1118 = 57 f, WPFaA<s |17 141

)

L’inclusion L% C L}_, et la comparaison des normes, sont conséquences de

I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a en effet, pour f € L%W, les inégalités :

1 mw—l/ mesld MWWW/ 1dA)V2
27 Jj0,27] 21" Jj0,27]

21 Jjo,2x) [0,27]
! / F2dVY2 < 0o,
[0,27]

:(%

B Densité des polynémes trigonométriques

Avant de parler de séries de Fourier, nous allons montrer qu’il y a “beau-
coup” de polynoémes trigonométriques : plus précisément, toute fonction
continue et 2m-périodique s’approche uniformément par une suite de po-
lynémes trigonométriques (théoréme 11.11). Nous en déduirons la densité
des polynomes trigonométriques dans L3 (corollaire 11.18).

Définition 11.9 Espaces P et P,, des polynémes trigonométriques.

Un polynéme trigonométrique est une combinaison linéaire & coefficients
complezes des mondmes trigonométriques ey, : t € R — e € C, o k décrit
l’ensemble 7. des entiers relatifs.

On note P C CY_ le C-espace vectoriel des polynémes trigonométriques.
Pour n > 0, on note P, C P le sous-espace vectoriel (de dimension fi-
nie) des polynomes trigonométriques de degré au plus n, c’est-a-dire qui sont
combinaisons linéaires de e_,,, -+ ,eq, - ,€p.

La suite (Pp)n>0 est croissante, et on a P = Up>0Pp.

Remarque 11.10 Combinaisons linéaires, versus séries.

Attention, dans la définition de 'espace P des polyndémes trigonomé-
triques ci-dessus, il est bien question de combinaisons linéaires — c¢’est-a-dire
de sommes finies Y, cxeg. Lorsqu’on parle de combinaisons linéaires, on
reste dans le domaine de 1’Algébre.
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Ne pas confondre avec les séries trigonométriques ) ; o, cxey, dont il va
bientdt étre question. Se pose alors la question de leur convergence (donner
un sens a la somme de cette série infinie) : nous entrons dans le domaine de
I’ Analyse.

Notre objectif dans ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 11.11 Densité des polynémes trigonométriques dans C3, .

L’ensemble P des polynémes trigonométriques est dense dans C3._ : toute
fonction continue et 2w-périodique peut s’écrire comme limite uniforme d’une
suite de polyndémes trigonométriques.

Remarque 11.12 Si f n’est pas elle-méme un polyndéme trigonométrique,
les degrés d’une suite (pj)jen de polynomes trigonométriques convergeant
uniformément vers f tendront vers oo.

Remarque 11.13 Le théoréme 11.11 est cousin du théoréme de densité de
Weierstrass, qui affirme que toute fonction continue f : [0,1] — C est limite
uniforme, sur ce segment, d’une suite de fonctions polynomiales.

Le théoréme 11.11 se démontre en utilisant le procédé de convolution ainsi
qu’une approximation de l'unité (notions que nous avons déja rencontrées,
dans un contexte un peu différent, au chapitre 7).

Proposition-Définition 11.14 Convolée de fonctions 2r-périodiques.
Soient f, g € CY_ deur fonctions continues et 2m-périodiques. La convolée
de f et g est la fonction 2m-périodique définie pour x € R par

1

T or

(f *9)(@) /[02 S@oe =0 ). (11.1)

On a, pour tous x,a € R, les égalités :

(9@ = @@ =5 [ 1= a0
U@ =gr [ Se-ng@ 0. 12

Preuve Pour x € R, la fonction t — f(¢)g(z—1t) est continue sur le segment
[0, 27], donc elle y est intégrable, et la convolée f * g est bien définie. Puisque
g est 2m-périodique, f * g 'est également.

On fixe x € R. En utilisant le lemme 11.5, on obtient la premiére égalité
dans (11.2) par le changement de variable ¢ — x — ¢, et la seconde par
périodicité des fonctions ¢t — f(x —t) et t — g(t). O

Exercice 11.15 Soient f,g € C9_. Montrer que la convolée f * g, dont on vient
de montrer qu’elle est périodique, est continue.
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1. Premiére méthode. Utiliser le fait que les deux fonctions f et g, continues
et périodiques, sont donc bornées et uniformément continues pour estimer,
pour z,y € R proches, la différence (f * g)(z) — (f * g)(y).

2. Deuxiéme méthode. Appliquer le corollaire 4.31 de continuité sous l'intégrale
a la fonction définie par

h:(t,z) €0,2n] x [0,27] — f(x —t)g(t) € C.

Lemme 11.16 Convolution avec un polynéme trigonométrique.

Soient f € CY_ et p € P un polynome trigonométrique. Alors la convolée
f xp est également un polynome trigonométrique. Son degré est au plus égal
au degré de p.

Preuve Par linéarité de I'intégrale, il suffit de traiter le cas ou p = e, pour
n € Z. On observe que alors que f * e, est un multiple (éventuellement nul)
de e, puisque

2
(Fren@ =5 [ e a
1 2

4 . 1 2m . 4
— t nx —int dt = ( t —int dt) m:r. 0O
o |, Swee 2] e e

Dans le lemme 11.17, nous construisons une suite (p,) de polynémes
trigonométriques qui ont de belles propriétés qui en font une “approximation
de 'unité”. Convoler une fonction f avec une approximation (p,) de 'unité
permet d’approcher f par une suite de fonctions (p, * f) qui sont “plus
réguliéres” que f (dans ce cas précis, les fonctions p,, * f seront des polynémes
trigonométriques). Nous n’établirons pas de théorie générale, mais nous nous
contenterons de faire fonctionner la notion d’approximation de l'unité sur
notre exemple (comparer a la proposition 7.6).

La fonction cos étant paire, nous exprimerons, pour plus de commodité,
les intégrales sur la période [—m, 7| (plutoét que sur [0, 27]), revoir le lemme
11.5.

Lemme 11.17 Approximation de ’unité.
1l existe, pour tout entier n € N, une constante o, > 0 telle que le
polynéme trigonométrique de degré n défini par pp(t) = oy, (1 + cost)™ soit
e normalisé d’intégrale 1 : on a 5= [7_p,(t) dt = 1.
La suite (py,) est alors :
e positive : on a py(t) > 0 pour tout t € R ;
e concentrée autour de 0 : pour tout § € |0, 7|, on a convergence

% _65 pn(t) dt — 1 lorsque n — oo.
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Preuve Le polynome trigonométrique ¢, : t — (1 + cost)™ est positif,
non identiquement nul, donc son intégrale sur une période est strictement
positive. On le renormalise en introduisant p, = appn, ol

“”:::<2;(/j;@“(“ an)

(la notation est licite puisqu’on intégre une fonction continue sur un segment,
il s’agit donc d’une intégrale de Riemann).

Ce nouveau polyndéme trigonométrique p, est toujours positif, et il est
maintenant d’intégrale 1. Montrons qu’il vérifie également la derniére pro-
priété.

Nous commengons par majorer la constante a,, ¢’est-a-dire par minorer
Iintégrale de ¢, sur une période. Comme on n’a pas d’expression explicite
pour la primitive de ¢y, : t — (1 + cost)™, on introduit un facteur sin¢ pour
se ramener & intégrer une fonction dont on connait la primitive ® ! Grace a
la parité de ¢,, et puisque 0 < sint < 1 sur [0, 7], il vient :

/(1—|—Cost)”dt:2/ (14 cost)™dt
0

—T

(1+ cos t)"“}7r o2

T
22/ (14 cost)"sint dt:—Q[ =
0 n+1 0 n+1

et donc
27 (n+1)m
Q-

= <
[T on(t) dt — 2ntl

Soit maintenant § € |0, w]. Posons « := cosd, de sorte que 'on a I'inégalité
0<1+4cost<1+cosa < 2 pour tout ¢t € [, n]. Il suit, en majorant gros-
sierement l'intégrale et en utilisant la majoration de «,, obtenue ci-dessus,
que

T ™ 2 1 n
/pn(t) dt:an/ (1+cost)”dt§an7r(1+a)"g1(n+1)< +a) .
s 5 2 2

Puisque 0 < HTO‘ < 1, le membre de droite tend vers 0 lorsque n — oo

(passer au logarithme si besoin). On a donc, par parité de p,, :

15(@&—1/W(ww—1/6 @ﬁ—l/w(ﬂﬁ
o 75/)71 ~ or 7ﬂ_pn o ). Pn or Js Pn
2 s
=1-— n(t) dt —— 1.
o ) P (t) dt —— O

Preuve du théoréme 11.11.

Soit f € ng. On va considérer la suite de polynémes trigonométriques
Pn = f * pp, oit (p,) est I'approximation de l'unité construite au lemme
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11.17, et on va montrer que la suite (p,) converge uniformément vers f
lorsque n — oo.

L’expression exacte de p, ne sera plus utile : on se souviendra juste que
ce sont des polynomes trigonométriques (de sorte que les p,, aussi), et que la
suite (py,) vérifie les propriétés énoncées en 11.17.

Soit € > 0. La fonction f est continue, donc sa restriction au segment
[—2m, 27| est uniformément continue. Il existe donc § > 0 tel qu’on ait | f(z)—
f(y)| <esiz,y € [-2m, 2n] avec |z —y| < §. Observons que, pour |z, [t| < 7
on aura |z — t| < 2m.

Pour la valeur de ¢ introduite ci-dessus (et qui dépend de 5) on suppose
désormais que n > N est assez grand de sorte que % f sPn(t) dt > 1 —¢.
On peut alors écrire en utilisant la normalisation 5- f_ﬂ pn(t ) dt = 1, que
I'on a pour tout x € [—m, 7] :

Bu(a) = £ @) = @) = 5 [ (F =)= 7)) pult) .

puis en coupant U'intégrale en deux (intégrer sur [—d, ] et en dehors) :

Aae)
1
<L / fa =0 = s@ e v 5 [ =0 = f@lond a
<o [ e s /<t|<w2 1l p(t) di
<+ 2l

qui est arbitrairement petit si € est petit.

On a donc montré que, donnée f € CY_ la norme sup de la différence
| f * pn — flloo est aussi petite que I'on veut pourvu que n soit choisi assez
grand. C’est ce qu’on voulait. O

Corollaire 11.18 Densité des polynémes trigonométriques dans L3,.
L’ensemble P des polynomes trigonométriques est dense dans L%ﬂ : toute

fonction f € L3_ peut s’écrire comme limite au sens de la norme L3_ sur
Uintervalle [0,27] d’une suite (pp)neny de polyndmes trigonométriques, au
sens ou

1 2w ) 1/2

£ =mlei= (0 [ 1 =mP 03)" —0.
T Jo n—o00

Ce corollaire est conséquence de la densité des polynémes trigonométriques
dans ’espace CSTF que nous venons de montrer, ainsi que du résultat suivant.
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Théoréme 11.19 Densité de C9_ dans L3, .
Soit f € L2_. Il existe alors une suite de fonctions g, € O3 continues et
2m-périodiques qui converge vers f, au sens de la norme L%W :

Hf - gnH2 —0.
n—o0o

La preuve de ce théoréme repose sur des propriétés fines de la mesure de
Lebesgue (la mesure de Lebesgue est “réguliére” : un borélien de mesure finie
s’approche bien, au sens de la mesure, par des ouverts et par des compacts).
Il s’agit d’un résultat difficile que nous admettrons.

Preuve du corollaire 11.18. Soient f € LZ_ et ¢ > 0. On veut trouver
un polyndme trigonométrique p € P tel que || f—pl||2 < e. En appliquant alors
cette construction par exemple a la suite &, = 1/n, on obtiendra ainsi une
suite de polynomes trigonométriques (pp)n>1 satisfaisant ||f — pn |2 — 0.

D’aprés le théoréme 11.19; il existe une fonction g € C9_ telle que ||f —
gl2 <e.

Appliquons maintenant le théoréme 11.11 & la fonction continue g. Il
existe un polyndéme trigonométrique p € P qui approche uniformément g a
€ prés : ||g — plloo < €. A fortiori, p approche bien g en norme L? sur une
période puisque

1 [ 1/2 1 (2 1/2
lo=rl= (5= [ 1o s )" < (5= [ an) " <

L’inégalité triangulaire donne alors

If=pll2 <If—gll2+1lg —pll2 < 2¢.

La fonction f est donc approchée & 2¢ prés en norme L? par un polynome
trigonométrique, c’est ce qu’on voulait montrer. O

C La théorie L? des séries de Fourier

Nous allons voir que la famille de fonctions e, : R — C définies
par e, (t) = e pour n € Z est orthonormée dans L3 _.

Dans certaines limites (attention il faudra étre bien précis : voir
I’énoncé du théoréme 11.29), cette famille va jouer le role d’une
base orthonormée pour l'espace vectoriel de dimension infinie
L%W. Mais ici il ne s’agira pas d’une base algébrique ot tout vec-
teur est une unique combinaison linéaire (finie) des vecteurs de
base. Ce sera une “base hilbertienne” (qui n’est pas une base
au sens usuel), et tout vecteur s’écrira de fagon unique comme
somme d’une série infinie convergente faisant intervenir les vec-
teurs (ey). Voir également la remarque 11.32.
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27

Notons (, ) le produit scalaire de L3_, défini par (f, g) = % f[o 2] fgd.

Lemme 11.20 La famille (e,)nez est orthonormée dans L. Cela signifie
qu’on a, pour tous n,m € Z avec n #m :

lenll2 =1 et {en, em) = 0.

Preuve On a

1 1 .
(€n,em) = / en(t)em(t) dA(t) = — et g (t),
T o [0,2] R 27 Jj0,27)
d’out le résultat puisque pour n # m entiers, la fonction t — e!"=™? est
d’intégrale nulle sur une période. O

Définition 11.21 Coefficients de Fourier.
A toute fonction f € L3 on associe la suite (cn(f))nez de ses coefficients
de Fourier, définie pour tout n € Z par

)= hen) = 50 [ 10 ).

Exercice 11.22 Coefficients de Fourier d’un polynéme trigonométrique.
Déterminer les coefficients de Fourier d’un polynome trigonométrique > ,_ . yiey.

Remarque 11.23 Fourier sur L} .

Lexpression c,(f) = 5 f[o,Qw} f(t)e=mt d\(t) qui permet de définir les
coefficients de Fourier de f a un sens dés lors que f € Ll . Par contre, les
coefficients de Fourier de f € L%ﬂ ne s’interprétent alors plus comme des
produits scalaires. Nous n’en dirons pas plus sur la théorie de Fourier dans
L} qui, dés qu'on cherche & aller au-dela des définitions et des remarques

élémentaires, est considérablement plus délicate que la théorie hilbertienne
dans L%W.

Définition 11.24 Série de Fourier.
La série de Fourier d’une fonction f € L3_ est la série de fonctions

> en(f) e

kEZ

Remarque 11.25 Nous ne disons encore rien de cette série de fonctions
> rez ck(f) ex. En particulier, on ne sait pour le moment pas si elle converge
en quelque sens que ce soit. Cette question fera ’objet du théoréme 11.29
lorsque f € L3_, ou bien du théoréme 11.44 lorsque f € C9_ est de classe C*
par morceaux.

Par contre, les sommes partielles de Fourier ci-dessous sont bien définies!



142 D.H. M310

Définition 11.26 Sommes partielles de Fourier.

Soit f € L3... Pour chaque entiern € N, la somme Sy,(f) := > p__, cx(f) ek
est appelée somme partielle de Fourier de f d’ordre n. C’est un polynéme tri-
gonométrique de degré au plus n. On obtient Sy,11(f) a partir de S,(f) en
rajoutant des monomes de degrés n + 1.

Remarque 11.27 Ne pas oublier que les monémes trigonométriques (ey,),
et donc les coefficients de Fourier (¢, (f)), sont indexés par n € Z. La somme
partielle de Fourier d’ordre n, soit S,,(f), est obtenue par une somme indexée
entre —n et n. De méme pour la série de Fourier.

C’est le résultat suivant qui fait que la théorie L? des séries de Fourier est si
plaisante.
Proposition 11.28 Interprétation géométrique de S, (f).

Soient f € L3,_. Soit n > 0. La somme partielle de Fourier Sy,(f) d’ordre

n de f est la projection orthogonale de f sur le sous-espace vectoriel de
dimension finie P, C L3,_. En particulier, la distance de f a P, vaut

d(f,T%J ::Hf'_‘gn(f)HQ'

Preuve Désignons par 7, : L2 — P, la projection orthogonale de l'es-
pace de Hilbert L%W sur le sous-espace vectoriel de dimension finie P,, (voir
10.27). Puisque la famille (e_,- - ,e,) est une base orthonormée de Py, la
formule (10.5) du théoréme 10.26 nous donne une expression explicite pour
la projection orthogonale d'une fonction f € L3 _sur P,. En revenant a la
définition 11.21 des coefficients de Fourier de f, on obtient donc

n n

m(f) = D (fren)er= Y al(f)ex.

k=—n k=—n

Le théoréme 10.26 nous donne également 1’égalité

d(f,Pn) = If = 7u(f)ll2 = If = Sn(F)l2-

L’objectif principal de ce chapitre est le résultat suivant.

Théoréme 11.29 Séries de Fourier dans L3, identité de Parseval.
Pour f € L_, la série de fonctions > nez Cnlf) en converge vers f dans
L%,r, c’est-a-dire en moyenne quadratique :

Jim [ f = Su(f)]l2 = lim [f — > ewlfexlla =0 (11.3)

k=—n
De plus, on a l’identité de Parseval

P13 = leal(f)1? (11.4)

ne”L
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On résume (11.3) en disant que f est somme, au sens L? c’est-a-dire en

moyenne quadratique, de sa série de Fourier :iof o Cn(f)en.

Exemple 11.30 Une fonction créneau.

Soit la fonction impaire g € L3 _ définie par g(t) = 1 lorsque ¢ € [0, 7]. On
laisse au lecteur le soin de vérifier que ¢,(g) = % lorsque n € Z est impair
et que ¢, (g) = 0 lorsque n est pair. On a donc, pour tout entier n > 0,

n

4 sin((2k + 1)x)
S0 =2 2 et
k=0
l_
R :
—_— ]
1
S 7 N N
-2 2 4 8
-1
1
YN TN s
-2 2 4 8
1
-2 2 4 6 8
lif\/"“’""w"\/‘ rVVV"‘N"VVV\
T T T T T 2lg
-2 2 4 6 8

FIGURE 11.1 — Le graphe de la fonction créneau g (exemple 11.30), puis de
quelques sommes partielles de Fourier S1(g), S3(g), So(g) et S21(g).

Nous tracons page 141 le graphe de g ainsi que de quelques unes de
ses sommes de Fourier. On voit apparaitre un phénoméne frappant, appelé
phénomeéne de Gibbs. Au voisinage de chaque discontinuité de g, c’est-a-
dire en tout point de wZ, la différence S,g — g a de “grandes” oscillations
dont I'amplitude admet une limite strictement positive lorsque n — oo.
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Cependant, ces oscillations ont lieu sur de petites zones, ce qui n’empéche
pas la convergence de S, g vers g en moyenne quadratique (théoréme 11.29) !

Remarque 11.31 Lorsque f € C3_est une fonction continue 2r-périodique,
elle appartient a fortiori a L%,r donc elle est somme, au sens L2, de sa série de
Fourier. Attention, I’énoncé précédent 11.29 ne dit pas qu’il y a convergence
simple de la suite des sommes partielles S, (f) vers f (revoir la remarque
10.21). De fait, on peut construire des fonctions continues f € C9_ telles
qu’en un certain point zp € R la suite des valeurs S, (f)(zg) soit non bor-
née! Par contre, lorsque f est suffisamment réguliére, tout se passe bien
(théoréme 11.44).

Preuve du théoréme 11.29.

e Le corollaire 11.18 affirme que la fonction f est limite, dans L3, d'une

suite (pg) de polynémes trigonométriques. Soit € > 0. Il existe donc un entier
ko € N tel que || f — pr,ll2 < €. Désignons par ¢ € N le degré du polynéme
trigonométrique py,, voir 11.9. On a donc

d(f,Pe) := inf [|[f —glla <||f = proll2 < €.
g€Pe

La suite (P,) de sous-espaces vectoriels de Lgﬂ est croissante : pour n > /,
on a Py C Py, donc d(f,Pp) < d(f,Py) et la proposition 11.28 assure donc
que

||f - Sn(f)HZ = d(f» Pn) < d(fa PZ) <e.
On a donc bien démontré que || f — Sn(f)[2 — 0 lorsque n — oo,

e [’égalité de Parseval s’en déduit. En effet, puisque la famille (e;,) est
orthonormée, on a pour tout n € N :

1Sn(HIIE =D lexl( )

k=—n

Par ailleurs 'inégalité triangulaire assure que

I£ll2 = ISw(H)lz] < 1 = Sul£)ll2 = 0.

Ainsi, on a bien

IF15 = lim [Sa(£)IE =D lex(f)I- O

Remarque 11.32 La famille (e,) n’est PAS une base (algébrique, i.e. au
sens usuel des espaces vectoriels) de L%W. Seuls les polynoémes trigonomé-
triques s’écrivent comme combinaisons linéaires (qui sous-entend somme fi-
nie) des (e,,). Pour une fonction f € L3 quelconque, on a besoin d’une série
infinie.
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Le corollaire suivant du théoréme 11.29 est immédiat, mais fondamen-
tal. 11 affirme qu'une fonction de L3 est connue dés qu'on connait la suite
(cn(f))nez de ses coefficients de Fourier. En particulier, une fonction f € L2
est nulle si et seulement si tous ses coefficients de Fourier sont nuls.

Corollaire 11.33 Injectivité de Fourier dans L2 .
Soient f,g € L% deuz fonctions qui ont les mémes coefficients de Fou-
rier, c¢’est-a-dire telles que c,(f) = cn(g) pour tout n € Z. Alors f = g.

Remarque 11.34 Dans ce contexte, se rappeler que 'égalité f = g dans
L2 signifie que deux représentants quelconques de [f] et [g] sont égaux
presque partout.

On sait également décrire les suites (¢, )nez qui sont la suite des coeffi-
cients de Fourier d’une fonction f € L3, voir le corollaire 11.42.

Remarque 11.35 Lemme de Riemann-Lebesgue et injectivité de Fou-
rier. Lorsqu’une série numérique converge, son terme général tend vers O.
Une conséquence de l'identité de Parseval est donc que les coefficients de
Fourier d'une fonction f € L3_ tendent vers 0 :

lim |e,(f)]=0.

[n]—o0

Cette assertion est encore vraie, mais de démonstration plus délicate, pour
les coefficients de Fourier d'une fonction f € L} (voir la remarque 11.23) :
elle porte alors le nom de lemme de Riemann-Lebesgue.

De méme, l'injectivité de Fourier est vraie dans Li_ : une fonction f € Li_
dont tous les coefficients de Fourier sont nuls est la fonction nulle (de fagon
équivalente, deux fonctions f, g € L} qui ont mémes coefficients de Fourier
sont égales). Mais la démonstration de ces résultats est plus délicate que
dans I'espace de Hilbert L3 .

Remarque 11.36 Dans l’exercice suivant, on va lire les symétries de f €
L%w sur ses coefficients de Fourier. Rappelons que les notations f € L%W, ou
bien f € Li_, désignent des classes de fonctions.
La plupart du temps, on choisit de confondre une fonction f € £3_ et sa
classe [f] € L3, : voir les remarques 8.7 et 10.19. 11 est bon de revenir sur
cette subtilité avant de traiter ’exercice 11.37, ot 'on repére les symétrie
de f € L%_ (il s’agit donc d'une classe de fonctions) sur ses coefficients de
Fourier.

Une fonction f € £3_ est & valeurs réelles si et seulement si elle est égale
a sa conjuguée, c’est-a-dire si f = f. Soit maintenant [f] € LZ_ la classe
associée. On dira que [f] est a valeurs réelles si et seulement si [f] = [f].
C’est le cas si et seulement si f = f p.p., ou encore si et seulement si la
fonction f € L% est égale p.p. & une fonction g € £3_ qui est a valeurs
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réelles. En d’autres termes, la classe [f] € L3_ est “a valeurs réelles” si et
seulement si elle admet un représentant g € £3_ (c’est-a-dire avec [f] = [g])
qui est & valeurs réelles.

On définit de méme le fait que [f] € L3 soit paire, ou bien impaire.

Exercice 11.37 Lire les symétries de f sur ses coefficients de Fourier.
Soit f € L2_.
1. Montrer que f est a valeurs réelles si et seulement si on a ¢, (f) = c_,(f)
pour tout n € Z.

2. Montrer que f est paire si et seulement si ¢, (f) = c—,(f) pour tout n € Z.

3. Montrer que f est impaire si et seulement si ¢,(f) = —c_,(f) pour tout
n € 2.

Exercice 11.38 Soit f € L3,.

1. Pour @ € R, montrer que la fonction translatée définie par 7,f : t € R —
f(t —a) € C appartient a L3_, et déterminer ses coefficients de Fourier en
fonction de ceux de f.

2. Ecrire identité de Parseval pour la fonction 7, f, et la comparer a I’identité
de Parseval pour f.

Exercice 11.39 Soit f : R — C la fonction 27-périodique telle que f(x) = =
lorsque —7 < x < 7.

1. Dessiner le graphe de f, montrer que f € L3 _ et calculer ses coefficients de
Fourier.

2. Le résultat trouvé est-il conforme & ce qu’on a montré dans I’exercice 11.37 7

3. En déduire la valeur de 3, -, 5.

Remarque 11.40 Changer de période.
Bien entendu, on peut considérer des fonctions T-périodiques, avec T #
27 ! Le produit scalaire sur L% est alors défini par (f, g) = + f[o 7] f(t)g(t) dX(t),

.27
la famille orthogonale & considérer est définie pour n € Z par e, : t > 7!

et les coefficients de Fourier de f par ¢, (f) = (f, en) = =+ f[o 7] f(t)e_m%wt dA(t).
La série trigonométrique

t— Z cn(f)em%ﬂt

converge alors vers f dans L% et I'identité de Parseval s’écrit

1713 = leal ).

neZ

Remarque 11.41 Séries de Fourier réelles.
Lorsque f : R — R est une fonction 27-périodique & valeurs réelles,
et de carré sommable sur une période, on peut préférer éviter d’utiliser les
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exponentielles complexes et écrire son développement en série de Fourier &
I’aide des fonctions trigonométriques élémentaires réelles «, : t — cosnt et
on :tsinnt (n € N).

Les résultats qu’on vient d’obtenir se traduisent alors comme suit. La
fonction f est égale dans L3_ a la somme de la série trigonométrique (qui
converge en moyenne quadratique) :

t— ao(f) + Z(an(f) cos(nt) + by (f) sin(nt)) , ou
n=1

wl)= 5 [ 5 a0
T J[0,27]
an(f) = & / F(t) cos(nt) dA(t) (n>1)
T J0,27]
bl f) = ~ / F(t)sin(nt) dA(E)  (n > 1).
T J0,27]
L’identité de Parseval s’exprime alors
1718 = laol + 5 S (an(HI + Bl £)P))
n=1

La fonction est paire ssi tous les b,, sont nuls. Elle est impaire ssi tous les a,,
sont nuls.

Vous savez déja que deux espaces vectoriels euclidiens de méme dimension
finie sont isométriques (corollaire 10.24). De méme en hermitien.

Il se trouve que les espaces de Hilbert que I'on rencontre naturellement,
notamment ’espace L%ﬂ que nous venons d’étudier, sont tous isométriques au
méme modéle £2(Z). C’est le cas de tous les espaces de Hilbert de dimension
infinie qui sont “séparables” (c’est-a-dire pas trop gros : on leur impose de
contenir une partie dénombrable dense).

Corollaire 11.42 Isomorphisme entre L3, et ¢*(Z).
Rappelons (exercice 10.12) que (*(Z) désigne l'espace de Hilbert des
suites, indexées par Z, a valeurs complexes et de carré sommable.

L’application ¢ Fourier”
F: f € L3 — (calf))nez € £2(2)

qui, G une fonction 2mw-périodique f qui est de carré intégrable sur une période,
associe la suite (cn(f))nez de ses coefficients de Fourier est linéaire. Elle

réalise une bijection, et méme une isométrie, entre les espaces de Hilbert L%F
et 2(Z).



148 D.H. M310

Preuve On vient de voir que 'application linéaire F : L%ﬂ — (%(Z) est bien
définie, et qu’elle vérifie

113 =D leal PP = l(en(Mnezllze = IF ()7

neEL

donc est isométrique. Il suit qu’elle est injective.

Reste a voir que F est surjective. Pour cela, on considére une suite
(Yn)nez € £2(Z), et on cherche a construire une fonction f € L3 dont c’est
la suite des coefficients de Fourier. On brile de prendre f = Z::“ioo Y€k
mais il faut étre soigneux. Il faut déja donner un sens a I’expression de droite,
c’est-a-dire montrer que la série converge dans l’espace L%F. Ensuite, il faut
vérifier qu’on a bien répondu au probléme, et que cette fonction convient.

Introduisons donc la suite (S),)nen de polyndmes trigonométriques définis

pour n € N par
n
Sni= Y Ykek-
k=—n

Par construction, les coefficients de Fourier des S,, vérifient cx(S,) = vk si
|k] < n et cx(S,) = 0 sinon (voir 'exercice 11.22). Autrement dit “S,, est
solution du probléme jusqu’au degré n”.

On constate que la suite (S,) est de Cauchy dans L2 . En effet, les
monomes trigonométriques (e;,) forment un systéme orthonormé et la suite
(vn) est supposée de carré sommable. Il suit que, pour p >n >0 :

-n p —n p
1S, = SalZ =11 S mer+ > merlE= 3 Pl + 3 Fl?
k=n k=n

k=—p k=—p
<Dl ——0.

n,p—>00
|k[>n

Puisque 'espace L3 est complet (théoréme 10.18), la suite (S,) converge
vers une fonction f € L2, c’est-a-dire que || f — Sy|l2 — 0 quand n — oo.

Il reste & voir que les (y,) sont bien les coefficients de Fourier de f. On
fixe k € Z. Pour n > |k|, I'inégalité de Cauchy-Schwarz (ou bien 'identité
de Parseval) permet d’estimer la différence :

lex(f) = el = lew(f) = er(Sn)l < [If = Snllz —— 0.

11 suit que c(f) = v, pour tout k € Z, ce qu’on voulait. O
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D La théorie ponctuelle des séries de Fourier

La théorie ponctuelle des séries de Fourier est considérablement
plus difficile que la théorie hilbertienne que nous venons de voir.
Nous nous contentons donc de quelques résultats élémentaires,
en nous limitant aux fonctions 27-périodiques qui sont continues
et de classe C'! par morceaux.

Définition 11.43 Fonction C' par morceaux.

Soit f € CY_ une fonction continue et périodique. On dit que f est de
classe C* par morceauz lorsqu’il existe une subdivision (sg, -+ , si) de Uinter-
valle [0, 2] telle que les restrictions f|[sj78j+1] de f a chacun des intervalles
fermés de la subdivision soient de classe C.

Cela signifie que, la fonction est de classe C! sur I'intervalle ouvert |s;, sj11],
qu’elle admet une dérivée a droite en s; et une dérivée a gauche en s; 1, que
f'(t) = fi(s;) lorsque t € |sj, s541[ converge vers s;, et que f'(t) — fg(sj+1)
lorsque t € |sj, sj+1] converge vers s;j41.

FIGURE 11.2 — Une fonction périodique et C'' par morceaux.

Théoréme 11.44 Théoréme de Dirichlet.

Soit f € CY_ de classe C* par morceaux. Alors, la série de Fourier de f
converge uniformément vers f, c’est-a-dire que la suite des sommes partielles
de Fourier Sp(f) := > p__, ck(f)ex converge uniformément vers f lorsque
n— oo :

1f = Sulf)llse = 1 = D erlerllooc —— 0.

k=—n

La fin de ce paragraphe est dédiée a la preuve du théoréme de Dirichlet.

On a déja évoqué le fait que les coefficients de Fourier ¢, (f) d’une fonc-
tion f € L3_ tendent vers 0 lorsque |n| — oo (lemme de Riemann-Lebesgue
11.35). Plus f sera réguliére, plus ses coefficients de Fourier tendront rapi-
dement vers 0. Cela résultera de la propriété suivante.
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Lemme 11.45 Soit f € CS_ une fonction continue et de classe C' par
morceaux. Alors sa dérivée, qui est définie en tout point ot f est dérivable
(c’est-a-dire, sur chaque période, en dehors d’un nombre fini de points) est
une fonction bornée, donc dans L%ﬂ, et l'on a pour tout n € Z la relation
susvante entre leurs coefficients de Fourier :

en(f') = inen(f).

Preuve Cela va résulter d’une intégration par parties, pour ces intégrales
de Riemann. Considérons en effet une subdivision (s, - - , si) de U'intervalle
[0, 27] associée a f (définition 11.43). Soit n € Z. Puisque les termes de bord
se compensent deux par deux (rappelons en effet que f(0) = f(27)), on a :

2w . Kl rsin .
o en(f!) = f@kﬂmdﬁziz/ f(t)e” ™ dt
j=0 "%

0
k-1 . Sj+1 k-1 Sj+1 .
=3 [rmen]” _§:/‘ FE)(—in)e—™ dt
=0 R E
=in " ft)e ™ dt = 21 inc, (f) . O
0

Corollaire 11.46 Soit (y,)nez € £2(Z) une suite de carré sommable. Alors,
une famille satisfaisant ¢, = ’Ln pour tout n # 0 est sommable.

En particulier, la famille (c,(f))nez des coefficients de Fourier d’une
fonction f € CY_ continue et de classe C* par morceauz est sommable.

Définition 11.47 Rappelons qu’une famille (cn)nez de nombres complexes
est sommable lorsque 3,7 [cn| == SUPNen D < [en| < 0.

Preuve La premiére assertion est une conséquence de l'inégalité de Cauchy-
Schwarz dans l'espace £2(Z) (proposition 10.8 et exercice 10.12). On a en effet

L= (B ) (T ) <

Z*
La seconde s’en déduit en utilisant le lemme 11.45. |

n
m

Nous allons en déduire que la série de Fourier d’une fonction f € C9_ qui
est de classe C'! par morceaux est uniformément convergente.

Proposition 11.48 Complétude de C3 .

Leespace (C9_, || |lso) des fonctions continues 2m-périodiques muni de la

norme sup est un espace métriqgue complet.
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Preuve Soit (f,) une suite de Cauchy dans (CY., || |ls). Nous allons mon-
trer que la suite (f,,) converge uniformément vers une fonction f : R — C. La
proposition 1.44 assure alors que f est continue, comme limite uniforme d’une
suite de fonctions continues. La fonction f est également 27-périodique : pas-
ser & la limite lorsque n — oo dans I'égalité f,(x+27) = f,(x), valable pour
tout x € R et tout n € N.

Commengons par montrer la convergence simple de la suite (f,,). Fixons
x € R. L’hypothése assure que la suite de nombres complexes (f,(z)) est
de Cauchy ; puisque C est complet, cette suite converge; on notera f(z) sa
limite.

A ce stade, on a la convergence simple de la suite (f,) vers f. Reste a
montrer que la convergence est uniforme. Exprimons que la suite (f,) est
uniformément de Cauchy. Fixons € > 0. Il existe donc un rang N tel que I'on
ait || fn, — fmlloo < € pour tous n,m > N, c’est-a-dire |f(x) — fn(z)| < &
pour tous n,m > N et tout z € R. Fixons alors n > N, et faisons tendre m
vers oo. Il vient |f,,(x) — f(x)| < & pour tout n > N et tout € R, ou encore
| frn = flloo < € dés que n > N : la suite (f,) converge donc uniformément
vers f, comme annoncé. O

Lemme 11.49 Série trigonométrique uniformément convergente.
Soit (V) rez une suite sommable de nombres complexes : Y 1. || < 0.
Alors la suite de polynomes trigonométriques définis par Sy, = p_ . Ykek
(n > 0) converge uniformément vers une fonction g € CSW lorsque n — oo.
Les coefficients de Fourier de g vérifient, pour tout k € Z, I’égalité cx(g) =

Vk -

Preuve La suite (5),) des sommes partielles de cette série de fonctions est
uniformément de Cauchy. En effet, on a pour tous m > n

m m
[Sm — Shlleo = || Z Veklloo < Z Y| ——— 0.
,M—00
k=n+1 k=n+1

L’espace C3_ étant complet (proposition 11.48), la suite (S,,) converge donc
uniformément vers une fonction continue et 27-périodique g € CY, .

Calculons maintenant les coefficients de Fourier de g. Soit k € Z. On a,
pour tout n € N, la majoration

e (Sn) = ex(9)] = lex(Sn = 9)] < 1180 = glloc —— 0,
donc ¢x(g) = limy, o0 ¢x(Syn). Chaque fonction S, = >, ~rex étant un

polynéme trigonométrique, 'exercice 11.22 assure que c(Sy,) = 7, dés que
n > |k|. Il suit que cx(g) = V- O
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Maintenant que nous avons en main ces résultats préliminaires, nous
pouvons passer a la preuve du théoréme de Dirichlet.

Preuve du théoréme de Dirichlet 11.44.
Soit f € C9_ de classe C! par morceaux.

e On a a fortiori f € L%W. La théorie hilbertienne des séries de Fourier
(théoréme 11.29) assure donc que la suite (S, f) converge vers f en moyenne
quadratique, c’est-a-dire que ||S,f — f|l2 = 0 lorsque n — oc.

e Intéressons-nous maintenant a la convergence ponctuelle de la suite de

fonctions (S, f). D’aprés le corollaire 11.46, la suite (¢,,(f)) des coefficients
de Fourier de f est sommable.
Le lemme 11.49 assure alors que la suite des sommes partielles de la série de
Fourier de f, soit Sy, (f) = > p__,, ¢k(f)ex, converge uniformément sur R. On
note donc, pour tout z € R, g(x) = limy, 00 Sn(f)(x) = > ez cr(f)er() sa
limite. La fonction g est continue sur R (comme limite uniforme d’une suite
de fonctions continues) et 2w-périodique.

e Il nous reste a identifier f et g. Puisqu’on a convergence uniforme de
la suite de fonctions (S, f) vers g, le lemme 11.8 assure qu’on a a fortiori
convergence en moyenne quadratique, soit ||.S,, f — glla —— 0.

n—oo

Puisque l'on sait déja que ||S,f — flla —— 0, cela assure que f = g au
n—oo
sens de L%F, c’est-a-dire presque partout.

e Les deux fonctions continues f,g € C9_ coincident donc presque par-
tout. Le lemme suivant assure qu’on a f = g en chaque point. O

Lemme 11.50 Soient f,g : R — C deuz fonctions continues. On suppose
que f = g p.p. Alors, on a l’égalité f = g.

Preuve On procéde par I’absurde et on suppose qu’il existe un point zg €
R tel que |f(zo) — g(z0)] = ¢ > 0. Par continuité de f — g, il existe un
intervalle ouvert ¢ € ]a, b[ contenant ¢ sur lequel |f — g| < 0. Contradiction,
cet intervalle n’étant pas négligeable. O

Exemple 11.51 Une fonction en dents de scie.

Regardons ce que donne le théoréme de Dirichlet pour la fonction 27-
périodique définie par f : t € [—m, ] — [t| € R. Il s’agit d’une fonction
continue, et de classe C'! par morceaux.

On calcule facilement ses coefficients de Fourier. On trouve co(f) = F,
puis can(f) = 0 lorsque n # 0, et cont+1(f) = —%m lorsque n € N. (On

constate que ce résultat est cohérent avec la parité de f!)
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FIGURE 11.3 — Le graphe de la fonction en dents de scie f 11.51, puis de
quelques sommes partielles de Fourier S1(f), S3(f), S7(f) et S11(f).



10. Appendice : Intégrale de Riemann

Ce chapitre ne fait pas partie intégrante du cours. C’est un texte auquel
vous pouvez vous référer si vous en ressentez le besoin, ou la curiosité. On y
rappelle la construction de l'intégrale de Riemann, ainsi que ses principales
propriétés.

La notion d’intégrale de Riemann impropre y est évoquée pour les fonc-
tions positives. Le cas des fonctions signées est plus subtil, et ne s’accorde
pas avec la théorie de Lebesgue : méfiez-vous.

A Continuité uniforme

Une propriété plus forte que la continuité est I'uniforme continuité. Nous
nous en servirons pour montrer qu'une fonction continue sur un segment y
est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier (proposition 10.23),
fait qui est a la base de la définition de l'intégrale de Riemann.

Définition 10.1 Continuité uniforme. Une fonction f : X — R définie
sur un espace métrique X est uniformément continue si

Ve >0, In =n(e) > 0 tel que
six,y € X vérifient d(z,y) < n, alors |f(x) — f(y)| < e.

Toute fonction uniformément continue est a fortiori continue.

Exercice 10.2 1. Comparer les définitions de convergence simple versus
convergence uniforme ; et de continuité versus continuité uniforme.

2. Les fonctions suivantes f : t € R 2 2 € R, g: z € R — 22 € R et
h:x € [0,2] — 2% € R sont-elles continues ? uniformément continues ?

Théoréme 10.3 Théoréme de Heine.

Une fonction f : [a,b] — R, définie et continue sur un segment, y est
uniformément continue.

Preuve Procédons par I'absurde. On suppose donc qu’il existe un réel

e > 0 et deux suites (zp)nen et (Yn)nen de points du segment [a, b] telles que
|zn, — yn| — 0 mais avec | f(zn) — f(yn)| > € pour tout n € N.

154
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En invoquant le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut supposer
(quitte a passer & une sous-suite) que la suite (x,)pen converge vers un
a € [a,b]. La suite (yp)nen converge donc également vers ce point «. Par
continuité de f au point @ on a donc |f(x,)— f(a)| = 0 et |f(yn)—f(a)] — 0
lorsque n — oo. L’inégalité triangulaire donne donc |f(x,) — f(yn)] — O
lorsque n — oo. C’est une contradiction. O

Exercice 10.4 Démontrer de méme qu’une fonction continue f : [¢,d] X [a,b] — R
est uniformément continue.

Plus généralement, toute fonction continue définie sur un espace métrique compact
y est uniformément continue.

Exercice 10.5 1. Montrer que la fonction f : = € [0,1] — /z € R est
uniformément continue.

2. En déduire que la fonction h : & € [0,00[ — /= € R est uniformément
continue.

B Fonctions en escalier

Définition 10.6 Subdivision d’un segment.

Une subdivision o0 = (So, ..., Sk) (k > 1) du segment [a,b] est une famille
finie de points de [a,b] contenant les extrémités et rangés par ordre croissant,
s0it

sp=a<8] < - <Sp_1<8=»>.

- k1
Le pas de cette subdivision est hq == sup;_ |sj+1 — ;|-

Définition 10.7 Fonction en escalier.

Soit f : [a,b] — R. On dit que f est une fonction en escalier s’il existe une
subdivision o = (So,...,sk) du segment [a,b] et des constantes cy, ..., Cp—1
telles que la fonction f soit constante égale a cj sur chacun des intervalles
owverts |sj, sj41[ (0 < j < k—1) associés a cette subdivision. On dit alors
que la subdivision o est subordonnée & la fonction en escalier f.

En posant ¢ = (cq, ..., cx—1), on notera alors f = E(o,c).

Fi1GURE 10.1 — Deux subdivisions subordonnées & une méme fonction en escalier
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Notons qu’on n’a pas précisé la valeur de f aux points (s;) de la subdivision.
En particulier, la notation f = FE(o,c¢) est quelque peu abusive puisqu’elle
ne prend pas en compte la valeur de f aux points s; de la subdivision, c’est-
a-dire en un nombre fini de points. Comme il s’agit de définir I'intégrale de
f, cela n’aura pas d’importance.

Noter également que, pour une méme fonction en escalier, on dipose d’une
infinité de subdivisions subordonnées (qui doivent toutes contenir les points
de discontinuité de f).

Exemple 10.8 La restriction d’une fonction en escalier sur [a, b] & un sous-
segment [c, d] C [a, b] est une fonction en escalier sur [c, d].

Notation 10.9 On notera &£([a,b]) 'ensemble des fonctions f : [a,b] — R
en escalier.

Remarque 10.10 Fonction en escalier.

On se permettra de dire qu'une fonction f : R — R définie sur tout R
est en escalier 8’1l existe un segment [a,b] tel que f soit nulle en dehors de
ce segment, et tel que la restriction fj, 5 soit une fonction en escalier.

Exercice 10.11 Décider, pour chacune des fonctions suivantes, s’il s’agit d’une
fonction en escalier : f = o1}, g = Ljo,15, b = Ljg,00) €8 kb = Ljg,17 + 21123
Lorsque c’est le cas, exhiber plusieurs subdivisions subordonnées.

Exercice 10.12 Soient I; = [a;,b;] des segments (1 < j < n) et (¢j)1<j<n des
réels. Démontrer que la fonction f = 2?21 ¢jliq, b, €st en escalier.

On pourra introduire ’ensemble fini S = {a;,b;| 1 < j < n} ainsi que o := inf S et
B :=sup S, et considérer la subdivision du segment [«, 5] obtenue en rangeant les éléments
de S par ordre croissant.

Nous terminons par quelques propositions, sans démonstration. Le lec-
teur intéressé pourra essayer de les démontrer, de préférence aprés avoir lu
la preuve de la proposition 10.16 (et/ou reprendre son cours de 1’an dernier).

Proposition 10.13 La fonction f : R — R est en escalier si et seulement
St

1. elle prend un nombre fini de valeurs

2. pour tout réel ¢ € R* non nul, I’image réciproque f~'(c) est vide,
ou bien est une union finie d’intervalles (ouverts, fermés ou semi-
ouverts) bornés.

Proposition 10.14 Une fonction f : R — R est en escalier si et seulement
si elle est combinaison linéaire f = 27;:1 cjly, de fonctions indicatrices
d’intervalles bornés Lj.

Proposition 10.15 La valeur absolue |f| et le produit af d’une fonction en
escalier f par un réel o sont des fonctions en escalier. Une somme f + g et
un produit fg de fonctions en escalier sont en escalier.

En particulier, pour tout segment [a,b], £([a,b]) est un espace vectoriel.
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C Intégrale de Riemann des fonctions en escalier

On veut maintenant définir 'intégrale de Riemann d’une fonction en
escalier. On a déja dit que l'intégrale d’une fonction indicatrice d’intervalle
doit étre égale a 'aire du rectangle qu’elle dessine. De plus, l'intégrale doit
étre linéaire : voir 'introduction.

Soit f = E(o,c) une fonction en escalier. Cette fonction s’écrit comme
combinaison linéaire de fonctions indicatrices d’intervalles, puisqu’on a alors
f= Z?;& ciljs; s, T Z?:o f(sj)1s,3- Nous n’aurons donc pas le choix
pour définir son intégrale! Il reste tout de méme & lever une ambiguité,
puisque 'écriture f = E(o,c) n’est pas unique.

Proposition 10.16 Soit f : [a,b] — R une fonction en escalier.

On se donne deuz subdivisions du segment [a,b] subordonnées a f, soient
o= (s0,...,5;) et T = (lo,...,tg) de sorte que f = cj sur chaque intervalle
155, 8j41] (pour 0 < j <k—1), et f = d; sur chaque intervalle |t;, t;41] (pour
0<i<t—1)

Notons I(f,0) = Y5Zg¢j (sj11 — s5) et I(f,7) = SiZgd; (b1 — ti).
Alors, on a U’égalité

Admettons un instant ce résultat (élémentaire). L’ambiguité signalée plus
haut est levée, on peut donc définir l'intégrale de la fonction en escalier
comme la valeur commune des I(f, o) pour les subdivisions subordonnées.

Définition 10.17 Intégrale d’une fonction en escalier.
Soient o = (so, . . ., Sk) une subdivision du segment [a,b] et c = (co, ..., Ck—1)
des réels. L’intégrale de la fonction en escalier f = FE(o,c) est définie par

b k—1
/ F)dt =" cj(sjr1—s;).
a =0

Remarque 10.18 Modifier la fonction en escalier f en un nombre fini de
points ne change pas la valeur de son intégrale.

L’intégrale de la fonction en escalier f est I'aire “algébrique” de la portion
de plan comprise entre le graphe de f est 'axe des abscisses. Cela signifie
que l'aire des rectangles au-dessus des intervalles ou f > 0 contribuent a
I'intégrale avec un signe +, tandis que l'aire des rectangles au-dessus des
intervalles ol f < 0 contribuent & I'intégrale avec un signe —. Dans I’exemple
de la figure 10.2, on a I(f) = A; + A2 — Ag + Ay, ou les A; sont les aires des
rectangles.
Il est plus commode de prouver la proposition 10.16 en deux étapes.
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Ay

FIGURE 10.2 — Intégrale d’une fonction en escalier

Définition 10.19 Soient o et 7 deux subdivisions du segment [a, b].

On dit que T est plus fine que o lorsque tous les points de o sont également
des points de T.

La réunion o U T, constituée de la réunion des points de o et des points
de T, que l’on range par ordre croissant, est encore une subdivision de [a,b].

Preuve de la proposition 10.16

Premier cas : la subdivision 7 est plus fine que o¢. On commence par
montrer que I[(f,0) = I(f,7) lorsque 7 est obtenue en rajoutant un seul
point & o, puis on conclut par récurrence (finie) sur le nombre de points de
7\ 0. Les détails sont laissés au lecteur.

Cas général. La subdivision o U 7 est plus fine que o, et que 7. Le cas
précédent montre donc que I(f,0) = I(f,cUT), et que I(f,7) = I(f,cUT).
Légalité I(f,0) = I(f,T) suit. O

Voici les propriétés fondamentales de I'intégrale de Riemann des fonctions
en escalier. Nous les retrouverons en 10.29 pour les fonctions réglées.

Remarquons qu’'une fonction en escalier f : [a,b] — R est bornée. On
rappelle la notation || f|lco = supye(q) | f(t)] € [0, +00].

Proposition 10.20 Propriétés de I’intégrale des fonctions en escalier.
On désigne par I : f € &E([a,b]) — ff f(t)dt € R lintégrale de Riemann
des fonctions en escalier définies sur le segment [a,b]. Alors, Uapplication
I:&([a,b]) = R est:
1. linéaire : pour f,g € E([a,b]) et a, B €ER, on a
I(af + Bg) = od(f) + BI(g) ;
2. positive donc croissante : pour f € E([a,b]) positive, on a I(f) > 0;
pour f,g € E([a,b]) avec f > g, on a I(f) > 1(g);
3. continue : pour f € E([a,b]), on a |[I(f)| < (b—a)|flloo

4. additive (relation de Chasles) : pour f € £([a,b]) et a < u < b, on

a i f(tydt = [} f(e)dt+ [} £(t)dt.

Preuve 1. On choisit des subdivisions o et 7 respectivement associées aux
fonctions f et g. La subdivision o UT = (xg,-- ,x) est alors subordonnée
a toute combinaison linéaire af + Bg de f et g.
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On adonc I(af+8g) = I(af 4+ Bg,oUT) pour tous a, 8 € R. Supposons
que f = ¢j sur |zj,xj11 et g = d; sur |z, x;41[. En regroupant les termes,
on aura pour tous a, 3 € R :

b k—1
/ (of +Bg)dt = Y (ac; + Bdj)(zj1 — ;)
ﬁ? k-1
= Z acj(xji1 — xj) + Z Bdj(zj11 — ;)
=0 =0

= a/abfdt+ﬁ/abgdt.

2. Supposons que la fonction en escalier f prenne des valeurs positives ou

nulles. Si o est une subdivision subordonnée a f, avec f = E(o,c¢), les ¢;

sont tous positifs ou nuls. Il suit alors de la définition que I(f) > 0.
Supposons maintenant que f > g. La fonction en escalier f —g > 0

est positive ou nulle. Par linéarité de l'intégrale, et la positivité, on a donc

I(f)—1I(g) =I(f —g) >0, ce qu'on voulait.

3. Puisque —||flloo < f < || flloo, €t f; 1dt = (b— a), cette assertion découle

de la croissance et de la linéarité de 'intégrale.

4. Si f = E(o,c), utiliser la subdivision ¢ U {u} (qui est également subor-

donnée a f) pour découper l'intégrale f; f(t) dt en deux parties. O

Remarque 10.21 La propriété 3. dit que Papplication I : E([a,b]) — R
(linéaire) est continue, lorsque I’espace vectoriel £([a, b]) est muni de la norme
sup || |leo- On a en effet, pour toutes f, g € £([a, b]), la majoration

() =1l =({f =gl < (b—a)[l f =9l

donc I : £([a,b]) — R est lipschitzienne.

D Intégrale de Riemann des fonctions réglées

L’intégrale de Riemann, que nous venons de définir pour les
fonctions en escaliers, s’étend facilement aux fonctions réglées et,
en particulier, aux fonctions continues.

Définition 10.22 Une fonction f : [a,b] — R définie sur un segment est
réglée si elle est limite uniforme, sur ce segment, d’une suite f, : [a,b] — R
de fonctions en escaliers, c’est-a-dire si

Jdim fa = floei= lim_ (sup [ful@) = f@)]) =0,

n—=+00 \ selab)

Une fonction en escalier est réglée. Donnons tout de suite d’autres exemples.
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Proposition 10.23 Soit f : [a,b] — R.
1. St f est continue, elle est réglée.
2. Si f est continue par morceauz, elle est réglée.
3. Si f est limite uniforme de fonctions réglées, elle est réglée.

4. Si f est monotone, elle est réglée.
Avant de démontrer cette proposition, rappelons la définition suivante.

Définition 10.24 Fonction continue par morceaux.

Une fonction f : [a,b] — R est continue par morceauz s’il existe une
subdivision o = (Sg,...,Sk) de [a,b] telle que la restriction de f a chaque
intervalle |sj, sj41[ de la subdivision soit continue et ait une limite finie aux
bornes de cet intervalle.

Exemple 10.25 Une fonction en escalier est continue par morceaux. Les
fonctions f,¢g : [0,1] — R définies respectivement par f(0) = ¢g(0) = 0,
f(z) =1/x et g(z) =sin(1/z) si 0 < x < 1, ne le sont pas.

FIGURE 10.3 — Le graphe d’une fonction continue par morceaux.

Preuve de la proposition 10.23 1. Soit f : [a,b] — R continue. Elle
est alors uniformément continue d’aprés le théoréme de Heine 10.3. Soient
e > 0, et le n qui lui est associé par Heine. On choisit une subdivision
o= (so,...,sk) de [a,b] dont le pas h, = sup?;é |sj+1 — s;| est inférieur &
n. La fonction en escalier définie par g(z) = f(s;) lorsque s; < x < sj41
(0<j<k-—1)etg(b) = f(b) satisfait ||f — g||cc < € (faire un dessin!)

En appliquant cette construction pour € = 1/n (n > 1), on obtient une
fonction en escalier g, : [a,b] — R qui approche uniformément f a 1/n prés
sur le segment [a, b]. La suite de fonctions en escaliers (g, )nen converge donc
uniformément vers f, qui est donc réglée.

2. Supposons maintenant que f est continue par morceaux. Pour simpli-
fier, nous supposerons que f est discontinue en un seul point de |a, b[, et donc
qu'il existe un réel ¢ € Ja,b] et deux fonctions continues fi : [a,¢] — R et
f2 ¢ [e,b] = R qui coincident avec f respectivement sur |a, ¢[ et sur |c, b[. Soit
maintenant € > 0. D’aprés le cas précédent, on peut trouver deux fonctions
en escaliers ¢ : [a,c] — R et 13 : [¢,b] = R qui approchent respectivement
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f1 sur [a,c] et fo sur [c,b] & e prés. La fonction 1 : [a,b] — R qui coincide
avec 1 sur |a, c[, avec 19 sur |c, b, et telle que ¥(a) = f(a), ¥(c) = f(c) et
(b) = f(b) est en escalier. Par construction, 1 approche uniformément f a
e prés sur Uintervalle [a, b].

3. Soit (fn)nen une suite de fonctions réglées qui converge uniformément
vers f : [a,b] — R. Pour chaque n € N, on choisit une fonction en escalier
gn : [a,b] = R telle que || fr, — gnlloc < 27". L’inégalité triangulaire assure
que la suite de fonctions en escaliers (g, )nen converge uniformément vers f,
qui est donc réglée.

4. Preuve laissée en exercice. Attention, ce n’est pas si facile. O

Proposition 10.26 1. L’ensemble des fonctions réglées sur le segment
[a,b] constitue un espace vectoriel, que l’on note R([a,b]).

2. La valeur absolue |f| d’une fonction réglée f € R([a,b]) est réglée.
3. Une fonction réglée f € R([a,b]) est bornée.

4. La restriction d’une fonction réglée f € R([a,b]) & un sous-segment
[c,d] C [a,b] est une fonction réglée fi.q € R([c,d]).

Preuve 1. Si f,g: [a,b] — R sont deux fonctions réglées, respectivement
limites uniformes sur [a,b] des suites de fonctions en escalier (fy,)nen et
(gn)nen, on vérifie facilement que, pour tous réels a et 3, la fonction a.f + B¢
est limite uniforme sur [a, b] de la suite de fonctions en escalier (o f,,+B9n)nen
et est donc réglée.

2.Si f : [a,b] — R réglée est limite uniforme de la suite (fy,)nen de fonctions
en escaliers, alors |f| est limite uniforme de la suite (|fy|)nen des valeurs
absolues, qui sont également en escalier. Vérifiez-le!

3. Une fonction en escalier est bornée. Une limite uniforme f = lim f,,, ou
chaque fonction f,, est bornée, est également bornée. Vérifiez-le!

4. Si f est limite uniforme sur [a,b] d'une suite (f,)neny de fonctions en
escalier, elle est a fortiori limite uniforme de (fy,)nen sur le sous-segment
[c,d]. La restriction de chaque fonction f, a [c,d] est encore en escalier. O

Nous définissons maintenant I'intégrale de Riemann des fonctions réglées.
Proposition-Définition 10.27 Soit f € R([a,b]) une fonction réglée, ob-

tenue comme limite uniforme sur [a,b] d’une suite f, € E(]a,b]) de fonctions
en escaliers. Alors la limite

Jim /a ") di

n—-4o00

existe, et ne dépend pas de la suite (fn)nen choisie. L’intégrale de Riemann
de f sur [a,b] est alors définie comme cette limite commune, soit

/abf(t)dt: lim /abfn(t)dt.

n—-+o0o
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Preuve Considérons une suite (f,)nen de fonctions en escalier qui converge
uniformément vers une fonction réglée f. On va commencer par montrer que
la suite (I, )nen des intégrales I, := ff fn(t) dt de ces fonctions en escalier est
de Cauchy. Puisque R est complet (proposition 1.7), cette suite convergera
alors vers un réel I.

L’hypotheése est que la suite (f,)nen converge uniformément vers f, soit

lfn— flloo = sup |fn(z) — f(x)] = 0 lorsque n — oo.

z€(a,b

Il suit par I'inégalité triangulaire que la suite (f,)nen est uniformément de
Cauchy, soit
|| fr. — folloo = 0 lorsque (n,p) — oco.

On déduit alors de la proposition 10.20 que la suite (I, )nen est de Cauchy.
Elle converge donc vers un réel I.

Soit maintenant une autre suite (gn)nen de fonctions en escaliers conver-
geant uniformément vers f. La suite (J,)nen des intégrales J, := ff gn(t) dt
converge donc également vers un réel J. Il reste & montrer que I = J.

Pour cela on introduit une troisiéme suite (hy, )nen, obtenue en intercalant
des termes de (fn)nen et de (gn)nen. On peut poser par exemple hoy, = fo,
et hopt+1 = gant+1 pour tout n > 0. La suite de fonctions (hy,)nen converge
uniformément vers f, donc la suite (K, )nen des intégrales K, := f; h(t) dt
est convergente, de limite K. Puisque la suite (K},),en admet, par construc-
tion, I et J comme valeurs d’adhérence, on a bien I = J = K. O

Rappel 10.28 On dit qu’une suite (un)neny admet o comme valeur d’adhé-
rence lorsqu’il existe une suite extraite de (un)nen qui converge vers .

Par exemple, la suite définie par u, = (—1)" (n € N) admet exactement
deux valeurs d’adhérence, qui sont 1 et —1.

Une suite convergente, de limite £, admet ¢ pour seule valeur d’adhérence.

Nous montrons maintenant que toutes les propriétés satisfaites par I'intégrale
de Riemann des fonctions en escalier (voir la proposition 10.20) sont plus
généralement satisfaites pour les fonctions réglées.

Proposition 10.29 Propriétés de ’intégrale des fonctions réglées.
Soit I: f € R(la,b]) — f: f(t)dt € R Uintégrale de Riemann des fonctions
réglées définies sur le segment [a,b]. L’application I : R([a,b]) — R est :
1. linéaire : pour f,g € R([a,b]) et o, €ER, on a
{af +B9) = al(f) + BI(g) ;
2. positive donc croissante : pour f € R([a,b]) positive, on a I(f) > 0;
pour f,g € R([a,b]) avec f > g, on a I(f) > 1(g);
b

3. continue : pour f € R([a,b]), on a |[I(f)| < (b—a)|f|oo-
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Elle vérifie également :

4. la relation de Chasles : pour f € R([a,b]) et a < u < b, on a
Ja @yt = [} f@yde+ [ F(2)dt ;

5. inégalité triangulaire : si f € R([a, b)), ona | [*f(t)dt| < [ |f(t)] dt.

Remarque 10.30 Comme l'indique son étiquette, la propriété 3. exprime
la continuité de I'intégrale, pour la convergence uniforme. On a en effet par
linéarité de l'intégrale |I(f) — I(g)] < (b—a) || f — gllco Pour f,g € R([a,b]).
Voir également le corollaire 10.31.

Preuve Cette proposition découle des propriétés correspondantes pour 1'in-
tégrale de Riemann des fonctions en escalier (proposition 10.20), et de la
définition de l'intégrale d’une fonction réglée 10.27.

1. Soient f et g deux fonctions réglées. On les écrit respectivement comme
limites uniformes de deux suites de fonctions en escalier (f,)nen €t (gn)nen-
On a alors d’aprés 10.20 (1) légalité I(af, + Bgn) = al(fn) + BI(gn) pour
chaque n € N. Le résultat vient en passant a la limite dans cette égalité
lorsque n — oo, puisque la suite (af, + Bgn)nen converge uniformément
vers la fonction af + Sg.

2. Soit f > 0 une fonction réglée, limite uniforme sur [a, b] de la suite de
fonctions en escalier (f,,)nen. Pour € > 0, on aura f, > —e dés que n est
assez grand, et donc I(f,) > —e (b — a) par 10.20 (2) appliquée a f, et a la
fonction —e 1 y. Il suit que I(f) = limp—00 I(fn) > —€ (b — a). Ceci étant
vrai pour tout € > 0, on a la premiére assertion. La seconde s’en déduit en
considérant la fonction positive f — g et en utilisant I’additivité de I'intégrale.

3. 00 8 —|floo Ly < F < Iflloo sy it [I(F)] < (b— ) | flloc en
utilisant 2.

4. Soit f € R([a,b]), limite uniforme sur [a, b] de la suite de fonctions en
escaliers (fy)nen. A fortiori, la restriction de f a U'intervalle [a, u] y est limite
uniforme des restrictions des f, a cet intervalle. De méme pour l'intervalle
[u, b]. On écrit la relation de Chasles pour les fonctions en escalier f,, (10.20.4)

/ab fn(t)dt = /au fn(t)dt + /ub Fult) dt.

En passant a la limite lorsque n — oo, et en revenant & la définition de
I'intégrale de f sur chacun des intervalles [a, b], [a,u] et [u,b], on obtient la
relation de Chasles pour f.

5. L’encadrement —|f| < f < |f], la croissance et la linéarité de 'intégrale
assurent en effet que — [V |f](t)dt < [V f(t)dt < [V |f](t) dt. O

On a déja dit (proposition 10.23) qu’'une limite uniforme de fonctions
réglées sur le segment [a, b] est encore réglée. Que deviennent leurs intégrales ?
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Corollaire 10.31 Intégrale d’une limite uniforme de fonctions réglées.
Soit f, € R([a,b]) une suite de fonctions réglées, convergeant uniformément
vers la fonction réglée f € R([a,b]).

Alors, on peut intervertir limite et intégrale :

/abf(t)dt —/ (lim_ fu(®))dt = lim / 20

Preuve Soit ¢ > 0. La suite de fonctions ( f,,)nen convergeant uniformément
vers f, il existe un rang N = N (e) tel qu’on ait || f— fp||cc < € désquen > N.

En utilisant la proposition 10.29 (linéarité et continuité), il vient :

], dt—/ fult dt\—\/ — L)) di]

b—a)llfn = flle < (b—a)e.

La différence f[a 0 t) dt— f[ P fn(t) dt est donc arbitrairement petite lorsque
n est assez grand, ce qu on Voulalt montrer. O

Corollaire 10.32 Intégrale dépendant d’un paramétre.
Soit f : [c,d] X [a,b] — R une fonction continue. On définit, pour tout

x € [e,d] : .
:/ Fa ) dt

Alors la fonction F : [c,d] — R est continue.

Preuve C’est une conséquence du théoréme de Heine (exercice 10.4), et des
propriétés de Uintégrale (continuité, ou inégalité triangulaire selon la fagon
dont on s’y prend pour présenter la preuve).

La fonction f étant définie et continue sur I’espace compact [c, d] X [a, b],
elle y est uniformément continue. Il suit que, pour tout £ > 0, il existe n > 0
tel que pour z,y € [c,d] avec |z —y| < n, on a |f(z,t) — f(y,t)| < & pour
tout ¢ € [a,b]. Si |z — y| < n, on a donc en utilisant I'inégalité triangulaire
puis la croissance de 'intégrale :

b
F(z) - F)| = | / (Flaat) — F(y,1)) di]
/\fxt v, )| dt < (b—ae.

Ceci donne bien la continuité de F'. O

Dans I'énoncé précédent, il est important que l'intervalle d’intégration
soit compact - ne serait-ce que parce que nous parlons ici d’intégrale de
Riemann! Par contre, I’énoncé se généralise facilement comme suit.
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Corollaire 10.33 Intégrale dépendant d’un paramétre (bis).
Soit f : R x [a,b] — R une fonction continue. On définit, pour tout
rzeR:

b
Flz) = / o) dt.
Alors la fonction F : R — R est continue.

Preuve Le corollaire 10.32 montre que la restriction de F' & tout intervalle
compact [¢,d] C R est continue. A fortiori, la restriction de F' a tout intervalle
ouvert borné |c,d| est continue. La continuité étant une propriété locale, le
résultat est prouvé. O

Exercice 10.34 Retrouver le résultat du corollaire 10.33 comme cas particulier
du théoréme 4.29.

Notation 10.35 Relation de Chasles Lorsque a < b et f : [a,b] — R est
une fonction réglée, on convient de poser

/baf(t)dt::—/abf(t)dt.

Cette convention permet d’écrire la relation de Chasles sans états d’dme.
Pour f : [a,b] — R une fonction réglé, et u,v,w € [a,b] quelconques, on aura

toujours ) . )
/f(t)dtz/ f(t)dt+/ F(t)dt.

Pour conclure ce paragraphe, nous observons qu’une fonction réglée n’est
pas toujours continue en chaque point, mais qu’elle est continue en beaucoup
d’endroits !

Proposition 10.36 Soit f : [a,b] — R une fonction réglée. Il existe un
ensemble fini ou dénombrable D C |a,b] tel que f soit continue en chaque
point de [a,b] \ D.

Preuve On écrit la fonction réglée f : [a,b] — R comme limite uniforme
d’une suite (gn)nen de fonctions en escalier. Chacune de ces fonctions en
escalier g, est continue sur I'intervalle [a, b] privé d’un ensemble fini de points
D,, C [a,b]. La réunion D = U,enD,, C [a,b] est donc un ensemble fini ou
dénombrable.

Soit x € [a,b] \ D. Par construction, on a D, C D pour tout entier
n : chacune des fonctions g, est donc continue au point z. La convergence
uniforme de la suite (g, )nen vers f assure que f est également continue au
point x : ceci a été annoncé a ’exercice 1.47, démontrons ce résultat.

Soit ¢ > 0. Il existe un entier ng tel que ||gn, — fllco < €. La fonction
gne €tant continue au point z, il existe n > 0 tel que |gn,(z) — gno(¥)| < €
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pour tout y € [a,b] tel que |z — y| < 7. L’inégalité triangulaire donne donc,
toujours pour y € [a,b] tel que |z —y| <n:

|f(@) = FW)] < 2gne — Flloo + 19no (%) — gno (y)] < 3¢,
ce qu’on voulait. O

Exercice 10.37 Montrer que la fonction indicatrice Lgnp,1; : [0,1] — R des
rationnels de [0,1] n’est pas réglée. On commencera par se demander en quels
points cette fonction est continue.

On a plus précisément la caractérisation suivante, dont la démonstration est
un peu plus délicate. Nous nous contentons d’énoncer le résultat.

Théoréme 10.38 Une fonction f : [a,b] — R est réglée si et seulement si
elle admet une limite & droite et une limite a gauche en chaque point de [a, b].

E Les insuffisances de l'intégrale de Riemann

On a vu que lintégrale de Riemann se comporte bien vis & vis de la
convergence uniforme. C’est bien! Mais nous ne sommes pas satisfaits pour
autant. On peut regretter notamment que :

1. On ne sache pas définir l'intégrale de Riemann de h := Lgnjo ). En
effet, elle n’est pas réglée (pire, elle n’est pas Riemann-intégrable au sens du
paragraphe 10.1).

Cette fonction n’a pourtant rien d’effrayant : elle est bornée, et peut
s’obtenir comme limite croissante d’une suite de fonctions f,, en escaliers
(valant chacune 0 partout sauf en un nombre fini de rationnels, et donc
d’intégrales nulles).

On aimerait donc bien que h soit intégrable, et d’intégrale nulle!

2. Le cadre naturel pour échanger limite et intégrale au sens de Riemann
soit la convergence uniforme.

En pratique, c’est une condition trés restrictive, qui oblige & quelques
contorsions pour traiter des exemples qui deviendront simplissimes avec les
théorémes de Lebesgue (théorémes 2.4 (voir 9.35) et 4.25).

2. L’intégrale de Riemann ne soit naturellement définie que pour des
fonctions bornées définies sur un segment (voir cependant le paragraphe F).

On suggére de rédiger ’exercice suivant en utilisant, pour commencer,
I'intégrale de Riemann, puis de le traiter en utilisant 'intégrale de Lebesgue.

Exercice 10.39 Soit la suite de fonctions continues définie sur le segment [0, 7/2]
par f,(t) = (sint)™.
1. Esquisser le graphe de f;, puis le graphe de f, pour n grand.

2. Lasuite (f,,)nen converge-t-elle uniformément vers 0 sur 'intervalle [0, 7 /2] ?
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3. Montrer que la suite (f,)nen converge uniformément vers 0 sur tout inter-
valle [0, a] lorsque 0 < a < /2.

4. En déduire que la suite d’intégrales I, := ﬂ/ 2 fn(t) dt converge vers 0.

On pourra choisir 0 < a < 7/2 suffisamment proche de 7/2, estimer séparément
fo fn(t)dt et fﬂ/Q fn(t) dt, et utiliser la relation de Chasles et la question (3).

F Intégrales de Riemann impropres
(fonctions positives)

L’intégrale de Riemann n’est naturellement définie que pour une fonction
(assez réguliére, mettons continue pour simplifier) définie sur un segment.

L’intégrale de Riemann “impropre” d’une fonction continue définie, par
exemple, sur tout R est plus délicate a introduire (et n’est pas toujours
définie). Dans ce paragraphe, on commence par le cas facile d’'une fonction
& valeurs positives.

Proposition 10.40 Soit f : |a,b] — [0, +00[ une fonction continue positive,
définie sur un intervalle ouvert |a,b[, borné ou non.

Soient (ap)nen une suite décroissante de réels tendant vers a, (bp)nen
une suite croissante de réels tendant vers b et supposons qu’on a, pour tout
n € N, les inégalités a < a,, < b, < b.

La suite (Ip)nen des intégrales de Riemann I, = fb" f(t)dt est crois-
sante. Sa limite I = limy,_yo0 I, = sup I, € [0,400] (ﬁme ou infinie) ne
dépend pas des suites (an)nen €t (bp)nen choisies.

L’hypotheése faite sur les suites assure que la suite des segments ([ay, b
est croissante pour l'inclusion, et que sa réunion UneN[an, n] =
I'intervalle de définition de f.

Preuve La fonction f est positive, et la suite ([an, by])nen des segments est
croissante. Il suit que la suite des intégrales (I,,),ecn est croissante.

Donnons-nous deux autres telles suites (ay,)nen €t (Bn)nen (avec (o )nen
décroissant vers a, (3, )nen croissant vers b et «,, < 3, pour tout n € N).
Soient J,, = fﬁn t)dt, et J = sup J,.

Soit n € N. Il ex1ste p € N pour lequel [ay, b, C [0y, Bp). Puisque f est
positive, on a donc I, < J, < J. En passant au sup en n € N, il vient I < J.
Les deux couples de suites jouant des roles symétriques, on obtient J < I
d’ou l'égalité I = J. a.
Définition 10.41 Intégrale de Riemann impropre.

Soit f : ]a,b] — [0,400[ une fonction continue positive. L’intégrale de
Riemann impropre de f est définie par

b bn
/ Fydt= lim | f(t)dt € [0, +o0],

n—oo
an
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0t (an)nen est une suite décroissant vers a, (bp)nen €st une suite croissant
vers b, avec a < an < b, < b pour tout n € N. On a donc égalité

b
d)\ = d
[ 1 / f(t) dt

des intégrales de Lebesgue, et de Riemann généralisée, de f.

G Intégrales de Riemann semi-convergentes

Le corollaire 3.15 nous fait dire que l'intégrale de Lebesgue est plus
générale que celle de Riemann. Ce propos est néanmoins a modérer a
la lumiére de ce qui suit. Pour simplifier I’exposition, nous supposerons
que les fonctions considérées sont définies sur l'intervalle [0, co[. Ce pour-
rait étre n’importe quel intervalle non bornée a droite et/ou non borné a
gauche. La fonction pourrait également n’étre que continue par morceaux,
on bien réglée sur chaque sous-intervalle borné de [0, ool.

Définition 10.42 Soit f : [0,00] — R une fonction continue. On dit que
Uintégrale (de Riemann) généralisée [~ f(t)dt est définie lorsque

la limite lim / f(t)dt existe et est finie. (10.1)
0

T—r—+00

Dans ce cas, on définit l'intégrale (de Riemann) généralisée (on dit éga-
lement intégrale impropre) de f sur lintervalle non borné [0,00[ comme
cette limite :

T—+00

jﬁ F(#)dt = Tim jﬁ F(8)dt. (10.2)

Remarque 10.43 e Lorsque la fonction f (qui est mesurable) est inté-
grable au sens de Lebesgue sur [0, 0o[, le théoréme de convergence dominée
s’appliquera a toute suite (z,)nen de réels positifs tendant vers I'infini pour
montrer que I’hypothése (10.1) est satisfaite, avec

lmt/fwﬁ: ml/ Fdr = FdX.
0 [0,z] [0,00]

T—r—+00 T—+00

Voir la proposition 3.19. On aura donc, dans ce cas, égalité de l'intégrale
de Riemann généralisée et de 'intégrale de Lebesgue de f.

e Par contre, lorsque 'hypothése (10.1) est satisfaite, on a donné un
sens (10.2) a Pintégrale de f sur l'intervalle [0, co[... mais il se peut que f
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ne soit pas intégrable au sens de Lebesgue sur cet intervalle (encore une
peau de banane!)

On parle dans ce cas d’intégrale semi-convergente, et l'existence de la
limite limg s 1 oo fgc f(t) dt vient alors de compensations de signes (c’est le
méme genre de phénomeéne que pour une série qui est convergente sans
étre absolument convergente, comme ) -, (=1)"/n).

e Lorsque f: R — R est une fonction continue, on dira que I'intégrale
de Riemann généralisée de f est définie lorsque la limite

existe, lorsque x et y convergent respectivement vers +oo et vers —oo,
indépendamment 1'un de I'autre.

En particulier, la fonction f : ¢t € R — t3 € R n’admet pas d’intégrale
de Riemann généralisée sur R, méme si ffx f(t)dt = 0 pour tout x > 0!

Exemple 10.44 Intégrale de Dirichlet.

Soit f : R — R définie par f(t) =0 pour t <0 et f(t) = % pour t > 0.
L’intégrale [ f(t)dt est semi-convergente.

Cependant, la fonction f n’est pas intégrable au sens de Lebesgue sur
[0, oo].

Pour traiter cet exemple, on suggére de commencer par esquisser le graphe de
f. 1l faut alors utiliser les périodes de la fonction sinus, puis le fait que la série
harmonique Y ;" 1/n est divergente (donc f n’est pas Lebesgue intégrable) tandis
que la série harmonique alternée Y [°(—1)"/n est convergente (donc l'intégrale
de Riemann [ f(t) dt est semi-convergente).

H Sommes de Riemann

L’intégrale de Riemann d’une fonction continue peut se calculer en pre-
nant des limites de sommes de Riemann. Dans la pratique, ce résultat ne sert
pas a calculer des intégrales mais plutét, connaissant une intégrale, & calculer
des limites de sommes “rigolotes” (selon le sens de ’humour de chacun...)

Définition 10.45 Sommes de Darboux, somme de Riemann.
Soit f : [a,b] = R une fonction bornée définie sur un segment.

Soit o = (sg,...,Sk) une subdivision de |a,b]. Les sommes de Darboux
inférieure et supérieure de f associées a la subdivision o sont définies res-
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pectivement par :

E
—
T
A

D,(f) = A (sj —sj—1) inf  f(t) et D(f) = (sj —sj—1) sup f(t).

t€[s;-1,8;] t€[s;—1,5;]

i
[e=]
W.
=]

On se donne de plus une famille T = (to,...,tx—1) de points de [a,b] tels
que t; € [s;,8j41]. La somme de Riemann correspondante est

k—1
R(o, T, f) =) (s;—s;-1) [(t;).
=0
a s1 s2 s3 b Ta 1 5, s, b

Les sommes de Darboux inférieure et supérieure D, (f) et D?(f).

Proposition 10.46 Soient f : [a,b] — R une fonction bornée, et o, T deuz
subdivisions de [a,b]. On a

D, (f) < D"(f) (10.3)
et, pour toute somme de Riemann R(o,T, f) associée a o :
D,(f) < R(e, T, f) < D°(f). (10.4)
Preuve Si 7 est une subdivision plus fine que o, on a

Do (f) < D-(f) < D(f) < D°(f)

vérifiez le! Si o et 7 sont deux subdivisions quelconques, il suit donc que

Dcr(f) S DO’U’T(f) S DUUT(f) S DT(f) .

La seconde inégalité (10.4) découle immédiatement de la définition des sommes
de Riemann et de Darboux. O

Proposition 10.47 Soit f : [a,b] — R une fonction réglée. Lorsque le pas
hy = sup;?;é |sj+1 — sj| de la subdivision o tend vers 0 :
1. les sommes de Darbouz Dy(f) et D?(f) convergent toutes deux vers
Uintégrale f; f(t)dt;
2. toute somme de Riemann R(o,T, f) associée & o converge également
vers fab f(t)dt.
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Ceci signifie que, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toute subdi-
vision de [a,b] dont le pas h, est inférieur a n, on a |D,(f) — I(f)| < ¢ et
[D7(f) = I(f)] <e.

"a b "a b 'a b

Convergence des sommes de Darboux D, (f) vers I(f) lorsque le pas tend vers 0.

Preuve 1. On prouve d’abord la premiére assertion pour une fonction f en
escalier.

Pour simplifier la preuve, nous supposerons que f prend au plus trois
valeurs, avec f = ¢ sur [a,ul, f(u) = co et f = ¢3 sur Ju,b]. On pose
§ = sup;<; ;<3 |ci — ¢j]. Soit o = (sp, -+, s) une subdivision de [a, b] de pas
hs. Notons 0 < i < k l'indice tel que a = s¢ < -+ < s; <u < 8541 < - -+ Sg.

Soit [sj,541] (0 < j <k —1) I'un des intervalles de la subdivision. Si
la fonction f est constante sur cet intervalle, ce qui est le cas lorsque j # ¢
(ainsi que j # i + 1 dans le cas ot u = s;41), cet intervalle apporte la méme
contribution & D?(f) et & D,(f). Voir la figure ci-dessous ou 'on a indiqué
en bistre, pour deux subdivisions associées a f, les intervalles qui apportent
la méme contribution & D, (f) et & D?(f). On a donc

D7 (f) = Do (f)] <6 ((si41 — 5i) + (Si42 — Sit1)) < 20 he

majorant qui tend vers 0 avec le pas.

\ /

a s u S, b a S, S,=u b

Preuve de la proposition 10.47.(1) (en bleu, le graphe de f).

On en déduit alors la propriété pour les fonctions réglées par limite uniforme.
2. Cette deuxiéme assertion est conséquence de la premiére, ainsi que de
Iencadrement (10.4). O
La plupart du temps, on considérera des sommes de Riemann ou de
Darboux associées & des subdivisions réguliéres, c’est-a-dire telles que, pour
j=0,---,k, on ait s; :a—i-jb*Ta.

Exercice 10.48 Montrer que la lim,,_, o % Z;L;Ol 2—22 existe et la calculer.
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I Fonctions Riemann-intégrables

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. D’aprés la remarque 10.46, on
observe l'inégalité suivante entre le sup des sommes de Darboux inférieures
et I'inf des sommes de Darboux supérieures :

sgp D,(f) < igf D(f),

I'inf et le sup étant pris sur toutes les subdivisions ¢ de Uintervalle [a, b].

On peut alors définir I'intégrale de Riemann dans un cadre plus général
que celui des fonctions réglées.

Définition 10.49 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On dit qu’elle est
Riemann-intégrable si et seulement si on a [’égalité

sup Do(f) = inf D7(f).

Dans ce cas, Uintégrale de Riemann de f est définie comme étant cette valeur
commune

b
[ #@ati=sup Do) = int D7),

On vérifie aisément que 'ensemble des fonctions Riemann-intégrables
sur Uintervalle [a,b] constitue un espace vectoriel sur lequel 'intégrale est
linéaire, positive, croissante et continue, et que l'intégrale de Riemann vérifie
la relation de Chasles (comme dans la proposition 10.29).

Exercice 10.50 Montrer que la fonction indicatrice des rationnels de [0, 1], soit
f = 1gno,1), n'est pas Riemann-intégrable.

On a la caractérisation suivante des fonctions Riemann-intégrables.

Définition 10.51 Une partie A C R est négligeable si, pour tout € > 0, on
peut recovvrir A par une famille finie ou dénombrable d’intervalles (Iy) tels
que > U(Iy) < e, £ désignant la longueur de l'intervalle.

En termes de la mesure de Lebesgue X, dire que A est négligeable équivaut
a dire qu’il existe une partie mesurable (i.e. borélienne) N C R de mesure
nulle, c¢’est-a-dire avec A(N) =0, et contenant A.

Théoréme 10.52 Théoréme de Riemann.

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Cette fonction est Riemann-
intégrable si et seulement si l’ensemble de ses points de discontinuité est
négligeable.
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compact (espace métrique), 13

complet (espace métrique), 13,
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continue par morceaux, 160

continue C! par morceaux, 149

continuité, 18
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convergence uniforme, 17, 170
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critére séquentiel de continuité, 18

dénombrable, 20
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degré d’un polynoéme
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demi-droite achevée, 112

dense, 98

difféomorphisme, 75

domination, 61, 62

ensemble triadique de Cantor, 59
espace de Banach, 99

espace de Hilbert, 125, 134
espace de Schwartz, 85

espace euclidien, 121, 122
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espace mesuré, 106

espace mesurable, 105
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fonction étagée, 113

fonction borélienne, 110

fonction complexe mesurable, 111
fonction définie p.p., 70

fonction en escalier, 155, 156
fonction indicatrice, 16

fonction intégrable, 33, 36
fonction intégrable (sur R™), 68
fonction mesurable, 110

fonction réglée, 159

fonction Riemann-intégrable, 172
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gaussienne, 84, 92

identité de Pythagore, 122

inégalité de Cauchy-Schwarz, 122,
127

inégalité de Holder, 102

inégalité triangulaire, 35, 36

injectivité de Fourier, 145

intégrale d’une fonction complexe,
36

intégrale d’une fonction réelle, 33

intégrale dépendant d’un
parameétre, 164, 165

intégrale de Dirichlet, 169

intégrale semi-convergente, 168

inversion de Fourier, 84, 86, 89

jacobien (déterminant), 75
jacobienne (matrice), 75

lemme de Fatou, 28, 30, 55
lemme de Riemann-Lebesgue, 145
limite inférieure, 30

majorant, 11

mesurable (partie), 104
mesure, 106

mesure d’'une partie, 57
mesure de comptage, 106
mesure de Lebesgue, 109
mesure de probabilité, 106
mesure finie, 106
minorant, 12

négligeable, 57, 58, 72
norme, 17, 98, 99, 120, 159
norme euclidienne, 121, 122
norme hermitienne, 122, 124

p.p., 99

Parseval (identité de), 142
partie négative, 33

partie positive, 33

pas d’une subdivision, 155, 160
polynéme trigonométrique, 135
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positivement linéaire, 114

presque partout, 59

procédé d’orthogonalisation de
Schmidt, 127

produit scalaire euclidien, 121,
122

produit scalaire hermitien, 121,
124

propriétés fonctionnelles, 82, 83,
86, 91

relation de Chasles, 162, 165
représentant, 97

o-additif, 106

série de Fourier, 141, 142, 149

série normalement convergente, 99

séries de fonctions, 27

segment, 13

sommable (famille), 150

somme de Riemann, 169

sommes de Darboux, 169

sommes partielles de Fourier, 142,
149

subdivision, 155

subdivision plus fine, 158

subdivision subordonnée, 155

suite de Cauchy, 13
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théoréme de Beppo Levi, 115

théoréme de Bolzano-Weierstrass,
13

théoréme de convergence
dominée, 54, 61, 69

théoréme de convergence dominée
(petit), 108

théoréme de convergence
monotone, 22, 115

théoréme de convergence
monotone (petit), 107

théoréme de convergence
monotone (sur R"), 68

théoréme de Dirichlet, 149

théoréme de Fubini, 73

théoréme de Fubini-Tonelli, 71

théoréme de Heine, 154

théoréme de la projection, 129

théoréme de Riesz-Fischer, 100

théoréme du changement de
variable, 77

transformée de Fourier, 64

transformée de Fourier, 80

tribu, 104

tribu borélienne, 105

tribu discréte, 105

tribu engendrée, 105

tribu grossiére, 105
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