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AVERTISSEMENT

La Partie I de ce travall présente une ‘théorie que mous .croyons
mouvelle -et qul ‘tourne autour de la motion de "rEsurgence". Plutdt Eclectique

{Gans ses ‘méthodes, elle reléve autant de 1'algebre que ‘de 1'andlyse.

La Partie IT applique cette théorie & 1"itBration wcontinue dans divers
groupes (de germes -ou de séries) puis aux problémes de 1"analyse et de la
synthése harmomiques sur ces mémes groupes. Chronologiguement, ce ‘sont ces

problémes qui .ont conduit 3 la théorie de la résurgence.

La Partie III -expose de nouvelles @applications, :groupées autour de
plusieurs th8mes comme : &quations -différentielilkes, ©quations Ffonctiannelles,
analyse de Lie, groupes pleins, métamorphoses. Elle st indépendante de la

Partie II.

1."'ensemble est précédé d'un foreword -en anglais qui, sans vraiment
détailler le contenu de l'ouvrage, :s'efforce d"'en dégager les ‘idées—force et
de justifier 1'articulation :générale. Pour une ;présentation plus systématique,
mais moims explicite qquant au "pourquoi'., e lecteur pourra se reporter aux
dntroductions qui précédent chacune des ‘trois parties ou .aux xrésumds qui

closent chaque chapitre.

Les appendices, formulaires, itables., wexercices, @tC...., qu'ils e
rapportent aux Parties I, TI -ou IIT, sont teus regroupés A la ifin :de 1'ouvrage.
Chacune des trois parties se présente sous forme d'un tome s&paré, mais la

pagination et la numéretation des chapitres sont unitaires.



-4 -

FOREWORD

This foreword merely delineates the main themes around which the
present work revolves. For a more systematic survey, the reader is referred
to the introductions which precede each of the three parts, or to the summaries
appended to each chapter. Besides, the foreword suggests tentative English

renderings for some of the new technical words used in the book.

1. Resurgence.

The one unifying thread which runs through all the chapters of this
work is the concept of "resurgence". A resurgent function, in essence, 1is
an analytic function with only isolated singularities, and a resurgence
algebra is a space of such functions that is closed under an appropriate con-
volution product. Of course, if there was nothing more to resurgence theory,
one could rightfully ask : Whyvall the fuss ? Eortunately, two rather unex-

pected circumstances combine to add substance to the theory

(1) First, there is the existence, on resurgence algebras, of a

rich array of derivatioms, the so-called alien derivations. These, in turn,

give rise to a rather weird "alien calculus" which exhibits properties, and

calls for methods, markedly different from those of classical calculus.

(ii) Second, there is the fact that an important subclass of resurgent
functions display at each of their singular points a behavious closely
related to their behaviour at the "origin". These are the resurgent functions

par excellence, which alone fully deserve that name and, incidentally, include

most of the cases actually encountered in applications. Loosely speaking,
these functions resurrect, or surge up - in a slightly altered guise, as it
were — at their singularities. Hence the label of 'resurgent functions" ini-

tially bestowed on them and later extended to the whole class.
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2. Five sources of resurgent functioms.

Resurgent functions (proper), once one starts looking for them,
crop up in all nooks and corners of mathematics. Still, to date, the main

purveyors of such functions are the following five sectors

(i) differential equations, even innocent-looking ones like :

(0.1) ‘f"{-‘e) = R + iy Rove) + _‘ft(%) Pz('/i)

F, R

with, say, polynomial F

°v /

(iy) functional equations, like Abel's equation

(0.2) Lfo(}) = 1 'f"f (“fwnﬁm_nm/ 5m%hc43m)
which arises in iteration theory.

(iii) differential-cum-functional equations, mainly of the local type and

with analytic coefficients.

(iiii) representations of Lie groups or algebras, mainly in function spaces.

.....

(or Dirichlet series, or power series)

(0.3) ‘f(%) = Z"A et

w w

associate (usually) divergent series :

. G, ..., Wn l‘)1 et
0.4 ﬁ P ) = Au""Aw&M [‘— é,‘( +Wn )

., Wn
AN

W)y Wn
with auxiliary coefficients bq E:‘ derived from moulds

and comoulds (see below).




3. Algebraic apparatus.

Though anchored in analysis, resurgence theory leads to unexpected
-algebraic developments and this is one of its endearing features. Indeed, the
theéry fendefs possible the partial, and sometimes total, algebraization of
certain matters (like the independence theorems of chapter 11) which at first

sight would seem to lie entirely within the preserve of analysis.

' The reason for this, of course, lies with the alien derivations.
As already pointed out, resurgence algeBras, though consisting of one-variable
analytic functions, are operated upon by infinitely many alien derivations
[&w, with thé.index o) running through an enumerable or non enumerable set
(depending on each case). Moreover, the various Z&a,.are totally independent.
Under the Lie bracket, they generate a free Lie algebra. Their non-commuta-
tivity is esseﬁtial <%hat is to say, it cannot be removed through replacing
the Aw by O'D = %: wa n A? with resurgent functions as c;oefficients
/ .

ql,p ) and it accounts for the peculiarities of ™alien calculus".
] .

This .teeming profusion of alien derivations is somehow suggestive |
of "hidden variables". The idea, if followed up and worked out, leads to the

construction of so-called pseudovariables. These obey precise rules and,

together with related tools such as ordered boundaries, boundary algebras,

moulds and comoulds, they crown the algebraic apparatus of resurgence theory.

4. Causes for neglect.

One may wonder why resurgence theory, which after all starts from
fairly elementary observations, has not been developed earlier. Part of the
blaﬁe can perhaps be laid at the door of fashion : at the outset, the way
- to resurgence theory passes through the Borel transform and some researchers
may have been loath to tread this outmoded path. More seriously, resegrch

along our lines must have been inhibited by the wide-spread, but unwarranted



suspicion that after the pioneering work by Hadamard, Hurwitz, Fabry,
Lindelof et al., the ”compositiop of singularities" was a closed chapter.
Those earlier studies, however, dealt with singularities in very different
spirit from resurgence theory. They were concerned with the location (*) of
product—-singularities, nqt with their actual analysis in terms of the factor-
singularities. Furthermore, the various "products"‘used, be they of the Hada-
mérd or Hurwitz type (**), by their very nature (***) concealed the whole
algebraic side of resurgence theory. Indeed, it may be argued that mathemati-
cians weré side-tracked by their excessive preoccupation with the Hadamard-
Hurwitz products and thatbthey overlooked, as far as singularity theory was

concerned, the other two convolutions

L2 ' _
(0.5) J ‘P(% - 3 ) W(g) 0{’2 (additive convolution)
o o
% ' v v
(0.6) - 5 ‘f( z/;) ?(3) '_i_}_ (multiplicative convolution)’
0 , 3
which alone can lead to “Leibniz rules"™, "operator bigebras™, "alien deriva-

tions" and the like.

* Or rather, with their location on ai , for the Riemann-surface aspect
of the matter received little attention, as one may gather from the long
persistence of a certain error, which was first pointed out by S. Mandelbrojt.
For a survey of the questibn, see Schottlander's thesis, printed im Math.

Nachr. t.11, 1954 (pp 239-294).
(**) See Schottlander.

(¥¥¥) In the case of the Hadamard product, because it has zero-divisors, and

for other reasons as well.



5. Iteration theory.

Let us call Q}' the group consisting of all germs (at a given point,
taken to be. 00 for greater convenience) of analytic applications tangent to

the identity :

(0.7) G’ = {X

or more explicitly :

(0.8) f Go = {g

~.

g (e0) = 02 X/}ac) =1 ;}

L

g(e T (H—Z a,? ))' ehnlﬂ.;lilﬂ<oo}

n2!

with composition as the group law : X y % —_> 3 0 % = g(a)

This group, in spite of its great intrinsic interest and challenging outward
simplicity, has received as little attentionas the phenomenon of resﬁrgence
itself. Indeed, both neglects are 1inked? for any deeper studf of {39 must
of necessity lead to resurgence theory whilst,‘coﬁversely, resurgence theory

° .
finds in (} one of its most convincing fields of application.
The fact is that both the iteration equation (*)
AF _ ar
(0.9) g og = go? (wi&h (é’u)-%)/(gm-%)=w~+‘&(1))
and the conjugacy equation :
(0.10) g R_ R. 3 (with X and % formally conjugate)

have formal solutions g and 2_ which, as a rule, do diverge. Their Borel
transforms, however, do not merely converge, but also define resurgent functions

of a very special sort, which taken together, generate the so-called reduced

* g’ is called formal iterate of ordre AV (0)‘ é a:)



resurgent algebras. These algebras, along with their pseudovariables, enable
0
one to investigate the extensions of G obtained through adding "alien
A
elements" like g and e\_ . It turns out that such extensions are endowed
o ..
with an algebraic structure far richer than that of 03 itself. In the same
way, one proves a number of independence theorems which, roughly speaking,

assert that '"alien elements" are linked by no other relations than the predic-

table ones.

6. Harmonic analysis and synthesis.

The group Go has non-elementary conjugacy classes and this is
another feature that makes it worth studying. Indeed, the conjugacy equation
(0.10) admits of formal solutions ﬁ as soon as g and 3 share three
élementary (*) invariants ( I'L/D(/P) , but these solutions do not belong
to @o_unless X and 3 have in common an infinite number of non—elementary

(» invariants.

The construction of such invariants, the investigation of their
dependence on g , the description of their growth properties, their regrouping

into invariant systems (preferably complete and free)... all this is subsumed

under the heading of harmonic analysis. Here, too, resurgence theory comes

o
in handy, for to each element g of G one may assoclate two resurgent

' ¥* . * L A
functions, the so—called iterators g (direct) and (f (inverse), both of

which verify resurgence equations :

o1y Aw g*(?) ) Ab e..b»(é’h)—‘x‘) (Vu ¢ )

]

(0.12) Aw ¥g (?) A °(_ *g(_%) (Vw e QL )

“ da

(*) Here (non)elementary means : expressible in terms of (in)finitely many

Taylor coefficients of g .
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where the [&w are alien derivations indexed on a discrete subgroup jrl of

q:;.-The scalar coefficients /\w ‘='/\u:(g> in these equations happen

to be invariant :

(0.13) | A&)(_?‘Lo(foﬁ> :Am(g) (YR G p(h},p(f)}

(o}
and they are numerous enough to characterize conjugacy classes on (3 .

The converse problem, that of finding g “starting from the invariants

/\w(g) , 1s called, for short, harmonic synthesis (*). Harmonic synthesis
° . .

on {} is dominated by two facts :

(1) The existence, on each conjugacy class, of camnonical representatives 3

t

. ' . . ]
which depend on a complex parameter -k‘-.'Hence a canonical synthesis on- Q},

(ii) The existence, élongside the invariants A

w ? of so-called coinvariants

Bw . Invariants and coinvariants are paired in a fascinating duality.

Canonical synthesis on QBF , relying as it does on alien calculus
(*%) and the interplay between invariants and coinvariants, leads to rather
1§ng—winded developments. Depending on the number of non-vanishing invariants
(coinvariants) omne distinguishes between four cases of increasing generality,
to wit : fhe unitary, binary, unilateral and bilateral cases. In the firsﬁ

two cases, one arrives at completely explicit solutions g .

: 0
(*) Since (5 doesn't possess anything resembling true characters, one cannot
posse: y g g

set any other goal to harmonic synthesis on this group.

(*¥) via the resolution of the infinite system (0.11)
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0 t e
7. Kinships of tight groups. Basic triads {ﬁ% ) {‘% ) ‘% g

By cautiously relaxing in (0.8) the growth condition om the &

m

while at the same time imposing a tightness condition ™) meant to eliminate

certain unwanted groups, omne obtains a large number of groups G which, in

an obvious sense, are akin to @ . All these kindred groups, taken together,

are sald to constitute a kinship. In particular, the growth condition :

. -t i ,
(0.14) @mMmh W (e, oo (with £ 30)

E
leads to the kindred groups 0} . Three of these play an outstanding part :

°
(1) 6 itself, which is the smallest group of the kinship

1
(i1) G , which is the smallest Lie group of the kinship *%

, 00 _
(i11) G , which is the largest group of the kinship.

. 0 .
The above study of @ (iteration, harmonic analysis etc...) can
be duplicated for the kindred groups @ . It turns out that the behaviour
of G is largely determined by its position relative to the basic triad

0 I
{05/ 03 p (Gﬂ} . The kinship thus splits into three parts :

. | o4 6
(1) the Lie interval [G, G J consisting of groups that behave

oD
exactly like G .

o t '
(ii) the critical interval [@ /G[ consisting of groups G that behave

) [/]
more or less like G .

(iii) the groups G astride G (1.e. G ¢@' and G qt@ )

which are very irregular and elusive,.

(*) see section 8a.

(*,*) Here a Lie group means a group, every element of which is embeddable in

5

a continuous one-parameter subgroup.
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The corresponding developments are scattered throughout Part II.

There exist of course many tight groups (*) which are not akin to

Q; . Amongst these, the many-variable counterparts of d; are the most
conspicuous, but by no means the most interesting. Every general tight group
: %; can be assigned to a definite kinship, every such kinship possesses a

basic triad { % % ‘S } , and the properties of % hinge on its posi--

tion vis-3-vis ". The interesting case is when Q% belongs to the critical

interval [% ) 'g [ , for (% then possesses non—elementary invariants
and is amenable to alien analysis. Furthermore, such groups %; , however
shapeless and unstructured they may be by themselves, undergo algebraic
enrichment when enlarged through the adjunction of alien iterates, alien ite-

rators, alien conjugators etc...

The main method for dealing with general tight groups %é is by
. o
sending them (homomorphically) into groups d; that are akin to d; and by
using the fairly well-developed theory of these latter groups. For instance,
given an homomorphism R " Q% - {5 ' , any invariant on {} induces an
invariant on »%3 . As often as not, one can construct homomorphisms R in
large enough quantity to arrive at a complete description of g and its

properties.

General tight groups are investigated in chapter 17.

8. Moulds and comoulds.

Parallel to the dual notions of alien derivation and pseudovariable,

one introduces the dual notions of mould and comould, the latter pair relating

to the former as matrices do to linear applications. Outwardly, a mould r4

(*) For a proper definition, see section 8a.
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) N 4 wl . “/:w,\ )
(éomould P4, ) is nothing but a table of scalars ébﬂ ’ <%espu
W, >‘with.multiple indexes ranging through a .subgroup {resp. subseé)
os ) A 4 i

o,
of ﬂz . Both moulds and comoulds constitute composition .algebras, which is

to ssay that three operations g(ﬁ—y x/o) are defined on them -and that they
enjoy properties similar to those of their name—sakes (addition, multiplica-

tion, compositieon) as defined on functions or power series.

The more important notion is that of mould. Moulds fall into various
types (symmetric :or alternate; flat or polar; difference-like or sum—like, etc...)
which allow an orderly classification. The present work uses a host of moulds,

chief amongst which are

(1) the eight basic moulds, so-called because wof their many applications,

which make them nearly ubiquitous.

(ii) the five zeta moulds, so-called because they generalize -the zeta function.
' 0
They are of use in harmonic analysis on 4[3 » for expressing the invariants

A“ (g) in terms of the Taylor ceoefficients of (¥ .

(iii) the six hyperlogarithmic moulds, so-called because of the type of theilr

#NO
dependence -on the indices. They serve in harmenic synthesis on ?q} , for

expressing the invariants in terms of .coinvariants and vice versa.

The comoulds used in this work are less numerous. They are chiefly

the three gamma comoulds. One often has to contract them with moulds.

The main reason behind the importance of moulds is as follows. Im
nearly all problems of alien calculus, one has to rely heavily on representa-

tions of pseudovariables, that is to say, on homemorphisms of the pseudovariable

algebra into the corresponding resurgence algebra. As it happens, such repre-

sentations fall into two main types :‘thele-stable representations, which

behave nicely under alien differentiation, and the J -stable representations,
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which behave nicely under ordinary differentiation. Both types are in duality
3 ’ * ‘ . ° .

(the duality between the invariants and coinvariants of d} is but a partial
aspect of this larger duality). Now, one cannot study the representations

of pseudovariables nor understand the underlying duality, without resorting
at every step to the above-mentioned hyperlogarithmic moulds. These, in turn,
when submitted to the Fourier transform, indirectly yield the so-called basic
moulds, which basic moulds are found after the event to be relevant to a

large number of questionms.

9. Further applications of resurgence theory.

Although, space~wise, these applications account for no less than
five chapters (the whole of Part III) we must limit ourselves to a few

cursory indications.

First, there is the topic of differential-cum-functional equations.

Resurgence theory giﬁes an accurate description of the solﬁtioﬁs' asymptotic
behaviour (which the.Borel traﬁsform translates into singularity—behaviour);
In several cases, it yields explicit solutions. More significantly, it leads
to a. classification of such eqﬁations, based on the type of resurgence alge-
bras which their solutions generate. It also‘sheds light on the so-called
resurgence coefficients (*) , especially when the equation under consideration

has only polynomial coefficients.

Next, there is Lie analysis. Resurgence theory is found to have

a bearing on the study of the classical "special functions", nearly all of

which are connected with representations of Lie groups or algebras (*¥*)

(*) These generalize the scalars Aw of (0.11) or (0.12)

(**) See for instance I.M. Gel'fand and M.A. Neumark:i"Unitary Representations

of Classical Groups".
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Resurgence theory also leads to novel types of representations and thus to
more "special functions". For example, any finite Lie algebra can be made to
operate, via the alien derivations, on certain finitely generated resurgence

algebras. Since, in the so-called Poincaré model (¥**), resurgent functions

become defined on the upper half-plane and alien derivations become expres-
sible as combinations of homographies, one ends with periodical functions

that enjoy invariance properties somewhat reminiscent of (though less stringent
than) those encountered in automorphic forms. One may add that it is in this

field of "Lie analysis" that moulds really come into their own.

Lastly, there is the many-sided question of metamorphoses, of which

we have already caught a glimpse in (0.4). Be it enough for us to say that

: [ ]
remarkable moulds P4 , such as the ones listed above, tend to yield remar-

kable metamorphoses M . By "remarkable metamorphoses'" we mean either one

—

that preserves converge, but alters the global properties of functioms (such

as analytic prolongability, location of singularities, etc...) according to

’

a definite pattern, or one that exchanges convergence for resurgence, the

resurgence belonging in each case to a well-defined type.

10. Conclusion.

Any mathematical theory worth its salt must justify itself on at
least one of three grounds : internal coherence or harmony; applicability
to other branches of mathematics; applicability to extra-mathematical

disciplines.

(i) We do feel (though it is not for us to say...) that resurgence

theory is not devoid of coherence. It is strongly structured, replete with

(**) See section 3c.
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all manner of symmetries and dualities, and some of its branches (like alien
calculus, the eight basic moulds, the reduced algebras) ooze an unmistakable
harmony. Nor is it a closed theory : it raises as many problems as it answers
(a list of open questions may be found at the end of Part III). Also, resur-
gence theory has one peculiarity which- in mathematics is usually indicative

of health : namely, a constant intermingling and crossfertilization of analysis

with algebra.

(i1) Resurgence theory can definitely be applied to other branches
of mathematics. In a sense it is even application—bofn, since it was initially
. 0
invented to meet the demands of harmonic analysis on Q} and other kindred
groups. In some applications, resurgence theory does more quickly or systema-
tically things which could be done otherwise. In most cases, hOWever?.it does
things which could hardly be done - except, precisely, by introducing (overtly
or covertly) resurgent functions, alien derivations and the other paraphernalia
of the theory. — And it is perhaps not rash to hope that, in due course of

time, the theory will be brought to bear on yet more branches of mathematics.

(iii) As for applications outside mathematics, at present there are
none. Is this state of affairs likely ever to change ? It appears rather
doubtful. Fof one thing, ome is at a loss to say precisely which features
an extramathematical object ought to display in order to qualify for treatment
at the hands of resurgence theory - the more so, since resurgent functions
might a priori be used under any of their several guises or "models". Somehow,
the sought-éfter object or phenomenon ought to be describable in terms of
analytic functions, while at the same time possessing a built-in mechanism
that counteracts the usual “erosion" of local properties under analytic con-
kingation and provides instead for their spot-wise "resurgence". Or one might
perhaps take one's cue from the algebraic side of the theory and look in

Nature for "non-commutative situations’ or "hidden variables"{ But all this,
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admittedly, is very very vague. So, rather than to exhaust the reader's
patience, we prefer teo confess ignorance and to end on an honest question

mark.

Two remarks on terminology.

Some clarifications are in order here, to forestall possible mis-

understandings.

1. Many authors equivalently use the terms “convolution" and "compo~
sition" to denote various products like (0.5) or (0.6) or like the Hadamard-
Hurwitz products. In the present work,on the other hand, we abide by the

following conventions :
(1) convolution, noted % , always means (0.5).

(i1) multiplicative convolution, also noted M , always means (0.6). It is

but rarely used.
(iii) composition, noted 0 (light ring), always means substitution :

.9 = 1og = fug

(iiii) convolutive composition, noted @ (heavy ring) is what becomes of

composition (i.e. substitution) under the Borel transform 63-:

§.9 —leg=0cy) (aj-Bpg-8y)

.....

these are a category unto themselves and need not bother us here.
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2. The second remark is about the tight groups (groupes pleins

in French). In spite of the different connotations of "tight" and "plein”,
both epithets are used here as convenient opposites to "discrete", since the
expression "continuous groups" clearly wouldn't do ! For instance, in the

°
case of (3 and his kinship, the tightness condition is there to rid us of
the groups of algebraic germs; the groups of algebrico-differential germs;
the groups of power series with coefficients in a subring of d: ; ete...
All these non-tight groups have nothing irregular or nasty about them; yet
we discard them, because their presence would only obscure the phenomena in
which we are primarily interested and which have to do with coefficient

growth.

Addition s
Filbt S
As this text was going to press,Mr. A. Voros has drawn our attention to
a most interesting source of resurgent functions,which may be added to

the five sources listed on page S . These new functions are connected

with the partition function kn_gxr(:% H) of the hamiltonien
H = _d_?lq" +V{q) .In particular,the acuartic oscillator,for V(gn_—_q",

cives rise to & function verifying resurgence ecuations of the tyre 3

A'nu-mi (10(7’) = - Amw.i. exp. (—m‘(’(z-)-m.(((it))

with constant A“ end with @ = m4ni rTunning through ..ﬂ). = Z-l- t Z .
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LES FONCTIONS RESURGENTES

et leurs applications

Premi&re partie :

LES ALGEBRES DE FONCTIONS RESURGENTES

(Chapitres 1 a7)
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INTRODUCTION A LA PREMIERE PARTIE

Cette Partie I regoupe les principales définitions et résultats
relatifs aux fonctions r@surgentes. Elle sert principalement de préparation
aux Parties II et III, oll ces notions seront appliquées i d'autres sujets.
Mais les fonctions résurgentes forment un tout homogéne et péuvent aussi
étre &tudiées pour elles-mémes. D'oll la semi-isolation donnée ici 3 la pré-

sentation du sujet.

1. Les algébres de résurgence.

S'occupant au départ de la "convolution des singularités', la
théorie de la ré@surgence suppose le choix d'une bonne convolution, d'une

bonne mesure des singularités et d'un bon ensemble de points singuliers.

(i) Le bon produit de convolution est sans hé@sitation possible

(1.1) (? s V) = 5: ?(%-3) Yz) d3

Outre que les applications 1'imposent quasiment, il présente sur les autres
définitions possibles 1l'avantage de conduire seul (*) 3 des lois de Leibniz

simples (voir ci-aprés).

(ii) Calculables pour tous germes analytiques q et Y réguliers
a 1l'origine, le produit de' convolution s;étend immédiatement aux germes
multiformes, pourvu qu'ils soient intégrables i l'origine. Ce n'est toutefois
pas suffisant et 1l'on doit s'affranchir de la condition d'intégrabilité,

afin de pouvoir convoler des germes quelconques. On est ainsi conduit 3 la

(*) avec son analogue multiplicatif.
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notion de germe qualifié qui, aprds coup, se trouve décrire commodement le

comportement des fonctions analytiques en leurs points singuliers. On tient

donc 13 le moyen cherché de "mesurer" les singularités.

(11i1) Reste & fixer 1l'ensemble ﬂ au—dessus duquel on admet des
singularités. Ce peut &tre n'importe quel semi-groupe additif de C Y
compris C lui-méme. Pourtant, on a intérét au début 3 se limiter 3 des

groupes discrets, c'est-a-dire 3 prendre pour ﬂ un réseau du type “-’nZ

ou wl +w L .

Ce cadre étant fix&, on nomme 0{ la surface de Riemann recouvrement
universel de (D -f—ﬂ, uis on introduit plusieurs espaces, notés ﬂ
P )
m(ﬂ> /m(‘f‘-,ﬂ) etc...) formés de fonctions holomorphes (Eventuellement

"qualifiées'") sur la surface @ et appelés algébres de résurgence. Algébres -

parce qu'ils sont stables pour la convolution, que l'on calcule ici 3 partir
d'un point de ramificatiom Qo situé au-dessus de O et tenant lieu
"d'origine" 3 la surface 0'{, . De résurgence - pour des raisons qui appa-

raitront plus loin.

Soit maintenant r le groupe des automorphismes de 06, qui, en
projection sur C , donnent des translations, et soit R 1'élément de F
qui correspond & la "rotation" de +LTL autour de 1'origine Qo . Le

groupe H_‘ ainsi que 1'algdbre

oo Do COuREl  (orr :,&e%gemaewew)

opdrent chacun d'une manidre naturelle sur les fonctions holomorphes dé&finies

sur la surface @,

-

¢ — -1 (g €€ ker)

YYOJrU—R)%zyE S SN 5°?+?;5; (?"E_"‘f’oﬂ'loﬁ‘)

t

(1.3)

-
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) r O
De plus, et c'est 13 1l'important, les &lé&ments l) de U>LJ[1/ , d&s qu'on
les fait agir dans les algébres de résurgence, donnent lieu 3 des relations

de Leibniz, c'estd~dire & des relations du type

wo D(PY) = T 00 00Y)  (FeY)

avec des &lements D() ) Dd/ de D (ﬂ) qul ne dépendent que de D

Ceci induit sur H)(.!l) une loi de coalgébre (commutative)

(I1.5) D > Z_ DJ ® Dd/ " (somme finie)
d

qui, jointe au produit d'algébre (non commutatifl,fait de IDCXl) une

bigébre.

D'autre part, puisque df‘R) I qp mesure le "défaut de régularitd"
-l
de ? au point de ramification Q = r Qo , les identités (I.4)
permettent d'exprimer les défauts de régularité, en tout point donné Cz R

d'un produit .e ¥ v en fonction des défauts de régularité des facteurs

? et v en des points Qa et Q& qui ne dépendent que de Q

Par ce biais, on voit s'introduire une certaine structure - en fait,
‘a“ 0& . A .
une structure d'ordre — sur 1l'ensemble des points de ramification
B asess TR o TR . tome
de ainsli que sur deux ensembles analogues, et , formés de
points 3 1'infini. L'interpr&tation géométrique de ces trois ordres, 4 l'aide

des notions de contractibilité symétrique et d'homotopie symétrique, conduit

d des développements intéressants.

Enfin, aux modéles usuels des algébres de résurgence, dits modéles
additifs (parce qu'ils utilisent la convolution additive) il est souvent

avantageux d'adjoindre d'autres moddles : modéles multiplicatifs (avec la

convolution multiplicative), modéles de Poincaré (avec le demi-plan de Poincaré
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pour surface de base) modéles formels et mod&les sectoriels (définis via

la transformation de Laplace).

2. Dérivations Etrangéres et pseudovariables.

I1 est naturel de chercher & engendrer la bigébre ﬂ>(JQJ au moyen

de la rotation F( _, qul est &videmment un isomorphisme

ao R (PxY¥) = (RY) »RY)

et d'un certain nombre de dérivations, c'est-d-dire d'opérateurs [& pour

lesquels (I.4) revét la forme :

(1.7) Afx¥) = Q¢)x Y + ?*LA?)

C'est toujours possible. Par exemple, sur les algdbres de résurgence les
plus simples - celles qui sont invariantes par (2 - il existe un choix

naturel de dérivations wa , dites dérivations E&trangéres, qui sont indexées

sur l'ensemble j[l et que ne lient aucune relation, ni linéaire, ni du type

[A“"a 'A“"v.] = ZXL ch | , ni d'aucune espéce.

D'oll une situation paradoxale : les algébres de résurgence, bien
que formées de fonctions holomorphes d'une seule variable, n'en admettent
pas moins une infinité dénombrable de dérivations indépendantes. Ceci suggére

la présence de '"variables cach@es". On peut effectivement poursuivre cette

idée et construire, pour chaque algébre de résurgence, des pseudovariables :

(i) qui obéissent 3 des lois (de multiplication, de composition, de dérivation

naturelle, de dérivation &trangére) bien précises;

(i1) qui entrent dans la définition des formes déploydes (oli 1'on adjoint

3 la vraie variable 1'infinit& des pseudovariables) et des formes restreintes
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(oli 1'on supprime la vraie variable aprd&s adjonction des pseudovariables);

(iii) qui se révélent indispensables - parce qu'elles ont la vertu d'algé-
braiser les difficult&s ~ dans presque tous les problémes d'analyse oli inter-

viennent les fonctions résurgentes.

Signalons que les fonctions résurgentes les plus intéressantes,
tant en soi que du point de vue des applications, sont celles qui sont liées

simplement d leurs dérivées &trangdres :
(1.8) A& ¢ - [oechin pomple do ek do @ (Yo -éﬁ)

De telles &quations, dites &quations de résurgence, expriment que la fonction

" "resurgit", quelque peu modifiée, en ses singularités. Ces q’ 13 sont
-

les fonctions résurgentes par excellence. Elles ont donné leur nom & toute

la famille.

3. Représentations des pseudovariables. Moules et comoules,

Plusieurs questions apparemment extérieures i la théorie de la
résurgence (*) peuvent avantageusement se ramener 3 des problémes de calcul

différentiel &tranger, c'est—a-dire 3 la résolution de systémes du type (I.8)

ou un peu plus complexes. Or, pour traiter ces problémes, il faut savoir

représenter les pseudovariables dans les algébres de résurgence, autrement

. . - . w". ./wu '3 -
dit, savoir construire des familles de fonctions résur—
gentes qui v8rifient la méme table de multiplication que les pseudovariables

W,,... Wy
/7
fondamentales :Z

! v
(1.9) ww ¥ ww

]

:EE:. 4‘{!)?‘” (o@;uﬁuJ Nmufuidméioua

o, Wt w

(%) voir chapitres 13, 16, 17.
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. \ . .
{Pour le sens de la notation OJI,UJ <.a3 ,» VOir section 4a).

Les représentations les plus utiles sont les représentations

z&-stables, qui se comportent simplement par rapport & la différentiation

gtrangdre, et les représentations 3-—stables,-qui se comportent simplement

par rapport 34 la différentiation ordinaire. Il existe une certaine dualité

entre ces deux types de représentations et une dualité plus nette encore.entre
' v

—_t . .
la représentation A-stable canonique ;Z -2 et la repré&sentation

. w w
g—stable- canonique Z —_ 1} ( & multiindice).

On ne peut pas approfondir la question des représentations sans

introduire deux notions auxilliaires, celles de moule et comoule, qui aprés

coup se révélent applicables i bien d‘autres domaines. Bornoms-mous icl aux
A 1y Wn . . .

moules. Ce sont des tableaux { de scalaires multi-

plement indexé&s sur JTL et soumls, outre la banale addition, 3 une multlpll-

cation X
. . Wp O Wi Wy W
(1.10) C._____AXB @ C R ZAH /,)B_ﬁ//"-

et surtout & une composition 0 =

AI,‘}...U/" TR U

B BN

,wﬁmahﬁa@n#wmilr“

(1.11) C. = A. O.B‘ & Cw.,....,..wn: ZA
avec la distributivité & droite :
@iz (AxB' )Y oD = (AeD)x(E =D

S$'il n'y avait que 1'addition et la multiplication, les moules
formeraient évidemment une algdbre non commutative isomorphe & 1'algdbre libre

engendrée par les &léments de JTL et la séparation des deux notions ne se
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justifierait ni plus ni moins que, disons, la séparation des notions de
matrice et d'application linéaire. Ce n'est qu'en joignant la composition O

qu'on obtient une notion nouvelle et vraiment utile.

La plupart des moules usuels rentrent d'ailleurs dans diverses sous-
catégories, qui en permettent une classification harmonieuse. Ainsi a-t-on
les notions de moule symétrique (stables respectivement par rapport 3 la
multiplication et la composition, et sans rapport aucun avec les applications
symétriques ou alternées); les moules de type polaire ou plat; les moules
de type somme ou différence; les moules de type séparé; etc... Le présent
travail utilise une trentaine de moules, dont certains reviennent constamment.

Ce sont :

(i) les huit moules fondamentaux, tabulés 3 la section 4e et aux rapports

mutuels figuré&s sur le quadrant (4cl).

.. ~ L4 - - . . . -~ -
(ii) le moule zéta ( t; > qui généralise la fonction du méme nom et quil

0
intervient dans 1'analyse harmonique sur .

[] 4 . . )
(1i1) les six moules hyperlogarithmiques (U U+ U.. \/ V \/ qui
/7 / / VAR
permettent d'é8tudier la dualité entre les deux représentations canoniques des
pseudovariables. Cette dualité, d'ailleurs, se précise considérablement
lorsque, &largissant les algdbres de résurgence, on passe 3 des groupes

continus, qui autorisent différentiation et transformation de Fourier.

Les comoules A. = { Ab ,.../wn‘s. sont eux aussi soumis &
1

trols opérations (:} ) X, O) , mais la multiplication est commutative.

Les plus utiles sont les trois comoules gamma < [T y E‘)/ (-c:]) . On

est souvent amené 3 les contracter avec les moules.
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Chapitre 1 : Les algébres .& _gj_:_ﬁ. et la convolution des -

Section la : L'algébre A .

Ce chapitre étudie différentes sortes de convolutions locales, sur
divers espaces de germes analytiques. Son seul but est de préparer aux chapitres
2 et 3, ol 1'on étudiera la convolution globale de fonctions holomorphes définies
sur des surfaces de Riemann fixes.

Soit (ﬂp la surface de Riemann de log z et Q, son point de

y »
ramification. On note P le point courant de -ﬂ:,, et g= P =a projection sur
(L . R désigne la rotation de + 217 autour de Qa et dP 1la forme
différentielle sur moﬁ qui reléve la forme JR de (ﬁ . Par voisinage de

Q° , on entend toute partie de C‘P qui contient un ensemble

Vo = { P; °<”’l<’%}

(R e désigne l'espace des germes sur Cw , au point Q° s
de fonctions holomorphes, c'est—d-dire 1'espace de toutes les fonctions

définies holomorphes au voisinage de Q,

#;ML désigne le sous—espacg‘des germes intégrables en Qo s
c'est-3-dire l'espace des (r tels que 5@ I f[ﬂ)l JM soit fini et
B

converge vers O uniformément quand p -———)-Q. dans un secteur donné

B| <°~"‘3 p < et.
‘ﬁ“':s

Qo , c'est-3d-dire de la forme

, enfin, désigne le sous—espace des germes réguliers en

?(P) = 2. a 2" (z-.—.}.’ , U _14“1% <w)

™m0

Proposition 1 a 1.

| P
La loi ‘P/‘r—g ‘f*? avec ?*?(P): on V[H)Y{H,) dn ol l'intégrale

est prise le long du segment Q.P et ol H/ est le symétrique de M ’
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1ieq P¥ .
par rapport au milieu de QoP , fait de (ﬁ&.&_ une algébre commutative.

En effet, Y*? ( P> est bien holomorphe en P , car c'est la
limite uniforme, sur tout compact voisin de Qo , des fonctions holomorphes
de P : H:

Snt em YY) dm
ol Mt et Mtl sont les deux points du segment 0° P situés 3 la distance

& de Qo et P respectivement. D'autre part

P P
S, lesy o] am < J, el flwmlm

ce qui assure l'uniforme intégrabilité de (p*‘r en Q° . La loi X est
donc bien interne sur A&-—L et elle est manifestement commutative et associa-

tive,

En pratique, il est indispensable d'ajouter une unité& a 1'algébre
‘ﬁ:'wk- , qui n'en possdde pas. On assimile cette unit& & la distribution de

Dirac de masse +1 au point de ramification Q‘ et on le note 8

C'est 1'algdbre unitarisée & s & ﬂ““&. qu'on notera .ﬂ'

Elle suffit pour la plupart des applications, mais pas pour toutes : nous aurons
parfois 3 considérer les germes holomorphes les plus généraux, c'est-d-dire

les éléments de ﬁa“
Pour pouvoir définir une convolution <%  sur de tels germes, en

1'absence de toute hypothdse d'intégrabilité&, nous allons construire une
— .

algébre & , qui apparaitra comme la complétée de 1l'algebre ‘ﬁ " par

rapport d une topologie adéquate. Cette construction, effectuée & la section

suivante, peut &tre négligée dans une premiére lecture.
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. oo - e e
Section 1b : L'algébre auxiliaire ')%‘aw /ﬁ,ua .

L'idée centrale, pour convoler deux germes ? et ‘r non intégrales

en Qo , consiste & leur associer deux anté&cédents, c'est-d-dire deux germes

§ et ‘ tels que

(1b1) r = Q—R) ? = ? - §° K-' |
a2 Ye Q—R)V = V"V"R“

puis 3 définir Qe* “,) (P) au moyen des intégrales I‘ + I.,_ +I3 (voir

= rotation d'angle +2-TT>

(1b13) ci-aprés) prises chacune sur des chemins qui &vitent le point Qu
On verra que les &quations (1bl) et (1b2) possé&dent toujours des solutions

et l qui sont déterminées, modulo un germe du type

+o°
% a, 2" (%:15 Bonn \a,\"“<oo Lim [aﬁ[‘/":o>

7 mtee 7 w3 tom

par les données (P et 9’ . D'autre part, il s'avérera que le produit de convo-
lution ((* v , défini au moyen des intégrales I‘ +I.,_ +I'§ , ne
dépend 3 son tour que des valeurs de Q ett" modulo un germe du type

+oo
:ﬁia"‘%M (3:%3, bia la,,[l/'“<oo)

LT

Ce ne sont donc pas les germes ‘p et q) tels quels que nous convo-

lerons, mais ces mémes germes qualifiés par la donnée d'antécédents @ et w

définis modulo un germe régulier. D'oll 1'idée de comstruire une convolution sur-

L
1'espace quotient %“ /ﬁn . Nous obtiendrons ainsi ume algébre ,ﬂ
et nous réaliserons un plongement dense de (ﬁ dans E . C'est au détail de cette

construction que sera consacrée toute la suite de cette section.

Soit donc zﬁ%“\

le munit de la topologie dont les fermés F sont caractéris&s par la propriété

1l'espace introduit 3 la section précédente. On

suivante : pour toute suite ‘P eF , 8'il existe R DO tel que chaque
»~
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?i\ se prolonge analytiquement 3 V’L = {O ([H(u} et si la suite ?m

converge uniformément vers une limite ? sur tout compact de v,‘_ , alors
$eF

Dans cette topologie, 0O admet pour base de voisinages les ensembles
OH,K , ol H ={H‘-‘ parcourt l'ensemble des suites réelles qui convergent
vers O , od K:: {K“} parcourt 1'ensemble des suites de compacts KM_C_:V%\
et ol OHK désigne l'ensemble des ? qui sont uniformément bornés par HM

sur fv, dés lors que ‘P se prolonge analytiquement & V' tout entier,

Im

mais pas 3 VV%—Q tout entier.

En fait, tout se raméne 3 la‘convergence séquentielle. Une suite ?“_
de &%u converge si et seulement si il existe R DO tel que les ?;_ se
prolongent chacun & Vn. et y convergent uniformément sur tout compact. De
plus, une application x. de qﬂ en dans un espace topologique est continue

si et seulement si elle est sequentlellement continue, i.e. si K (“) converge

vers ?\.(_") chaque fois que '& converge vers ‘F .

Cette topologie est donc bien compatible avec la structure d'espace
vectoriel et on vérifie que. (ﬁ‘wl' est un sous—espace partout dense de l*am
Au contraire, qﬁ,u_a est un sous—espace fermé de &am » ce qui permet de

considérer 1'espace topologique quotient / gﬂ' . Pour tout
atm Il'-a— s

9 S ﬁaw , la classe de § dans #a“ /&,‘ sera notée ? .

Munissons maintenant ‘ka‘,. / .,ﬁ,',a d'une loi associative. Soient

§ et deux é€léments de , définis holomorphes sur un vo:.s:.nage

Vl.l. { 0 (lél ( 2. R de Qo . Pour tout P & V et tout P
dans l'ensemble V * = { P (/14 lPl <lf>,)0<tma?—u\a T }, posons:

wo (2xY) e - L &My Yow) am
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/ /
ol Po (resp M ) est le symétrique de ﬁ (resp M ) par rapport au
. 2 /
milieu P* du segment QoP et ol M parcourt le segment Po Po (voir

fig. 1bl)

(@*’ ?) (P est holomorphe en P dans Vﬂ. . Pour deux points
voisins ,/ Pl & VA. et pour 'P & V?'ﬂV? , On a :

o @ %Y - (B %Y = g ®m) Yimy dn

comme on le voit en remplagant dans le calcul de @*P V} (P} » le chemin

P P par le chemin PP U P F U P . Or le second membre de

(1b4), considéré comme fonction holomorphe de P , se prolonge manifestement

a tout le voisinage Vf de Qo , pour P = IM(?{ U.)O‘ ) lé l? . De

plus, il est régulier en Qo

Par suite, si FO/PU a sont des points tels que ]gl ::}0</L
et que D< w\% }3_" -D.A%Pd<'ﬂ' , on voit, grace aux relations (1lb4) relatives
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aux diverses paires P“ , que @*? , comme fonction de
P , se prolonge holomorphiquement 3 V U V U v“et donc a V/o

tout entier.

e " En résumé, ?*P i est un élément de qﬁz et sa classe

§ *P .ne depend pas de P. . Montrons que ne dépend en fait que
[

des classes § et i Vu la linéarité et la symétrie de la loi *P , 11
suffit de montrer que i*? ' é ﬁﬂ. chaque fois que § é.ﬁ,aw et
Vé ﬁll&%, . Or c'est bien vrai, car dans ce cas on peut, lorsque P

tend vers Qo , modifier arbitrairement, de maniére 3 &viter Qa , le

chemin d'intégration dans

J’Po §(H) Y(HI) dM ( Po fixe, Po/ fonction de P )

sans craindre que le point H/ ne réncontre une singularité de V . Enfin
si QM W tendent vers § et-qr uniformément sur tout compact de
‘\[UL s ? *P tend manifestement vers ? ’XPQV sur tout
compact de —V,L . On peut donc énoncer:

Proposition 1b2

Pour toute paire de germes § . 6ﬁ e~ 2t ‘tout point Po assez
’ 3 =

" proche de Qo , la relation (1b3) définit, moyennant prolongation analytique,

un nouveau germe Q*F ‘ . La classe % V est 1ndependante de
® g .

ﬁ, et ne d_épend que des classes é et . On peut donc la noter @ @W

ce qui muni‘t 1'espace gﬁaw /ﬁ/l.a

continue.

d'une loi @ bilinéaire, symétrique et

11 serait pénible de démontrer directement l'associativité de la convo-
lution @ que nous venons de construire sur ‘ﬁ‘am /‘R"‘a . Heureusement,
cette associativité va résulter d'un argument de densité : nous allons en effet

construire un plongement T de 'ﬁ dans «.&am /ﬁ,“a

qui sera dense et qui
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transposera la convolution de ﬁ en celle de gﬁ%w /ﬁn.‘a (bien entendu,
T n'aura rien 3 voir avec la projection naturelle de Je&.& dans
.ﬁ%“ /ﬂu_a , car cette projection annule les germes réguliers et ne

saurait donc préserver la convolution).

Soit ? un élément de ‘ﬂc\uk , défini holomorphe sur tout un voisi-
nage VZn. = {O < ‘?l < 2n ’g de Qo . Soit Po un point quelconque
de Vh. et soit VP 1'ensemble { 2 ; 0L 1Pl < lP"[ ; 0<%?,*Ma P<'ﬂ}.

°

Pour tout Pé V , posons (voir fig. 1b.)
fo
/

A
(1b5) Qﬂ (P) = SQ (P(M) NG

o

/ /
ot Qo (resp. M ) de31gne la symétrique deQ (n)par rapport au milieu
P* du segment P P , ol 1l'intégrale est prise le long de Q’Q , et ot

le germe U est défini par U(P) ! ( 2 = P ) % = é,).

lm 2-3,

Proposition 1b3 :

-

Moyennant prolongement analytique, 1'int8grale (1b5) associe 3 tout

germe ‘P & ﬂ;ﬂ&. » pour E ~assez proche de Qo , un germe é?o & &9““

dont la classe p ne dépend pas de Fo . En notant TF(‘P) cette
L]

classe, on définit une injection linéaire T ﬂwi- dans &t&m /‘ﬂ;wa_

qui vérifie :

T(fxY) = TP B TY) pour cous ¢ oy R,

La démonstration repose sur les cing lemmes qui suivent.

Lemme 1b1 :

QP (P) , considérée comme fonction de P , se prolonge analy-
o :

tiquement a \ff tout entier {pour f = \F"l ).
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En effet, a tout point P de \jf , on peut associer un chemin

D(P) tel que :

(1b6) D (P) varie continliment en fonction de P
. : D /
(1b7) Pour au moins un point P de \[P R (F) est le segment Qo Qo
°

(1b8) Pour tout point P de \40 s DCP) est rectifiable, est entiérement

contenu dans VZJL , est symétrique par rapport au milieu P* du segment
P .. DI 4 14 . .
P s » 4 pour origine Qo , 4 pour extrémité o , et évite le point

A

I1 suffit alors de prendré 1'intérale (1b5) le long du chemin ’J(P)

pour voir -que §P (P) se prolonge analytiquement & tout Vf
°

Lemme 1b2 :

Pour tout ‘f 'S “&w}' et tout P‘, voisin de Qo s §f'

[

est un antécédent de P

a9 (=R) @a = ‘f’

Rappelons que R est la rotation de centre Qo et d'angle +2n
sur d:oo et qu'a tout germe ? & ‘ﬂ%u\ s R associe le germe

-t
R?: YOR é %w . Pour établir (1b9), il suffit de prouver que pour tout

PE‘VP.

Qﬁ, ? - ‘I’Fo (R'P) = P (P
Or @g (P) est égal d 1l'intégrale J"P{H) U(HI)OIH prise

le long du chemin D(P) de la figure 1b2 ci-dessous, ou encore le long du

/ -\
chemin }:) (P) de la figure 1b3. Quant au point R P , 11 n'est

plus dans VP , mais toujours dans V/ , et on vérifie, en soumettant

[}
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O(P) a des déformations continues du type (1b6,7,8), que ?1’0 (R"F>
est égal a4 l'intégrale S’?(M) U(H’) d i prise le long du chemin
}:)(R-!P) de la figure 1b4. Finalement, §P° (P) - @PO (R"P) est égal
4 l'intégrale prise le long du chemin C| U C'L de la figure 1b5. Or la
contribution du cercle C‘ est nulle et celle du cercle C‘L est exactement
‘(( F) c>ar, lorsque M parcourt Cz_ dans le sens négatif, M/ par—

/
court Cl dans le sens positif et la fonction v(n) posséde un pole

simple de résidu — au point Po . Ceci prouve le lemme.
(A0

. CUC

A

%«_&34:/\’ d(?rz hﬁ e 163 m {64 %«rAL{@S

Lemme 1b3 :

??u (?> est un O’(I%\" ) , avec = P , uniformément

sur tout secteur B, é M\% Fs 6,_ .

Il est possible d'associer 3 tout P de Vf un arc de Jordan .

D(P) qui vérifie, outre (1b6), (1b7), (1b8), les trois conditions suivantes.

D(P) est la somme de deux arcs ’:)x (P) et r),‘_(P) tels que 1'on ait, uni-
formément sur tout secteur b' $ OJ\.? P \Q’ 61_
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(1b10) }ll (P) est de longueur 0’( (%{‘/t)

(1bll) si M é):)((@ , la distance de M
suiee [U(NY) | ¢ L 1=

[ 73

P est‘ >/ {-Z, et par

(1b12) si M ¢ IJ,_(P) , la distance de M
suite lU(M/)l é 1. l%l-vl

Eaig

P est >/ l%’l/z' et par

W

L'intégrale @P. (P) = LJ{P) ‘P(M) U(M/) d M se scinde alors

en deux morceaux J‘ + s dont chacun est manifestement un @'(Hr')
Wy - /n,0)

Lemme 1b4 :

Si deux germes Q,W ég&au sont des D'Uﬂ—s> unifbrmément
sur tout secteur e' é(y\% P< B‘L , 11 en est de méme du germe §*P°v .

11 + -t
Pour toute application 'a.! [R%!R telle que 1lim t RU‘) =0 ;
41 | tsw
on vérifie que lim s g R("C_‘t &l— =0 (couper 1'intégrale en
€30 -t e :
deux morceaux |&| >/9 et k| (7 pour un p  judicieusement choisi en -

fonction de € et de{ ).

A partir de 13, en se reportant A l'expression intégrale de @*P'q’) (P)
. ) .

donnée en (1b3), on voit facilement que, sous les hypothéses du lemme 1b4,

@ *P v> (P) est un O (l%l-') uniformément dans tout le secteur

]

OJ\%P,, é N\ﬁ P é 'ﬂ-{-&/ﬁ%ﬁ . Pour un autre point F; , proche de Qa )

: . . - -t . _
on obtiendrait de méme que @*P W) (P) est un O ([%[ ) uniformément

H .

dans tout le secteur AJI% P: é A& P é’ﬂ-}*d.ma,?, . Or on a vu que
®x
1

la différence ?’K‘PV -
[ ]
en faisant varier c.n%?, , on voit finalement que @ *P W) (P)
[
est un D‘( L’E[“) ' uniformément dans tout secteur 6‘ é o.n? P < GL sans

8tait un germe régulier. Par suite,

restriction.
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Lemme 1b5 :

Pour toute paire de germes @ Vé Lﬂ% , on a, dés que
lPl < lPI et pour toute paire Mo s H: de points de Qo P symé-

triques par rapport au milieu P* de ce segment :

(1b13) (-R) @ *%(" ) (P) = T, +7T, 4 _T3
| M’ _
— L= Xno (-8 §(H)) (- ¥m)

M,
o= L, 8oy (0 Vo) dn

L= fmn Yiry ((-r) Q1) dM

I1 suffit de prouver (1b13) pour un P du secteur

AA‘%‘P°<U\46P<T[ t . Pour un te1¥D L*P (P)
QN&(V\ (Hl) c( M prise le long du chemin

/
D(P) de la figure 1b6 ci- dessous ou du chemin U (P) de la figure

donné par 1'intégrale

1b7.

D'autre part, par déformation continue du chemin d'intégration on peut

montrer queg AKP V) (R-'P) est donné par l'intégrale
®(m)

*
flgure 1b8. Par suite S’J(P) S’](R" ) — g']*(l") , ol r‘) (P)

est le chemin de la figure 1b9, et on en tire la décomposition

prise le long du chemin D(Rﬂ P) de la

SD*(P) = Il +I‘L + I3 en recensant soigneusement la contribution
des cercles (dont on suppose les rayons &gaux) et des quatre segments (qu'il

faut se représenter superposés).
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Grace aux cing lemmes qui précédent, nous pouvons maintenant démontrer
la proposition 1a3. Soit en effet (P & ﬁ'wb . D'aprés le lemme 1 3 1,
L]
P se prolonge & le tout entier, pour f) = IP,,I . C'est donc
[
bien un germe analytique en Qo sur o0 . Soient maintenant deux

points F P € (f proches de . D'aprés le lemme 1la2 :
LY { ¥ ~] [

-5 & -%)-o

Par suite :

(1b14) ?po (A - Qp‘ () = Z_; 8, % (4=f3)

Mais d'aprés le lemme 1a3, PP (P) et ?P (P) sont chacun des .0'([%[")
2 3

uniformément dans tout secteur. Par suite, dans (1b1l4), les coefficients a“

sont nuls pour chaque M né&gatif. Autrement dit, é? et fp ne
o t

différent que d'un germe régulier et définissent une méme classe dans 1'espace

-ﬂa,» /ﬁ"“& : T(Y) = fé; = g?,

Inversement, les repré&sentants é de la classe Tf(?) sont

caractérisés par les relations

(1b15) Q—R) ‘P = ¢

(1b16) ? ? - O %" (uniformément -sur tout secteur)
%l

qui montrent 1'injectivité de 1'application ‘P —é'ﬂ'(?) de Lﬁ‘:“&. dans

LS

I1 ne reéte plus qu'a &tablir TT(?*?) :_-.-'H'(P) & TT(“? -
Soient é et V deux représentants des classes '\T((P) et Tf(_(f? . Si

Fo est un point de d:o° voisin de Qa , d'aprés la proposition la2, la
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classe ﬂ(?) ¥ T (\P) admet pour représentant le germe § —XP V
2

Montrons que :

(1b17) Q—R) @*g‘r‘) =@+ Y.

Appliquons pour cela le lemme la5 en faisant tendre le point M, vers Qo
Puisque @ et 't sont des 0([?["') uniformément sur tout secteur,
les int&grales I‘L et 13 tendent vers O et 1'intégrale Fl‘ tend

vers @ —X‘V) (P) lorsgque HD tend vers Qo

D'autre part, d'aprds le lemme la4, on a :

(1b18) @ *Po V) (P) = D‘( l,ﬂ"") (uniformément sur tout secteur).

Soit maintenant @P 1'antécédent de 0 = (f* Y relatif

o
au point P, . D'aprés les lemmes la2 et la3 :

v19)  (I-R) @Po = PV
(1b20) @a (P) - O ( FE[_') (uniformément sur tout secteur).

En rapprochant (1b18) de (1b19) et (1b20) de (1bl7) om voit que les

germes é*?,v et @& définissent une méme classe de (&}&k /‘*M? .

Or :

T N P
T*&V = T(Y) & W(Y) ek ® =v(‘{’*‘t‘)

[

et ceci achéve la démonstration de la proposition la3.

Nous pouvons maintenant régler la question principale, & savoir

1'associativité de la convolution @
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Corollaire de la proposition 1h3

®) La convolution @ munit 1'espace (ﬁ%% /‘ﬁ/\&% d'une structure

"d'algdbre topologique et associative

B) Le plongement TU de 1'algébre "ﬁw_(r dans 1'algébre -.ﬁ%u_ /‘&Ac.%,
s'étend & 1'algébre (ﬂ , unitarisée de 'ﬁwf." , 4 condition de faire corres—

pondre 34 1'unité S de lﬁ 1'unité Io de &b& /“'A‘% , avec
/\—/

"= (1 ame)  (+-F)

6) le plongement T{ est continu et son image TU ((ﬂ) est dense dans
Fy. [ Ry

Démonstration : D'aprés Stone-Weilerstrass, tout &l&ment ? de 'ﬁ}m s

défini sur un voisinage V de Qo , est limite uniforme, sur tout compact
de V , d'une suite QM , ol les @,‘ sont des polynOmes en log z

y

( 2=f ). 0or de tels §m sont des & (lﬂ') et mémes des "(l’«‘l't)
uniformément sur tout secteur. De plus, ce sont les ant&cédents de germes

V“ - L\—R) §M , qui sont eux-mémes des polyndmes en log z , puisque
R ?ﬂa% = -lni + ed'a‘t , et qui par conséquent appartiennent & ﬁ&l. .

Par sulte, en. passant aux classes d' equlvalence, on voit que tout

§ é‘(ﬁ%w /*ﬂ est limite d'une suite T('('-P) é , ol
? € ﬁu&- . D'oll la densité de ﬂ('ﬂ;d,.) dans #&4 /‘*4'3-

D'autre part, en se reportant a la définition de ‘IT(Q) = ?E’ au
moyen de 1'intégrale (1b5), on voit que 1'application T[ est séquentielle-

ment continue, et donc continue, de c& } dans .ﬁ%’”’ /;ﬂ'

De méme, en se reportant & la définition de la convolution

? @V t" , oli le second membre est donné par l'intégrale (1b3),

on voit que la convolution est une application séquentiellement continue

o (R Ry X (Jhé,__ [Rig) e By /(ﬁh‘} i
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comme cette convolution est associative sur une partie dense de ﬂ-ﬁu‘ /ﬁﬁ,{,‘}

a savoir Tl ( 'ﬁhb) , elle est associlative sur gﬂa& /&“‘a tout

entier.
1s 0 !
Il ne reste plus qu'Zd montrer que la classe I = (!_ni %) est
1'unité de ﬁ%&m /ﬁr\ . Par raison de densité, il suffit de montrer

que Tl'(?) * lo g (‘p) pour tout ‘f & 'ﬁo\ul‘

Pour cela, appliquons le lemme 1b5, en prenant pour egntécédent

§P de ? relatif 3 un point F; voisin de Q et pour V le

germe 1 (1- P) . Puisque &"R) v = O , la contribution

Luni=z

des intégrales est nulle, et puisque l'inté&grande

V(M (([ R) @(MI)) de I3 corﬁporte le résidu z—l? (\’K) @(P) = -—,-‘ ?(P)
n B A 1
au point M = Qo , on a I& = ‘P (P) . Par suite

(1b21) (\-R) (@*po ‘P) = ‘P? Q“R)Q

D'autre part, en adaptant légérement le raisonnement du lemme la4.
on verrait que § *P W est un O (l’i-r uniformément sur tout secteur.
. A v

Ce fait, joint 3 (1b21), montre que Q *v ne différe de Q qu'au plus

d'un germe régulier. Par suite, en passant aux classes d'équivalence, 11 vient

?@? g c'est—-a~-dire T[('f) @ I :::TT(‘P) et ceci

achéve la démonstration du corollaire.

Pour montrer que nous avons réalisé notre programme intial, qui

était de convoler deux germes quelconques (P et ‘P , il ne reste plus qu'ad

examiner si tout germe ‘P & & e possé&de bien un antécédent é 6.&1&“

Lemme 1b6 :

Pour tout ? & &a&" , 1'equation
(1b22) ¢ - (1-R) §
possdde toujours des solutions ? 6 .ﬂ%u\
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Soient sur d-\»op deux points Fo et ﬁ » proches de sz et tels

que O <0..n% P - & P {Tt . On peut toujours trouver ume fonction entidre

F(E} telle qu'en posant GCP) = QK}«.(-— FC%")) , avec- ® :ﬁ s
le germe G(?) ? CP) tende vers 0 lorsque P tend vers Q’w le
long du segment Qa H

Ceci permet de poser :
/

we B () = Ger) @cr) Urhy) oM

&

ol U/ Qo/ H sont définis comme en (1b5), ol F est pris dans la méme

région, mais ol 1'on a soin d'intégrer non plus sur le segment Qo Qo s
, . C . a - 4 s
mais sur un chemin voisin, joignant Q’a i Q’a , symétrique par

rapport au milieu P* de Q' P et porte" au départ par 1'axe ch PI A (pour

assurer la convergence de 1'intégrale).

A partir de 13, en remarquant que KG = G et en adaptant la
démonstration du lemme 2, on prouve facilement que QP (P) , comme fonction

de P , se prolonge analythuement i tout un volslnage de Qo et que le

germe f § satisfait & 1'"&quation (1b22).

On notera bien que (sauf lorsque ‘P & ﬁ& et dans quelques
autres cas particuliers) il n'existe pas de classe antécédente : privili-
giée, et encore moins de germe antédcédent § priviligié.

Relations entre ¥ et @

Lorsque @ V & “‘__ , on peut définir separement ?
9 * V , mais 11 est essentiel de voir que 6‘ @ # ? L V

en général, puisque :

R) (DY ¥) - (x) >* @R)ﬁ
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A ce propos, il faut noter que lorsque Po tend vers Qo s le
germe ? *PQ ne converge jamais selon la topologie de ﬁ%w , puis-—
qu'il n'existe pas de voisinage fixe de Qo auquel tous les germes

§ ¥ puissent se prolonger analytiquement. Toutefois, lorsque

@ V é(ﬂw[.. , le scalaire @ *P ) (P) tend vers une limite,
lorsque P est fixe et que Po tend vers Qo selon un rayon fixe et ne
recontrant pas P . La limite en question dépend précisément du rayon. Lorsque

O< O-A%P-MGP <T( ' elle vaut @%v) (_P) , mais cela ne contredit
pas 1'inégalité §® V _,—{':. § 3 W , car on auralt une autre
limite pour AT < N‘L% P - Ma P. )T .

Section lc : L'algébre .ﬂ

Définition lel :

® ) On note ‘ﬂ 1'algébre image de 1'algébre ﬁa‘“ /ﬁi par 1l'injection

g JNN (‘(’/g) ou ?-.:Q—R)@J
. | ~
[) ) Dans le couple QP/ 3) , le terme ? est dit mineur et le.terme §

est dit classe antécédente. La classe antécédente détermine le mineur, mais

1'inverse n'est pas vrai. Comme d'autre part ‘P parcourt cﬁ%“_ quand i’

parcourt 1“‘ /ﬁ,,_ , l'espace & apparait comme 1l'ensemble des
9 E

germes P qualifiés par une classe antécédente. En pratique, les &léments de

SRR SR

pp———

d sont souvent désignés par leur seul mineur, la donnée d'une classe anté-

cédente étant sous—entendue.

6) La loi de ﬁ est notée X . On a donc :

CH +#,9)-0,6) wu 0-30F o 6-10)8

Par abus de langage, on-écrit souvent
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¢xy =0

ce qui n'a évidemment de sens que relativement & un choix donné de classes

antécédentes.

Le remplacement de l‘&%u /&M_& par ‘t est une simple affaire

d'écriture, mais il présente 1'avantage de donner un plongement ? - (T/Tl(‘e))

L

de & dans dﬁ qui fait figure d'inclusion, et ume comvolution ¥ de I
qui apparalt comme une extension de la convolution % de & (alors que %
et @ n'ont rien a voir, ainsi qu'il a &té remarqué 3 la fin de la section

précédente).

En fait, &,}d— n'est pas le seul sous—espace de ‘ﬂﬁw qui se
plonge naturellement dans I . Pour pouvoir défimir et &tudier ces autres sous-—

espaces, commengons par introduire deux sous—groupes multiplicatifs de 1'algé-

bre QE

Proposition lcl :

® ) Les relations

(lel) I—u (£ > ( e" r‘(:-u)f' si xeC~7
](l -ﬂ( r@

m) } i

(1e2) I-M f: &" ) %M ) si n & N7
O R R 1Y

T y
n N | (W ,
a3 Y = <O .L‘_')_.,"‘L. =S” si w» €N

V & ¢ .
définissent une application holomorphe ®—3 I _ de C dans Qﬂ et 1'on a

(1ct) I" % 1t = IM@
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, ° '
B) I1 est naturel d'assimiler I , unité de l'algébre f , au Dirac 8

n .
de masse 1 en Qo et, pour Mm GN’K’ , d'assimiler 1 4 la distribution

)
dérivée 8 , car on a

M ~ -y
(1c5) IM)K (P = t-l) ?() pour tout (P - ¢£

6) Pour tout M € N , la relation

m “ «
(1c6) J = 3—. 1
30(.* =0

"~ —
définit un élément - J de & C (ﬂ et on a :

|

m oo MM
(1c7) J. * J = Jl

e ]
Démonstration : Une famille {ﬁ’g E & est dite hdlomorphe par rapport
au paramétre complexe W  si, pour tout W, é (E » ON peut trouver un voi-
sinage V de 0‘0 dans @. , un voisinage VIL de Q° dans Goe et un antécé-

dent Qo( de 'e( » appartenant 3 la classe antécédente de % et tel que 1'appli

cation Q(/P) -_— §°¢ (P) soit holomorphe en ¥ et P sur v X vIL

. ot
Tel est bien le cas pour l'application o —> I . La seule diffi-

_ . *
culté se présente pour 0(° = M é N et on la tourne en prenant, pour &

.. -0 %0(4
voisin de M , comme antécédent de I , TON PAS  emem
o ‘ M) (1= emtnix)
~1 M-
mais 1'antécédent &quivalent T - = (il n'y a pas

rc“) (l-— e_—inh&)

_ d'antécédent partout holomorphe en & ).

Quant & la relation (lc4), elle se vérifie €lé&mentairement pour

Re. { Lo et Re ﬁ <O , car alors I“/ IP & *,&J" et on est

ramené 4 la convolution classique de la section la. On passe ensuite au cas de

D(/ﬁ quelconques .par prolongation analytique des identités.
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Enfin, on déduit (1c7) de (lc4) par dérivation répétée par rapport &

b(et[;

Section 1d : Les algdbres ﬁ(r) "&U\.)

Définition 1d1 :

¥) Pour p entier > O , on note respectivement &('\) et ﬂ()\)

sous—algébres de ;ﬁ et g invariantes par R’L

@) ‘On note de méme &Cw) et ECDD) les sous-algébres de & et E

moyenne—perlodlques par rapport a R , c'est—-3-dire formées des (P tels que

R ? dépende moyenne-périodiquement ( ) du réel lf'

Les &élements de ‘R(H et ‘ﬁ(rs) sont aisément représentables; En effet,

pour }\QOD , tout ? de &(I\) admet un développement convergent

N L
? = Z A“I o M parcourt !\:llN et oii lﬁ‘l/M = 0(0&)
"
et tout ? de ﬂ('\) admet un développement convergent

‘P = E a* I““L oi M parcourt )\-' Z et ol %l%‘: &(*)j 14-1\1! D(M)

m;o)
En particulier, les ? de c&(!) et ﬁ(l) peuvent respectivement etre re-

présentés sous la forme :

& ~ . Ve
'{(%) = &08 +4§ 4, avec QAM [@.l/

M= oD

m=3 oo

= OIS M bom Yo &M
?(1-) = Z d_.ﬁs +§;l d“? avec [A“[ < l d“‘"l
Mz 0 n=
Enfin, les ? de (&(oo) (resp. UECOD) )} admettent des développements

(*) Au sens de J.-P. Kahane, Lectures on Mean-Periodic Functions.
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convergents du type :
- = I x R(@J)

ol chaque E( est un polyndme en I et ol la somme est &tendue 3 une partie

au plus dénombrable de { Keo( > 9] K (resp. de C tout entier).

Notons pour finir que les barres ne doivent pas induire en erreur :
si 'L & oP , &(*\) et (ﬂ‘('\) sont chacun fermés dans .ﬁ‘ Tet qﬂ'(’\)
n'est donc pas demnse dans &U\) , et si }_\:0D , 0%(00) et &(oo)

g v ru .
sont chacun denses dans & si bien qu'ici encore: & (DO) n'est pas la

complétée de &(eb) .

Bien sir, si 1_'on n' avait eu en vue que les algébres &U\) et
&(b) , 11 aurait &été .beaucoup plqs simple (*) de les définir directement
& partir des développements convergents ci-dessus, sans'.passer par la comstruction
de la section 1b. Toutefois, ces algébres ne suffisent pas dans toutes les appli-

cations : il faut parfois recourir a 1'algébre ﬁ elle-méme (‘x*).-

Section le : La transformation de Laplace.

Il y a deux cas importants ol on peut d&finir la transformation de

Pl
Laplace d'un é&lément L‘P/ é ) ~ 'e de % .

Premier cas : Le mineur (P est prolongeable analytiquement le long d'un axe
Qo Q de d':.,, et de croissance au plus exponentielle sur cet axe. On

peut alors trouver, dans asa classe antécédente, un é qui présente les mémes

propriétés quant aux axes QoQ et R-‘ (Q. Q) et on pose :

(‘x) Encore que l'on recontrerait des difficultés pour montrer la stabilité de

Ve oo) par rapport & la convolution ¢

(¥*) Voir par exemple aux chapitres 9 et 14
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®
(lel) @Q \0) (?¢) = I.

R'Q

~23

¢ M e “dM (3= H)

-1
ol le chemin d'intégration part du point 3 1'infini R Q , s'approche radiale-

ment du point Qo , contourne celui-ci une fois dans le sens positif, puis
s'éloigne radialement vers le point 3 1'infini .'Q . ogq ? ne dépend pas
du choix de é dans , pouvu qu'on ait croissance exponentielle. C'est un

germe holomorphe défini dans un voisinage sectoriel de 1'infini. Si ? et ?

sont prolongeables et exponentielles le long d'un méme axe Qo Q , on a

okﬂq (‘0*"’) = @Q ‘P) (‘gq 'P) . Enfin, si écﬂ‘ , la défi-

nition ci-dessus &quivaut & la définition classique :

Cq v :
o e = f P e dn (36)

- & n
Deuxiéme cas : La définition {lel) s'applique aux &éléments I et U de

ﬁ introduits a la section lc et on trouve

(1e3) @Q Ix) (?r) = & ; @4@ Jﬁ) (?) = (\éfa?-)m

oG le choix de la direction Qo Q n'influe que sur la détermination de
® "
t et @'ta i‘)

Ceci suggdre donc d'associer & tout &lément Q de A('\) , de

développement (nécessairement convergent)

2 ,1& I-u oi }& loP (1_»(351),2.&“/'t I—&* 3'6\ . si )\.—.-ob)

une transformée de Laplace formelle
02 - - p M
‘f = z O..‘( z (reSp. Z do(,t & 2 )

Ces séries formelles sont généralement divergentes, mais on a toujours

Z(Ex¥) = (£F)(2¥)
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Les images de QRO\ et ;&(’L) par 08 sont désignées par les mémes

symboles en caractére maigre, soit ﬁ(l\.) J%GL) . Leurs é&léments sont

eux aussi désignés par des lettres maigres : og? = (’D

Section 1f : Résumé du chapitre 1.

Ce chapitre est constcré & 1'étude locale de la convolution, en prépa-

ration & 1'étude globale des chapitres ultérieurs.

On part de la banale convolution additive sur les germes holomorphes

au point O de d: :

(P x¥) = [ Po-3) ¥ @

Cette convolution se reléve sans difficulté & l'espace des germes holomorphes
sur d:,p (surface de Riemann de log z ) au voisinage du point de ramification
Qo , moyennant 1'intégrabilité en Q° des facteurs. Aprés adjonction des

Diracs au point Qo » on obtient ainsi une algdbre unitaire, notée (ﬂ .

On cherche ensuite a se passer de la condition d'intégrabilité&, afin
de pouvoir convoler des germes quelconques (ce qu'on a besoin de faire dans
certaines applications). C'est l'objet des sections 1b et lc. A chaque germe

on associe un antécédent i , c'est—3-dire un germe solution . de 1'équation

r(P @(P) - Q(R-'P) ( R = notation de +2 autbqr de Q,

ou plus exactement une classe antécé&dente § » c'est-3-dire un antécédent 9
défini modulo un germe régulier en Qo . On considére alors 1l'espace E des
germes % qualifiés par une classe antécédente et on y construit une

convolution dont on montre qu'elle poss&de toutes les propriétés désirables.
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Chaque germe posséde une infinité de classes antécédentes, mais les

germes de & possédent chacun une classe antécédente privilégiée, ce qui permet

de plonger 1'algébre & dans 1'algdbre & . Pour une topologie addquate, ce

plongement est dense.

S

Enfin, on étend éi plusieurs notions relatives 3 & , en particulier

la "transformation de Laplace".
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Chapitre 2 : Les algébres m(ﬂ) ﬂﬂ(ﬂ) et la convolution des fonctions

résurgentes.

Section 2a : L'algdbre mz (ﬂ) et les relations de Leibniz.

Le présent chapitre &tudie, d'un point de vue global, la convolution

de fonctions holomorphes définies sur des surfaces de Riemann fixes.

La surface 0{ .

Soit _Q, un sous—-groupe additif discret de (C . On se limitera dans ce
chapitre aux sous-groupes de dimension 1, donc de la forme _ﬂ = w* Z avec

* .
&,"* E d? . Soit 0{, = (t"‘—,_ﬂ. la surface de Riemann recouvrement universel

de d:—'—-ﬁ et soit f‘p la projection sur d: du point courant P de K,

On désigne par [r' 1e groupe des automorphismes r— s P——? rP de K
L} . )
qui se projettent en des translations r ¢ T r-(%) = 7t de (f.—'-ﬂ
. . *
Alors J appartient & I?. et on peut assimiler la translation r 3 son pas w,

[ ]
ce qui donne un homomorphisme r-——B w = r du groupe ﬂ_' dans le groupe JL

Les frontié&res f()oﬂ/9+m. /9‘& et les demi—feuillets ﬂ(Q) .

o .
On appelle fronti&re neutre de W, , et on note 9 «1 , l'ensemble des

points de ramification de «4 , tous situésvau dessus de _(ﬁ.

+
On appelle frontidre positive de 0@ , et on note a ﬂ/ , l'ensemble des

' . - . ee . W .
"points-frontidre" de 6{/ situés au dessus du point & 1l'infini (') du demi-plan
I/Vn(%’/w*) <O de d: .

On appelle frontiére négative dé@.l , et on notea ﬂ/ , 1'ensemble des

"points—frontidre" de R situds au dessus du point 3 l'infini (*) du demi-plan

Iom(?/w*) >0 de C .
Enfin, pour tout Q é 2102,, on note @(0) 1'unique demi-feuillet de

la surface@/ qui se projette sur le demi-plan Iﬂ\(?/‘%) § O et

(*) considéré comme unique.
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auquel le point Q est adhérent.

Le groupe r .

Le groupe d'automorphismes ﬂ—' introduit plus haut est fuchsien, sans
€léments elliptiques. On peut trouver dans [r trois &léments paraboliques
R, S, T

[}
(i) de projections R = O , S=-w, }T:,_w*
(i1) soumis 4 la seule relation RST = /lr

(1i1i) engendrant, ensemble, le groupe r

On note respectivement Qo , Q+ y Q_ 1'unique point-~frontiére

invariant par l'automorphisme parabolique R, S,T . Ce point appartient i

_90«4 ) 9+0{v} 9—“.4 . Le.point Qo est adhérent aux demi—.feuillets
0(,(&_'_) et (K.(Q_) .

A un automorphisme interne prés dans le groupe ﬂ—' , le triplet R/ Q/T
est déterminé par les conditions (i) (i1i) (i1i). Choisissons=le (ce qui est
possible) de maniére que 1'automorphisme R soit une rotation d'angle +21

R . .
et de point fixe Qo situé au dessus de O (l_‘.e. Qo.-:O) . C'est toujours

d& ce choix-13 que nous nous référerons dans la suite.

Notons pour finir que 1l'action de ﬂ—‘ s'étend naturellement aux trois

frontiéres 9"0{. /9+K ) 9—0{ _et qu'elle est transitive sur chacune d'elles.

En particulier : rQo = Qaﬂ, y FQ+ :9+K P TQ_ =9‘0{»

La construction de la surface @ et de ses 8léments est élucidée sur

la figure 3gl ci-aprés pour le cas _ﬂ_ = Zﬂi Z

Définition 2al :

Soit mg Cﬂ) 1'espace des fonctions définies holomorphes

°
sur la surface (K, et bornées au voisinage de chaque point de 9 K_, .
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Si on identifie le point de ramification Qo de @, -:_-d: -:-ﬂ avec
—
le point de ramification Qo de d:w = d:-'—{b} s R apparalt comme une sur-—

face de Riemann au-dessus de fb" . I1 en résulte un plongement de ﬂg (.XZ.)
dans (Rwl- (cf. section la).

Proposition 2al :

Le sous-— m? ( d ﬁ\ t fermé i -
» us—espace _ﬁ-) de ok es ermé pour le produit de convo
lution.
s . A
I1 s'agit de montrer que pour toute palre (e / W 6 4 (.ﬂ) s
le produit (P* Y , qui a priori n'est défini qu'au voisinage de Q° , se

prolonge en fait & ma tout entier. Pour P voisin de Q on a :

P
(2al) (f*ir (P) = S;) 'f(M) ?(H’) d M
. °
oi 1'on intdgre le long du petit segment rectiligne Qo P et oll les points

Hf . .o
H et sont symétriques par rapport au milieu de Q,P .

Plus généralement, disons qu'un arc rectifiable joignant a
q Jo1g °

un point P de «, est symétrique si

(1) excepté son origine Qo , i1 est tout entier contenu dans &

(i1) il se projette sur C selon un arc symétrique par rapport & son milieu

P

] P |
Ttz

et disons que D est symétriquement contractable si
(iii) 1l est symétrique
(iiii) il peut, par déformation continue de chemins symétriques, se contracter

en un petit segment rectiligne.

Un chemin O peut 8tre symétrique sans étre symétriquement contracta-

ble. Les différents cas possibles sont illustrés sur les figures ci-dessous,
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en projection sur C —-__Q (pour _Q_:: < Z ). En effet, bien que les pro-

. . . - . ’ . (]
jections des chemins symétriques g, et 02_ soient homotopes sur C *—ﬂ
(comme on le vérifie sur les figures 2bl et 2b2) et que par conséquent ces
deux chemins poss@dent méme extrémité P sur ﬂ , le chemin Dl n'est pas sy-
métriquement contractable (comme le montrent les figures 2b3) tandis que le

chemin lJz_ 1'est (comme le montrent les figures 2b4).

Bien que la contractibilité symétrique soit beaucoup plus forte que
la simple symétrie, montrons que chaque point P de K est 1'aboutissement
d'un chemin sysmétriquement contractable. L'ensemble '2 des points qui possé-—
dent cetde propriété est &évidemment ouvert. Soit & un point de @ adhérent
a 2 . Manifestement, P° est 1l'aboutissement d'au moins un chemin D recti-
fiable, de longueur finie, et satisfaisant 3 la condition de contractibilité

J - ° '
symétrique, 3 ceci prés que est susceptible de rencontrer 9 0{ en des
e My . eyme-

R
triques des précédents, ne sont pas sur 9 » Car sinon on aurailt

points H M,‘_ ‘Mais dans ce cas les points H

’t.. /
* _ . 7 4 . .
H& + HJ = Pé ﬂ . Par suite, on peut apporter, au voisinage des Ha_
et des “d/ , de petites modifications symétriques au chemin O , de facon &
. ]
lui faire éviter les points M)’ de 90{ . Donc P° eﬁ et l'ensemble ‘g s

étant ouvert et formé dans ﬁ , coincide avec Ja .

Il ne reste plus maintenant qu'a déformer symétriquement, au sens ci-

dessus, le chemin d'intégration dans (2al) pour voir que le germe (f* Lt’ se

prolonge holomorphlquement a toute entiére et reste borné au voisinage de

o
chaque point de 9 02\, , ce qui &tablit la proposition 2al.

Cela &tant, on a une action naturelle du groupe [P dans

A..H)
M: ¢ — re -_-'f,,l‘"

qui induit par linéarité une action de 1'algébre de groupe L[r] dans
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ﬁem(ﬂ) . En fait, nous aurons 3 nous occuper, non de C[ﬂ"] , mais

de la sous—algébre
D(n) = € ®-R) C L]
constituée par les combinaisons linéaires finies de la forme

D= ir + % G NE WL relr)

Proposition 2a2 :

®) 1l existe une application linéaire unique de ﬂ)(ﬁ) dans IDC.W_)@ W(ﬂ) :
T D-—% O‘(D) = Z_ Di ® D‘_/ (somme finie)
telle que, pour tout D & W(ﬁ) et toute paire ?/ ? € AG#\M(_W) » on

ait une "relation de Leibniz' :

ey D(Px¥) = %: (D ) @ ‘F)

G) La loi @ munit IDC Q) d'une structure de coalgdbre commutative. De plus,

les relations de Leibniz sont compatibles avec la multiplication des opérateurs

et ceci fait de LD(_YZ) une bigdbre (¥).

On observe d'abord qu'a cause de la relation RST = jn-i , la

sous—algébre w C—yl)

de C[“—'] est engendrée par les &l&ments suivants :

R p R“' ‘/' Sm = (l*ﬁ)Sm <%=lli...> }—];_ = Q_"Rmi(')l::lz..)

I1 suffit donc de montrer l'existence d'une relation de Leibniz pour ces &lé-

ments—~13. Pour D = R:H

, c'est immédiat, car

R:t! (‘P N V) _ tht?> *@tl(r)

(*)  Au sens de Bourbaki XXXVII, chapitre II,§ 1. DCJL) posséde une involution :
cf. Section 6 » Probléme 5.
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par définition méme de la convolution. On posera donc :
11 31 11
(2a3) a (R ) = R ® R

M
Considérons ensuite le cas D: S,’\ :Q" R) S pour M entier >/ 1 . 0n a

alors :

S, (P x¥)(®) = (Px¥)(STP) ~(Px¥) (s"RP)
= jg ) Pr)dM - 5{7 PrroW()dH

ol D‘ et }J'L sont n'importe quels chemins symétriquement contractables
-, -l , :
joignant le point Qo aux points S P et S R P respectivement et
/

ol ésigne le symétrique e sur ou . Les deux figures ci-
M" a 1 5t de M N, ou 1), . 1es deux fign

dessous montrent, pour _Yl =t Z , n =3 et P voisin de Qo , les
. / ’

projections sur d: — __D, de deux chemins Dl et U‘L joignant Qo a

-n - -1 .
S P et 3 " R P respectivement, mais non symétriques. Remar-

quons & ce propos que, d'une fagon générale, on obtient le graphe d'un chemin

S P LSRTP

Q. | P s P
- »

g. e 265 ( clouie U,’) | | Jeopure 286 (&m&){)
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joignant [go a [: F) <TT"<;HT) en mettant bout & bout les graphes

de chemins 301gnantQ a P P rP J P EP ye ey P E_P

(dans cet ordre!).

Les figures 2b7 et 2b8 ci-dessous montrent deux chemins {l et {)L
. arl:)’ 1:) . .
homotopiques (") .4 { et J, , mals symétriquement contractables. La contrac-
tibilité symétrique de D' est &vidente; celle de {)L est mise en é&vidence sur

la série des figures 2b9.

Nous sommes maintenant 3 méme de calculer Sm<?*“'):“.j -j d'aprés
| D
les figures 2b7 et 2b8 . Comme 'e et sont bornées au voisinage des points
de '9 q(» » on peut faire tendre vers O les rayons des petits arcs de cercle
. °(K’ 5 .
entourant les points de‘9 . Il ne reste plus qu'd recenser soigneusement

les contributions aux intégrales des segments verticaux et horizontaux de ))(

et ’)1_ . La contribution totale des segments verticaux, pris avec la bonne

orientation, est nulle. On vérifie en effet que :

Ty 7 S(s) - Scu.) ) );s) =0

Quant 3 la contribution des segments horizontaux, elle se décompose de la manié-

re suivante

Sm jm) i“) ((53?-_;453?)* ‘f') (P)
R A
Sa, So -y, (5P -RSE) x (S'¥ -RS'Y) (7
+So S@r) Ff (f x5y e ¥)) %)

(*3 plus proprement, ce sont les projections sur d:-:~igz qui sont homotopiques.

1l
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Chacune des identités ci-dessus s'établit en calculant les intégrales implicites
dans Ies membres de droite, le long de chemins analogues 3 )]{ et )],L . Le

"détail des vérifications est laissé au lecteur.

Finalement, 11 vient :

I (Px¥) = (S5 0)x ¥ +(5.P)%(5¥) +EP(5.¥)+ c(*(ssq/é

Le méme raisonnement s'applique pour tout ‘7L>/f (avec une légére

modification pour n pair) et conduit 3 la formule de Leibniz générale :

S(Pr¥) - G+ B S GYEY)

Enfin, cette formule reste valable lorsqu'én ¥ remplace S'k par-—[—;~ , car
cela revient § effectuer une rotation de +T[ sur toutes les figures ci-dessus.
On est donc conduit & noter S° = [o = i et a4 poser les relations :

. ~m m
(2a4) wS):Z ® S ',TT):Z T ®T
( " p=2 St" '5"'}'- / ( " h=0 r n-p
dont on observe qu'elles sont symétriques. On voit que la loi J7 f.ait de

D(ﬁ) une co-algébre commutative CX') et ceci achéve de prouver la proposi-—

tion 2a2.

(*) la commutativité de ID(.Q. , comme co—algdbre, tient évidemment & la

commutativité de ﬂz (&) , comme algébre.
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En pratique, lorsqu'on voudra calculer U‘( D pour un I) général
1 -
de m( .SQ.) , Ol commencera, grace aux relations T = RS et 9 l: TR 5

par supprimer dans 1l'expression de ]> tous les S ou -T_ affectés de puissances
négatives. On exprimera ensuiteVJD comme polyndme en les variables non—commutan—
tes R R-' 4\ et> T (M ) . Enfin, on appliquera (2a3) et (2a4) en
tenant compte de la compatlblllte des relations de Leibniz avec 1a multlpllcatlon

des opérateurs :
v (DA) = « (D) cr(A)

c'est—-d-dire, sous forme développée :
c(V8)=> (0:4) 8D &) & v(0)=2D 0D et v(A)=2 4wk
“4) t ' 3 d J’

On trouvera au chapitre 5 plusieurs exemples de calcul de U’CI{) avec leur

interprétation géométrique.

Nous allons maintenant rechercher les &léments de B)(-g%) qui sont

des dérivations, c'est~d-dire les J) tels que
W‘(D) = Dol + 1 @"D
- Commengons par introduire les fonctions génératrices :

Sty = 2 "5, 1+2. x*(1-R)S" = (1- xRS)(TxS)

%0 ")l

T(x) = 2 xMT; 142 'x.M(l—R)TM: (1—1RT>(1-7¢T)-'

M),o M),l

il

Gr3ce aux relations (2a4) on vérifie
T(Sx) = Sm ® Six) b o(Tw) = T &)

Autrement dit, S(x) et [(Jl) sont formellement des automorphismes.

-l - -1
Par suite les expressions S 679 et F( fr(zg F< sont aussi des auto-
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morphismes. Or, compte tenu de la non-permutabilité de R/S/T on trouve
|

St = (1-x5)(-2RS)" = 1 +0-R) T (1=2T")
[+ 20 x" (I—R") T

nyl

P‘JT;?R =Rt ""T)(t-xRT)-'R = (1-xR'TR) (1-xTR)"
ST 2 1R

= 1+ 2 2R 5
M}l

En inversant 1'argument précédent, on voit que si 1'on pose

(2a5) S‘“ :Q“R-‘) S-‘K et T;‘h. = ((—Rd) T”M (pour M )/1 )

a0 T(5.)=2 0% « v (T)=2 T, 8T
» =0 P_:b :

Posons maintenant :

Sey = by Sy = = = Sm
‘T*(x) = &'a T(x) = 2 x T:

sont des automorphismes formels, leurs logarithmes

~ Puisque S[Ol) et T(—x_)

e ¥
5 (2) et T (‘x) sont des dérivations formelles et les opérateurs

S-*

ces derniéres.

¥ . . : -
et TM. sont des dérivations tout court. Cherchons & calculer

Nous avons d'une part les relations :
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2. xMS:

I

&b(l—rgz M) &}(l'r‘ZxT

n! m),l
* ' . -1
Z ?_MTM — @-9 (l + 2 x. M) = "R(%([Tmes.n)) R
ml Y wl
S¥
qui donnent chaque  J, et chaque TM en fonetion d'un nombre fini, au

choix, de J, ou de —Ek

D'autre part, nous avons les relations é&quivalentes :

T ASE = ey (1288 (xS))

%),l

(2a8) Z x T:i = zﬂ} ((l -x RT)(\ —-x.T)—')

nl

que nous allons exploiter grice au lemme suivant :

Lemme 2al

Dans 1'anneau non-commutatif libre (E[[.:X/ Yﬂ on a 1'identité :

» ' -y I‘l q, f"m 1m l’l.'q!
(229) %({l-y)chx) ) = (X-M) X7 LXK e
o8 }=2f 4= 29, erob o some eot srendue 3 tous les i 4, |
ainsi qu'a W, =0 et ci.m:O

On démontre ce lemme en faisant tendre t vers 0O dans l'identité

@"Y) (l_x)-\> _ 1‘@( )}) ? xr'y x}lmy Ll:ﬂL)CH'tL l) (E""\'H ((' Q)(J
d+p+q)
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qui & son tour peut s'établir en considérant les valeurs entidres positives
(resp. négatives) de b » valeurs pour lesquelles les deux membres sont polyno-

maux en Y {resp. en x ) .

En portant (2a9) dans (2a7) et (2a8), il vient :

(2al0) S\: = Q-R> S Z S’l' T—ql. . S'\m T-ﬂm r\( 4’

——

b prq=a n!

(2all) L R)T Z T @T)‘\.‘-“TﬂmLRT)qm M

Ralb | a!

avec les mémes conventions de sommation qu'en (2a9).

Proposition 2a3 :

) L'espace (&) d: @L R) C[ﬂ—j des operateurs "4 relation de Leib-

niz" est, en tant qu'algdbre, engendré par la famille

{R R Se T (ﬁem;

/

X 'r’l
ol les Sml A sont. les dérivations explicitement définies en (2alQ) et

~1 .
(2all). A la relation évidente R R = i prés, la génération en question est

libre.

(%) Si on désigne par ﬁ (.gz) (resp. parA(SQ) ) le sous-espace de ID(*YZ)

consitué par les dérivations d'ordre 1 (resp. d'ordre quelconque) alors A (_YL)

reslg. /A (w , en tant qu'algdbre de Lie (resp. algébre tout court) est

engendrée librement par la famille de dérivations :

IR"SER™ o RTTIRT @Mez,-méw*)g

Nous avons déja vu que D(ﬂ) gtait engendrée, librement & la relation

- /
RR':I prés, par la famille { R/ RJ/ SM/TM (Mé’”*)f . Or les.
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S,
(2a12) | + Z ‘X—M S... = QX}\_ < Z 'Z..M S;:k)

Mo ")l

A -T#
T,,\ s'expriment en fonction des SM ) 'm  par les formules

(2al3) l 1 Z 7—.“ TM = e)‘}\. ( Z ZM T':.)

m o Myl

qui inversent les relations (2a7) (2a8). on peut donc substituer :
{KIK‘;Sz}T: (’Ké M)S a { K/'ﬁ-/' S..\ )T,\ (M 6{N*)§ et le premier point en

résulte.
1
Soit maintenant Dé A (ﬂ) . D'aprés ce qui précéde, D admet
une expression unique commé combinaison linéaire de mondmes du type :
LAY SIS LS ¥, M ¥ N\ pMas ¥\
Doy = REaTOR G wT)Re (G nTo R (2, eN)

\
Or, en explicitant (D('MJ/"J)) et en raisonnant par récurrence

sur l'entier Z.Md' + Z I'Md[ , on montre qu'une combinaison linéaire de
‘D(ﬂa/“a) ne peut €tre une dérivation que si, pour chaque terme, on a
W';'l‘ +’Nn“ =0 . Inversement, lorsque les sommes Z%\J sont nulles,

chaque mondme entrant dans 1'expression de D peut s'écrire :

D““d/“a) b <le(5: Ty )Km%RmZ i“‘ﬁ)R_mI)" " ( Rmé( Sznwﬁt)ﬁmn

1
Ceci montre que [A (? est contenu dans 1'algébre @ engendré par la famille

MaX oM | o™ » % X ¥
{K SMR QJ'R " (méZ/'h. ém) } . Mais les Sn /Th sont des
mas% n-m
dérivations et R est un automorphisme. Par suite les R 36\ R et
M ¥ =M @
R TM. R sont des dérivations (d'ordre 1) et est une algébre
de dérivations (d'ordre quelconque). Donc DD n'est autre que 1'algébre envelop-

1
pante de 1'algébre /A (ﬂ) , c'est—-a-dire /A(ﬂ) , et ceci &tablit le

deuxidme point de la proposition 2a3.
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On notera bien que 1'inclusion A(ﬂ) c [D(m) est stricte. Par
exemple R ¢ @(ﬂ) Les &léments de @(ﬂ , c'est-d-dire les dérivations
d'ordre quelconque, ne sont pas immédiatement reconnaissables sous leur expres-
sion canonique, lorsqu'ils sont donnés comme combinaisons linéaires d'opérateurs
(L—K)r ol réﬂ_' . De fait, le moyen le plus simple pour les reconnaitré

est de les exprimer comme combinaisons lin&aires de monOmes , puis

oM, %)
d/ ¢
de vérifier 2 'md =0 pour chaque monOme.

Remarquons aussi, pour finir, que les &lé&ments de (t[[l'*} " qui, opérant
sur m (ﬂ) ,v donnent lieu 3 une "relation de Leibniz", appartiennent

tous i B}(ﬂ) » ce qui justifie aprés coup l'introduction de cet espace.

Quant & 1'algebre mg (SZ.) , étudiée dans cette section, elle
n'a d'intérét que comme auxiliaire. Grice i elle, nous allons pouvoir introduire

les véritables objets de la présente &tude, 3 savoir les algébres de résurgence

IH(SQ) ek ﬁ(.ﬂ) .

— .
Section 2b : les algebres m/ﬂ) et ,H/ﬁ) et la notion de fonction résurgente.

Soit comme précédemment :

w,,é([,"x ).SQ.:OJ_XZ

N , e
/Coo:d:;{f)} /@,: @4-._?2

Dési gnons par .Yz

' : * . ,
o~ la partie de 1‘\00 située au—dessus de SI— ;ﬂégd} .

On peut considérer 6(; comme surface de Riemann au-dessus de (E,,o i.e.

a‘ = (E —Lﬂw ) en identifiant le point de ramification Qo de (Ew_

et de&
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Définition 2bl :

a—

— ~
Soit m (ﬂ) la partie de 1'algébre ﬁ constituée par les couples ('ﬂ?/ ?)

dont le mineur se prolonge holomorphiquement 3 toute la surface 02,

—
(3) On munit IH(J)) de la topologie la moins fine qui rende continus, d'une

part, le plongement dans ﬂ et, d'autre part, la projection sur 1'espace des

mineurs (*)

~ o~ —
Autrement dit, (‘Cn/ im) converge vers ('P/ f) dans lﬂ(ﬂ)

'ﬁ‘ converge vers ? uniformément sur tout compact de @ et si 1l existe
des 9m E E\ qui convergent vers [“ é? uniformément sur tout compact

d'un certain voisinage fixe de Q,

Proposition 2bl :

- .
) ﬂ(ﬂ) est fermé pour le produit de convolution induit parvﬂ. et

c'est une algébre topologique

B) si, pour tout | €[ et tout (‘P/ Q) éﬁ(ﬂ) , on pose
R (¢, ) = <w>rvﬁ’ )

cela induit, par linBarité, une action continue de 1'algdbre H)(_ﬂ_) dans

1'algébre ﬂ(ﬂ) et les relations de Leibniz restent en vigueur :

D((0,%)5(r,¥) == (89 z’(v,ﬁ‘f) i s)=Ihe)]

Démonstration : r? est bien une classe antécé&dente de L—R}F‘f ‘et par

suite la définition proposée de l'action de C.XZ) dans m(ﬂ) a un sens.

On vérifie aussitOt que cette action est séquentiellement continue, donc conti-
L d

. —
nue. La fermeture de M(ﬂ) par rapport i la convolution =% induite par‘ﬁ' ,

(*B Ce dernier Etant bien sfir 1'espace de toutes les fonctions holomorphes sur

ﬂ, » avec la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de K,
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de méme que la validité des relations de Leibniz, résulte d'un argument de densité.

En effet, tout &lément ‘P de m@m (_n) , considéré comme &lé&ment de (72 s
A
posséde, d'aprés le premier chapitre, une image <‘?/ ‘H‘('P) dans # et cette

image appartient manifestement 3 m(ﬁ) . Ce plongement ?—-5(? 'y (‘p))
de A@u’w(ﬁ) dans m(_n) est dense : on peut le voir en appliquant conve—

nablement Stone-Weilerstrass aux mineurs et aux antécédents.

Comme M@m(ﬂ) est fermée pour la convolution -} et que celle-ci
-——
est bicontinue, ﬂ(_ﬂ) est également fermée pour . Les formules de

Leibniz se transportent elles—aussi par densité, d'oli la proposition 2bl.

Nous allons maintenant démontrer trois lemmes qui permettront de donner
—
de l'espace_ﬂ Cﬂ) et de sa topologie une définition beaucoup plus simple

que celle indiquée ci-dessus.

Commengons par montrer que toute fonction ? définie holomorphe- sur KJ

posséde un antécédent global :

Lemma 2b1l :

Pour toute ? définie holomorphe sur «a 1'équation

@ (1-R) ¢ .—.‘{’

possé&de toujours au moins une solution é définie holomorphe sur @,

-1 v
Soit une telle ? et solt S ? —__—..-?OS . D'aprés le lemme laé on peut
construire, au voisinage de Q,, , deux antécédents locaux de ‘P et S‘P , que

nous noterons respectlvement § et ?S . Introduisons maintenant les trois

€léments sulvants de 1° algebre . ﬂ(ﬂ)

~J

Qﬁ'é) )LS?/@;) ;U:(Zn' ' ?‘6*

i(e- w) Lm) (»- *)
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ainsi que leurs produits de convolution :

(2b2) (3’/‘?) = U = (‘%?)
(2b3) (1’3/%) = U x (S‘f) ?g)

et calculons 1'expression (|-R)S (V/ﬁf) ~ (=R) ( ‘fg,?\f)

D'une part, comme 1'opérateur d:42)g g est une dérivation de
l'algébre'ﬂ (jl) et comme Q—R) SU , qui vaut (O > , n'est
an 2

autre que 1'unité de cette méme algébre, il vient :

A

1%)s (0 F) = (-0sU) x4 8) + Uxrs (o, %)
—(2,%) + U x (-R)S(,8)

D'autre part, comme l'opérateur ‘% est un automorphisme de 1'algebre

| ﬂ(,ﬂ) et comme RU V . i1 vient —
(R (VS,‘F) = Ux(sY, i’s) - ([RU)x(Rs¢, RY; )
)

(2b4)

O —

= Ux(S%, Qs) — VU x(Rs¢, R%;
Ux(aRs® , 1-R)% )

— U*(CIKS‘P S‘f)

= Ux (aRS (¢, %))

En retranchant (2b5) de (2b4) il vient finalement :

(2b6) (-R)S @/?‘;) - (-K) (% /?7;) = ((f/’;')

ce qui implique

(2b7) a-R) (¥ - \EY ) = ¢
P

@)  (SY - ‘}’s) = lé‘

(2b5)

;
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On voit donc que la fonction @ =S ‘P —"% , qui, comme différence
de deux mineurs, est définie holomorphe sur tout & , peut €tre prise comme

antécédent global de ‘P et ceci prouve le lemme 2bl.

Lemme 2b2 :

~o —
Tout &l&ment ((P/ ) de 1'algébre ﬂ(ﬂ) peut s'@crire sous la

forme @/ ) ol '@ est définie holomorphe sur K toute entiére.

A

Cela résulté de la relation (2b8) qui montre que la classe @ est
Vo

égale 3 la classe § et indépendante du choix de la classe ‘@

Lemme 2b3 :

Toute suite ((ﬂ‘/ §m> qui converge dans H(ﬂ) vers une limite
? ®
Ya s N PR
(Y} @) , peut s'@crire sous la forme (g‘} m) ou les @m sont définis

holomorphes sur tout K et y convergent uniformément sur tout compact.

A——
Par définition de la convergence dans M(.YZ) , 11 existe des anté-
cédents locaux des Vm qui convergent au voisinage de Qo . Par le lemme 2b2,
il existe des antécédents globaux de ‘p/& . Ce que le lemme 2b3 affirme, c'est

l'existence d'antécédents globaux qui convergent globalement.

Puisque les S ?M convergent sur tout compact de(K/ , on peut trouver
des M,S' , antécédents locaux des Sﬁ y qui convergent uniformément sur
tout compact d'un certain voisinage fixe de Qo : pour cela, il suffit de
reprendre la\ construction utilis@e pour prouver le lemme 1lab en choissisant
F de telle sorte que G(M) ‘Cu (M) soit uniformément intégrable en Qo

le long de 1l'axe Qo Pl

P Pad
On a ainsi deux suites @Kl an) et CS‘&‘) QM,S) qui convergent

-—
dans ﬂ (_Y?.) . On peut les convoler avec U (cf. (2b2) et (2b3)) et on
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obtient, en raisonnant comme dans la démonstration du lemme 2bl, une suite

®M = S"’M "‘&/S convergeant sur tout compact de JZJ et telle que

@M"'@:\ et (L“R)@)\ = (Pm . Cecli prouve le lemme 2b3.

En rapprochant les trois lemmes ci-dessus on aboutit 3 la

Proposition 2b2

T,
%) Comme espace vectoriel topologique, IH(_YZ) est isomorphe au quotient de

1'espace m u( Q) de toutes les fonctions holomorphes sur @ , muni

de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact, par le sous—espace

fermé ,H/ua (Xl) , formé des fonctions réguliéres en Qo (X’) .

' (3) Comme algébre, m(ﬂ est isomorphe i ce meéme quotient
Ha“(ﬂ) / ﬂnem (_YL) muni de la convolution induite par la loi @
du quotient ﬁau /'ﬁ;“a- (**3

. —
En pratique, ou représentera les &léments de ﬁ(m par des paires
(?/ @) ol mineur et antécédent sont définis holomorphes sur K) , et on
traduira la convergence d'une suite par la convergence, uniforme sur tout com-

pact, d'antécé&dents bien choisis.

Introduisons maintenant 1l'algébre /H(ﬂ) .

Définition 2b2
’ — v— P d
Soit m(_w,) la partie de H(ﬂ) ' 'ﬁ formée des ((p/ Q) qui
— . . L ‘
appartiennent & 0% et tels que ((—R)F(?/ é) appartienne 3 pour tout
ref

Cela a un sens, car ‘ﬁ s'identifie 3 un sous-espace de ﬂ, par le
plongement ‘P—% ((P/TT{?)> CFRKy
m. [ 3
(*) C'est—3a-dire de la forme QCP) :—Z Q&% (%:P) au voisinage de Qo

2,0
(**) cf. section 1b. (***) cf. section lec.
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Proposition 2b3 :

m ( _SQ.) est une sous—algébre dense de ﬁ(ﬂ) .

La densité est immédiate. La fermeture de m<.ﬂ) pour le produit

de convolution résulte des formules de Leibniz. D'aprés la définition 2b2

en effet, un &lément U:CP/ 3') de ﬁ(.ﬂ) est dans H(ﬂ) si et seulement -
si DU & |ﬂ pour tput D & B)C.YZ,) . Soient alors U.l/q éﬂ(ﬂ)
T(D\:;R@D{ on a :

. / : '
Mais les ch et Di U,_ appartiennent & #, donc aussi leurs produits, donc

S

Pt

D (U*U?_) lui-méme, et comme ceci vaut pour tout D , c¢'est que

UxU eA(H) .

Puisque les é&léments de H(.ﬂ) , au méme titre que ceux de &,

sont, au Dirac prés, déterminés par leurs mineurs, nous les moterons en pratique

~
non pas Qe/ §) mais o(s-l' ‘r . Ceci permet de donner de m(ﬂ) et de
1'action de w(ﬂ) dans M(ﬂ) , une description plus concréte :

Définition 2b3 .(&quivalente i la Définition '2b2) :

L'algébre m(_n) est constituée par les sommes O(S + ‘P

- o ©® est un scalaire complexe

- ol S est 1'unité de 1l'algébre (Dirac de masse 1 en Qo ) ‘

~ oi ? est une fonction holomorphe sur R, au comportement assez régulier

are K
4 la frontiére

Plus précisément, les E&léments de M(ﬂ) sont :

- au voisinage de Qo , somme d'un Dirac en Qo et d'une fonction ‘F inté-

grable en Qo .
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o/
- au voisinage de tout point Q & '()J{ ;XQDE , somme d'un pole simple

T (—% ) (-2- :C:)) et d'une fonction % qui est un U’((-\,___w)-t)

et dont les déterminations succe551ves, au voisinage du point de ramification

(Q , ne différent que par des fonctions intégrables en Q

Le scalaire D(Q/an' est dit résidu de 0(8'1-? au point Q . Enfin, 1'action de

[D(ﬁ) est donnée par
R™ («8+®) = x§ + PR («éZ)
Q‘K) I (0( $ + (e) = D{Q 8 +- ?o 'q""' - ?.ar-‘oR—, /‘{'z K)
. oll O(Q /Zﬂl: est le résidu de o(s-l"( au point Q = r-‘Qo % Q°

Regardons maintenant de plus prés 1'algébre W(_YZ . Soit
D 10-1 +Z 6((" F 1'opérateur générique de TDCSZ ‘. On appelle support
-1
de (supp P ) la partie de 9 & egale a § U r Qog . Pour
Or 20
chaque ? de m(ﬂ), le comportement de D? au voisinage de Qo ne dépend

que du comportement de ? au voisinage de Supp D . Plus précisément, il ne

dépend que des singularités de ? au voisinage de Supp :D , car D? ne change

pas si on ajoute i ? une fonction 'P réguliére en chaque point de Supp.D
Les opérateurs .D apparaissent donc comme des "prises de singularités" et les
relations de Leibniz.traduisent la maniére dont se ''composent" les singularités.
Quant aux fonctions de H(_gy , on les qualifiera de résurgentes, vu qu'elles

"resurgissent" en quelque sorte en leurs points singuliers : elles y fournissent

de nouveaux éléments de ﬂ (ﬂ)

En fait, ce terme de résurgente s'applique plus proprement encore & celles
o .
des fonctions ? de H(Jl) qui interviennent dans les applications et qui toutes

se trouvent vérifier des &quations de résurgence : ceci veut dire que pour chaque

D , 11 existe une relation simple rattachant D'p soit a ‘P elle-méme, soit
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a d'autres D ‘P . On trouvera de nombreux exemples de cette forme stricte de

résurgence aux chapitres 9 et 13.

Par extension, l'algébre M(ﬂ) toute entiére, ainsi que sa complétée

H(ﬂ) seront qualifides d'alg@bres de résurgence.

Introduisons maintenant une base commode dans 1'algébre [D(ﬂ)
Chacun des opérateurs SM et_{; définis plus haut a un support ponctuel, 3
- -n ' *

savoir {5 Q et ST Q"g . Ce n'est plus le cas des opérateurs SM et

M mais on s'assure, 3 partir des formules (2al0) (2all), que chaque ensemble

¥ ™ . o - :

Supp Dy Ou Supp 'm est entiérement situé au dessus d'un méme point de la
surface @w (intermédiaire entre @. et C) et, plus précisément, au dessus d'un

méme point de 1'ensemble _Y?_w - Cob . I1 en va de méme des opérateurs

Km Sm R-m et R”—[; R-M (reép. Rms‘: K-‘M et :Rm T‘: R.‘m ).

Inversement, pour chaque p & ﬂw , on vérifie qu'il existe. dans la
famille { R'MS‘M R.m el' K’MTM R-m‘ ('w. é’Z, n é Z*)§ exactement deux
opérateurs ayant leur support au dessus de p . L'un d'eux a son ’par‘amétre 144"
positif et nous le noterons A’ 3 l'autre a son paramétre M. négatif et nous

-

le noterons A?

De méme, il éxiste dans la famille de dérivations
¥ ™
{R S R T R (’M é Z MGN)‘)} une dérivation et une seule

ayant son support au dessus de 9 . Nous la noterons 7

Nous avons ainsi trois appllcatlons 9-—3 A ’) A? de _Yzoo

dans ﬂ)(._YI_) et il est utile de les &tendre 3 _W_u, U 0% en posant
A: = ;:I et AO::O

Un opérateur D étant défini dé&s qu'on définit D? Sur un arc de_@,/

la proposition suivante donne une caractérisation commode des opérateurs

.f. -
h 7 O/Ap
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Proposition 2b4 :

Soit 9 un point _deﬂobg_t_:_ 9‘ sa projection sur _YZ . Soit I 1le

segment on/')[ de (CoO et I‘:.;]oléE sa projection sur @ . Alors,pour
toute ?6ﬂ(ﬂ) et pour tout point PEK voisin de Qo et situé au dessus

_q_gI,ona:

ge » = P& - PE)
A;? (P) ) - ()

AP () = dZ z% (€5 = P(B))  coome sinio

i

/
oli les points auxiliaire Fi ) Pi y 5/ 5 sont déterminés par le fait
»
qu'ils sont tous au dessus du point P—fp’ de d: et qu'ils peuvent &tre

joints 3 P ‘par des chemins qui, en projection sur € -1-]2 , longent le segment
- :

I sans aucun retour en arridre et qui en outre

/
(i) dans le cas de P et P , contournent dans le sens positif tous les
+ et Ty

*
points de ﬂ n I

/
(ii) dans le cas de P_ et 'F_ , contournent dans le sens négatif tous les

points de ﬂ nf

/
{(iii) dans le cas des }3 et Pd , contournent dans un sens quelconque les

A I al
points de .Wﬂ]: et sont affectés de coefficients 6 - (i q)' ol
’ j ‘*q‘fl *

(resp. q) est le nombre de points contournés dans le sens positif (mégatif).

Si .anr contient n point (i.e. si lé/&.)%{:i(’n-fy), 1'indice(j

m
prend 2, valeurs et on vérifie que Z [ = |
¢

Les différents points auxiliaires sont figurés ci-dessous dans le cas
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\®

Introduisons maintenant sur les algébres m(ﬂ) et.-m(ﬂ) un

opérateur a

3 Poef () o (pT8) e oot

En se reportant & la définition de la convolution de H(ﬂ) et
o ’
M(ﬂ) , on vérifie que 9 est une dérivation. Comme la tramsformation de

Laplace, lorsqu'elle est définie (cf. section 3-.d)., transforme O en la déri-

vation usuelle 9 = 2 » on appellera 9 dérivation naturelle, par oppo—

CEY _
sition aux A? et aux autres dérivations de W(..ﬂ.) , qu'on appellera dérivations

étrangéres. En remarquant que SupfA est au dessus du point p de foo
. 4 C
(et donc au dessus du point 9 de (E ) et que ,DY fait intervenir uniquement

les singularités de ? aux points de Supp A9 , on vérifie que le crochet

“de Lie Ea/ A’] vaut 6 A?
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Proposition 2b5 :

o) On a les relations de Leibniz :

/
(2b9) q (A;) = 2. A; ®A+91 (ﬁ)
(2b10) T (A;) = Z/ , 4, ® A.— (*)

(2b11) 0 (A?> =1 & A,) + A7 ® |

(3) Les dérivations étrangéres A ne sont liées entre elles par aucune rela-
t10n du type EAV ) 9 ] _Zb , mais elles sont lides avec la dériva—
tion naturelle o (multlpllcatlon par -z ) par les relations :

(2b12) [Q/Apj -.:.5 A?

U) Tout opérateur de ]D(__Yl) s'écrit d'une manidre unique comme somme d'un

X

scalaire et d'une combinaison linéaire de monOmes R A? Ay

ol méZ et p € _W. "
‘ 8) L' algebre A(_ﬂ) (resp 1'algébre de Lie @(_Yl) ) constituée par les

dérivations étrangéres de tout ordre (resp. d'ordre 1) est engendrée librement

par les dérivations A?

Essentiellement, les propositions 2b4 et 2b5 transposent aux A A,/A
. * ¥
les résultats précédemment €tablis pour les SM/T;) S’h /T . Les véri-

fications de détail sont laissées au lecteur.

Section 2c : Les algébres M(}\/ ﬁ) _ql:__ﬂ(t»ﬂ) .

Introduisons maintenant quelques algdbres de ré@surgence qui nous ser-

viront beaucoup dans la suite :

(*) Celle Dowarme Maga;}- g\;.‘.c Con Qe eob Ouiilee cunx 2/2_ & [Q.,p]
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Définition 2¢l :

p0) Pour tout p_ entier positif et pour P:oo , on désigne par m(p,.yz) 1la

plus grande sous-—-algébre de m(ﬂ) qui soit contenue dans ‘ﬂ(,\_) et qui soit

stable pour l'action de W(ﬂ) .
ﬁ) On définit de méme ﬁ(r/ﬂ) i partir .de ﬁ(ﬁ) et ‘FOL) .

Pour r~<oD {(resp. =o® ) les algébres H(p,ﬂ) etﬂ‘-()\/.yz) sont

chacune fermées (resp. denses) dans ﬁ(jZ) et par conséquent la barre sur la

seconde n'indique pas qu'elle est la complétée de la premiére.

Pour ’\.(0‘-’ , une fonction résurgente ? appartient 3 ﬂ(/\/ﬂ)
—
(resp. M ("I'YI') ) si et seulement si, pour tout ré u—' )

R P =0 o RNER)TE =0
| o « SFu
ou encore, en employant les fonctions résurgentes I -~ (i /I) intro-

duites 3 la proposition lcl, si et seulement si

= au voisinage de Q, :
- hy ! .
‘f(P) = Z a‘"‘/Qo I (%) »avec é:,P et Mm GIL- [N (lteoﬁ f‘ Z)
- au voisiﬁ_age dé chéque point Q &€ 90& - {Q;} N '

?(P) = Z dM,Q I-?%-(u) avec %:%w:éet m é!\.—’N (res.p. l\_'l Z )

Le cas p = 1 est particulidrement simple. En effet, les &léments
PeRLI)  esr. B,R) > some
- au voisinage de Q), : |
de1aforme P (P) = oty 3y + ?Qo (2)
(resp. ?(P) = %Z}o ,o(,mla. L-_Q;f 'S""Z%) + ?Q. (z)

m

- au voisinage de chaque point Qé 900{' - {.Qog N
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de la forme ?(P) = ?Q (Q--Iu) + O(Q + _l_ % (?-Cu) &%(%_w)

2ni (?-w) 2ni

<resp. ?(P] = Vq(?“l«u} + Z L -O-(M_. + L ?& _(4_‘“) era(?mw) J

myo i (z.)™" C gmi
ot ?Qa (resp. ?Q et %) sont des fonctions holomorphes surq, et
PP . - . VY
réguliéres au point Qo (resp. Q ) et ol les suites M‘»\,QJ et

l.O(m Q]yﬂ tendent vers 0 quand M. - o2
/

Quant 3 1'action de H)(ﬁ) dans m(l/ﬂ) (resp. ii-(l/ _Yl) ),

elle est donnée par :
Q—K)F ? = 0(0/Q S + ?Q avec Q = r"Q,
(re‘sp. (l- K) r? = Z X (:_1)2‘ 8("‘) + ?Q )

m30 ™% ml

Les bigdbres ID(}\,_YZ) et A 0\/]2) .
‘ Pour ,\,400 , les éléments ? de m (,L[JZ) peuvent, au Dirac prés,

8tre considérés comme des fonctions holomorphes- sur la surface de Riemann @,._

obtenue i partir de_ﬂ, en identifiant le point courant F a R P . Par suite,
si_ @r\ désigne la surface de Riemann de %/"' et __@.'L le relevé de _52 _
sur ([: deux dérivations &trangéres A et A ( € -Yz auront

ft ’ & z 71, 0‘191. 2/
la méme action sur m (’\ .Yl si et seulement si V et 9 sont situés au
4 i 7
dessus d'un méme point. 9 de r_ . D'ol une injection, encore notée D—a A’

pour simplifier, de 1'ensemble _ﬂ,’\ dans 1'algébre de Lie des dérivations

étrangdres de m “\, f{l_)

Plus généralement, on vérifie que 1l'ensemble Dr, des opérateurs .

D =] ID(—YI'> qui annulent les &léments de ﬂ (,L/.YZ) est 1'idéal -

bilatére de ID(SZ) engendré par &-RP‘) (*). On peut donc, lorsqu'on

(*) Bien noter que D{l n'est pas 1l'intersection de H)(}Z) avec 1'idsal

bilatére engendré par Q" th ) | dans CEH-'J
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travaille dans 1'algébre ﬂ (ll,, _Yl) , remplacer IDCJZ) par l'algébre
quotient U> (,\,-ﬂ.) = ID(.X-Z) / ((“er) . De plus, on vérifie que
si D:‘:A (‘\\Mn:‘. Q‘R})) alors U'(D) et (T(A) peuvent s'@crire respec-—

tivement Z Di ®‘Dé/ et z A,; ®A{ avec Di = AE et Df —_:A:
( M ed. C[‘Rh) > . La loi §~ passe donc au quotient et ceci

fait de ﬂ une bigébre d'opérateurs.
R

' 1
On appelle de méme A(h,ﬂ) (resp. b G\./.YZ) ) la partie de

fD((\,.YL) constituée par les dérivations d'ordre quelconque (d'ordre 1).

En résumé, on peut &noncer :

Proposition 2cl :

) La bigébre- D(’\/ﬂ) agissant sur m([‘/ ,XZ) s'identifie au quotient

LC ® Q‘R)CDT'] ) /( l"'Rr.) et tout Eélément de ﬂ)(,\/w s'éerit

d'une maniére unique comme combinaison linéaire de monSmes du type

R"'_‘A,AA,Q_' by e meZ/) 2 o pedy

1
(3) L'algébre A(r./ﬂl) (resp. 1'algébre de Lie A('\_/Sl) ) constituée par les

dérivations étrangdres de tout ordre (resp. d'ordre 1) agissant sur m(f\/ﬂ)

est librement engendrée par la famille des A’ , ol 9 parcourt ..YZ.'L .-

O’)' .L'inclusion Aa\lﬂl) < ID(’[/XZ) est stricté pour }\_>i mais on a

1'identité pour =1 . De plus, dans ce cas, s'identifie avec et
p p i ==

on a, pour 1'algébre /A(l/]l) _— ID(],_}?) le systéme de générateurs indépen—

aante {8, (w€I)] avee
e | f‘m ~9m N
sommnzo 1 A, = (R)SZ. ST SPT el

H"\ﬂ-’-‘h
. q m
siwfwe=-nco 1 O, = Q—R)TZ Trl (RT) TH@T)Q hl4l
Ltpt4=n | n!

les sommes étant &tendues aux mémes ,l‘-_/q[ qu'en (2al0), (2all).
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Section 24 :.L'expoﬁentielle de 1'algébre’ ﬂ(ﬂ)

Limitons-nous pour commencer aux &léments ? de ﬂ(-gz) qui ne com—

portent pas de Dirac et montrons la convergence de la série

E 'P Z ‘{ avec T*Mz ?*P* P (n fois)

myl ml
Pour ce faire, considérons successivement les différents demi-feuillets
&(Q de la surface ﬁ, (ils sont définis au début de la section 2a). Les »
points de “,(Q'_) ou de K(Q) ou plus généralement de «.(Rin) peuvent
etre JOlntS a Qo par un segment rectiligne, et ce sont les seuls. Pour un
tel point P , compte tenu de 1'intégrabilité .en QO de (lo , 11 vient :
P P N
(241) SQ l'f*m (M)[ dM £ ( 5 ('P(H)l Jﬂ)
' 0 Qo
les intégrales &tant prises le long du segment Qo P et 1'égalité n'ayant -
lieu que pour ?EO . Comme P est par hypothése uniformément intégrabl‘e
en Qo ,» (2d1) entraine la convergence uniférme de la série E? sur tout
compact de K(R’m Q:t) et, bien sir, 1'uniforme intégrabilité en Qo de

sa somme, &galement notée Ef

Considérons maintenant les demi-feuillets contigus & &(Q,,,) R
R
c'est-a-dire la famille des demi-feuillets. K (5 Q_) » dont chacun est
séparé de «.(Q‘_) - par .1e segment :\ QM P Q“ﬂ [ avec
Q =5"qQ, PR (ne Z)

soit P un point de (K(m voisin du segment Q,/Q [ qui
separe 0{(@,) de R(Q) et soient P’ 7P ,P'= STRP=TP.
Les points P e; P/ sont dans &(Q_) . Le point P’ est dans @,(S"
et voisin du segment | @ Qy [ qui sépare _07\(@+) de (K.(S"Q_)
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Cela étant, en modifiant 1égérefnent les chemins d'intégration dans
(2d1), on voit que la fonétion hoiomorphe E ‘P se prolonge en féit au voisi-~
nage des segments limitrophes de GL(Q{.) . On peut donc prendre les valeurs de
' EP aux points F/ P// P” et former l'expression

CE9) () - €9) () = (S-R)EP) (7)

or S ‘RS = S:L est une dérivation de 1'algébre lﬂ(&) et la
convergence uniforme de la série E‘( permet de dériver celle—ci terme & terme.

On peut donc écrire :

ey (EQ) (P) - €9) (*") = S.P)(7) + (SP)+EP) (P

Lorsque ‘P ‘s'éloigne de Qo pour parcourir «_(Q_) , P/reste dans
@.(Q_) » donc LE?) (P/) demeure défini holomorphe. Le second membre de
(2d2) lui-aussi demeure défini holomorphe, car c'est la somme de .S! ¢ R
glément de ﬂ'(ﬂ) , et du produit de SI(P par E‘( , qui est défini
holomorphe dans | Q_) et intégrable en &,. (d'ot 1la poséibilité de cal-
culer LS‘?) Y L_E?) en intégrant sur un chemin rectiligne). Finalement, par

différence, LEP) (_P’) demeure défini holomorphe en P/ , et comme .P/
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parcourt &(S-lq_) quand P parcourt K(Q_) , cela montre que E‘P se
prolonge analytiquement & «. ( S»—. Q_)

m
En raisonnant sur les op_éra.teurs Q"R) S et en utilisant leurs
relations de Leibniz, on démontre d'une manidre analogue, par récurrence sur
(’n[ , la prolongevabilité de E‘P aux K(S-MQ_) , ¢'est-d—dire 3 tous
les demi-feuillets continus .3 (R.CQ_!.) . Puis on passe aux demi-feuillets conti-

-M . . . . :
gus aux &(S Q_) et aussi de sulte, jusqu'd couvrir toute la surface «, .

A partir de 1la, on montre facilement, pour 1'&€lément générique

= O(S 1 ‘P de m (JQ), la convergence de la série exponentielle

op, P = 8 + = Lf

My M
dont la somme est évidemment &gale a e"‘s + e% E'r

Contrairement 3 la convolution ¥ de M(ﬂ) , qui est continue par‘
y— ) _
rapport aux deux facteurs et qui s'étend & ﬂ(ﬂ) , l'application exponentielle

_—
de ﬂ(ﬂl) n'est pas continue et ne s'étend pas a m(ﬂ) tout entier. La

raison tient en gros & ceci : pour tout ‘Pém(ﬂ) s de classe antécédente
. %
canonique T] (? , on peut bien exprimer les valeurs de P sur un com-
pact K' CR_ par des intégrales ne faisant intervenir que les valeurs de Q
et d'un antécédent fixe é & TI(?) sur un compact KM , mais d condition
que KM soit assez gros et s'approche suffisamment du point Qo . Plus préci-
sément, pour tout Pé K, ) KA\ ~doit contenir des points M tels que
» * .
lH, é -I- lPl . A partir de 13, on montre que, pour tout voisinage V de
m : .

0 dans l'algébre ﬂ(.ﬂ) , pour tout point P é& et pour ‘tout entier m
' . ) xXm
supérieur 3 une certaine valeur ')L(P/V , le scalaire ? (P parcourt

(C lorsque ‘f parcourt \/ . Ceci entraine la discontinuité, non pas bien sir

m
des applications ‘f - ?* , mais de 1'application ?—3 eK/l ?
*

En revanche, la restriction de 1'exponentielle aux sous-algebres
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m (11/_@-) ('\ <¢>D) est continue, car toute (P & ‘ﬂ(f‘/-ﬂ) peut étre

majorée prés de Qo dés qu'on connait son maximum sur un compact K entourant

p fois le point Qo

En résumé&, on peut énoncer

Proposition 241 :

La série exponentielle est convergente dans 1'algébre M(ﬂ) , mais

1'application ? —> e&l/( ‘r qu'elle définit n'est pas continue. Elle le

_dev1ent toutefois si on se restreint aux sous-— algebres m(’t,ﬁ) pour "_<o¢3

Section 2e : La composition des fonctions résurgentes.

Nous allons dans cette section introduire sur les fonctions ré&surgentes
une loi de composition, notée ‘, (rond gras) et qui jouera un rdle essentiel
dans les applications. On prendra garde de ne pas la confondre avec la composition
usuelle des applications, notde O  (rond maigre), ni avec la convolution ¥

(que certains appellent aussi “composition").

Conformément aux notations de la proposition lcl, désignons par I'—'-I

/'\-/ _
1'élément de m(ﬂ) égal 3 8/ ( Jat > . Soit 6 (_.n.) la partie
2n¢ 2'
de ﬂ(ﬂ) égale 3 la translatée de ﬁ( > par I . Soit enfin 9 la

dérivation naturelle (multiplication par -z) .des fonctions résurgentes (*).

Proposition 2el (composition des fonctions résurgentes)

~00 Pour toute paire 8/3 dans 1'ensemble Géﬂ) = I +m(ﬂ) , la série

(*) bien noter que I - g'identifie 3 S , dérivée au sens des distributioms,

du Dirac s . Mais avec la dérivation naturelle 9 on a une relation exactement

AY
inverse, soit 38’2 S , car _..(O

et S:‘: 0 ._!-_.
’Lm% </Q.tu‘?
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(2el) 808 ‘______ 3 + z _"_ll_!_ (3__12‘)(41 *@m3>

rol
—
converge dans m (__m,) , Sa somme, 303 appartient & G(_Yl) et est continue
en 3 (nais pas en g,) .
g) La loi interne @ munit 6(_?1) d'une structure de semi-groupe. Pour chaque

r_ {oP , cette méme loi @ munit l'ensemble G(r/ﬁ) = I —[»ﬂ(_n_)

d'une structure de groupe topologique.

) Pour tout ?E_ ﬂ(ﬁ) @_ﬁ(ﬂ) et tout XEG(__YL) , la série
cr  Pof = f + = L (X—I)% x (3'¢)

my

converge dans ﬂ(ﬂ) ou ﬁ(ﬂ) et sa somme ?og est continue en ?

(mais pas en 3 ).

6) Ceci définit une action

§: ¢ — Pof ;
de G(ﬂ) dans les algdbres mc_‘ﬂ) et ﬁ(]_l,) et une action parallile
de 50\ /_‘D_) dans les algdbres lﬂ(,l/_ﬂ) e_t/HGx,ﬂ) . En particulier :

(Pxt)of =(Pof)x(Yof)

On résume ceci en disant que ﬂ(ﬂ) et les m('{,ﬂ) sont des

algébres 4 composition.

Proposition 2e2 : (dérivation d'un produit de composition).

) Si A est une dérivation étrangére de support entiérement situé au dessus

dupoint wéﬂ , ona:

e A (Pof) = (3P)0f)x(Df) +ex - L)x(tPef)

et cette identité vaut én particulier pour les dérivations canoniques A? a

L]
condition de prendre W = 9 ’

—
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B) Enfin, l'action de la dérivation naturelle ? est celle 3 laquelle on

s'attend :

(2e4) 3@0!) = @3> % C@P)Og)

Comme la démonstration des deux propositions ci-dessus utilise des pro-—

cédés déji employés pour la plupart, nous nous bornons i indiquer son schéma.

1) Pour ? et’_x-I €léments de ﬂ(ﬂ) et sans Diracs, on montre, par des

intégrations sur des segments QoP rectilignes, la convergence uniforme de

la série (2e2) sur tout compact de UC(Q‘}) et de @(Q_) ainsi qu'au voisinage

des segments qui délimitent ces deux demi—-feuillets.

2) Au voisinage du segment ]Qo/ Q‘ E séparant O{(QO de K(Q_) on
éta’blit 1'identité (2e3) avec A =Sl :Q—S) R et Cu.:(qP . Pour cela,

on applique A terme 3 terme & la série (2e2) tout en utilisant [?/A]:(u A

: ® M *
et plus généralement A a = La-' *) A

3) En raisonnant comme dans la section précé@dente, on se sert de l'identité

(2e3) avec A:Sl pour montrer la prolongeabilité de ?@} au demi—feu’illet
-]
R(s7Q)

n
4) En utilisant les opérateurs Ll—K)S et leurs relations de Leibniz, on
' o -
prolonge de méme ?08 aux demi-feuillets @CS _,) contigus i «{_(Q‘_) .

-1 — .
puis aux demi-feuillets contigus aux 02.(5 Q_) , et ainsi de suite.

S—_—
5) On montre que ces ré@sultats valent encore lorsque ? appartient 3 H(_YL)

et lorsque X—-I contient un Dirac. En particulier :

(25) ‘P QV(I +o(s> }___ o (f
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6) On Etablit la continuité en ? de ‘ng

7) Prenant ‘P:: % , on obtient la convergence de la série (2el) et 1'apparte—
nance de %08 a G(ﬂ) . La loi @ sur G(ﬂ) est donc interne, avec I
pour élément neutre bilatéral. De plus, la composition € est associative

et distributive & gauche par rapport & la convolution ¥~ . Ces deux derniers
points résultent de l'analogie formelle de (2elj avec un développement de
Taylor ordinaire :

o) = 30+ 3, 5 Goee 2

nyl

(Voir i ce sujet les chapitres 8 et .9)

8) En raisonnant comme dans la section précédente, on montre la continuité de

la composition @ dansv 6(’\,&) pour }g(uo .

9) Le seul point qui reste 3 démontrer est 1l'existence d'un inverse de composi-

tion pour tout 8 6 G('\/ Jl) . Soit un tel 8 et supposons pour commen-

cer que x-—-I ne comporte pas de Dirac.

Alors —I est une fonction holomorphe surd{; , de la forme

Z A“ ?_.M"‘ (q,_._.f”q._ éf'w*) au voisinage de Q° . Par suite, sur tout
A0 |

segment rectiligne D issu du point Qo , la fonction q—l) (P) est
majorable en valeur absolue par £ x?"/r(:) pour § = )\.'I )= 2] = Ié}

et pour une constante & fonction de 'J ( r désigne ici la fonction gamma

. L.}
classique). On en déduit que sur D la puissance de convolution d—l)*
m e, ’
est majorée par & % / r(%i) .

Cela &tant, 1l'o drateur F : -3 T O s'écrit : .
1%

KN "
F = 1 'l‘"%:l Mm avec M’l :?’—) Mﬂt? =(£-I) *(% ‘P)

Vu la forme de 1'opérateur Mm , on vérifie aisément que si ? est
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sans Dirac et majorée par & /erm) (’M)O) sur D , alors M"‘P est

sans Dirac et admet sur U la majoration :

N
(2e6) le?l < ™ 2T - ()
Cimten + m-r) n (im)

Or 1'opérateur l a pour inverse formel

-l hE
F -1+ ig:—li 1) an ann-. M'n. »MM. |
AR 4
Appliquons F"l....i 3 1'élément I , identité du groupe G(r./ﬂ)

Puisque OI :S et ?MI:O si n>1 , il vient Milzg—t et
MnI::O si n>1 . Par suite :

ey F.T -1 :i’%li (:l) M’ﬂ,. M’MA_, ceo M’n, (S "I)

Les termes du second membre sont sans Dirac et compte tenu de (2e6) on vérifie

que la série (2e7) admet sur ‘J la majoration terme i terme :

/ /
-l My..tftd  Matt4id MNy,..., N
(2¢8) {FI -Il < > e L% A
it a) o) T

1

e, /
avec 'ﬂ{ :Q.l.&):nt C(.' A R, ,:;_ r(""-n'iml/t-t‘i"n;.z-}....f_) rzmn_l*.ﬁn_.‘ 4. g) ‘.‘ ‘ r('h.'!‘f.)

VR MRV £) r(m,(_,w,’mif..-{) T (nlt£)

Puisque chaque entier n peut s;obtenir exactement de. 20\" maniéres comme SOmme
ordonnée Z'ht avec 'ﬂl“ >/| , on tire de (2e8) :
. o M M-l &l o0 "
(2e9) \FI —-I, é Z (‘_’M' x A(m)?. = &% Zﬂ(m)@xlﬂ)
| | w=l o Tie) | 9. 1tg) m=1

Ny, M,

avec A(')\) =Au.}\ A

pour Z’)’Li =M .

' ]
m .
Or, on vérifie que lim LA(@))/ =0 (Qn fait, & somme 20\3 cons-—
m,.,,...,m.

tante, les coefficients croissent lorsque fl. croit et on trouve
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Qq (m))llm _ 0 ( M-i) )

Par suite, le membre de droite de (2e9) converge pour toutes les valeurs
4
de A, o ) $ et ceci assure la convergence de la série F.I "I unifor-

m
mément sur tout compact des demi-feuillets «;(R QI) .

On passe de 13 3 la surface. (K, toute entiére par un type de raisonne-

ment dé&ja deux fois utilisé.

On obtient finalelement une fonction résurgente 2 = F . I qui appar-

tient 3 G ( r,/ﬂ) et il est immédiat, par de simples considérations formelles,

que 30%'—'-'%08 =1 .
On a supposé& au début que 3—1 ne comportait pas de Dirac. Le cas oll

il en comporte on s'y raméne facilément grice i la relation (2e5).

G( rl, -TL) est donc un groupe.

Section 2f : Résumé du chapitre 2.

Ce chapitre &tudie la convolution globale des fonctions holomorphes sur
la surface de Riemann @ , recouvrement universel de C -'—__W_ s oﬁ_ﬂ_ est un

sous—groupe discret de ¢ (réseau . une ou deux dimensions).

On montre d'abord que si deux germes de# ou % sont prolongeables
holomorphiquement 3 a, toute entiére, leur produit de convolution 1l'est lui-
———
aussi. On obtient ainsi deux algébres de comvolutionm, ﬂ(.ﬂ) et m(_n) ,

dites algdbres de résurgences et ayant pour &léments des fonctions holomorphes

sur ® .

On introduit enmsuite le groupe T , constitué par ceux des automorphis-
mes de 0{! -qui, en projection sur d: , deviennent des translations. Le groupe

u—' et par suite son algébre de groupe &Er] , agiggsent d'une maniére
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naturelle sur les fonctions holomorphes sur (R» . Le fait important est que

(E [:“—‘l posséde une sous—algébre, notée U)(_W) , dont 1'action sur ﬂ(ﬂ) et

M(S\_) donne lieu i des formules de Leibniz, c'est-d-dire 3 des relations du

D(Px¥) = T @:)x@¥)  (3D,X D)

identiquement vérifiées en ? et w .

Le produit ordinaire D, Dy = D, Dy et le coproduit
D- a-(D) Z D; ®D munissent, W(ﬂ) d'une structure de bigdbre d'opé-
rateurs sur ﬂ(ﬂ_) et Iﬂ(ﬂ) . On &tudie la structure de cette bigébre.
Il s'avére qu'a tout point B de 1'ensemble _Q relevé de U sur (ﬂv
on peut associer un &lément A de fD(,TL) qui est une dérivation de IR(_W_)
et (), averemenc aic -

Ly(Px¥) = Q)Y + ¢ x0,¥) (¥ey)

On &tudie la forme de ces dérivations A et la structure de la bigébre
A(ﬁ) C. D(_gl) qu'elles engendrent (cette généfation étant, d'ailleurs,
libre).

Les opérateurs de A (_Yl) sont qualifiés de dérivations étrangéres,

-

par opposition & la dérivation naturelle a (multiplication par -z), avec

laquelle ils vérifient les relations de non-commutation :

[3, A ] = 7. A (9. projection de sur .ﬂ)

On étudie ensuite les sous—algébres m(b/ ) HCIlIﬂ) de
(.ﬂ)/ (.ﬂ) ainsi que les bigébres A(h/ﬂ) de dérivations €trangéres

‘qui leur correspondent.

On termine par une bréve étude de 1'exponentielle sur 1l'algébre m(_n)
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et par la construction d'une loi de "composition', notée ul fait de
p 3 2

A (ﬂ) une algébre i composition.
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Chapitre 3 : Les divers modéles des algébres de résurgence.

Section 3a : Le modéle additif.

Les algébres ,H(ﬂ) et m(ﬂ) du chapitre précédent ont &t& construites

d partir de la surface de Riemann,é{, ,» recouvrement universel de d:'h !2 s pour

ﬂ:w*z .

Ce modéle particulier des algébres de résurgence sera dit modéle additif,

car il utilise une convolution apparent@e 3 la convolution additive

Py = [ Pe-3) ¥i3) 43

par opposition & la convolution multiplicative

@Yy = f P/3) Y(3) eé_‘i

Pour certaines questions, 1l est avantageux de remplacer le modéle

additif par d'autres mod&les. Ceux—ci rentrent dans deux catégories :

&) Les "modéles gras" (modéles multiplicatif, mod&le de Poincaré,

modéle abstrait) s'obtiennent en remplagant la surface de base 0@ par une sur-

face de Riemann équivalente. Dans ces modéles, les algébres de résurgence et

leurs &léments sont notds par des lettres grasses, ainsi que la dérivation na-

turelle i’ . La multiplication est notée %% et appelée "convolution".

B) Les "modéles maigres'" (modéles sectoriels, modéle formel) s'obtiennent

en soumettant les fonctions résurgentes 3 une transformation de Laplace (effec-
tive ou formelle). Dans ces modéles, les algébres de résurgence et leurs élé-
ments sont notés par des lettres maigres, ainsi que la dérivation naturelle :; .

La multiplication est dénotée par la simple juxtaposition des facteurs.

Enfin, comme aucune confusion n'est possible, les opérateurs de n)(JQJ

et notamment les dérivations &trangéres ZX’ seront désignés par des symboles
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identiques dans les deux classes de modéles.

Section 3b : Le modé&le multiplicatif.

Pour simplifier, supposons ﬂ = 2111. Z et notons § la sphére

de Riemann m . Alors, 1l'application 2 -3 C_% de d:-’-ﬂ dans

SL{D/ [/oo} induit un isomorphisme

9\M : ﬁz - if (voir figures 3gl et 3g2)

~—
de la surface de Riemann «a = d: == _ﬂ sur la surface de Riemann

:F:.‘. g - {D/ l/ 003 . L'isomorphisme Rlu permet de considérer les fonctioms
résurgentes comme fonctions sur bo et cela nous donne le moddle multiplicatif

de ﬂ(ﬁ) etm (ﬁ) . Voici en bref comment les principales notions se trans-

posent d ce modéle.

Les points-frontiére Qo/ Q+ P Q_ de.bo ainsi que les ensembles

© 4 -
g :f/ 9 j ,2 :f sont situés respectivement au dessus des points 1,08,0

des.

ﬂ-‘ est le groupe des automorphismes de recouvrement (*) de ja (ce qu'il
‘etai R Lomes paravotiques R, S, T
n'était pas pour ). Les automorphismes paraboliques ;9 correspondent,
en projection sur S , au contournement dans le sens positif des points 1,00,0

respectivement.

m(ﬂ) est, aux Diracs pré&s, l'ensemble des fonctions holomorphes
sur .Ef qui vérifient certaines conditions de croissance aux points situés au

dessus de 1.

— ~F
ﬂ (ﬂ) est l'ensemble de tous les couples LY/ @) , avec ? et
Q holomorphes sur f , ? mineur de ? et §’ classe de modulo les

fonctions régulidres en Qo

(k) covering automorphisms
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La topeologie de m(ﬂ) est celle de la convergence uniforme, sur
P

tout compact de ::f , des classes antécédentes i

Enfin, la convolution de m (ﬂ) reléve sur 3) la convolution

®x¥) ) - S{% Pr3) Y3) é‘?‘

des germes de fonctions holomorphes au point 1, ce qui justifie aprés coup le

nom de modé&le multiplicatif.

Section 3¢ : Le modé&le de Poincaré.

Supposons encore _ﬂ. = ZHL et soient @,/ EP comme i la section
précédente. Soit enfin )\ la fonction automorphe classique. Alors les applica-

tions
kria §
2 r o _ T | +&
— L =Nz TN ~¥{~ . oy _ phui=x
) Aa) mpany! L 1 —e

. nrL 2

;_3_&15(14(%)):@2 e (pa2dalid
'hu'wmr.aiﬂ}} " "

envoient le demi-plan de Poincaré ? = & Tm ? > O§ dans

S = {0/ l/ 005 et (f, -:-.n respectivement et induisent des isomorphismes

R,u 4 :? -_ &)D (Voir figures 3g3 et 3g2)

Rl"‘ : ? -3 ﬁ (Voir figures 3g3 et 3gl)

On peut donc considérer les fonctions résurgentes comme fonctions sur
3) et cela donne le modé&le de Poincaré de m (ﬂ) et ﬂ(ﬂ) . Voici comment

les principales notions se tramsposent 3 ce modéle,

Les frontiéres neutre, positive, négative apparaissent comme trois

sous-ensembles de 1l'axe réel. Plus précisément, elles réalisent une partition
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de 1l'ensemble @ U{w} et consistent respectivement en les rationnels dont

La valuation 2-aiique sst négative, positive, mulle (dans cet ordred. Aiasi
TP = V{2 g U (o]
7 = U{an\,qg U {of
7P = U{tng]

ol r (resp. p,q) parcourt 1'ensemble des entiers positifs (resp. des entiers

Il

relatifs impairs).

Le groupe T est le groupe d'invariance de la fonction automorphe h ,

az t+ b

cr+d
avec a,d entiers impairs et b,c entiers pairs. Les trois automorphismes

c'est—-d-dire le groupe des homographies de la forme 2 —3> r(%) =

paraboliques fondamentaux sont donnés par :

Rm.—.a + 2

Sta) = = ; Ty = 2%

=tz 41 g 22 -3

et leurs points fixes sont Qo =0l , Q+ =0 y, Q._ = |

)

m (-Q,) est, aux Diracs prés, l'ensemble des fonctions holomorphes sur
? qui vé8rifient certaines conditions de croissance ''radiale" au voisinage

des points de 9.? .

v— Pt
M(ﬂ) est 1'ensemble de tous les couples m f avec ‘f et é
P
holomorphes sur ? , ‘f mineur de é <i.e. ?(z) = ?(%) - (?'-7-) > et §

classe de § modulo 1l'ensemble des fonctions bornées & 1l'infini et périodiques
de période 2. La topologie de m(ﬂ) est cellercig la convergence uniforme,

P 4
sur tout compact de «S , des classes antécédente .

Pour IL <00 , 1'algébre m(r./ .ﬂ.) eSt, aux termes unitaires prés,
1'ensemble des fonctions » Périodiques de période 2/,\_) bornées & 1l'infini

et telles que, pour tous a,d impairs et tous b,c pairs, la fonction
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(P( ar+b > _ (P(m%+1¢+6- )

e td C2 «(—Zc—f-i

soit également périodique en z , de période Z/{L et bornée i 1'infini.

Enfin, comme la relation )x (Z‘) = ?)(-?-L) h(%g) ne se résout pas
élémentairement en ¢; , on ne peut pas définir la convolution dans le modéle

de Poincaré autrement que par transposition & partir des modé&les multiplicatif

|

ou additif. On peut toutefois, a partir des coefficients t) = e 3
4 » d o
1 .. /\/K B [m
calculer facilement les coefficients o des développements

AT 7 @nu) Z‘ 5 2;"‘* *
(e ) x (e @,@,geﬁ,b-u-(sew)
et ces coeff1c1ents suffisent pour déterminer la convolution dans le modile de

Poincaré des algdbres périodiques m < r./ -ﬂ-) et H(h/ﬂ)

Section 3d : Les modéles sectoriels.

*
m(.ﬂ.) de81gne ici le modéle additif pour ﬂ w Z é 4:
Soit ﬂ (_ﬂ) la partie de IR(XZ) formée des ? qui cr01ssent au plus exponen-—

tiellement le long de toute droite inscrite sur la surface K .

On vérifie que ﬂ (ﬂ) est stable pour la convolution et pour la composition

3 droite par les 3 de G (ﬂ) =1 +m,<ﬂ>

m m
Pour tout Q de la forme R Ql- (resp. R Q__ ), 1'application

de Laplace :
Q
(3d1) oz : ? —_— ‘f avec (.(0 ['{-\ = ?(H)&%gdH (; = M>
Q Q & &

envoie I/:,o (ﬂ) dans 1'espace des germes analytiques sectoriels au point
© . En effet, en intégrant sur une demi-droite issue de Qo et variable dans

le demi-feuillet K(Q) , on peut définir LF (2) pour z grand et d'argu-
/
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ment -'le W o~ n (resp. _.ﬁf\ w -g-lr.. ).
3 £ z 3* 2

On obtient ainsi le moddle sectoriel (relatif au pointQ ) debl'algébre

mo (_n) . La convolution est transformée en multiplication ordinaire, la déri-
vation 9 devient 9 = 59_ et la composition grasse @ devient la composi-
2

tion ordinaire des germes

£,3 — 9.3 = %)

Quant 3 1l'action, dont on vérifie qu'elle est interne, des dérivations &trange-

res, elle ne peut &tre définie autrement que par transposition 3 partir du modale
additif (sauf daﬁs le cas de cas de ceux des opérateurs Dé ﬂ)(ﬂ) qui ont
leur support contigu au feuillet K(Q) : 1'action de ces D peut s'interpré-
ter directement sur le modéle sectoriel, en terme de développement asymptotique
pour z -3 cO dans la direction ~— AQ% wx — :2{. ou RA?M* + l}_

respectivement).

— —
On définit de méme ﬂo (.ﬂ) comme la partie de /H(.YZ) formée par
les couples QF ) Q) avec mineur ‘r 34 croissance exponentielle et on obtient
-, R
les modéles sectoriels de mo m.)en remplagant 1l'intégrale (3d1l) par une inté-

grale analogue a (lel).

Section 3e : Le modéle formel :

/H(p./jl) et ﬁ(li/gz,) étant des parties de ‘ﬁ etI , on peut

d'aprés la section le leur appliquer 1'opérateur de Laplace formel 08 :

Q — Lf . On obtient de cette maniére les modéles formels /F(t\) _TL)

et IHU\. _&Q) , ainsi nommés parce qu'ils consistent en séries formelles de
/

- .
la variable % /h lorsque r.<po (resp. des variables log z et 20( s

« E d: lorsque r\_ = 60 ). La convolution 2% devient multiplication ordinaire,
9- devient O = 2 et la composition @ devient la composition ordinaire

0%
des séries formelles :
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0,0 - e} =P

Quant 3 1'action des dérivations &trangéres, elle ne peut etre définie autrement

que par transposition & partir du modéle additif.

Section 3f : le cas dim.ﬂ= 2 .

Dans toutes les constructions précédentes, il est loisible de remplacer
ﬂ = agx Z par un réseau complexe i deux dimensions _m. = w* Z + w; Z
( w*/ w‘; non réel). Dans ce cas, le groupe fuchsien H-‘ poss&de non plus deux,
mais trois générateurs indépendants. En revanche, il pésséde non plus trois,

mais une seule classe d'éléments paraboliques, 3 savoir la classe des &lements

conjugués 3 la “rotation" .

Le modéle additif de ﬂ(ﬁ) etm(_Q) se construit comme précédemment.
Chaque opérateur de D(-D.) =(E EB[L—R)(IZU’_] vérifié une relation de Leibniz
et cela fait de H)(ﬁ) une bigébre. Pour chaque ) € 8¢, , on definit
encore une dérivation étrangére A a 1'aide de Zln' chemins, n €tant le nombre

de points deﬁ situés sur le segment :I 0/ 9’[ (cf. fig. 2b1l0). L'algébre

A (-ﬂ) - ID(.R) des dérivations &trangdres est engendrée librement par
les A'I .

On obtient le modéle multiplicatif en prenant pour surface SP le re-

couvrement universel de la courbe elliptique :

A S | _ £0 P -
2 = ta %‘Lx 33 (32—*6 wzé'.ﬂ.‘: J33 l‘tom%ﬂ*w }

privée de son point 4 1'infini et en prenant la convolution relative au "produit”

canonique de cette courbe elliptique (*).

® 7,7, >y avee (X,4%, -Ht;)(‘fxlx.L x, » ) = (22,42, + 4%, +9 )z
5] (3
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Le modéle de Poincaré s'obtient en choisissant un isomorphisme 0/{—_3 P

.
tel que R devienne une translation, ce qui fait de ﬂ({\/ _?Z) et H(F}ﬁ)

des ensembles de fonctions périodiques.

L'obtention du mod&le formel ne pose aucune difficulté. On a de méme

un modéle sectoriel relatif & chaque. Q , point & 1'infini d'un demi-axe issu

de Qo' Ces points Q , au lieu de former deux classes {R Q+ et{R Q f

comme ci- avant, en forment maintenant une infinité et les (fQ - o ‘F sont

des germes 3 1'infini définis sur des secteurs d'ouverture, non plus VAS 5 mais

T (cela tient & ce qu'on ne peut plus faire varier les axes QoQ d'intégration).

Notons pour finir que dans les deux cas dimﬂ = 1 ou 2 , chacun des
trois "mod&les gras" (additif, multiplicatif, de Poincar8) est un cas particulier

du modéle abstrait ainsi construit :

Soit 02 un groupe de Lie complexe, # une dimension (complexe) et soit
2 ce méme groupe privé de son élément neutre. (ﬂ etm(ﬁ) se construi-
N E
sent alors 3 partir des fonctions holomorphes sur la surface ’2 , recouvrement

universel de —ﬁ* » et avec la convolution % induite par la loi du groupeaz .

Les groupes [F et ..Q s'identifient respectivement aux groupes fonda-

mentaux des surfaces o?/*_ etz , soit Hﬂnﬂa* et Ha'moz , et 1'homomorphisme
‘rv—)rde lr dans ﬂ s 'identifie 3 la projection naturelle HSMQ Hmz
On a dlmﬂ.— 1 (resp. 2) en prenant Q isomorphe & un cylindre (resp. & une

courbe elliptique).

Section 3g : REsumé du chapitre 3.

On décrit divers modé&les des algébres de résurgence, obtenus en rempla-

c¢ant la surface 0(/ par une surface de Riemann &quivalente. Les mod&les additif

et multiplicatif correspondent 3 des produits apparenté&s respectivement aux
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convolutions additive et multiplicative :

Q'* Y) (¥ = L?(Q—Z)Y(;)JZ ek &** () j‘ ?(%/3) V(g) 43'

Le modéle de Poincaré correspond au choix, pour surface de Riemann, du deml—plan

Im=z >0

Le cas ol

ﬂ :21‘(:2 est illustré sur les trois figures ci-aprés.

Le groupe fuchsien H1 est engendré par trois &léments paraboliques

P\/ S/T, de points fixes Qo/Q-l?/ Q__ et 1liés par 1'unique relation

RST

tableau ci—-dessous.

Surface de Riemann

Modéle additif

Modéle multiplicatif

= inq . Les relations entre les trois modé&les sont résumées sur le

Modéle de Poincaré

N

@ = d:LZ‘m'.Z :

$-Tfor e}

®={ a0}

- Groupe 1I‘

Groupe des auto-
morphismes qui,
en projection sur
d:, donnent des
translations de
pas Lmim.

Groupe des automor-

phismes de recouvre-

ment de éf{

Groupe des homo-

. a1l
raphies et
grap 2'—3‘.&_“*

a,d entiers

avec

impairs et b,c

" entiers pairs

Générateurs para-

boliques

R reléve la tro-
tation de +24T
autour de O . S
et T donnent en|
projection des
translations de
pas -Zﬂiet
+lut.

R,S,T correspondent
i des lacets positifs
autour de 1,%,0 sur
la sphére de Riemann

privée de ces points.

R(%) =

2 +2

511) *

=23 4]
2-12
22 -3

Ta)

I
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Modéle multiplicatif

Modéle de Poincaré

Modéle additif

Frontiére neutre

Frontiére positive

Prontidére négative

Ensemble des
points de rami-

fications

Points relevant
le point & 1'in-
fini de Re ® )0

Points relevant
le point 3 1'in-

fini de Rez¢o

Points de ramifica-

tion au dessus de 1

Points de ramifica-

tion au dessus de o©

Points de ramifica-

tion au dessus de O

Rationnels de
tion 2-adique
tive

Rationnels de
tion 2-adique
tive

Rationnels de

tion 2-adique

valua

néga-

valua:

posi-

valua:

nulle

En plus de ces trois modéles, dont les E&lé&ments sont des fonctions holo-

morphes sur une surface fixe, on obtient aussi, pour certaines algébres de

résurgence et au moyen de la transformation de Laplace, des modéles sectoriels,

ayant pour &léments des germes sectoriels i 1'infini, et un mod&le formel, ayant

wl

pour é&léments des séries formelles de la variable 2 .

Selon les applications, on est conduit 3 préférer tel ou tel de ces

modéles.
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Fomre 39 1.
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D
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Chapitre 4 : Dérivations étrangéres et pseudovariables. Moules et comoules.

Section 4a : Les algébres de pseudovariables.

L'algébre ‘E,n des fonctions entiéres de n variables a toutes ses
dérivations de la forme 2 ([OL 2 <1\< igm /PL' & En) . Par suite 1le

2%;
E“-module a gauche des dérivations de E,\ est de dimension n , précisément égale
au nombre des variables. Ce phénoméne est général pour les algdbres classiques

de fonctions.

Au contraire, 1'algébre m (.VZ) , qui est pourtant une algébre de
fonctions holomorphes (*) d'une seule variable, contient, outre la dérivation
naturelle a , toute la s@rie des dérivations &trangéres A'I , lesquelles sont
linéairement indépendantes, f:ant comme &léments de /A(._QZ que comme opérateurs
sur ﬂ(jl) . Par suite, le méﬂ) -module des dérivations deﬂ(ﬂ) est de
dimension infinié, et il en va de méme pour m(f‘/ _ﬂ_) . D'oll 1'idée de consi-

dérer les fonctions résurgentes comme dépendant d'une unique vraie variable et

d'une infinité de pseudovariables.

Cette intuition peut—8tre précisée : nous allons introduire des pseudo-—
variables qui obé&iTont 3 des lois (de multiplication, de dérivation, de composi-

tion) bien dé&finies.

Commengons par une construction générale qui couvrira tous les cas

utiles. Soit m une algébre commutative sur @ et A une bigébre d'opérateurs

sur Aq . Cela veut dire queA , outre sa structure d'algébre d'opérateurs sur

-~

/A , posséde une structure de coalgébre commutative 7 /A—)/A @/A s &

laquelle correspondent les lois de Leibniz :

(*) En fait, on a ajouté 3 m (-Yl) des Diracs pour l'unitariser, mais la
suppression de ceux-ci ne changerait rien 3 1'abondance des dérivations.
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D(&,e-) ZZ(D; &)@;e') avec T(D) = Z Dj_ ® D‘/ (A,G é/H/ Dé/AJZXVM)

/
Désignons par A 1'algébre duale de la coalgébreA . Appelons pseudo-variables
/
les éléments de ﬂ et notons (A/ Z) le scalaire obtenu par contraction de

Aeh avec 2€ W .

Proposition 4al : (formes déployée et restreinte)

Soient /R/ m/A/ comme ci-dessus. Soit A une base algébrique

de 1'espace vectorielA et soit {23} la famille duale de A’.

OA) Il existe un unique homomorphisme d'algébre

Cilj: A — A ® 4’
tel que (D/ Ea]) -"-':‘pd. pour tout DéA et tout Qéﬂ , et on a 1'expres-—

sion analytique
i
[A.} = :A__ <A64,> Z

i&l est dit forme déployée de Q.

(3) Pour chaque homomorphisme VY ; ﬂ - Q: , 11 existe un unique homomorphisme

d'algébre
< > : A - A

tel que @/<a>) =V<Dd.) identiquement, et on a 1l'expression analytique
{ad = % v (Aa 0) 2

: <d.> est - dit forme restreinte de & (relativement a V)

/

5) I1 existe une action unique de la bigébre A dans les algébres A et

/
A ®A qui commute avec les formes restreinte et déployée :
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D<ay =<Dady et Dray =[DPa]

/
L'action D : z -2 DZ _d_eA dans A s'obtient en transposant l'anti-

action & gauche D N A"'?A.-D d_em dans A et l'action de A’A dans

/ /
/A ®A s'en déduit par restriction au second facteur de ﬂ ®A . Autrement

dit, on ne fait agir D que sur les pseudovariables dans les formes déployées.

Ainsi.

) ) /) /
D()Z%2)=JZA&DZ e_t_mnpas%@q(piz) avee a(]D)=206Y

Cette proposition se vérifie mécaniquement et nous n'insistons pas.
Notons simplement que les développements [A.} et <a,> en séries de pseudo-
variables généralisent les développements formels en séries de Taylor. Remarquons
aussi que, pour construire les homomorphismes E ] et < >, il suffit que
soit une coalgébre d'opérateurs. La structure d'algébre d'opérateurs n'inter-
vient qu'au point 6 > lorsqu'il s'agit d'étendre 1l'action de la bigdbre /A

aux pseudovariables.

Appliquons la construction ci-dessus en prenant A:ﬂ (._T[_) et
/A = [A (ﬂ) Comme algébre, 4& (.Sz) est engendrée par 1l'opérateur unité et

par les dérivations étrangéres [ ol p est un indice simple parcourant

_ﬂ-w. . Comme espace vectoriel, A(}Z) admet pour base la famille

{8y =4, , . =24 ... 454 }

N - - o e foi ce s el-
ou q (Y)"vt/_ '}-Vn.) désigne cette fois un multiindice de longueur r que

conque. (Noter 1'ordre des facteurs dans la définition de (ﬁ,y).

-0 |
Désignons par {Z_v,: 22' g } la famille de pseudo-variables

duale de la famille { Ap - Aywv? } .
! n

Il est commode, pour R = , de poser 7:: ¢ (multiindice vide) et

d'identifier 2¢ (resp.A¢ )y a 1'unité_de 1'a1gébre‘ A/(.ﬂ) Q:esp. de la
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bigébre A(ﬂ) > De plus, pour distinguer indices simples et indices multiples,

les premiers seront 3 1'occasion subindexé&s en bas (Q ) et les seconds subindexés

en haut (73)
La loi de coalgébre de A(.ﬂ) s'écerit :

(4al) Q“(Aﬁ) = 72929 A ®A

et, par dualité, on en déduit la table de multiplication des pseudovariables :
7 o0 y?
(4a2) Z 2 — Z Z.
LI 2
DY ,4’73

: . ! . . .. . .
ol la notation 7/ }77‘ < 93 signifie que le multiindice )73 peut s'obtenir

. . P .. . § (R
en imbriquant les coordonnées des multiindices '7 et v sans changer l'ordre

. t L8
qui est le leur dans |7 et PZ . Par exemple :

ZV)\ 2‘91 _ z’)u"h* _z'?u‘?:

2R g g,

| 29.:91 Zvyv., 2 KRN 2‘21‘7;:'0,,‘9.,+ %Vy'),, D, ')c,f z‘?.,'),,l_owv),_} z_’?y’?u‘?y,'?i‘k 2_'73/%17”9;_
Quant 3 1'action de A(_ﬂ) dans Af(.ﬂ) , elle est donnée par :

/R CRRRFL//Y '
Dy T BRI (repz0) b g =y (nep pe)

et plus géﬁéralement par
A z? ‘12'7 . 3 1T 4 1 .
b| = si ? est de la forme 9{] (resp. 0 dans le cas contraire)

3 v e 3 . .
ot la notation n ::l? V) signifie que le multiindice 17 s'obtient en juxta-

posant les coordonnées des multiindices b' et 97' (dans cet ordre)......_/A(ﬂ)

agit comme bigébre sur les pseudovariables. Ceci s'exprime par les identités :
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Ay (0 T)=(y )z” et A, (2272) Z (A&)(A z’)

de vérification immédiate.

Ceci &étant, soit VY : ? —3\/( ‘f) 1'homomorphisme de ,A(_VZ) dans (t»

qui & chaque fonction résurgente associe la masse de son Dirac au point Qo

Alors, la forme déployée et la forme restreinte relative a V sont données par

P — T¥J (8, %)
P <> = Zv(0)Z -v(Tel) )

ol les sommes sont étendues i tous les multiindices i] , y compris ¢ (elles

commencent donc par ? et V(?) respectivement). De plus, on a identiquement :

Ce+Y] =[Y1.CV] (“) Are] = [AW] (***)
CP >0 = <Y AcY®> = <Acp>

D'autre part, d partir des relations de non-commutations

[a/AD] = 6 Ap (Vz inéice'simple; ?. projection de 7 sur”ﬁ)

et des relations plus générales

(3,8, 1=150 4, (y=rn) =, 1= 0)

qui en decoulent, on montre que si on définit l'action de a dans A (ﬂ) par

: o
(1‘) La forme restreinte fait donc intervenir les résidus aux points de 9 0{ .
(’*) Pour calculer[_?] LV] , multiplier les pseudovafiables et convoler les
vfonctions résurgentes.

(*)‘)") Pour calculerA['eJ , faire opérerA sur les pseudovariables, mais pas

sur les fonctions résurgentes.
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(4a3) 3%9 = -”6” 2’7 ( b multiindice)
p v
et que si on &tend cette action a ﬂ(._n) D A (ﬂ) en faisant agir 9

sur les deux facteurs du produit tensoriel (contrairement aux dérivations étran-~
gérés, qu'on ne fait agir que sur le second facteur) alors la dérivation naturelle

9 commute avec les formes restreinte et déployée :

9LP> = <29>  , FCYI =[99]
I1 ne reste plus qu'a définir sur les pseudovariables une composition @
qui commute avec < > et [ ] . Pour cela, introduisons une nouvelle pseudo-

variable I » qui sera 1'&lément neutre de la composition, et pour tous

-Zl/ %_L é A_/(_g?) , posons :
wa T+r2)ol+23) =T+2+2, += &) 2 2
"yl - om!

wr  Ze(lrd) = 2+ Z (@Y 2
It

myl

Les membres de droites convergent toujours faiblement (i.e. leur contraction

avec tout D - ﬂ (ﬁ) donne des séries scalaires convergentes). La relation

/
P : / \ .

(4a4) définit sur 1l'ensemble I 4 l!'i. _@_; une loi de groupe et la

. P . ’ X PNN
relation (4a5) définit une action de ce groupe dans 1'algdbre . . —; Enfin,

. _ y;
i AR : S . o\ . .
pour ‘?é ﬂ._-*;./, et 3/3 & G ({ £/ ' on a identiquement :
. ’ i /

1

CPof) =<P)> el8> & L[Pofl =[P]olf]
<%03> = <4> o»<g> ek [102] = [9]0 [§]

ainsi qu'on le voit en appliquant < > et [:{ aux relations (2e2) et (2el)

et en faisant bien sir [I;( = <1> = I

En résumé!



- 112 -

Proposition 4a2 :

/
®) L'espace A (ﬂ) des pseudovariables, muni de la table de multiplication

(4a2) et de la loi de composition (4a5) est une algébre & composition. La bigébre

A(ﬂ) des dérivations &trangéres agit sur A/(_ﬂ.)

) Les formes restreintes et déployée - sont des
—> (P> et deployee @ >TQ] sonc des

homomorphismes de 1'algébre & composition m(_ﬂ) dans les algébres 3 composition

A/(ﬁ)ﬂ A/(_R) ®A( ﬂ) respectivement. Ces homomorphismes commutent

avec les dérivations @trangdres.

En somme, prendre la forme déployée (resp. restreinte) consiste d "ajouter
les pseudovariables (resp. i "ajouter" les pseudovariables puis 3 "supprimer"
la vraie variable) sans que cela affecte aucunement les différentes opérations
(telles que addition, multiplication, composition, différentiation naturelle ou
8trangére). C'est cette grande souplesée dans le maniement des pseudovariables
qui nous permettra, en particulier, de démontrer les th&orémes de transcendance

du chapitre 13.

Les pseudovariables sont tré&s ''mombreuses' : on ne peut pas les eﬁgendrer
toutes 3 partir d'un nombre fini d'entre elles. Cette abondance des pseudovaria-
bles est plutdt un avantage, mais elle peut aussi parfois devenir un inconvénient,
auquel on obvie en remplagant /A/(.ﬂ) par des sous-algdbres A/ engendrées
par une seule pseudovariable. La construction correspondante sera faitgau chapitre
14, car c'est 13 que nous en aurons besoin. Signalons simplement pour 1'instant

/ _ :
que ces algébres 34 composition A s'identifient chacune é-une algébre 3 compo-
sition du type (E[Ee-""'%ﬂ pour un certain W & .YZ . Les formes déployée
et restreinte restent définies et conservent leurs i)ropriétés, mais on perd

quand méme beaucoup de "structure" du fait que les dérivations &trangéres n'opé-

/
rent plus dans A .
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Enfin, il va de soit que tout ce qui a &té dit s'applique en remplacant

AS), BR), B(R) v Ay, T, A (1, 1), 80, 9).

Section 4b : Moules et comoules.

Nous allons, dans cette section, introduire deux notions duales, les
moules et les comoules, qui généralisent respectivement les notions de dérivation

Etrangére et de pseudovariable, tout en &tant d'un maniement plus commode. Moules

et comoules nous serviront constamment dans la suite. Leur int&rét tient surtout

d cing raisons :

~ les moules sont indispensables pour exprimer les relatioms qui existent entre

les différentes représentations des pseudovariables (voir les chapitres 6 et 7)

- les comoules permettent d'exprimer commodément les invariants qui interviennent
en théorie de 1'itération fractionnaire et # propos de nombreuses &quations

fonctionnelles (voir chapitres 9 et 15)

- moules et comoules possddent chacun une structure d'algébre 3 composition qui

~

généralise 1'algébre 3 composition des séries formelles.

- moules et comoules donnent lieu 3 des groupes ol la recherche des invarianks

est .intéressante (voir chapitre 1?)
- moules et comoules interviennent en théorie des algdbres de Lie (voir chapitre
16) et en analyse combinatoire.

Fixons d'abord quelques notations.

Multiindices : Pour tout.gl , ensemble d'indices, soit {)(.ﬂl) le semigroupe des
/

multiindices correspondants. l} (.31) a pour éléments les suites finies

OJ::(cu”.../luk) d'éléments de j{l et pour loi de composition la juxtapostion
' T . . —_ P
des suites .(wu...,w&)[wm,...,c.fw) = (w,, .../w,m> . L'élément neutre de

0(31) est le multiindice vide, noté ¢ . Si W :(w,,.../l.u,,_) on pose
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n.(w) = Nl = longueur de & , et lorsque ﬂ est un semi-groupe noté additive-

ment, on pose [[Wfl =W +... +W, = somme de & . Pour & vide, on pose
1 P

n
ng) = |[8l=0.

Pour simplifier,les éléments de ﬂ et de D(ﬂ) seront dénotés par les

mémes symboles, parfois subindex&s en bas et en haut respectivement.

. A ) 1 p.)
Enfin, pour w,cu’/w",..., w & D(ﬂ) , la notation tu,(uq;.- LY <C|J
signifiera que le multiindice & peut s'obtenir en imbriquant mutuellement les

(3

A . . .
IR, W avec préservation de leur ordre interne. Par

multiindices 6.)!/ W

exemple :
(“’u“’z) ) (W) K (W, w0y, w0, /“’9>

Proposition 4bl (Algébré a composition des moules)

(Uu.../(l)n.
%) Un moule sur un ensemble _@_ est une application L_wl/" '/wlt)% A de

D (_SQ) dans d: , od la variable Cu::(w,l.. . w,L> est notée comme indice supé-

. . :
rieur. L'ensemble M (_ﬂ) des moules surﬂ , muni de 1'addition et de la multi-

plication ainsi définies.

wy C° = A"+ § & C° = A" + BY

(4b2) C" = A xB & ¥ == Adng *)

lwt: w

. .
est une algébre non commutative. Son unité& est notée i et vérifie :

1.4 e 1%-0 Rlw) #0.

Les moules qui possédent un inverse multiplicatif sont ceux pour lesquelsA ,#0.

®
Ils forment un groupe, noté Mx (ﬂ) ;

(® La somme est &tendue 3 tous les couples de facteurs, facteurs vides compris.
' w : w
Ainsi C¢= A¢8‘ ) C = Aw' B¢ + A¢ 6 ‘/
b, w W, w w,, w
c i \= RU;,LH-L B¢ + R | 8 ‘L+ A¢ B Vet 4 D"C..,

/
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B) Si en outre ﬂ est un semi-groupe et si on pose, lorsque B¢=O :

Cne o Mol Ml el el 2 g2
w3 C=AoB @C‘" > A B‘UB“"“.B“’ (*)

Cuw...w w

»
alors M (_Yz) devient une algébre 3 composition. Cela signifie que la composi-

tion est associative et distributive 3 gauche par rapport 3 la multiplication

(et bien sGr, & 1'addition)
(A xB )l =(A"0l") x (B o)

[ 4
L'élément neutre de la composition est noté I et vérifie :

1“2 1 si Rfw)=1 et I'to si R(w) #1.

Les moules qui possédent un inverse de composition sont ceux pour. lesquels A =0

w .
A ‘-t" O chaque fois que rz[w) = | . Leur ensemble forme un groupe, noté
&
M ()
5) Si maintenant ﬂ désigne un groupe privé de sont élément neutre et si on

dénote par M (_R*) 1'ensemble des moules M sur .ﬂ tels que Mlv,, 3_—0

chaque fois que w4... 4W, = O , on peut encore définir la composition par la

relation (4b3) 3 condition de sommer par rapport aux seuls lud’ de somme [lw"”

*
non nulle, moyennant quoi M‘o (_Q) est toujours un:gredpe pedr 1a composition.
T}

-

Proposition 4b2 (Algdbre & composition des comoules).

w

) Un comoule sur un ensemble_yz, est une application L,,.. w,..)—a :40"_"/ h

de D(ﬂ) dans d-‘a , ol la variable &J:(“’u*"/wn) est notée comme indice

(*) La somme est étendue 3 toutes les factorisations de &J , mais comme B :O/

on peut se limiter aux facteurs non vide et faire varier s de i a R(w) . Ainsi :

C¢=o,~ = Rb'Bi"' L M g Y "BY & byt an R«

(L A" st R 8“’15"’3 9“’*“*/“38 ags u“‘t*“‘sB 'gr“s, Uttty B“*:"’y"'x

7
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inférieur. L'ensemble des comoules sur _W_ , muni de 1'addition et de la multi-

plication ainsi définies :

(4b4) C. = A. "t’B. @ Cw = Aw + BQ
wsy C. = A.x B, & C, = > Aw' sz <*)

L
w,wCw

est une algdbre commutative. Son unité est notée 4 e et vérifie :

1?=i£ ita:O si  Rlw) £ 0.

ﬁ) Si en outre .Yl. est plongé dans C et si on introduit le symbole I. avec

les régles

(456) C. = @.)°<L +B'>¢> C(U = Z 7 GL-—_[.;L{,’) Aa,o Bw‘ sz. “un Ba_,4 CH‘)

) ).y L l. g? .
7/ 'u“?l ® %
S e (-hl) A ")
l I"‘,

(4b7)Q.+A.\ O(I.fl-B.) = L+B. + A.OQ.'!-B.)

alors 1'ensemble [ devient un groupe pour la eomposition et ce
[ ) . -

groupe _agit'da‘ns 1'algébre M,(,ﬂ) . Ceci fait de M‘(ﬂ) une algébre &

composition.

(*) Ainsi C?g = AP B¢ /' Cw' = A“’x %¢ ~+ A'j B“": )
Cw"w" = H"u“’z B¢ ¥ Awl Bwl * A_""L 6‘”1 + A¢ B“"u“-’z .
()f") La somme Z chsp.i’) est &tandue 3 tous les Cc.oJ (resp. aux seuls w"

non vides)‘ et compte un nombre infini Q:esP. fini) de termes.
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-~

Ces deux propositions étant faciles 3 vérifier, nous allons tout de
suite passer a l'interprétation des moules et des comoules. Commencons par ces

derniers.

Comoules et pseudovariables

-

Notons d'abord que lorsque _@. est un sous—groupe discret de 4: s &

chaque comoule A, sur ﬂ.* correspond une pseudovariable Z (A,) :
(/1]
A. — Z(A) = 2. Aw Z (w muﬁfwo&m)

et que cette application M. (_ﬁ,*) —_ A/( '/‘Q‘) est un isomorphisme

d'algébre 3 composition. Bien que dans ce cas les comoules fassent simplement
figure de coordonnées de pseudovariables, on a souvent intérét a distinguer

les deux notions.

Comoules sur un ensemble ponctuel :

Si __ﬂ_ = {w% avec w#F 0 , 1'algébre 3 composition des

. o o o .. -t
comoules sur 3! s'identifie a 1'algébre & composition d: E et 7] .
Passons maintenant aux moules, sur lesquels il y a plus a dire.

Moules et dérivations &trangéres

N
Soit ﬂ un sous—groupe discret de d: privé du point 0 . zour

u *
tout moule A sur .9. posons

(4b8) A U’\)

i

> AYA " ( s wu%luleb:ce)
(4b9) T(P\) Aa: 3 Z Am Aw (Cuo wmdsce M&;wmmu>
° Hell=a,

Par multilinéarité, (4b9) induit un endomorphisme de 1'algébre des séries

infinies de dérivations &trangdres et on a les relations suivantes
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wiy A (B) A(A) = A (A « B')

Il

wiy  T(B) T(A) T (A o B')

(4b12) T(B') A(P\') = A (A" x B.)

qui permettent d'interpréter les op&rations sur les moules en termes d'opéra-
o - - - - . ~ *
tions sur les dé&rivations étrangéres. Toutefois, méme pour un 32 de cette

forme, il est souvent impératif de distinguer les deux notions.

Moules sur le groupe trivial.

Lorsque .Q?.'--{O‘& 1'application
(4b13) A —_ A¢ + 2 A° + 2 Ao'o + 23 AV,

est un isomorphisme de 1'algdbre & composition des moules sur _Q dans 1'algébre

d composition d: Eﬁ %-D .

Moules symétriques et moules alternés.

Définition 4b1 :

. ¢
Un moule A est dit symétrique si A = '1 et si

@wis) 2 A" - A“" Av" (f\mm ks eclhicndices cu',w’-).

A ,w1< w

. [ }
Un moule A est dit alterné si AqS: O , si A ;[:O pour n(w) =:1

et si

: w
(4b15) w%((u A = O G\M Wmehw.o(}.w, w',wt Mon v‘\d.eo)

L .
Dire qu'un moule A est symétrique (alterné€) ne signifie donc pas
q Yy q g
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o, .. wh.
du tout que les applications (,,.. , @ A soient symé-
Y ) —> y

triques (alternées) au sens usuel,

Si.!l est un réseau discret de d: et si on considére les moules de
» . . . .
W4 (.Kl , on a une interprétation simple de la symétrie et de 1'a1ternance.

En effet, sous ces conditions, on wérifie les &quivalences :

A. symétrique @

A(ﬁ') est un automorphisme formel, i.e. rA(A‘) = AR) ® A(H')

A. alterné &

A(A’) est une dérivation formelle, i.e. TA(A) = 18A(A)+AR)® I =
T(A) transforme toute dérivation en dérivation &>

v, :E: )A“’
pour tous multiindices. 6_,/0_’ :,é ¢ , la somme Aw est une

L. Cwtw
dérivation. /<&

Proposition 4b3 :

L'inverse multiplicatif d'un moule symétrique est symétrique. L'inverse

de composition d'un moule alterné est alterné. En outre, on a les lois de

stabilité suivantes :

.—-..e.x'x B. & b17 A‘XB. C. &b 18 A.OB.
ol (‘)nc«u»{uw()m@boﬂ-aﬂ—

(4b19){8 XA XB = C (‘tbzo){f\xs BXA C {A B - Co

"
ﬁ.

(4b16)

Nt\s\oﬂ—% ol ol o ol alt ol @b1t) alt

Ces relations se démontrent soit par des arguments combinatoires

‘directs, soit en utilisant les caractérisations de la symétrie et de l'alternance

d'un moule M. au moyen de A(M.) et T( M-)

Groupe symétrique et groupe altermné.

[ ]
Il résulte de ce qui précdde que 1'ensemble "V\! (_EZ) - des
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moules symétriques, muni de la multiplication, est un sous-groupe (non distingué)
Y ]
de MX (ﬂ) et que l'ensemble Mae&(ﬂ) des moules alternés, muni de la

. k3 I3 . - e
composition, est un sous-groupe (mon distingug) de D"IO (X?_)

Les groupes symétrique et alterné nous serviront beaucoup dans la
suite, le premier pour &tudier les deux représentations canoniques des pseudo-

variables, le second pour passer de l'une 3 l'autre de ces représentations.

[ 2 .
On vérifie que 1l'inverse (multiplicatif) B d'un €lément A du

groupe symétrique est donné par :

' » w, W ) Wa, v, W @,y coe 5
BézA?S:i )B'=~A'5Bmw:ﬁow' . B w'f;t'\’nﬂ% /4

) "t

soit en ab.r_ég‘é
| XX Rlw) & .
(4b22) B = L—l) ) A (C’uu Maﬂne“mllug A.e ,w)

I1 n'y a pas de formule simple pour 1l'inverse (de composition) B d'un élément
. w

A du groupe alterné. Dans le cas ol A :.-..1 pour Rw) = i » les premiers

termes sont @

w Wy g

B'p:O ; B'=1 B = AT

-
-

Buuwt,wi _ A.“"'ﬁ/w‘\/w! + Awl*‘wl/QI A“"u“ﬁ_r ﬁw'lw‘-* w3ﬁw’~lw3 &"C

)‘ “r

Awnl.../w, n-ﬂAb)‘,.../wm

= Q—\)

[
De plus, si A est alterné&, on a toujours ,

-

soit en abrégé :

3¢

(4b23) A = t-i)wuw)_ Aw ({5 A«-Jvue’bwr& an.w)

)
Le centre du groupe symétrique est réduit 3 1'élément neutre 1 s
K3 . - - .
mais le centre du groupe alterné n'est pas réduit a 1'élément neutre I car
: ’ . ' . .
il est isomorphe 3 d: . additif et comprend tous les moules T(z) définis

par :
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: w Tw
(4b24) T(t) =e (o o) Boongw) =1 (reh g l)
oi & est un multiindice et % wun paramétre complexe.

Section 4c : Les huit moules fondamentaux.

Nous allons dans cette section présenter plusieurs exemples de moules
(sur le groupe _(L = ER oﬁVZZ ) en les choisissant parmi ceux qui reviennent
le plus souvent dans les applications. Ces moules se répartissent en différents
types, types qu'il convient de définir d'emblée, afin de mettre un peu d'ordre

dans 1'énumération qui va suivre.

En premier lieu, tous les moules que nous allons &tudier se trouvent
étre soit symétriques, soit alternés. Symétrie et alternance ont &été définies
3 la section précédente. Rappelons que ces notions sont stables pour la multi-
plication et la composition respectivement et qu'elles n'ont rien 3 voir avec

les notions usuelles d'application symétriques et alternées.

En second lieu, la. plupart des moules que nous allons introduire
dépendent d'une mani&re bien particulidre des indices. D'une facon précise,

ils revétent la plupart du temps 1'une des trois formes suivantes
W, ., Wn .,
(M = PA’%\&\«Q M\L((u,)l ‘f{w,_),... -Y(w,t)v (ha‘ge Ai.M)
w,..., 0 ' v
(4e1)= M "= }t"l‘{*?ut . ‘f(“.),'(l“.wq,m tfo(wn‘wﬂ-.-wu) U‘{r‘ Amwu)
Wy .
\M ER Wm on (‘e(w‘)/ ?(u,—w‘),... ‘f[lv,l-w,t_,) ('[’LK‘M d C/AM)

pour une fonction (f qui elle-méme peut prendre deux formes :

for = £ (tfpe futore )
T = ax) = X = siquets] (b k)

Les types somme . et différence tiennent leur nom des transformations @ et §

(4c2)

qu'on définit sur les multiindices
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T(w,,..:;wn.) = (Lu‘)lv,'i-w.,_,...‘,wl-fa)_d..,.wn)
(4c3)
) (W), ) = (w0, W, ..., “’r“"».)

et qui sont manifestement inverses 1l'une de 1l'autre : 0"8 =S = 1.

Définition et propriétés des huit moules fondamentaux :

Nous rencontrerons en fin de section quelques moules de type séparé,
mais nous allons commencer par les moules de type somme ou différence. Ce sont
les plus intéressants car, si on leur impose d'autres conditions (telles que
symétrie ou alternance, polarité& ou élatitude), ces moules se trouvent déter-

minés par leur type.

Nous allons donc pour 1l'instant introduire les huit moules, dits

moules fondamentaux, qui illustrent toutes les combinaisons possibles :

(symétrique/alterné) X (somme/différence) X (polaire/plat)

et énoncer les principales propriétés de ces moules. Les démonstrations, de

nature combinatoire, sont toutes laissées au lecteur.

Commengons par les quatre moules de type pblaire. Ceux—-cl ne sont
@videmment définis que presque partout, & savoir pour les valeurs du multi-

indice W qui n'annulent pas les dénominateurs (¥)

Lemme 4cl. Le moule [ﬂ

Les relations

U“.../wn_ ‘1

(4ck) r¢=i ek

tn‘(w,-q-w.,.) (@ twe ... w,,_}

) pour leur définition partout, voir 1l'exercice bel.
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définissent un moule symétrique de type somme-polaire. C'est, 3 un facteur pras,

le seul moule symétrique de ce type.

N . ORDE :
L'application LU”“'/ “"h.) — l_ n'est &videmment pas

symétrique. La symétrie est ici celle des moules. Elle se traduit par les iden-—

.. 1
tités en (v ,wL :

o _wt w
o= 2 r (w,w,w" m%d«dﬁm)
lu;cdt<:aJ

qui s'dcrivent par exemple, pour I’L(_w‘) = J’L(a.;") = 2. :

W,
r 1y, Wy, W + r"u"-’s,‘"w‘w + r-“’s/“’v“’t/‘“s‘

r_w., Wq rw;,(.us

’ 173 ‘f{ I ',. 1/ ?I (3 3/ st 2 :U‘ G

— e
Lemme 4c2. Le moule T
Les relations
...,
—¢ —_ R St +... wa)
(4e5) —4 = 0 et —, =

G (witwa ... (9t .. tu,l_,)

définissent un moule alterné de type somme-polaire. C'est, & un facteur prés,

le seul moule alterné de ce type.

—
S est le dirac. Quand ﬂ = Z ,» le moule o n'offre pas de
difficulté d'interprétation. Quand JD.::HK au contraire, ce méme moule doit
s'interpréter comme distribution et il y a des précautions & prendre pour

assurer l'alternance (voir ci-aprds).

®
Lemme 4c3. Le moule )( .

Les relations
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¢ @,,..., W4 ’
(4eb) X =1 o X = 1

W (Wy - i Xwy-wa). - . G”ﬂ"w"'l)

définissent un moule symétrique de type différence-polaire. C'est, & un facteur

prés, le seul moule symétrique de ce type.

[ ]
Lemme 4c4. Le moule Y

Les relations

wu"'/w"-,
wn Y0 &V = 1

(- Yy wy Y - - (“{a - Wayy)

définissent un moule alterné de type différence-polaire. C'est, 3 un facteur

prés, le seul moule alterné de ce type.

Introduisons maintenant les quatre moules de type plat. Eux aussi ne
sont définis que presque partout, puisqu'ils font intervenir la fonction
Ax) = bdl%m.e (x) qui n'est définie que pour K £ O . Il existe en
général une manidre unique de définir partout ces moules tout en conservant
leur propriété de symétrie ou d'alternance. Nous n'entrerons pas ici dans ces
considérations. Signalons simplement que le passage du “presque partout" au
"partout" ne s'effectue pas nécessairement en posant A(0) =0 dans les

formules de définition (*)

[ ]
Lemme 4c5. Le moule S

_Si_ fL (resp. C! ) désigne le nombre de croissances (de décroissances)

dans la suite

(0/ W, Wy, -, ‘“n.)

alors les relations

(*) veir exereice el
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CU.,.../ n |

wsy  S?. 1 et S “n_ H)q 2! (Lq)
kgl nl

définissent un moule symétrique de type différence-plat. C'est, 3 un facteur

prés, le seul moule symétrique de ce type (* )

*
La symétrie du moule S demande évidemment 3 &tre vBrifide. Au

contraire, son appartenance au type différence-plat est 3 peu prés manifeste

S Wy ,)epip

-~

sur la formule (4c8), sans qu'on ait i exprimer en fonction
de b(uq) et des ‘A(hﬁ—aﬁ_o . Nous allons toutefois donner cétte expression,

[ J
car on en aura besoin pour calculer la transformée de Fourier du moule S; .

: ®
Lemme 4c5bis. Expression analytique du moule S. .

Si on note S ‘la somme des produits d_?a_é des JU nombres

J

suivants
MY, dlk-k) oo, A (b= b))

et si on. pose

ol _ !
L m
m!ml 2

alors on a les développements :

5&")..., wn

(4¢9) = 0(0 S.'n. T oy Sh,-w_ T o, Sn-v +"” I“

Ces développements sont évidemment finis. Ainsi :

5¢= 0 ; Sw. :A(Lu

Swllw‘/ws

W, Wy
S = Blw) Muy-w)) + L

)y
= A[w,)A(w,_-w,)A[wf W) + .?!_.. (A[w,)+A(w1-w,) + d(w, “'-’1)3

eh...

(*3 Il y a une petite réserve : voir exercice $e3.
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]
Lemme &4c6. Le moule T

Si rl (resp. q ) désigne le nombre de croissances (décroissances)
¥ *

dans la suite :

(w,/..../w,l)

alors les relations

(PRI e} ! !
(%< lO) T’é: 0 ek Tm “ — H)q* r, qu
‘ o

définissent un moule alterné de type différence-plat. C'est 3 un facteur prés

le seul moule alterné de ce type (*).

Le caractére alterné de T n'est pas évident, mais son type différence

plat 1'est. Pourtant, ici encore, en vue de la transformation de Fourier, nous

T“".,-ac/w,\

donnons en fonction des A ( (u& - d“). .

: [ ]
Lemme 4cbbis. Expression du moule T .

¥ \ .
Si on note S la somme des produits d E‘d des Ql-ﬁ) nombres

0

suivanti_:_
A{wi—w,) ) Aley-wy), .., A(w,t—w,l_,)

on a les développements :

. W =R/ ¥ X ™
Gy ] TN =) (5,1.', +.,’5 S,\_3 +.é_ Sn-s + ... “f

Ces développements sont finis. Ainsi :

¢ e i, by, w Wy oy, oy
T =0 ; f:;ﬁé@a J T Y z:: A{w-,%ul) )T = #A[wl-w,)b{ua-wt\.fl_:_:b/-

A4
z

¥) Ici encore, il y a une petite réserve : voir exercice %c3.
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w'lw-l,(‘);’w?
| w
= n A(wl-b.)blw;'”m)b(%' 3) +'7_‘7r (A(lu,_-w,)f-»b[w,- ) +/.S(wﬁ_m3))

Avant de passer aux deux derniers moules fondamentaux, il nous faut
introduire des coéfficients 7( (49 , 1iés aux nombres de Bernouilli et
+

ainsi définis :

Z !

Cz-l' e * CR 2

|

(4c12) Z 2" X+ (m)

E P 3
Gerny 2 X () = L-e - Hx
- e+ e ™
Les X (M) (resp. X(M) ) sont nuls pour M impair (resp. pair) et leur
“+ -

signe est fonction de la valeur modulo 4 de 1'argument M . Ainsi :
_ 1. N : . 5 . Y 3L
K+(o) = | X = -4 /’X+“) =g ')L+(e)_-a_ ; L) =T "I ...
V=1 ) = L. S\ =L ; =:—-iii ..
KW =150 B =L )= K (F)=- % &

Lemme 4c7. Le moule F>

Si on pose
An_& = Dbyt Wyt ... wha.) = Mome (w twqt--- twp)

alors les relations

P4

(4cld)

P L0 YV (o) Y (o
| S?Qdf” by LYY () - XA K o)

définissent un moule symétrique de type somme-plat. C'est & un facteur prés

le seul moule symétrique de ce type.
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®
Que F’ soit du type somme-plat ressort de sa définition méme, mais

w
le caractdre symétrique n'est pas &vident. Explicitons F’ pour A (w)£ g .

w L,

P¢:1 j Pl:A(&J,) J P

("’”“"1_/‘03
P = d{w,) b(wlfw.,_).;b[wl—tw.,.-l-w.s) - ._": Alwy) ...% blw, twnp 4wy ;

Wo

/
= Mw ) blwtwy) ~ __": 5

Alw,) A, w ) Mt w40y ) & (0t ettt ) — 5 e Mogpar)

P“’u‘“u“s/‘"v

_%4(&1,\ Db, 4ty 1wy +luy) -%.A(wl-fw.,'-twsy[wﬂ-wﬁw;-fw?)+ 2

ele... 2t

»

Lemme 4c8. Le moule CQ

81 8 désigne le dirac et si on conserve les notations [%‘ du lemme

d

précédent, alors les relations :

R*= 0

(4cl15)

W, .., '
Q™% Sfus >Z<‘< A, (RGO O

-~

définissent un moule alterné de type somme-plat. C'est 3 un facteur prds le

seul moule alterné de ce type.

L]
Que C? soit du type somme-plat ressort de sa dé&finition méme, mais

w .
le caractére alterné n'est pas évident. Explicitons . pour Rw S,S
P

‘ b, 1y e
(Q¢= 0 ; Q = S(t’.u,) ; QU = S(‘-’a’*'w‘l) A[“’l) J

W,, Wy ,w
Q PR 8(0,1-0.311403) (A{zu,)A(tu,-r'w,_) - %) 5

W), 3 oy |
Q RGN S[Q,+w11w3+w,\)(/5(w¢)A(w,fw,_\A("',f"’zf“’z) -§4(w,) -4 A/“‘lf“’ﬂw;))

A(“'i)”/“’ﬁ'wt) b/ﬁ),fwtf ldx\ b/w,-fwt., wy ‘f‘N*J

Q(‘)Hw‘\-lwhw'nws %
L = (b‘+w,+w,1w,fws> - 12 (@) ot ~ 3 Yw) A (wpw t g +)

Q}C... "%A(‘dl+wi+w3)’slw)7w1 1‘013 'fw“)v + _l_';_
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— ¢ ®
Comme le moule ,— , le moule (? n'offre pas de difficulté d'inter-
[ ]
prétation quand _ﬂ = Z . Quand ﬂ = [R au contraire, Q doit s'inter-

préter en termes de distributions. On vérifie d'ailleurs, dans ce cas, entre

les deux moules de type somme-plat, la relation

W, .., W w Ww
Y ) n Sad FERRYY n
(he1e) © 7 = 2 Q

QW
valable au sens des distributions et parall&le i la relation
W )
— Yoy A 6’,,-»¢/w4
(4c17) 2, = P (u|+... . +w,l) G, +- .. wm) r

qui rattache 1'un a8 1'autre les deux moules de type somme-polaire.

‘Nous allons voir maintenant qu'a condition d'envisager comme. des

distributions les huit moules fondamentaux qu'on vient d'introduire, ceux-ci

se correspondent deux 3 deux par la transformation de Fourier. Commengons par

préciser ces deux notions.

Transformation de Fourier des moules et moules-distributions.

N )
Pour tout moule scalaire M v (Lu—'a H /S multiindice) sur
' .
le groupe _ﬂ. = R ,» on appelle transformée de Fourier et on note TH

( 1—; -3 ?Hb ; ,l.' -multiindice) le moule scalaire sur R défini par :

(4e18) TMt - M?

n (b b4 onba) e,

t,... k

. e » A

(4e18bis)  F MV e M do,...d w,
'Rh.

pourvu qu'on puisse donner un sens (comme fonction ou comme distribution) 3

1'intégrale du membre de droite.

La transformation de Fourier respecte la multiplication des moules :
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wey  F (M 2N} = (FM") x (FN')

et elle transmute la composition ordinaire O des moules en une composition

A
convolutive, notée 0

(4c20) ¥ (Mo N) = (F M) 8 @’—N.)

et définie par :

' T 4
T, Tyl bt b, by

e (A8BY =2 | A BB LB dt,.dz,
U..t”:l— RA et

le Z étant étendu 3 toutes les 2 factorisations du multiindice

. J
k = ((:,_,...,l‘,\.) en produit de facteurs ‘: = (6‘*"‘,.,’&.-}&,"")/"716) et la

¢

. . d .. e
notation abusive l‘, —-'L:; désignant le multiindice (b""‘m—té’ “’";--Té 2 f‘,,‘- 3) .

Mwu...,w,l

. R
On sait que lorsque les sont des fonctions sur [R 5

»
la symétrie ou 1l'alternance du moule M se traduisent par les relations (4bl4)

MUU s o

ou (IH)IS) respectivement. Plus généralement, lorsque les sont

R .
des distributions sur 'R , le moule M est dit symétrique (resp. alterné)

si, pour toute paire d'entiers n‘!) Ny et pour tout choix de fonctions

d'épreuve & une variable "C/ lf-\, )y Lfll,-{-ll-,_ » indéfiniment dérivables

et 3 support compact sur ,R , on a 1'identité :

Z (f)(w) Muw_x::‘ ( S "f)(cu') Mw') ( gtf(w") HLUI) (:Le%'-.—_o)

L wiCw
oG Awt) =1y, Rt =g ek L()(‘"u “’1-:"'/wn.+hx):‘flw') ‘?f.(w‘) ‘fa-m(w"d'h)
T Ay

Moyennant cette définition, on vérifie que la symétrie (l'alternance)
d'un moule Equivaut dans tous les cas 3 la symétrie (alternance) du moule
[
transformé de Fourier. Lorsqu'un moule-distribution M est tel que les

: W L
distributions M possédent des densités, notées cle/ru; LM ) , la symétrie
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’
(alternance) de M implique la symétrie (alternance) presque partout de
. . - 3 3
A.&wo LH ) , malis 1'inverse est &videmment faux. Il peut méme arriver que

JM ( H.) et OLbW: @' H.) soient simultanément sym&triques (alternés)

4 [ ]
sans que ni M ni '3"“ ne le soient.

Bien siir, la transformation de Fourier ? des moules possé&de un

-1
inverse Sz qui coincide avec la conjuguée 6? :

-t &' sa \b = b ann " -—2.1‘[(., UJ l‘.+~»- w;\ e[L E’ .../l",\
(4¢c22) ,5: H e A: ?M e = e, ( ‘ ' )M ’ OU‘,...JJ‘;\
1R
R
Tout comme g ,IS: respecte la multiplication et transforme la composition

: A
ordinaire 0 en composition convolutive 0 .

o—

L'opérateur somme, 1'opérateur différence, 1'involution et la transformation

de Fourier.

Nous avons rencontré en (4c3) deux opérations inverses sur les multi-
indices, & savoir la somme T et la différence 8 . Nous connaissons aussi

* M * N
1'opération involutive w - w :

N
4e29) (W) 00} > (o, ) = (Lo, )

En conformité avec cette terminologie, introduisons trois opérateurs sur les
moules, opérateurs que nous noterons ‘.G_] , [S} /[‘N] et qui agissent

ainsi :

w T
opérateur somme "T'] : M ar M “

Nfw

opérateur involution ‘_N] . Mb ——)tl) )Mw (o&&«ﬁm mm%g)

opérateur différence {3 ]

e

‘ . - . ! . . ~ . g
Ce sont trols opérateurs lin&aires. L'involution [ J respecte la multipli-

P » . 3 . - -
cation et la composition des moules. De plus, si M est un moule symétrique
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-1

[
et si r1 désigne son inverse multiplicatif, la relation (4b20) s'éerit

. -
(4c24) ~in = H (M’ Mpwaéteique)

. v
Pareillement, si F1 est un moule alterné, la relation (4b23) s'derit :

(4c25) i = oM (M* o.Qka{)

Ainsi, 1'involution [?'} inverse multiplicativement les moules

symétriques et inverse additivement les moules alternés.

Avec la transformation de Fourier 57 » cela nous fait quatre opérateurs
¢ e . A
linéaires sur les moules : ST ) [. ] ) {g‘] » £8 l . Toutes leurs rela-

tions mutuelles se déduisent des trois lignes suivantes, de vérification immédiate
] f~1 = 1 ; FREF =
w1 8] =1 ; PIF = B4
¥ Is1=IIF Sl =078 ®

Bien entendu, tout ceci reste valable si on substitue G: a 3¥ .

Les huit moules fondamentaux et la transformation de Fourier.

C'est la dernidre ligne de (4c26) qui noﬁS'intéresse ici. Elle impliqde

en effet que :

Lemme 4c9.

~) . . _
A 1'involution [: 1 prés, la transformation de Fourier échange les

moules de type somme et les moules de type différence.

D'autre part, en notant comme d'habitude b(*) la fonction signe(x) s

on a 3

(4c27) Lﬁr.b)(z) = -2 u.r.i =-4 b pumeipode do L

m T
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oli le second membre est la distribution bien connue :

(4c28) Lo.}\.ij‘(’) = lom Py d

£50 x5 ¢ x

-

En se reportant & (4cl) et (4c2), on voit que les relations ci-dessus impliquent :

Lemme 4c¢10 :

La transformation de Fourier &change les moules de type polaire et

les moules de type plat.

Or on a déjd vu que la transformation de Fourier conservait la symétrie
et 1'alternance des moules. Comme les huit moules fondamentaux sont chacun

caractérisés par leur type C*), nous sommes conduits & 1'énoncé :

Proposition 4cl :

Les huit moules fondamentaux, considérés comme moules-distributions

sur ﬂ{ , sont échangés deux 3 deux (**3 par la transformation de Fourier. Les

moules ainsi échangés sont diamétralement oppos&s sur le quadrant ci-dessous.

Ganfeo

o(n.%e

Jdovame

moules
da 1\8 pe

J'C ’\ ance

A\

Figure 4cl.(1'octuple fondamental) t

(*)‘ avec la réserve de l'exe’Ecice ll‘c 3. : ”
(*'t’) 3 des facteurs u.ﬂ,() prés et modulo 1'involution [ _]
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Les quatre moules de type plat &tant des fonctions localement intégrales
leur interprétation comme distributions ne pose aucune difficulté. Au contraire,
les quatre moules de type polaire ne sont pas localement intégrables. Pour leur
associer des distributions, on est amené 3 prendre des "valeurs principales
et cela peut a'priori se faire de plusieurs manidres. Toutefois, dans chaque
cas, il n'y a qu'une définition qui respecte la symdtrie (ou 1'alternance) et
le type. Pour trouver cette bonne définition, le plus simple est d'ailleurs,

précisément, d'interpréter le moule polaire considéré comme transformé de

Fourier du moule plat qui lui est apparié.

Par exemple, on prouve que le moule symétrique de type différence-
[ ]
polaire, soit >< » considéré comme moule-distribution, agit de la maniére

indiquée en (Fcl6). Le lecteur est invité 3 &lucider de méme le mode d'action

[ ] @ ey P
des moules—distributions )/ ) (—., — .

Les huit moules fondamentaux sont importants 3 plus d'un titre. Au
chaptitre#, ils interviendront, en conjonction avec d'autres moules (de type
séparé), dans les transformées de Fourier des moules hyperlogarithmiques. Au
chapitre 16 ils réapparaitrént dans les applications aux algdbres de Lie. Au
chapitre 18 on les verra s'introduire dans 1'étude des "métamorphoses'. Enfin,

ils se rattachent 3 la question des fonctions dites "spéciales".

Autres exemples de moules.

s
Le moule’ 11 _
*

Le moule alterné 'T“ a des exponentielles Tw’ = e,xh_(/w-T)

(4c29) -[::)"m’ w,t: (w7+p, ) (w"'nfq o (- q:rH) (&d‘—%) PJL%O(U.( W‘

n!

qui sont importantes, surtout pour 4 entier. Ce sont des moules symétriques
de type différence-plat (*). Pour A =:1 , on obtient un moule tré&s simple.

On calcule en effet que presque partout :

[
(*) Cela ne contredit qu'en apparence l'unicité du moule ‘S . Voir 3 ce sujet

1'exercice %ec 3.
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¢ Wy, ..., W 1 M W Cwe<.... ¢y
P14 & T -

0 domy & con conbradne

[ 4
On a souvent besoin de définir partout le moule TL . Si 1'on veut préserver

sa symétrie, il n'y a qu'une dé&finition possible, qul est celle-ci

(4c30) —I; o = 0 (”.EJ}}\ = : )

'n.!’YIJ .- mh.'

si la suite Lcn“ S wn> présente au moins une décroissance (resp. si
elleest non décroissante et prend M, fois sa plus petite valeur, 7N, fois

la valeur suivante, etc...).

Le moule Z.

Posons ; = 1 et, pour [‘-’|> 1/ .. '/Ull.>1 s posons :

..., W ST My o, —ln
(4C31) ; l ’ ; = . _[: Ina .---lnll.
M :
[

[ .
- ol -ri est le moule symétrique défini partout en (4c¢30) et considéré ici

comme moule sur Z . On vérifie alors que :

. . . . w
(i) pour h_(w) fixe, la fonction analytique @ — ; admet un prolongement

-

R
méromorphe 3 tout d: .
» . d:\
(ii) 1le moule ; ainsi défini presque partout sur _ﬂ = est symétrique

(iii) lorsque les variables ia' :w-i tendent chacune vers O , on a

6)“.../&),,. il/“' sll hd )
; ~ [ ’ pour le moule r introduit ci-dessus.

(i1iii) 1'équation fonctionnelle de la fonction z8ta classique n'a pas .d'équivalent

W
pour ; vlorsque Il[w) >‘]_

* A .
Le moule ; nous servira a la section 126 lors du calcul des inva-

riants holomorphes.
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Les moules [:ﬁ

Pour tous ¥, Qé d: les relations :

w

(4c32) ’;—: = i e.l: ,:'ﬁ l/-..,‘dn.z B"K
5 ’ (@ﬂf,k)u‘u‘bn-o)“ . ((‘-,_-é',)((‘,-“)

définissent des moules symétriques r;@ qui vérifient :
: /

(4c33) r;,g X [;/6' = l:/b’ .

[ ] [
Les moules R+ et R_ (moules rotationnels)

. ] |
Soient E+ et E_ les moules symétriques définis par

¢ U'l"'lwh- 1 .
(4c34) E'_t - i el: E + = = AL -l-wd)o }mm. Md ('\.w'a::OA«d«m
. 2! . |

D'apras (4'!)17), les moules produits LE;) A LE_,‘_) et (E_._) X @;) sont

symétriques et d'aprés (4'{)16) ils admettent pour logarithmes des moules alternés,
[ ]

[ ]
que nous noterons R+ et R_. et qualifierons de "rotationnels" en raison du

rdle qu'ils jouent 3 la section 6d. Ce sont deux moules de type séparé-plat.

Ils sont liés par :

R

»
si bien qu'il suffit de calculer R+ . En notant simplement par leur signe

Wy, ..., wy

. _ t.‘)TH-I R

Wy, enn, Wn

les indices wé et en posant pour abréger R+ = R s on trouve :
¢
R(wt =D N R =0

n_(wz;-:'f : R+=R«_=1
ney=2 : R™=R720, R'-

-4
1
4+ 7 z ! R =—-%:
N(w) =3 g R :.-R‘:-' ; R+~+=R~+-::-'-.‘_.
R++—_ R--H__ RY~_ R™-+ ) ¢

TL(w) = 9' B = R--—-‘: FR+*‘*- = R"---i-: R+——— = R——*-‘.}_—_—O
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Nous aurons plus tard besoin des transformées de Fourier des moules Ri
(7
On calcule celles-ci 3 partir des expressions de Rt en fonction des A[w;_)

Ainsi :

# b, G, w,
(Ri =0 3 Ri = 1 ; R.’t = 3 ;'..(A[w,)—/j(wi))

hyWa, W .
(4c35) ..4 }R-& e L (Mb.)llwt) + Blw,) Yuwg) — 2 Aw,) A(u,y

(r
+ | = * Teii (A(«.ﬂn(w,)-l) (At —A(ag)) ;%(A(w,)b(w,)-%)(ul)-b(ws))

Moule C.

wl
Posons C.é: D ; C =1 et pour N (w) >/ 2

w l 1 Y b‘ ‘U‘L
_ w'l v
(4ec36) 2 (nfw) — 1) C" = 2_ l_____l - ™ C C [w,‘u‘#yy
o W= w (W) Nw?)
*
Alors (4c36) définit par récurrence sur IL(w) .un moule C, dont on montre
qu'il est altern&. Ce moule, considéré sur le groupe _ﬂ. = Z /2 Z .
poss&de une interprétation intéressante (cf. exercice ll'c_ll‘) et donne une
bonne id&e de 1'alternance d'un moule beaucoup plus complexe, 3@ savoir le

[ ]
moule hyperlogarithmique U .

Les moules hyperlogarithmiques.

v.: . Ils

7 I
seront définis 3 la section 6d pour _n_ = 21’1 ¢ Z et 4 la section ?E

. . [
Ce sont essentiellement les moules U y \/ J Ui

pour _ﬂ .—..-R ou d: . Ils jouent un rdle crucial en théorie des fonctions
résurgentes et aussi en théorie de 1'itération (*). Ils se rattachent d'ailleurs

d'une certaine manidre aux moules fondamentaux (M).

(*) cf. sections 13d. (**) cf. sections 7T¢.
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Section 4d. Les trois comoules fondamentaux.

Définition 4dl : (Les comoules T:

r2,> / (}-] )

/

Les relations :

(4d1) ’; ~0 o r::,,.../&m = wl(w,-rw,_)....(wl+u1+...w,‘_') (cu,t &&e«.l—!)

(4d2) lego =1 ok rzw.,...,w,o:(“"c)(‘"r“’t) (wgw,_-ws).,.(u,*w,;;.xw,‘-.-w,J

(4d3) F[M: 0 et ‘rf'_w;,.../w,,_]:(w,—gz)(w,efw,_-ws) ...(w.fw,_.,..JwM “Un.)

définissent trois comoules, dit comoules fondamentaux. Les comoules qui s'en
~ o~ i

EZ> ) ﬁ;J . On a

Pad
U . . ~ _
_ déduisent par 1'involution sont notés l
[

7

ainsi :
et R
(4d1bis) . = ) T,

. - | n
(4d2bls) Qw‘,o-»,“h? — L—l) réﬁ)n[...,“-’,)

o~z n
(4d3bis) r{:w”_”,wﬂ = =) rf:w,,...,w,,_]

Enongons les principales propriétés des comoules fondamentaux.

Le principe des démonstrations sera indiqué en fin de section.

x *
I1 est tré&s commode d'introduire quatre pseudovariables ZZ P ZZ}

Z* /*Z 9 ainsi définies :

(st zZ*r -1 - X1z

Gawvisy Z = T - X (’:: 7Y
w



(4d5)

I
A
+
eM
A

L,
(4d5bis) %Z

\
+

oM
fe\—"R

-~

Ici, les sommes sont &tendues 3 tous les multiindices & . Dans la suite, 9

désigne comme d'habitude la d&rivation des pseudovariables :
(] (] (%]
Z — 9 Z = —|wl Z

De méme, 1 et I désignent respectivement les pseudovariables "unitaire"
et "identique”, c'est-i-dire les &léments neutres pour la multiplication et

la composition des pseudovariables (cf. Aecham Ga ).

Proposition 4dl. (L'inverse de composition du comoule r: )

* *z :
Les pseudovariables Z et , qui sont involuées 1'une de 1'autre,

sont Egalement inverses l'une de 1'autre pour la composition des pseudovariables :

(4d6) Z* o " Z I

|}

Proposition 4d2. (Lien entre les comoules L— et 1:->)

On a :
(4d7) Z* . 9 z*. = 1

D'oli par involution :

1

I

N
(4d7bis) »* Z . g Z.
Sous forme explicite, (4d7)‘ se traduit par la relation suivante entre r: et ]:.)

r;“) + Z “wlu ':;‘ I—(-w"} = O ( V'wm.ue}iwce)

(»‘,uf(w
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Proposition 4d3. (L'exponentiation du comoule r~~ )
P .

On a dans 1'algdbre des pseudovariables, pour tout scalaire &

(4d8) exfe (o( (Z*-—I.,)) = - CUZ ,:w Z‘u (QJM&'\‘&«L‘&)

I1 en résulte, dans l'algébre des comoules :

(4d9) exp (1)) = .. (xé([l)

c'est-3-dire sous forme explicite:

o
(4d9bis) ':(— = 7 X 7 l-_.

/w”.../wn A),l A!

: { 3

avec (W = (w,,.,./w,,_) et w,... ,w multiindices.

Proposition 4d4. (Les puissances du comoule r2,> )

On a dans 1'algébre des pseudovariables, pour tout scalaire & :

b, ...

(4d10) (Z*)O( =1 + Z(-ow.‘)(u‘-qu(cu,w,-wg..-(u—t...q_.-wu)z -

o
Il en résulte que le comoule r;.> admet des puissances K -ismes rz;>_ qui

sont données par la formule :

o
(4d11) l’_(.wl, A S = (- o&w,) (w,- o) (W tw,~ n(w3) (U.+W-L+-~'wh_,— uwh>

Principe des démonstrations :

On a vu, 3 la section 411, comment les dérivations étrangdres agissaient
dans 1l'algébre des pseudovariables. On commence donc ici par calculer l'effet

* » :
sur ZZ , ;Z, etc... des dérivations &trangéres Z&hl . On trouve ainsi :

»
- - -T
(4d12) A yAN (z°-1)



- 141 -

wiy N *Z = 2 *Z

~w (T -T
can A, 7, = -wZ, e w ( )

wasy A, LZ*)“ = —di LZ*Y( .e_-w(’Z -1)

; - - v ¥ x
I1 est alors loisible, en itérant, de calculer 1'effet sur Z , Z etc...
des opérateurs généraux A A A et cela conduit tout droit

aux quatre propositions de cette section.

Remarque 1 : Les moules r.- et l:.> nous retiendront surtout i la partie II,

3 cause de leur rdle en théorie de 1'itération.

Remarque 2 : Le comoule r&.j n'intervient dans aucun des &noncés précédents,
mais il interviendra d&s la section prochaine et surtout aux chapitres 10 et 11,
oli i1 jouera un r6le crucial dans la “réduction" des algdbres de résurgence

et ‘dans la démonstration des théorémes d'indé&pendance.

Remarque 3 : L'importance des moules f.- et I-E.] tient en partie en relations :

wka‘{ ‘vz'écl w3
(4d16) r;“‘_./wn (e_ I;)"' )(a ._>.z

ST e |
e g |... | & & e
[ o2 dr / ]]?

[l] désigne le crochet de Lie.

)

)

win T e

Autres exemples de comoules.

On en trouvera aux exercices Td l/‘t‘i'L;
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Section 4e5 : Interactions entre moules et comoules. La notion de métamorphose.

Moules et comoules sont des notions duales. De fait, on est souvent
conduit 3 contracter, d'une mani&re ou d'une autre, des moules (surtout symé-
triques ou alternds) avec des. comoules (surtout les comoules fondamentaux).

Passons en revue les principales proprié&tés de ces contractioms.

Proposition 4el. (Contraction des moules alternés et des comoules fondamentaux)

. [ J
Soit M un moule alterné quelconque. Alors, pour tout indice simple

l, et tout multiindice @ , on a identiquement :

/ /
(4el) Z [';m, MY G, > r{:/ Mu
(/%)

CU/

oll les sommes sont étendues 3 tous les multiindices &' obtenus en permutant

les termes de & . De méme, pour tout multiindice @ , on a identiquement

> oMY . i T, MY

IA%4

o' Hwll @
w W W
| E r— M _ _->_- l— M )
M) ‘o D] T Lo, o]
ot e’ parcourt 1'ensemble des permutations de w = (w,, wa, ---/wn) et ol

n 1 i :
" parcourt l'ensemble des permutations de (w,_,ws,... / &J,L> .
Pour la démonstration, voir 1l'exercice ‘t’e,i

o
On peut aussi contracter les moules généraux M et le comoule r:
. .
de mani&re 3 obtenir des métamorphoses M sur les séries de Fourier.

Expliquons de quoi il s'agit.

. D tresr. T 0w Ly conseieue
Considérons d'abord l'espace (resp. ou ) constitué par

les séries de Fourier de la forme :

(4e3) ‘f(z} = ? A‘u Sl (w wdice le&)
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. + «
oli W parcourt 1l'ensemble _Q_, = ui Z <resp. ﬂ = 211’!'. N

Q!" X ’ . .
ou =-2ﬂLN ) A tout moule M sur ﬂ (pas nécessairement symétrique

ni alterné) associons un opérateur (non linéaire) sur 1l'espace ‘8 » que nous .

[
noterons —[vl et qui, 3 toute (‘0 de la forme (4e3), associle la série :

(4eb) (—_I\T/‘:' (‘0) () = Z Z Aw Aa’h MCJ.;-.A,CUA. I—- C(w,;...w,&):z.

Rl a e ! @)y

soit en &criture compacte :

L . ‘ ¥ lwll 2 -
(4ebbis) (ﬁ ‘]o) () = wZ A‘u M I:"C (Cuwtfelifo{m ‘u.)
avec bien s@r la notation :

(4ebter) A'lu = Aw A

',--./‘IJA (R (UIL

’ ’ :
La paire (M '/ ‘f’ ) doit &videmment remplir certaines conditions pour

que convergent les formules :

w
(4e5) B(u = Z 'A‘u M E ((JLJ° sndsice A-M;«reo. /wmueh‘uld.;u>
° lwl = w,
. [
qui donnent les coefficients Bw de M I]O . Toutefois, la convergence
(] p—1
. - . ' . oy ‘%’f -
est automatique dans le cas important ol ‘F appartient 3 oll . t : les
L]
sommes (4e5) sont alors finies. On peut donc considérer les m comme des
opérateurs (non lindaires) qul agissent sur certaines parties de 2 et

+ —
notamment sur les sous-—espaces t et f constitués par les séries de

Fourier "unilatérales".

Appelons métamorphoses les opérateurs sur séries de Fourier qui

»
commutent avec les translations. Il est clair que les _M__ sont des métamor-
N - - . .
phoses et que toute métamorphose peut s'écrire sous la forme _':'\_ (pour une

]
infinité de M ). Evidemment, les seules métamorphoses vraiment intéressantes

(et qui justifient pleinement leur nom) sont celles qui correspondent 3 des
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1]
moules M bien particuliers, tels que :
(i) 1les huit moules fondamentaux de la section Ll-c

(ii) les six moules hyperlogarithmiques des sectiong ?-bl?c. Dans presque

. L4
tous ces cas, en effet, les métamorphoses _bi transforment d'une maniére
remarquable les propriétés des séries de Fourier. Par exemple, les métamorphoses

e . . [
U et l » issues des moules hyperlogarithmiques V) et V , ont la

—
—

propriété de changer certains types de résurgence en d'autres types de résur-

gence, comme on l'entreverra aux sections 133 et13R et comme on le verra en

détail au chapitre 18.

En attendant, donnons quelques généralités sur les métamorphoses

. ’
associées aux moules M alternés ou symétriques.

Proposition 4e2. (Métamorphoses et alternance)

[ [ ]
Pour toute paire M s N de moules alternés on a :

1)

wo M e N = MN

[ ]
Autrement dit, M - * est un homomorphisme du groupe (® des moules

ey
—

alternés dans le groupe (“’) des métamorphoses inversibles.

En fait, seul le second facteur N a besoin d'étre alterné pour

donner lieu 3 (4eb6). Cette identité équivaut en effet 3 :

MNf

pour toute (f de la forme (4e3), c'est-3d-dire en explicitant :

il

(4e7) M® o N ¥

(*) pour la composition des moules (**) pour le produit des opérateurs.
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I 6/‘

Z Hw'll, ..., Nl o
Lu(.- ‘ M N [P N le”’“;,“w‘k“ rc:, {\6 pouacd

]

(4e8) R

Z Ml_lw'll,..., lw?l Nlu‘ Nw r
Cu': e b'...'w'A
ol les ' désignent des multiindices. (4e8) A son tour &quivaut 3 1'identité

> ¢ NN

Hotll, .., Hwdll @' " o2

(4e9) (D W' w?
n oW

-

oli les multiindices V‘ sont fixes et oll 1'on somme par rapport 3 toutes leurs
. [

permutations (' . L'identité (4e9) ne comporte plus que le moule N et

elle se démontre en gros comme l'identité (4el), 3 laquelle elle se ré&duit

d'ailleurs dans le cas A ::2_.

Envisageons maintenant les métamorphoses P4 issues de moules

———
_—

: . . t
symétriques. Il est commode de faire agir ces métamorphoses, non pas sur %1
. - . + = o
ni (i, , mais sur les ensembles I-l'- % et I +‘£ constitués par les

_S(Q) de la forme Tt Le(%) avec (P & f:-f ou €.

I}F‘gt et I'ftz sont évidemment deux groupes pour la composi-

tion O (substitution des séries)

L}-g—‘{’} o Q.-}-LF) = r+ ¥ 't‘L("’(%'t-(‘f/)

La composition en question est d'ailleurs définissable formellement, sans

aucune hypothése de convergence sur les séries Lf et LY .

. 1
On fait ensuite agir ti_ sur I-+‘2; en posant

Get) = e MY

il

1=

et cela donne lieu 3 la :
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Proposition 4e3. (Métamorphoses et symétrie)

L] »
Pour toute paire M y N de moules symétriques et pour tout

élément g du groupe T+ %I on a :

(4e10) (u) X = | (-_[i—g) o(i (?)

. o r . . . .
Autrement dit, chaque élé&ment X de I + 'ﬂ induit un (anti)homomorphisme

du groupe multiplicatif des moules symétriques dans le groupe I+ in .

La proposition 4e3 est plus rapide & prouver que la proposition 4e2.

Elle repose essentiellement sur 1'identité (4d16).

L'intérét de la proposition 4e3 tient i ceci : il se trouve, d'une
part, que les groupes multiplicatifs de moules symétriques "contiennent'" des
sous—groupes non commutatifs trés généraux et, d'autre part, que les groupes

el o
T + ‘ﬁ sont isomorphes entre eux et surtout isomorphes au groupe d; s
lequel, avec ses sous-groupes, est &tudié & fond & la partie II. Nous mettrons
ces deux faits 3 profit, au chapitre 17‘ » pour ramener 1'analyse harmonique

sur des groupes trés généraux A l'analogue harmonique sur les sous—groupes

de. @w.

Section 4f : Résumé du chapitre 4.

Bien qu’-ayant pour €léments (dans le modéle additif) des fonctions
holomorphes d'une seule variable, les algdbres de résurgence possé&dent beaucoup
de dérivations (une infinité de A? indépendants) ce qui fait penser i des

N (0
"yariables cachées"”. On précise cette idée en introduisant 1'algébre &( )

des pseudovariables, duale de la coalgdbre A (ﬂ) des dérivations E&tran-

gdres. On construit ensuite un homomorphisme (f — <"{)> ("forme restreinte')
/
de 1'algébre ﬂ(ﬂ) dans 1'algsdbre IA (ﬂ) et un homomorphisme

‘f,.?, [Y¥] (“forme déployée") de 1'algsbre H (_Q) dans 1'algebre
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4
é& (_KI) & Aq (l[l) . On montre enfin qu'il existe une unique extensicn

aux pseudovariables des opérations définies sur les fonctions ré&surgentes
(dérivation naturelle, dérivations &trangdres, composition, etc...) qui commute
avec ces deux homomorphismes. On dispose ainsi d'un procédé I: ] (adjonction
des pseudovariables) et d'un procédé <: > (adjonction des pseudovariables,
puis suppression de ia vraie variable) qui sont d'un méniement trés souple et
qui permettent de démontrer des théor&mes fins concernant les solutions de

certaines équations fonctionnelles.

Dans une seconde section, on introduit deux notions duales - l'algébre
2 composition des moules et 1'algébre i composition des comoules - qui inter-
viennent dans presque toutes les questions de calcul différentiel E&tranger.
Moules et comoules sont apparentés respectivement aux dérivations &trangéres
et aux pseudovariables, mais il est souvent nécessaire de distinguer les deux
choses. On dégage la notion de moule symétrique et de moule alterné (sans aucun
rapport avec la symétrie ou l'alternance ordinaires) et la stabilité de ces
notions relativement 3 la multiplication et 3 la composition respectivement.

Enfin, les trois derni3res sections définissent, &tudient et classent
quelques moules et comoules choisis parmi ‘ceux qui reviennent le plus souvent
dans les applications. Il s'agit avant tout des huit "moules fondamentaux"

et des trois "comoules fondamentaux" (rassemblés au tableau de la page suivante).
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Len M& /M_M 'éuc{.ﬂmw
é \.13}«,1 [,La@:u).o_ }4 “t;“\z I/\M

NF

M mewbfe. S € brinue r- manbe f)‘»jzw.gfm.-qug P
oy o v = L Bt Wy w, +.. . X
| ) 'w—_? 1 L&, <Ny (R R )M )
; byt ) o (0,4 o) X_(n.y)cy(_nfn.)... Y (n J‘t ) '2( (A~ f?\
né nwoule ollowme = muonbe allews Q°
{ W =
o f——-—-(c"‘u'“/w’l Sia‘ @ ) Q e S<GJ'+ ("’n\? A[Q t.. C‘J \ A(("*‘ U
| | = 2hAmn A 1R Qg . i
@y (ot WY e @1+...wn_() , 1 (R ’X (Na-RyY - X(n q fx (N~ n
Vv
T ke poyindtioue X° moulbe dousbiiopee S°
y [ N v 4 . .
Xc’n---,“n: 4 SU""“/“”‘: tl)? szq-‘ Q—Q){
3 ! qf nl
3 ' W Cwl'wx)'“[wa'wa.ll . ;" ﬂ
é‘%; monle ollewe ¥° Mmoo 0llerwé T°
i ymz,...,w,‘— 4 Tbu"'/wl\ - C—- l)q* r!l , q_t_'{_‘
= (s w)wy-wn) o (Wrrag -

Auu 0o, Mo«'mJ'\;w: : d(x) = A«kru. de x 3 g(oc) = dulae

2. 2 'K(M—.::l.x ; ZXM’X(M): M x
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. Camed . ’ ,
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Chapitre 5 : Les algébres i la fromtiére.

Section 5a : Introduction.

P g
Soit comme d'habitude Cu¥e(£ ) .ﬂ, .—:&4_ Z )0{.:@—"_?2 et soient

° + - . e .. _ . ' .
9 (R,/'a 02,/2 ﬂ{_ les frontiéres neutre, positive, négative de & . Les notations.

M(..W, etc... sont ici relatives au moddle additif. Aux Diracs prés, les élé-
ments de. m(ﬂ> ) m(h; _gl) (resp.‘ ﬂo (..ﬂ) ) /Ho((\, ﬂ)) ont &té
caractérisés comme fonctions holomorphes sur 0{, présentant certaines propriétés
de régularité au voisinage des points de la frontiére neutre (resp. des trois
frontidres) et on a vu que ces propriétés &étaient stables par rapport 3 la con-

volution % . C'est 13 un aspect particulier d'un phénoméne plus général :

- -

L'irrégularité (cette notion sera précisée 3 la section 5d) en un point

frontiére Q d'un produit ?,\“P de fonctions résurgentes ne dépend que des irré-

gularités de chaque facteur en un nombre fini de points fronti&re QZ - QL(Q) .

Ces points Oi sont dits antérieurs a Q et on note Qi « Q . L'antériorité

est alors une relation d'ordre partiel sur 30«,, sur '()*(R, et sur 2"0?, .

La raison de ce phénoméne tient en gros & ceci : d'aprés la section 2a,
&*Y) (_P) est égal 3 1'intégrale (2al) prise le long de n'importe quel chemin

9 symétriquement contractable (voir 2a) et joignant Qo a P . Or, lorsque le

point P est voisin d'un point frontiére Q , le chemin D , quelque tracé que
1'on choisisse, passe nécessairement un certain nombre (fini) de fois au voisinage
de la frontiére de‘@ et les points frontiére qu'on ne peut pas éviter sont

précisément les Qi antérieurs & Q .

Nous allons. successivement examiner la situation 3 la frontiére neutre
et aux frontidres positive ou nédgative. Ce chapitre visant surtout 3 fournir une
interprétation géométrique des relations de Leibniz dans les algébres de résur-—

~

gence, nous nous bornerons & indiquer en quelques mots le principe des démonstration:
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En revanche, nous traiterons en dé&tail plusieurs exemples et nous donnerons les

figures correspondantes.

Section 5b : L'algébre & la frontiére neutre.

Rappelons que la frontiére neutre est, dans le modéle additif, 1'ensemble
90«‘ des pointé de ramifications de @ , tous situ@s au dessus du réseau ﬂ .
Désignons maintenant par C EQ‘K] (resp. CE?o m, J] ) 1'espace des com-
binaisons 11nea1res formelles finies (resp finies ou 1nf1n1es), d coefficients

complexes, de points Q de '3 JL Les espaces C[Tﬂ] et 4:-[[.- 900’{.3

sont mis en dualité par le crochet :

Q”Qz — (Qt/QL) = | si Q«‘:Q'L (resp. = 0 si Ql #‘-Ql

Proposition 5bl.

o) Lorsqu'un point P ie_(R_ est voisin d'un point Q de 90&, tout chemin D

symétriquement contractable joignant Q° a P passe successivement A proximité

de points Qlﬂ) Qtl)) Q('m] /Q(m) E.‘a’«_ (avec bien siir Qlo) = Qo et

Q(‘\\) -_-‘-'Q ) . De plus, il existe une suite bien déterminée { %“S d'entiers

ou de demi-entiers tels que

et ensiocice. Quy =l Gy

pour un certain automorphisme parabolique rL appartenant 3 IT-' , conjugué avec

R , et laissant 'Qtl)» invariant (*)

(3) Ni 1'entier M , ni les suites ordonnées {QU‘)S ou {Im"} , ni méme

(*) Comme aultomorphisme' parabolique, E admet évidemment des puissances

demi~entidres bien déterminées.
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- les ensembles sans ordre {0(;)} ou {‘m;g , ne sont indépendant du choix de
9 . En revanche, l'applicvation linéaire 0‘: de d: ana?,] -dans

(D [9"0{1 ®d‘a [900{{, ~définie E. ar

/ |
(5b1) Q — Q@ = > ('_m.‘fmm_i) Q“)®Qm_.‘) *

ol &M

est, elle, indépendante du choix de D . Elle est de plus symétrique et coasso-

ciative.

o
G'; munit donc d: [9 02,} d'une structure de coalgébre et, par

dualité, munit G:E: 9°R, ﬂ © d'une structure d'algdbre commutative.

6) Pour Q/ Qlé 300‘{! " posons Q/«Q si et seulement si _Q/ est

' P y . . P
1'un des Q“) qui_figurent dans 1'expression de g"OCQ 5 une fois effectuées

toutes les simplifications possiblés. Alors la relation & (dite d'antériorité)

. X3 ° - - -
est une relation d'ordre partiel sur 9 «, , sans plus grand &lément, mais avec

un plus petit &lément, qui est Qo

$) soit Q un point de 9"02, et soit E Q’/Qm 1l'ensemble des points

antérieurs 3 Q . 8i deux fonctions ‘P/v ‘holomorphes sur K sont bornées

(resp. intégrables ou réguliéres (‘x*)) en chaque point de H: Q° / Q _ﬂ »

alors ?*‘r est bornée (resp. intégrable ou réguliére) au point Q et

[E Q"’/ Q:ﬂ est la plus petite partie de 'c)°(R, pour laquelle pareille im-

plication soit vraie.

Pour prouver le point ® , on peut s'inspirer des figures 5el & 5ell

ci aprés,puis passer au cas général.

- / '
(*) ‘Le symbole Z signifie que 1'on ne compte pas les termes de la forme

‘Q("-) ® _'Q(M--.'-) ou Q('n-i) @ Qtl) pour lesquels 1 # 0O eF ’ QU-)‘ = Q° .

C**) réguliére en Q signifie sans pdles ni ramifications en Q .
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Au point [3 , bien que U puisse passer 3 proximité de n'importe
o .
guel point de 9 02: » le coefficilent total des termes Qtt) ® Q(m-l)
Msuperflus" s'annule, d'oii 1'indépendance de O"(Q) par rapport i D . On
peut par exemple vérifier ceci sur les figures 5e3 et Sel ci~aprés, puls passer

au cas général.

Au point H’ , on utilise la coassociativité de G" pour démontrer

la transitivité de la relation << (1 e. Q <4 Q?. et Q <(Q3 > Q «Q)

et on utilise des con51derat10ns sur la longueur des chemins symétriques pour

montrer la réflexivité de << (i.e_'. Q‘ << QZ et Q‘L<<Ql % Q‘ =Q1.> .

Le point S enfin résulte simplement de la considération de 1'inté-

grale (2al) le long de chemins symétriquement contractables.

Section 5¢ : Les algébres aux frontiéres positive et négative.

Rappelons que la fronti&re positive (resp. hégative est, dans le
modéle additif, 1'ensemble 3+& (resp. 9"&) des points i 1l'infini des demi-
feuillets de 02. situés au dessus de 1w (1/(‘)*) 0O (resp.)> 0), étant

entendu qu'on compte un seul point i 1'infini par demi~feuillet.

Désignons maintenant par &Egﬂtﬂ;] et C[? (Ra] (resp. C[E?*ﬂ,]]
et G:E' 9 @.]} ) l'espace des combinaisons linéaires formelles finies (resp.

finies ou infinies), & coefficients complexes, de points Q de afo’t
9—.0{ . Les espaces C[Qt@] et @[C 910‘{,1] sont mis -en dualité par

le crochet :

Q‘)Qz—i(Q”Q,) >=-"\ si QI=Q'L (resp. = 0 si Q‘I%Ql)

Proposition 5cl :

o) Lorsqu'un point P de oz, est i\_roi'sin d'un point Q de 91.02, (resp. 9~02,),
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tout chemin O symétriquement contractable jolgnant (‘:\)o a P passe successi-—

vement 3 proximité de points Q(o)/ Q(‘) R /Q(“)_-;Q de ’a‘*’@ (resp.a—&).

B) Ni 1'entier M. , ni la suite ordounée {Q“)} , ni méme 1'ensemble sans

ordre {Q([\-} , ne sont indépendants du choix de U . En revanche 1'appli-
cation lindaire % de (ﬁ['&t(]{] dans C[?i(['{'] @@[aia]définie par
| n-y '
(5Cl) Q —_'3 0"; (Q) Z' Q(l} ® Q(M.'H L) Z Q(t) ®Q(M :
i=

est, elle, indépendante du choix de 3 . Elle est de plus symétrique et coasso-

ciative.

v - nt
0_;: munit donc J:LQ @3 d'une structure de coalgdbre et, par

' . . T ‘ .
dualité, munit @[t 9 &j] d'une structure d'algébre commutative.

6). Pour Q/Q/ & 3101 s pvosons Q/<<Q si et seulement si Q/ est

1'un des Q(L) qui figurent dans 1'expression de G;(Q) , une fois effec-—

tuées toutes les simplifications possibles. Alors la relation << (dite d'anté=-
N

.. ' . . + .
'rlorlté) est une relation d'ordre partiel survg R . Elle ne posséde pas
4

d'éléments maximaux, mais posséde une infinité d'éléments minimaux, qui sont

les points R’m Q:t (‘m 2)

.8) Soit un point de 93@ et soit [[::"v y Q 3 1'ensemble des points

antérieurs 3 Q . S8i deux fonctions «P/ ? holomorphes'sur GZJ et intégrables

en Q sont de croissance exponentielle (*) en chaque point de [t N Q;{Y

alors ‘?*‘P est de croissance exponentielle au p01nt Q et E * Q :B

est-la plus petite partie de ’a R pour laquelle pareille implication soit

vrale.

Pour le schéma de la démonstration, voir la section précédente.

(*) de croissance exponentielle en Q signifie de croissance (au plus)

exponentielle sur le demi-feuillet (R_(_Q) .
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Section 5d : Les algébres 3 la frontidre et la convolution des irrégularités.

Les algébres 3 la frontidre introduites ci-dessus vont nous permettre
de préciser la remarque de la section 5a en montrant d'unme facon explicite

comment 1'irrégularité (ou si 1l'on préfére : le comportement asymptotique)

d'un produit (P* ‘r en un point frontiére Q dépend de l'irrégularité des

facteurs ¢ et ‘r en un nombre fini de points frontidre antérieurs3 Q

Pour ce faire, il faut choisir une mesure convenable de 1'irrégularité

des ? de M(ﬂ) aux points frontiére Q .

(1) si. Q = Qo , on pose SOQ = masse du Dirac de ? en Qo

(ii) si Q 69°R~¥Q>} on pose LFQ = LZT[(‘.) X (résidu de ? en Q)
(ii1) si Q éa (R_, on pose LP (%) _.f ?(H)e %BJM (3 l'y en cas de conver-—

gence, c'est—id-dire pour une de croissance exponentielle en Q

(PQ ~est donc un scalaire (resp. un &lément de 1l'espace T des germes
sectoriels 3 1'infini) lorsque Q appartient & la frontigére neutre (resp.

positive ou négative).

Proposition 5d1 :

soit Q € °R (L%?L 9+R) , soit ?Y éﬂ(.ﬂ) Gi
m (-Q)) et soit e ?-){-‘r Alors

Q Q"
(5d1). GQ = / ? Y " (somme finie)

oll Q’ y QI/ parcourent 1l'ensemble des points antérieurs & Q et

Y .
{ K Q'Q § désigne le tenseur de structure de la coalgeébre correspondante.

Par suite 1l'application

(5d2) ?-—-—3 %: ‘PLQ' Q
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ol la somme est &tendue i 9 02, (resp a GZ_ ), est un homomorphisme de
1! algebre m(ﬂ) resp o(&)) dans 1'algébre (E U: 9 R :D
(esp. S® CE XR ] ).

Remarque 1 : Le second membre de (5d1) se réduit & un seul terme (alors égal
a LFQ L{)Q) si et seulement si Q est minimal, c'est—a~-dire &gal 3 QO

ou de la forme Rm Qt

Pour Q Q , l'application ‘P —_— (FQ coincide avec 1' appllca—

tion ? ) V(?) , unique homomorphlsme de 1'algébre m(ﬁ) dans d: (Voir

section 4a).

Cm |
Pour Q = R Q'.t , 1'application ?-—3 <€Q se réduit 3 la
banale transformation de Laplace OZQ (Voir section 3d) et 1'équation (5d1)

‘ne fait que traduire la propriété fondamentale de cette tramsformation (change-

ment de la convolution en multiplication).

Remarque 2 : Bien entendu, le groupe H_‘ et par suite les bigébreé d'opérateurs
[D (_ﬂ) et A(ﬂ) agissent d'une mani&re naturelle dans les algdbres 3 la

frontiére :

M q@q->TrQ ; D=(R) ¢ Q> DQ = Q- RTQ
et ces actions commutent avec l'homomorphisme (5d2). Autrement dit :
> 0t),.8 = Z%.04

Section 5e : Calculs pratiques dans les alg&bres d la frontiére.

Les algébres et coalgebres i la frontlere sont définies gri3ce 3 un
Q Q"
tenseur de structure i K § qui & son tour est défini géométriquement
au moyen de limites de chemins symétriquement contractables. Nous allons mainte-

nant rattacher les algébres d la fronti8re aux algébres de pseudovariables
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ou plutdt, ce qui revient au méme, rattacher les coalgébres i la frontidre

d:-[ 900{3 et (E Ea (Ra] aux coalgebres d'opérateurs A(ﬂ) et
Q"7
D(ﬂ) respectivement. Cela fournira, pour le calcul du tenseur {K é ;

un procédé indépendant du procédé de la définition et plus simple que lui.

On suppose toujours que ﬂ est un réseau de dimension 1. Par suite,
le groupe lr d'automorphismes de la surface K, est engendré par trois auto-
“morphismes paraboliques R/ S/T 1iés par la seule relation RST:I et

w(ﬂ) » en tant qu'algébre, est isomorphe &
€ @ uR)Cr] = € ® (-R)CLR,R™,S, ST
Soit maintenant ! 1'application linéaire de D(.ﬂ) dans C[gok]
]

déterminée par :

t’ (Rﬂ) - Qo pour tout M & Z

0

B ((l-.R)l") = r-'Qo pour tous les ré ﬂ" qui ne sont pés de la forme Rq
[}

Proposition 5el (frontiére. neutre)

La relation d'équivalence ~~ définie sur w(ﬂ) par :

Dn ~ D'z. @ {'i (Dl) = ("D(D’-)

est -compatible avec la loi de coalgébre de ]D(_YZ) , le quotieﬁt ]D@')AJEEE

isomorphe 3 /A(ﬂ) et P induit un 1somorphlsme (encore noté E ) de la

coélgéb‘re A(ﬁ) = H)(ﬂ)//u sur la coalgébre C EQOR]

Laissons la vérification au lecteur et utilisons plutdt 1'isomorphisme
pour calculer (Q dans trois cas différents. Pour chaque exemple, on
]

trouvera des figures 111ustrant la situation geometrlque Ces figures correspon-

dent au choix ﬂ ::Z .
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‘Exemple 1 : Soit 3 calculer U:(Q) pour Q :-_'S" R'szs" C\)o )

Au point Q » considéré comme &lément de la coalgébre C [DOKJ R
1'isomorphisme ‘inverse y" associe un é&lément I& de -H)(.gl)///xl
: "0 k : )

défini par :
. (A
Do = (1-R) SR'S
, . m
D'oﬁ, avec les notations SM = Q"R\ S de la section 2a :

Dg = W-RYS (1 = (1=R) =R (1-R)S = S, =55, ~S,Rs,
D'oli, compte tenu des relations de Leibniz (2a4) :
T-(DQ')' =[®S,+5,8S, +5,®| — (S 8! + .@S.)Z-—(S‘®t+t®s,) R‘(S,@lH@S,)

D'oli, compte tenu de la compatibilité des structures d'algébre et de coalgdbre :
,cr('DQ) = 1®5 + 585 +5,80 - ®5,S, =2 58S, -5, ®!

~R®SRS, ~RS,®8SR -SR ®RS, -S5,RS, ®R

Soit finalement, aprés simplification et aprés application de 1'isomorphisme

direct Ho

(5el)

Q) =080 +QB®Q, —Q®Q -0eQ - eQ

L S |

avec Ile = \S‘lQo ) Qz_ = R S ' Q°

 Voyons maintenant 1'aspect géométrique. Les figures ci-dessous repré-
sentent quatre chemins IJ joignant l'origine Qo 4 un point P de 02,
voisin du point frontiére Q (En fait, il faut imaginer les chemins D beau—

coup plus resserrés le long de 1'axe réel).
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Le chemin de la figure 5el tramscrit par son tracé la définition du point

q =S"R"STG, .

Le chemin de la figure 5e2 a un tracé simple.

Enfin, les chemins des figures 5e3 et 5e4 sont symétriquement contractables,

ce qui va permettre de leur appliquer la proposition 5bl.

Le chemin ’\7 de la figure 5e3 passe successivement par six points P(l) qui

sont volsins de points frontiére Q(;) . Explicitement :

F(u) = Q(o) =-Qo ) Ba) "-’Q(;) = Qz ) }()7,) UQ(-:_) ’-'-Qo ) Eg)MQ(;)=Q,
P(?') N(-,\)(,‘f):Qz, ) {S) UQ(S} ‘:Ql ) P(K)"'Q(S‘) :Q

e s . ' -1l nt
avec QI ’ Q'L définis comme ci-dessus et Q3 = g R S .

De plus, si on pose :

l - ' S | - -

on aura :

Q(m) = E

ol r., désigne 1'unique &lé&ment parabolique de T conjugué 3 R et laissant

m;

Q(t) invariant. On peﬁt donc appliquer la formule (5bl) :

T (Q) = Z-/ (M +My) Q(i) ® Ql‘n-t)

(en prenant soin d'omettre les termes d'indice i =2 et 4 , du fait de la

présence de Qo ) et on retourne bien le résultat obtenu analytiquement.

Quant au chemin U de la figure 5e4, il passe successivement 3

proximité des points :
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Q(O):'QO / Q(l) =Q‘L ) Q('L) = Qo ) Q(3) :qu Vi Q(‘f) = Qo / Q(s) = Ql/
Qi) = Qs Q)= , Quy =Q3 , le) =Q , Qo=

avec Q,/Q1/Q3 définis comme‘précédemgnt et Qq_:..- SQO/QS_.S-'R-I R-'S"lQ

La suite &/m,_} correspondante est donnée par

mo——lm'-o m‘l"‘" W«s_o %*:— ms ...-—-- %l‘\_-— 'M?_O 'Ms.._ M5—-"m =.‘-

Z
Moyennant quoi on peut encore appliquer la formule (Sbl) et vérifier que 1 on
. trouve touJours le méme (Q) .
- . ' “U o=t
Exemple 2 : Soit 3 calculer q‘;(Q) pour Q =‘S R S Qo .

On procéde comme dans 1'exemple précédent et on trouve su‘ccessivement ‘
= g (Q) = (R) SR'S®
= (l-R) S(l -(I-R) -—’R(l-R))S"
(D)= 185, +5 ®l -85S, 5®SS SS ®S, — 5,5, ®1 ~R®S,RS,
-RS,85RS, -RS,. &5, R fS,R ®R31-—S,RS,® RS, - SRS, ®R
Finalement : | . | o
©(Q) = 6,00 +Q8Q - 68, ~¢,68
(5e2) F‘Q.,_@ Q3 - Q3 @Q ""Q ®Q% -Qg_ @Q[

- avec Q ch Q S-on/ Q3 — R-ts.lQo/ QS‘ S-' R.zs-‘ Qo

La situation géométrique est illustrée sur les figures 5e5, 5e6, 5e7 ci-dessous

Le chemin D de la figure 5e7 est symétriquement contractable. Il lui corres—

pond les suites {Qu)’g et {m‘} que voici :
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Led .
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KQ(O) =Qo ) Qc:) =Q3 ) Q("-) = Qo ) Q(S):Ql | ) Qu,)’: QS/.

{ QfS) = QI / Q(é) = Q‘r ) QG) Ql ) Q(S) = QS ) Q(B) = Q;) '
an) =, J Q(n) = (g Y, Qaz) = @, / Q(lz) =Q . |
K‘avec Ql/ QtleQq_définis comme précédemment et QS = S-IR-\S: Qg:S-ZR.lS-(

= - - - _ __ -
M= 2, M=0 ,M=1,M=-1 M=0,M=-1,6M=0,

’M;:l / WJ_:D ;W3=.‘ ) 'mm:—li ) lmu:o/'ht“_:-l /'YV!H:.?{..
On peut alors appliquer la formule (5bl) et vérifier que 1l'on retrouve bien

la valeur G;(GD calculée analytiquement. On notera au passage que bien que le
chemin symétriquemént contractable {) de la figure 5e7 soit le plus '"simple"
possible (*3, il passe quand méme par des points "superflus”, 3 savoir CQS

et CQG . Mais le point CQG s'8limine .de (5bl) parce que, correspondant 3
1'indice i = 11 et &tant associ& au point Cch) = é?o , 11 doit @tre omis
conformément & la convention de sommation. Enfin, le point CQS disparalt lui

aussi de la somme (5bl), car il y figure sous la forme

(Mg + Mg +mg ”"w} (Q,®Qs ’*Qs@Q) | |

ol le facteur de droite est nul.

(*3 c'est-a-dire : asymptotiquement le plus court possible. Bien stur, il y a
des chemins symétriques, mais non symétriquement contractables, qui sont

beaucoup plus courts.
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Exemple 3 : Soit & calculer CT;(Q) pour Q — S-’L R-l S-I
On trouve successivement :
D= p'(@) = LR)SKS®
= (RS (t-U-R)S*™
- Sy -S.S.
T (Dg)= 1 ®S, +S, 81 = 5,5, B1-5,S, 8, -5, ®SS, -(0S,S,
Et finalement :
O;CQ)=Q®Q0 +Q0®Q + Q;®Q3
(53 +Q3®Q, —-Q,_G)Q, - Q: ®Qz

avee Q=5"Q,,0,=59,,Q, = S"R'S"Q,

La situation géométrique est illustrée sur les figures 5e8, 5e9, 5el0, 5ell

ci-dessous.

Le chemin de la figure 5el0 est symétriquement contractable. I1 lui

correspond les suites suivantes (sans points superflus) :

Quy=Q ) Quy=Q , Ry =Qx , Qey=Q , Qw) = Qz/ Q) -'7@

{

l
B

N

Le chemin de la figure 5ell est lui aussi symétriquement contractable. I1 lui

correspond les suites suivantes (avec deux points superflus QQ C e S Q° et

QS S-'l R-' S-l R—ls-l Qo ) .
Q(a)-: Qo Y, Q(:)-‘-Qq- / Qh.) = Qo / ch) =.Q1/ ch = Q3/
Q(5) =Ql / Ql-?) =Q, @(8) s , QCS} = Q

,m...i I‘m‘”ol mt_—zjws--.%,m,’,_o/%‘s—l/m‘ :.-..—._:.'/7)\?,——-%/7”8 =O) %3 =y

On peut alors appliquer la formule (5b1l) & 1'un et 1l'autre de ces chemins et

vérifier que 1'on retrouve la valeur (7 (Q) déja calculée.
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. Considérons maintenant les coalgdbres aux frontidres ndgative et

positive.

Soit B‘i 1'app1i¢ation linéaire de (E[ﬂ—‘l dans C[ 9’:0?_] déter-

minée par :

81 (r) = F" Q+ pour tout réﬂ—‘
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On observe que E

(-s)€Lr]

et t’ ont respectivement pour noyaux

e« =T)C[I]
Puisque d'autre part les espaces vectoriels D(ﬂ) et @[lF] admettent

les décompositions en sommes directes
D)
C1r]

I

L® R)C[r]
Coe (-RECLI] & ¢-s) ]
Ce (-RYC[M] @ (-T)CLr]

il est clair que B'_ et E définissent des isomorphismes lin8aires respec—

tivement de @[9" 0{‘] et @[9-&1 dans m(ﬂ) .

—
o—

Proposition 5e2 (frontidéres positive et négative)

L'application Bi définie ci~dessus est en fait un isomorphisme de

la coalgébre U)(ﬂ) déns la coalgébre (E Egid{} .

Laissons ici encore la vérification au lecteur et traitons deux
exemples.

Exemple 4 : Soit 3 calculer UI(Q) pour Q = San-iQ_‘.

Dans la somme directe d: &® &'R)G:Eﬂﬂ] @ Q'S)£ETJ bl'élément
R'S « €[]

admet pour composantes

i ; @-R)(-S-Rs) ; =-(1~5)

. ‘ s i v - ~ +
Par suite, au point Q , considéré comme é&lément de la coalgébre d:[g ﬂ] s

: . . |
1'isomorphisme inverse B ~assocle un &lément DQ de H)(ﬂ) défini par
3 v
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Dy = E:(Q)‘ = | =(1-R)S =R(1-R)S
= | =3, - RS,

D'oili, compte tenu de (2a4) et des lois de bigébre :

(Do) = -S,®l -185, ~ROR) (&1 +18S) + | B
= =58 -IB®S, - RS, ®8R ~R® RS, +!6®]I

Il

-5®1 +RS®l -1 ®S +1®RS -RS®R -R®RS
+R'SE@R +R ORS + |®
Soit finalement, apréé application de 1'isomorphisme direct
( G;(Q) = Qt_®Q3 +Q, 88 "Q‘;@Qf-
(5e4) { + Q+® Q—;_‘.+Q1_®Q+ "Q-"@Q; _Q(®Qz_
-l - - - -
L avec Q,:R Q+ /Q,_-?‘S'R!Q.f J Qg =SlRlQ+

L'interprétation géométrique est fournie par les figures 5el2, 5el3, 5el4 ci-

dessous.

Le chemin {] de la figure 5el5 est symétriquement contractable et

-

il passe successivement 3 proximité des points suivants de la frontiére positive :

Qlt) = Q, ) Qtz) = Q+ y) Q(g) =Qz Y, Q@,.) = Qg

On peut alors appliquer la formule (5cl)

UI(Q) = z Qa) ® Q{M:-z) - % Qa} ® Q(m-c)

4

et vérifier que 1'on retrouve bien la valeur de U::(CQ) déja obtenue par

le calcul analytique.
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R P S
Exemple 5 : Soit 3 calculer U';(Q) pour Q _-;,S R S R |Q+

‘Dans la somme directe lI‘. @Q"K) d:[ﬂ"j @Q"S)C_ [:IT'J 1'&1ément
RS“RS e C[M]

admet pour compossantes :

1 ; WR)(-S -5‘&5) 5 (-5) l-RS - SRS)
Par suite, éu point Q , considéré comme &lément de la coalgébre (D [9+R] ’
s . . -l ey L er s
1'isomorphisme inverse 8 assocle un é&lément D de B)(ﬂ) défini

4 R

par :
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Dg = ¢ (Q) = | —(-R)(S+S"RS)
= 1 - (~R) (S +5® - S*((-R)S)

D'ol, compte tenu de (2a4) et des lois de bigébre :

Q"('DQ)-: |81 -S,81 ~1®5, -5, @1 ~3,85, -5 &S5, -18,
+5,.5,81 +5, 85, + 5,5, 8S, + 5,85S, +§ 65, +1 ® S.§,
= |®! +RS® +1®RS ~S® —I®S - S*RS®| —1 ®S*RS
4+ S'®@S +S®5S*+ RS"RS®! +] ®RS*RS - S*@RS
-RS®S* -RS*@S ~S®RS* + RS*® RS +RS®RsS™

~-SRS®S - S®LRS + 3RS ®RS + RS ® SRS
+RSRIB®S + S®RSRS ~RSRS ®RS -RS®RSRS

Soit finalement, apré&s application de 1'isomorphisme direct

fV;CQ) = QB0 +Q,80 +Q, 08, +2Q 68
IR @R, ~2Q, 88 +6,®8, +Q, B,
(5e5) 4 | + @, ®Q +Q,'®@z -Q,00, -§,0Q,

~-Q 08, -& eQ,

Levee Q=S"RQ, , § = SR'Q, , & =S"R™SR"G,

L'interprétation géométrique est fournie par les-figures 5el5, 5el6, 5el7

ci=-dessous.

Le chemin é] de la figure 5el8 est symétriquement contractable.




- 169 -




- 170 -

Malgré son tracé "compliqué", c'est le plus simple possible (*). Il passe suc-—

cessivement a4 proximité des points suivants de la frontiére positive

Q(l)= Q{- / Qh-) = Ql y) Q(S) = Q+ ) Q(lr) = Qz / @(S) = Q+ )
Q(s) = Q( / Qn) =0, Q(&) = @, / ch) = Q

On peut alors appliquer la formule (5cl) et vérifier que 1'on retrouve la méme

valeur V_;_(Q) que par le calcul analytique.

Section 5f : Résumé du chapitre 5.

Le comportement asymptotique en un point—frontiére CQ d'un produit
?*“’ de fonctions résurgentes ne dépend que du comportement asymptotique des
deux facteurs en un nombre fini de points—frontiére (D; . Ces points sont dits
antérieurs éi(Q . L'antériorité est une relation d'ordre définie sur chacune

des trois frontiéres (neutre, positive, négative).

On &lucide successivement 1'aspect géométrique de ce phénoméne, grace

3 la notion de contractibilité symétrique des chemins d'intégration, puis

1'aspect analytique, grice aux formules de Leibniz.

Pour finir, on traite cinq exemples particuliers, d'abord par le

calcul, ensuite par la géométrie, puis on vérifie la coincidence des résultats.

@() Voir la Note 3 1'exemple 2.
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Chapitre 6 : Représentation des pseudovariables et calcul différentiel &tranger.

Section 6a : Introduction. Notion de représentation? ~stable etd—stable.

Soitm 1'une des algébres de résurgence introduitesplus haut (par
exemple m(ﬂ) ou ma\/ﬂ)) . Soit A la bigébre des dérivations étrangéres
/

deﬂ et soit 1'algébre des pseudovariables dem .

On appelle représentation des pseudovariables dans m la donnée d'une
. ®
famille w = {wp} d'éléments dem qui vérifient la méme table

de multiplication que les pseudovariables fondamentales Z , 4 savolr :
»w-‘?' n* E w7 o3
(6al) )(-w = ( 7)7 /7 multiindices)
1t
b, <y
Par linéarité, 1'application w: ZV —> wp induit alors une

/
représentation dansﬂ , non pas de 1algdbre A toute entiére, mais de la

sous—algébre formée par les combinaisons linaires finies des 27 .

Les représentations des pseudovariables interviennerit dans la plupart

des problémes de calcul différentiel &tranger, c'est-d-dire dans 1'étude des

équations faisant intervenir les dérivations &trangéres et ayant pour inconnues
des fonctions résurgentes. On trouvera des exemples de telles équations a la

section be et aux chapitres 9 et 14.

Les représentations les plus utiles sont celles qui présentent avec les
opérateurs A, ou 3 (dérivations étrangdres ou naturelle) des relations de

commutation simple.

Plus précisément, une représentationw est dite A—stable si elle

commute avec les dérivations étrangéres :

wA = Aw pour tout A ‘é: A



- 172 -

On voit aussit‘ét'quew' ast A-stable si et seulement si :

w%,”y% si tz .-=r.

(6a2) A7 wv).n..., n -
° 0 si ;f;q‘

L'action de la dérivation naturelle 0 sur les pseudovariables étant donnée
par 329 = ""60 2‘? ; on ne peut pas imposer la relationwar- 310' s
car celle-ci squivaudrait i la relation (@+ inll )W:—.— O , clest-a-dire
(-' : 4 ﬂlﬂl) wp(f) =0  pour tout point P de K . W serait donc
nulle pour J|N|| # O  (respectivement réduite 3 un Dirac pour Hé”:e)

et la réprésentationw dégénérerait en une représentation scalaire.

On se contentera donc de postuler une forme affaiblie de commutation

et on dira qu'une représentation w est a-stable si et seulement si :

(6a3) -(3+Q+...+ pu) w1 ‘W"Z"""%—n* l}e%

2ni

pour une certaine famille {wzg , paramétrée par un indice simple, de

fonctions résurgentes.

Une représentation non—triviale ne peut &tre simultanément A -stable
evta-stable. Nous verrons méme qu'il existe une remarquable dualité entre ces

deux types de représentations.

» e
Section 6b : Représentations des pseudovariables de M(ﬂ) La dualité uev

d:oo (resp. ) désigne comme d'habitude la surface de Riemann
de log z (resp %'/!'-) Le point de ramification de chacune de ces surfaces est
noté Q, . ﬂ désigne un sous—groupe discret de C et »0 (resp. jz,L )
1'ensemble des points de @,o (resp. d:,..) qui sont situ@s au dessus de ﬂ*. On

.

note '? la projection sur .g]-* du point courant 7 de _YZ.» ou .gz)‘. . Enfin,

comme précédemment, on pose :
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//-\ ‘‘‘‘‘‘‘‘‘ / - T e v e

R=C- ~ ¢, -0

Commencouns par construire une représentation 9-stab1e des pseudova-

( AY
riables de 1'algébre de résurgehce ﬂ(-m_j) .

Proposition 6bl (représentation 2 -stable)

. (¢ Q . .
Soit {ge (? E cb)} une famille de fonctions holomorphes sur
— t

@o@ et possédant les propriétés suivantes

/A
ge est bornée au voisinage de Q

/R
ge\(qt.): l
‘ ’?&' . ’
'JC (')i)::o ii.z:tyd mais ) #']J.

-]

(6b1)

7
z 'J‘e converge uniformément sur tout compact
AL
(A

Alors les relations
¢ | | |
1} S = unité de 1'algébre m(ﬂ)
wnJ W - 1 et

2ai (-4,

(A — AT
21l (%-y&... —70.) . Y

définissent par récurrence sur ¥ une famille o U/9 multiindice

d'éléments de 1'algdbre M(ﬂ) . De plus, 1'application Z? —_ 1)'7

est une représentation 3 ~stable de pseudovariables.

]

Démonstration : Etant des fonctions holomorphes sur @w intégrables en Qu s
AL e AR o DY oea
les induisent des éléments de ( , encore notés . Grace aux

hypothéses (6bl) on vérifie par récurrence que, pour tout multiindice '7/ v ?

e . _ \ .
est définie holomorphes sur la surface 6(, , qu'elle est bornée en @a et qu'aux



- 174 -

autres points de ramification Q de la surface 02, , elle est un 0'(&'}-2')
.
. » .
(avec, en plus, un pdle simple si Q = Hl?” = 2 + o 61) . Doncvy appar=
tient 3 ﬂ(-m-) . D'autre part, il résulte immédiatement de (6b2) que les

vy vérifient (6a3). D'ol leur a—stabilité.

Pour montrer que les V vérifient aussi la table de multiplication

(6al), on part de la relation él&mentaire :

o | fa)*@&) - (8+24 )t (A2

valable pour toute paire .fA » B d'éléments de tﬂ. 0{1» ar
P P (z-—o, /) %-& b > P

suite, de m(ﬂl) . (A'G-’ sont des scalaires)'Al 8 des fonctions).

. -1
En notant & 1'opérateur de multiplication par @-a} et A

1'opérateur de convolution parA , la relation (6b3) s'écrit :

(6b4) LEA)*(@.-B) = a+6 BrA +3E ADCB

En ité&rant convenablement (6b4) on peut montrer d'une part :

—- - At /[ T(2) . T
(6b5)Q\‘A)¥' (%ﬂ) == Z a"=u)+“' 6‘1::&)‘& Q.m)-l- 0..‘“’ A a’tcx)A
et d'autre part :
A 2% 1 R A+ A+t
1rowmre R re L oA -
}Q"*"‘ o, AT AT R) s i, AT A )=
(656) < 7:I/ “T(n) T(z) __ A'C(t)
) a-“,’-l' e s A'Z'(A)_A__ e aﬂ&_,,’*"ﬂ-ﬂn_q LR az(l)
{ .
]

/
ol Z est 8tendu 3 toutes les substitutions T de R éléments et z

aux seules T qui préservent 1l'ordre interne des 4 premiers et des R-2
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derniers E€léments, c'est-da-dire aux T telles que :
-1 . . . .
T (i_) {T /J) chaque fois que O« (j £ b ou A4 <j L

. . Al %
Si maintenant on pose A = y et , on s'apercoit que
¢4 Zm
la relation (6b6) s'écrit :

VAP | S |
(6b7) »* = avec 17 :-(‘Z,.../ Vn)
1.2,
WM<y
ce qui montre que z‘? _ 1’7 est bien une représentation des pseudo-

variables (cqfd).

Cette représentation n'est .pas A~Stab1e, mais nous allons voir que
les dérivations &trangéres agissent quand méme d'une maniére assez simple sur

les v » ce qui nous permettra plus tard d'en tirer une représentation

‘A-stable.

Proposition 6b2 :

%1"'}%\.

h
{) Il existe une famille unique {V = ) de scalaires tels
[ : o .

que pout tout indice simple 7 et tout multiindice 7 on ait :
[4

| n*
o AW - S\
D
’ Y=y
ol la somme est étendue 3 toutes les factorisations 7':(7/“,/7.)

vz S(VZJ )ee '/V ) du multiindice 7 - (17 ) ‘) I?/L) , v compris les facto—-
’ + n 1
risations extrémales 17:-_.-' ¢17 et i? = '7 ¢ .

B) Les scalaires \/;7

()
= “ v.” , ils peuvent se calculer parﬂ les formules

sont guls lors‘que i#”%{:lz-{- z et, dans le
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AR o (AT T I .
L Vp’ — Z Za (U " ge ) (Qé) (somme finie)

ol les scalaires 25 et les points—frontiére Qa sont définis a partir du

VA h
(6b9) <V7 =1 g_\/,)zo sioh #p

développement canonique de la dérivation étrangdre AV :
(6610) AZ = ({-R) %: Zg ré_ (f; € ﬂ‘, QS = q Q)

Démonstration : Notons d'abord que la derniére des relations (6b9) a un sens.

. . J
En effet, puisque I7 = 7 —(l? oot A ‘) :'!: 0 , aucun des points Q n'est.
n > : nt

1}"70)""-‘711-1 v

au dessus de @-{-.. .+'Z!." . Donc la fonction n'a pas de pdle
simple en Qc\ et elle y admet au plus une singularité en O'(lc%g) avec

\; = ﬁ-—.Q . La convolution avec "eyn transforme ceci en un OCZ&%;)
et par suite gl”"yuu-/?lw *W%) (P) tend versb une limite finie quand
P—Q .

Cela é&tant, la r;lation (6b8) est vraie pour R =1 , car elle se
réduit alors a A’Zv ! — 8 si i?a::z (resp.. 0 si z :#9‘ ) .Suppo-
sons (6b8) vraie pour 1,2,...,r-1 et appliquons 1'op&rateur % ila
fonction IU’?.I“'}%, définie par (6b2). Puisque A ) et 1l'opérateur de mul-
tiplication par z ont pour commutateur [A.z ,%} = éb AZ , 11 vient

.en dérivant (6b2) :

) 5ee W Val"'/ ) /YR 7&
A.QU? --.-:.\/7° S -\— 1 . AV(U *ge)

lni (= + 60 -l.ql . ""7:».)

7;1"'/'7&

oli le scalaire VO est exactement celui des formules (6b9). Puisque
(]

I . /8 .
A7 est une dérivation et que, par comstruction, A} % =0 , cela donne :
° (]
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IR/ Noo-eJn /ITIDY/ T
AN S T R S () )*lk)
() (3 meifi_z,“"%g o

D'oli, par 1'hypothése de récurrence :

-1

/IR AR ¥ 9ﬂf74q "
Zﬁ&%fl,' ::.\/g% SD 4+ 1 jj;- \/ &1)-3 7%9£k17

Qm(‘ﬂ-v] -9 . .-V),J =t °

n-

SV

4= % v rl’c(%-{-r');é!...-fzz)

V%r' ‘/‘70‘ . . .
Or les scalaires e sont différents d 0 i - - .
.70 . . n n ‘ en.s ue que si % ?"l' ?d
Mais dans ce cas 2 4% —=h,..~ =7 - e = . On peut donc écrire

7 2 7k 2”1 gl

dans tous les cas, en utilisant 3 nouveau (6b8) :

R-1
FRES /Y o ) SPTRRVE/Y
A, U o g +Z\/ X ) K
Mais s v¢° unité de IA( @.) . Finalement, il vient :

21"‘/ n 7
B UM ZTVEUT ()

ppt=y 7

ce qui achéve la démonstration par récurrence sur r . Avant de construite une
représentathxlls-stable, il nous faut &tablir une propriété d'alternance des

coefficients \/g‘

°

Proposition 6b3 :

. e . . l T : ..
Pour tout indice simple V et pour toute paire ? Y 9 de multiin-
o

dices non vides, on a :

(6b11) Z \/p = 0

')1'7 {9 °
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Démonstration : Partons de la relation

Z vy = U7 * U7
AR

et appliquons la dérivation A? a chaque membre. 11 vient, d'aprés la

proposition 6b2 :

> 7 U > U7 T
Vz')(‘?’*d =¥ ?f?f ]

Le coefficient du Dirac s dans le premier membre provient des seuls termes

/2

1
qui correspondent a la factorlsatlon (o ::l? Y, 0\1 = ¢ de v . 11 wvaut
donc exactement Z v . Au contraire, le second membre ne contient
l< o
_ D0ty Vi Vi ,
pas de Dirac, d cause des facteurs et , qui n'en contiennent pas.

D'od (6bll).

Nous pouvons maintenant, 3 partir de la représentation 2 -stable
2 —_ U » construire une repr@sentation A—stable Z — u . Ce

sera 1l'objet des quatre propositions suivantes.

Proposition 6b4 (RepréseﬁtationA-stable).

Si pour tout multiindice !7 .on pose

Vi Z Do W 9’ 70

@ VU7 = 11 | v'7| \/Z
{lv'---v%v
71/"'/74

~

oli la somme est &tendue i tous les indices simples 7 et & toutes les factori-

sations possibles de I? en -produit de multiindices Od , alors les relations

(6b12) définissent par récurrence sur l'entier R = R(b?) une famille

{uvj de fonctions résurgentes de ﬂ _Q.) et 1'application
2_9 __>1! est une représentation A -stable des pseudovariables de A(ﬂ)
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Proposition 6b5.

Ces mémes fonctions u peuvent &tre définies explicitement & partir

des v au moyen des relations suivantes :

e n' Vi
(6b13) 'm’) o Z v’? % Uz oo UZ

{’u' 7/'75
U?u“‘/')n.

oli les coefficients sont définis par récurrence d partir des

(]

.. Dyer-oOn .
coefficients \/ n ' au moyen de l'un ou l'autre des systémes @quivalents
[ 4

ci-dessous :

1
(6b14) Z U %\/ v9 =10

Y =y
\91,...,7‘

np) =1
n(y) 1

e

S

He

s

1 si R(’) = 1{

Dsee-s¥s 7' 96
(6b15) Z \/ U’ e U74 =3
{ v = - ' O si n_LV)) >/2
H ‘.'v)A
On note la parfaite dualité des formules (6b12) et (6b1l3) ainsi que

celle des formules (6bl4) et (6b15).

Proposition 6b6 :

/

Les coefficients Uy‘ , duaux des coefficients \/p , possédent les
' 0

mémes propriétés d'alternance que ceux-ci, 3 savoir :

Y
(6.16) Z_. U QJVZ% 91 7+ ¢)

RS !
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Proposition 6b7 :

o 27> W '
La représentation Z -3 n'est pas 9 -stable. Plus précisément,

1l'action de la dérivation naturelle 2 sur les u est donnée par la formule

suivante, duale de la formule (6b8)

o Qg = - LT W (U] W

{M =1

N ! 1 ca 1s Ny .
ot 9,? i sont des multiindices et \9 un indice simple.

Démonstration des quatre propositions précédentes :

Explicitons (6b12) en tenant compte des propriétés des coefficients Vy .
. -]

I1 vient, pour Q(p) < 3

0) ’U.¢= .19.4).—. S

(r =
(r = i) 1)’9: :u%
1 ey
(r = 2) /v")n% w ']-)-Z“ l\/ d
e - 3‘) vb‘/%M:}: u93191:'93+zunu'93 AN Z‘unlmgv%ﬂ, Ew “,V Der¥es by

ol l'on doit sommer par rapport aux seuls indices muets V ete...
G 7 Lk
d J
(indices simples) en se limitant aux valeurs pour lesquelles :
» ¢ 0 .
+h , = +
?‘d '),. / 7,_‘& ; - ’7
D'une facon generale, on voit que 1"7 u’ s'exprime en fonction de

séries infinies de fonctions V et u avec IL(?‘) et A(l?z) < n_[v)
Par suite, si ces séries convergent, (6bl2) définit par récurrence sur l'entier
R(p) , une famille 1!7 de fonctions ré@surgentes. Or ces sd@ries, ainsi plus

généralement que toutes celles qui interviennent dans les quatre propositions
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précédentes, convergent effectivement. Cela tient 3 ce que, dans ces sommations,
chaque indice muet responsable d'une contribution non nulle varie en gardant
une projection constante sur _SZ* . Or, en se reportant aux définitions des U?

et des vy on voit que chacune des séries en question est de la forme
0

" n
(6b18) Z » ,}C Y qe A(

L g
J
b' -%/0c.,v.‘=%
ol le crochet {,, . }  est une fonction linéaire par rapport a chaque R‘

Compte tenu de la convergence uniforme des séries Z mp (9 = cste) ,

postulée en (6bl), chaque s&rie (6al8) converge.

Nous avons donc une famille {‘mbg [ oot ﬂ(ﬂ) et nous voulons mainte—

nant montrer sa A—stabilité, c'est-d-dire :

. Mot
(6b19) A? W" & = u st Vo - V).
0 si l?b #' l?"

Rappelons la formule (6b18) donnant l'action des A? sur les v

8V -2V

Vu la forme de la récurrence définissant les u i partir des v » la vérité

de (6b19) équivaut 3 la compatibilité de (6bl9) avec ‘(6b8). Pour établir _cette'

compatibilité, appliquons Ap aux deux membres de (6bl2) en postulant (6b19).
o .

Il vient :
| 'y 9
BV STV (Y] v
o 'y ey
{v\-""}h
Soit, toujours d'aprés (6bl2) :

A

’ Nyt=y
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ce qui n'est autre que (6b8). D'ol la compatibilité de (6b19) avec (6b8), ce

qui établit 1aA—'stabilité de 11 .

I1 faut maintenant montrer que l'application Z - m est une

représentation, autrement dit que :

kS
y' / E: 'LQ?
(6b20) v. ¥ 'lQ - & = 0
VY, <7
car il n'est pas €vident que cette prolzriét"éi, possédée par les 1,’ , 8'est
t
Vi .
transmise aux 127 . Désignons par u. 70 ) le premier membre de (6b20).
u(")'/ ‘7")
i, Y Y
u ! nul pour rL(I/)‘) ‘[‘/l(lql) L -l . Soit alors ?3 et '7‘1. avec
3
Q(_Vg) + ﬂ.(ﬁ)‘{) =R . On vérifie aisément que A,? m(” 1 ) est une
. (l t ]
combinaison lin&aire de u & ) avec R.(I?‘) + /L(_IQL) = - . D'ol

est manifestement nul pour 72.(?‘) +Il(t71') =0 1, 7 . Supposons

d'aprés 1'hypothése de récurrence
11073")#)
(6b21) A,?u = 0 ( Vtyo)

3,9
| . ) -
Mais, par comnstruction, chaque , donc aussi , est combinaison
linéaire a coefficients constants de fonctions ”’ et vérifie qu'une telle
combinaison linéaire ne peut satisfaire (6b21) que si elle est identiquement
. 3 =
u[‘? /'9 )

- A
nulle. Donc =~ 0 . Ceci achéve la récurrence, montre quez - 9

est une représentation, et compléte la démonstration de la proposition 6b4.

La formule (6b13), duale de (6b12), ainsi que les formules (6bl4) et
(6b15), se déduisent chacune de (6bl2) par de simples arguments combinatoires.
Quant évl'importante relation (6bl6), duale de (6bll), elle peut aussi se
déduire de cette derniére par un argument combinatoire, mais on arrive plus

vite au résultat en appliquant la dérivation A7 aux deux membres de la
[
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relation (6b20), puis en prenant leur valeur en Q° d 1'aide de la formule
(6b13). Enfin, la formule (6bl7) dé&coule directement de '(6b13) compte tenu

de la a-stabilité' de la représentation Zv - vv

Ceci achéve la démonstration des propositions 6b5, 6b6, 6b7 et conclut
% '
la construction, i partir d'une famille IJQ 4 un paramétre, d'une représenta-

tions a—stable ”' et d'une représentation A—stable 12 des pseudovariables

de 1'algébre m (-n-)

Section 6¢c : Représentations des pseuciovariables de ﬂ (r\,/ ﬁ) .

On peut reprendre toutes les constructions de la section  précédente
C.,Q ¢, o e
en remplagant P , oo par r/ r et en choisissant des
variants par R (rotation de + A autour de Qo ). On obtient ainsi,
3 partir de chaque famille ggc (q. eXZ ) vérifiant les trois premi&res

J

clauses (6bl), une représentation z—stable 29 -—-}”7 et une représentation
A—stable 27__)10 des pseudovariables de m (Il/ ﬂ) . Tous les resultats
précédents aemeurent, avec toutefois une simplification considérable, tenani; ‘
au fait qu'on n'a plus affaire qu'd des sommes finies dans les formules (6bl2),
(6b13), (6bl4), (6b15) puisque les indices muets n'y prennént plus que p

valeurs chacun.

i
Choix de la famille { 'x dans le cas rl £ oP
v J

":
On a souvent inté&rét & considérer des 'Je qui se déduisent toutes

les unes des autres par des similitudes de centre Qo . La donnée d'une telle
e . . . ..

famille {'}e K équivaut a celle d'une unique fonctlonge , définie holomorphe

sur C)\ et telle que

(1) '3( soit bornée au voisinage de Qo

(ii) M( E):'l si P, désigne le relevé principal sur d:'\ du point 1 de (ﬁ
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(iii) 'Je(P)-_—O si P =1 etsi PP,

avec, dans le cas r. = o0& , une quatriéme conditiom :
+ o2 m
(1iii) z R ‘x converge uniformément sur tout compact.
Nz -0
/STIRVUN Yer-+2sVn
Un tel choix 3 1'avantage de rendre les coefficients v ] et n
) °

homogénes de degré O : ils ne changent pas lorsqu'on applique une méme simili-

.

tude 3 tous les Vd <O§d gn_)

Pour *L ?, 2 , il ne semble pas qu'il existe un choix vraiment privi-
1égié de la fonction m + Un choix assez simple revient 3 fixer un entier

'my/l et & poser :

m{ _‘n _-h .
[ pour r<¢>¢9 B QC(P) :MP(P) = i__ T -2 od 2 = P

r} %'/zp._ {'/z,\

ﬁ \ vV
L pour rl =ob 4 gf(P> = l]‘eoo(P) = Zm( %h - )

z

Alors Qw.\ m = mvb et on vérifie aussi que :

p=30o I
+oo

~(6cl) Z. Rmr 'afw = %\ ™

M=o

D'ol par R-(V)) -linéarité, des relations analogues entre les fonctions vb

" e V) e U]
et correspondantes, ainsi qu'entre les scalaires 7 - et 9
. - [ ) (-]

Remarque : Le choix le plus naturel du paramétre serait m = Q . C'est effective-

ment le bon choix quand p = 1, car il donne M‘El et nous aurons 1'occasion

(*) cette relation ne serait plus vraie si on remplacgait rxr par LM") pour un

€  entier ou demi—entier (mais # 1) et ceci justifie le choix de 1'exposant

2 dans la définition de 'Jer_ .
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d'8tudier les propriétés remarquables des représentations u et 1}' correspondantes.
En revanche, quand,..b 2. \< }\. & o2 , on obtiendrait poﬁr m=0 un Wr_ qui

ne vérifie plus la condition (i) et dont on montre qu'il conduirait & des repré-

L
sentations des pseudovariables 27 non pas dans m(r_/ .SQ) mais dans IH(/\/JZ) .

Section 64 : Le cas p = 1 et les moules auxiliaires canoniques.

Nous allons consacrer une section spéciale au cas p =1 , car c'est le
plus important pour les applications et 11 présente par rapport au cas général

trois particularités :

(i) il existe une représentation a—stable.et une représentation A-stable
‘ o tonctions U, A0
canoniques, caractérises par la nullité & 1l'infini des fonctions y, u

W
*
et correspondant au choix ud = .‘! pour tout wa € ﬂ .

W W
(ii) on peut omettre 1'indice inférieur dans les scalaires Uw. et Vw
(-]
] L] .
et on obtient ainsi deux moules, U et v , qui sont 1liés <entre eux et avec
) [ ] v.
u / ) par des relations s'exprimant trés commodément en termes d'opé-

rations sur les moules.

(iii) les représentations canoniques m et u sont susceptibles d'une inter-—

prétation intéressante dans les mod@les sectoriels et conduisent 3 divers moules

auxiliaires importants.

Commengons par le point (i). Quand p =1, ﬂr_ s'identifie &

N* w w .
_ﬂ = ﬂ -—-{O} et les scalaires U“’o Vw. s'annulent sauf pour
[

7
W, :-_U(u‘l :wl+ . ,(.U,L . L'indice inférieur devient donc superflu et on peut
poser

w w

W w
(6d1) U = U"wu / v = v}[wl[

/3] w
Les scalaires U y \/ sont donc définis pour tout multiindice & sans
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composante nulle et de somme ”wu non nulle. Il est utile de compléter cette

définition en posant :

w W
(6d1 bis) U = V =0 quand ”w“ = 0

[ ] [}
A cOté des moules u et ’U a valeurs dans m(l/ﬂ) nous avons maintenant

[} [ *

les moules U et \/ d valeurs scalaires. Ce sont tous des moules sur ﬂ
. * . .

et la proposition 4a15 montre que la composition 4 droite par U ou v a

un sens, du fait, précisément, de (6dl bis).

Cela &tant, on vérifie que les relations duales (6b12) & (6b13) et
(6b14) &> (6b15) du cas géndral se simpolifient ici et s'écrivent sous la forme

compacte ci~dessous :

(642) 17 = 1.Q°V (6d4) U-. °\/‘ = I.

(6d3) u, = v'.OU. (6d5) \/. °U. = I.

Quant aux relations (6bll) &> (6b16) elles deviennent :

(6d6) Z V“’ = Z U‘*»’ =0

S} 1
w,wlw AAYLY,
pour toute paire w'/ w" de multiindices non vides. On voit donc que les moules

. . : . = .
U et V sont deux &léments mutuellement inverses du groupe alterné des

moules sur I’f . (Voir Section 4b).

@
A partir de (6d4) ou de (6d5) on calcule aisément les scalaires U

w
en fonction des v . Par exemple, pour h.(lu) SL!'
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w

Vo . U*.

bn/ Wq W, ,wq
) U = - V o

/' =

—
——

Uw”w-\,ws _ Vld.,w-.,w, . V lul-fw-.,,L-JS \/wqu_ + Vb‘ /w.‘-!-w; V 4)1_/(03

U(.,‘ FINTRRg oy, 0q Wy Wy Vw‘-fw,,w,',ah,vw‘,wt V(u, sty Gy v""h“’:
+

=
- +

V“':,w\,cu,—ewgf Vlu,,w,, L va'l't'wt'iw‘,w;; vw;/w\,uh

w, ,w;" Wity w’& /w J)w'p bt w't'“‘"’g /w‘f
Y V

ot vy Vb‘lw‘ v!uﬁw, Wyt V",Mva},,o?

V

V‘%U’ﬂ“u"’v V"v“ﬁ“'z v“’v“z v"tl‘”m*f":*‘"vv‘”z*“’t/“r by, Wy v"’l I"'z*“’s*“'rv“'v‘i“"r V“’:"“

—

i —

b W
L'expression des V en fonction des U est bien siir identique. Pareillement,
W .
.(6d3) donne le moyen d'expliciter les fonctions u comme combinaisons lingaires

L
des fonctionsv (lesquelles sont définies directement en (6d7) ci-aprés). Ainsi

pour nfw) &3

) A

1’1"( 1)-‘”1 '

u“'u‘t"; vr‘"u“"f-_l- @itws U“'uwt

u“'llw"-/“’; v,“’u“\:wi ;v-“’ﬁwx,w: U“’u“’:-l. v“’u“’ﬁ“’: U“’\:“s-l.v»(‘ﬂ*b’m*“’z U""/“’"l“’!

0‘
Examinons maintenant le point (i). Si on choisit ge JE"L les relations
(6b9) se simplifient et on voit que, pour P voisin de Qo et T = P , les
o |
fonctions - sont définies par :

Wy G *

"u"'/ ‘ ® t |
(6d7)v (P) = ' l d2p., dz, d=,

.8

A\ ‘
QT[L) QZ-U‘..."G)") oz;‘:ol-\-—wn‘. o%’l—wl—wl o ?l"'w‘
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ce qui détermine leur prolongement 3 la surface (R- toute entiére. On voit

0 Ot tos)

donc que pour R(w) =Aan 0O (P) est un [%' quand
w .

2 ~200 . D'ol la nullité 3 1'infini desv et par suite des , qui sont

leurs combinaisons linéaires i coefficients constants.

w
Inversement, si Z -——) w est une représentation A—stable nulle
. A w“" . . .
a2 1'infini, on a - = 0 pour toute paire Lu d'indices simples.

Par suite la fonction w est une pseudo—-constante (i.e. elle est annulée’

par toute dérivation &trangdre). Elle relé&ve donc sur 6{; une fonction entiére
sur (£ et, étant nulle 3 1'infini, elle est identiquement nulle. Comme d'au-

trepart :

"‘[wh. u-(d,./.. . ‘UQ
si b, =w

on peut répéter ce raisonnement et voir, par récurrence sur r , que w.“"‘ =0

Ceci montre l'unicité de la représentation A-—.stable nulle 3 1'infini.

Notons que les relations de_A—stabilité et de a—stabilité s'écrivent

.

ici :

by on)Wp UL,'.‘.,w,,_
(6d8) Ab,m = m si Wy=l), (resp. = 0 si b, &, )

.. W b,y
(6d9)’,L‘9 +w(+.--w,l) 'U' (o M*i @

nd

tandis que les relations duales s'écrivent :

(*) le 1 qui figure ici dans le produit de convolution désigne &videmment la

fonction constante (et pas du tout 1'unité 8 de 1'algébre de résurgence).
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VYL | o VAl | ol

olu=w
“(d‘q =y
1 L)
W o (]
(6d11)@+llwu\u = _ 1 2 'LQ U *x1
: e &I'w‘l:w
Dans toute la suite, chaque fois qu'il sera question de 1'algébre m (1/.52) s
les notations u et v’ seront réservées aux représentations A—-stable et
a—stable canoniques que nous venons de construire. Plus encore que la nullité

W w
a 1'infini des u et v , ce sont les propriétés différentielles des coeffi-

w W
cients U et v correspondants qui distinguent ces deux représentations

parmi toutes les autres. Mais comme pour l'instant les indices ne peuvent varier

que d'une facgon discontinue (ﬂ est discret) nous devons différer au prochain

chapitre 1'étude différentielle.

Groupe des représentations des pseudovariables.

W W
La donnée d'une représentation M ' 2 -_—3 M des pseudo-

*
variables de m(l/ﬂ) équivaut 3 la donnée d'un moule symétrique M a valeurs
Py [ 3
dans 1'algébre de résurgence. Par suite, le produit qu X ‘M"L sur les moules

symétriques induit un produit M, X Ml sur les représentations et on peut

parler du groupe des représentations des pseudovariables.

Les représentations A—stables WVérifient :

("u"'/wllv b, (ql-/'“lwﬂ- W, '
(6d12) A w = S w avec Sw =1 si &»‘o:&)l et ‘0 sinor) .
"o ("’o ]

Elles ne forment donc pas un groupe pour la multiplication. En revanche, les
-1 -1
quotients u’: X wz__ et les quotients w Xw.: @our w'/ w,;

A —stables) forment deux sous—groupes (distincts 1'un de 1'autre) du
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groupe des représentations.

-\
Les M de la forme w: X u):_ sont caractérisés par :

b)..., Wy
(6d13) Awo M, =0 & w°>
-1
Les M de la forme w: X w; sont caractérisés par

A m’l"'/w/( Sbl (IJ" q..[l‘" w"""w,t"g "’IL &)‘
(6d14) ‘)M = o M - w (avec 8% comme ci—dessus)
o °

(]

Tous ces faits se vérifient é€lémentairement par récurrence sur la
longueur du multiindice. Les représentations vérifiant (6d13) sont dites

pseudoconstantes. Leur construction est facile : il suffit de relever sur 02,

e . ey W . ‘o a‘: P
n'importe quelle famille de fonctions entiéres sur vérifiant

la table de multiplication (6al). D'aprés ce qui précéde, on peut &noncer :

Proposition 6d1 (ReprésentationA-—stable génédrale )

w w v
Toute représentation A—stable Z - w des pseudovariables se

factorise sous la forme

(6d15) w = 'u- & M

ol u est le représentation A—stable canonique et M une représentation

pseudoconstante.

Quant aux représentations vérifiant (6dl4), elles interviennent dans

la recherche des pseudotranslations, c'est—d-dire des endomorphismes des algé-

bres de résurgence qui commutent avec les dérivations &trangéres (Voir Section

6e, Probléme 6).

_Abordons maintenant le point (iii) du début de cette section.
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Les représentations canoniques U et U dans le modéle formel et dams les

modéles sectoriels.

Pour fixer les idées, supposons dans toute la suite _ﬂ_ - 21’1(.' Z

1 . »* . . .
et .ﬂ_ = 2110. [N . Alors Q+ se projette sur le point 3 1'infini
du demi-plan + Ke * >0 . Dans le modéle formel (cf. section 3e) les

(73] w
fonctions u et v sont remplacées par leurs transformées de Laplace formelles,
W U—U -
,w, et , qui sont ici des séries entiéres en ¢ . Dans les modéles secto-
J (]
riels (cf. section 3d) m et v sont remplacées par leurs transformées
w w

de Laplace ImQ et 'U'Q relatives & un point-frontiére Q de la forme

Rm Q+ ou RM_Q“ . Mais puisque nous sommes dans m< 1 / ﬂ) , il suffit

d'envisager 'Q: Q+ et Q = Q_ . Nous poserons donc pour simplifier :

th = u’i ; %i = U;

7

_ w w
Par construction, les IM,.I. / U;. sont des germes sectoriels 3§ 1'infini,

définis holomorphes pour 2z grand sauf (a priori) dans la direction

/

pements asymptotiques lorsque 2z tend vers 1'infini dans le secteur

lAluai-z-] 4 % .

. : (¥ [793
Hr\a:l‘.?_- = O et admettant les séries formelles /lﬁ V pour dévelop-—

Les relations duales
0‘ [ . ’ . | o
(6d16) 'lQ = '0' ° U (6d17) U = u e \/

([ “ e V¥
qui relient les aux via les scalaires U et v » Se transposent

telles ‘quelles aux modé&les formel et sectoriels

(6d18) /u’ = U‘ ° U (6d19) U = ?ﬂ OV.
e Yo e . . .
(6d20) ui = Ui' D\/ (6d21) /U; = ui °© U
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wowuvU U '
Les moules ) ) 1, 3 ) +, comme moules 3 valeur dans les

algébres de résurgence, sont tous symétriques : cela tient simplement 3 ce qu'ils
correspondent & des représentations des pseudovariables dans les différents
modéles des algébres de résurgence. Mais dans le modéle additif, la table de
multiplication (6al) est vérifiée par rapport a4 la convolution, si bien que pour

un point donné. Fé 0{, , les moules scalaires m.(F) et 1"(P) ne sont

pas symétriques. Au contraire, dans les modé@les sectoriels, (6al) est vérifiée

-~

par rapport a4 la multiplication ordinaire (point par point) si bien que, pour
[ 4

z fixe, les moules scalaires U.i (‘2-) et /U; (?} sont cette fois-ci symétriques

Proposition 6d2 (Représentations canoniques dans le mod&le formel)

o) Dans le modéle formel on a /U- :.-1. et

w .‘./wh n_

(6d22) Uu (¢) ;—.Q_ Y 1 _4_ 1 1___“{_._1_.
W/ Qbws... wn E dtotw, T Hey T

wvee 0 =9 e A _1 s a2\

me 025t SRz, 3

@) Pas plus que dans le modéle additif, il n'existe dans le modéle formel

d'expression direction de la représentation A—stéble u . On calcule celle-ci

Y}
3 partir de IU— griace 3 la relation (6d16) ol U est le moule scalaire mesurant

[}
le défaut de A—stabilité de /U’ .

(6d22) s'8tablit par simple transposition de (6d7). La formule ne
représente aucune difficulté d'interprétation, car, pour chaque MNP0 , elle

N
ne fournit qu'un nombre fini de termes en @

Proposition 6d3. (Représentations canoniques dans les modéles sectoriels).

ol) Parmi 1'infinité des représentations A-stables ou a—stables dans les
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modéles sectoriels, les représentations canoniques ui et Ui sont caracté-

w 73}
risées par le fait que chaque wi C%) et chaque U+ (_'-1-)

(1) se prolonge holomorphiquement le long de tout chemin évitant le point . O .

(ii) se comporte en D ('{-'{> Qts_ b3 D) lorsque 2z tend vers O . Les

ui et les U+ sont donc des fonctions holomorphes sur Q‘p (surface de

Riemann de 1log z ).

B) Dans le modéle sectoriel relatif a Qi , on a /U;? (%) E i et

TR Aol Lo [ o) oy
(6d23) U;_ () =<_'__) e A o M T, o e 17
%

(A €, 2 3
?n. ' -
oi -+eoo (—-o‘j désigne le point 3 1'infini du demi-axe réel positif
(négatif).
6) Dans le mod&le sectoriel relatif a Qi , on a lu,_,.(.%) = i et,

pour :!.'P\&%}D 3

) w,(? -z) %(i‘f?) w (-2
(6d24>u (%) —( ) Z>(s., £ cl didy & & e )
Lnd u %'H) @L"%l) %

&7 D(f.,---, £ ra

~ ot chaque ia prend la valeur 4 ﬂ:_ -,

- ol W 0O désigne le point 4+ & o0 ou -{pP selon le signe de I/mw

¢ )

- ol chaque coefficient )\ .(.i‘l/ . ;Sn-() est €gal au quotient par r!

du nombre des permutations T des entiers {l, ey }'Z.E telles que

3 (Thn) TP pour j= 11, nel B

@#*) Par exemple , >3(+)' =)§(-) = ._:._ ) ht-H-) = }\(--—) >\(+..) = h(—-r) :_'3_.
>‘(+++)=)\(--- =—'—- >\(4—+-) =){-—++)=>V~-+) -T)‘G—- =§— >S(- +=) = A4~ ~+) =
On note que :Zg; )\(f I - l/ si bien que ’LQwr (*} apparailt comme

une moyenne d 1ntegra1es. )
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-~ ol le multichemin D g ... .%. ] indique qu'on intégre par rapport i chaque
L] /) SR-

variable %  le long d'une verticale, depuis le point z jusqu'au point “3’0

d

en contournant éventuellement le point %:

I

id = <4 et dans le sens négatif lorsque &= - '(*)

4 =

dans le sens positif lorsque

Démonstration :

On a déjia vu que, dans le modéle additif, les repré@sentations canoniques
a— R~
étaient caractérisées par le comportement en (7: &na -Z-) des
u (P) U (O lorsque P tend vers n'importe quel point Q d 1'infini
de OZ; (R.:h.(w) , = P) . Compte tenu des propriétés de la transformation
de Laplace, on s'assure que cela implique la prolongeablllte analytique de
ILQ_-f (% U-k (_%) le long de tout chemin évitant 1'origine ainsi que

. (73]
le comportement en O"( Q"‘ah i') ' -~ de /UZ.:LC%)

tend vers O selon n'importe quel rayon.

(73
) 7t (Q-) lorsque =z

Réciproquement, comme d'une part, d'aprés la proposition 6dl, toute
représentation A—stablew se factorise en le produit de la représentation
A—stable canonique u par une représentation pseudo—constanteM et comme
d'autre part, la seule représentation pseudoconstante M qui vérifie, dans le

mod&le sectoriel, les conditioms (i), (ii) est la représentation triviale, il

.@‘_) Autrement dit, %é passe & droite de %éﬂ lorsque CIw.w,)D/Iww,.)D Sd +)

ou G’M&)(D lmw 40,<d ) et Zd passe a gauche de o‘* lorsque

C[’Mtu >0, lw.w,_)D 2 ———> ou (I’MLU <0, IM(«).L(O ¢ ..+) Lorsque I'mwr

et -.['mt:.,'._N sont de signes contraires, la question ne se pose é&videmment

pas.
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est clair que (i), (ii) caractérisent /tQﬁt parmi toutes les représentations
I&—stables et il en résulte, du fait de (6d21), que (i), (ii) caractérisent
de méme lj+ parmi toutes les représentations‘9 -stables. Ceci é&tablit le

point ™K .

Quant 3 la formule (6d23), on la prouve en partant de la formule
(6d7) relative au modéle additif et en observant que si (fi = DZ;\) Y ,
' x

alors
' T

b (<) = L e T

- 2

Notons que les intégrales successives figurant dans (6d23) sont seulement

1t : 17 . ﬂ+
semi-convergentes'. Toutefois, lorsque tous les &6_ sont dans (resp.

SJL ) on peut intégrer de z & 4oP (resp. —LoP ) ce qui assure 1'absolue

convergence. Remarquons. aussi que de (6d23) on déduirait aisément les proprid-

Uy | 0

tés (i), (ii) pour les 4 et, partant, pour les t+ .

Reste 3 &tablir 1'importante formule (6d24). Pour ce faire, nous
' ) ) a«l . ”,Qh\ .
n'allons pas raisonner directement sur les , mais sur des

+ AR s R | v
fonctions notées ‘et qui s'en déduisent par les relations

(6d25) i'l@' =u£) OC‘L)

4 o -
ou L- et L_ sont les moules scalaires définis par :

t + 6 + Wy, ..., Wn + g:ll- o S SO ‘{i'
(6d26) l_s_é =0 L1 L e ey V4 Q d)

/ J =

+. -p ® ) -t— r 2 —Eo
L_ et L“_ admettent pour inverses de composition les moules EZ et

définis par :
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n
2@ + @ " &) Cwy w50 (Ve
@ E =0 B =1  TE ~ )5y Mewpel
)
si bien que (6d25) équivaut 3 :

(6d28) CU) °GE) = u

Mais, d'aprés (2al2) et (2al3), les relations entre.les opérateurs Aw et

+
Aw introduits & la proposition 2b4 peuvent s'écrire :
+ 4@
(6d429) Aw ::.Z E, Aw ( W, indice simple, 4 multiindice)
° llwll= w,

w
(6d28) et (6d29) montrent que l'application u —y v est
+
- P 1 . . - - - viwm
formellement transposée de 1'application Aw_ Awh.,,Aw'—%Aw_A et A&,'

Par suite, aux relations :

uw" X -’UA
(6d30) Aw : —
L]

th,-.o/wn
M W, = w,

& M weF£ w

4 wll.

(6d30bis) u (P) O(ef ) quand P tend vers 1'infini (% P)

qui, ensemble, caractérisent les '". dans le modé&le additif correspondent des

relations :

Wa,.
t % wl/"'/wl\ +u s M Wo = W,
(6d31) ACU, m

M wo?“("l

tmglhr )Y ) o
(6d31 bis) u (P) .-:.0'(%‘,% é) quand P tend vers l'infini (%: P)

W
qui, ensemble, caractérisent les dans le modé&le additif.
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+

Compte tenu de la forme des opérateurs A (ils ont chacun un

wo
support ponctuel, cf. proposition 2b4) les relations (6d31) expriment que la

+u‘"u seey W v
fonction n'a qu'une seule singularité 3 la frontidre du

demi-feuillet ﬂ (Qi) » en un point situ@ précisément au dessus de &J,

Passons maintenant aux deux modéles sectoriels et comparons les

germes

R o
W - W 0 = . &% () 4P (3-F)

ifuw _‘!.‘Qw Q" --Cu; +apw .
@ = Wg = &> FW(p) dP (gzP)
o
sur l'intersection de leur domaine de définition, c'est—i~dire (a priori) dans
les demi~plans I’m. 20 et I/m. 2 >0 . En faisant tourner l'axe d'inté-
gration dans le sens positif, pour passer de Q+ a Q_ , et en tenant compte
. +Apo)
de ce qui vient d'8tre dit concernant les singularités de m , on montre

facilement que, pour I’YYL 2 <O H

‘ o + ")'L/'“/“)fl i +
+w4}“...,w,t 4.1@&)”...,&)& e (R w- (_1) Mo, éﬂ
(6d32) L, @ 7 ~ (%) ,

I

0] piw €U

- w"'l"'/wd
—uw‘/.”’(‘"" —wwx/.--/dn’ ‘e‘-w‘% m_f, (1) A U)‘é_ﬂ.*
(6d33) ] ~ . &

i

0) r w €J0
En faisant tourner 1'axe d'intégration dans le sens négatif, on montre de méme

que, pour I'WL z 70
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( +u"’|;"'/wa -‘-,(/Qw,,wyw,l 0 Mw;éﬁ
(6d34) _ (?) - + (#) = o
e-‘-w.% +w +1.,.--,(Q—l£) AA. w‘ é.gz-.

: ' .
—a e, Wy —qply, ., ip O X g
(6a35) w TEXRY] ) N m hoety | s8ow, &

(2 (1) =
+ - e R -
e 4t &‘ /(‘-‘E)A{&J\éﬂ

+1 -w“’
De plus, les u.,. et les + > étant des -combinaisons linéaires &

w
coefficients constants des /Z_Q+ , vérifient :
44 ~£ -1
(6d36) ui(%) =0z ) ) lﬂi (¢) = 0(%“) quand 2 —>0 (Vs_ 70)’

Enfin, 1'ensemble des relations (6d32) (6d33) (6d34) (6d35) (6d436), jointes 3

la prolongeabilité holomorphe le long de tout chemin &vitant O , caractérise

les +w‘; et les _w‘;

Lemme 6d1 :
Pour + Re_ 250
e‘wn_(ﬁ,p %) . e‘wm(?’l -'2:) ef"l (q.l '?)

W w
+ PR A
won Wy = . ds,...d%

T AR Y

W | é"u(‘%’* ) (2.-3) o (3—%)

- w\l ¢t R :
(6438) u‘:t ) = . dz,...d3,

Eni)* iy o C @a-n) %

+. -—
oli le multichemin )—J (resp. ’1 ) indique qu'on int8gre par rapport a
chaque variable ?d' le long d'une verticale, depuis le point 2z jusqu'au

point W o0 , en contournant é&ventuellement 0&) le point ?-H dans le sens
, - o

(*) c'est-3—dire lorsque I/m_w et I’M&j_“ sont de méme signe.

¢
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pbsitif (resp. dans le sens négatif).

Les fonctions définies sur Re % > 0 par les seconds membres
de (6d37) et (6d38) sont en fait analytiquement prélongeables le long de tout
chemin &évitant O et on vérifie sans peine qu'elles satisfont 3 (6d36). Ces
fonctions satisfont aussi a (6d32), (6d33), (6d34), (6d35) ainsi qu'on s'en
assure en modifiant convenablement les multichemins d'intégration C)+ et D—.
(seul cowmpte en fait le sens dans lequel ‘Z‘ contoﬁrne l'origine). Or on a

, , W
vu dque toutes ces propriétés, ensemble, caractérisaient les + et les

-ApWw
/Z’ei . Ceci 8talbit donc le lemme.

11 s'agit maintenant de dé&duire (6d24) de (6d34) ou (6d435). Partons

par exemple de la relation (6d34) et explicitons (6d28). Il vient :

| el flu ! ' w?
e W = 2 WY TEYLTE

1 A
W..tv=w

&.

+
ol les W sont des multiindices et ol les E : sont définis comme en
+—
(6d27). Avec les notations de la proposition 6d3, le multichemin Q du

LI .. 3 A a » — 1
lemme 6d1 s'écrit /J("‘/*l ...’_‘,) . Plus geieralement, pour toute sous-suite S
‘ de la suite {l/ 2.) Ry -l } , notons D-S le multichemin U(&) , sn-.)

avec ‘8();:4- .MlJ ¢S et i‘):— si a € S . enfin, posons X{Wx) =1
et ’X_(w‘,.../w’t) = :L (resp. 0) si tous les wd’ sont deux & deux dans un

rapport réel positif (resp. dans le cas contraire). Alors, par de simples cal-

culs de résidus, on trouve de proche en proche :
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PONCYELE LS PRIIN ¥
X(("a/(’%.“) ui = 5\34‘ a L]-i- ()

d

W,..., 01w, Whan Wn
W) Wy <]

+
d/d'“ a DJ'H U

+ FRULEL /PR “‘jﬂ}"’l“"
W) eyt 3 - f:‘_ ~§T i Ty
] R * ) d

. . . ! 1 .
Finalement, pour chaque factorisation W W ,.. W du multi-

indice W = (w“,, . /w‘> , on aboutit & la formule :

el ) ll,...,llw‘ll
(6d40) Z{w‘) X{w‘) K(w‘) +u ¢ fl ‘ Z & & &,

D(S" tt/ .v-,i‘h;;

/
ol le Z est étendu & toutes les suites {f £, ?A - de signes * pour

lesquelles 5.& = 4+ quand (} =Il(w')/ d = N{w')tr(w )/.../J: h(w')-}-... - 4 n(uf'j.

A partir de 13, on obtient (6d24) en rapprochant (6d39) de (6d40) et
en utilisant un argument combinatoire que nous laissons au lecteur ?36. Ceci

achéve la démonstration de la proposition 6d3.

w U/U
Nous avons déji observé que les germes ut et 4+ se prolon-
geaient holomorphiquement le long de tout chemin &vitant 1'origine. Nous allons
maintenant montrer qu'ils s'expriment comme polynomes en log z , de degré

IL(w) , avec pour coefficients des fonctions entiéres en z .

(X) Dans cette formule et les suivantes, on sous-entend les mémes intégrandes

qu'en (6d24) et (6d37-38).

(‘**) Voir exercice Cd.g
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-~

Avant de chercher 3 calculer ces coefficients, il faut étudier 1'effet

2

s w
sur les ui y /U; de la dérivation naturelle’ 9 = — et de la dériva-
: ‘ 9%
. _ 2% 2 W . e . . .
tion tronquée = qu%) qui par‘deflnltlon n'agit que sur les z

situés 3 1'intérieur des logarithmes. Autrement dit, pour tout choix de (n+l)

fonctions entiéres “f

BT G gty = & 2 qo &%

(’=l 2 3

1 d
D'autre part il est commode, dans cette étude, de substituer aux moules u’!‘.
[ » P [4 p »
et Uj; les moules C&t) O( I) et @:&) O( J_) :
w Hwll % w w2
o Wi e e U e
ol :J— désigne comme d'habitude le moule alterné défini par :

o w, wr @, tun
J- =0 ) T = & y T -
Proposition 6d4 (dérivation des moules canoniques

(6d41) t»ZmL t .g.%> (Ui°T) = @;; °I) X LI)

(6d42) (-'Lm' 2 i) (mi °T)

PE!

0 M LSO,

i

(s =T7) x (U J)
(6d43) (~1ni % —%Y (Ui. ° 3‘) = @i O\/‘) X (U'—’t OJ—.>‘

o (s 3 (1 +T) 2 @) # (U T)

oil R‘i' désigne le moule alterné QE} (E;: X E—;—_) *

(’*) Voir 3 la fin de la section 4¢ la définition du moule "rotationnel".
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Démonstration :

[ L4 . ]
Observons d'abord qu'3 la différence de (} et \/ » les moules J— et
Fii sont élémentaires. Par suite, des quatre relations ci-dessus, les plus
" faciles 3 interpréter sont (6d41) et (6d44). Elles montrent, en gros, que les

représentations g—stable et Z&-—stable se reproduisent sous 1'effet, respective-

ment, de la dérivation naturelle et de la dérivation tronquée. C'est 13 un nou~

» .
vel aspect de la dualité u &> 'v’

-

Quant a (6d43), elle s'obtient 3 partir de (6d444) en composant i .droite
d . 4 » [ 4 pu— )
par \/ et en observant que 3‘ o \/ = \/ oJ . De méme, (6d42) s'obtient

3 partir de (6d41) en composant a droite par L/ . D'autre part, en transposant

(6d9) dans le modéle sectoriel, il vient :

| w,... w, Wy, ylin.,
(5—% +wl+...wn>Ui _ U+

Lne ¢ -

Il

Oou encore

L Lo 2 __) ( (w4 -Hu,.,)g. ,nywn) ({(u‘-} w,,. U e ,w,,,,) :_)_‘q

/
ce qui &quivaut a (6d441).

I1 suffit donc de prouver (6d44), qui est en fait la relation princi-

pale.

* .
Rappelons la définition des moules E+ et E__

bt s wa_éﬂt poun lagues |

O AAaoA

H Q.
m
£
~
g
M)

E

=0 ;

[ 4 *
puis introduisons les moules VQ*_ et V(__ définis par :

&, I M ow e J3 W, W,

Ki:i . Ky = - - K77 =20 amaso
0 Mo ¢JF
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(6445) Q(;)"FE? = E; (6d45bis) @:)0(+E) =E_

Griace aux moules K-_g-_ et J_ ,'lés relations (6d32) (6d433) (6d434) (6d35)

(6d46) ‘QU._,_ °J—.> = Q<+) X (ﬂﬁ: 03—.)
wry (WooT7) = (K) x (U, oT)

)
oo (U= T) 2 (K0 x (M =T)

ruw.Iw.a>o
(6d49) Lu I) Q( X(w 03-)

SUN, I’M?(O

+r ~y—e
En composant A droite par E. (resp. E ) les deux membres de (6446)
et (6d47) (resp. (6d48) et (6d49)), en tenant compte de la commutabilité de
pour la composition des moules, puis en appliquant (6d45) et (6d45 bis), on

trouve  :

(6d50) Q,Q:_ ° T.)
(6450 bis) @‘_ © -T.)

Il

LE,() X (l&_ 03-) ]LMIm%<0 .‘
LE:) X (U.; °J-‘) powa I/m?‘ >0.

I

A partir de 13, on voit qu'une rotation de +21  autour de O s

14
équivaut, pour@z + g) , d la multlpllcatlon a gauche par @ ) @ )
[ ]
et, pour Cw,_)‘o C » 4 la multiplication i gauche par @ ) @ }

»
Comme @ﬂ"") 0 @ est polynomial en log z , avec pour coeff1c1ents
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des fonctions entidres, la rotation infinitésimale s'exprime par la dérivation
2 \N¥ -

tronquée (T-ZTli = 2 et &quivaut i la multiplication 3 gauche par

. 9% . '
le moule Ri — e%(<Ei>x@;)>

Ceci &tablit (6d44) et achéve de démontrer la proposition 6dé4.

Factorisation des représentations canoniques.

De la proposition (6d3) nous allons tirer une factorisation des
représentations l&—stable et.i’—stable canoniques. Les moules qui interviennent

dans cette factorisation sont de trois sortes selon leur dépendance par rapport

a z:

valeurs scalaires.

37

<C$t)= moules symétriques

for

valeurs dans 1'espace des polyndOmes en log z

(Log)= moules symétriques

sans tenue constant C*)

valeurs dans 1'espace des fonctions entiéres de

s

LE'AE)= moules symétriques’

z nulles 3 l'origine (*3

Enongons d'emblée le résultat :

‘. A%’
Proposition 6d4 (factorisation de 1Q+ et l); ).

La représentation E’—stable canonique admet une factorisation unique

du type CCS&) X (LO‘%) X (E"\.é‘) et la représentation A—stable
canonique- admet une factorisation unique du.type L‘.ﬂi\x LCSE) hd ( E‘ne) .

Plus explicitement, on a dans les modéles sectoriels

(*) Sauf évidemment pour le multiindice vide & = ¢ Bien noten ,t{'adf:re Par('/

{ M : AN . ~
aue ces e\cscamhms (?oa% ,f‘onchons entu.v*es) sentk pelakives aox modiles seetoriels
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1

(6d51) U; O:J-. <\/:.;_> X (/\;) X (i)

H

(6d452) Mi 0 T. (/\i ° RL) X (Ui oRi)x(p)

L4

~ ot le moule symétrique /\i est défini par :

W,.. . Wy

¢ n
(6d53) /\f = | /\+ = 1 <_ e?t(“)>
- B n! L

/

L
- ol le moule symétrique 92 est déterminé comme unique solution du systéme :

2%

(6d54) <-Zm‘=e 2> 2,’ = 2,' XT. - I X-Z.

avec les conditions initiales

W .
(6d54 bis) —2¢ =1 et .2 ‘,(o) =0 4w >0

et admet 1'expression explicite (6d56) ci-aprés.

- ol :?. = 2,‘ o U'I ( U. alterné; ?; 2,. symétriques)

® . A ®
- ot le moule symétrique /\+ o Ri se d&duit du moule symétrique /\'.L‘

par com_positi_on avec le moule alterné R‘.;_‘. = eo'%( E;: X E:_;)

» [
~ oli les moules scalaires symétriques U:I:. et \/+ peuvent se calculer i

partir des relations (6d52) et (6d451) respectivement, en y prenant une valeur

-
particulidre de =z (on a intérét 3 faire z =+ 1 , car- alors /\t dégénére

h

en le moule unité '1‘).
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. »
Démo_nstratlon. Rappelons la définition des moules alternés I et T (*)

o ...
-0 , I“_1t ST 00 woasy

TP20 , TYoe TN L0 wonx

et introduisons un opérateur ff dans 1'espace des fonctions entidres :

it — @)e = L Sz e - 13)) i%

On vérifie alors que 1'&quation (6d54) admet pour solution particuliédre le

moule symétrique -2/. défini par :
. ' 7 S 3) N~ m, My m. a
(6d55) 2¢=_i, 177 Ztl) Jf ew"%ff et P e

ol le Z est étendu 3 tous les d P2 et g n, et d tous les. M, >/l

et des somme 'm‘-}-,,. 'nld =N . De plus, le moule (6d55) est la seule solu-
w

tion de (6d54) pour laquelle -2 (0) = O quand ll(w) >0

¢ » [
Supposons maintenant U_}_ o :r de la forme (6d51) avec /\.'L

(*) Ce sont les seuls moules 3 commuter avec tout autre moule (pour le produit

de composition ).
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» ®
défini par (6d53) et ;Z. défini par (6d56). Le moule \/i_ est alors entidre-
ment déterminé par (6d51), il est symétrique <Eomme quotient d'un moule symé-—
trique par un produit de moules symétriques)et il s'agit de montrer qu'il est

constant en 2z .

Portons (6d51) dans (6d41).
(6d57) LZT[L?: )(U OT) \/_;_ X/\‘i xd x T

Remarquons ensuite que :

. ] * .
(6d58)£2m%_>/\+ :/\i x [ =T x N\«
et dérivons (6d51) en tenant compte de (6d58). Il vient :

L lnie 2 >(U+ oJ ) ((-Zm'e 2 V“'> X C/\:—t) X<°Z)>
HVE) 5 CA) 5 (8) x () (a)x () (i 22

En rapprochant (6d59) de (6d57) et (6d54) on trouve que

(Zm%_g__ Vi> X </\i) X <o2.>

ce qui prouve la constance du moule \VC+ et établit la factorisation (6d451).

(6d459)

®
Prouvons maintenant (6d52). Pour tout moule /% s 11 est clair que

X ’ bog + 2 .
/\i ° A est &gal 3 1'exponentielle de ..< % . A) dans

2uc

l'algébre des moules. Par suite :
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o Ny o (Vo x I x V07 = el VIV

aey Ny o(Ny xI"x Vi ) —-“f‘:(-%i——(v_xl x Vi ))
_ L\/._,_\ x exp (- %%il’)_x <V:t)
= (Vi) x (Ne) w ()

Compte tenu de (6d60) on tire de (6d51) :

een Uy o3 = Q/i x Ny xVi-') x(Vi) L)
B = (R (% 1T %V )elVi ) (L)
Ve o T 00U Vi oU 0T =W oT

rax suise sn conpossnt aves U’ Lns doux enbren de (606D) o abtient
wo Wy o T o (Ne oH2) x (ViR x(%)

wen Hy = (VG x U x \V3') o U7 < (URa) (U )a(UioR2)
e UpoRy = Vs ol

)

Appliquons d (6d62) la dérivationm tfonquée <L:-211i E :2. j* . Comme ni
» » . v ’ o
L)i_ni T? ne contiennent de termes en log z et compte tenu de (6d58) on.

vérifie que :
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tZUE . %Jt <’Uz’t o :]"') _ @t) X ( /\‘i: o Ht)X(UiOR;)X(p')
= Hi)x (UeT) |
Comparant ceci avec (6d44) il vient :

(6d66) H;_ = R-_g_ = 06‘3’ ( E; X E:‘-_>

ce qui achéve de démontrer la proposition 6d4 et fournit en sus le corollaire

suivant :

Proposition 6d5 (?éparation des variables dans k)aJ et \/Q’ )

. ot o} | . i
(6d67) U O‘Ri — (U:L) X (I ) X (Ui>
(6d68) R; oVt = Q/:;: \) X U—u) X Q/'-‘: ).l

-~

(6d67) s'obtient en rapprochant (6d63) de (6d66) et (6d68) s'obtient a partir

: . . 4 4
de (6d67) en composant A droite par \/ et en tenant compte de L/ 0 \/ = I .

Examinons maintenant la signification de ces deux relations. Comme

) , W, e, g ) '
Ri =0 et comme R est un polynome par rapport aux variables

> (4)

an"‘/ wWn

(cf. Finde Sktbjm14t)’la factorisation (6d67) montre que

) qui est une fonction (homogéne) des Tt variables 06' , s8'ex—

prime comme une '"‘superposition" de fonctions (non homogénes) de Ql—O variables.

R V“M“'/wn _ .
La meme remarque vaut pour . I1 en résultera (cf. section 7c¢)

——

. v o~ ’
que les moules 3: (} et 37 \/ , transformés de Fourier des moules

* .
() et \/ , seront des distributions concentrées sur les hyperplans-

coordonnées, fait essentiel & plusieurs égards.
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Section be : Apercu sur le calcul différentiel &tranger.

Cette section, comme son titre l'indique, est comsacrée aux équations,
ou systémes d'équations, faisant intervenir des dérivations &trangéres et ayant
pour inconnues des fonctions ré&surgentes. Pour simplifier, on se limitera a

1'algébre m (I/ .9-) et on appellera pseudoconstantes (resp. pseudopolynOmes)

les fonctions résurgentes ? pour lesquelles _Aw? = .0 pour tout indice
simple W resp. pour tout multiindice &w sauf au plus pour un nombre fim’).

Les pseudoconstantes rel&vent sur. 0?/ les fonctions entiéres sur C , et les
pseudopolyndmes sont engendré’s par les produits de convolution des ps‘eudoconstantes»
avec les ~uw (w multiindice). Plutdt que d'exposer systématiquement le

-~

calcul différentiel &tranger, on se bornera i examiner quelques exemples.

Probléme 1 : Soit A résoudre le systéme linéaire fini 3 données ﬂ pseudo-
¢

polynomiales :

(6el) A‘Id ‘f ‘I:ﬁ l,..'/'n)

i

IS
e »
il

On vérifie que la somme :

o - zuw 2: U (A, *r)

a ,d =1

ATLARICTN ADNER

qui est en fait une somme finie, est solution du systéme (6el).

Probléme 2 : Soit & résoudre le systéme linéaire fini & données (ﬁu quelcon—

ques (non nécessairement pseudopolynomiales)
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(6e3) Aw& ‘f = Yw" (J‘ ,___l/‘_./%)

Montrons que (6e3) est toujours résoluble. Supposons pour simplifier
m
_ﬂ :Z et posons comme d'habitude .S’h. = &'R) S . I1 suffit manifeste-

ment de considérer les systémes du type :

(6e3 bis) A.J ‘f = Y(} (-%SJQM)
Or, d'aprés (2al12),(2al3) on a, si J >0
Aa . SA + polyndme en SJ"‘ /.gb_z),, ‘) Sl .
A-() = -—S_A‘ + polynbme en S_&+l/ S_A“')...)S_.,

Par suite (6e3 bis) &quivaut 3 un systéme fini du type :

J-\/ J-“L/

S’A?:_‘rt‘;.‘- somme de dérivées étrangéres de ‘P v RN ‘r .

-A—H / -3 -}

Sa?=‘q + somme de dérivées étrangérgs de .r ? e T .

(6e3 ter)

Lemme 6el : Pour tout j fixe et toute "3 y le systéme infini :
V'J si ?{_ =8
(6ed) S&. ‘ed =

O si g_ & Z —{AS

admet une solution ‘P .

Principe de la démonstration : On suppose d'abord que ‘r ‘est un élément de

m ( l/_S’).) sans poles et sans Dirac, de telle sorte que S v appartienne

| ' 14
aussi a m(l/ .Q_) . On pose ensuite, comme d'habitude : u = ‘L_iuT :’_1

i .
puis, tenant compte des relations S&'ll = S si ():l (resp. =0 si
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v

a = | ) et utilisant les relations de Leibniz des opérateurs S,n , on

montre que la fonction :

=jH 1w - 1
¢ - 57 (WY —S"(M*S'P)
4 J §
appartient encore a m (l ) et est solution du systéme (6e4). On étend
ensuite cette resolutlon au cas general, ol V peut posséder Dirac et pOles,

. R m,,o 0/ mn.
en jouant convenablement sur les . Il ne reste plus alors

qu'a addltlonner les solutions de (6e4) pour obtenir une solution

‘f 2 ( ) du systéme (6e3 ter) et donc (6e3 bis).

On note bien qu'id la différence des ) ? ) les A ? ne sont
généralement pas nuls pour 1(} { >'7L . L'existence d'une solutlon ? telle

qu'ils soient nuls est incertaine.

Probléme 3 : Soit i résoudre les systdmes infinis :

(6e5) Aw? = + Ab 3 'P ( Vw-indice simple)

(6eb) Aw? = e Aw txt; (-(uvl) ( ch indice simple)

pour une suite scalaire {Aw} donnée.

Ces deux systémes, &étant 1iés au probléme de la synthé&se harmonique
dans les groupes Gl.- , seront traité@s au chapitre 11, mais nous sommes
dés maintenant 3 méme de vérifier que pour toute représentation A—stable

W [ incrons
Z — des pseudovarlables et pour le comoule » introduit 3 la

section 4b, la somme

R Goe By b )
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est, sous réserve de convergence, solution de (6e6).

Probléme 4 : Soit & résoudre le systéme

R k
(6e7) [Aw‘/ij].?: EJ Aw&? avec r:d eC ; l«j',lg. G‘G)...,m.}

C'est le probléme de la représentation dans /F‘ (R,SZ) des algébres de Lie

finies. Il est traité au chapitre 15.

Probléme 5 : Rechercher toutes les projections de 1'algébre des pseudopolyndmes

ddans 1'algdbre des pseudoconstantes.

. W W
Pour toute représentation A—stable Z — w des pseudovariables,

W n - W, .- n
wo E() =@ +Z ) 2 W, 0,9

soit en abrégé :
w w '
(6e9) E : ((?3 :Zt—l)n(w) w— *CA‘?;?) (lu et E\J multiincices inverses)
w

est en réalité finie si 1’ est un pseudopolyndme et on vérifie les propriétés

suivantes :

(6e10) Ew( P ‘V) = ng‘f) * LE% 3

(6ell) A(u LEw-‘?) =D (pour tout @ simple).

v

Les Ei sont donc des homomorphismes de 1'algébre des pseudopolyndmes dans

1'algébre des pseudoconstantes et ce sont &videmment des projectioms, car pour
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toute " pseudoconstante, E (?) —_-—_? . Réciproquement, tout homomor-

phisme idempotent et pseudoconstant est de la forme E avecw-représentation

A —-stable.

- Notons que (6el0) se démontre sans 1'hypothése de A-stabilité. A toute
représentationw des pseudovariables, (6e9) associe donc un endomorphisme

E de 1'a1gébre des pseudopolyndmes.

(1)

Examinons pour finir comment s'exprime E ( ?) par rapport i une

: J
base .{ -DJ'} quelconque de 1l'espace A(I/ .37-) . Soit { 2’ } la
famille de pseudovariables duale de { ‘Dg—z et soit {w’f} les fonctions

J
résurgentes images des { S par la représentation . On vérifie alors

que :

(6e12) Ew((ﬂ = ; w'f * @- ?)

NS
ol D - D est 1l'involution fondamentale de la bigébre A ( ‘/ ﬂ),

caractérisée par la propriété :

~

A,

n{w)

Qan abrégé : Z&J = Q.!) vy )

n
e, Wh = tl) Aw,t,...'f.w,

Cette involution possé&de d'ailleurs une extension unique 3 la bigébre [_D(Jl) .

laquelle extension transforme

RSMR SR e R RT™MLLR

M, =M,

T

7~

P
“En particulier, Sm = —I-—-w (cf. Section 2a) et, bien siir, A = —A

pour toute dérivation &trangére de degré 1.

Probléme 6 : Rechercher toutes les pseudotranslations, c'est—d-dire tous les

endomorphismes E de 1'algébre des pseudopolyndmes qui commutent avec les
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(6e13) | Aw E (‘P) = E (Aw‘f> LV""/?)

w W
D'aprés ce qui précéde, pour toute représentation Z %w des

pseudovariables, la relation (6e9) définit un endomorphisme E de 1'algébre

des pseudopolynOmes. De plus, on vérifie que si on impose les conditions :

W,,... 77 W, e, &,,...Wn_, W
s A, WS, W W, (o,
w.

ol Sw' =1 si tu‘:w.,; (resp. = 0 si W, £ W, ), alors E est une
‘ 1) g

pseudotranslation. Inversement, toute pseudotranslation est de la forme E

pour une certaine représentation w vérifiant (6elsd).

I1 est clair que les pseudotranslations forment un groupe. Or, on

s s . ) .
vérifie que si E et E sont deux pseudotranslations, alors

v 0 Ew: = E(’W,X'WQ)

(6e1$) E

I1 s'ensuit que les représentations WVérifiant (6el4) forment un groupe

pour la multiplication. Précisons la structure de ce groupe.

w w
Lemme 6e2 : Soit Z ——-3w une représentation des pseudovariables qui

vérifie (6el4) et soit E la pseudotranslation correspondante. Alors :

w ry w :
() Pour tout & multiindice E <w ) = w et,réciproquement, tout

pseudopolyndme ? invariant par E est de la forme :

. w .
(6e16) ? = Z w *?w (somme finie; W multiindice;? pseudoconstante
(/3]

. v w
[?;) Pour toute représentation A—stable Z - M des pseudovariables, 1'appli-
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3 w w . A
cation z‘ —3 ( ) est encore une représentation

_ A-—stable et le quotient de M ‘ est un invariant, précisément é&gal a‘tw‘:

(6e17) Jm’a X Jm':t = W

La vérification de ce lemme est laiss@e au lecteur. Comme toute repré-

sentationA—stable est de la forme M: u. X vk' , ou u est la représenta-
‘tion A—stable canonique et & une représentation pseudoconstante quelconque,
le w du lemme est de la forme u X ﬁ, X ﬂ:l X u—’ , c'est-a-dire de
la forme u X qA‘K u—“ avec ‘&l /.ﬁ.“ ﬂg représentations pseudo-—

constantes.

-y A
En résumé, 1'application :ﬂ > u X (ﬁ' Xu est un isomorphisme

du groupe des représentations pseudoconstantes dans le groupe des représentations
vérifiant (6el4) et 1'application w — E est un antimorphisme
du groupe des représentations vérifiant (6el4) dans le groupe des pseudotransla-

‘tions.

w /9]
Probléme 7 : Etant donné une représentation A—stable Z -—>w des pseudo-

variables, développer tout pseudopolynOme ‘f sous la forme :

. w
(6e18) ? = Z w ¥*% 'e) (somme finie; @ multiindice; P pseudoconstant¢9
@
w €tant A-stable, E est une projection de 1'algébre des pseudo-
polynbmes dans 1'algébre des pseudoconstantes (voir probléme 5). Considérons

1'application :

(se19 P> E ) +zw e, v)+zw o (W (8, ‘ﬂ

L"llwt,wr

de 1'espace des pseudopolynOmes dans lui-méme. On vérifie successivement :
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(1) que cette application est un endomorphisme d'algébres,
P

(ii) qu'elle laisse invariante les pseudoconstantes,

. s . . » . w'/ v '/ wh

(iii) qu'elle laisse invariante chaque

C'est donc 1'application identique Par suite, dans le développement (6e18)
on doit prendre tfw = E (A ? . Plus généralement, pour toute

base {])T} de 1l'espace A(l ﬂ) , pour {Z;TE famille duale de
A (l _SQ_) et pour {w g image de {Z } par la représentation w s

(6e20) (f = g WT * EW(DT?)

Remarque : dans les problémes 5, 6, 7 on peut remplacer 1'algébre des pseudo-—
polyndmes par diverses algébres intermédiaires entre celle~ci et 1l'algébre

globale ﬂ(llﬂ) , mais c'est 13 une &tude délicate que nous n'aborderons pas

Section 6f : Résumé du chapitre 6.

Ce chapitre est consacré aux representatlons des pseudovariables dans
27
les algdbres résurgentes : il s'agit d'associer 3 la famille canonique
de pseudovariables, une famille {w.?} de fonctlons résurgentes qui vérifient

la méme table de multiplication :
1 kX
W W - > W
¥* =

MR

et qui aient si possible un comportement simple par rapport & la dérivation

naturelle 9 (on parle alors deg—stabilité) ou par rapport aux dérivatiomns

étrangéres (on parle alors de A -stabilité).

On commence par construire une représentation a—stable D (qui
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dépend d'une famille i un paramétre. de fonctioﬁs sur @oo) puis on tire de 13
une représentation A—stable,u . On s'apergoit qu'il existe une certaine duali-
té entre les deux types de représentations. Cette dualité est particuliérement
nette dans le cas de l'algébre m( {/ﬂ) , car on é alors une représentation
a—stable__ canonique ,v, et une représentation A-stable canonique u, caracté-—

risées chacune par des conditions de nullité & 1'infini et 1lides 1'une 3 1'autre

W =-v-U ,W%W=U-V (v

[
L .
ol ﬂ (resp.” > est le moule symétrique attaché& 3 la représentation 'M

1l

[} L]
(resp.”') et ol U (resp.V) est le moule scalaire alterné qui mesure le
défaut de a'—stabilité de la représentationu (resp. le défaut deA—stabilité

de la représentation v) .

On montre ensuite que les représentations des pseudovariables forment
un groupe, noté multiplicativement, et que toute représentationA—stable se
factorise en un produit u X M s oﬁu est la représentationksl-stable

canonique etM une représentation pseudoconstante quelconque (ces derniéres

~

sont trés faciles & construire).

On précise ensuite cette analyse en mettant en &vidence une factorisa-—
tion des représentations canoniques u etv dans les mod&les sectoriels et

e
on tire de 13 le moyen de "séparer les variables" dans les moules scalaires U

et V".

Enfin, la derniére section applique les représentations des pseudovaria-
bles au "calcul différentiel &tranger", c'est-~d-dire aux &quations faisant
intervenir les dérivations &trangdres et ayant pour inconnues des fonctions

résurgentes.
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Chapitre 7 : Les algébres de résurgence générales.

Section 7a : Les algébresv m({‘) i‘g_m (@)

Introduction :

L'algébre ﬂ(ﬂ) , avec ses sous—algébres et les moules canoniques
qui leur correspondent, suffit 3 l'anélyse hérmonique dans les groupes @é_
(chapitres 8 4 13). Toutefois, 1'étude des équations fonctionnelles plus géné-
rales, du type (843) ou (‘5& '} par exemple, nécessite l'introduction d'une
algebre de résurgence plus vaste, m (C) , 4 laquelle correspondent des
a:* . _ o .
moules sur . Cette extension présente aussi 1'avantage de permettre la dif-
férentiation des moules canoniques, la prise de leurs transformées de Fourier

et 1'8tude précise de leur croissance par rapport aux indices.

Germes prolongeables sans. coupure.

@oo désigne comme d'habitude la surface de Riemann de log z et Qo
son point de ramification. On dit qu'un germe analytique v en Qa sur @w '

est prolongeable sans coupure si, sur tout arc de Jordan I sur 0: , d'origine

t d'extrémité il ist suite fini = de

Qo e extré 7 , existe une su e 17‘/;?‘,,,_/7“ 17

points tels que ‘P se prolonge analytiquement le long de I jusqu'a VI s
qu'en 7‘ elle posséde un prolongement analytique 3 droite lﬁ, et un prolonge-
ment analytique 3 gauche ?_ , qui chacun se prolongent analytiquement le long

de 1'arc )r) Wi ( et admettent & leur .tour des prolongements 3 droite
17y

et & gauche en ¥ , 2 savoir ? * ? ? et ainsi de suite.
(R + 7 - /Ly /Rl '

Cette définition exclut donc les ? du type Z Z‘h éu-géz--y | +.’11>
mais elle n'exclut pas qu'en contournant ‘7 puis en revenant en arriére, on
puisse rencontrer un point—de ramification ‘73/ sgr 1'arc 7‘79" y Ud ( >
puis qu'en contournant 3 nouveau V] on renconﬁ_re un nouveau point ‘7//

sur >vd/ ) % ( et ainsi de suite. En fait, pour une ‘f prolongeable sans
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coupure , 1l'ensemble Ram\ ? , projection sur d: des points de ramification,

peut trés bien 8tre dense dans (I: (mais il est nécessairement dénombrable).

Proposition 7al :

La partie mg ((ﬁ) d_ecﬂ formée des germes ? qui sont pro-

longeables sans coupure, bornés en Qo et en chacun de leurs points de ramifi-

cation, est une sous—algébre de4.7% .

En effet, en adaptant la démonstration de la proposition 2al, on voit
que la convolée ? p v de deux germes prolongeables sans coupure est prolon-

geable sans coupure, que l'on a

2y Ram (P# ¥) C(RamP)U(Ram¥)U (Ram§ +Rom¥)

1'inclusion pouvant &tre stricte, et enfin que ?% w est bornée en Qa et

en chacun de ses points de ramification si Y et Y le sont.

Dérivations étrangéres.

Soit y un point de (Eo‘, s lp un germe prolongeable sans coupure et
soient sur le segment rectiligne I = ]Q”?'[ n points
~ - tel ? rolonge analytiquement le long de
‘71"72./ ’%\ }7 els que se prolonge analytiquement le g I

-~

moyennant le contournement 3 droite ou 3 gauche des points V . Pour tout point
d

Pé I et voisin de Q

, » posons
a A P - Z‘ v Pl
’ .2) ( 7?) ( ) f=t,. L, =% im B;-/"‘/’E'w.»! 'fi‘"“/ n ( )

/ /
(i) ot P désigne le point de (Ew tel que IZ P = Qo P

(ii) ol =" si la suite i,/,, . SM, comprend p signes
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oy - ({ N . / ‘P
(iii) ot g g (P) désigne la valeur au point P de la branche de
V)" " " em

obtenue par prolongation analytique le long de I , sans retour en arriére, en

contournant chaque point v

(l Sagn) i droite si &, =+ et 3
] d

gauche si & = — ,

Proposition 7a2 :

0o{) Le germe analytique AD " défini par (7a2) & 1'origine du segment I

est indépendant du choix de 1a suite V) o ./P] (‘*)
\ M

B) Ce germe se prolonge analytiquement sans coupure.

bf) L'opérateur A? ainsi défini est une dérivation de 1'algdébre ﬂ@m(ﬂ)

Pour &tablir le point & , il suffit manifestement de montrer que -le

erme A/ ? défini a v artir 4’ r-suit { / / /= de
g p p une su e 7' ,-.../Zl,.../zn—‘?}
la suite { OI.) . /?M = t?} est égal au germe A?? défini par (7a2). Or

cecli est vrai et tient essentiellement au fait suivant :

Lemme 7al :

Pour toute sous—suite . {dl /é»,_ JRERY d‘,ﬂ z de la suite
, -

- cis .
illzl"'/’m l% on a l'identité :

/
(7a3) Z ZL

6::‘-: VALK

/ X .
oi la sorme z est restréinte aux seuls id pour lesquels a é {& /..,/&‘ %
t o1

1

: &,

e i.
- (). 7 e

(7a3) se vérifie facilement en sommant d'abord par rapport i un seul i;. , puis
a un second, etc.:.. On peut d'ailleurs donner de cette identit& une interpréta-
tion probabiliste. Soit une marche aléatoire le long du demi~axe réel positif

privé des points entiers, la probabilité conditionnelle de contourner 3 droite

(*) pourvu évidemment qu'elle courvre toutes les ramifications rencontrées, car

sinon la définition (7a2) n'a pas de sens.
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. - tl .
(resp. & gauche) le point n &tant égale 3 h (resp. ﬂ_ > sl on a
n+i n+)

déja contourné p .entiers positifs 3 droite et q entiers & gauche. Alors,
e * ,
pour toute partie finie [M é IN , la probabilité (inconditionnelle) de

contourner p points de M d droite et les q points restant i gauche, vaut

rlal
(ptqt)!

Le point B de la proposition est immédiat. Passons au point X .

exactement et ne dépend donc pas de la forme de /M

I1 s'agit de montrer.

(7a4) A, (?*V) =@7‘P>*‘r + ?*@gﬂ’)
pour ‘toute paire (’/ \P de mm(d:) . Supposons d'abord que A,‘f et A?‘r

-~ ~

soient définissables respectivement 3 partit de sultes {}7 et {;7/} ol
d ¢

tous les points sont commensurables. On peut alors trouver un sur—suite commune
de la forme {-’— 7 .E t? ?.".L‘.l? 7 et 1'utiliser pour définir non
(2 02 2

seulement A7? et A7W mais aussi A? <¢ *?) . Or puisque, pour

une variable P voisine de l, , les deux membres de (7a4) ne font intervenir
que les valeurs des différents prolongements analytiques au voisinage du segment
. o . T -
]Qo ,0?] , tout se passe comme si on était dans ‘1'algébre mg (ﬂ)
avec .ﬂ = _V_. Z . On voit donc,d'aprés les propositions 2b4 et 2b5, que
m

(7a4) est vérifiée localement, et donc partout.

. - ~ . / - .
Enfin, on régle le cas .général, ol les '7 et 7 ne sont pas nécessal-
. d 3
rement commensurables, en modifiant, continlment et symétriquement par rapport
- P | . . e 1 2
i R la suite arithmétique J— = . et
asonmlleuZV , t t q ’017/')71.7/” ,7
en modifiant simultanément les chemins d'inté&gration permettant le calcul des

produits de convolution figurant aux deux membres de (7a4).
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asssres IR(C) e (C).

A partir de 1'algébre IHG C@) ci—dessus', et en raisonnant

comme a4 la section 2b, on construit une série

AQ) , A(C) ,ApC) A0

paralléle aux séries

A , f y ‘ﬂ(f‘) J ‘g(ﬁ)
A% , R A , A1)

-~

Bornons-nous 3 indiquer les principales étapes de la construction.

o

(i) L'algébre mCC) s'identifie 3 la partie de ‘ﬂ formée des couples -
As

GP, ) ol le mineur (P est prolongeable sans coupure.

(i1) m@ CQ) s'identifie & une partie de HC{C) et il existe une

extension unique des dérivations étrangéres AP a HCG:) .

(iii)m c m (t. m d: s'identifient aux plus grandes sous—algébres
L), i (p, &) A (R ,

-~

de H (C) stables par rapport & l'action des dé&rivations &trangéres et respec-

tivement incluses dans gﬁ ) ﬂ(,\.) ) ﬁ(r_) .

(1iiii) Les bigébres correspondantes de dérivations étrangéres, soit /A(@)
et A d‘. » sont librement engendrées par les A , oi l'indice
| / librement eng y _

simple y parcourt Qo ou C]L respectivement.

.....

/
(1iiii) Les algébres correspondantes de pseudovariables, soit AC@) et
/ D02 Yn
A (h,‘ﬁ) , sont engendrées par les Z ? , avec les '7 parcourant
t

@oo ou (Ef" . La table de multiplication est toujours :

(7a5) Zvl. Zv }:: Z 27 ( 7'/ 571 )Y multiindices)
0, 0*<n
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En démarquant la construction de 14 section 6b, on obtient des repbrésentations
3—stab1es des pseudovariables et, 3 partir de celles-ci, des représentations
A-—stables. Dans le cas p =1, il existe une représentation A-stable et une
représentation a -stable canoniques, respectivement notées m et v’, auxquelles

[ ] L] Y *
correspondent deux moules u et v sur C et deux moules scalaires alternés

U..et V° sur C* » tels que :
(726) u. = 1’. o U. ; v.:‘- m‘°\/. ; IU."V._—.I.

On notera bien qu'd la différence de m (_YZ) , dont tous les

€léments sont des- fonctions définies sur une méme surface de Riemann 0(1 s
1'algébre H C@) a pour &léments des germes analytiques qui sont chacun
prolongeables i des surfaces de Riemann différentes. D'ol 1'impossibilité
d'introduire des modé&les multiplicatifs ou de Poincaré pour ﬂ({ﬁ) . En
revanche, la construction des modéles formels ou sectoriels (pour des sous—algé-

bres appropriées) ne pose pas de difficulté. - Pour les applications des algé-—

—
bres m (() et m (C) s voir chapitres 9 et 14.

L ]
Section 7b : Propriétés différentielles des moules canoniques. La dualité u é—)V

w w

Définition des U et V .
La construction des représentations des pseudovariables de l'algébre
m(I/ d:) n'étant indiquée que trés sommairement 3 la fin de la section précé-

dente, il convient d'expliciter umn peu.

Dans le modéle additif, la représentation 9 -stable canonique v

est définie par

ve-§ U |

(7b1) R LI 1.

W, 0
17 ’ u(%) = ! l '14’1—' d?,
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\ P
Quant aux coefficients scalaires \/ qui mesurent le défaut de A—stabilité

de ’D’, ils sont déterminés par les relations

W ' (uﬂ"
Zx 1’_‘ E \/ 1, y . . K .
(7p2) (Uo / = < ( &, indice simple; &J/cu/w multllndl(:eS)

{dwsw
l(w‘l(=wo

et sont donnés explicitement par les formules :

rV‘p-_-'o Voo

/ /
w4 ot o
VST v
= T
- Y
. - (Za¢ =t ¢=% £,.,88 0
(i) ot A est la longueur de la sous-suite '{O(I)“ . /0<A§ de la suite

%wu W tW, /a_,'+w,_+..‘.wu_"§ obtenue en ne retenant que les points qui

sont situés sur le segment I = J O, W +.c.lp [:

!l

(ii) ot J - si la suite {Z“.v../i‘} contient p signes +
€, 080 '

et ¢ signes'— . (h-“\H)"

(iii) ol 1'intégrale affectée du coefficient X est prise le long
€, % ‘
du segment I en contournant le point &, 3 droite (resp: & gauche) si

d

Zé.—_- 4+ (resp. - ).

. A partir de 13, la représentation A -stable canonique ’w et les coefficients
.Y . 9 o s
scalaires U qui mesurent son défaut de -stabilité, sont définis par les

relations suivahtes entre moules
avay Ui =T sy U = WoV e W _1UU
[ ] . L] 13 »
u./v / U /v sont tous des moules sur C* et U/ V sont alternés.

. *
(7b1) et (7b3) montrent que le moule v est homogéne, i.e.

d
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tw,, ..., Eaw, () e, Wn
V =V (Ve ec™)

s (73]
et (7b4) montre que cette homogdnéité s'étend 3 (} . Les coefficients (}
Vw
et peuvent donc @tre considérés comme fonctions presque partout définies
sur Ei_‘ ,» espace projectif complexe de dimension [u-i <b&= flau))
. U w .
Plus précisément, les fonctions (} et \/ sont définies et finies en dehors
des hyperplans coordonnés (w =0 . De plus, elles s'annulent sur 1'hyperplan
“w[{_—;w‘-}-.. A, =0 et c'est d'ailleurs cette dernidre circonstance qui

[ ] » .
permet la composition 3 droite, par (} ou \/ , de moules définis simplement

sur d_‘,* (et» non sur (E >

Donnons pour fixer les id&es quelques précisions supplémentaires qui

sont des corollaires des relations (7b14), (7bl5) &tablies ci-aprés.

w . +
L} est holomorphe en tout point de Hi-l tel que a}/2$+ldéﬂq
. (/] .
(d :l'"./nro et \/’ est holomorphe en tout point de ﬂi_, tel que
t ) ..
(Cu‘-[- s &)d\ /(wd_“ +,“&)n_>¢ (R . Les ensembles de points ainsi exclus ne
constituent &videmment pas une coupure : d'une part ils ne font pas obstacle a
: w w

la prolongation holomorphe et d'autre part les () et \/ , restreints 3
ces ensembles, y sont holomorphés preéque partout. Simplement, sur ces ensembles
critiques, la définition de () ou \/ ne coincide pas avec la prolongation
analytique 3 partir des domaines adjacénts.

/

+ +
En particulier, les restrictions 3 El | = {wi/[‘ﬁ' é{R . Vt/d} C ﬂil
W - )

de () et \/ y sont partout holomorphes et possé&dent des extemsions holomor-
phes i la "surface" de Riemann recouvrment universel de ni_, privé des
hyperplans %+@i+u+ ...,-L:()j"-l-wd =0 (VL‘/J,- iS(i) . Ces extensions sont dites

. . W w . » .
déterminations principales de et \/ . Toutefois, dans toute la suite,

W w . .
les notations (} et \/ , employées sans autre précision, désigneront

non pas ces déterminations principales, mais les fonctions partout définies sur
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+*
()-par les formules (7b3) et (7b4).

) w W
Propriétés différentielles des U et des v .

Proposition 7bl :

b w
Les dérivées des U et des V sont données par les formules

suivantes, valables sur les différents domaines d'holomorphie (et aussi sur

les frontiéres de ces domaines, 3 condition de dériver tangentiellement)

Ww. ... W é—' ZJ, oW R W o U“..;U‘-wm )
{’ILTIi gz- (} ety g; _ ZE: (} 107 L) “H, /—; .l (} (} Pl

wé izl ""Lj"'f'---“-’n C--.A' @,
(767) < ou, en abrégé :

kZui 9 U(u”” Z (f' Z U

w e w llwll e U-wt“
) wEw
{ i

wdélu _ .wdéwt

(g N Ly

wl
w Wiyeor 0y bt ooy Wn “opees Gt n
(758) J Lni ;_ V R Z}L V = ) V (1<§<n)
“ 4 o

le; 9 V“’u,-'-/“’a__ [ \/w""'/“’n—'+wa

Démonstration : On observe d'abord que les relations ci-dessus impliquent bien

1'homogénéité des moules :

Z w ..9... U‘v = Z Cu v
J:l &Bw& (j= Qwa

t)'} Iy @/exc&u:;w d e alj}&}x@om-wwiw\uh



- 228 -

et, par un argument combinatoire simple, on vérifie qu'elles sont aussi compa-

tibles avec l'alternance des moules, en ce sens que l'hypothése

W W
(7b9) Z U = Z\/ =0 pour tous (v‘, W’ tels que lt(w‘)-m(w‘)é R~
(I ¥ !
W, <w (u’u}<w
jointe aux relatioms (7b7) et (7b8), entraine :

(7b9 bis). Z U Oyl{ ZV Cale pour tous fu w tels que Il(w) 1—/1(4.,)4/2,_

lu<w (uw<¢u

[ 4
D'autre part, il se trouve que,pour tout moule alterné A et toute paire

J
d'entiers d.s L, on peut exprimer Awu Hofn comme combinaison
linéaire de Aw‘“"’" s Wen) avec ) =J . Par exemple, pour
r =4 :
Aw‘lw“-iw‘hw‘r Aw‘r/w‘S/wi,w ( . l)
= = J =

Wy Wyt 0y \We iy 0, w0 Wy b, Wy, w
Yot} ; 1y W 4, W, W3 .
R %A R R

G-y
§=3)

par rapport & chaque variable

—

— A '/‘”*/w“vw(" Hw%“uwtl“’l A '/wtlw‘f/w‘s

Acu,,...,wA

On sait donc dériver les
si on sait les dériver par rapport a la derniére variable. Ce fait, joint 2
la compatibilité de 1'alternance avec les relations (7b7) et (7b8), montre

qu'il suffit de vérifier ces dernidres dans le cas j = r .

Pour (7b8), c'est facile : on se reporte i (7b3) et on dérive par
N e Yoo s .
rapport 3 la borne supérieure d'intégration. Lorsque ({xll—f wn_)/wh. >O/
il faut en outre supprimer le dernier terme de la suite {O(“',.. /D(A } , ce qui
‘divise par deux le nombre des chemins d'intégration, mais ne change pas le

résultat, du fait de 1'identité 2{ :A" (cf. Lemme 7a1>.
E + s

'/ ')"'ISA_
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W w
Quant aux () , 1ls sont liés aux \/ par les relations :

oUW NS 2 U VeV

=1 o wew

et .. /[[w“ﬂ

qui explicitent (7b4). En dérivant (7b10) par rapport & W, et en raisonnant
par récurrence sur r , on montre facilement qué (7b7) est vrai pour j =r

si (7b8) 1l'est, et cecl achéve la démonstration.

- » ’
Pour toute factorisation & -_-.(w”

multiindice W ::(luu cee l wn.) posons :

! L 5
(7b11) w N w = (w,, wd+wd*"”"w")

et introduisons les opérateurs :

o d, o =d = el (9 92 %
7b12 tn,w (J . uw'ﬂb-(—“w"" ?wo de“

Y — - ? 9 2
(7b13) ’3‘0,’“} _9) = .._Z'.(w 52:, ...ad;gw)_*_ ! (J*' +... Bw») *

Moyennant ces notations, les relations différentielles (6b7) et (6b8) revétent

une forme particulié@rement simple :

Corollaire de la proposition 7bl :

' (2
(7b14) Zmi d() ULu = Uw Uw (tsd\u)

 on nétewﬁal,a(}js [931,951] [ AL
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_ 230 - b iy et
wa ..U., /U‘_‘/ Wed iy, , Wip, - PR WW;Z&.
= 7 T Brsanse” «le R* ‘f"‘“’“+

w15y 2ue 9() \/w —_ \/wAwt | (1 SJ < n_)

On tire de 13 les équations différentielles du second degré :

(7b16) 9{) dd Uw =0 | (1 \<J gu)

(7b17) Cld' g‘) \/w = 0 (v & d & n_)

w w
Singularités des () et des \/ .

Proposition 7b2 :

Lorsque la variable Cl/d tend vers 0 , les autres restant constantes,

on a

Y4, n
( Ini U | ,\/(é%% é} _ (J::()

’ R * S ‘ Uu;"yl“g.,'('“:’,uywn Ve "f ! vyWa
| (7b18)< datU " L&Bw( ){—-U -\y } Q<3'<’l)

W WhpeeyWpat
KZT“U / RN"(&?wﬁ u e | (&:/‘L)

De méme, lorsque la somme w+.. L, ou ., +. Cuh tend vers O pour une

) d-l'l

valeur de j et une seule, on a respectivement :

. Wy, .. Wp : ‘U( W %ﬂ v, by
Z_T[L V s '—.@42(’)’.‘{'-"%)) v / ¢ v /

(7p19)

iV (g ) V7V

d'H

Demonstration : A partir de (7b3) et (7b4) on vérifie que :
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w w,w "—L (w‘/w,,_ | si wl/‘”’- &€ (R+
U yWa :-”V ) 1.=v ni &B ) |
= Plamy  0) s wfe £

Par suite, (7b18) et (7b19) équivaut 3 :

|

W)/ ¥n Z U“‘é/“ﬁﬂ U‘u“""’b':}*"‘ﬁﬂ/-"/wd
(7b18 bis) L) A 4 - v
="

v&,‘,__‘.,wn n~| | vw,{-...wd,%*,{;...w,‘ _w,,.;.,ab “{;w---/wh
(7b19 bis) /\/Z v v v '
d=| :

A partir de 13, on suit la méme démarche que pour démontrer la proposition

7bl. Autrement dit

(1) on montre la compatibilité de (7b18 bis) et (7b19 bis) avec le caractdre

¢ s
alterné des moules U et V

(ii) a\l partir de (7b3) on montre que (7b1l9 bis) est vraie pour Q)n. — 0 et

donc aussi pour CU& - 0 ( Vd)

(iii) & partir des relations (7b10), on montre l'équivalence de (7b18 bis)

avec (7b19 bis).

Ceci acquis, calculons les exponentielles des opérateurs C(() et 9()
définis en (7b12) et (7bl13). Pour t petit et (f fonction localement définie,

holomorphe en W , on a :

('*) pour la détermination principale de 1log z dans d: privé du demi-axe réel

négatif.
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(exr,@ld‘) ?{w) = (f( ﬁ: (w)) avec

k ¢ by
4 4, +t, -+t
RJ((IJ) :(&lle /.;.}wée /&{‘.ﬂe. ,.-./wn-ﬁ. )

)\ exr(b’éd) .‘f(w) = ‘f( ?a: (w)) avec

’ k t At -'" t 3
X Rﬂﬂ%%w&)"whw f) 4 o (et wg

S IR T o L TR TP

- . ~ - .
ol bien sir Qz-_, (wl;--~/wn)/w~(("a/' " d)/w —(6“’ )
On note que R laisse invariants les quotients

d

{"l /"‘"-/" 4 wa-l/aﬁ ) ajﬁ/ajn.l“'/ wﬂ-l/w'l
¢

et multiplie par e"l. le quotient - 6 = / }# , tandis que 3_ ’

d

laisse invariantes les coordonnées

by,.oe- 2R TR . Wp
et multiplie par ef le quotient CU” = (Cu +.. /( . Ceci
d l J-u .
permet de définir les "dérivations tronquées" d 9 : si dans l'un

d

de ses domaines d'holomorphie, une fonction (’r est polynomiale en 42&;

X
(resp &}w ) pour Gua (re5p wé’ ) voisin de 0 ou o2 , alors 0(()

(resp. 3& ) désigne la dérivation par rapport aux seuls a:’/ (resp. (od(’ )

situds 4 1l'intérieur des logarithmes (*) .

Moyennant ces notations, on peut &noncer :

%
('yj Cf. la définition de la dé&rivation tronquée 9 juste avant la proposition

6d3.
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Corollaire de la proposition 7b2 :

(7b20) —-Zn:‘. 93‘ Uw = Uw,\w <l$d‘$n.)

) 2
(7b21) A dd* ch = \/‘w \/Lu ('l < d‘én)

D'ol 1'on tire
(7b22) Old)l' 9; U - o (l' < < R
(7623) /9; 0{0* V¢ 2o (1 g j < n)

Les relations (7b20), (7b21), (7522), (7b23) sont valables partout,
y compris 3 la frontiére des domaineés d'holomorphie. Elles montrent donc comment
w W
se prolongerait chacune des déterminations holomorphes de () ou’ (en parti-

culier la détermination principale) et i quelle surface de Riemann on aboutirait

dans chaque cas.

La dualité U' &> v. .

La comparaison des propositions 7bl et 7b2 ci-dessus (et de leurs
corollaires) fait apparaitre.un nouvel aspect de la dualité (}. &3 \/. . Les
formules (7bl4), (7b15), (7b20), (7b2l) sont particulidrement suggestives :
dans le cas de la représentation ll~—stable, le multiindice & se scinde pour

les dérivations ordinaires et se contracte pour les dérivations tronquées,

.tandis que dans le cas de la représentation i’fstable,.le multiindice & se
contracte pour la dérivation ordinaire et se scinde pour les dérivations tron-

8té observé dans les

Qs

quées. Cet &change "différentiel &> discret'" a déj
. . . 0
modé&les sectoriels & propos de la dualité QJli: &S L:j; en évidence dans les

formules (6d19), (6d20), (6d21), (6d22).
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. [ 4 L ] [ ) [ ]
Les six moules hyperlogarithmiques U , U+ , U_ ) V p V+ /V:

Comme la résolution (par récurrence) des systémes différentiels (FbF)
et ( +b8) conduit manifestement 3 des fonctions hyperlogarithmiques, nous

. 4 . - . - -
qualifierons les moules U et V de moules hyperlogarithmiques. Nous &éten-

drons aussi cette désignation aux moules symétriques U;; et V;\-._ qui inter-
viennent dans les fofmules (6450, (€452, (GJ.G?'), (6d€8), car ces moules
se trouvent vérifiep des systdmes différentiels analogues i (FbF) et (FbhR).
Voir & ce sujet l'exercice &d ¢. Les six moules hyperlogarithmiques U.-/ U_;_
U._ ) \l. ) \I; /\/: | possédent des transformées de Fourier rémarquables,,

auxquelles est comsacrée la section qui suit.

Section 7c : Les transformées de Fourier des moules hyperlogarithmiques.

A la proposition ?LZ on a décrit. le comportement des fonctions
U‘u V‘v . . . .

w = et en leurs singularités. C'est un comportement de fonctions
L ' ct w ' . .

localement intégrables, tant sur que sur {R (7). On pourrait en dire

w N)
autant des fonctions (v -—» Ui et V+ . Voir i ce sujet l'exercice GJL
. . » ' s []
Par suite, les six moules hyperlogarithmiques U ’ U+ , U_/ V / V,'_ P V..

définissent sans ambiguité des moules—-distributions sur IR et on peut leur

appliquer la transformation de Fourier (¥Y).

Ceci dit, les factorisations (GJG?) et (£468) impliquent, ainsi
qu'on 1'a déja observé, que les fonctions Uw“ s et Vw.,...,w,,_
.‘sc‘mt chacune des superpositions (linéaires) de fonctions de LIL—1) ..variables
au plus. Il s'ensuit que les transformées de Fourier ¥ UAE”” ota et

b\) . L . . . - + . 4
g V 7 n sont des distributions 3 densitées concentrées sur les

hyperplans—coordonnées, c'est-a-dire de la forme

* W = multiincice, h=l\lw)

(**) Pour les moules-distributions, leur symétrie, leur alternance, leurs

transformées de Fourier etc... wvoir la section Li‘c.
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' "
b,... ¢k 2 k 3 Fa
DERPRY ¥ Voo d) 2 A
ery A = A § (&)
d:l (’ d
~ S - . . '. . k][‘ta/bn_
oll désigne le dirac et ol la a ~iéme densité&-cordonnée ‘Ad n'est

évidemment pas fonction de Es .

Il se trouve que les moules de la forme (7ci) sont stables tant pour
la multiplication des moules X éue pour leur composition convolutive 3 s
introduite 3d la section @n (?our X c'est évident, pour 3 cela se voit via
la transformation de Fourier). Nous aurons souvent, dans cette section, &
composer convolutivement des moules du type (7cl). C'est trés avantageux en
apparence, car la présence des diracs raméne, dans la convolution (4c2l), toutes

les intégrations a4 de simples &valuations en des points donnés. Et effectivement,

. - .
1'application formelle de (4c2l) a deux moules H et B du type (7cl)
. . .
donne bien un moule C = ﬁ 0 E qui est encore du type (7cl) et
. » * .
dont les densité&s-coordonnées (:i s'expriment simplement (i.e. sans intégration)
» » L] » ‘
en fonction des densité&s—coordonnées Hd et B& de H et B . Malheureuse-

ment, le résultat ainsi obtenu n'est juste que pour des densités—coordonnées

)

aurons justement affaire 3 des densités-coordonnées qui. ne sont intégrables ni

L] [ 4 . )
et 8&. trés réguliéres (par exemple globalement inté&grables). Or nous

localement, ni 3 1'infini et qui nécessitent la prise de valeurs principales.

La formule (4c2l) conduirait dans ces cas—13d & des résultats erronnés.

v o .
Cependant, lorsque seul le facteur B est du type (7c¢l) et que le
L] ) .
facteur fﬁ poss&de une densité (partout) diffuse, il se trouve que le composé
C. L [ ] ) :
= H 0 B posséde lui aussi une densité (partout) diffuse et que
cette densité est bien celle que fournit (sans intégration) la formule (4c2l).

Explicitement - ;

| . b, b b=k E-b
(7c2) Ck = (A gg)k -7 z A¥TAR y B() d
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t
Ici, les A:‘ sont des multiindices en facteur dans le multiindice l-" ,
E o s . . ¢
chaque d: est un indiceé simple contenu dans ;{' et la notation abusive
I [ % .

. . : L
[' - l'-'d signifie que 1'on retranche L_d de chacun des termes de :{"
¢

Abordons maintenant la transformation de Fourier des moules logarithmi-

O

ques. Nous utiliserons non pas g mais , car c'est ici un peu plus commode.

Les transformées de Fourier des moules symétriques Ui et V:': .

Proposition 7cl :

Les moules Ui et Vi ont_pour transformées de Fourier des moules—

g . w—— .
distributions £] U_fg}:_ FVi d densités diffuses données par les formules

suivantes :

(7c3) ulm ? U_f.,.-., ba = _l__ " 9(,‘-‘1) 9(61) PR 9(""\-)
_ (1_’11() -h U‘\,‘k‘) SR EA_.)

(Tedbvis) dews T Uf"""_‘" _ .(__ ] ‘>"“ :9(-&,) 6(—[3) 9(-!1)
ini Ll “‘1-‘ h) N .. _\L{-,L..{- -')

ety dhow ?‘\4 = (& )" eu h) Blh... -L.) Blhn)
3188 th

= byenta .
(esvis)  olews TV = (- )" Ble-t)... . Blb- ) O(by

(S SO

Zut

U 1'on a posé

(7¢5) 9@):1 M = S0 Py 'o(x)_—_-o M x & O

Indication sur la démonstration :

. L
On commence par \li . On se reporte i la formule (£45|) et on y fait
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r=2x1 , car pour cette valeur particulidre de 2 le moule /\_4_._ (%)

[ ]
se réduit au moule unité i . On peut alors &crire :

oo Vio= (Vi o T7) x ()

.
Comme -2; est symétrique, son inverse multiplicatif est immédiatement calcu-
lable grace a la formule (%bJ2). On porte alors dans (7c6) 1'expression (£d13)
du moule IU—; et 1'expression (6&55) du moule .2. et s'apercoit que les V:_-J
.se présentent précisément sous la forme d'ﬁne intégrale de Fourier, ou plus

exactement, comme 1l'inté@grale de Fourier d'une densité&, qui est celle des for-

mules (7c4) - (7c4bis), et d'une distribution complémentaire (non diffuse),

I 4
qui provient de .2 et dont nous n'avons pas 3 nous soucier pour 1'instant.

—~ »
On peut de méme calculer la densité de 5; U en faisant 2=11
' GASL s e . . +*
dans la formule ( ), mais il faut se donner un peu plus de peine (")

— » —— .
On peut aussi directement dé&duire ? U+ de g V:t **

On observe que

— b,k b, ¢
zeny  F U+ B (—'—)ﬂ M -A'X

n

t“lt‘l}.' -/Efl

e l’.'l)...,l‘l\ E, .. . Et\. t"-, EA-!)""
S A N
T

b,

~

- ol X est le moule symétrique fondamental de type différence-polaire

~

’ . L]
- ol L. est le carré S XS (au' sens des moules) du moule symétrique

fondamental de type différence-plat .

E ook | | b
~ ol M Y /l‘r\—__ U 0(,(.() et N = T:T '/ét sont des

moules de type sé&paré-plat et séparé-polaire respectivement.

b

(k)' Voir 1l'exercice :?'C,Z. . (**) Voir 1'exercice :}C_% ,
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b, ba b
Mot NGt

Bien que les fonctions et soient

1 4 [
8videmment symétriques, les moules b4 et hJ ne sont pas symétriques. Toutefois,
multipli&s (au sens des fonctions, non au sens des moules) par les moules symé-

. ’
triques >< et L_ » ils fournissent des moules symétriques.

Ce que nous retiendrons surtout, c'est le type mixte (différence-

proy *
polaire et séparé-plat) des moules ?F (Ji. et le type mixte (différence-plat

‘ —_ . _ »
et séparé-polaire) des moules ?F \L& . Cette propriété, comme on le verra,

s'€tend aux transformées de Fourier des autres moules hyperlogarithmiques.

v . .
Les transformées de Fourier des moules alternés 17; et Ui. .

Nous pouvons maintenant calculer les transformées de Fourier, non pas
N . . .
encore des moules L) et \/ » mals de leurs composés par les moules rota-

[ ]
tionnels F<+ introduits i la section

(7c9) U, = U o R.:- bt Vi = Ry oV’

L
Puisque les moules rotationnels Fai <ét donc aussi leurs inverses de composi-
-1 . . .
tions F{+ sont alternés, les moules [I; et ‘I;. sont eux-mémes alternés

et mutuellement inverses C*)

(7cl10) U;, o V_; = U.: "V—t = U.O\/. ::I.

-Proposition 7c2.

» [ 3
Les moules alternés TI: et WI; ont pour transformées de Fourier

des moules—distributions aux densit&s concentrées sur les hyperplans-coordonnées

et qui valent :

@k) pour la composition s'entend. Rappelons que 1'inverse d'un moule alterné

(resp. symétrique) signifie automatiquement 1'inverse de composition (resp.

1'inverse multiplicatif) car dans chaque cas on ne peut prendre que cet inverse~13
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(7cll) ;.? U;

vpe | dow (FULY < (FT)s dou(F U3 )]

]

~ . - < Te — o\l
can FVE = wp { dos (FVE) 0 (FL) x dow (V)]
avec v.p. = valeur principale et dens = densité. Interprétoms d'abord les for-

mules (7¢ll) et (7cl2). Le moule :FI. = I. a pour expression

Ak, ba

(.7C13) I¢= o Ih = S(el) I = O AL h-)/L

’ /

D'autre part les moules symétriques U_+_ et Vi ont des inverses (multipli-
catifs) facilement calculables grice i (4524). Les formules (7¢ll) et (7cl2)

s'écrivent donc

t

bk S
ey U, = qu A&M(yu" Mﬂc{m(?()" )
(7c15) ?V«:"m’ Z:|

€0 dows (FVL) 508 doo (FULY)

~

avec les densités données par (Fe3) et (Fc4). Reste 3 interpréter ces distri-

butions.

Pour (7cl5) il n'y a de difficultés qu'a l'origine:. La "valeur prin-
cipale" signifie donc que 1'on inté&gre déns le domaine n { l l?] >b7 ‘g
puis que 1'on fait tench;e l? vers O . Pour chaque fonc(::mn d'épreuve, la
somme des R intégrales tend alors vers une limite (mais chaque intégrale
prise sép'arément peut diverger, si bien qu'on ne doit pas remplacer 'U}\Z

par 2. ‘U‘.)’L R

Pour (7cl4) il y a deux difficultés. Une premidre difficulté, 2
1'origine, que 1'on &carte comme ci-dessus, en intégrant dans n {“- )y)}

puils en faisant tendre V} vers O . Et une seconde dlfflculte, pour - = L,“ s
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car sur ces hyperplans les densités de Gz(Ji déviennent infinies. On &carte
cette nouvelle difficulté en posant, pour toute fonctiom TD analytique sur
“{ et décroissant rapidement & 1°' 1nf1n1

[v o]

dt, ... dba

Ulr. .- (f(hr.vhq =
’ 7 E\ U"L' l‘l) v (l-’l' h-l)

(7cl6)

Z. 1(: e ian) € (s,,...,2) da... - -da,

e 2, (3-2,) - (- e,

g(fu.../ in.,)

- ol chaque !; prend les valeurs + et -—

U (i|1_., /ih). | désigne le multichemin qui consiste 2 intégrer par
rapport a chaque %j depuis y jusqu'3d 4e® en contournant le poinf %é+‘
dans le sens positif lorsque ¢, = + et dans le sens négatif lorsque

d—u

R ,
ié-g ~ (évidemment, on ne s'écarte pas trop de ﬁ{' » afin de rester dans

le domaine d'holomorphie de Lf )

- ol chaque coefficient ;\ (i'),,. ) fh_‘ est &gal au quotient par
du nombre des permutations T des entiers {1/. R IL} telles que T(d*‘)—T(J)
soit du signe de id pour - J:r\,l PRSI ol

Cette définition du moule—-distribution

Bt-y) - . B(t-p)
bo(beb) - - (b *a-.)

17.%.

s'étend évidemment d'une manidre unlque aux fonctions d'épreuve (f qui. ne
sont pas analytiques, mais 3 support compact et indéfiniment derlvables C'est

d'ailleurs la seule définition qui rende symétrique ce moule-distribution.

Quant aux coefficients :L (i.){...} in‘> , nous les avons d&ja

rencontrés a la proposition 6d3. Ils se trouvent 1i&s aux nombres de Bernouilli
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. .
- via le moule S et les cobéfficients X (’YL) (*)
‘Deux mots maintemant sur la démonstration de la proposition 7c2.

Avec les notations (7c9), la transformation de Fourier appliquée aux

factorisations (6d467) et (6d68) donne les formules :
gean B Us Cﬁ'f U.}_)-l x @I) xCS? U;)
FV) « (FT) 2 (F VY

"

geny F Vo

I

ot ne figurent que des moules-dlstrlbutlons. Pour passer de 13 aux formules

(7¢11) et (7c¢l2), 1l faut évidemment calculer les dlstrlbutlons ’¥ U-i et

o—

,S; Vﬁ: (et non pas seulement leurs densit&s, comme 2 1a propos:.tlon 7cl)

puis montrer que les parties "non diffuses™ de ces distributions se détruisent
=N
=1

(7cl4) et (7c¢15), 8i bien qu'il ne reste plus que des "densit&s" et des

mutuellement dans les sommes i figurant aux seconds membres de

"valeurs principales™. La vérification est laborieuse (*¥*) et nous 1'omettons

icl.

L4 L
Les transformées de Fourier des moules alternés U et V .

P —

En aﬁpli_quant 1'opéréteur ? aux relations (7c¢9), on trouve :
— . Lo 2O — — '_, ——
g FU = (FUL) 8 (FR) e FV(FRY)SFTY)

—_ ., . .
Les moules-distributions ,5 Ui et Fv:t_ ont déja &été calculés a la propo-

. " a=!
sition 7c2. Quant aux moules-distributions ’5: Ri T R , on les
v ) . ' ) W, .., w
calcule sans peine grace aux formules ("’c'ss) qui donnent R :;;' 2R en

@ Voir i ce sujet 1'exercice Fe . *¥) Voir exercice 4&5
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fonction des b(tu;) .

Les formules (7cl9) ne contiennent donc que des termes connus aux
seconds membres. Elles nous donnent donc, en un sens, ce que nous cherchons.
Elles ont toutefois 1'inconvénient de donner G:() et 5:\/ comme compo-

- . N . A i * L3 . -
sées convolutives (})) de deux moules—distributions qui ont chacun leurs
densit&s concentrées sur les hyperplans~coordonnées. Or on a vu en début de
section que ces produitsétaient délicats & calculer. Nous allons tourner la

difficulté en trois &tapes, que nous indiquons tr&s succintement.

Premidre &tape :
: ap— - | — .
Afin de remplacer les moules-distribution S: Tj; et S?‘U;. s aux
densités concentrées sur des hyperplans, par des moules-distributions aux

densités partout diffuses (et donc plus maniables) nous allons les composer

—o .
par deux moules alternés F: et (; ainsi définis :

& @, w,...,w
720y F=0 , F = CFY 20 Ko
/ miw, 7/ 7t
¢ w @y +eeyyn
— ' 1@ — O A
a2ty G = p , G- .’_Lb(w.)_il;:l/ G =0 A& nye

Ces moules, tr&s simples, se cobrespondent par la transformation de Fourier :
. ® —— . Py

(7e22) FF= G ¥6 = F

Nous allons done calculer les composés :

gy F(FaTL) = - G

3|
S|

(7c24) F (6 . V—l)

I
+
-n
o;
Al
=
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Les seconds membres comportent chacun le produit de composition convolutif

A . . . . . u ’

(9) d'un moule-distribution 3 densité diffuse (& savoir ,(; ou F ) par un
moule-distribution A4 densité& concentrée sur les hyperplans-coordonnées. On est
donc dans le cas d'application de la formule (#el). Le calcul, sur lequel

nous passons, conduit i la :

Proposition 7c¢3.

Les moules—distributions ‘F (F.o U:;.) et :F(G.o v:;> possédent

des densit@s diffuses qul valent :

= . ) : ]
0e25) dows F(F'oT;) : =’(EL)M L 8. BCh)

A o B LY

(7¢26) &M ?L’F.OU:.)E”...,QW =-L—'—~)IL—\ 9“:.). .. BU.A) _ T::

2l Lh_bw)_ o L{Tm"'l'l)

dow T (G0 V)

i

(7¢27) ’
) 7— 9((- -t a(l‘d b0 () (-() N,‘jﬂ\ f(-¢ et ‘}n) 0(-('4..1' t)
S “E‘;ﬂ boGuet) - - (et 2)
AM S:LG °V—)" /n=
(7c28)

0(‘ g-n 9(‘5« e‘j-l't b“’n-u" 't)i
Ch« “% ) T Q'\’ hﬂ\

1 \N 7- B(—l‘.{l‘-‘\... 9(—‘}-:*1'3_-«)9( l)
=)

g___
N O T T ) G

avec e défini comme en (7c¢5).

Deuxi&me E&tape :

On passe au calcul de ?LF.O U.) et ?@.ovy . Pour ?(FSU')

on utilise les compositions convolutives

g & (FoU) = F (F=T7) 8(F R) =F (FoU2) 6(FRL)
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en appliquant a nouveau la formule (7'&.?.), car les premiers facteurs sont 3
densit8s diffuses et les seconds 3 densités concentrées sur les hyperplans-—

coordonnées. On trouve ainsi :
0 (Four)" '
° ) = - A(El)

? tF-oU.)h,&‘\ =“{L‘ ‘U’.'\, 7:-: { I-J“‘,)Au‘t) }

nl N

1 ANAL Alk) —a by — (k) -ally)

3:_.(‘:.0”.)%.,&-,%_ (' “up 8 SARDRUSLY
o L L alky) | Als)

—*————.—-—

T k- b Yk b)) v G-bety) 10 (k- s\Lf

etc...

avec comme d'habitude A A = _t A e ,4-
(0= & = signe

— . ,
Pour ? LG ° V ) on procéde différemment. On commence par

\d [
"séparer" soigneusement les A(w;) dans G ORi , puis on "sépare" les

[}
termes qui figurent dans l'expression de G o Ri ov (¥ . On trouve
alors :
= t
S; LG. o V.) ' = —-L ..L
T 18

<3|

GV 2 (k- h)
,5: (G o\’ )"h'k’ tl— )3 1 Aalb-ta(h-b) + L

L Lok

et d'une fagon générale :

(* Voir exercice Tt
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bk, oka

_ ok
e3y  F (6o V')E = L—L) ! T
ine

n
e\bL~-  ‘m

[
oii T désigne le moule alterné de type différence-plat (c'est 1'un des

-

huit moules fondamentaux définis et calcul&s a4 la sectlon 4c).

Troisiéme &tape :

_— -,
On passe au calcul direct de. quj et ST\/ en appliquant les

formules

= b b
(7e31) R U

n

YN

e by
- v (B 2) FE) "

l’”.;., l‘n - » 3\ ® TRRRAYY
qesy  F N = Ini V. p (ESlk)+... by &&A)) ’&'&GOV)‘“ 3

La relation (7c3l), oli les dérivations doivent s'entendre au sens des distri-

butions, s'obtient en appliquant la transformation de Fourier & la relation

Whyee o, Wi

U = e why (FoU)

Liyoo, n

. . L]
qui elle-méme tient directement & la définition du moule F . La relation
(7¢32) s'obtient pareillement en appliquant la transformation de Fourier &

la relation svivante (*) s

w,...,w W, ,..0
w,,...,Wa . N TRERL ) . Veorylin
4 = 1 (G7sV > =2A[w,+...w,l)LGOU')
b(w, t... w,q
qui elle-m@me tient 3 la définition du moule C; . Les notations Ei Stki)

qui figurent au second membre de (7c32) sont d'ailleurs abusives et ne recoivent

gvidemment de sens qu'aprés division par le terme E; qui d'apreés (7c30) se
q P

. T (Lo v )
trouve au dénominateur de (~ © _

Appliquant (7¢31l) et (7c¢c32) on trouve :

(‘X) et en temant comlale_ de 1a form¢ tres Parhcu.‘lie\ra de ?(G‘CV‘)
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— &
?U - SU\)
U= L o L (2 - g
T Lovp 4 ( o St - (m.)
OV S(k
(‘f L’&'\.\L‘\-'tﬂ i € "1.""33 - ( ()
= bbb
y U ey, 3_ 1 \* __l_ AU‘AAUﬁ)"‘ __l_ _l_, ‘ 8 ('
= Gi\”.,‘.< +( q l_l l?-; : 3 E‘ (~3> ( 1)
| I L ET S(E
eke W ( EUERN N 11) “)
— En
TN = S
= bk | NOR |
v vn L alt) S(L _ Alky) (L))
rL (Al alhety 1) S (k)
(l‘ E\_ E} . ‘
S; V 'I(Tl)h ay 1&{' +b_\_ _L—A“'l)“h) + %) 8(_61)
‘mi) ' ¢ b, {-3 _
1 (Alkaatheky +4) $(k
AT e b by %)
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Section 7d : Résumé du chapitre 7.

Ce chapitre introduit deux algébres de résurgence ) /H(E) et /H (&)
qui contiennent respectivement chaque /H (-31) et chaque /H(ﬂ) et qui
ont pour éléments, mon plus des fonctions holomorphes sur une surface de

Riemann fixe, mais des germes analytiques “prolongeables partout sans coupure".

Malgré cette différence, on a ici encore des dérivations &tangéres,
des pseudovariables et, pour ces derni&res, des représentations 9 —-stables ou
[&—stables. Ces représentations domnent lieu & des moules index€s non plus

»* %
sur'.rL mais sur {: » ce qui présente un double intérét.

* [}
D'une part, cela permet de différencier les moules (} et \/ par
: » L] »
rapport au multiindice et de préciser la dualité () éﬁ?\( . On s'apercoit en

L]
effet que le comportement différentiel de l} est analogue au comportement

L ]
de \/ en ses singularités et vice versa. (Pour une formulation précise, voir

(]
les propositions 7bl et 7b2). On s'aperc¢oit aussi que la dépendance des ()
® .
et \/ par rapport au multiindice & est du type "hyperlogarithmique'", d'oill

. L ]
le nom de moules hyperlogarithmiques conféré aux deux moules alternés L} et

. » [ J
[ ]
\/ ainsi qu'aux quatre moules symétriques ()i et \<i- qui leur sont associés.

. . . . L]

D'autre part, les six groupes hyperlogarithmiques U/ U+/ U../V, V_‘_/ V_
s'avérent localement inté&grables par rapport au multiindice. On peut donc les.
considérer comme moules—-distributions sur ﬂ{ et leur appliquer la transforma-

tion de Fourier. On s'apergoit alors :

* » [ ] ] .
(i) que les trois moules U) U+"Ll_ qui sont associés 3 la repré&sentation
lx—stable ont pour transformées de Fourier des moules distribution de type

mixte séparé-plat + différence-polaire.

. [ ] L] .
(ii) que les trois moules V , V+ , V v qui sont associés a la représenta-
tion O -stable ont pour transformées de Fourier des moules distributions de

type mixte séparé-polaire + différence—plat.
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