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LES FONCTIONS RESURGENTES

et leurs applications

Deuxiéme partie :

LES FONCTIONS RESURGENTES APPLIQUEES A L'ITERATION

(Chapitres 8 a 13)
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INTRODUCTION A LA DEUXIEME PARTIE

Cette Partie II applique la théorie de la résurgence 3 1'étude du
°
groupe G (le groupe de tous les germes de transformations holomorphes
tangentes 3 1'identité et de point fixe donné) ainsi qu'a toute une famille

de groupes apparentés.

1. La triade fondamentale Q;o/ Gl y, G’oc,

I1 est commode d'envoyer le point fixe 3 l'infini. Les &léments de

°
G sont alors représentables par des séries de la forme :

(11.1) g(z) = 2 (1 + :z;_l a, Z“ﬂ)

. I/m
(11.2) &,mm% | 2] & oo

La loi de groupe est &videmment la composition des séries : g,g - (‘Yog =X(%)
En remplacgant (II.2) par des conditions de croissance plus générales et en
ajoutant deux clauses de plénitude destindes & &carter certains groupes

définis par des propriétés étrangdres & la croissance (*), on obtient toute

/]
une famille de groupes pleins, qui sont dits apparentés 3 G . Les plus

t-
typiques sont les @ (resp. G ) définis pour tout !:7/0 G:esp.

k)O) par :

: -t 2 . - Yn
(I1.3) %Mr 7 (‘1—4‘!/ <0° (ﬂeal\el/m ’hl-[a,hl :0)

(*‘) par exemple : appartenance des a,”_ 4 un sous—anneau de <E ; prolongea-

bilité "sans coupure”™ de 3(%) ; algébricité de 8(7&) ; etc...
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[}
La famille des groupes pleins apparentés 3 {; possé&de trois &léments

remarquables :

o
(i) un &€lément minimal, le groupe d; lui-méme

{
(ii) un élément médian, le groupe «; , qui est le plus petit groupe de
Lie de la famille, c'est-3-dire le plus petit groupe dont chaque &lément soit

insérable dans un sous—-groupe continu 3 un paramétre.

~ 0P
(1ii) un &lément maximal, le groupe (B , consistant en toutes les séries

(I1.1) sans exclusive.

Le famille se scinde ainsi en trois parties :

- ol O - 4; .
(1) l'intervalle de Lie [@ y d; J , formé de groupes 7 dont il y a
peu 3 dire, car ils n'ont que des &l&ments continument itérables et ne
poss&dent que trois fonctions centrales o_(/ ,1_,/) » au demeurant parfaite-

ment &lémentaires.

!
(ii) 1les groupes a cheval sur {5 » c'est-3-dire ceux qui ne sont ni des

sur-groupes, ni des sous—groupes du groupe médian. Ils sont 3 tous égards

trés irréguliers.

’ °
(iii) 1'intervalle critique [@/ G[ , formé de groupes G dont les &le-
ments ne sont presque jamais it@rables et sur lesquels existent, outre N/}1/fv

une infinité dénombrable de fonctions centrales indépendentes.

Ce dernier cas, de loin le plus intéressant, est au centre de la

_présente &tude.
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2. Itération continue et résurgence.

0 4
Fixons un groupe @ dans l'intervalle critique [@ ) G [ .
Ses &léments 8 ont pour itérées d'ordre W (réel ou complexe) des séries

de la forme :

i £
(II.4) X(z) = % (1 L a, (w) ?—)

nyl

avec des coefficients a.m('W') polynomiaux en W . Les a.;h(_w) croissent
généralement plus vite que les d,l , 81 bien que les it&r&es ne sont qu'ex-—
. !
ceptionnellement dans G , encore qu'elles soient toujours dans G . On
* +
peut en dire autant des itérateurs directs et inverses, g et X , qui

dans le cas-type (*) conjuguent g 34 la tramslation 2 :
¥ %* *
(I1.5) X: (?o 9 o(f* ovee (?o(? (¢) =% et @(E)-_-ﬂ-i

Ces itérées et ces itérateurs qui n'appartiennent pas i G sont dits

étrangers. Pour les &tudier, on doit les soumettre a la transformation de

Borel 03 :

/ —m M-|
. *
arey @ : t - 8(%) ;1 8¢y ; s (me,l)
!
. *r ¥ "
On montre en effet que les séries méme et surtout quand
g /. g / g / W%

elles n'appartiennent pas & G » possé&dent des transformées de Borel x / x )

X aux propriétés inattendues. D'une facon précise :

Uiy
x ¥
(1) 1les séries X y g p J ont des rayons de convergence non nul.

-~

(ii) elles définissent & l'origine (aux diracs prés) des germes analytiques

qu'on peut prolonger holomorphiquement le long de tout chemin qui &vite le

(® c'est-a-dire pour UL/O(IP) =0,1, O) ou encore ((l‘ = | , 0= C,an )V[)

On peut se limiter & ce cas, car il donne une bonne idée du cas général.
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réseau _gjl ZTTL . On obtient ainsi trois fonctions résurgentes

* x
encore notées 3 3 x

(iii) ces fonctions résurgentes le sont au sens plein du terme, autrement

dit elles vérifient des &quations de résurgence. On a ainsi, pour les

itérateurs et en se placant dans le mod&le formel :

- (2;)4
(I1.7) Aw X*(%) = --Aw 608 )

(II.8) Aw *(? r = Aw ﬁ{. *(%)

d#

@Lw S ﬂ*)

avec des scalaires /\u qui sont fonction de g - Ces Equations de résur-

gence sont i la base de tout ce qui suit.

3. Enrichessement algébrique et théorémes d'indépendance.

Les équations (II.7) et (II.8) permettent d'analyser la structure
algébrique des extensions de {5 obtenues par adjbnction d'éléments &trangers
(itérées, itérateurs, conjugantes...). Cette structure, fort différente de
la structure de départ et beaucoup plus riché qu'elle, peut &tre décrite

au moyen de pseudovariables particulidres, les pseudovariables réduites.

Les &quations (II.7) et (II.8) conduisent aussi 3 des théorémes

d'indépendance, lesquels grosso modo nient 1'existence, entre &léments &tran-

gers, de relations autres qué les relations de définition et celle§qui en.

découlent &lémentairement.

4. Analyse et synth&se harmonique.

G i
Chaque groupe ‘de l'intervalle critique [G P d} [_ possé&de

une infinité de classes de conjugaison que l'on peut paramétrer au moyen des
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coefficients Aw = Aw (X) des 8&quations (II.7) et (II.8). Ceux-ci

jouissent en effet d'une propriété d'invariance :
-~
(11.9) Ab(ﬁo(fok) =" A"(X) (Vﬂ eG; R(%):%-&-C +O’(4"}

qui permet d'en tirer aussitdt des fonctions centrales en nombre suffisant.

-~

L'analyse harmonique sur G consiste 3 étudier le systéme complet

des invariants {Aw}- leurs rapports avec d'autres invariants du méme genre,
leur dépendance par rapport 3 (? s, leur expression en fonction des. coefficients

de Taylor a-m_ , etc...

-~

La synth&se harmonique sur @ consiste inversement 3 partir d'une
famille scalaire {Au} et d& chercher des g qui admettent ces A(u pour
invariants (*) . On construit de tels par 1l'intermédiaire de leurs ité-
rateurs g* , lesquels se calculent en résolvant, & 1l'aide du calcul diffé-

rentiel &tranger, le systéme infini des &quations de ré&surgence (II.7).

(]
Le groupe minimal G est le plus intéressant 3 cet &gard car :

(i) ses classes de conjugalson poss&dent des représentants canoniques X

t

(qui dépendent d'un paramétre complexe £)

(ii) la recherche des gt- , ou synth&se canonique, est dominée par une
dualité trés riche entre les invariants Aw {(qui sont 1iés & la représen-—
tation A-s.table des pseudovariables) et des scalaires analogues, les Bw s
dits coinvariants (et qui sont liés & la représentation d-stable des pseudo-

wvariables).

o
En pratique, la synth@se canonique sur (7 améne i distinguer

quatre cas de généralité croissante :

(*) En 1'absence de "caractdres" véritables sur @ , la synthése harmonique

ne peut que se réduire 3 celi.
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(1) le cas unitaire (tous les Aw sont nuls sauf un)
(ii) le cas binaire (tous les A‘_, sont nuls sauf deux)

(iii) 1le cas unilatéral (la "moitig&" des /\ sont nuls)

o

(iiii) le cas bilatédral (ou cas général)

Entendus au sens strict, ces cas ont chacun leur physionomie propre. Les

cas unitaire et binaire conduisent 3 des &quations algébrico-différentielles
et a4 des solutions parfaitement explicites. Le cas unilatéral conduit 3 des

coinvariants Eid dont les fonctions g&nératrices présentent des propriétés

tout 3 fait inattendues. Le cas bilatéral, enfin, admet lui aussi des solu-

tions comstructives, mais parfois au prix d'une l&8gére modification du para-

métrage en ) 3 .
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o
Chapitre 8 : Le groupe d; et les groupes apparentés.

Section 8a : Introdiction. La notion de groupe plein.

-]
La partie II de ce travail est consacrée au groupe i; , constitué
par tous les germes (au point od) de transformations holomorphes tangentes 3
1'identité. Nous examinerons aussi toute une série de groupes apparentés i

° &
d; » notamment les groupes 4; .

Les fonctions résurgentes, construites & la partie I, seront 1'outil
principal de cette &tude. Nous mettrons 1'accent sur quatre problémes, d'ail-

leurs &troitement 1iés :

1'itération continue (ou fractionnaire),

- la structure algébrique des extensions,

1'analyse harmgnique

la synthé&se harmonique.

Afin toutefois de placer d'emblée ces questions dans leur vrai cadre,
nous allons commencer par introduire la notion de groupe plein, notion dent
630 t .
et les é; sont simplement 1'illustration la plus importante. Les groupes
pleins généraux ne réapparaitront que beaucoup plus loin G*) de sorte que le
0
lecteur intéressé par le seul groupe d; peut négliger cette section d'intro-

duction.

Soit ;F. un ensemble ordonné, infini, mais dont chaque &lément ne
posséde qu'un nombre fini d'antécédents. L'ordre strict est noté < , l'ordre
large é; . Si deux &léments distincts 1i,j de iﬂ’ sont comparables (par
exemple ¢ (3‘) mais ne possé&dent pas d'intermédiaire (bas de k tel que
i(&(é ) on dit que j suit i . On suppose que tout £ & J- n'est

suivi, en ce sens, qu'au plus par un nombre fini d'éléments.

(K) A la partie III, chapitre 1%, oli nous &tudierons six exemples.
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Définition 8al. (Espaces pleins)

Soit ;B- comme ci-dessus. Un espace vectoriel non vide de suites

scalaires {ais index8es sur :y‘ dit espace plein sur ;y— si @

(1) il est stable par ‘oute contraction de la forme :

{af - (X al avee M| £ 1

(ii) il est stable par les "tranmslations” :

6] — {& = M% a; |

ia;( —> {C:, = 25 a~§

La stabilité par "translation" fait qu'un espace plein contient

toutes les suites finies (c'est—d-dire de termes &; nuls sauf au plus pour

un nombre fini d'indices i ) mais la propriété essentielle est la stabilité
par contraction (qui justifie le qualificatif "plein"). Les espaces pleins
_apparaissent ainsi comme des ensembles de éuites {:4;} qui peuvent commencer
n'importe comment, mais qui satisfont & une certaine condition "( de crois-
sance a 1'infini. L'intersection de déux eséaces pleins sur ;v” est manifeste-
ment un espace plein. Par suite, parmi 1és espaces pleins sur ;D- qui vérifient

une certaine propriété (par exemple, qui contiennent une ou plusieurs suites

données) il en existe toujours un qui est le plus petit.

Définition 8a2 (Groupes pleihs)

Un groupe plein est la donnée simultanée de trois choses :

(i) un ensemble ;Hﬂ ordonnéd, infini, mais dont chaque &lément posséde un

nombre fini d'antécédents,

(ii) une condition de croissance H( , définissant un espace plein sur ;D- s

(iii) une loi associative u;. sur l'ensemble des suites sur :ﬂ- :
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(8al) {a;%.{@;g = {c;}

a laquelle on impose :

premiérement, d'étre compatible avec 1l'ordre sur :”. , en ce sens que :

(8a2) L = oO; + g;_ + E (d’,e‘&')

ol P,, est une fonction polynomiale, sans terme constant, des seuls coeffi-

clents A"‘ et @& dont les indices ;)_e_g_ R sont (i (strictement),

deuxiémement, d'@tre compatible avec la condition de croissance IK , en _ce

sens que si, dans (8al) , deux des trois suites vérifient 'K , alors la

troisiéme vérifie aussi lK .

Sous ces hypothéses, l'ensemble 15 = 5 (Jr/ IK/ ll..) constitué

par les suites complexes index&es sur J— , vérifiant la condition de croissance
lK et soumises 3 la loi L , est évidemment un groupe, dont 1'&lément

neutre est la suite nulle. On dit que % est un groupe plein.

Un groupe plein est en somme un espace plein:muni d'une loi de groupe

assez réguliére.

0 l o°
Définition 8a3 (Les triades fondamentales (S ,_% /ﬁ ).

Les groupes pleins relatifs 3 un méme ensemble d'indices J et 3

une méme loi L , mais 3 des conditions de croissance K différentes, sont

dits apparent@s. Leur ensemble constitue ce qu'on appelle une famille de

——————————
—————tantmr—

groupes pleins. Toute famille de groupes pleins est stable par intersection

. 0 t 00
et poss@de trois &léments remarquables, notées 5 Y, S,Set ainsi définis :

. o
(i) Le groupe maximal % est le plus grand de la famille. Il est formé de

toutes les sultes sur :D- , sans aucune restriction de croissance.




- 260 -

°
(i1) Le groupe minimal 45 est le plus petit de la famille. Il n'est jamais

réduit 3 1'élément neutre, car il contient au moins toutes les suites finies.

, ! .
(iii) Le groupe médian % est le plus petit groupe de Lie de la famille.

Autrement dit, c'est le plus petit groupe plein dont chaque &lément soit

-~

insérable dans un sous groupe continu 3 un paramétre complexe.

En pratique, toute famille de groupes pleins sera désignée par sa

- o ‘ w -
triade fondamentale % - % C. .. Dans tous les cas intéressants,

les inclusions sont strictes.

Remarque sur 1l'ensemble d'indices J .

Dans la plupart des cas utiles,JT est dénombrable et s'identifie
n S
soit 3 N , soit i un produtt IN , soit 3 1'ensemble I[(Z) des suites
finies d'éléments. de Z . Pour les différents ordres utilisés, voir le cha-
pitre 15. On a parfois aussi affaire i des ensembles plus insolites : par
. . "ﬂ X\ . .
exemple la fronti&re neutre :r) ( )¢ ordonnée par la relation d'antéri-

oritéd (¥¥)

Remarque sur la loi L .

On observe, d'aprés la forme de la loi L s, que toute suite
-l
a = +¢ posséde un 1nverse unlque =4-4; t " ol $
a a; sde un i ' Q a; + A; a A
est une fonction polynomiale des aj avec ‘) &% . Toujours aprds la forme
de la loi [L ,;ej’est clair que tout groupe plein est résoluble. Autrement
dit, la suite %:{ ﬁg,g:{% Sg %:{35 g .
L4 J.
des commutateurs tend vers le groupe trivial., Dans le méme ordre d'idées, 1l'en-
semble g des &léments QA = {a,’,} de % tels que A; =0 pour
Q)

-

chaque ¢ g& , est un sous groupe distingué de (5 "

(‘*) voir section 2a ('x*) volr section 5b.
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Remarque sur la condition de croissance

-

Les conditions de croissance qu'on est amené i imposer aux suites

4] vevitent sowent dus formes ssses siaples. Par exemple :
&) 1l = oK) &Ky  lm () =0
) w= Oy (Ks) iy £, (laa)) oo
(Ky) 2 (ms/Kil <o Ke) = T (al) <o

oli {k(i} désigne une suite scalaire fixe et"-{ TZ} une suite fixe d'appli-

i

+ +
cations croissantes de H% sur u{ .

Equations sur les groupes pleins.

Soit 3 un groupe plein et €. son élément neutre. Considérons sur

%; les: trois équations suivantes, d'inconnue ¢ = { 7!;3

Equation générale (*)

M m My mn |
sa3) 4z 'B2x‘cx e X = (m.,m,,,...eZ,- a,@...é%)

Equation d'itération

n m

(8a4) T = O (’YL,'M éZ;,@é%)
Equation de conjugaison. |

(8as) Ar = x2b (078# & %)

On détermine sans peine les conditions sous lesquelles chacune de ces equations
admet des solutions formelles, ainsi que les valeurs de ces solutions &ventuelles :

il suffit de calculernflc de proche en proche, pour 4 croissant. Les diffi-

(# ainsi nommée parce que c'est effectivement 1'équation la plus générale
qu'on puisse envisager sur un groupe quelconque.
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cultés commencent lorsqu'on cherche 3 vérifier 1'appartenance 3 “3, de ces solu-
tions, autrement dit, lorsqu'on cherche & savoir si les suites formelles

qu'on a obtenues satisfont bien 3 la condition de croissance H< .

~

Grace 3 la méthode des perturbations (imposer de petits accroissaments
P 6_ . '
aux données A/ ..., puls regarder comment ceux—-cit se repercutent sur la ou
les solutions) on montre qu'en général la [K-croissance des données ne garan-
tit nullement la lK-croissance des solutions formelles. D'oli la nécessité de

o . - . n’ .
rechercher les conditions générales qul assurent cette J\ —crolssance.

Donnons d'abord quelques précisions sur le cdté formel de la question

-~

Prenons 1'équation générale (8a3). Elle &quivaut i un systdme infini :

(836) (Mttyt .. )% + di+birccs. . A =0 (¥: é'-]]’)

ol A.‘, ést un polyndme en les I_J /‘\j , 3(‘ /CJ' (d <L) . Par suite, si

'Y\.' FNt.. M, # 0 3 (8a3) admet une solution formelle unique.
Pour la méme raison, l'équation d'itération (8a4), cas particulier de
(8a3), admet elle aussi une solution formelle unique. Pour la calculer, remar-
m
quons que & -est nécessairement de la forme {A;('m) 13 avec pour

a;(‘b\) un polyndme en M , sans terme constant, et de degré n'excédant pas

le nombre des antéc&dents de t dans J}— . Comme on a manifestement

{d;('m‘)}—.{d;_('ml)} = {0\;. (’m'-(-’m.,_)} , cela entraine, d'aprés (8a2)

O (M o+my) = 0 (M) + & (m) + b (85 (m.), &g (M)

Une telle identitd entre polyndmes, &tant vérifiée pour toute paire d'entiers
(’m” 'm-,,) , 1'est automatiquement pour toute paire de complexes

(’UJ",/W-,_) . 8i done, pour tout W complexe, on pose :

(8a7) 2 = fa; (w}l
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on aura identiquement

w, Ws A, ¢ W
1 *
(8a8) [ S § = O
On voit par 13 que tout &lément & d'un groupe plein s'ins&re formellement

w
dans un groupe {d. §5 un paramétre complexe. En particulier, 1'€quation (8a4)

34 un paramétre complexe. En particulier, 1'&quation (8a4) a pour solution

unique X = {0.; (’M/‘?\)g .

Passons enfin 3 1'équation de conjugaison (8a5). C'est encore un cas
particulier de (8a3) mais avec cette fois-ci_ 'n'-m.,‘ =l-1 =0 . La
résolubilité formelle de (8a5) dépend donc d'un nombre N de conditions sur
les données & et 8“ . N peut étre fini ou infini (cela dépend de la loi
IL) mais chaque conditiom, prise séparément, ne porte que sur un nombre fini
de coefficients 4; et 6-: (*) . Enfin, quand ces N conditions sont véri-
fiées, (8a5) possdéde une solution formelle dépendant au plus de N paramétres

complexes.

Voil3 pour. 1'aspect formel. L'é&tude analytique, qui vise 3 é&tablir
si les solutions formelles appartiennent 3 (5 , est heureusement plus inté-
ressante, mais aussi plus ardue. C'est elle, en tout cas, qui justifie 1'in-

troduction des groupes pleins et qui nous retiendra dans toute la suite.

Supposons que g, parcoure une famille de groupes pleins apparentés,
3 - o ‘ w - - - L3
de triade fondamentale / % y 5 . Le groupe médian a &été défini
comme le plus petit groupe de Lie de la famille. C'est un groupe charniére,
en ce sens que les propriétés du groupe générique % changent du tout au tout
{
selon ses rapports d'inclusion avec (5 . Plus précisément, on est amené

4 distinguer trois cas :

(*) c'est donc le "contraire" exact d'une condition de croissance & 1'infini.
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! o
(i) (s . cs C. ‘S (sur~groupes du groupe médian)

Alors %3 est généralement un groupe de Lie et les équatioms (8a3),
(8a4), (8a5) sont résolubles effectivement dé&s lors qu'elles le sont formelle~

ment.

o i
(ii) (S C (% (_,lé avec g ié %l (sous ~groupes stricts du groupe médian)

Alors €5 n'est pas un groupe de Lie et les solutions formelles des
équations (8a3), (8a4), (8a5), quand bien méme elles existent, ne sont

"presque jamais" dans ﬁ; . Appliquant cette remarque 3 l'équation de conju-

gaison (8a5), on voit qu'il doit exister sur %; des classes de conjugaisons
non élémentaires (i.e. non définissables par des conditions portant chacune

sur un nombre fini de coefficients) et par suite des fonctions centrales non

€lémentaires., Il est en général possible de construire des systZmes complets

de telles fonctions centrales ("analyse harmonique') par une applicétion judi-
cieuse de la théorie des fonctions résurgentes. De plus, on peut s'arranger
pour que ces fonctions centrales soient, en un sens naturel, holomorphes

sur e; et par suite entiérement déterminées par leur restriction au groupe
minimal % . Enfin, les diverses extensions du groupe g obtenues par
adjonction d'éléments "étrangers” (solutions formelles d'équations d'itérationm,
de conjugaison, etc...) présentent des propriétés algébriques trds riches et

trés inattendues.

(iii) S q‘:. S et S ¢_, S (groupes non comparables au groupe médian)
i !

La situation est alors, en gros, la méme qu'en (ii), 3 quelques

anomalies prd@s, dont la plus sérieuse est celle-ci : on.ne peut plus, semble~
t—-il, construire sur 3; , en nombre suffisant, des fonctions centrales non
€lémentaires qui solent holomorphes et qui prolongent analytiquement des

(-4
fonctions centrales non &lémentaires du groupe minimal %; . Cette circonstance
complique &normément 1'analyse harmonique sur ceux des groupes 33 qui ne sont

{
pas comparables 3 %5
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En r8sumé, le cas (i) ne pose gudre de problémes et le cas (iii) en

pose de presque insurmontables. Le cas fécond et intéressant est le cas (ii).

On trouvera des précisions supplémentaires sur les groupes pleins
généraux au chapitre 15 de la partie III. Mais pour 1'instant, et jusqu'ad la
fin de la partie II, nous nous limiterons & un groupe particulier, le groupe
60 s, et aux groupes pleins qui lui sont apparentés.

: - : e GG G
Section 8b : Le prototype des groupes pleins et la triade ’ ’ .

0
Le groupe @ , prototype des groupés pleins.

]

Soit G le groupe des germes (en un point donné) de transformations
holomorphes (& une variable) et tangentes 3 1'identité&. Comme point fixe
commun 3 toutes les transformations, il est commode de prendre mon pas l'ori-
gine 0 , mais o2 , point 3 1'infini de la sphére de Riemann. Gas'identifie

alors & 1'ensemble des séries du type :

'm
(8b1) 3(%} = %([-}-g 4,“ z“"‘) (8b2) &M\Mk ld*l/ £ oo
4

avec pour loi de groupe la substitution des séries :

144 = ey =140
L'inverse de 1'él&ment générique 3 §era not j pour &viter toute confu-

8

. ‘l ~ 3 -

sion avec 8 = | /3 . De méme, 1'itérée Xogo .o (? (n fols) sera
% . . " oM

notée g pour éviter toute confusion avec j - Cg) .

o
Envisagé ainsi, le groupe [3‘ rentre manifestement dans la catégorie

des groupes pleins, introduite & la section précédente:

N-X-
~ pour ensemble j— , on prend l avec son ordre naturel,
-~ pour condition IK de croissance 3 1l'infini, on prend (8b2) ,

-~ pour loi u:.. , on prend la loi
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(8b3) {am'g- ) {&mlg — {CM =a,t &y. t a(d.,..., dﬁ‘”g,,...,&w) ;

qui, aux coefficients de g de 3 , associe ceux de 303 = g(g) . La
compatibilité de (8b2) et (8b3) résulte simplement des théorémes sur la compo-

sition et l'inversion locale des fonctions holomorphes.

o
L'importance du groupe @ est double : d'une part, c'est le plus
simple des groupes pleins et d'autre part, c'est leur prototype & tous, en ce
sens que leur étude se raméne largement, grdce @ divers artifices, 3 celle du
Go
groupe . Cecl vaut d'ailleurs non seulement pour les groupes apparent@s 2
0
@ (voir ci-apr@s) mais aussi pour des groupes pleins beaucoup plus généraux
. . @0 .
(voir chapitre 1.). Le groupe joue en quelque sorte, dans 1l'étude des
groupes pleins, le méme rdle privilégié que le groupe Se (Z, K) dans

1'étude des groupes de Lie.

o
Groupes pleins apparentés i (3‘ et .algébres associes. Topologie naturelle.

D'aprés les définitions de la section précédente, tout groupe plein

] =
apparentéd i (B est de la forme I't‘A , ol I:Q— est 1'élémentneutre du

~ . e . a -1 P
groupe et ol A est un espace plein de séries entidres de 2 , c'est-3d-dire

un espace

-l
(8b4) contenant tous les polyndmes en %

N4 ~M¢]
(8b5) stable pour toute contraction Zd‘k% —_ Zd‘h }\%2 (aml)x*l([)

) N ~NPL
(8b6) stable pour la "translation" Z AM'% —3 Z a, z

En principe, il faudrait ajouter la stabilité pour la multiplicatiom
o . e e . P
par % (& quoi se réduit ici la seconde "translation” de la définition-8a2)
mais cette stabilité est automatiquement acquise dé&s lors que G est un

groupe et que A vérifie (8b4), (8b5), (8b6). (cf. exercice 3% ). En fait,
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sous ces hypothéses, ﬁ est méme une algébre pour la multiplication ordinaire
o

des série (cf exercise 8&7.) A tout groupe (B apparenté & @ se trouve

donc associée une algébre H = @ "I dans laquelle Q; agit de manidre

naturelle :

T,1 = 93 =% (fem , }e€

~

Remarquons 3 ce propos qu'il est commode de noter les &léments de G sous la
= ntl

o
forme 2+ Z QM T (et non T +§- 4, 1—'% ) car alors le coeffi-
cient &, est homogéne i %M et par suite le polyndme P (a- er
" g P poly w (0:, 5

de la formule (8b3) ne comporte que des mondmes de la forme :
"
(8h7) a'LT.T 66 avec A+ Z (} ’)ld =N
d

On munit 1'algébre ﬂ @t du méme coup le groupe. 6= I'f’ﬂ) de

sa topologie naturelle : c'est par définition la topologie la plus faible qui

rende continues toutes les formes lin&aires explicitables sur ﬂ , c'est-3-dire

toutes les formes du type :
-n
24 Ty Z B <oe

Quand G est un groupe plein, sa topologie naturelle est toujours compléte
0
(cf exercice 86‘3) . Dans le cas du groupe minimal (9\ et de 1'algébre associée
I
ﬂ » la convergence s&quentiellepossé&de une caractérisation trés simple :
une suite f“ de /H converge vers ‘f pour la topologie naturelle si et
seulement si il existe R(oo tel que les ((M ('{'} soient définies sur

‘%[7/& et y convergent uniformément vers ‘f('!j

Remarquons que le changement de variable % — l / + change

tout 3 de la forme (8bl) en :

8 4(% = l/(f(l/'-z) =z (1+ =2 6 %""’L)

)|
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et tout groupe plein I"rﬂ en un groupe plein I+ g (ef exercise Sﬂlt)

I1 n'y a donc aucun inconvénient 3 considérer, comme nous le faisoms, les
séries (8bl) au lieu des séries (8b8) qui paraissent plus simples mais qui
sont en fait moins maniables, surtout lorsqu'il s'agit de prendre la transfor-

mation de Borel (cf section 8f).

Eléments maximaux et groupes & bord.

N
Pour toute série f@-) = %(l’f"Zd“% ), il existe un plus petit
groupe plein contenant 3 . C'est le groupe plein "engendré&" par } et on le
talg . (aM
notera @ ) Inversement, si un groupe plein @ est de la forme @ ),

on dira que g est un €lément maximal de (B . Les 6 qui possédent des

€léments maximaux sont dits groupes d bord (le bord &tant précisément 1'ensem-—

ble de ces &léments maximaux).

~

0
Les groupes pleins apparentés i G ne possédent pas toujours d'élé-
. Gt .
ments maximaux : par exemple, les groupes (“)9 introduits ci-aprds n'en

poss&dent pas, pas plus que les groupes radiaux étudiés 3 la section 8e.

Lorsque @ poss&de des éléments maximaux, il en existe toujours

qui sont de la forme

)
@9 Tl + Z K. ?”“)

avec des coefficients K’\- >/l tels que

(8b10) K'ﬂ, Kmx e K’n,._ ~<4 K‘k.f”‘\. P 7Y

En effet, soit X(%) = T (l + ZU.M:EJ\) un &lément maximal de @ . On
peut toujours supposer la‘[ >/ i . D'aprés (8b5), 6 contient
9(%) = %(l - Z{a“-l %-“) et par suite aussi %ag (‘-2:) =t (( —ZCMEA) .

Mais on vérifie que Cm est une combinaison lin8aire, 3 coefficients entiers

M.
positifs, de tous les mondmes TT l&‘_[ ) pour lesquels Z n=mn.
[
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Il s'ensuit que si l'on définit K“ au moyen .des relations de récurrence :

Ki=lal , Ki=auflag, kK], K, = s Iy, KoK KK KT e

K, = A {[a,‘[/ dup Ky o Ky, }}. ..

Ntz m

alors la suite Km vérifie (8bl0) et Au.k_{l( [ll...(} é K,.._ é C‘K

La série (8b9) est donc un &lément maximal du group @:

Comme (8b1l0) s'dcrit évidemment

(8b11) efa Km““ ema K,\’c er} Km < &} KM.{-%t{n. CR,

on dit que la suite {er% K,\_‘g est surlinéaire. C'est une propriété plus
faible que la convexité, mais on doit s'en contenter, car il existe des groupes

d bord sans €léments maximaux de la forme (8b9) avec {&-3 KM}-jﬂnconvexe

(cf. exercice 885 ).

En pratique, les groupes pleins qui poss@dent des &lements maximaux

(groupes & bord) seront toujours caractérisés i l'aide d'une suite &'}KM
KM) _
. Lorsque la suite K«} est

suffisamment régulidre, la condition pour que & ([ 4 ZQ“ q.‘“ appartienne

surlinéaire. On les notera donc @

(Kw mn nk
a @ ) est assez simple. On vérifie par exemple que pour K,#: R !

(R) k‘ >D) cette condition s'écrit

(812) —o2 & Qw\/m{\ %la”/K’“L . ook g
m.l-l-&"a’h

(8b13)  —po Qam,bu.;,\ Qo:&[ll«/l'(«‘ LoP &K ILE

Mais lorsque la suite {KM-H / KM} a un comportement erratique, la condition
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@ (Kﬁ)

d'appartenance 3 peut &tre beaucoup plus compliquée {(cf. exercice 888).

3
Proposition 8bl (Les groupes @ )

_ b
L'ensemble @ formé par les séries S(%) = 3 (l‘f"‘Z d“;*"‘)

lfm
telles lﬂnll = &(’)\.E) est un groupe pour la composition des séries si et

seulement si E >/ O . Ces groupes, pleins et mutuellement apparent8s, ne

0
possédent pas d'éléments maximaux, 3 1'exception de @ , qui ne poss&de que

des &l&ments maximaux.

3
On vérifie sans peine que les @ sont des groupes. Cela découle

aussi de la proposition 8el ci-aprés.

0
Etant le groupe minimal, 6 n'a que des &léments maximaux (cf. pro-
. , A ct 1
position 8b2 ci-dessous). Au contraire, pour é’)ﬂ y n'a pas d'élé-

ment maximaux. Soit en effet (f(%) ==(lt 2. a,. 'Z-“) dans 65 .

I1 existe R<o° tel que ld“l < KM Auvee Km = Rm ')LME

Si g était maximal, la série a(%) =% ( I+Z K‘M.%..“) le serait a
fortiori. Mais le groupe plein engéndré par 9 est donné tantdt par (8bl2),

3
tantdt par 8bl3) et ne contient donc jamais (6 . Ceci prouve la proposition

8b1l.,

) ¢
De tous les groupes apparent@s i 6 , les 6 sont les plus
simples et les plus importants. D'ailleurs, ils contiennent la triade fonda-

mentale :

: 0 l oP
Proposition 8b2 (La triade fondamentale G p é/ @ ) .

] !
o) le groupe plein @ = {g) ecwM)\ la“l /u<o°} est minimal, autrement

dit, c'est le plus petit de sa famille.

v { . 1
(5) le groupe plein @ = {8,‘ QGMWW‘M“[,‘(w}eSt médian, autrement

dit c'est le plus petit groupe de Lie de sa famille.
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)
a') Le groupe plein @ = {gl‘ A quelconque} est évidemment maximal,

& 6 ol ‘GO"
si bien que la famille des groupes pleins apparenté@s aux G admet 6/ @/

pour triade fondamentale (‘"‘) .

Le point ® est immédiat. En effet, d'aprds (8b4), chaque @ appa-
r
renté 3 G doit contenir toutes les séries g de coefficients dh nuls 3
-}

partir d'un certain rang, donc aussi leurs inverses de composition . Mais

parmi ces inverses, il en existe dont les coefficients 6M_.vérifient :
. - V«
ew !M.g lgm[ = R

pour tout R spécifié a l'avance. D'aprés (8b5), il s'ensuit que @ contient

°
toutes les séries convergentes, et donc @ tout entier.

Le point important est le point P . Nous verrons & la section 9c¢
0 :
que pour chaque R L oo on peut trouver dans G , et par suite dans
ar
chaque G apparenté, des g dont les itérées formelles 3 ont des coeffi-

cients U.%(w) qui pour W irrationnel vérifient :

Ym
N N TR
m .
Ay
Le groupe médian contient nécessalrement.ces 8 . Par suite, d'aprés la

!
stabilité par contraction (8b5), il contient le groupe G tout entier.

1
Inversement, on montrera 3 la section 8e que G est un groupe de
Lie, autrement dit que chacun de ses &léments s'ins&re dans un sous—-groupe

{
continu 3 un paramétre complexe. G est donec le groupe médian que nous

cherchons.

(*) Ceci justifie apr@s coup l'emploi des indices 0{ l/ o  pour désigner

0 (pt (poP .
les termes des triades fondamentales générales %/‘%/'S (cf section 8a).



- 272 -

Nous allons, dans la suite de .ce chapitre, donner quelques précisions
. d;‘ 4; . . oo .
sur les trois groupes é; / / puis discuter les propriétés des
autres groupes apparentés, selon leurs rapports d'inclusion avec le groupe

médian 6]

00
Section 8¢ : RéBsultats classiques reldatifs au groupe maximal @

o0
Voici un bref rappel des principaux &noncés concernant le groupe d;
Pour Plus de détails, se reporter & Th. Inv. Hol., chapitres 1 et 2. Ces
résultats, trés simples, n'ont d'autre but que de préparer & 1'étude des
: I s iots de €%
groupes pleins non "triviaux", c¢'est-3-dire des sous~groupes stricts de

!
et, plus encore, des sous groupes stricts de d; .

Proposition 8cl (Automorphismes et forctions centrales).

oo
®/) La topologie naturelle de ¢; est celle de la convergence terme 3 terme

. . . Lo . .
des coefficients. Tout ‘automorphisme de é; peut s'dcrire comme produit :

-{
~ d'un automorphisme interne : (f(%)_ek.of oR(’i‘)
- d'un changement de variable 2 -» 4% : gﬁ} -3 a.l (fla-%)
—~8ventuellement, de la conjugaison 3-3‘? : X[%) - g(i}

- o0
@) A tout élément: g(,’l‘} = %(l‘t’jﬁ,“% ) 51_9_6 différent de 1'élément

neutre__._l =% , associons trois scalaires. ,A_’x/o(//o ainsi définis

(8cl) klg) =~ indice du premier coefficient non nul

(8c3 _ f(x 7:.- -) + coefficient de "2-' dans la série | /(Jh) -2

(8c2) g) d svaleur du premier coefficient non nul

oR
Alors h/ d‘,f sont invariants pour les automorphismes internes de d; :

ce sont donc trols fonctions centrdles.
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Ng) et f(cpj sont dits valuation itérative et résidu itératif

de

6) Ensemble J }\_/u/f constituent un systéme complet de fonctions centrales

o
sur @ . Autrement dit, deux é&léments f/g é G sont conjugués

( Xo P\ = Ro%) si et seulement si
FQ)=rg) , «(§) = x8) , pL8) = PL3)

D'oll une paramétrisation }/\ oL ID — £ des classes de conju-

I/f

. ‘ o?
gaison du groupe G .

Proposition 8c2 (Itération continde)

ol oo
®{) Il existe une unique application continue 4/, g -3 (f de C X @

f
dans (E telle que
W Ay Wy

{
3 ° X = X _{/ﬁ" X = (?
W
La série g est dite itdrée d'ordre W de g . Elle est caractérisée par :

s - o
(8c4) gog = gog avec (8c4 bis) (6?(1\ -%) /(i{—*)_%‘): o 'f'o'(i)
psi Mfl=p e Ply= %C“f,g;%*"") ators p(f )=

gc’&) = % ({ +%AM(W) 2--“) avec pour coefficient AM (w-) un polyndme

en’ ‘W sans terme constant et de degré £ ’)L/[L

U) La série (g = 9—- g) est dite logarithme it8ratif (ou gené-
T V¥ w=
rateur infinitésimal) de . Elle est caract@risée par :
(8c5) (S) og = 3 .‘.{. X avec (8c5bis) X(‘t)/(é’n} .-z) =1 ¢ o-(—j)
¥ ¥ da x

De plus
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w 9

n A W
ol T hnd =Ll
(8c7) 3: a,o.foa- & 3* = (g*oa)/<§;k) (Vflaleé(gw)

. |
S) La fonction centrale /> ::f(f) est &gale au coefficient de 2 dans

il

la série | /(f (’%-) . De 13 son nom de résidu itératif.
¥

. oP
L'algébre pleine associée 3 d; n'est autre que l'algébre ﬂ :6@%43

- o . . . -l
formée de toutes les séries entiéres de la variable % . Il est commode
ar

o° wr
d'associer 3 X / 3 ) g des opérateurs sur m notés F/ F 7 E(_
¥

et ainsi définis :

(8c8) F.‘f:‘fog ; Fw‘f =‘f°3f ; F;"f:y ijo

* da

wr
Proposition 8c3 (Calcul explicite de 5 et X )

o 17 o
Les opérateurs F/ F / F* satisfont aux relations :
Mil M
(8¢9) F;, = &\bF = 2 -'-.L—-l) @*i)
LSY| M

(8c10) Fw = LF)W - 1 1_'5' W (1) .. (W-ntt) Q:—i)m

! m!

A % N

(8cll1) 3 = éxk(wﬁ;) =1+ 2 @ d‘;)
wyl !

o
Ces relations ont un sens car, pour toute série d'épreuve (f & ﬂ y

on vérifie que les séries

FAf s Z ol R o Glen(g AT

=3

. - . _
sont au moins des 0‘(1— ) . Par suite, pour tout n donné, les seconds
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membres de (8c9), (8cl0, (8cll), appliqués: 3 l‘( , ne donnent qu'un nombre
-Nn
fini de termes en % .

o°
Bien que ¥ n'appartienne pas 3 /H on peut quand-méme appliquer (8(:3)}
~w

(8cty), (8cll) & % et obtenir ainsi. g (_’-3 ;?’(%) / (‘}) explicitement en

fonction de (2 (% % respect ivement.
4 /

Proposition 8c4 (Formule de Campbell-Hausdorff)

Soient g,%/ 9\. trois €léments de @w » soient (f*/ g*/ Q)‘-

leurs générateurs infinit&simaux et F G_)r y Oy les opérateurs

* /

associés. Alors, si = oP\ c'est-i-dire F = H G , on a :
3 s & Eobtmamdlre e ..

ge12) by = H, + G, +;{_.[H* }4-&[ ].,_ G-

Pour les coefficients généraux de la formule de Campbell-Hausdorff,
voir (*) . Ici encore, en appliquant (8cl2) 3 n'importe quelle série d'é@preuve,

-~

on a convergence terme 3 terme et, en appliquant (8cl2) i , on obtient

ch &)* en fonction du crochet de Lie Eﬁ 3 ] X 2 3 f

et des crochets itérés,

Section 8d : RéEsultats classiques relatifs au groupe minimal @

Le groupe minimal @ est constitué par les séries de la forme
Z " . . . . e s
(’-b] = %Ll‘(" a, ¥ qui convergent au voisinage de 1'infini. On peut
donc identifier ces séries (? aux germes de transformations ¥ -3 X(%)
qu'elles définissent en 60 . Cette circonstance tr&s particuliére permet
d'appliquer a 1'étude de @ des méthodes &lémentaires qui se trouvent en
défaut dé&s qu'on passe aux groupes apparentfs. Enumérons brid&vement les

résultats auxquels on aboutit ainsi.

() Bauntraks | Grauper of alyiter da lie T, 86,
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)
Itération continue dans (B .

Proposition 8dl (Qrdres d'itération admissibles)

A

o
Pour chaque 36‘ G , notons vuop le groupe additif des W com—
————d — : ———

plexes pour lesquels (f admet dans 6 une itérée . Deux cas seulement

peuvent se présenter

- ou bien M = c et alors on dit que g est continliment itérable

- ou bien Wg est de la forme L Z (m entier).
ou bien m 1 entier)

Ceci &carte donc les sous-groupes qui sont denses dans @& ou dans fR

ainsi que les réseaux discrets & deux dimensions. Pour la démonstratiomn, voir

Th. Inv. Hol., A -TIL- 4.

Proposition 8d2 (Rareté des f ‘continliment itérables).
) \Y)

0 )
Les Elements de (G ne sont "presque jamais' continiiment itérables.

Par exemple :

o
®) Si 1l'on part d'un &lément quelconque Ge de @ et si 1'on fait varier R

i n
de ses coefficients de Taylor A ey Q dans (E , alors
M) Sy, ans, a-ors,

. n
n'est pleinement it&rable qu'au plus pour une partie de 4: de mesure nulle

et cette partie peut &tre vide.

e) Ceci s'étend 3 presque tous les paramétrages qu'on peut imaginer :

- développement de gl‘{-) en fractions continues,

n
- factorisation de g(’t} du type ’é‘f(%) E Cl - O3 %"') y

- multiplication ou composition de Xh} par une fonction algébrique de degré

donné, etc. etc...

. o
b’) Si 3 ,.,,/3 sont des &€lé&ments continliment itérables de @ qui ne com—
\ h

1 n

n
mutent pas deux & deux, alors l'ensemble des (w‘, o.l‘} gi_f qui rendent

() TRénie des Tumrianks Holrwoyler , 3. Culle | aux Fablicakine Holduadigues

J’OM«Q ,N* € -74.09
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4@ W (Uh_
continliment itérable 1'é&lément g :.-(? oV & «.. (? est toujours de mesure
* n

nulle (et généralement v1de)

AN
S) Cela reste vrai si 1'on intercale entre 5) et f un élément 3 fixe
= L L]

dans @0 .

Pour les démonstrations, voir Th. Inv. Hol., R-E’-Z .

Proposition 8d3 (Itérées sectorielles)

[»]
Soit (f dans 6 et distinct de 1'&lé&ment neutre, soit }\: }\(X)/

o = ok(g) /fz:f(f) les vaiéurs- en 3 des trois fonctilons ceﬁtrales élée-

mentaires et soit , = = A'\a o 9 6 + .2_75." . i . Alors :

) Pour tout AW € (I:- et pour tout a & Z/zr. Z s g posséde une
s AF

itérée sectorielle, notée g et caractérisée par les trois propriétés sui-
vantes :
ar
(1) g est un germe holomorphe dé&fini au voisinage de o&® sur le secteur
4)

"‘ de bissectrice 00 et d'ouverture Zﬂ'/’«.

L oo
(i1) 8‘&" 0 S = (? 0 &J)

(iii) Cg;)m - %) /(3(1) —%} = W t0o(4)

!
) L'équation (ii) admet une infinité de solutions dans le secteur 5 , mais
or . ¥ :
X{ ) est la seule qui vérifie (iii).

Inversement, dans le secteur ?O 3 limité par les rayons
w

a+l
6 et 63*’ ) (ii) + (iii) admet une infinité de solutions, mais 3 "~ est 1la
()

seule qui s'éBtende 3 T tout entier.
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wr
5) Le germe g posséde, au point ®@ et dans son secteur de dé&finition, un
() . . o Ty
développement asymptotique indépendant de (’ et 8gal 3 la série J (généra-

lement divergente).

wr
S) La série 5
w

A

converge ‘@utremént dit v & Wy ) si et seulement si

e coincident sur ff f our j=I Z,... 2 .
by == g sour o (e g=bte 2

Broposition 8d4 (générateurs sectoriels).

Soit g et () comme ci-avant.

&) Sur chaque secteur .f ’oe posséde un générateur infinitésimal sectoriel
unique, que 1'on note X
*

et qui vérifie (8c5) + (8c5bis).

)

B) Sur tout compact de f

assez proche de 0 on a uniformément

[

Al M

(z) - ¢

S N L M
*(§) r3 1) oo é.% (f )

6’) La relation (8dl) ci-dessus, jointe & la relation :

:f: )

)

(8d2) J‘ .i .__‘_L}__.
) (? )

*) wr

fournit le moyen de comstruire effectivement les itérées sectorielles 3

4)

On trouvera les démonstrations et quelques précisions supplémentaires

§

dans Th. Inv. Hol., partie A, chap. 3.

L
Analyse harmonique dans. G .

Proposition 8df (construction de fonctions centrales non &lémentaires)

Soit ‘X,/(L/ O(//D comme ci-avant .
) L'équation

(843) 3*03 = 1 X*
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admet une infinité de solutions holomorphes dans le secteur ‘g , mais celles

qui vérifient en outre

%
(8d3bis) 3(1-) = L gl + &(%F)
pot

ne différent entre elles que par une constante et admettent chacune en ©°

un développement asymptotique de la forme :

-}
sasy L 2t + 2"

. 1 -n
v M N R +/>&J§+Zo(m%,

LY
¥
i)

0—-

L'unique solution de (8d3) + (8d3bis) pour laquelle & = 0O est notée X
‘ (

Elle est lie 3 j par l'Bquation :
*()

1 o
(8d5) — = |
8d5 & {y / ?* "

(3) Pour tout () impair (resp. pair) il existe une mmique application

S '[[é [_?;) qui soit définie holomorphe pour Imv‘l.- grand (resp.

-—I’,M.% grand) , qui commute avec les translations de pa$§ 1 :

(846) it = 1+ Q)
et telle que, sur le secteur fd N 5:‘1-: :

. ¥ *
(847) T . gtj) = &*,}

6) Quand on change g en R,,f oa, (automorphisme interne), TTJ (%) est

changée en z 4+ 'lTa (> -K) , ol la constante bf dépend de R " mais

pas de a .

3) A condition de regarder les germes de transformation % -2 T{J (_%) comme

définis modulo les translations 3 ~—9 % -b/ , les trois scalaires
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2 .
YU‘-/ ol /F 3 et les ZrL germes {ﬂ',ﬂtl ey, T "} constituent, ensemble,

« . 0
un systéme complet de fonctions centrales sur d;

Pour les démonstrations, voir Th. Inv. Hol., B*II

0
Synthése harmonique dans d; .

Proposition 8d6 (Liberté des md )

Le systéme de fonction centrale§ sur d; introduit 3 la fin de 1la

prop051t10n precedente est libre en ce sens que pour tout triplet h/ HP

de scalaires (*) et pour toute suite 'ﬂé de ZP germes d'applications pério-

diques (X ) , il existe dans d; des g tels que :

MO =R , =)= ,p(f)=p et n;‘ =Td posn =12, . 0

On trouvera en appendice une démonstration de ce fait, due 3
M.B. Malgrange. On en trouvera deux autres, eonstructives celles—ci et s'&tendant

0
aux groupes apparentés a d; » au chapitre 13.

Enrichissement algébrique.

w
: ]
Les itérées &trangéres de d; , c'est-d-dire les ‘f n'appartenant

0

pas a d; mais issues de (f appartenant 3 4; » Présentent de remarquables

propriétés d'indépendance mutuelle et engendrent des groupes & la structure
6

algébrique bien plus riche que celle de . Toutefois, ces phénoménes

échappent aux méthodes &lé&mentaires et requidrent la théorie des fonctions

résurgentes.

* b. entier, o :,& ()] .

(*¥) définis modulo une translation (commune) et pour iLINM.% grand (selomn

la parité de d ).
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t o~
. . ‘s .
Section 8e : Les ultrarayons et l'intervalle de Lie [6, (B _]

Cette section est consacrée 3 la recherche, parmi les groupes pleins
o .
apparentés 3 G » de ceux qui n'ont que des &€léments continliment ité&rables
et que nous qualifierons, pour faire bref, de groupes de Lie. Il se trouve
. l .
que ce sont exactement les surgroupes pleins de G ou, si 1'on préfére,
' ! @w . .
1'intervalle «;, ] . Mais, pour commencer, il est commode de rechercher
les groupes de Lie non pas dans la caté@gorie des groupes pleins, mais dans

celle des groupes radiaux, dont voici la définition :

Définition 8el (ultrarayons et groupes radiaux)

o0
On appelle ultrarayons toute application 'RK de G dans Eo/ ooJ

du type

(8e1) P — RK (f) = a;w\mM&g | o, / KM‘I/M

pour une certaine suite positive K {KQ\} . On appelle groupe radial

tout sous—groupe de d; de la forme

(8e2) G = {g 5 RK((S’) éR} (o< R <o)

-~

pour un ultrarayon et un scalaire fixes. Quitte a remplacer la |
L K

. n . .
sulte K par , on peut se limiter aux seules valeurs

0 , 1 , o9 du scalaire R . De plus, les groupes radiaux de type

extréme, correspondant ER =0 !resp. R = oo ) s'obtiennent comme

intersection (resp. comme limites croissantes) de groupes radiaux de type

moyen, correspondant 3 R = i . Nous pouvons donc nous restreindre aux

groupes radiaux de type moyen, que nous noterons

(Ka))
= {5 Req) <1
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(K
et que nous nous garderons de confondre avec les groupes a bord (E ), »

dont ils sont toujours distincts Q)

I1 est clair que deux ultrarayons RK et KK/ sont 8gaux si et
. Sl W : . .
seulement si Qom (K'/ K,A) = i . Ceci laisse une certaine lati-
n
tude dans le choix de la suite K et permet souvent de considérer les Km,
comme valeurs aux points entiers d'une fonction @ —2 Kx définie sur

R+ — L%
tout et assez réguliére.

Si on prend K = i , on trouve pour R le classique rayon
" p K
de convergence. Comme 3(_‘!) est une série en l/;z- , la relation
RK(S) é R entralne la convergence de 3 sur le domaine |2| > R

D'autre part, toujours lorsque K'h = i » On a en général

(8e3) RK (803) > A {RK(}’)/ RK(%)}

. . v . '
et il est clair que,dans ce cas,l’ensemble {g J KK (g) < i} n'est pas
un groupe. Cecl engage & rechercher quels ultrarayons définissent effective-

ment des groupes et 3 quelles conditions ces groupes sont pleins.

Proposition 8el (Groupes radiaux et surlinératitg)

®) Tout groupe radial (de type moyen) peut s'@crire sous la forme

(Km. l
(8e4) 6 l)--..:: {X, %%laﬁ/Kmllméi}

oli {Qa‘% KM} désigne une suite positive, ne croissant pas trop lentement :

‘ K

et vérifiant la propridté de surlinarité :

(‘K) cf section 8b.
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(8e6) 8'3 KM... My, >/ Q}Ka.”““ &}Km (V'"u-“/"n)

g €5

(3) Un groupe radial est plein si et seulement si

!
(8e7) Py %K«u -—*%Ku —> O

ce qui implique que KM ne croisse pas trop vite :

. l
(8e7 bis) ;l__'_ 6‘& K,k —_—> O

Preuve : Soit G un groupe radial général (de type moyen). Par définition,

)
G est de la forme {? ; e“'“ wlq“ /Qﬂl/hél} pour une certaine suite

positive Q“ et on peut toujours supposer Qz >/l . Manifestement,
th] = %(l -ZQ '%"M) appartient 3 6 et donc aussi
X g(’ﬂ_ T (l - iQ/ ‘M) . Q:‘_ est une combinaison linéaire, & coef-
ficients entiers positifs, de tous les mondmes. T( Q pour lesquels
Z M;=M . Par un raisonnement d&jd employé & la section 8b4, on voit

qu'en posant :

K;"—"Qu"‘/ M-%{QM/M K "K%«;}

Mt... Mp= N
on obtlient une suite &? KM-—} surlinéaire et telle que

Q‘D\- é K"_ \<‘ Q:L . I1 est clair alors que

v (Ko /B)™ = lim (@4 /0)"™ = 4
)

d'une suite &b K } surlinéaire. De plus, on a nécessairement

(K
Tout groupe radial G est donc définissable au moyen

@%K ~3 p0 . En effet, si la suite LK ) admettait une borne

inférieure 4L , la série

X(z\ =z (1l - =, u.“%"“) = % (l—?--;ﬁ)(l - %Y'

ny
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aurait pour ultrarayon RK(X) :._i » tandis que son carré d'itération

Jor= s-2g)(i-st sef)(-8] (1 -ag 4 £

%1.

aurait un ultrarayon RK (g) }/ 3+\F > [ puisque

1 =3 _u_.} = _f.u:.. 3\1—_
SRR IC RS ERE

Ceci &établit la partie directe du point ® de la proposition 8el.
. (gm(m“ . e
Montrons qu'inversement est un groupe si {6‘3 K,,} vérifie

(8e5) et (8e6). Pour cela, prouvons deux lemmes, qui utilisent les abréviationms

suivantes, destinfes 3 revenir constamment dans la suite :

* *
‘L=("‘u-~~g“~) = multiindice sans ordre.sur N = partie non ordonnée de W
(8e8 u"_[.u: M t... N, = somme de M

fl(‘!\_) = N = longueur de M

Lemme 8el :

(]
Soit X(_g) =% (l-f- Z Q ) 1'élément generlque de @ .

D'aprés la section 8c, il existe des polynOmes universels H (w-) en a-
tels que :
or

v g -
e A= v (L4 Z Hwya, €7) ae 4, 4,...0,

A

Ces polyndmes poss@dent les propriétés suivantes :

(8} 4=
o) Si 4 est un entier positif, alors —-(-l) H (w) est un entier positif.

o ) ) g § .
Si Ay~ est un entier négatif, alors »-H {w—) est un entier positif.

Si AW n'est pas entier, on ne peut rien dire de simple quant au signe de

9) Soit W un entier non nul et fixons 9 dans ] 0/1] . Alors :
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(8e10) i duupe -{ > }Hﬂ(w)l }W = C(w,0)

lai=n
m :
e Ria) &Om

ou C (w/O) est une fonction strictement positive, bornée en 9 et telle

(8e10bis) b C(w,8) =1 (= wk)

a0

6) Soit AW non entier et fixons 9 dans ].0., l] . Alors :

: b 2 n ¥
8e11)  lim n Z I H (w-), = Clw, 9)
N { ALY € b }

¥
ol C, (w/ e) est une fonction strictement positive, uniformément bornée

en w} 9 et telle que

(8ell bis) edm\ C.*(w‘/ 6) = i

B0

Le point & , trd&s simple, est laissé au lecteur. Pour montrer
. N
. - w
le point 8 s posons X (¢) = 2 ({4« 2 z ) = T —— .
) " ”"‘713 1- 3
La série g et chacune de ses itérées 3 d'ordre entier w définissent
“w “w .

des fonctions algébriques de % et de w . Considérées comme séries

-
en % , elles ont donc des rayons de convergence

R(fﬁ:) = G o, | 4, )™ = R (w, )

qui sont finis et mon nuls pour m, ws # o . Pour «wr fixe non nul,
R(w, u.) est algébrique par morceaux en M et varie continiiment, sauf

au point W= O -, ol 1l'on a manifestement :

(8el2) R(«r,o) =0 , ‘@:; R(w', w) = 1,
wkd
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D'autre part, d'aprés le point o , il est clair que :

_ n

(8el3) gu(a = (l +§,1 H (w) wo % )

- h2l
avec

L\ y. |

(8e13bis) =
el3bis H,L(UJ‘) %ﬁ H (LU')

n{n)=n

Fnsiff{' »
1'entier H,\_ (‘W“) étant\,pour W >0 et N impair et négatif pour

W0 et L pair ou pour W O .

m
Par suite, pour W& N*, -0 éjt),i]/.e.é.]o,ilon a Hu(w-) un'< 0

et donc :
"o N You
(8e14) R(wlu) = &:\m;\ {—-gl Hh(w)u3>/u9%%{%ﬂm(w)]} 7 M
A(8)4&0m

~
De méme, pour =W é[N*lu. é]O‘,I]/BéJD/lJ on a encore Hn(w) u_a’ <0
et (8el4) reste en.vigueur. Finalement, pour w € Z¥/ 6 éjolj]

M= eblr\.(w)::é ‘:%."l on aura :

(8e15) { £ %M {;%1:-‘-« H (w)} Clw, £) £ § R(w qur))
n{g) £ Om

et par suite, compte tenu de (8el2) :

(8e15 bis)  Dom C(w 6) 1

9-9 (3]
Ceci &tablit le point B du lemme 8el. Reste le point b’ . Soit
oD
z(t .{.Z q T > 1'élément générique du groupe d; et soit

Y’L%\ -3 (-\ .t.j'_"_ a (w) z ) non itérée d'ordre 4/ complexe quelconque.

D'apras (8cl]) on a, pour toute série d'épreuve ((
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(8e16) ‘f,,}r = Fw.'-f = {1+ %}l A, (w) LF-g)’t}.'f

avec un opérateur F-1 et des scalaires An_ (w) ainsi définis :

n R
(8e17) F-1 = 2. f..q {Z QM?'A} i

ayl ol nyl da"

w(w-1)... (w-nu)

(8e18) A p ) =
n!

Si maintenant on pose :

Gan X = (X [ag2") 2 4
d2

1

il est patent qu'3d toute série d'épreuve (]D du type :

N
(820). (f(z) =-0 % -!-; X, avee O X, 4, d,,... >0
20

n
1'opérateur X et ses puissances enti@res x associent des séries du méme
[
type. Par suite, pour toute ‘f du type (8e20), la série (F"l) . 'f a

ses coefficients majoré&s terme 3 terme par ceux de la série

v {1+ Z [ Al ()]

Mais comme l Aa_(w)l é tl)”' A/,_ (_‘w-l) et que

n - (v R
8e22) |+ Z L—‘I) An. (-—[w‘[) (CKJ)IL = @"‘e_x) = ‘f+n§ 8,,_ (lurl) X

1
on obtient finalement que la s&rie (8el6) est majorée terme 3 terme par la

série
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{(8e23). Lf + %‘ Bﬁ. (lwl) X.’l.‘f

avec :

n
(8e24) By >0 et %M lBa.(lW'l)[ = &32

Pour la fonction d'épreuve particuligre ‘f(‘z-) = -7 on voit que

l am(w-)l est majoré par :

(8e25) P;M(m) =2 2 B (W) O=Ynam ) . (nien e, ) |4, |10, [ {8y |

’l.:‘ m‘*nvm‘:l

Comme cela vaut pour tout 8 et que d'aprés (8e9) :
m

o, (w) = %: H™ (w) a

"

(8e25 implique que, pout tout 9 & jO/'i] :

(8e26) Z (Hﬂ(w)l 4 Z | Z B,L(lurl)m-f)(m.m,-1)...(m,ml..ﬁ;_,-1)

=" h.g,ﬂm Nt M=N
n (1) & Om
At
Or il y a exactement C“)\~l maniéres d'écrire M. comme somme ordonnée de

o Enfin,

r entiers MN; »| . D'autre part @‘-l)... (’h‘-l-.,. Na-, —-l) Lm

d'aprés (8e24) pour tout €O il existe une constante C(i) telle que
n

O( Bu(lwl)QC(i) Q-rer%?.) . En portant ceci dans (8e26) et en posant

[9«.1 = partie entidre de Gm , on obtient :

" LR Aor Ba] (6] A[0u
e 2. |H )| €Cla 2= tsatiy) w' (., € Carlastal T B ]
ali=n net
n(%) $ud
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[ew
Or. @ " ) —_ ..___!__-;— quand m.-» o2 . Finalement il vient :

o)
8e28)  Lim aup {lt%:« IHﬂ(w)”V £ &32.)

"3 nis] &Om p° Lé)

d'oli 1'on tire aussitdt (8ell) et (8ell bis). Ceci achdve la démonstration

du lemme 8el (*)

Lemme 8e2 :

Soit {é:? K“—S une suite surlingaire telle que _‘m_ &-3 Kﬂ.._a oD
e

Posons K.’.‘. =K'ﬂ‘ n ;-,”?_[:” =N +... Ny . Alors :

Ny

Vi
8e29)  dom (Kﬁ./Kn\ =0 Y6 ¢ Jo1]

n—=> 00
ny dm

Soit en effet nt (resp. N ) le nombre de M; qui sont > 2'/0
(resp. L T/§ ) et soit 'h.+ (resp. M ) la somme de ces N; . Manifestement

IL*(.%.GGL . Or n:—.n‘*-m.’}ﬁ.n . Donc :
(8e30) ,;:.6,7. LN & W

De plus, par surlinéarité on a :

emaK_ + ;E>,:?—/o emaKm a &?KK

Par suite :

g (K /)" = -5k Tk, ok ZK

Soit, en posant C = Au..;,«. K?l' et compte tenu de (8e30) :
13
M L9

(*SC(@,G) et C,*(wle) sont continue en 8 et C*(wy 6)

constante en 4 (non entier), mais peu nous importe.
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%(Kﬁ/Km)hé_.’f%.%_.&?K_ir’fC __.K,&nK +C

@t finalement, 3 cause de 1'hypoth&se &rg "

!
24'2 (K‘h / K“)/ﬁ__; -0 ce qul prouve le lemme.

Nous pouvons maintenant reprendre la démonstration de la proposition

k)

est un groupe. Pour cela, il suffit d'établir les deux implications suivantes :

(8e31) R¢ §) &t = RK (8) &t

8el et montrer que si {eﬂ'a Km} vérifie (8e5) et (8eb6), alors

esy  Ry(§) &1 ek RK(?)gi =3 RK(gog)

Commengons par (8e31). Notant. a,“ et AM(-J) les coefficients de 3 et

-1

3 , nous aurons, d'aprés (8e9) :

n
s o) = 2. H ) a, (4 =8y, )

“ﬁu:-%

Mais si RK (2) é i , il existe, pour tout € D O , une constante C(g)

telle que :
[6.] & Ca ) K,

Par suite, si nous fixons 9 & 3 0 1} , nous aurons :

(8e34) _L_ /“ )
LH—)

‘4 %{Z;_ (H (-!){ th %_ } - 51{}{;3#{5

A(Y) =n "

| Vn
(8¢34 bis) -‘-J:—;} a"}‘(i”! £ ('LSZB;\{Q + gh{o (’r/:,é)



- 291 -

avec les majorations :

(8e35) (m ) <%ﬂ Hg(ﬂ))/m. @cs))e e (K / Km) “

AMCBn il

(8‘*36)('0 . ) ¢ (= IHQ("){j/m- Loy sap (Ky / KM)%‘

[=m (1Rll=n
new) > B,

D'aprés (8el0) et la surlinéarité de { em} KM.}

(8e35 bis) (“6“ { })Vm £ C,8). (C(z))e

D'aprés (8el0) et (8e29)

(8e36 bis) ewy\Au.la_(

Ix.?ﬂn

’ﬂ
) £ C, 1. Ces). ﬁa (K, /KM)%

78w

Finalement, en portant (8e35 bis) et (8e36 bis) dans (8e34 bis) il vient :

(8e37). @w\\my\ Ill{ _ﬁ(_’zl £ Cuh). @cz)) (Yero ¥4 é]o,l])

Faisons tendre e vers O . Il vient d'aprés (8elQ bis) :

| Y
(8e38) euw.),u)\ L ) l <A (Vt?O)

m—> oo WS K.

Autrement dit, RK (g) 4 1 et ceci prouve 1l'implication (8e31). En

raisonnant exactement de la méme manidre, on &tablirait 1'implication

B39 Retf) <t = Re (])

\

qui A son toun entraine llimylica‘ci.on (8@32). Sott en e.ffct‘.
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X{%):%(1+Zam%‘h) et gl = f(1+Z@M%"‘) . Brooa:

Posons a(z) = '&Q -2 Clamlﬂer%l) -‘E'm) . Alors on a manifestement ‘:
Re () = sp (Re(d), Ry (3))

R
et, vu que (:t) )

Re(h) > Ry (Jog)

Ceci prouve la partie ® de la proposition 8el. La partie Q en résulte

n
H (R.) <D (cf. lemme 8el) on a aussi :

aussitdt. En effet, la stabilité par "translation'" des groupes pleins

(cf. hypothése (8b6 )) s'exprime par 1'inégalité :

(8e40) &M’;MF(I:T %me — %%K"‘) = O

qui entraine aussitdt (8e7 bis). Mais la surlinéarité empéche esz,P;”

de dé&croitre. Par suite :

L by Ky, — L Ly K, > (- -,.}:)&BKM=_,L)&3KM

N (w4t

D'oli, compte tenu de (8e7 bis) :

(8e41) ew:wg (Ii_ﬁ Z’% K_’H' _ ;‘L %KM> -0

ce qui, joint a (8e40), entraine (8e7) et achéve de démontrer la proposition

8el.

Proposition 8e2 : (Radialité et groupes de Lie)

Pour qu'un groupe radial et plein

(8e42) @«K‘h» = { 3; %Au{,‘ ] a, /K,u]l/m < '13
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¢
soit de Lie, il faut et il suffit que G contienne le groupe médian 6

Autrement dit, outre les conditions (8e6) et (8e7), la suite Km doit

vérifier :

Un,
|
(8e43) X (KQ,) — oo

La partie directe est d&ja acquise, car nous avons vu 3 la section
2 {
8bl que (g était le plus petit groupe apparenté i G qui fit de Lie. Pour
la partie réciproque nous avons besoin d'un lemme analogue au lemme 8e2, mais

plus long a &tablir.

Lemme 8e3

Soit { &\3 K%} une suite positive, surlinéaire et vérifiant
(8e43 bis) 7:2 PA} K, - &n} m —s oo
|
8eb4 — O
(8e4s) ey emb KM —

Posons comme d'habitude K?1 =K')l,"' K'ﬂn. et m =ll".‘:l( =N +.. 1\,‘. . Alors :

(8e45) &/W-Aj‘ 'h% LKﬂ / K%)VM {1

(8e46) Com Iz_h.[M (K'B. /Km)'/"‘ = 0 ¥6 ¢ Jo, 1]

M= 0
It),B.‘n

Sous les hypoth&ses du lemme, on peut trouver deux fonctions

A[x) et B(?—) positives, croissantes, tendant vers 1l'infini et telles que :

(8e47) &na “ + pt(‘k] .g Mﬁ. 4 .2}-—. (avec .2}-_ crolssante)
n B(_m) B(’h-)
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Notons E'X—] la partie entidre de X et posons :

(8e48) n o= TrL [5(%«)] [era‘u]

(8e49) n, = 1 o5 V= 2 "o o=n,
‘n‘=l ‘hial

(8e50) Ry = 1 y, Vo = Z N } 2’2.1_3
LEmegm* L em*

(8e51) Iza.-:’*z 1 | ; W= Z Nn.

Bien entendu, [l = n+ 111-\-/\3 et M ::-.Vl + V, —l-V3 . Si donc on pose

(8e52) ’:H, &3 ( o LK@ /Km)%) = % &'Xu +.‘.Z KM "”&JK

on peut envisager la décomposition :

m
s K= Ko o+ KD 4 KD

avec

n

@esy M, = B loan 4 L K Ll K

~ l O\a tow | TR Y,
.|

(8e55) J}{,t

Il

|
2|7
)
)
-'..
3—-
™~
.’.§M
N
,5
l
J
-
X

s Ky = Bty 4 &BKV' Lk, it Z%K 1K,
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N
Etude de ‘:}(v‘ .

Compte tenu de (8e47) on tire de (8e54) :

it et Rlgn ) 2 {2 Ay K]

fsti M ‘ A(“‘) n ~ MM
Distinguons deux cas. Lorsque _. K e , ona _! o .t %_ O

et par suite :

) A(n-c )
Lm.:sque ’_:_: é K‘ e ) , on a Cr?;‘:‘; — A(h,) +&B K' & O et par

&MM%? £ 0.

Enfin, dans le cas particulier ou B.' > 9 } 0 on a :
g

IR LR LR LY

<
_2_ &3 < L puisque 2\" < 1 et {A(n,‘] - ()_mé K, }-3°°
R, N

m
R,
pulsque > . Donc ,}{,Q

En résumé :

n

n
1
£
£
£

e Qi
(8 57)»_ md«—dr D”C

2

(8e58) TAV '}(‘7 = — o0 @mur.«e &,‘M,;ug y ?é
"

M

: "
Etude de ’}t .
—_— [ R

(8e55) peut s'écrire
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m
,[}(..:f:e,?m__vm{éa_ﬁ S o ko1
t n _ Vo 7~$"‘c$')\* Vo nm;

~
Comme la parenthése { .o %

est positive (par surlinéarité) et que _V,_ 7 2 N,
on tire de 13 :

s Ko ¢ b ey Z’h{éﬂgKv, z n tyk }

Mais d'aprés (8e47) :

(8060) eﬁ{i > loyv o+ Ay 3 bying v A r) 3 ban 4 Alny

m:
D'autre part, puisque z —_— = ( et compte tenu de (8e47) +.(8e48) :
'L(,’Y\ SM-* V‘L

(8e61)Z n e"’éK" & Mup e"’éK"‘ *[:B(e'&“)][&’%“]
™ T Tage N 5(%) B Sttt ¥

Finalement, en portant (8e60) et (8e59) on trouve :

es W 4%03 . f "%""“A"““"e’& (€2 Ryt _d b,
il

Distinguons encore deux cas. Lorsque. ;.:L > &’a &‘5 M , on a
a M :

g—:‘ eﬂa'\ﬁ; —> 0 et euk\mbu"\ ’}(.,_ & O . Au contraire, lorsque
Ay & &-3&2% et en particulier lorsque {.t.f. > 8 >0 ,ona:
yod ;

Ny e"a "

N Ny
et par suilte K

< L f‘_’:. “-1.> &%M"%&a%“ 5 60
e a2 ’

> =—p2 . On peut donc &noncer, ici encore :

by K <o '
(8e63) A W, O dans tous les cas
i SECACIEES
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“

(8eb4) QMM. % = — o lorsque ém (&.f ._11"'_ >0
M

%
]
Etude de D{% .

ror astinicion Ny 2 2 by L{byKy aly Kyt 2 T bk k]

Or V| +V, +-Z M; =M . La parenthdse {} est donc £ O par
surlinéarité. D'autre part, on a manifestement l?_3 . ’lfl_-x S " . Par

suite :

v

by ¢ A o _tlan 0
" [Biteyw) 1eog]

Finalement :

M
(8e65) Cin ,]"(~ 0.
AT

M
En rapprochant (8e57), (8e63) et (8e65) on voit que &}MM ’k < 0
. m <[

ce qui établit (8e45).

Supposons maintenant que &M\ /.;é’ R S0 . Puisque
M,
R =AN, 1-/\.,;\-(13 et que . %% < ;’-t* _3 O , on a soit &“M&dp
soit &4“ 3 fh > O » soit les deux & la fois. Compte tenu de (8e58)
et (8eb4) on voit alors que &M\ )}é- = — o> , ce qui &tablit (8e4b)

et achéve la démonstration du 1emme 8e3.

Nous pouvons maintenant montrer que si la suite K {K }

(E« Kan))

vérifie (8eb6), (8e7) et (8e43) alors le groupe est de Lie.

suffit pour cela de prouver l'implication :

s Relf) <1 = Re(P) ¢t (Yo € €)
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A
Notons a,“ et a,“ (w) les coefficients de g et g . D'apré&s (8e9) nous

avons

u@,":‘\\

%
(8e67) 4 (w) = Z H (w) 44_}. (ﬂm_=ﬁm‘---4m~)

Mais si RK (X) \41 , 11 existe, pour tout §€2¢ , une constante C(f.)'?l

telle que

o] & Ca d+e) K,

En portant ceci dans (8e67) il vient successivement :

A, xr vl R
(8e68) L_\_rlqm[ aKi )1 £ g {'(%(H (w)l C(S) % } QVZS)O)
R{R)=n '
w S A »
o oL B ¢ %{n@;lﬁ @)} {Caf (] (oo
w o on Y Y 20
(8270) Q)ji)ﬁla‘é}l/ < " l:‘j;% {3 {}/ {%’ (‘Vi>7
Finalement :

) lpwrefy lautw),v«< g L

Mo oo ML

avec les notations
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-~

et étant entendu que dans (8e71) le sup doit étre pris par rapport 3 toutes
les suites entid&res {’14\} .telles que l S n, {m . En fait, il
est clair qu'ép peut se restreindre aux suites {fl“} telles que n-ﬂ/m
possé&de une limite. Lorsque cetté limite est nulle, on a d'aprés (8ell),
(8ell bis) et (8e45) :

Ay i IR B

1 - / * - J 3 =

~ N, 9 . . .

De méme, lorsque ~— > >D » on obtient, en appliquant cette fois

~
(8ell) et (8e4b) :

A

3 O .

A | A :
Lf }é C*('*’ze) {oo L{«. g L) <o ;

{n {r o
On trouve donc dans tous les cas L “‘S LLM} L{ -:.s é i

Mais comme (8e71) vaut pour tout & , on aboutit en fin de compte 3
w
RK (£> 51 , ce qui &tablit 1'implication (8e66) et prouve la proposition

8e2.

i oA
Désignons par E@ P (; 1 1'ensemble de tous les groupes
9 {
pleins qui sont apparentés i @ et qui contiennent le groupe médian G

On vient de voir qu'un groupe plein et radial &tait de Lie si et seulement

. - ‘ w
si 11 appartenait 3 1'intervalle [G ) @ 1 . En fait, l'hypoth&se de
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radialité facilite la démonstration, mais n'est pas essentielle et on a le

résultat plus général :

| D
Proposition 8e3 (L'intervalle de Lie [@/ G J )

: 0
Un groupe plein apparenté 3 d; est de Lie si et seulement si il

! . .
contient d; . L'ensemble de tous ces groupes est dit intervalle de Lie et

ot [6, 67

Comme ce résultat me mous sert pas directement dans la suite, nous
he le mentionnons que pour sa simplicité et sa généralité, et nous en reléguons
la démonstration & 1'exercice 8&12.. Celle—ci est plus longue que la précédente
et nécessite non seulement la majoration des coefficients Fl(«r) mais

aussi leur minoration.

¢ (Kw))

Remarque 1 : Un groupe radial peut tré&s bien &tre de Lie sans
pour autant &tre plein. Il en est ainsi, par exemple, chaque f01s que la
suite { elé K } est convexe (et donc surlinéaire) et qu'elle croit plus

vite que (ce qui met (8e7 bis) en dé&faut et empéche d'étre

plein). Voir 5 ce sujet l'exercice 863 .

@(z Kn)

Remarque 2 : Il existe aussi des groupes radiaux qui contiennent
Y,
le groupe médian d; <%utrement dit — (bg;) mals qui ne sont

pas de Lie . Bien entendu, ces groupes-la ne sauraient &tre pleins et.

(8e7 bis) doit étre en défaut. Pour un exemple, voir 1'exercice 8&?‘.

0
Section 8f : La transformation de Borel et 1'intervalle critique [:d; ; ds I:.

Lorsqu'un groupe plein d; n'appartient pas 3 1'intervalle de Lie

e | : . o G ...
[ﬂ; / d; » c'est-a-dire lorsque d; est soit incomparable 3 soit

1 0
contenu dans (; » 11 se comporte en gros comme le groupe 13 . Autrement
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dit, il présente des classes de conjugaison non &lémentaires, possé&de beaucoup
d'éléments non itérables, etc... Toutefois, ces groupes ont pour &léments
des séries généralement divergentes, si bien que les méthodes &lémentaires

o
applicables a a; sont ici en défaut (méme lorsqu'on a quasianalycité).

{
Dans le premier cas (@ non comparable i @, ) on a affaire 3
des groupes trés irrégulidres, devant lesquels on est plutdt désarmé. On
peut pourtant prouver la rareté des éléments continliment ité&rables (cf.exercice

9d)) et 1'abondance des classes de conjugaison (cf. exercice 12d i)

Mais‘ dans le deuxiéme cas ( @ C (E') qui est heureusement
le plus important en pratique.et qui englobe notamment le cas "quasianalytique',
on peut rétablir la convergence des séries grice 3 la transformation de Borel
et, par cette méthode, aller tr&s loin dans 1'Etude du groupe d; et des

problémes connexes : itération continue, analyse harmonique, etc...

Nous axerons donc les chapitres qui suivent sur 1'intervalle

o 1
[@ (B[ y 1ue nous appellerons intervalle critique &* et qui consiste en

v ° {
tous les groupes pleins, apparentés 3 d; et strictement plus petits que 4; .

La transformation de Borel.

Si on pose

_n N n-1
T 05 . T = _%_—-. VM {
— @) (¥n 1)
(8£1) 1.ﬁ @ . i = S(%) = dirac de masse 1 au point

. I'd .
T - 02).1 = S (_-‘&) = dérivée de 8(1-) au sens des distributions

’ [ o0
(*® par opposition & l'intervalle de Lie [:d; d; [: qui lui fait pendant

et qui est non critique (en ce sens que 1'itération continue et 1l'analyse

harmonique n'y posent aucune difficulté).
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on définit par lind&arité une transformation de Borel @ sur les algébres

pleines A ainsi que sur les groupes pleins 03 = I + ﬂ qui leur

correspondent. On notera par des lettres grasses les ensembles images

A.A -@A , B.6 -6

ainsi que leurs &léments

By -¢ 8-

@ transpose la multiplication des séries en convolution formelle ¥ :

m-l M-t m im-!

(8f2)-.?__.*f__, - ; S*??SY‘(/

(n-)! (-1 (mim-r)l

03 transpose la dérivation en multiplication par =% . Enfin, 03

g;m.

transpose la composition des séries formelles (notée O maigre)

(8£3) 9,8 — 805 =‘3 .y (3’ mi"f-* ‘-'-‘é(f)

en composition convolutive (notée o gras)

(8£3 bis) 3’8 —_ 30&’ = % +m>, g S) * [L%) 3']

{

Or le groupe médian 6 et son algébre /H correspondent & la
condition de croissance &m Au.k P“h l < o0 . Compte tenu de
(8f1) et du comportement asymptotique de ’h! on voit tout de suite que les

A ‘
€léments de 6 ou /H ont pour transformé@s de Borel (aux diracs prés)

des séries convergentes de la variable % . On peut donc considérer ces

transformés comme germes holomorphes en 0 (aux diracs prés) et remplacer

la convolution formelle (8f2) par 1l'usuelle convolution intégrale :
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, t
(8£4) ?,XYCQ) = j ?(;-3) T(g) &g (cf. chapitre 1)
[/

Ceci vaut g fortiori pour chacun des groupes de l'intervalle critique et

. ¢
pour les algébres associes. Ainsi, les groupes pleins @ (O\Q t <l>
définis ci-dessys ont pour transformés de Borel des groupes G dont les

€léments sont des fonctions entigres X(%) a la croissance limitée par :

l

—

(8£5) &;Mhu'\ l%rl.‘k a‘%!l{’t}l Loe @roissance exponentielle pour &= o )

[t o=

Tous ces groupes sont contenus dans le groupe plein :

(8£6) 6 - {X ¥ @;\m MM(%‘= 0 '§

AL
m
qui a pour transformé de Borel le groupe 6 consistant en toutes les

fonctions entiéres.(de croissance quelconque).

I~ |

Les groupes pleins intermédiaires entre 6 et @ ont des
transformés de Borel consistant en fonctions holomorphes sur un certain
disque. l'i-l é R (Rdépendant du groupe). Ces groupes présent;ent peu

° |-
d'int8rét. Les groupes intéressants sont situés entre (g et (8 . Chacun
d'eux est défini par une certaine restriction IK sur la croissance des
coefficients et son transformé de Borel consiste en fonctions entidres sou-
mises (en module) & une certaine restriction de croissance K héritée de K
. . 6 (G/ - .

Toutefois, deux groupes pleins et , répondant & des croissances

/ . . .
l‘K ;é. IK » peuvent trés bien, aprés transformation de Borel, donner lieu

3 des croissances identiques m = u( .

Sous quelles réserves peut-on remonter de m a lK ? Examinons

la question dans le cas des groupes 3 bord et des groupes radiaux.
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Proposition 8fl. (groupes réguliers)

NS

L S
Soit G ) le groupe 3 bord et le groupe radial

définis par une certaine suite {&a K ‘S surlinéaire. On suppose

I -
.__,LK’\ O de sorte que ces deux groupes soient inclus dans @ et
M ?

que la série

(8£7) Ky = > ™ Ka

converge pour tout M . Alors :

| (Ka)
ol) Les &l&ments x du transformé de Borel 6 vérifient ‘

Yn
& o (=12

88)  liwn sun [ 8‘,*)

T -3 oo Kin)

ﬁ) Les &léments g du tranformé de Borel 6 vérifient

(8£9). &mm.}\ _'%lga)l | <! Qv[£70)
t-doo | %\K(C\—tt)nﬂ

et lorsque , cette relation &quivaut i
et lorsque A w <

(8£10) eu'w»m.y\ &M £ (n= l‘ﬂ)
T e &‘?) K(_a)

ou encore a

(8£11) lonn N ____——2 l‘{:’ £

avec

I

m
(8£12) #&(n.) M h _Kh
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6) Si KM est défini et deux fois différentiable pour tout M réel DO

et si
(8£13) 0 £ e\}«m:&g " d_l eraK < @wlmﬁ 'n.{%K < |
J.M"' O a(‘)l,l 4,

alors les condltlons de croissance (8£8) et (8f10) caractérisent effectivement

. K. (K.
les €léments de G( M) et 6( 4\]) respectivement.

Pour les démonstration, voir les exercices 833

Le point X -signifie que, moyennant (8f13), on peut remonter de

aussi, bien siir, pour tous les groupes pleins qu'on peut en déduire par

m a IK . Cela vaut non seulement pour les et les mais

intersection ou limite croissante. Pour faire bref, ces groupes seront dits

réguliers et c'est eux surtout que nous €tudierons.

Notons que la condition (8f13) est naturelle car, d'une part, elle

est invariante pour la substitution K‘K - R Km. et, d'autre part,
. o |
dans le cas extréme du groupe minimal (G (resp. du groupe médian 6 )
quli est défini par la condition RK (X) <¢>o avec Km. = |
M A‘L K . . .

(resp. M ) on a ’h_ &;\a —3 O (resp. =»! ). En fait, on
pourrait affaiblir quelque peu la condition (8£13) (‘X‘) mais ce n'est pas
utile en pratique, car la condition indiqliée en (8£13) conduit & une notion

de groupe "régulier" qui coiffe tous les groupes importants de l'intervalle

critique (cf. exercice RX‘(')

Notons enfin que lorsque (8f1l3) est réalisée, érb K(n.) est

| (Ka)
(%) Ainsi (8£10) caractérise G pour peu que la suite {&6

solt convexe.
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réalisée, 20’3 K(R) est une fonction convexe non seulement de &B n

(ce qui est toujours le cas) mais encore de N .

Section 8g : Résumé du chapitre 8.

Dans ce chapitre d'introduction, on cherche & classer les groupes
- - - . -“
dont les &l&ments sont des séries de la forme g(‘é) = %(\+Z QM:I' ) et
)l
dont la loi est la composition des séries formelles. Plus exactement, on se

restreint aux groupes pleins, c'est-d-dire aux groupes G qui sont stables

par contraction (si @ contient une série , 11 contient toute série g
aux coefficients major&s en valeur absolue par ceux de g ) et stable par

translation (si @ contient une série X de coefficients {4

My ) )

Comme exemples simples de groupes pleins, on &tudie les groupes i

n il contient

les séries de coefficients 4‘\* et 4
\

bord @ “) » intersections de tous les groupes pleins qui contiennent une

série donnée g(}) = ¥ ([-[- Z K %‘4\) et les groupes radiaux
(E([Km)) wy

, définis par des ultrarayons RK :

b

On montre qu'on peut dans les deux cas se limiter i des$uites {eﬂa K'“-g

surlindaires, c'est—ad-dire telles que :

&B K‘n‘-l-..’."ﬂ,\ 7 %KM.‘L'-' &}Ma <K"\t7/l)

Trois groupes pleins jouent un rdle de premier plan. Ce sont :

U] b [4,]" 2o {
le groupe médian @( = {(y 5 Com Au'i‘ Rl 1“*(*/“4‘”%

oo
le groupe maximal 6 = { & ; A, W&W S

o
le groupe minimal @

il
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I1 s'avére que les propri&tés des groupes pleins changent du tout
1
au tout selon leur rapport d'inclusion avec le groupe médian t; ..0n est

ainsi amené i distinguer trois sortes de groupes pleins :

l
. . ! o o,
O!) 1'intervalle de Lie [@ , @ 1 constitué par les surgroupes de 6
et ainsi nommé parce qu'il contient rien que des groupes de Lie et tous les

groupes de Lie (qui soient pleins). Les groupes de cet intervalle se comportent

oo
4 peu prés comme (; .

) 1
(% ) 1l'intervalle critique [:d; ; d; [: constitué par les sous-—groupes stricts

1 o ,
de 45 . Tout comme {3 » les groupes de cet intervalle possédent des
fonctions centrales non &€lémentaires et leurs é&léments ne sont presque jamais
0
itérables. Mais le groupe d; , étant constitué de séries qui convergent &
1'infini, est justiciable de méthodes &lémentaires tandis qu'avec les autres
groupes de l'intervalle critique, il faut recourir i la transformation de

Borel pour rétablir la convergence et obtenir des résultats précis.

{ .
6’) les groupes non comparables 3 {; » qui présentent un caractére fortement

irrégulier et dont 1'&tude est trés ardue.

- En somme, les groupes 3 la fois intéressants et abordables sont
ceux de 1'intervalle critique. Aussi les placerons-nous au centre de la

partie II de ce travail.
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{24
Chapitre 9 : L'itération continue dans 4; et dans les groupes apparentés.

Le phénoméne de résurgence.

Section 9a : Introduction. Les quatre &quations fondamentales.

1'algdébre pleine qui lui correspond. On sait que é; et éq sont respectivement

constitués par des séries formelles du type

(9a1) X(z) = 2 (1 + 2. a, 2"“)

LYY

(9albis) “((4) = z. 4

'S
"0

avec des coefficients a4\ vérifiant une certaine condition “(v de croissance
a 1'infini. On sait aussi que le groupe d; admet une partition en classes

formelles

G = {IS b%ﬁ (GM,/ (}télN/o(é(ﬁ*//oéG:)

paramétrées par les trois fonctions centrales ainsi définies :
(9a2) )\(g) = indice du premierv,AM non nul dans (9al).
(9a3). S =

«f) = o,

(9a4) /)(X) = \:1_‘1\_ - coefficient de -‘2"‘ dans Q(@) _q.)—,

Pour chacun des probl&mes que nous nous sommes proposé&s (ité&ration,

extensions algébriques, analyse et synth&se harmoniques) on a inté&rét 3 con-

sidérer séparément les différentes classes formelles d;; o ‘, . Nous
&y
commencerons & chaque fois par la classe dgll 0 , parce que c'est la
. L,

plus simple et qu'elle donne une bonne idée de la situation générale, puis
D q g
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nous indiquerons ce qui change lors du passage aux autres classes 43} o f .
AV
Prenons donc un. X élément de 6{ Lo ° c'est~3-dire de la forme
Y
-1 -3 t-m
(9a5) é’(z): IR S VO S - VI SO WL

et considérons les quatre &quations qui suivent :

(9a6) T{o é) = go}w auee q%(}l:;u;i(%g* ' (:f,dumnucdm @?
(9a7) (?*of = | '('S* (V73 g*('i\. =%+ &(?") (X‘leume‘o(ms @‘j

(9a8$ 3 o*cfh) s tf(ﬂa) Ouee tfli) 24 0’(?‘) CS ulwmdﬂlﬁ @7

(929) g;(f' ;—.Ji ‘%X e (;i(q; = | }0{%‘) (jl bt:w\sm% ﬂw)

Chacune de ces &quations possé&de une solution formelle unique du
type spécifié.

LV
Les solutions g et ‘y de (9a6) et (9a9) sont respectivement
»*

1'itérée d'ordre W et le logarithme itératif, que nous avons d&3ja rencontrés

d la section 8c et qui vérifient les relations :

oo _ X* - | ng* g >w~-.-.- O A
@ = 2 + 2 ”ﬁf‘ 3 i)m-z = e(wf*;ﬁ). z
»

7yl m! da

(Qall)

Q_\-,t

* ¥
La solution 3 de (9a7) est dite itérateur de g et la solution g de

(9a8) est dite itérateur inverse. Elles vérifient :
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(9a12) *X O'X*I:: I ; g* i‘% oo

(9a13) X = *j ol of* J Z)f: *5 o 46-0 X* <4Lu€c &’t]:i‘-l-l/‘ 1&%1:%%1«6

w
¥
(9213) montre que (? conjugue l'itérée g avec la translation é » Ce qui

justifie son nom d'it&rateur.

0
Méme lorsque qe converge (i.e. X & 6 > les solutions des quatre
équations fondamentales divergent presque toujours. Pour rétablir la convergence
et obtenir des ré&sultats intéressants, il faut leur appliquer la tranformation
{
de Borel. C'est ce que nous allons faire, en commengant par les groupes @

- o
et @ , pour passer ensuite a. G et aux autres groupes apparentés.

1 -
Section 9b : Itération continue dans les groupes (G et @ .

l—
Proposition 9bl : (Itération continue dans (B )

‘—
Lorsque g appartient au groupe @ s, les &quations fondamentales

(9a6), (9a7), (9a8), (9a9) ont pour solutioms des fonctions résurgentes. Plus

. . " ¥ % v . '
précisément, g appartient 3 1'algébre ﬂ([/ SZ) et g , g g appartiennent
¥ _ /

au groupe @(1/_@) — I.}-/R (l/ _‘R) , ol ﬂ désigne le réseau»__z_q_i_mz____ .

Ici,_ﬂ ({/ ﬂ) et (E) U/ﬂ) _ dénotent les mod&les formels
de l'algébremﬂ_ (I/ﬁ) et du groupe._G_(_l/ﬂ) . Voir 3 ce sujet la section
3e. L'énoncé ci-dessus signifie donc que si Y est la solution d'une &quation
fondamentale et que si on note ? sa transformée de Borel @.‘f (cf. section 8f),
alors la série ? converge au voisinage de 1'origine et y définit un germe
holomorphe qui se prolonge le long de tout chemin &vitant les points
2.1"(;. m ('h'\. & Z) et se décompose, au voisinage de chacun de ces points, -
en une partie réguliéré, une partie logarithmique et un pble simple (cf. section

2¢). Enfin, g est continfiment itérable si et seulement si toutes les parties
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logarithmiques et toutes les parties polaires sont nulles, ce qui n'a lieu
qu'exceptionnellement. Nous allons &tablir ceci successivement pour les

équation (9a7), (9a8), (9a9), (9a6).

Cas de 1'équation (9a7).

Puisque g est de la formé (9a5), on a la factorisation :
' — P € Z =N
(9b1) = og auvee. () =2+l eoF 8(;) =2 + o 2
| | ny3

¥
Désignons par F:/ F. / L./ é; les opérateurs qui substituent respective-

ment X{,%) p 3¥(1) / e(%) , 3(3) a la variable 2% . Ainsi F"f = ‘]oa'g p
F* ‘f = l‘Pog* eke . ., . Pour tout opérateur A opérant dans
w

1'algébre Aq s posons :

CT.A - LAL

3 -~
ce qui entraine

" = (Mt

. —\M =\ At —\N Na . Paa M
o O A T A T, - AL (AL
Traduite en termes d'opérateurs, l'quation (9a7)vs'écrit :

F* L

I

(9b3) F. F
c'est-3-dire, compte tenu de (951)

(9b4) (3‘ L_ F?* = F:¥ L_.

-~ e

Par des manipulations formelles, qu'il restera ensuite 3 justifier, on tire

successivement de (954), d"une part :



GLF [ - F?

GLF* - F*

G-)LF* = (Cf-) L F*
-@-)6-nt Tr* =4

soit finalement :

(9b5+) F*

1}

@ [ - @ -y ey
LF* - 6" F*
CTF - 6¢'F*
C-)F = G -)F*
{1-@-y ¢=nt . F

solt finalement :

(9b5-) F* - { I - C!.:-l)—l (\"‘,—l).g‘l o 1

R
Remarquons maintenant que les opérateurs(!?—\) et(l% -!) annulent les séries

i
-

formelles réduites & une constante. Par sulte :
M -] 4,8
G-HyL-).: = E-)L-1).2 =0

On voit donc, compte tenu de (9b2), que lorsqu'on applique les deux membres

de (9b5+) ou de (955—) a _I(%) = , on peut remplacer L_ (opérateur

sur opérateurs) par L (opérateur sur séries). On obtient ainsi :
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ey  F.e = X*m - o o+ 2 L:'((L:‘.l)" @-I))M.%
‘ ,

"l

*7

o6y F'.2 = g*t-!) =2 o+ 2 (¢ L‘"') kG-"'))

Montrons que ces relations, pour l'instant purement formelles, ont un sens.

~ Pour toute série ‘f entidre en ¥ et de la forme & (T"‘) , désignons
par Ll:.'t ..\) 'f 1'unique solution sans terme constant de 1' equation
Q}—()'{’ =Ff .sif estuwm 0(%) , alors Q_-—() g
est un 0(%"“*') E LGI ?l) ‘f ‘est‘un O™ 3) et

-" - ) -“-1
LLt l) LG*'-[) est un O( ) . Les seconds membres de (9b6i)
ont donc un sens et, pour montrer que leurs sommes J X vérifient
1’ equatlon f X | + 8 , il suffit de reprendre 3 1'envers les

manipulations qui ont donné& (9b5%) i partir de (9b3). Comme enfin 8 et (f
\ “

sont tous deux de la forme % +8 (?‘l> il est clair que

¥ *
(9b7) X* = g = g
1 kA

Cela étant, d'aprés la formule de Taylor, on a :

L]
(9b8+) -1 = . uy) ?_l_. (9b8-) G"l—l = L Q»_‘)M i“

'm da™ LYY,

avec

fn

% (7)

En portant (9b8%) et (9b9i) dans (9b6%) et en introduisent les opérateurs

(9b9+) Y (@ = 3&) -3 (959-) ¥ (2l
. ‘ . + =

auxiliaires H;\
M .
(9b10+) H: = Q{ )M b é_ (L.'"—l)-'
Al :

ovio-)  H, = ny‘ 1 d_ (L.»l)'I
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1l vient :

- + +
(9b11+) X*m -3 L-—L) ‘ Z H'M' . H,n‘ . X (2)
+

M;/)

(9b11-) g*m-— ()t 2 Hy - H,;‘ Y Q)

n m,;}

Soit, en passant aux transformées de Borel :

(9b12+) X’ﬁ_xl = Q»e.'fe)—l Z H; H,: x
A 1 :
+

U R R

(9b12-) s* -8 - ) > H : H;. .x-

lmt7'
A + _
avec x = @ bf et avec des opérateurs H dont l'action est définie
+ + "
par - -
1 ¥n 1
(9b13) Hm . P = @z) * LEM ?)
avec
+ "
(9b14+) EM (z) = Si)__ )
n! ety
- 4‘ l
(9b14-) E,,\ (?) = S*
nl e~

Mais puisque 3 3 3 Q:esp b’/a» ) appartiennent 2 @ (resp /H )

ces sé@ries en ? ont des transformées de Borel qui, aux diracs prés, sont
des fonctions entidres de la variable ¥ . On peut donc remplacer la

convolution formelle de (9513) par la convolution intégrale :
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ons (M ) @) = j Yoy Eno) Py 43

Soit maintenant un arc de Jordan O rectifiable et fini. Supposons que U
porte de 1l'orgine, mais Eévite ensuite les points de la forme Zﬂ(‘ m avec
m & Z (y compris M '::0). Notons enfin,.A.é.’i-.) 1'abscisse curviligne sur

D, comptée a partir de O . Il est clair que le germe analytique

1 :

H . H se prolonge holomorphiquement le long de /J et que
N L

l'on a :

i 1 */n ‘ * *ml o
. ' 4
OLAR) LA(R,) ... £ 8(%) A7)

D'autre part, vu la forme de U , on peut facilement trouver des constantes

C‘ /C_-‘_/ C3 , Cq. fonctions de D et telles que :

(9b17%) l Kr (3) l £ C G.CI ' CQ[ : ¢ )

(9p18%) \Ei l%)l & C3 chr)m @% éU )
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Comme D est fini, on pourrait méme prendre Cl =0 d~ C,r =| , mai
il est préférable, en vue de la suite, de réserver le choix.de ces deux

constantes. De (9b17%t) on tire aisément :

n-i
S Pl (¥e el) )

o (i) €68 S

Portons (9518“.‘) et (9b19%) dans (9b16). Comme

Cy 13- C_-,_("l' ~3 ." Cq |2 -3y C 13 ¢ 4‘("
(9b20) €. e ...e’ Yot Let ]

il vient, en posant A(%;_) =d; et Mt...M, =M

—(

3 + CA0R) an A A o
o2y |H ..H e.. (C @- 'l\ (Ar a-:)‘tr )
( )I N H,,\‘Ki(%){Q @ U)L ) Tl A G JA‘...O(A

0(N, & .. Lo LAy
c'est-3-dire, puisque l'int&grale du second membre vaut @(‘:)
M
% + C. Ary Y
. | ))
(9b22) ‘Hm,‘--- H, ¥, ()] G (€ C) L(')
. -3 .. .
Par suite, & un facteur L’.’.’.l + (3 ) prés, qul est inférieur en

valeur aBsolue a Cg » les séries figurant aux seconds membres de (9b12%)

sont majorées uniformément sur D par la série :

- Ma
Nt... My n
(9b23) C‘ Z LC, Cﬂ @3 ) @(*)) E
n,"\(7/l @‘f.. . 4\.\.’
f-1

c'est—-3-dire, puisqu'il y a C’h-! manidres d'écrire M comme somme de

G, A3

N entiers 7/| , par la série : -
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(9b24) C‘C3 > LCC‘J LC -t :u (4))" e('zb(%)
ml

e—c,_ Alz)

I}

0.0y Z <CC9(H—C>A(%)> .

[

C.C ¢ ¢, Cl+C3)AL%)_ 1) e&u;)
1+ Cy

Comme ceci vaut pour tout U de la forme sp&cifige, on en conclut que le

germe X -—8 se prolonge holomorphiquement & toute la surface K et

| C* a2
admet sur chaque U une majoration du type C e (?) avec :

N .
(9b25) C. = 'c‘ ch) c* = C-._ + Cl C—q t C( C3 C(r
L+

les constantes C‘ / C1. , C3/ C.,, pouvant &tre considérées comme fonctions

continues du chemin

D'autre part, on vérifie &lémentairement, par récurrence sur L ,
-z - gt t
que les fonctions L‘t | profiy ) Hﬂ ,..H x sont, en chacun de leurs
A +

points de ramification, somme :

- d'une partie réguliére,

- d'une partie logarithmique,

- d'un pdle simple.

Par convergence uniforme sur tout chemin D et, partant, sur tout compact

. . * '
de oz_ s ces trols propriétés passent 3 la fonction 8 -S elle-méme

(cf. sectlons 2b et 2¢c), qui se trouve ainsi appartenir 3 1'algébre

m (l / ) . Par sulte : 8 éG (l ) . Soit, en passant au modé&le

¥
formel : g é é(l/ﬂ) . Ceci &tablit la proposition 9bl dans le cas
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de 1'&quation (9a7).

Remarquons que nous avons obtenu ce résultat 3 partir de (9b12?%),
mais qu'une seule de ces deux formules aurait suffi. C'est seulement lorsqu'on
*
veut &tudier la croissance i 1'infini de 8 que (9b12+) et (9b12-) jouent

des rGles distincts (Voir les sections 9c¢ et 9d ci-aprés).

Cas des 8quations (9a8) et (9a6)

: X
Puisque 8 appartient 3 G(l/ﬂ) et que @(l, ﬂ/ est
un groupe pour la composition (proposition 2e1)/1 inverse *8 et le produit

5 Q (}) appartiennent aussi i @ Cl )

Cas de 1'équation (9a9)

*-
Puisque la série est de la forme -+ A avec A = 6(%"‘)

et appartient 3 @(( .@-) , la série :lT L est de la forme I+B
T

avec B &(_ ) et appartient 2 /H(l JZ) . Par suite (f | /&} é’

appartient aussi 3 ﬂ(l .gl) , comme on le voit en prenant les transformées
de Borel et en montrant la convergence uniforme, sur tout compact de OZ

de la série ()

§ + 2 ) 8" (B = B 8)

oyl

Ceci achéve la démonstration de la proposition 9bl.

Remarque : On peut aussi démontrer directement 1'appartenance de 5 a
¥

A ( l,.n) =
- en introduisant, parallélement & F/ G, L_ , des opérateurs F;, G,/ L.,

définis par :

(*3 Voir exercice Ld3%.
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E.L(:(‘Fo(?/(f//él.‘f =(fog/8/ /L“‘F =‘Fo€/€/
- en remarquant que Ll -.:.-L (car el(?:)":i-l) et que F::G‘ L_. (car 3:903)
- en remplagant F.X*: l+g* par Fl J) = g

* *

- en tirant de 13 les relations :

(9b26+) 3(1) = | + Z L:' (( L:' -l)ﬁ' (Q;l))\m. T

> el
(9b26-) g (2 = | + mZ (Q_;—lyl @:'4%‘1, (2
¥ M2

paralléles aux relations (9b61)

*
- puis en achevant le raisonnement comme dans le cas de Zr .

1
Proposition 9b2 (Itération fractionnaire dans 6 )

{
Lorsque g appartient au groupe G » les itérées(? appartiennent

! !
aussi 3 G pour chaque AW complexe. 6 est donc un groupe de Lie et

v 0
c'est aussi le plus petit groupe de Lie apparenté & 6 .

t 0
Autrement dit, G est bien le groupe médian associé 3 6 . La
proposition 8b2 anticipait déja sur ce résultat, qu'il s'agit maintenant de

démontrer.

|
Si g est de la forme (9a5) et appartient & G , sa transformée
de Borel 8 est, au diracs prés, une série entiére de rayon de convergence
R >O (cf. section 8e). En se reportant & la démonstration de la propo-
sition 952, on volt que tout ce qui a &té dit concermant la prolongeabilité

| ¥ =
holomorphe de ?r/ 8*/ !/ s dans le cas ol g & @ reste valable,
»

3 condition de se restreindre aux chemins D contenus dans le disque
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2l ¢ ® et 8vitant les points uim (’WL & Z) . Il en résulte
W

en particulier que la série x a un rayon de convergence >/ &f <R/ Z’n)”‘

' .
Donc ié d;pour tout W™ ., Ceci reste vrai lorsque '\(g ) p 0((?) //(GP)

sont quelconques : voir la section 9f ci-aprés.

i
En conclusion, @ est un groupe de Lie. Montrons maintenant que

° {
tout groupe de Lie apparenté 3 G contient <G (*).

Soit @ un tel groupe. 6 contient &videmment les g de la

forme :

. -1
g ) = = + 1 + A T
b o
Appliquant la proposition 9bl 3 ces. XA ", on trouve que ! est

holomorphe sur le disque |2] <& Lt et ne possé&de sur l?:l = 2w que
deux singularités au plus, situdes aux points wi = % 1wl . D'aprés
1'équation de résurgence (9e33) &tablie ci-apré&s, ces singularités sont de
la forme :

t_:_?i ([-e‘w%)At PLEDE 1_:%: ﬁ(%—wi) Qua(;-&g_,) |

-0,
avec pour vAt deux scalaires indépendant de W~ et pour ‘ﬁ: deux germeiu_

holomorphes en O . De 13 et de (9e33) on dé&duit facilement que et
A )

sont respectivement de la forme :

/ -
§tysw §g+ Z 2OM Y T a ) e
w3 -l “¥3 |

avec

(* La proposition 8e3, &noncée sans démonstration, ajoute que tout surgroupe

' N
plein de 6 est de Lie.
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) - (0 T, e e R )]

-1} !

Comme les At sont des fonctions holomorphes non constantes de )x (c£.

section 12 .) il est clair que pour tout W non entier et presque tout A

. | m Ym
&"?&"‘g ( &, (A,-w)l : &mm}\ | a, (3; w)[ . = ZiTé
En remplacgant g} (1.) par 3 (1.,) = p f(q./e) on trouverait de méme
pour les coefficients aq ()/g/ ) de ,

Ay
. o _ ‘I“‘_,
EM;\WX | 8, (Aejw)| w = G sap |4, (N5 w)| '

s
Or, si 6 est de Lie, il contient les g et on en d&duit aussitdt,

Ae

en appliquant (8b5), que (B contient (G tout entier.

. )
Section 9c¢ : Itération continue dans le groupe (; .

o
Rappelons que m ((/ﬁ) désigne la sous—algd@bre de m(l/ﬂ)

formée de toutes les fonctions résurgentes qui sont de croissance au plus

: o
exponentielle le long de chaque droite inscrite sur «. et que 6 (l/ﬁ)

désigne le groupe associé.

[
Proposition 9cl (Itération continue dans @ )

-
Soit g appartenant a G et de la forme (9a5). Autrement dit :

- - . |
X(q = t 4! +a31-"+ a, % 4.0 ouee e‘“j“‘%[%lmO’o

Soit E 1'une des quatre équations fondamentales et ‘f sa solution formelle.

Alors :

o) (( a pour transformée de Borel ? une fonction résurgente de croissance

exponentielle. Plus précisément :
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§’8*/*géﬁ°(l,ﬂ) et 86//7(0([/37‘) avec ﬂ:ZTliZ
¥

B) Pour chaque direction e non horizontale, il existe une infinité de

germes analytiques 3 1'infini, définis dans la direction 6 et solutions de

1'équation E . Au contraire, dans la direction de 1l'axe réel positif

(resp. négatif), il existe un unique germe & 1'infini, solution de E .

On le note ({‘_ (resp. (F_ ). Les germes (ﬁ et (f sont dits solutions

sectorielles de E . Ils se prolongent holomorphiquement 3 des secteurs ‘f'l-

et Lj)_ de la forme :

L-f:t = {i‘—RC% >A:¥ U {]Iw:e]_ > B: >0}

et lorsque & - o® selon toute direction strictement intérieure & jo,-}_ J

ils admettent chacun un méme développement asymptotique, donné bien siir par

la série formelle ¥ (.

De plus, on peut construire explicitement les solutions sectorielles

en question. On a ainsi, uniformément sur tout compact de 30& :

or M m
(9c1) 8: ) = eu:: . 8 (w + gm)
mn-

(9¢2) (V Rl = Lo, (}}L%) -—'h)

mn— t oo

1

(9c3) *3 @) = em -gl('e -M\)

4 M- too

(*) ce n'est plus vrai lorsque 2z —» o2 parallélement & la frontidre de f:h .



(9ch) g@c} =E #l =
- ol

(9chbis) g W = - GTLX) o(F(%)

6‘) Les solutions sectorielles Lﬂ_ et sont les deux transformées de

Laplace de la fonction résurgente ({

Qs o,
(9¢5) Lf; (z) = 08% 'PL%) = y ?(\‘1) ed?c(M (3= H)
Q,

Démonstration :

(9¢4) et (9c4bls) sont des cas particuliers de (8d4) car, pour g
de la forme (9a5), on a X (%-) g(ﬁ:) -— i quand M -3 + 50 . (9cl),
(9c2) et (9¢3) en résultent alors moyennant (9al2) et (9al3). On peut aussi
établir directement (9c2) et en déduire 1e§ autres formules du point {2

Tenons donc ce point pour acquis et tirons—en le :

Lemme 9cl :

* ¥ | '
(9c6) g (‘i—-\-l) - X () = 1 -I-D.('Ft) ﬂ'\mc{ 2 = oo Sur f-_t

S +

En effet d'apré@s le point 8 » dans tout secteur
.*
-4 éAﬂa(i%) L T-¢ Y g ) admet un développement asymptotique
+

de la forme :

(9e7) X*c%) = % 4 o A, 4.

(9¢c6) en résulte aussitdt sur un tel secteur. Il ne reste plus qu'a traiter

le cas oi ¢ tend vers l'infini parallélement & la frontidre de j;



- 324 -

¥ * '
Puisque (? vérifie (9a7) et que g vérifie (9a8) sur fﬁ_}-_ s
| > 3 Tos
il est clair que 1la fonction Tl (3) -2 =, g L%) ~3 est définie
‘ 3 :
pour lIm.z-l grand, qu'elle tend vers O quand le%[—aoc et qu'elle est

périodique de période 1 sur chacune -des deux composantes de son domaine de

définition. D'ol :

L (T ,
9¢8 = o Auvee - s
(9¢8) gi 3; (?) %) ,LGAJA‘J—L?‘\AQ
Or, lorsque 2 tend horizontalement vers. F &2 dans f—_g s * admet
le développement asymtotique (9a7). Paf suite,J:}_'-g) et 3: (= .':) sont

de la forme :

Y

¥ 1
Xi&) = = + @‘n)»-%) + S 2’5(1{!'(4;4) +0(r‘)

Hi

X:H) o8 +(ﬂm~ R —-(ﬂm 2- z) +0<r‘)

L] 41

On en tire aussitdt (9c6) pour 2 tendant horizontalement vers Foo et ceci

achéve de prouver le lemme 9cl.

Abordons maintenant le point & de la proposition 9cl. Puisque
G (l/ _n_) est un groupe, il suffit manifestement de traiter le cas de
solution de 1'équation (9a7). Reprenons pour cela la démonstration de la
proposition 9bl, mais en remplégant 1'arc de Jordan borné D par le demi-axe

,:)o » issu de 1'origine et incliné d'umn angle 9 sur 1'axe réel.

i
0
Comme X et donc 6 appartiennent 3 6 , en prenant les trans-

formées de Borel on obtient des fonctions entiéres de croissance éxponentielle.
D'oili pour & une majoration du type (9b9%), valable cette fois-ci sur tout

le plan complexe.
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D'autre part, si RC. 2 DO et A/L.a1-= 9 on a :

I e

" (l%lcné)'hle_..zl 2 | /

ol

é[_»L_IM 5- !zmél“) o1t bl ( : /

el "m0 m! | - ¥

Mt

= |ar| |

Pareillement, si Re% £ 0 et Alu} i = 0 :

<ol

E; L) ;»I %.e‘{l ] P 'I-C'};é'{‘m[lje_% ¢ 9 ]C;Lé‘{m-u

Par suite, selon que le demi-axe Uo est situé dans le demi-plan
positif ou négatif, on a dessus une majoration du type (9b18+) ou du type (9b18-)
avec par exemple :

(9c9) vcg =-.C3(9) = C;%_. J C't'= Ci‘(é) = C:;Ig-

Dans le premier cas, on doit considérer la formule (9b12+)>, car elle fait
intervenir les opérateurs H.:\ , qui comportent une division par € ~|

Dans le second cas, on doit considérer la formule (9bl2-), car elle fait
intervenir les opérateurs H; , qui comportent une division par C-%,-—]
Ainsi, pour chaque b .:# + 1 , on ne peut appliquer les majorations
(9b25) qu'3d 1l'une des séries .Li { '.i‘..-hﬁ—%)-—l ZH:AH:&. , mais comme

celles-ci ont méme somme, cela suffi pour obtenir la croissance exponentielle

de r sur ’:)9 . Plus précisément :

(510) l 8¥Lz) B 8/(1) \ \4 C Cc*l?:l

Qa—% )
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avec

T
Cs(b ¥ 3

ey C=Cl) = GO v ey e @e, £ 00C

/ T 3 4 3 ¥

L+ G, ()

A cause du. mé en dénomminateur dans C3 (0) et C@(G) » on ne peut
pas faire tendre 9 vers % .-g_- et i1 faut recourir & un autre procédé
pour &tablir la croissance exponentielle de 8 le long des verticales. Laissons

provisoirement la question en suspend et passons au point b’

Puisque d'aprds le point B le germe v se prolonge tout le long

de 1l'axe ré8el et y croit (au plus) exponentiellement, les intégrales de Laplace

To0 Qs |
jo &-%2?(3)513 = j;? a—?g Py dM (Mzs)

sont toutes deux convergents et leur somme (oXQt ‘P) (q_.) est définie
holomorphe dans un demi-plan * R& < >C . De plus, puisque, par hypothése/
(f vérifie E dans le modéle formel @é) et que, par construction, ? véri-
fie E dans le moddle additif (¥ il est clair que Oth ‘f vérifie E

dans le mod&le sectoriel (*) assoclé 3 Q_,. . Or la soclution sectorielle de

E sur 1'axe réel pogitif (resp. négatif) est unmique. Donc :

fy =g, - P S AN

Nous pouvons maintenant achever de prouver le point & . En effet,

les relations

t

g_’*m = [?Q* f(M) e dM (M =3)

*) Pour les différents modéles des algdbres et groupes de résurgence, voir

le chapitre 3.



- 327 -

s'inversent en

(9c12) (59(") 5‘ 3 (3) 35 c(% (M:B)

oi M est un point situé sur le demi-feuillet OZ'CG?t) et se projetant en
un point 3 du plan complexe, et ol ]> désigne n'importe quelle verticale

entidrement situe dans le domaine yl

De (9¢l12) on tire :

(9¢13) @-B—I)ﬁM) — j ( (¥+) X(%)) ?%‘% (M =;)

et comme le lemme 9bl autorise & faire pivoter l'axe d'intégration J) dans
:ﬁt jusqu'ad 1'amener & 1l'horizontale, on déduit facilement de (9cl3) que

croit (au plus) exponentiellement sur toute verticale des demi-feuillets

O{. (Q'i) et donc sur les K((Qi) tout entiers.,

On passe de 13 aux feuillets contigus aux m(Qj) puis, de proche
en proche, & la surface 0{. toute entidre, en utilisant les &quations de

résurgence

w

(9cl4) A::) 3* = - Ai e-b (fy—l') (rhodéle F-owme1)

qui seront &tablies indépendamment & la section 9e et en s'inspirant du rai-

sonnement déja utilisé pour &tablir la proposition 2d1.

Ceci aché&ve la démonstration de la proposition 9cl.
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[ ]
Section 9d : Itération continue dans les groupes apparentés i @ .

Nous allons, comme d'habitude, considérer séparément les sous—groupes

l d;, !
de @ » les surgroupes de et les groupes non comparables 3 @ .

]
Intervalle de Lie [d; / eobj

/
D'aprés la proposition 8e , tout groupe plein @ contenant @
L.
est de Lie. Autrement dit, si 3& (E et A & @ , alors 3 & 43 et

ceci régle la question de 1l'itération continue dans ces groupes.

l
Groupes non comparables 3 (B .

/
Comme on 1'a signalé&, les groupes pleins G tels que. G ¢(E et
[
Gﬁ@ sont irréguliers et d'étude difficile. On sait toutefois qu'ils ne
{
sont pas de Lie (puisqu'ils ne contiennent pas G ) et on peut montrer (cf.

~ AW
exercice 942.) que pour g dans 6 et W non entier, les itérées 3 ne

sont presque jamais dans 03 (elles sont dans le plus petit groupe plein con-

tenant @ et @' ).

Iptervalle critique E @o, @)l[

C'est le cas le plus intéressant. Pour simplifier, nous allons nous
limiter aux groupes réguliers (introduits & la fin de la section 8f) et méme,

dans un premier temps, aux groupes réguliers 3 bord.

Proposition 9d1 (Itération continue dans les groupes 3 bord)

Si {KM} vérifie (8ff3) et si g appartient au groupe 3 bord

6"

, alors dans chaque direction, y compris la direction verticale, les

fonctions résurgentes V solutions des &quations fondamentales (9a6), (9a7),

(9a8), (9a9) vérifient (¥) la condition de croissance :

— T~
(*) dans le modéle additif *) R =C ~ Lu Z
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l
'P(%) &
K(n)

(9d1) Com  dea & oo (n=1%1)

avec
(942) Ky = 2_ 2" %

m!
Nous allons commencer par les demi-axes o‘bliques inscrits sur les demi-feuil-
iets.,..(KCQi) , puis par les verticales inscrites sur ces mémes feuillets
et passer enfin aux droites générales portées par la surface ﬂ. (‘) Pour

simplifier, nous noterons % ou 3 le point courant de la surface K , et

non plus ? ou M comme précédemment.
¢ &)

9 » i1 s'agit de montrer l'existence de deux constantes C. = C (9) et

C* = C.* (9) telles que :

Ciu R
e e

Pour chaque 8 dans et de la forme (9a5) chaque direction

(9d3)~.,_,,\ (f(t)l L& C (}qfuét r=0 1= n Riny = &DK“)

¥ oy
oll V désigne 1'une quelconque des fonctions résurgentes g /! ) !/! .
o ¥*

-~

En fait, comme 3 la section 8c, tout se raméne a 1l'itérateur * . Partons
-1
donc d'un de la forme (9a5) et posons comme d'habitude % =@ o g et
31 : . G(Km) S
X (v) = %(3)-%. Puisque g et %’ & il existe des constantes
i

C.;/ Cf ‘ telles que pour tout %
Co |2 |
(9d4) IL (%)[ & Ce 1| K(l%l) - C eC‘Ll%l eﬂ(m)

La condition (8f4) entrainant la convexité& de la fonction &(/q = e:\a K(h.)

on tire aussitdt de (9d4)

(4’) «_ = MZ
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m - 2
& (€) YT e.au )
-

| M
(9d5) \K ()
%

Directions obliques sur “, (Q+) :

Soit Ue le demi-axe issu de 0 (*)' et incliné de 9 sur 1'axe
< q 1r [ /] + L
réel, avec 6 & J -2, + = . Sur p on a pour EM (_'\‘.) la majoration
(9b18+) avec C3 et C‘I' définis comme en (9¢9). On peut alors, & partir de la
formule (_9b12+), reprendre le ralsonnement de la section 9c. Compte tenu de

la convexité de R(n.) , on aboutit facilement 3 la majoration

c? R(l%]
(9d6) l x¥(%) _ S/(%) l ,é C e. ‘%} e i‘)

analogue 3 la formule (9¢l0) et comportant les constantes C/ 'C* définies en

(9b25).

Directions obliques sur @(‘L’\)_)

On raisonne exactement de la méme manidre 3 partir de la formule

(9b12-) et des méjorations (9518—) de EM(»%} .

Directions verticales sur ﬂ(Qj)

Comme les constantes C/ C* entrant dans la majoration (9d6)
tendent vers 1'infini lorsque le paramétre 9 tend vers 3 %‘ s, on doit
traiter a part le cas des directions verticales. La démonstration est assez
longue, mais nous 1'indiquons en détail & cause de ses comséquences pour 1'ana-

lyse harmonique (cf. section 12d).

Fixons donc ¢ positif et 9 entre 0 et 1:-_[ . Prenons un point 2

.("') plus exactement : du point Qo & 0\ .
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dans le premier cadran de d: (*), proche de 1'axe des imaginaires (""’) mais
distant d'au moins § des points lwim (*%¥% . Appelons enfin 'Z* le
point 4u premier cadran tel que les segments 03* et z %*_ soient inclinés

respectivement de g et —6 sur l'axe réel. (Voir figure 9d1)

Figure 9d1 \%*
\
\\
\
\
AY
‘\
21“‘. \\
o1 74
X ‘ .
I1 s'agit de majorer au point % . Pour cela, partons de la formule (9bl2+)

. + gt )
et évaluons chaque terme HQ\ e Hm 8 (%),_ ~en intégrant par rapport aux vari-
y n \
. 4 .

ables 2, non pas le long du segment D...i.;..,..mais d'abord le long du

l)"‘) %,t

segment () %* puis le long du segment 2.t . I1 vient -:

Moy N +
L {m= S ¥, (o2, E,,l (2 5*(%‘ %) E L ...fa—%, \Ereg) d%..42,

(947) 0<1<... L3 <2

-.-.5 ORI AR +jz_: ()
0t ¢ty G 2l 0¢H & %; a,,(z‘,‘...am&
oli les signes < indiquent 51mplement 1'ordre sur les vecteurs et Z}%

Sommons dans (9d7) par rapport a tous les multiindices (’“.,T\.;,...ﬂa) avec
’Yl;_),i et n>/1 . On trouve :

ZN%. n{ = ZI ,M(o,é*) + 2P . A(%,,%)

oom N, M

+ ii{lfia {:L—.a:(g-x) E%(x)} i{ (f) +MZ:{ l(o,x)}{gq‘w 1“(,3/ %)}

z HYPTR
*

34 8)

avec
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M + "
(9d9) I 4‘&(o i_x) :-.j& (%tz«)- Em(%«) "'i“*""‘)E:(")U“‘) di
+ 1 +

o<k, <., <3,

a0y P ", ,m( Y = 2 % (3-2.) Em,,(z Ka‘ -3 )Eﬂ (2) b’(?, o.d2,

{2 g

3N +
can Iy 4 (0,%) = j ¥ (z-h)E ) J (a2 E, @)Y ) o,
+ ! +

0(% o LRl

+
(9d12)Q‘ 13, j(‘(z -1p) E‘M“ U(% -t E (% ﬁg o(%,_, a(?,L

'3‘- 144 ¢y

. v 2
Remarquons 1l'absence de %. dans 1'intégrale QM . M (1.3, ) . Remarquons

au;si que Q’Vkl(‘j/ i(% 9) E (3) (sans 1ntegrat10n)

La majoration des intégrales (0 Z, et J- (o, x
Ny M PogenyMp =4
n'offre pas de difficult&. On inté&gre le long du segment 0 %y en utilisant
. . LI . . ¥
la majoration (9b18+) pour E'h. , la majoration (9d5) pour 6 (1-) et la

- +
convexité de.’ R(m} . On trouve ainsi, en posant /M = 4'1‘ +.0. Ny

|1Ha(lz]) M g Cxl“ ‘7'\‘) (b ‘7‘)

[_ I aen| e )G c‘,) Tl T A(— .db,
o4 k<. 4&7\(1
lxlfallzl) -t ~
=G G T el el

Par suite :

|2

C.lx LUz -1 -1 m
" (Oz)l (T e Mc‘cg c’;_~‘ @33‘ @c,)" el

Myl " ars |
Coluthoy | ~

_ S e ey (L))" &l
"y, | 140y m!

Soit finalement :

| Colx |+ l4e
(9413) \Z J; nl3%) Le ! Gl e_L 3)C'C"lx‘l..i
Al 14C,
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De méme

I,

. Zc l%*l_‘_?'aa% m A My-1 [. M"[
'h,‘col%-)s)l < e * ) C‘Q‘C?)L@*) u::l.li?) " Q.Q\ t))! cU-‘,,,c“,,_
o<l_l< Lt A.<l‘i*l

2L 3
_-—_;@ ‘Ll%;H'z.a.a ;l) C‘@‘C*TLCS) (@%l G'IL) )A.,"}' 'h!
e -G' wm Y

ety

dé,

ENNINELLVTN)
ge ¢, (1) &) E;lr

Soit finalement :

20,18, (+2 R0, ) 2.(4€5)C,C L2
(9d14) l 2 I (o,%,)Iég ENEYAS(EN) C_'_C_B‘(e, 3) ?%_’l)

RMQ/[ ‘, 4 a ‘+C3
Pour majorer ‘P“‘,. "I'hn (Q*‘, %) et Q’"u"'/md (03/ %) , il faut
maintenant inté&grer le long du segment Z-* % en utilisant pour " a-;) non

plus la majoration (9518+), mais :

. m ..C l’é-"i:.l
van By | & G B e 6

m!
avec CC = mb et CS fonction de & . On obtient alors
RUMJH Raw) M . ™ ¢ la- %
1Bl 9] < €' ja a2l =Gl
% ml @ “)
¥ L3¢ L 3pgR nY]
M M M~}
' ..C (a- itl "ozt = lr-y)
o M ' ¢ . m Rt | e ¢ dz,... da,
/n;‘, (m; -l)! ’ﬂ.‘. Q‘l"”
Soit, en majorant a(l%-%‘l) + k(l?,’) » par ZR(H_,[) et en

posant & =l2.%2.] :
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P

(9d16)

‘l“’/mh 4/

avec

b Gk
(9d17) T” M L‘“') —_ C—. ALA 5) Cch‘

M) a )

Considérée comme fonction de l:' s ’;‘
. . .,oc 2 A
Laplace :

10 1+ 1002,
. %)]é& CMEXAV(INY) C.LCS)A yh””/

m(lzal)

(‘] “'L’l . '-c l.'
S Y A
W) (-l

(A-) a pour transformée de

B 3= BP a- € )" 3 G+G) Gl

| s (3 e n\

I'

Soit, en sommant & M fixe par rapport aux 41; :

C?n,, n3) = TI (e Cla (3+a-n o) -'1)

M2
" En inversant la transformation de Laplace et en tenant compte de

il vient :

n

' oo Gl - C)"
Z ? (,{«) = __l_.J‘ -l—)‘ (C_ ﬂ(?_"‘k ) S)—l>e‘k‘3

ra MA.
LSO bt Tug . i=1
—-L{

+ (o0

Z B at] L T CCim) e

M.
i 1/, LS R*‘L")Ccl

D'oli, en intégrant sur la verticale Re 3 - CC = Co> 9 -

Mool

Ce

Q‘) Fa'w\ I'M&L }\‘Xe{,

Ml

et ¢ Calw] (F)

d3

| 43

| Z % .| < g (é?__é;_l_%_l_) 1 LtG
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C@ = 2—@6)1 . 1d3]
tu RC.(--:CC 13(3"—(‘5”
Puis, en faisént E = l%*l et en portant dans (9d16) on trouve :

— I*

' 51 Ce  LGI414Lh(1E) .
lz’ P’n,,...,ﬂnn(%w*) et o C.Ce (CCQC? l) !

Ml = Al
n.t‘f:txe §
Soit finalement :
Cg CNERXATNIWAY(N) Gils Gy
(9d18) I Z ( )/ Le ¢ 3(8. < l)
, ‘71 ll 1
En raisonnant comme pour les ?M” oo Ma C-:E* y ?:) on trouve :

C, Beia-
[Q /M(d,z)l ?. lz~y| + A(L gl)oz

l’h”...,ﬂ,\_(}c) = ;I,. ?“‘/-"/“u ('k)

D'oll en passant aux transforméesde Laplace

neeynn C141)

zlh“.._,ﬂn(g) = é j?h,,...‘,m,\ ('g)

et cela ¢onduit 3 une majoration du type (9d18) avec une 18gére différence

dans les premiers facteurs :

(9d19)

A -

C l2-y 1+ 26, lt-y) +2 Ata-y)) Galep
> Q, L ayle GEe® )

avec
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@)3 J [d3 ]
TRe3=C  13+Ce| [3+2G|

-

Il ne reste plus qu" intégrer par rapport & % et é au second membre de

(9d8). On commence par majorer ex}\(ﬁum)-fk((q-z() + k‘(ﬂ g])) par

v ex%(ﬁ&([%ﬁl)) . Puis on majore IZ T en prenant X = -Z et lz Q !

en prenant lé = '2'* . Enfin, on &value

m-1 m
[ = A @) Gy

en majorant [‘x-g( par l'-!-| et yf Ldzl [Jt&) par l?»lt, ce qui donne

GO Gy lmgt e (G i)

Finalement, compte tenu de la formule (9d8) ‘et des majorations

(9d13), (9d14), (9418), (9d19) om trouve :

N N B

n.'h,.>‘
Car = Cap) = 94 (e L (HECC, 18] NN, cm,,( sy
’ a H-C3 + (e _l)

+.gec 34 e CiCytal lths C.Csf;m)( ¢.Cs QM’)C'C"H"_(_I)
'l+c‘

Sous 1'hypothése (8f43) sur {Kﬁ} on peut trouver 6 tel que

L 9\([%,(), < Rusy + Gk Q/?)

et 1'on tire de tout ceci une majoration du type (9d6) pour'chaque verticale
du demi-feuillet m_ (Q+) . Le cas du demi-feuillet R(Q) se tralte de

la méme maniére & partir de la formule (9b12 ).



Ceci régle la question de la croissance (oblique ou verticale) sur
les demi-feuillets fondamentaux 6(,((31) . On passe aux feuillets contigis
et, de proche en proche, & la surface Ol- toute entidre, en utilisant les

quations de résurgence (9cl4). Ceci &tablit la proposition 9dl.

Proposition 9d2 (Itération continue dans les groupes réguliers)

Si 8 appartient i un groupe régulier (*3 contenu dans 1'intervalle

critique et défini par une condition de croissance ﬂ( sur les coefficients,

alors dans chaque direction, y compris les directions verticales, les fonctions

résurgentes, solutions des 8quations fondamentales (9a6), (9a7), (9a8), (9a9)

vérifient (**) la condition de croissancel.(,héritée de‘K *

C'est un simple corollaire de la proposition 9dl, puisque les
groupes réguliers s'obtiennent tous par intersections ou par limites croissantes

(K
de groupes i bord. G M). avec {KM} vérifiant (8£13).

Section 9e : Les &quations de résurgence. Formes déployées et formes restreintes.

l—
Soit § appartenant au groupe d; et de la forme (9a5). Nous avons
vu 3 la section 9b que les solutions des quatre équations fondamentales (9ab),

(9a7), (9a8), (9a9) avaient pour transformées de Borel des fonctions résurgentes,

N
définies holomorphes sur la surface. 0(: (t -7-.9. avec _ﬂ =~_Z1TCZ .. Nous

allons maintenant montrer que ces mémes fonctions sont lifes simplement 3 leurs

dérivées étrangéres ou, si 1l'on préfére, qu'elles vérifient des &quations de

résurgence.

(*) voir a la fin de la section 8f.

(*¥ dans le moddle additif.
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Pour plus de commodité d'&criture, nous raisonnerons sur le modé&le
X . . . w L
formel (™). Nous envisagerons donc les séries formelles S
wopr x 747 /Oy
et non pas les fonctions holomorphes 3 ) 8 ) z /x , bien que les
*

8quations de résurgence ne s'interpr@tent commodément que par rapport i ces

derniéres.

Autre remarque : les Equations de résurgence seront obtenues par
des manipulations formelles tré&s simples. On risquerait d'en retirer 1l'impres-
sion qu'elles sont "creuses". En fait, tel n'est pas le cas, comme le montre-—
ront les applications ultérieures (voir surtout les chapitres 11 et 13). La
contradiction apparente se dissipe si on se souvient que les manipﬁlafions
formelles sur les fonctions. résurgentes utilisent, en les condensant, des
résultats d'analyse sur ces mémes fonctions - résultats qui ont fait 1'objet

de la partie I de ce travail (chapitres 1 3d 7).

*
Equations de résurgence vérifiges par 1'itérateur g .

* ,
Pour tout w & _gl. , appliquons la dérivation E€trangére chu

aux deux membres de 1'@quation (9a7). Compte tenu de la radgle (2e3) il vient :

@QJ*) og = A, X* (auee -Iu)ge)

De (9a7) on tire &galement :

(9e2) (8__1-) + (g*_r) °f _ Q;‘*_T) . 1

D'oli, en exponentiant les deux membres et compte tenu de & =

-t (X - I)
(9el) e

1
2

B ce qui permettra d'éviter la convolution, la composition comvolutive,

1'exponentielle convolutive, etc...
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~w (§-T) &_Cu(f*—l-)of

*
—- ~-T
(9e3) é e. ‘-‘-’(3 ) ° f

w(d=7)

En divisant (9el) par (9e3) et en posant (f=_ @b (?*) A on

—

aboutit 3 1'équation :

(9e4) ?. ! = ¢

oo
dont on vérifie qu'elle n'admet pas d'autre solution, dans /A et a for-
tiori dans /lq (l,ﬂ) , que les constantes. On obtient ainsi 1'équation de-

résurgence :
| ~w(PT
(9e5) Aw g* = - Aw . & v X ) (w wdice M‘A&)

ol Aw désigne un scalaire qui s'exprime comme combinaison linéaire finie ‘de

résidus de 3,* = 03 3*
(9e6) Aw = - ZTH‘. Z Xd Rco (3"(‘/ Qd)

le Z €tant étendu 3 tous les points QJ du rapport de Aw (cf. proposition

2¢1). L'équation (9e5) s'itére facilement :

4
-t 1 Tore n "'I
Y PR e

Soit, en écriture abrégée :

ot (-1
(9e8) Am X* = - Aw . e 1) Qoweu.;ou&)

avec-

(A, e =4, A
'(3eg\>is) A N

) w,

M it 18 1 UIL

B

oyt T Cu.(w(»fwm)...(wl:,...w,m)
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A partir de 13 on détermine facilement 1'action sur des dérivations
étrangéres générales. En effet, pour tout ré n— , l'opérateur &'R) r est,
comme Elément de A((/ﬂ) , €gal 3 une combinaison linéaire finie de Aw ,
avec des multiindices & ayant tous méme somme “wu = - fq . Par suite,

d'aprés (9e8) :

2 ¥
o A-R)T Y o - A L -T)

) ) . . ¥ -l .
avec un scalaire Ar qui est nécessairement &gal & —21[1 RQO d’/r@’) pulsque

. -1
le support de 1'opérateur. l"R r ‘est réduit au seul point [ . Inver-
. o

sement, comme tous les points de ramification de la surface 0?. sont de la

-1 0¥
forme [ Qo avec ré (r' , 1'8quation (9e9) montre que g resurgit, légdre—

ment modifige (en l'occurence : exponenciée) en chacun de ses points de rami-

fications (*)_. D'oli le nom générique d'équations de résurgence, conféré aux

relations du type (9e5) ou (9e9).

Nous pouvons maintenant calculer les formes déployée et restreinte
* W /
de g selon la base {Z__ ‘ de /A (ll ﬂ) . En effet d'aprés (9e8) et la

proposition 4al & :

(7= 2 @)z
_ g* > Aw,:: e~nwn(({’tr)zw

)
4 » -lwud’!r)) 1.

De méme, d'aprés (9e8), d'aprés la proposition 4a1(§ et pulsque V(e.

(9e10)

»

dy = 2 vy 27
I -2 A Z°
wEP

(9ell)

I

) dans le modile additif, on doit bien silir exponencier par rapport au produit

de convolution.
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D'autre part, d'aprés la r&gle (4a5), les pseudovariables obé&issent & la loi

de composition :
w “ el (gq-T
Z o 3 = Z . & '3 ) (Vw/v%)

Par suite, en comparant (9el0) et (9ell), on remarque la factorisation :

o [T = LE el

ott [g*] appartient au groupe I +/A/([. __Q_) @/RU ﬁ) et oll <3 >
et 0¥ appartiennent respectivement aux sous-groupes 1 + /A Cl _ﬁ) et

I 'i'[A(l/.ﬂ) = @([/ﬁ) .de ce groupe.

La factorisation (9el2) réalise donc une séparation des pseudovariables

et de la vraie variable : les premi&res sont rassemblées dans <8 > les

secondes. dans g

Equations de résurgence vérififes par 1'itérateur inverse ? .

* ¥
Puisque (? est 1'inverse de - g dans le groupe G (l _Yl}
peut appliquer Au aux deux membres de la relation (f C?*
puisque (2e3) reste valable quand on prend (f dans (Ef.ﬂ. au lieu de la

prendre dans_h_ﬂ (_SQ.) , on obtient (dans le mod&le formel)

= (%) §%) . LA&X*) N @f‘”(gir). (( Aw*(f) o(f)

ce qui, compte tenu de (9e5), fournit 1l'&quation de résurgence :

ey A, &g - A Q*g (swee 3 = 4 >

dz

. . P, e
Autrement dit, & un facteur constant pré&s, l'application & de la dérivation
naturelle 9 ou de n'importe quelle dé8rivation E&trangére Aw_ donne le méme

résultat.
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Compte tenu de [Q/ Au:( = W Aw , 1'8quation (9el3) s'itére

facilement :

(9el4) Afvm‘ ‘. AU‘ *X = (- l)’\ Aw‘ A% (—9)(—9+w,‘)(-aw,\wh\...(-amﬂ..rwz)')éo

Soit, en &criture abrégée :
X R {w) v
(9el5) A(“ . X = - (—-l) Aw Ea o *X

~»
avec le multiindice symbolique »--9. (/3] = (-—9 ) Wy wu_' IRy w,‘ / w,) .

Plus généralement, pour tout r-é [r on trouve :

oo (SR)T TP = R (3)

oli @(9) est un polyndme en 9 , 4 coefficients constants, ne dépendant

que de P . A partir de 13, on peut calculer les formes déployée et restreinte
de *g
0] ¥ ) w >
can [YH] = f ‘“b§¢ @) A, Z (Gs - 5)
(w) W ;
can My = I - «)7A Iy Z (*
D=1 -Za Al )

Bien entendu :

CI1L8T =T 5 CHL =T, 1="F )

. ¥ _ ~
Cela tient a ce que g P g* = I et & ce que les formes déployée et
restreinte sont des homomorphismes de groupe. La dernidre des trois relations

ci~dessus sépare les pseudovariables de la vraie variable.

Q) &’:(w&,,../w,) quand' @ = (Cu”.../w,l)
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Equations de r&surgence vérifies par le logarithme itératif g .
¥

Puisque X l/")g* , les résultats relatifs a ? se déduisent
»

des résultats concernant g# . Ainsi, pour un indice simple ¢u

=

¥ Re)* Q)

Aoy oo Bl e bop

(-wtd)A, e_“MtI) _ A rwomaddte e_-wca”—f)
@) (24%)"

D'ol 1'équation de résurgence :

*
1) A, 3 =-wh g &-wd -I) (0 iudice ’”Ml/-@)

*

qui s'itére facilement :

(9e20) Awg = Aw [<ws g e (-1 (w /mueHohoLca.)

¥ *

avec
(9e20bis) Eu,,....,w,‘> = -, (“’1“—”1.)(“1"”“’1"“‘3)"'(wt*""*’w&_, -wn.)

On en déduit les formes déployée et restreinte de ;

*-l.wl; -I)
(9e21) [g] X w$¢ Ew} * tou ( § *I Z
(9e22) <§> 1+ AT, Z°

wEp

L'8quation (9el9) n'est pas une relation de r8surgence au sens strict : elle

. . ¥ d= ) .
fait intervenir X = — et ne relie donc pas directement

b



- 344 -

N . . . ~ . -
Awg a J . Toutefois, on en tire facilement des &équations de résur-
>

¥
gence strictes. Par exemple :

0(3 (xl’l'dm“’ “3 =-"O

Aa,, gj“@% x*)“l@&g &) = Gule s

o, w, t Uy + U3 =0

Equations de résurgence vérifiées par 1'itérée générale 3 .

¥ ¥ 7
Partant de 3 = g) Py e o C? avec é(%) = % +W et
utilisant (2e3), (9e5), (9el3) on obtient pour les 8quations de résurgence

(au sens large) :

* A
©@e3n A X “a’w ) enwd & g ? g (w ondice w&)
(9e34) . (f = A e @1 Q (3 9 gr (Cu mua-iako&cz)

ol A = A comme d'habitude et oii Q (3 9) est un

polyndme en 3 3 , sans terme constant, de degré Il_(w) et facilement calcu-

lable par récurrence sur - Il(u) . Par exemple :

Qm‘ (_’l) = LC-.‘U w_.l 2x
Qun) = €70) ((w € o) () ;ﬁ)

On tire de 13 les formes déployée et restreinte :

- 45, - 2 AT Q.33)F

Py

avec
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g _ y
(9e36bis) 4 = _;Qw (o) =-— 2. ‘: e

Résumons les résultats obtenus :

Proposition 9el (Equations de résurgence)

(-—
Pour dans le groupe 4; et de la forme (9a5), les solutions

i ¥
% ) g ) *S‘ , X des quatre équations fondamentales vérifient chacune

*
des équations de résurgence. Ainsi, pour tout Cw é;_}t* il existe un scalaire

Au tel que

+*
—— 3* LS k)

Il

(9e38) Ab *JF_ Aw '5*3 (9= i)

dz

(9e39) Aw 3* ‘_QAbg C_a,CS*‘_I)

(9640 Aw"g{ _ A‘u (e:-mh:l) e—-(u((f"‘__r) (g* gg’

Interprétées dans le mod&le additif, ces &quations expriment que les fonctions

en question "résurgissent”,. 18gdrement modifiées en chacune de leurs singula-

rités.

Proposition 9e2 (Formes restreintes et déployées)

Soit encore 8 dans . d; et de la forme (9a5). On a alors les formes

restreintes suivantes :

(9e§1) Q*> - I - = A‘u [ A

Gt P
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gy Py =1 - 2 qy AL . 2"

¢

(9e43) <3¥> 1+ %.,s A, Qw) 7"

our (I 2T wr =2 A o Z°

w P

il

et les formes dé&ployées correspondantes :

o [T 4Py P
S DI RERN
o (1= 8 &)l

(9e48) [;QFJ = %g o<‘§r>og*

avec des factorisations qui s&parent les pseudovariables de la vraie variable )

Section 9f : Le cas généfal (}\,DL /f guélconques’

-~

. 0
Soit d; un groupe de croissance apparenté 3 «; . Voyons ce qui

change quand, au lieu de prendre f de la forme (9a5), on le prend quelconque

dans d;

Commencons par traiter le cas ol = i . Tout - de cette forme
¢

s'écrit

(*) Ce phénoméne n'a pas d'équivalent dans le cas des &quations fonctionnelles
plus générales &tudiées au chapitre 15 et cela complique sérieusement la

théorie des dites &quations.
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(9f£1) g(z) =T +d -—cl.’”f ! +b-(_%") ovee o = aﬂ(ﬁ)-f-o p f=/°(§)

La transformée de Borel g de X est, aux diracs prés, une série entigre
en % . Son rayon de convergence est infini si et seulement si £ appartient

!—
@ . Supposons que ce soit le cas et associons i 5. les quatre &quations :

w S S
(9£2) 303 =Xog ouvee gcslzz-nm-t-lq U)
(9£3) §¥of = & +£* duee g*(:e) = +/>o<%% RN}

(9£4) Xﬁgm = *gcéw) Avee %Sm =3 ~fo( efz% + 65 (1)

(9£5) %g:j.‘ig dwee 8"“:“*‘%")
Oy

¥ y d2

On vérifie que chaque &quation admet une solution formelle unique. Pour
e ‘s =1 s
0",_0;_’ 09 on trouve des séries entidres en % et pour 53 une série

[ -t A~ -~ -y . -
entidre en 2 et 2 . Griace 3 (le3) on peut définir la transformée

de Borél 8 de g* . Au terme @%%—T s (cf. (1c6)), 3*

une série entidre en % , convergente i l'origine.

En adaptant soigneusement la démonstration de la proposition 9bl
pour tenir compte de la non-nullité du coefficient (1.,_ = —o("/p , on voit
qu'ici encore 8* se prolonge holomorphiquement le long de tout chemin &vitant
l'eosemole .ﬂ ::.211:(‘. d:' Z . Donc ‘* appartient 3 1'algdbre ﬁ(ﬂ)
et méme, compte tenu dé sa forme au voisinage de Qo , posséde dans ﬁ(ﬂ)
un inverse de composition *g . (cf. exercice 261) Par suite les itérées

f et le générateur infinitésimal X appartiennent

aussi 3 m(ﬂ. *

Les raisonnements qui 3 la section 8e ont conduit aux &quations de
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résurgence, restent encore valables, avec cette différence que cette fois—ci.
il faut a pr10r1env1sager des dérivations étrangéres non plus de m(l ﬂ)
mais de ﬂ(ﬂ), c est ad-dire des A? vlndexees par des V appartenant 3
Jlgo . On obtient ainsi :

5 (3*-T)
~A , e

1l

(9£6) A, 3*'
(9£7) Ap ,%3 = VA 0 *j

| | op
-9 A? 3 é. 7(3 )

¥

A7 (e." ) “%8* -I) ﬁ* 95"

Il

(9£8) A? 3
¥

o

(9£9) A? 3

il

/]

la détermination principale.

avec des scalaires A ~ bien d&terminés dé&s lors qu'on adopte pour 6‘8%

Ces équations de résurgence appellent plusieurs remarques. Tout
* .
d'abord, 3 cause du terme en’ &73 . dans 3 s les seconds membres de
- wop 5 s s
(9f6), (9£8), (9f9) sont, au facteur 2 prés, des séries entiéres
-1 : .

en ¢ . En revenant au mod&le additif, ceci permet de décrire en détail le
comportement des fonctions resurgentes g 3 3 8 en leurs
points de- ramification. Comme @ est de la forme Z-u ¢ g(_"‘ m. avec 'm,éZ
on a &)o(f :Zn[P'M et il faut distinguer les cas ol 21’[{ P est

entier, rationnel non entier, irrationnel (Voir i ce sujet les sections lc

et 1d).

*
D'autre part, comme 3 (%) -2 -.[)o( ﬂ-a.z est régulier en O

et que les dérivations étrangdres annulent % + A , 11 est clair

* .
que.._.,A7 g , donc aussi A7 , donc aussi ¥ / Qty A 3 , ne

' .
dépendent que de la projection w:'? "~ de |? sur . I1 en va de méme
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o .
lorsqu'on applique 3 3 un -opérateur A e A A s
10 7 ¢ 4y 9
P . P ~ ' . luo(,o
car les dérivations &trangéres n'agissent pas sur les facteurs,““ .
Par suite, bien qu'on ne soit pas dans..[A (l/ _ﬂ) , méme pour_lt[i/ﬂ_,.entier,
tout se passe comme si on y &tait. En particulier, on peut indexer les Aw
¥

et ar des pris directement dans et définir les formes déployées

| A‘up des G pris directement dans JU d&f les f déployé

et restreintes avec les pseudovariables de /A(l/ﬂ) . Ainsi, si 1l'on pose

(9£10) [3*] =T + > LA‘U 3*) ya (wm(’i{uka(;ge)

WEP

. aur
et si on définit de méme [*f] / [ 3 J y; [3 J , on aura encore les

factorisations (9e45), (9e46), (9e47), (9e48), d condition de remplacer {
o :

par Q , de poser. :

A
et de définir de méme <"§> , < 8* > , <"g'>

Traitons maintenant le cas général, oi r_/ /[) sont que gquelconques.

Cela revient 3 considé@rer des 2 de la forme

onn  Ya) =2 (44 "%l‘(l %) Avee & FO AL p()=f

Quitte 3 faire subir a 3 un automorphisme interne, on peut toujours supposer

que

(9f12bis) A = £ O

- 2rp .
r / l‘* Qg = -+ “azf-z‘/4t/~=—o(<f+?)

. {
Effectuons ensuite le changement de variable % — ?_-//L .. Autrement dit,

remplacons § par } avec :

(9£13) 3(_%) = (X(%‘/h))f‘- = = +I" o — r a("f 2™ ¢ 0‘(%')
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La transformée de Borel de } est aux diracs prés, une série entidre
t .
en %lh . Son rayon de convergence est infini si et seulement si 5, appar-

. (Gf'/ﬁ)"

tient & . Supposons que ce soit le cas et assoclons -3 } les quatre

Squations :
(9£14) 503 = 9 o% burte %c%) =t tw t &)
(9£15) 3¥03 = po +o fee %\*m = +fo<63a +0, (1)
(9£16) % 3(@ (H;La) buea *‘%a): T -pu &%% 16 (1)
(9£17) 9 % 3 %3' oue. gf) = P‘“ +0, (1)

On vérifie que chacune de ces équations admet une unique solution formelle de
la forme spécifiée. Pour 0", O".,_/ 6; on trouve des séries entidres en

-1 _l/
z /"‘ et pour @' une série entidre en T et &'3 T . Comme précédemment,

on définit, grice 3 (1e3), les transformees de Borel 3 3 3 3
~r
de g g % g , puis on vérifie successivement que ces quatre
/ N

germes se prolongent holomorphlquement a 1a surface, R:@,-’« 12 avec
JL ___“'Z‘tlt. Z . Ce sont donc des fonctions résurgentes, éléments de
A—
1! algebre m (..@-) . . Toutes, 3 l'exception de 3 s possé&dent des inverses
, *
de compasition. Les’équations de résurgence (9£6), (9f7), (9f£8), (9f9) restent
en vigueur, ainsi que les formes déployées et restreintes avec leurs factori-
. . .. N _p_*
sations, mals cette fois—ci c'est dans r_ et non plus dans qu'il faut
faire varier les indices 7 .

: A
I1 se trouve que 3 et 2—'I possé&dent les propriétés suivantes
¥

(énoncées ici dans le modéle formel) :

. ) |
(i) ce sont des séries entiéres en T /'\'
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.

(i1) si on leur applique un opérateur &9 AD (pour B:Po( et p indice
‘HBA

simple & ‘Y)‘oo ) ou plus généralement un opérateur € v (pour p

_ : -4
multiindice), on obtient encore des séries entiéres en ¢ /h“

-

Les fonctions résurgentes qui satisfont a (i) et (ii) forment mani-
festement une sous—algébre de. ﬁ(ﬂ) que nous noterons ﬂ a\/ﬂ/ P)
Les dérivations &trangdres qui agi‘ssent sur /R(’t, _91/@) sont des combinaisons
lindaires d'opérateurs e,l“bug A7 ( pmultiindice sur ﬂ}") et constituent
ensemble une big@bre &videmment isomorphe & A (r/ _ﬁ) . Ceci ‘explique,
que les pseudovariablés de A(}\/ﬂ/@) s'identifient aux pseudovariables

de /iq(r/ .ﬂ). D'autre part, 3 cause du crochet

*

[0, e 8,7 =5 (1+0e) ™ A, (wedeh frud;yrings)
ii est clair que /H(r\,._ﬂ/@) est stable pour la dérivation naturelle et

que @O\I’SII/B) = I-f—ﬂ(r./ﬁ/ (5) est un groupe pour la composition.v
: anr

C'est 3 ce groupe qu'appartiennent les itérées 9 .

Cela suppose toutefois que l'on ait au préalable mis 3 .sous la

forme (9el2bis) en le soumettant 3 un automorphisme interne adé&quat. Mais si

1l'on part de plusieurs é&léments X /f Jooe 3 appartenant 3 une méme
! *~ n ’

classe formelle @""f de @ , il n'existe en général pas d'isomorphisme
1%y .
interne de @ qui mette simultanément tous les ﬁ sous la forme (9el2bis).
[

Or il est parfois indispensaﬁle (par exemple, pour démontrer les théorames
d'indépendance du chapitre 11) d'avoir une application g—a g’ qui ne
dépende pas de 3 (pour h/ b(/lb constants). On obtient une telle application

en effectuant le changement de variable 3(%) - a(z) - (g(%‘/f\))}\

A
directement sur la fonction 3, telle quelle., Ceci se répercute sur 9/ a }g
Yo YR -

par l'apparition de (h.-i) termes en ¥ , ko PR /% et sur
Rt 2 %
%* /*% par l'apparition de (k_g-() termes en %T,} "‘/ ceey ¥F | Les

quatre &quations de résurgence restent inchangées mais, en plus du facteur
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-l Dol
t s , 11 apparait maintenant (i\.-l) nouveaux facteurs de la forme

h (SO !
“H“’b;_‘% ), &wa,\f M)y, e (e X z:/")

w-
avec des 6, scalaires. Finalement, ﬁ (resp. g_ ) appartient non plus 3

d
m a\lﬂ/@) (resp. (‘J(h, /(‘3} ) m:1s a 1'algébre 8largie /RU\,.SQ (3)

(resp. au groupe &largi (3('\,."1,@) ) qu'on obtient en admettant, aux

-1 1
conditions (i) et (ii), des séries en & /’\' et en E/h *%

On tire de ce qui précéde un résultat inattendu sur le mode de diver-
gence des itérées &tranglres. Enongons ce résultat dans le cas du groupe

minimal @ ?

Proposition 9f1 (Lemme de discrétude).

S
Soit g une transformation formelle et g son itérée d'ordre W :

t e = v (1+aw +Zaz)

N ok (h €N} xeChure @)

T — 8@.-) = & U +wm"‘+Z_AM(w)i“)
. op

A
Alors, si 3 est convergente 3 1l'infini et si f ne l'est pas, il existe un

entier positif i tel que :

—
—

M /m
(9£18) &AMA% M“(“’”/ X4
" " tne d

()  mais pas C&% ni *3

(Y c'est-a-dire des &léments de dq, U‘,) (voir section 1d).
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Autrement dit, lorsqu’un germe de transformation holomorphe g n'admet pas
o

d'itérée holomorphe d'ordre W~ , son itérée formelle g appartient au groupe
Y . .
G et possdde un ultrarayon d'ordre '/r_ qui n'est susceptible de prendre

qu'un ensemble dénom‘brable de valeurs.

Preuve. Si est convergente d 1'infini et si r‘.(g , alors

(
gé @ c, (B /7‘) . On peut donc appllquer ce qul precede et, grice 3 (9f13)

A A
et (9f14), associer 3 3 des séries 3 et 3 3 est de la forme :

- Jk/l"

%’(z) = b w o+ 2 @(w) 2

’K?/’
et sa transformée de Borel % (%—) est de la forme :

A R
%(%) = S(z-) + S(‘e) + Z @ (w) ‘
Nl r(b_;l)

Le germe se prolonge holomorphiquement le 1ong de tout chemin qui évite
' A

1'ensemble _ﬂ = 2'3—[: . Z . Si g n'est pas convergente d 1'infini,
- » N‘, . '
% ne saurait se prolonger holomorphiquement & toute la surface @'\ surface

i s wr .
de Riemann de %”’) . C'est donc que ta est ramifide en certains points de

.ﬂ;* . Soit lw,l le plus petit module de ces points de ramifications. On

M” Ty

Or d'une part [w,l est de la forme @’ & | avec 6‘_ ehtier >/| et
ki 1
e

——

t k.

£ : 16, )] ™
{ - - QUMA«% ] = | |
n U (nfpe) L]

d'autre part on vérifie que ld‘n (ur)‘ t l@-,m(mr),l‘./'n ont méme

limite supérieure quand M - o . D'oli le résultat (9£18).
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Section 9g : REsumé du chapitre 9.

Ce chapitre applique les algébres de résurgence 3 1'étude de 1'ité-
ration continue dans les groupes pleins et plﬁs particuliérement dans les
3 . . o l 3 - .

groupes de l'intervalle critique [:d; / @; [: . Pour un order d'itération
W~ non entier, les &léments 3 d'un tel groupe 43 ne poss&dent généralement

amr A
que des itérées g étrangéres, c'est-a-dire n'apportant pas & 4; . Les 5
sont donc encore plus divergentes que les g elles-mémes. Toutefols, elles

d;(

appartiennent toujours 3 et, si on leur applique la transformation de

ar
Borel, on obtient des séries 8 . (caractéres gras) qui cette fois convergent.

De plus :
A

®) Le germe analytique que chaque g ‘définit 3 1'origine se proionge holo-

morphiquement lé long de tout chémi’.n du plan compiexe pourvu qu'on évite un

‘certain ensemble _m. ‘qui ne dépend que de l'entief r(y) et du complexe 0([8) .
w ‘ ' —

(%) ‘La fonction 8 ainsi pfolongée appartient & l'algébre de résurgence ﬂ(ﬂ)

et vérifie dés éqﬁations de rés_u_rgence du tyi)e A?§ = @9 (?) Comme

les dérivations &trangéres A mesurent les singularit&s aux points de ..JQ
cela veut dire que le germe initial 8 “"résurgit", quelque peu modifié, aux

points de _ﬂ. .

7

A
K) Quelle que soit la direction dans laquelle on prolonge g et méme si c'est
A :
une direction oli s'accumulent les singularités, on constate que 3 reste
sujette en modules 3 une certaine restriction de croissance k , héritée

de la restriction de croissance [K initialement imposé&e aux coefficients des

€léments de (B .

Les équations de résurgence revétent une forme particulidrement
simple lorsque 3 =1 oL : | =0 c'est-a-dire lorsque
R =Y b=t ) _ N
g(?:) =% 41 -(—0(_%'1‘) . Dans ce cas en effet, g et ses itérées 3

A
sont formellement conjuguées aux translations Q et €
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A A A
¥ * ¥p p¥
g:xgoeog* ) X - S oeog (A.D-Q yo(Y:I’e(ﬂ:%W)
wr |
Les séries g* ) *g ) é) sont toujours dans (B , mais presque jamais

* ¥ re

dans (E . Leurs ‘transformées de Borel appartiennent

/

/
au groupe de résurgence GU/ _ﬂ.) = I + (II&) avec ..ﬂ_ = Lui Z
. o* .. P . _ . ’
L'itérateur X - vérifie des €quations de résurgence pures (i.e. sans d):
A 0¥ A el
t X = -, & (AbAf-_Aea.ﬁm 5 I¢e) =-’b)
L'itérateur inverse *g vérifie des &quations de résurgence linfaires :

s ART (e 4

Enfin, 1'itérée ? vérifie des &quations de résurgence ni pures ni

linéaires :

Aa,.gr = Aw' (a'w-z_) equ—l)j’ 9:{’-

*
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Chapitre 10 : Les algébres de résurgence réduites.

"Section 10a : L'algébre réduite é& (IISQ) .

Les équations (9e3d) montrent que, & un facteur scalaire pré&s qui est
. . opd Y
fonction de la suite A - { fhp } , l'application a g d'un opéra-

teU._r Aw — Awn-.¢- A '

w donne un résultat qui ne dépend que de la somme

'

Nwll= & +... ey . On doit donc s'attendre & ce que J* et les trois
fonctions résurgentes associées *§ , 3 ) g , appartiennent 3 des sous-
“algébres assez petites. C'est & ces sous-Zlgébres "réduites" des algdbres de
résurgence qu'est consacré le présent chapitre. Les résultats obtenus seront
plus tard appliqués aux théorémes d'indépendance (chapitre 11) et & la synthése

harmonique comstructive (chapitre 13).

Pour y voir plus clair, regardons comment agissent sur é les

dérivations de degré 1. A partir de.(9e?) on montre de proche en proche :

o ] [ = A, Ay ey e 4
| ¥
[A“’s. [A%/Aw- ]] S*Z - Aw‘ Awt Aw3 (w,-wy) ((_u"rw,_—wz) e_"(w‘fwn ws)((Y "L)

et, d'une fagon générale :

*
ol (§ -1
(10al) A[w] g* = - Aw r[:u] é. e (? )

avec les abréviations usuelles
r W = (w,,..,,wh)

oy ) Dy = [Boy, Tha,, . [Auy, B,
| Ay = hyo By
e

w] = (@ )(&J'Hﬁ (e e -w,t)
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On ne confondra pas (10al) avec la relation (Y%e ) qui, elle, fait intervenir

les A

wetlesr‘; .

Avant de poursuivre, donnons quelques définitions quil nous serviront

constamment.

Definition 10al : (multiihdices sans ordre et signatures)

e . . !
Deux multiindices W et w/ sont dits équivalents ( W A~ W )

s'ils ne différent que par l'ordre de leurs termes. La classe d'équivalence,

notée @ , est dite multiindice sans ordre.
e gam

Si dans @ on regroupe les termes identiques et si les différents

paquets ainsi obtenus contiennent respectivement n, ; Ry ,.en, }llm Eléments,

N PR

alors 1'entier }1‘! p_,l_‘ }Lm! est noté 2-’_,! et appelé signature

de @

Définition 10a2 : (terme prépondérant)

Si un multiindice sans ordre est de la forme

b
A2 7
9‘3 : (Z,m, ...,m/“ﬂ_lx/-%txl.../-méx)

(10a3)
Bwee M M., M,y Okion poaibfs ek d () = M-nmy o, 3 |

- 4

on dit que W admet 4 pour terme prépondérant et on &crit x =x (u) .

Siw ‘n'est pas de la forme (10a3), on dit qu'il n'a pas de terme

prépondérant et on pose &(Q._J) =0

Définition 10a3 : (multiindice dégénéré)

Un multiindice & est dit dégénéré si r[_:,w’] = 0 pour tous

les multiindices Lu/ 8quivalents 4 & . On dit aussi, dans ce cas, que la

classe @ est dégénérée.
——
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Lemme 10al : (critére de d8générescence)

Un multiindice sans ordre & est dégénéré si et seulement si il

est de la forme (10a3) avec J.(g) >/ 2 . L'entier i(g’) est dit

degré de dégénérescence de @

La vérification du lemme est laissée au lecteur. Comme nous le

verrons, les & ont des propriétés trés différentes selon que. 41((9_3)—_-_ O/

i(g):l 6u &(9)2/2.

Reprenons maintenant la construction des algébres réduites. Soit
comme d'habitude &l (I/ _SQ_) ¢ 1'algdbre de Lie constituée pér les
dérivat;ions de degré 1 appartenant & A ([/ﬂ) . Soit g | un &lément
de (I:‘;i— de la forme (9a%) et soit‘ A3 = {Aw§ la famille scalaire
associée a 8 par (99_.5) péur' ¢ simple. Pour & multiple, définissons AU
comme en (10a2) et désignons par ebg 1'ensemble des combinaisons lin&aires de

dérivations de la forme

- (10a4) Ai‘,w" = A 1 {EUQ‘J AE&)'] '_'Aul TE""‘] A[wl] auee “w‘[l -":“6.)7'” .

w

ou de la forme
(10a4bis).. A[w] ovee Am-.: 0 ou EU] =0 .

De méme, désignons par DD 1'ensemble des combinaisons linéaires de dérivations

de la forme
(10a5) ‘ Aﬁu',w"‘ C = Gw-..] Arw;] - rE“"] AE“-’"‘J Am w'zuw"_
ou de la forme

(10a5bis) A[“"] ouee r‘:‘w] = 0.
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Lemme 10a2 :

@3 et \D sont des idéaux de l'algébre de Lie ZAl (I/ ﬂ)

Puisque 1'algébre de Lie A‘ U/ﬁ) est engendrée par les

_Aw ( w, simple) il suffit de démontrer les inclusions :
[

(10a6) [ Aw‘/ @8] C ODX ¥ o, 6‘ﬂ*
(10a7) [Awa/ oZ)] - oD | Vw,, & ﬂ*

/
Vérifions par exemple (10a7). Il faut pour cela calculer A = [Aw /A] _dans
(4

trois cas différents :
Premier cas : A = Alu',cu" avec “wln .___“wt“ =w qé o,

Alors Alz ._‘.-. A { 2 & 0@ .

w—'wn ww, /ww"

Deuxidme cas T A = Aw‘,w’“ avec leu ___uw'l-” = wg. ‘

_ {
Alors l—ECv'wo') = rrwtwo-] =0 et A = E‘d"] Af&l'&’o] —-ri;,g A[wiw‘,] é 62) .

Troisiéme cas : A :»AEU] avec rEU] — O .

Alors [E“’Q-’o] -0 el' A/ = Atw&h] & 52 .

Puisque ;DS et ()D sont des id@aux, les parties de /)q(l/ ﬂ)

formées par les ‘f) qu'annulent respectivement OD ou DZ) , sont des sous-

algébres stables pour l'action des dérivations &trangéres.

D'autre part, puisquev ['a/ A["’]:’ = “m“ A[w] pour tout

multiindice , 11l est clair que
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(10a8) [9/ @3_] '@ @8

(1.0a9)._, [9/ @ ] . OD

Comme la composition O s'exprime entiérement au moyen de la
dérivation naturelle 9 et d'opérations dans 1'algébre /A(l/ _Yl) , (10a8)
et (10a9) montrent que les parties de 6(‘/31) annulées par ,,g £ ood o@

sont des sous—groupes.

g Enfin, lorsque (ul,u cug" , on a bien sir Am. - sz et
A‘J,wt =A(o' Ald;@" . D'oli l'inclusidn 0@ C ng “et les inclusions

inverses pour les sous—algébres et les sous—groupes correspondants. En résumé. :

Proposition 10al : (algébre de résurgence réduite)

Les parties Iﬂé’a, _Yl) et /fl_(l, ﬂ) de‘_l'al'gébre de résur-

gence‘»_.__[lq (l/ﬂ) qui sont annuldes respectivement par 1'idéal DD ou

1'idéal @ , sont des algébres d composition, stables pour 1'action des

dérivations (naturelle ou étrangéres). Les grocupes correspondants sont notés

_63.(11 .Yl) et @ (l/ _ﬂ_) . B (l/ Xl} contient toutes les

/ﬂg(i/ﬂ) . Elle est dite algébre de résurgence réduite.

Revenons aux solutions des quatre &quations fondamentales. D'aprés

| @3 ¥ . ,®
(10al), et @ annulent 8 . Par suite, ils annulent aussi .,3
(stabilité par composition) et 8* (stabilité par dérivation et inversion)_.

Ceci pourrait d'ailleurs se vérifier directement en calculant, partir des
: ar

a
' A *
formules (9e38), (9e¥), (9et0), 1l'effet de sur g .
L) / ’ "

En résumé :

Proposition 10a2 :

l—.
Soit 3 & @ et de la forme (9a5) et soit {H3= g A‘“.i la famille

de scalaires que (9e5) associe & (? . Alors :



’, e gomc 6am

81:’ & ﬂg(l/ﬂ) C ﬂ(l/ﬂ)

. Réciproquement, 1'algébre de résurgence m ([} _n) est la plus
petite sous—algébre fermée de m [(/ _(Q.) qui contienne tous 1es(§> quand
. *
3 varie. De méme, @ (l,__(n) est le plus petit sous-groupe fermé de (B((/_YZ)

. . * : *
qui contienne tous les (ou tous les-: , ou tous les ; ) .

-

Le dernier point tient & ce que A parcourt 1'ensemble de toutes

les familles scalaires lorsque X varie. Ceci entraine, comme on le vérifie

ais@ment, que @ = ? @2 .

C'est 1'algdbre réduite /A (I/ R) qui va nous retenir dans

toute la suite du chapitre.

Section 10b : Calculs dans 1l'algd@bre réduite.

Désignons par A (\, _@_) le quotient de 1'algdbre /Aa,ﬂ) par

1'idéal 00 . Comme les &l&ments de A (l/ ﬂ) opérent sur l'algdbre .

réduite /A (l,_ﬂ) , on les appelle dérivations &trangéres réduites.

Cherchons leur forme gémnérale.

Pour tout multiindice & sans ordre et non dégénéré, on peut
trouvel:,_,,_‘cu’ tel que g__.s/: w et T’ 7& [8) . De plus, il est clair
que la classe quulo,ub du quotient A‘[w’] /Ew'J ne dépend pas du

choix de Lul . Nous la noterons donc Aw .

Comme toute dérivation &trangére (de degré 1) est une combinaison
linéaire de._ Aﬁwj , toute dérivation 8trangére ré&duite (de degré 1) est une
combinaison linéaire de A_‘Q. avec c{_(&) _é: '1 . De plus, A@‘l ,-rl: AQ_‘L

si '—Ié' wt .

— ———.
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Il reste 3 calculer les crochets des Aw . Pour toute paire de

——

v . 3 . 1 L Py ‘
multiindices (o y w non dégénérés et tels que rEb‘] _7_4; O , f}wq + O/

r[h:'w"'] # O , formons 1l'expression :

Dir = Aevg | Aren | (e -t Aruers
[Ew‘ll I_Ew'] I_Em' w'l.]

I1 se trouve que Db‘,(.u"-' & o@ . Cela peut se voir soit directement,

par un argument combinatoire assez laborieux, soit en observant, i partir de

* =
la formule (10al), que D(u, wh (Y' = O pour tout g dans G et de
¢
la forme (9a%) : d'aprés la partie réciproque de la proposition 10al , cela
signifie que Dd wh annule ﬁ Cl/ﬂ) et donc appartient &
4

1'idéal (Z) .

. ! l z Pl - -
Par suite, pour tous & et ¢(u non dégénrés

aony  [Dgn, Ayl = (Heli-tet) Ay

a condition que le produit (_u_.‘ _(_u__" soit lui-méme non dégénéré. Lorsque

o _h_:_l est dégénéré, _Aa,‘ "»‘L n'est pas défini, mais alors on a nécessaire-
(w') = 2(w)=x = et d(e) = d(a?) =
Par suite nw‘ u . u(,u'“” = et la formule (10bl) donne :

(10b1bis) [A W AQ,J -0 (pon dlo at)> z)

ce qui est bien le résultat correct, ainsi qu'on s'en assure en appliquant

1'opérateur [AYU"]/ A'['w']‘] a X* » pour un 5 quelconque .

En résumé :
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Proposition 10bl : (dérivation Etrangdres réduites)

L'algébre A (l _n) = /A([ gl_)/@ deé dérivations

étrangéres réduites est engendree par les dérivations (de degré 1) :

(10b2)_ Al_a_{ = »AE"’,‘] IM.O’CL (&D (&wec a_;,':._h_l , l'Ew‘,_., %+ O)
Fw]

lorsque W parcourt l'ensemble des multiindices non dégénérés sur _gz

Les dérivations ZSU sont linéairement indépendantes et ont pour

crochet :

(10b3) [Ay , A'Q,] = (uwtllv —llwtll) Ao_il,_,_,_z,
(1064) _[’9 , D T = ey A,

le second membre de (10b3) devant étre pris nul en cas de dégénérescence du

produit GJ T

Etudions maintenant les pseudovariables réduites, c'est—3-dire les

pseudovariables qu'annule 1'idaal CZ) . Soit @  un multiindice sans ordre
et soit QJ =N !_,; RWK! sa signature (cf. définition 10al). Posons

alors :

A ey, bl
o559 Z. ,Wn | Zw Z e o Wigny
G,

. (w ) 2
TR e, e oty

(10b6) Z_L"”_& = Q’l)n’ ; o )'Zw'tgu)/"'/ut(u)

(&y, @
Rt Rﬂ‘. Té@u “ T(’ u"’) ( I“ T(a-y)

Soit en abrégé :
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& Y
(10b5bis) Z - -—I—- Z r Z

7
wt “
~
(1LOb6bis) Z = ._.__.) Z w! Z—
. W ould

Pour un indice simple &, , appliquons la dérivation A“-’o aux
pseudovariables Z et Z— . Par des arguments combinatoires 1aissés au

lecteur, on trouve :

Q —
(10b7) 'A%Z = ﬁ 1

W,
(o, "“wm Z /-— M w, divae wMidaned
(10b8) A‘% L = -1 Mo, =w
0 A W, Me J-':WM ’\M w

; ., - . . B - .. . ]
En itérant ceci, il vient, pour tout multiindice

| ”‘;;" Z ' Z’ Mo dive w shidemed
Mo = @
M w° he divre jus
_ (T ey (el .-uwu)Z “e M &° divise o shuickemet
(10510) AKU.KZE—_:4 It Mo =w |
g o M w’ me oL.mA.n @
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La présence du facteur r&mq aux membres de droite dans (10b9)
NS
Gt w
et (10Obl0) montre que les pseudovariables Z. et Z_ sont annulées par

1'idéal DD . Ce sont donc des pseudovariables réduites. Leur comportement

sous l'action des dérivations Eétrangéres réduites Ab" se lit immédiatement

sur (10b9) et (10bl0). En particulier, pour tout & non dégénéré :

P

[ v : W
(10b11) Ag Z = | -, A,_O_Z. = -

Compte tenu des propriétés des Aw , il résulte de (LObll) que les

J
chacune 1'algébre A (l ._ﬂ.) des pseudovariables réduites.

familles {2@' . ‘[u)<l } et {?:"2 . (w) l ‘g engendrent

Réciproquement, toute pseudovarlable réduite s exprlme d'une manidre
unique par rapport aux Z ou aux Z , avec ) non dégénéré. Pour le voir,

il suffit de montrer que ché.que identité polynomiale :

)

20, dZ' 22 %0 mZ(& pAVAAY

28 ,e.,w w' . ~w“
avec . d[&,}) £ , entraine la nullité de tous les coefficients | D((m)
et B() . On commence par lés termes pour lesquels R(g’ L_g'l... ‘_“_,4)
est maximal et on appliqué 1'opérateur A‘u, Alul A P i 1'identité

en question. Il vient alors

X =0 ek L'I)A Bmv

' .
& wt ..., wd

Puis on montre de proche en proche\la nullité des autres coefficients.

Rappelons enfin qu'on avait dans AC'/ ﬁ) et A/ (l/ﬂ) deux

involutions duales, 3 savoir :

N

Ay, — e by & 295" Z7

D'aprés (10b2) et (10b5) - (10b6), il leur correspond les involutions
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"réduites sulvantes

I A
Ag'... AQJ —> t’")AA_(,_.,_‘... Aéi' ot Z- -_ Zg

. = T iy :
Les pseudo-variables 21 et 2~ se déduisent les unes des autres

au moyen des formules involutives

) ézd

, iy A A-t o
(10b12) c_g! 2% = Z &) el *.(-...gf.' Z7... 2
t_g'...w*:g '

—

A .

A A- : N—' . N&
= 2 ) el ' w'l... ol Z5.. L
Q’..-._"ct_q A

&

(10b13) éig Z

-~

ol les sommes doivent &tre &tendues 4 toutes les factorisations possibles de
tw , v compris celles qui comportent des facteurs gf~ dégénérés. Par exemple,

si b, yWa , W © sont distincts deux a deux, on aura :

plVid

Ne
£

W, w - /)
= -7 + Q?,*u%] le At
&, 3 W, _W,Ww w, W oy 5 Y Wy
~2- P (it wntwy) (Z VA AN """"u'-(- Viapks Z.’L"'z)

JA—) w
- Ch‘-rwut- a.v,’)'L Z'J Z._t' Z—}

Les formules (10b12) et (10b13), laissées en exercice, peuvent &tre

~s ;
Zw,,whw‘
———_—-o-—

Etablies 3 partir de (10b9) et (10blO).

En ré@sumé, on peut énoncer :

Proposition 10b2 : (pseudovariables réduites)

A—w

a—

» w
Pour tout & , dégénéré ou non, les pseudovariables ;Z et 21

définies par (10b5) et (10b6) sont réduites, c'est—3-dire annulées par

1'idsal o) .

. ) w e
Réciproquement, les familles { Zf"g et { Z. g engendrent

/
chacune 1'algébre _éﬁﬂ (]/_ll) des pseudovariables réduites. Cette génératio
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est méme libre si on se limite aux @ non dégénérés.

w Sw
Les 21 et les ZZ se correspondent dans 1l'involution fondamentales

des pseudovariables. On passe des unes aux autres au moyen des formules involu-

tives (10bl2) et (10b13).

Enfin, le comportement des pseudovariables ré&duites sous l'action

des dérivations &trangéres réduites ou de la dérivation naturelle est résumé

. < .0 e o :
par les formules suivantes, ou (4 est non dégénéré et & quelconque :

3 W' &2
A iy L £ .
Z . (-l—--- 2 . L M o' divhe w ahldew eut
.“;g‘. -.(l_f_6= w A '. -

"
aov1e) A, Z = 1

Ko =w
o M &’ me Jiu{u,ww @
(el - llwll) Z M ow® divae @ shldewent
(10b15) Alﬁ, Z‘L:-_-, 1 . -

O s o e divae pas w

ey AZ% o ~llgl z*

Cad

~ .

a1y 2% = —la|| #
: : w A .

Remarque .: Les pseudovariables ré&duites :Z—.et 2:-‘ont 1'inconvénient

d'étre "discontinues" par rapport aux indices, du fait de la signature ég!

en dénominateur dans (10b5 bis) et (1Ob6 bis). On pourrait certes supprimer

Qil dans les définitions (1Qb5 bis) et (10b6 bis) et, par voie de conséquence,

dans les formules (10bl2) ét (10b13), mais cela compliquefait considérablement

la plupart dés autres formules, en particulier toutes celles qui font inter-—

venir les dérivations étrangéres. On n'éviteraif pas davantage ceé complica—b

tions én modifiant la définition dés ZSQL . En fait, on ne peut pas se

débarasser des signatures.
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Concluons cette section par de bréves indications sur les représen-

tations des pseudovariables réduites.

Groupe des représentations réduites.

w &
Toute représentationm_‘/vt : ZZ —_ QA/L des pseudovariables
(73] &
dans 1' algebre /H‘([ ﬂ) - induit une repré&sentation ,_/M, : Z,'—._3 M—
(_iu__a./w. ) des pseudovariables réduites dans 1l'algébre /_Lq (II ﬂ)

La représentation réduite JUL peut &tre caractérisée, au choix, par l'un ou
m—— .

1'autre des deux moules suivants

(10b18) JUL_ Z r ./M,‘u’

!
=¢u'

-

W=z A

Mais, alors que le moule initial uwt était astreint 3 la condition
@ fr
de symétrie (4bl6) le moule réduit gﬂﬂ, (resp. d&& ) n'est plus astreint

d aucune condition pour les multiindices &l non dégénérés. Pour les w,

dégénérés, il est astreint aux relations (10c9) (resp. (10clO)) ci-apres.

Le produit des repré&sentations Lﬂﬂ“ X JMLt P ‘/VLS induit

un produit Jm’l X M?_ —_ MS des représentations réduites. En termes

—

de moules, cela donne des relations trés différentes de la relation non

‘réduite :
w | | ' wt | X
M- = MM ()
&}u}=tu

On trouve en effet, cette fois—ci :

(10b20) Jm JU[_ Z
w'.w?

o’

M ()

el
=w

(*) Voir la premiére note & la page suivante.
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~

~ " ~
(10b21)“_,(/UU: (/UL + Z ne’n® ﬂ/l,w /lﬂ;

gtuw

——

ol les Z sont étendus 3 toutes les factorisations distinctes de & , y
compris i celles qui comportent des facteurs g:_" dégénérés. On prouve (10b20)

%}
et (lOb2l) & partir de (10bl9) et en utilisant la symétrie des moules c/UL'

(73]
ek JVLL

Réduction des représentations canoniques.

La représentation canonique 9 —-stable /u_ et la représentation
canonique A—stable /U' , qui se correspondent selon les relatioms (6d2) et
(6d3), induisent deux représentatioﬁs canoniques réduites, @ et Q
qui se correspondent selon les relations :

i,. --,ll_. I &' w?
(10b22) Z /[)— U PN U :
, =w

l

ase

w - Wi, el g o
(10b23) /U = Z_ 'u_ — | v

U
@_.-. C—L_lé::.(_g

avec les mémes conventions de sommation qu'en (10b20) et (10b21). Toutefois
du fait du caractére alterné des moules scalaires U / V , on vérifie (**)

que :

7(*) Cette formule est relative au modéle formel /IT‘\ [l ﬂ) C /H([/.W)
Dans le modé&le additif IH (l _W, C /H (] ﬂ) , 11 faudrait remplacer

les produits Jpar des convolutions. Bien Sli“f‘ , Poup W’'=w et A=0 , sn obtient

le terme. jl/l,— dang (10 &Lo) et le terme fbf;_ dans (lo G'Ll)

(* En utilisant le fait que, si L('J‘., -, xm> est une algdbre de Lie
libre et E (7¢” ey x,,\) son algébre enveloppante, 1l'application

Zo(x x ,”xﬂ - Ix[zi‘[‘x;1... s ‘q'] de E('x.,...,'xm) dans
L. (2‘,_ . g‘q se réduit, pour les éléments de L(x“”” 7(1) qui sont

homogénes de degré !1 , 4 une homothé&té&e de rapport q .
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amzey US> US> [ 0

w . / (U/
amsy Vo o= 2 TV 2 L 2[RV

w w
si bien que_ U = V =0 pour tout & d&généré&. On peut par comséquent
se limiter dans (10b22) et (10b23) aux décompositions de &) en produits de

3 £ oA AE
facteurs &  non dégénérés.

N‘-':’- Y w
Enfin, les moules u U - donnent lieu & des formules
identiques, moyennant deux moules scalaires U \/ qui vérifient
NQ ’ W ~ w ’ -/ .
U = - U ) V = --U , toujours i cause du caractére alterné de

vV
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Section 10c : Formules de Taylor et décompositions canonigques.

Soit A résoudre un systéme différentiel &tranger pur, c'est-d-dire
un systéme d'équations i inconnue dans 1'algébre de résurgence ﬁ (l,ﬂ)
et ne faisant intervenir que les dérivation Etrangéres Aw , mais pas la
dérivation naturelle. On &tudiera un tel systéme 3 la section 13b . La méthode
générale consiste & résoudre le systéme différentiel d'abord dans 1'algébre
/ : S : o |
A (l/ “) des pseudovariables réduites. On obtient habituellement la
—
solution, par identification successive des coefficients, sous forme d'une
v w o
série entidre . S = S (Z. ) de toutes les Z. s d'indices & dégénérés
. oW -d
ou non. Si on choisit ensuite une. représentation.A -stable w : Z — 'LU_
, : : ' w w
des pseudovariables réduites, la substitution. . S (Z ) —> S(W ) donne,
sous réserve de convergence, une solution du systéme différentiel dans
A, - Lscute : S
(l .. Mais, pour discuter commodément la convergence de
en fonction de 'UT , 11 est nécessaire d'exprlmer ,S (w ) sous forme

d'une série 5 <w ) fonction des seuls w i indices non degeneres,

car ces w 13 sont indépendants. Or ceci &quivaut 3 calculer la décomposition

canonique de. S = S(Zg) dans 1'algeébre A (l/-ﬂ)

Cherchons donc 3 exprimer toute pseudovarlable réduite Z en
- fonction des seuls Z- ou des seuls Z pour lesquels & n'est pas dégéﬁéré
(i.e._“i_ég_) <1 ). Théoriquement, la solution est fournie par les

M"formules de Taylor"

: - éi ,G_J_J
- (10c1) Z = Z Z .o Z ( D<.5’-,)°"'/QA‘> P Z
dla') &

'(10c'2) 4 Z_ Z._ Z (D@,,._ ,.w N Z)

A(w)(l
ol le crochet (...,...) dénote la contraction de A (l/ ﬂ) avec son

/ - D
dual é (I/ _Q‘) et ot . {DQ‘.:‘.‘:"'/ 6_{6)} et. g D<(_‘._;")'... g"b

/
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désignent les bases de A (l/_@_) respectivement orthogonales aux
, | =

3 4 / .
w [3) Aot A o)
familles. { Z"“. - —3 et {Z‘E“' 2- § de A ((/ _Q_,) . Tout revient
o

donc a calculer les D<_> et les D<_>

Décomposons pour cela 1'espace é Olﬁ) en somme directe
@, ® .@.‘L , ol él désigne le sous—espace des dérivations de degré 1 et
[A'L le sous-espace engendré par les produits symétrisés d'au moins deux
dérivations de degré 1. Le.dua_l._ _'lé/((/ ﬂ) sebdéc_ompose alors én. somme .
directe @/, C‘B @_; . @/‘ est le sous-espace engendré par les produits
d'au moins deux pseudovariablves. Quant au sous—espace .@./L , 11 n'a pas de

caractérisation plus simple que sa définition, qui le stipule orthogonal &

B, .

et

/ :
Cela &tant, désignons par__ v la projection de _@ él/ ﬂ) sur

! /
A parallélement a A . V s'identifie & un élément de
1 =1

é/lb_“) @ A‘ cC é/(l,ﬂ) & ACI/JL) et cet &lément est nécessairement

de la forme :

‘—"1')"'/9-"-A h QA
V = z DD Zé—’.” Z @Aml- &

(10c3) d(w)a
d(e' .. <)

L 2
pour des scalaires’ ﬁf appropriés.

v

Désignons par &  l'exponentielle de V calculée sans effectuer

- aucune contraction, c'est—i-dire en prenant pour produit dans

A/C l/ .gl) ® @ (l/ﬂ) la loi interne : |
(Zw 2 ®A) (58,2,808) = Z «, (Z: Z)@ (X' )

A partir de la définition de Y on vérifie que l'application

/.
Z—é(&v/ Z.) n'est autre que 1'identité de 4 ( l/ _Q.) . Autrement
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. / .
dit, e_v s'identifie au tenseur unitaire de é (l/ ﬂ) ® A (l/ ﬂ) et

l'on a :

Vo Y 2 %D,

‘ e ’Nwa A
' (‘;’/..Vtg4> —_— Z Z- ‘e ® D<
dleye - dwhe

o)., wi>

I1 en résulte apré&s coup, pour v , une expression alternative a (10c3),

i savoir :
! )

¥t sy e
V-2 ot " Z0.1%eld,

(10c4) 4(«;“) rq
dld. et

11 s'agit donc de calculer V , c'est-d-dire en fin de compte les coefficiants

®
if . Pour se faire, introduisons une base commode deAZXCj, Zl) . A
toute suite tu = ((,_, ., (U‘A) de multiindices _9_" non dégénérés
et susceptibles d'@tre regroupés en paquets de Il” IZ_,_) “er, n,. multi-

indices identiques, associons un produit (symétrisé et pondéré) de dérivations

de dégré 1:

(10e5) . A<g> = A<‘.‘.'.,‘--~/ =' [ ;_' AGJTO) ---AQ‘C'{A)

P
w=2 H(TLJ.. lZ,ml Té@ -

Cette définition est la bonne, car c'est celle qui donne lieu aux relations

de Leibniz les plus simples :

A<w> — (T'(_A<u>) Z A<0/ @ A<w
La famiil_e {A<w' . tu >} est une base de 1' espace A (l ﬂ)

Elle n est orthogonale ni & la famille. {Z. § ni & la famille
{Z." } . Toutefois, les crochets de dualité sont faciles &

calculer. En effet, ‘5 p‘artir de (10blé4) et (10515) on vérifie que :
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| @ 5
(1Oc6)~@4g' e, 9_4>/ Z ) = t—l) (Aég‘,--y&%/

N
\_/
il
Gl
e
¥
1€
1}
€.
1
&

avec des scalaires i; donnés par :

O . wh |
wen & 26 L Z (1 00" ) o . )

nt... (A

Quant aux crochets généraux (A(wl wd Z e Z ) , ou ils sont
. — ,l Q‘/ > / w
—
nuls, ou ils se factorisent aisé&ment en produits de co&fficients 6 .
. .' e g—
tout ceci, on déduit facilement 1'expression des en fonction des .

I1 vient :

S
:f"" + 6"“2 =0 |
Rl (5 il S o o ol Y
bo"'"/w; fgtug‘uﬂu" z/bo :f(o l» l.u+ Z/fe';‘ng‘-"}'—’g-“—"‘-‘ﬂ/ ‘_':’3&'*

L -(-Z /q:ri”t(‘.’.‘ ..‘23/2955-' wlw’a’ ,flu'bowzlf :f“’"ﬁ—-/—/ﬂz wt O ok .

Dans les Z , 11 faut bien slir omettre tous les termes qui comportent en

e

(10c8

—

e . . . L . e .
indices des produits partiels & ... w ” dégénérés.

Calculons les premiers coéfficients z‘j et tf dans le cas le plus

. i
simple, c'est—-ad-dire pour des . différents deux & deux et de produits

oy

N Pl P - - = = L . - .
partiels non dégénérés. Les E et bo sont alors des fonctions symétriques

des u_g)_"” - X . Explicitement :

- t
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1 J
< fﬁ,w”,waw '
= 1 3 2
L _@_Zz‘ +§LZz‘ z, —}--4’:22,2._13 5 ek,
w' _‘ngz o &l w3
poul = oy,
jﬁ =1l ; 30 = —-.L(Z,’fz,_) J jD = Zl'_ Z:_ + -32'- Zz‘lz'&;‘
P o1 3
—12/-@-"(&,
Daw = ._.-é- 2. 'z, - 3 22,21:53 ;5 ek...

Résumons—-nous

Proposition 10cl : (décompositions canoniques des pseudovariables réduites)

Toute pseudovariable ré&duite Z admet deux décompositions canoniques

3 savoir (10cl) et (10c2). Ces décompositions font intervenir des opérateurs
~ o

_ , s .
— (le Ny a__;_‘ S et D(’g', ey &¢> qui se correspondent dans 1'involution

fondamentale de. _(é (l/ 3?.) . I1 suffit donc de connaitre les premiers.

Ceux—ci s'expriment par }es formulés :
w
[ Dab = j A<g'>}
4, w'l wl
<,¢Jw‘> ‘j) Acw' wy t jo (JD ALU ywl> )
{ &0 wb ¥ pelpe
D(w'/Q‘IIQB):ja A ' —l—Z,f 30 ,—A(zu' 1 ?+joja :fA“,

s e wleds ' RIS
ek ...

\

ol apparalssent les prodults symetrlses A< ’“_/w6> définis en
1
. 50‘" copw? P
(10cb) et .les scalalres 7 définis par (10c7) et (l0c8) quand
le produit & ... o’ n'est pas dégénéré et par :f—"“ /T _0 quand

il est dégénéré.

Contrairement aux dérivations._ Aw , les pseudovariables Z

w
et Z restent définies méme pour & dégénéré. Simplement, dans ce cas,
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elles sont décomposables. Or, comme nous 1l'avons signalé, ces pseudovariables

a indice dégénéré interviennent, au méme titre que les autres, dans la plupart
des questions de calcul différentiel &tranger et il est essentiel de savoir

- les décomposer.

~w
Proposition 10c2 : (décomposition canonique des Z. et Z pour & - dégénéré)

——

Soit & un multiindice dégénéré, de degré de dégénérescence

&:J{_g) et de terme prépondérant X :x(c_u_) . Alors la pseudovariable

réduite Z (resp Z_ ) s'exprime comme combinaison linaire finie de pro—

3
L

duits de 'd facteurs Z avec (s non dégénéré. D'une facon explicite :

| ! d, QJ-JA
Zg = xd—l (A—c)‘ > (Z..) .. CZ )

(10c9) , .
(@Y d)!
: /;le J| ’ N_cg‘o O{.A
(10¢10) Z— = ')CDLl @_L-l)l Z *) C_Z_.__.__)_

@'ll @lo)!

les z devant s'étendre 3 toutes les factorisations de Q) de la forme
TR . T ) .
@l) t,..@é)-bz w avec ‘.‘:‘:%_@_J y x(‘_yf):‘x) i(g’_,‘)= i

et par suite An'f"" JJ -::‘A .

(10c9) et (10cl0) résultent des "formules de Taylor" (10cl) et
w
(10c2). Raisonnons par exemple sur Z , avec &(g) =d >/2. . On commence
W
par montrer que la décomposition canonique de Z—' ne peut falre intervenir
‘que des produits de- &{ facteurs Z . On montre ensulte que pour toute

., . 1 _ L »
factorisation W = @ ... cu‘! on a nécessairement :

~.

(10cl1l1).. 'x(g) = X (w) = o(cgi) =1 il c_.!"“ =z
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I1 ne reste plus qu'd contracter les. D I d correspondants
<‘i’-/ rer ) 6__4_ >
avec ZF . C'est trés facile, car dans le cas particulier ol l'on se trouve,
édui i du fai
D(gg',. o, g”5> se réduit au seul terme_.__u.A<C&,/ . ./£J> puisque, du t
de (10cll), tous les produits partiels des facteurs c_._;',.. ., QJ ~ sont

dégénérés.

>Fina1ement, dans la décomposition de Z , le coéfficient de
]

7% 2¥

(AQ_‘.’";"'/‘” ) f—/“y J, v' 2—4’,.

TN

i

_oid dl/ ""/AAF désignent les nombres de termes identiques dans la suite
t d
9 , - e / & A
Illustrons ceci sur un exemple. Prenons _Q — Z ' et

w = (l, S !/-l) . Le multiindice & admet exactement 9 décompositions

distinctes en produits fv_(. . Cu"s de facteurs non dégénérés. Sur ce

nombre, il n'y a que deux décompositions binaires (A: Z) , 4 savoir :

G @) F e = e ()
On a donc, en vertu de (10c9), la décomposition canonique :
L=

| LU=l —, L Liml — Ll
oy ZTHEE U7 Z + _. ViuniV 4ne

Vérifions ceci. D'aprés (10b5) : . :
VAL L4111 | DT L=, 1, -

ZHHEL gy gt e Z M gy v

L, -1,0 A 1,=1,1
| +12 2 + & 7

Z ”I ['L ZUI-I |~ +q_ 'ZII‘I-I)II_,

Z“‘“' S 2 oz

zZ z'

H
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A partir de 13, en appliquant la loi de multiplication (4a2), on trouve :

LU, ~1,-1 4 L~ =) i i, - Le,- -
'ZJ..‘-.L.L_Z= %_3 ZIII/I 2_ Z ¢ .‘_.dz_l‘/‘/'/l"
+ 19 Z'l'/‘/"l"(' + [l_ Zl/'/"/‘/"/‘

‘ 7_""";' Zud 4 Zl,l/l,l,-l,-l+ 7 Za,n,:,-:,t,-,t N 4_21,1,-:,1,:,-1

2

Ces résultats confirment bien (12¢l2). On peut aussi contrdler directement

Z_' Z.L Z_“' ol

qu'aucun des produits &cartés (%ar exemple ou
L= :
) S L Lo - .
:Z 21 ;Z :Z n'entre dans la décomposition canonique de
lll-l- ,
21 . I1 suffit pour cela de vérifier que

Z‘z_‘z_“z_z:_b.:.') Z.!L.‘L!LIL.'L.‘) _0

< Ddt'-),a), (ol y 7 = (Dco.), W), 0z=0,0.20) 2

ce qui est aisé & partir de (10c6) et (10c7).

Section 10d : Decomp031t10n canonique de £ 3 ;) et (( g;>

Revenons au point de départ de ce chapitre, c;est—é—dire aux.
éolutions des quatre E&quations fondémentales. Les formes restreintes de ces
solutions ont été calculéés d la proposition 9e2. Moyennant 1'introduction
‘des pseudovariaBles réduites, elles revétent une forme encore plus simple.

oo, x * P
Par exemple, les formes restreintes deﬂ.g et j) s'écrivent :

(1041) <3*> = I - 2 A, An

@ b
¥ | 5w

(10d2). < 3> = I —_— %— Atg Z

avec bien slir la convention : ' /%‘ﬁ,“ Ly = ,/k; SN ’q“h.
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Toutefois, ces expressions font intervenir indifféremment les &
dégénérés ou non dégénérés. Elles ont donc 1'inconvénient de comporter des
pseudovariables qui ne sont pas indépendantes. Pour obtenir les décompostions

canoniques de < 3*> et <*§> s i.l faut appliquer les formules (10c9)

et (10cl1l0). On aboutit alors aux expressions suivantes :

(10d3) <g*> I- EOA_ Z— +xZ %&%(1 —2_2%;;4_
dw)=1

o Q) < T-E A Z (s AT
dtw)=1

Ces formules assez inattendues appellent plusieurs remarques.

* - .
D'abord, elles montrent que <X > et <*X> sont conjugués dans

1'involution fondamentale des pseudovariables == ce qui d'ailleurs était déja
apparent sur les formules (10dl) et (10d2). Or il se trouve que <X*> et
<‘)§8> sont en méme temps deux €léments inverses du groupe réduit G(l ﬂ) .
Bien entendu, pour 1'élément générique de @ (I Xl) , l'inverse et le

conjugué sont habituellement distincts.

- Ensuite, on note le rdle tré&s différent que jouent les Z et
W
les Z_—_ selon- que c((g_) vaut O ou 1 . Dans le premier cas, les pseﬁdovariables
. interviennent lindairement, group@es dans le bloc X;v = Z Ag ZQ
(avec C{Lt_v_) =0 ) ou dans le bloc conjugué ‘Yb . Dans le second cas,
elles interviennent par le biais des logarithmes des blocs Xx = Z Aw Zg
Pa

(avec . x(%) =x ,vc((;_._,)-,-,l ). ou des blocs conjugués Xx. , qul regroupent

tous les multiindices de méme terme prépondérant.

Enfin, <8*> et <*g> , considérés comme séries formelles

de pseudovariables indépendantes, ont des rayons de convergence finis - en

ce sens que, s* l'on annule toutes les pseudovariables sauf un nombre fini,
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la série obtenue a un multirayon de convergence fini par rapport aux variables

qui restent. Ce fait nous servira pour la synth&se harmonique dans les groupes

G
On trouvera en exercice (cf.exeréiee: (1041)) des indications sur la

: : ar
réduction de <&> de <3> ainsi que sur les propri&tés des blocs X,

et
x

Section 10e : Les algdbres réduites - ﬁ (r/ﬂ)

Examinons bri&vement ce qui se passe dans le cas général, c'est-a-dire
lorsqu'on itére un}e,.,.g de paramétres "'/ o(//b quelconques. On a vu a la
section 9f que, pour des valeurs données de"v’\. et . ® , les algébres de
pseudovariables 3 considérer &taient toutes isomorphes entre elles. Il suffit

donc d'étudier la structure réduite dans le cas /D =0 , c'est—d-dire sur

les algébres A (P’Xl)

Soit une telle algebre /Fl(h/ ) pour ’.2/ . Notons comme
d'habitude_,._A “\/ ) sa bigébre de dérivations &trangéres et A (r., _n)
son algébre de pseudovarlables Tout multiindice Y( ('?,) . ) V],._) , avec

l) & ﬂ » possé&de une projection notée 9 = (P} 1oy %L) , avec
Vi & ﬂ*- . S1 deux multllndl_ces V) et V} ne différent que par 1'ordre
de leur termes, on écrit 7' ~ 91' et on note ly’ ou V)’" le multiindice sans

ordre qui leur correspond.

En itérant 1'@quation

. . | ] ‘( *-‘I
(10el) A9 3* = - A9 6..? 8 ) ( yindic"'e simple)

on trouve :

' * B o » . \
(10e2) A[‘Q] X = —A ];5] e (Vmultllndlce)
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¥*
ce qui montre que j est annulée par les opérateurs du type

/

(10e3) Ab' 91. = rtév.} Af‘)'] - I_r:'nJ AE?"J avee 9l~,72
et par les opérateurs du type
(10e3 bis) A? “avec [E'ﬂ = O

On vérifie que les combinaisons linéaires de ces opérateurs constituent
un idéal $l"' de 1'algébre A(r\, .ﬂ) et que [9/ @IL] C 02,'_ . La
partie ﬁ(r,/ ﬂ) de /ﬂ (h/ _@_) ‘annulée par uZ)!L est donc une

sous—algébre, dite alg@bre réduite (& laquelle appartient 3 ) et la partie
*

_@(r\/ __Q) de G a\/ ﬂ) annulée par. D(D[L est un sous—groupe, dit groupe

X w
réduit (auquel appartiennent 3 /*‘f ; X )

La bigébre A (,\/ _Q) A (Pl ﬂ)/o@ _.des dérivations

étrangéres réduites est engendree par les dérivations Az = AE')J/ ,

lesquelles sont définies pour tout multiindice ¥ sans ordre et non degeneré

-—

®
(c'est-d-dire de projection " non dégénérée). On a les crochets de Lie :
proj

[Azz / Az’] = (03 -l‘_é_) A_,,._,,,
19, 8] = yin 4

-

L'algébre A (h_@, des pseudovariables réduités, qui s'identifie

a la partie de A ( r/ﬂ) - annulée par ODF' > est engendrée par les pseudo-

variables
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i o~ :
Les Z (resp. Z ) affectées de multiindices ¥) non dégénérés sont inde-
pendantes. Celles qui sont affectées de 2 dégénérés admettent des décomposi-

tions canoniques analogues & (10c9) et (10cl0), mais il faut prendre garde de

distinguer les différents multiindices de projection identique. Ainsi, alors
qu'on avait dans A (,/ﬂ)

Zwllwu Wi, s, , oy g

A A
, On aura dans é ({'L/S?.)

Ol/')l/’)llv)l[nt Ny 00y 0 00, s n,,M,9,9: 51 0900 -0, 0.
Z / 'x_Z Z//+j¢Zl”'l Zuix /l/g_;.Zl/

W, ,w,, Wy t,, w Q,, W,

fl
R

lorsque OJ‘ = -,

i

. .
lorsque V)' = - ‘91. =~ 03 = et 91.. # 103 . Les formules

(10b14) - (1Obl5) elles aussi restent valables a condition de remplacer les

“ w)| par des Il _é Il

Arrivés & ce point, nous pouvons facilement décomposer les formes

¥ x
restreintes de 3 et (f dans le cas géné&ral. On part de 1l'expression

oo (§*y =1 - Z A2_22

-~

étendue 3 tous les multiindices ¥ et on aboutit & la forme canonique :

Y , ‘ i
(10e5) <%¥>_—:I-—§A L -;—Z 14 ([_xZ:A Z”
) 2 ’ -Yl* % ‘3 9¢( A= 2
d($)=0 xé {4( ;)):T
La décomposition canonique de <%3> s'en déduit par l'involution

7_2—9‘ Z! .
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Section 10f : Résumé du chapitre 10.

Ce chapitre &tudie les algdbres de résurgence réduites’ ﬁ (hﬂ)
c'est-d—-dire les plus petites sous—algébres des /H (’l/_n) qui soient fermées

et qui contiennent tous les &léments &trangers intervenant en théorie de l'ité-

ration fractionnaire.

La bigébre A (}1,_@_) des dérivations étrangéres réduites est
engendrée par des dérivations Az définies pour chaque multiindice # sans

ordre et non dégénéré. Les AL’ sont linfairement indépendantes mais satisfont

aux relations 'EAD}‘/ All] = ("_’i'" "'" 9,-1”) Azlit

y ,
L'algébre /A (r./ .Q_) des pseudovariables réduites est engendrée

. o0
par des pseudovariables Zﬂ (resp. 22 Jdéfinies pour 2 quelconque.
o 22 "Z’ 2 .
L'action des 2 sur les (resp. ) ne ressemble pas & l'action des
Ap sur les Z . Autre différence importante : contrairement aux pseudova-
. . V2 . : 4 > .
riables ordinaires Z s les pseudovariables ré&duites Z (resp. Z ) qui

sont affectées de multiindices non dégénérés, sont algébriquement indépendantes.

Ceci permet de décomposer canoniquement toute pseudovariable réduite.

A titre d'exemple et en vue de la synth&se harmonique sur les
@l’ , . . * X
groupes , on calcule les décompositions canoniques de <2 > et < g> >
. On constate que les pseudovariables Z" et Z 'se rangent en une infinité

de blocs, regroupant chacun tous les multiindices de méme "terme prépondérant'.
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Chapitre 11 : Le phénoméne de 1l'enrichissement algébrique et les théorémes

d'indépendance.

Section 1la : Enrichissement algébrique des extensions.

Tout au long de ce chapitre, (B désignera un groupe }:lem ( )
inclus dans @ et ﬂ de31gnera 1! algebre associée i G . Rappelons que
(\) =1+ lﬂ , que (B agit dans,m et que GI/H sont tous deux consti-
tués par des séries formelles aux coéfficients Vérifianf une condition

de croissance 3 1'infini.

Grace aux quatre opérations (addition, multiplication, dérivation
naturelle, composition) dont nous disposons sur les séries formelles, nous
pouvons envisager sur G ou ﬂ toutes sortes d'@quations, qui souvent

n'admettent que des solutions &trangéres, c'est-d-dire non {K—croissantes.

I1 est donc naturel d'envisager les extensions des groupes ou algé~-

bres ::.ﬁem‘s» *) obtenues par adjonction de ces éléments 8trangers. Si par
exemple E désigne une collection (finie ou infinie) d'@ quatlons E a
données dans G , mais 3 solutions 3 étrangéres 3 G , on notera E (B le

o0 .
plus petit sous—groupe de (B qui eontient 6 et les §~ . En mettant &

d
contribution 1'addition, la multiplication (éventuellement la dérivation) on
obtient de méme des extensions [E/A de l'algébre /lq . Enfin, en jouant simul-

tanément des quatre opérations, on obtient des extensions IE(/A/ 6} - de

1'algébre a& composition (/ﬂ/ (B) .

Nous n'envisagerons pour simplifier que trois types d'@quations EJ :

(E :) : les &quations d'itération, c'est-d-dire les &quations (9ab)
. o
qui aux X de 6 associent les itérées 3 d'ordre quelconque.

™ .
([’E ) : les Equations de conjugaison, qui aux couples 8/% de 6 tels

Hg ’\(‘a g) 304(33 y, F(f} -’:f[g) associent les ‘9\. tels que

(*) v ddfiibon R0t ok Bal,
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9\ ¥ * ) _ .
go = 03 . Par exemple, 8 et sont solutions des &quations

de conjugaison (9a?) et (9a8) et R :*3 o 8* est solution de 1'&quation

goR .—.'-Rog .

3 .
LE ) : les &quations aux générateurs, c'est—id-dire les équatioms (9a3)

qui aux &léments 8 de 03 associent les gdnérateurs infinitésimaux OQ
*

(auss‘i appelés : logarithmes itératifs).

Il s'avére que, lorsque les données (?/9 ch... des &quations E;}
de....E' appartiennent 3 plusieurs classes formelles G"/“/f de (E ’
les prbblémes relatifs aux e_xtensions EG ou Eﬂ se "séparent" en
autant de problémes relatifs & chaque classe formelle (*) . Nous ne perdons
donc rien 3 faire une secbnde hypothése simplificatricé et 3 supposer toutes
les données X/ 9 etc... dans la classe GI,I,O , c'est—a-dire de la

: awr
forme (9a%) . Moyennant quoi, les solutions &trangéres 8 , R_/ J)*} *{?
(resp. X )... ont pour transformées de Borel des fonctions résurgentes
appartenant au groupe... 6 (1/.31) (resp. & 1l'algébre ﬂ(l/.ﬂ] ) avec
ﬂ —- Z.‘HC Z - . D'ol un plongement IE@ <, 6(}/37,) et
Eﬂ - ﬂ (i,.ﬂ) . D'oll aussi une topologie naturelle (’"’) sur les

extensions,-._E.@ et E[R et la possibilité d'envisager les extensions complé-

tées R et E/H

Enrichissement algébrique.

. : .
Soit [E| (B le groupe @ enrichi des itérées; soit E 6 ce

3 :
méme groupe enrichi des "conjuguantes'; soit E H 1'algébre ﬂ enrichie

‘ v
des logarithmes itératifs; soilent enfin E @ , Et& , Esﬂ les complétés

%) Voir exercice 1{al.

(¥% Cf. sections 8c et 8e. C'est la: plus faible des topologies qui assurent
la convergence sur tout compact de & = C ~ gL et qui préservent

le"type de croissance hérité de la condition lK
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de ces extensions.

= . . < . .
Si @: ({; , on vérifie facilement, & partir des chaptitres 9 et

10, que :

aay E'6 CEG CEG=E6 =6 (%) 60,

(11a2) E A c IE3 ((,.SQ) < A, _(.Q)

ol toutes les inclusions sont strictes.

‘-’
Pour a; plus petit que @ et relatif 3 une condition de croissance
!K , on a encore la méme chose, & condition de remplacer @ (i/ .ﬂ) et
G (l/ _ﬂ) par les sous—algébres et les sous—groupes de résurgence corres-

pondant & la croissance héritée de IK

On observe ici un phénoméne fort analogue 3 1'enrichissement de
structure qui accompagne le passage du corps Q ou de 1'anmeau d:ExJ a

leurs extensions algébriques. Dans ces deux cas classiques, en effet, chaque

extension introduit des automorphismes d'un type nouveau.

: 3
De méme ici, le passage de ."algébre ﬂ ad 1'algébre E/ﬂ intro-
duit une infinité de dérivations continues et linairement indépendantes, 2

savoir toutes les dérivations &trangdres réduites Aw (avec & non dégéndré),

qui s'ajoutent & 9 , dérivation naturelle de /A .

' 2
Pareillement, le passage du groupe G au groupe E (E introduit
e e e . . o ’
une infinité d'automorphismes continus du type & (avec & éc y W

non dégénéré @l =0 ). Ces automorphismes &trangers s'ajoutent aux
g s “ P J

seuls automorphismes continug que posséde G et qui sont les automorphismes

internes (’x') .

-

(* Plus &videmment les automerphismes X[% —> O gl%/a.) et la
conjugaison X - g .
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Précisons un peu. D'abord, d'aprés (10b4), la conditionﬁ_____”gu =0
est nécessaire et suffisante pour que Z&u commute avec la dérivation
naturelle 9 ou encore, ce qui revient au méme, pour que 1l'op&rateur. exponen-

Edy

tiel & commute avec la composition des fonctions résurgentes.

1 _
Ensuite, pour tout g EE (B -, les séries

(11a3) g + 2 E CAQ)MX

LV Y

. . (A
convergent et leur somme est bien dans E (G (sans qu'on ait besoin de

kR ‘ Tt
- passer au complété E; d; ). Montrons—le. Puisque tout élément de HE d;
peut s'@crire comme produit fini d'&l&ments de d; et de termes de la forme
ﬁ* ou *% , avec 86 (B ,» il suffit de calculer (1la3) pour g: 2* .

D'aprés (10al) il vient
~Nwn (9*-1) 1
Ag-ﬁ*—‘: A, e g ):AQ ekv@g),a*:O

et par suite_:
rd -X
kA tdy w
e.EA‘*’.ab_{’:—.eag* ;e % :.—*3 L e g.g :43”—
(10a4) tx
avee £ (1) =2 +% 3 . Aa;,-nAw,,_

tA,

Les opérateurs & - définissent donc bien des automorphismes continus
1 .
de E (B .
Remarquons qu'on peut, 3 partir des théor@mes d'indépendance: de
e . - . ‘ t N .
la section suivante, démontrer l'existence sur le groupe _E,.w.d;._.,____d"automorphls—
N . tQy ' . .
mes non engendrables & partir des € = et des automorphismes internes.
C'est le cas, par exemple, des "automorphismes d'&change™, auxquels est
consacré 1l'exercice f1al. Toutefois, ces automorphismes ne sont pas continus

: A
pour la topologie naturelle de E (I; , i pour aucune autre topologie
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3
raisonnable. Pareillement, on peut construire sur 1'algébre HE‘ Aq des
dérivations non engendrables & partir des ZS&, et de p , mais ces dérivatioms

ne sont pas continues. — On est donc fondé 3 dire que la structure ré&duite est

la structure naturelle des extensions envisagées.

vy

Remarquons aussi que, d'aprds (lla4), les automorphismes &.
- ! * . 3 N
laissent &5 d; ponctuellement invariant. Aussi faut-il, pour mettre en
évidence 1'enrichissement algébrique de cette extension, passer & 1'algébre

assoclée.

Annihilateurs.

Appelons annihilateur d'une extension tout endomorphisme continu

qui envoie cette extension dans 1'ensemble original et qui en méme temps
annule cet ensemble original. Autrement dit, Ann est un annuhilateur sur le

groupe Hgds ou sur 1'algébre Efﬂq si on a les suites exactes

o — A <, EA i‘"’_t_)ﬂ ——-—>O

Les extensions des groupes ou algébres de croissance se trouvent

posséder des annihilateurs. Construisons-—les.

Fixons & dans ﬁ et envisageons les sous—espaces ]D de A({lﬂ)

qui admettent une base (nécessairement unique) de 1a forme

L Y D, Do

avec, pour tout M

(11a5) SLL.H\ -D['a) P ) (i.e. D‘”‘J a son support au dessus de Nw )

(11a6) G_( D(,,\)) = D(%) ® l + D{’l\-l)®Dﬂ)‘+ oo D(l) ® D(M-l) + ®D(”‘)
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Notons que (llab) revét la forme compacte :

(11a6 bis) @ (D)) = lD(L—). @ U)(k)

moyennant 1l'introduction de la fonction génératrice

(11a7) ]D(l:) = | + 2. e;dhw(* _D{M)

A\.)/l

On construit facilement tous les sous-espaces. D de ce type : en effet, leur

fonctions génératrices ID(L—) sont de la forme Qx}«. A [k) avec

(11a8) . A(t) = E-“M'wé,- A(m.)
i

ol les Aw’) peuvent &tre n'importe quelle dérivation &trangdre réduite, de
degre 1 et de support sur # , c'est-i-dire n'importe quelle somme finie

de la forme :
) : ' . ' ) ’ ! s _
(11a8 bis) A(M) = ;'Z 6;"‘: AQ‘@L (64[,:'. é <E 7 l{ﬂ “ - m-(d)

: /
A cause de (l1lab), [D est une coalgébre et son dual D est une algébre
engendrée par les puissances entiéres d'une unique pseudovariable, que nous
noterons Z . De plus, & cause de (1la5), nous avons les deux relations

duales :

(11a9) [9, D(m)]_ = hw D(m.

' m n
(11a9 bis)' '9 Z = —~Mw Z

. . -
qui engagent 3 identifier la pseudovariable Z d la fonction & (avec

son comportement habituel par rapport 3 la dérivation et & la composition).
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I1 résulte de tout ceci que les applicatioms

(11a10),.vg —> <g>m = 2 + Z e.—%wg v(p{ﬂ g) (*)

L

sont des homomorphismes des groupes

E'6 c E6 c 6,9

dans le gfoupe (par rapport i la comp'osition) des séries formelles du type

. —-Muw
4(t) = # +mzwae. _(amédl)

. E o
Ce dernier groupe est bien sur isomorphe 3 G , comme on le voit en

considérant l'application

(11all) 3[%) —> eh(w %(_&%&az))

En composant les applications (11alQ) et (11a11) on obtient des endomorphlsmes,

que nous noterons AMID , des groupes I.E G et IE @ dans le groupe

G

Les noYaux de,..AMMw .contiennent évidemment. G . Pour que /Aﬂw\.lp

soit un annihilateur, il faut aussi que ses images soient incluses dans. @

Ceci exige manifestement que _1es_v,_v,D(m,) de w ne "croissent" pas trop vite.

@D . @0
Dans le cas du groupe minimal ou pour des @ proches de >
i1l existe de nombreux ID ~qui donnent des annihilateurs ﬂwn . Voir 3 ce

&, An 7 %x
sujet la section 12¢c. On peut par exemple prendre lp&) de la forme lD(b)... [D(E) ( >

*) Rappelons que V est 1'unique endomorphisme continu des algdbres de
résurgence dans C . pans le modale formel, V¥ (Dt'h) (? est le terme comnstant
de Dﬂ)g . Dans le modé&le additif, c'est une somme pondérée de résidus def

en points situés au dessus de MW

(aw») noee. w (4] = L,l _ -m(H“-)T )(1 """(H'“).S) o o, /
&e’gu.uc Crinvae. & ek seckon 2o Yo W»}-m%& 64,
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Réciproquement, on montre que tous les annihilateurs sur E @ ou
1
IE (E sont de la forme HOAM_»/LD ] K avec H (resp.K ) endomorphisme

continu de. fE,(E ou E1@ (resp. £ ).

Notons enfin qu'il y a sur les coalgébres ID de la forme (lla5’) +

(11a6) un produit naturel, non commutatif
.[D' 2 / (3
LD = D xD
provenant de la multiplication des fonctions génératrices
l LY t 1
Ve, Dt — D(H Dy

I1 n'y a pas de relations simples entre les annihilateurs Arwy\,w ) ﬂqWLID

! 1
eth,__A/sw\m X [D

. Toutefois, lorsqu'on les applique i des &léments de la

fprme 8* ou *3 , on a les identités :
(5 4. .
. Dx Dt » ) D7ox)
(11a12) . A/rm 5 :LAM 3*> o(Am 3)
Do D' Dy Dy ' H)z}(
(11a13) AN . $ LAM% . J ) 0 <’HMM. . J))
que l'on démontre 3 partir des &quations de résurgence vérifides par 3* et ﬂxf.

On construirait de la méme mani&re les annihilateurs sur 1'algébre

E*HR .

Section 11b : Théor&mes d'inddpendance faible.

Les théorémes en question font intervenir un nombre fini d'éléments
étrangers et disent que ces &lé&ments sont indépendants, c'est—3-dire qu'il
n'existe entre eux aucune relation autre que les relations de définition et

toutes celles qui en découlent par des manipulations &lémentaires. Commencons
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par deux exemples (*) :

Proposition 11bl : (Indépendance des itérées fractionnaires)

Toutes les relations vérifides par les itétées &trangdres s'obtiennent

en combinant des relations &lé&mentaires de la forme :

L

N'l dn
(11b1) (¥°<?°3 =1 fuee 36@;9&6@;0('%0(,_1...0(“:0

-1

(11b2)’ ogoe\ oédo?\

N
—

e o REG goko:a’l =1

Proposition 11b2 : (Indépendance des conjuguantes)

Toutes les relations vérifies par les conjuguantes étrangéres

s'obtiennent en combinant des relations &lémentaires de la forme :

(11b3) 8* o*g =T Auves g’é G

(11b4) : 3*0 *% = R. Auvee é)/g/a é£ 5 vgoko‘alp.é =1

Corollaire des propositions 11bl et 11b2 (Unicité des- factorisations)

—~2

. 1 .
Dans les extensions E G et = @ , la factorisation minimale

(’;} de chaque €lément est essentiellement unique (*ﬁ)v .

(*) comme a4 la section précédente, on n'introduit ici que des €léments étrangers

issus de } é@ de la forme (9a )? i.e. tels que. '\((?) =l/ o(((f):bféf):()

(**) c'est-i-dire celle qui fait intervenir le plus petit nombre possible de
R :
facteurs étrangers X , X*/ *(? .

('7‘**) ‘c'est~3-dire unique & un nombre fini de substitions elEmentaires prés .
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Le corollaire de la proposition 11bl signifie que, si 3 est un

| .
gl8ment de E @ et si M= 4\((?) . désigne le plus petit entier tel que :

(11b5) X 9 .gJ)o..X 9 avec 3‘./26(1;'

alors ni les scalaires W} ni les classes de conjugaison deS"g ne dépendent
‘ <

de la factorisation (%5

Quant a la proposition 11bl elle-méme, elle signifie par exemple

que si :

}",3,53,-30,31,31,33 eEC ; X,f:,%‘f@ ; x(‘i).-.'«(ft)zx(f;k

alors l'identité

&, . &y E . o3 .
(11b6) govo 3‘ o.j' oé)'- o _31'053_.033—

n'est possible que dans.le cas &lémentaire od

(11b7) ‘3' 031. :I ; j‘ = g’vo&ogz ".-..' fz 3 0(,+0(.1 'I*b(;é 2.

" En partlcularlsant encore, la proposition 11bl dit qu'un produit de trois
T i3 13
racines cubiques d'itération 8 o o : ne peut appartenir a 4;
: ' ~ 3
que si chaque racine appartient elle-méme 3 a; ou encore si. 3 X 5

(sans 1'hypothése M (3 , 11 y aurait quelques autres cas d'appar-

tenance 3 d; , mais tous &lémentaires).

Montrons par exemple que (11b6) est 1mp0331ble sauf si 3 f f sont deux

a deux conjuguées dans {; (cas €lémentaire). Pour cela, prenons la forme

(3() cecl, parce que nous supposons o(((? = | . Sinon, & ne serait
) &

évidemment déterminé qu'd un facteur rationnel pré&s et la classe de 5

¢

dépendrait de ce facteur.
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déployée (*} des deux membres de (11b6). Puisque [] est un homomorphisme,

il vient :

Lg] 1] °[3,]°[§:] v[‘@,]i?j] JENES

&,

(11v8) Ra°<3‘> o E‘ 0 <§:> o Rl 0<§:> o 23 =7

avec

(11b8 bis) ?\, = gb é *J). ; R,.—. f‘*" 3. o*&}- Q.L :i*o 310‘?3 ; Qs = (g*o?

Montrons que les E; ne sont pas des translations. Pour R, et Rz clest
[+ 8
évident. Quant a 81 , s1 c'était une translation e(%) = % 4+ , on

aurait, en prenant la forme restreinte & *)

(11b9) - <Ra> = <§|*> °<§,> °‘<)‘Xm>

c'est—3-dire
o

B
(11b10) E = <§*> o L °<*3~.>

1

car, g dtant un &lément de 6 , sa forme restreinte se ré&duit i une

) .
translation de pas B = 0((3) si *\,(3 );\ et de pas nul sinon. Mais
(11b10) ne serait possible que si 3 et g étaient conjuguées. Comme’

nous avons supposé le contraire, R' n'est pas une translation, et 'kz non

plus, pour la méme raison.

(*) Voir définition a la section 4a.

(™Y Voir définition & la section 4a.
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Ainsi, les facteurs du premier membre de (11b8) sont, alternative-

Py . o -1 P . .
ment, des séries entiéres en 2 ou des séries de pseudovariables. Puisque
ces derniéres se comportent, relativement 3 la dérivation et 4 la composition,
comme des exponentielles, ou pergoit intuitivement 1'impossibilité& de (11b8).
Pour la prouver vraiment, nous allons nous servir du lemme suivant, dont la

démonstration est reléguée 3 1'exercice (1061).

Lemme 11bl (non miscibilité des puissances et des exponentielles)

Soit w "T/' (] . Dans le groupe (pour la composition) des séries

formelles du type :

—_lsn T

amwn oz o+ 2 afim) T *

M0

on ne peut avoir aucune identité de la forme :

aw R, ok ok, ok, o v k@ o= e

avec
(11b13) Ri“’\ = + Z di('m) %..'m B pour i pair
m0
~ ~nt »
(11bl4) %‘: (¢3) =2 + '2 di ™ é pour i impair
m20

d moins que les ﬁ;_ (%) ne soient réduits & des translations E{(%) =4+

pour chaque i pair (ou pour chaque i impair).

#) La composition de deux séries 3/% de la forme (11bll) ne présente

. . - . - I3 ) -—‘U
aucune difficulté d'interprétation, car dans 303 chaque % m e, n

a un coefficient polynomial par rapport aux coefficients de (g et 3 .
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Reprenons maintenant (11b8) en nous limitant & une seule pseudovaria-
ble bien choisie. Cela revient & remplacer la forme restreinte générale <: :>
définie 3 la section 4a, par la forme restreinte particuliére <: ;ﬁ),

définie en (11al0). Il vient alors :

O(I .N‘L «3
awn oGy ok by oR oy ok -
vy D D
Puisque g / g , X onﬁ été supposées non itérables et non conjuguées
' 1 3

deui ad deux, on peut choisir ID de la forme (11a5) + (lla6) et tel que les

<< 2 >b ne soient pas tous réduits 3 des translations. En appliquant alors
\ .

le lemme 11bl, on voit que (11bl5) est impossible. C'est donc que, sous nos

hypothéses, (1156) tait impossible. c.q.f.d.

‘Par 1'emploi judicieux des mémes méthodes (introduction d'une ou
plusieurs pseudovariables bien choisies + recours au lemme 11b1 ou aux versions
de cevlemme qui font intervénir addition, multiplication et dérivation) omn
démontre non seulement 1és propositioné 11bl et 11b2 dans toute leur géméralité,
mais aussi les divers théorZmes d'indépendance faible qui font intervenir la
structure d'algébré, d'algébre & dérivation, d{algébre de Lie, d'algébre &

composition, etec...

Bornons—nous & un dernier exemple :

Proposition 11b3 (Indépendance des générateurs infinitésimaux)

Toutes les relations vérifides par les générateurs infinitésimaux

étrangers s'obtiennent en combinant des relations élé&mentaires de la forme

*

(11b17) .. 3 o?\ = 8&/3

¥ *

(11b16) g'z mg* | .Am.g/a e G | 5=%
Oule 8,3/9\6@/ gokaé'o-é-.-l
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Cet énoncé montre que, bien qu'on puisse associer des générateurs
et e ' ¢ (E‘- :
infinitésimaux formels aux éléments des groupes - s ces groupes

sont, en un sens précis, ce qu'il y a de plus éloigné d'un groupe de Lie :
8 ,

Corollaire de la proposition 1153 ( @ non de Lie)

-

Tout groupe de croissance. d; inclus dans @ est .1'exact contraire

- d'un. groupe de Lie en ce sens que, mis & part les cas triviaux, aucune somme

————

A (?* -{-() g* , aucun crochet [f /té ] 3 % (? a ni aucune

combinaison finie somme-crochet, aussi compliquée soit-elle, ne peut jamais
N ——

3tre de la forme R* avec Q\ é‘a

‘Section llc : Théordmes d'indépendance forte.

Contrairement aux théor@mes d'indépendance faible, _ les théorémes
d'indépendance forte font intervénir des passages & la limite (relativement
3 la topologié naturéllé dés éxténsions). Ils disent en gros qu'un élémeﬁt
' étranger ne peut pas, sauf cas .triviaux, étre approcﬁé' indéfiniment au moyen de.

combinaisons d'éléments &trangers donnés.

Pour simplifier, supposons toujours que les &léments &trangers en
question (itérées, conjuguantes, générateurs infinitésimaux) proviennent de

g appartenant toutes 3 la classe formelle @ , c'est-d-dire de g,

L0

de la forme (9a ). Nous aboutirons donc toujours dans le groupe réduit
@ (l, _ﬂ) ou dans 1'algébre réduite ﬁ (l/ _Yl) . Plus précisément :

o

/ 8*/? € (Eg (1, < .@(.‘/ﬁ) < ‘G(l,ﬂ) auvee
| 8* £ /Hg o, Q) < (ﬂ_(l,ﬂ) c AR N =lniz
Comme parties de (E (l ﬁ) ou /H (l/ﬂ) , le groupe 63 Cl/ _ﬂ.) et

1'algébre ﬁ (i .ﬂ) ~ont &té définis (voir section 10a) par la condition

4’ orthogonallte a 1'idéal ODAE de 1' algebre de Lie A (l gl) . Comme
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parties de. Q_ (z,.?l) et ﬂ([, ﬂ) , 1ls seront donc caractérisés par la
condition d'orthogonalité 3 1'idéal ;@g = ng/ OD de é' (l/,YQ .
A partir de (10a5), (10a55is) ét de la défiﬁition des dérivations A{g , on
voit que 1'idéal QQ est constitué par les éombinaisons linéairesde deux

sortes d'éléments :

—~ les générateurs principaux, qui s'écrivent :
1A YR
(1lcl) dek & &
Ay A

— -—

. e e . t .. . P
et qui sont définis pour toute paire. & , _L_u_l de multiindicesynon dégénérés

et de méme somme ” _L::__’ u = " (i.o_'t ” .

- et les générateurs subsidiaires (¥, qui s'écrivent

(1lecl bis) : Aw

—

et qui sont définis pouf tout multiindice & non dégénéré et tel que Aa_, =0.

Bien entendu, Aw' = A = ﬁ" Aw "'Aw,‘_ , les A@_ désignant les
] A [

W ‘,:.-.:‘UA

scalaires que (%e ) associe 3 g .

Bien que Q ng — (Q) et par conséquent Q bag = {O; s
nous. allons voir que les intersections finies d'idéaux Q)g sont quand méme

‘assez vastes pour que, prises deux 3 deux, elles engendrent toute 1'algdbre

des dérivations réduites.

Lemme 1lcl.

Si . é @ et si aucun des n'est conjugué
e S N A
l m } )

L

dans d aucun des 3 , alors :

d

(*) voir la note au bas de la page suivante.
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(11c2) | (@y' (10_2}‘?‘(1 @_gﬁ) ® (@%'ﬂ@_g’“ﬂ.., 0__@9“) = 4, (l/ﬂ)

Démonstration : A partir de (.11c1) et (llcl bis) on peut décrire l'idéal

k e .y . L
77 0& et voir qu'il est constitu@ par les combinaisons linaires de deux

sortes d'éléments :

- d'une part, les générateurs principaux, qui s'@crivent

~ Aé’_' A 2 « v ‘. " A‘um-ﬂ

&

' [ ’ '_.
(11e3) J.el' AU Agt '. . AE’M-&-I

L} n
AQI H:;Z S . @ AMMI

L~

et qui sont définis pour tout choix de (n+l) multiindices non dégénérés et

—

de méme somme “ _t_u_' I = ll'{gz |l =... u “"m“u _

- d'autre part, les générateurs subsidiaires (¥ qui s'dcrivent

Ac&l A‘(ﬁ" e AGJA-H
Aq“l A‘m; A%, :
’ - - L]
(113 bis) dek 'y et v
[} L] - 3 » L] - - - e -
An Ay A,
Q‘ _6_-’_1 - & . (_g&-u
et qui sont définis pour toute sous-—suite i’m” "M.‘_, - ,'TRA§ de
(l/ 'L, ey fnL> et pour tout choix de multiindices non—-dégénérés, de méme

£ A
somme, et tels que la matrice {A‘ués ,D:L lngm/ lg&gA-n ) et la

m; ‘
matricg { Am; / ow grgad | ‘SA £ A+ ) solent toutes ‘deux |

A ¢
o . P ~ . [
(*) ainsi nommés parce que, sauf dans le cas ol les familles A = {Aw}
sont tré&s lacunaires (voir ci-apré&s), on les obtient tous au nombre des
générateurs principaux et on peut donc se dispenser de les introduire

séparément.
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de rang s .

" - [ L4 '
A un facteur scalaire prés, les générateurs subsidiaires o(aél ']

sont .bien sUr indépendants du choix de la sous-suite {’m;} . De plus, il ne

faut pas oublier les générateurs subsidiaires qui correspondent & A4 =0 s
. . A™
c'est-3-dire tous les A(_g- tels que a{(g) £ et A Hm = . Ag =0,
On décrit de méme 1'idéal n Oa d& partir des scalaires
Bé . 4=
assoclés aux- 3 .
w
0
Cela &tant, puisque._ A (1 ﬂ) , comme algdbre de Lie, est

engendrée par les Aw quand 1'indice simple & parcourt .ﬂ. , 11 suffit,
pour &tablir le lemme 1llcl , de montrer que chaque A ( @ simple) s'exprime

comme comblnalson llnealre de générateurs (réguliers ou exceptionnels) de

n QD} ou de n DD% . Pour cela il faut utiliser les factorisation des

t ) x l ¥ ‘
A‘u et des Bw en produits A; e A’"n_ ou Bi v s BJ et
—— - : . ) (] . ’L .
traiter i part les cas oil certaines des famille&__,,,_Ax': = {H; % et

% J > . ‘ )
B% - { Bu} sont lacunaires, c'est-a-dire oi f,, (resp. B‘L ) est nul
sauf pour un nombre fini d'indices @& €& _Q_ . La discussion des différents

cas est assez fastidieuse, mais sans difficulté (Voir l'exerciceﬂcl)

Proposition 1llecl :

gl%l, . '/3,,,_6 6 et si g n'est conjugué 3 aucun ?& ,

alors aucune des 1térées Etrangéres de g n'est approximable au moyen d'ité-

rées étrangdres des ﬂ .

i

Plus généralement :

Proposition 1lc2 :

[N

Si g /g g, € 6 et si aucun y n'est conjugué
7 mw ! ] '/94\

¢

a4 aucun g , alors aucun &€lément &tranger i ne peut étre simultanément
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approché au moyen des itérées des seuls 5 et au moyen des itérées des seuls
h .

1

a .

Plus généralement encore :

Proposition 1le3 :

/ .
Si Ed; et lE G désignent deux extensions du groupe @ par un

nombre fini d'éléments &trangers, alors, pour la topologie naturelle des

extensions

. Sttty
ey,

ECGNEG = EGCOEC

La méme chose vaut pour les extensions de 1'algdbre 'AEI .

Notons qu'3d cause des théorémes d'indépendance faible (cf. section
. / i A - y - 3
précédente)- Eﬁ; n E G est l'extension de G par un nombre fini

d'éléments &trangers qu'on repére d'une fagon &lémentaire.

Les trois propositions ci-dessus dé&coulent du lemme 1 vu que, si
une suite convergente de fonctions résurgentes est orthogonale 34 un idéal

O_Z_?g‘ n @3" n PN o_@?‘“ , alors la limite de cette suite lui est

aussi orthogonale.

Bien entendu, aucun théor@me d'indépendance forte ne découle des
‘théordmes d'indépendance faible. Mais inversement, les théorémes forts ne
recouvrent qu'une petite partie des théor@mes faibles. Par exemple, 1'impossi-'

bilité (sauf dans les cas &lémentaires) d'une identité du type

o, ole, -« oy ¢
o o o 0 ° S o ° g o :'I- y & /)
X, oy
ol 8 et X sont imbriqués, résulte des théordmes faibles, non des
t

‘
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Section 11d : Résumé du chapitre 11.

Ce chapitre étudie les extensions des groupes ou algébres ?ﬂehw.

qu'on obtient par adjonction d'&@léments &trangers (itérées, conjuguantes, géné-
‘rateurs infinité@simaux) et, &ventuellement, par complétion relativement & la

topologie naturelle des extensions. Le fait essentiel & noter est 1l'enrichissement

algébrique qui accompagne toute extension et qui se traduit par 1'apparition
de dérivations Etrangdres sur les algdbres ou d'automorphismes &trangers sur

les groupes.

La structure algébrique qui coiffe toutes les extensions est la

structure réduite, &tudide au chapitre 10. Grice 3 elle, on démontre ici les

théordmes d'indépendance faible, qui portent sur des &léments &trangers en
nombre fini et qui nient 1'existence, .entre ces &léments, de relations autres
que celles qui découlent &lémentairement des relations de définition, ainsi

que les théorémes d'indépendance forte, qui disent la méme chose relativement

aux suites ou séries infinies.

L'indépendance faible s'étudie essentiellement au moyen de formes
déployées bien choisies (on gardé la vraie variable et on introduit une pseudo-
variable idoine) tandis que 1'indépendance forte s'@tudie au moyen des formes
restreintes (on oublie la vraie variable, mais on introduit la totalité des

pseudovariables).
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. 0 _
Chapitre 12 : Analyse harmonique sur QS et les groupes apparentés.

Section 12a : Introduction. Fonctions centrales et invariantg;.

Ce chapitre €tudie les fonctions centrales sur les groupes de

v [+]
croissance, c'est-3d-dire les applications A de @5 dans Q: telles que :

(12al) A(aogo&): A('g) \fg/ﬁéag

En fait, on est obligé de considérer aussi des fonctions "'presque
centrales', c'est-a-dire des A qui vérifient (12al) lorsque ,L(K);>fl(g)-
Pour faire bref, onm qualifiera ces fonctions-13 d'invariants sur & . Les
invariants sont en un sens plus fondamentaux que les fonctions centrales. On

passe d'ailleurs facilement des premiers aux secondes.

On cherchera 3 construire des syst@mes d'invariants (ou de fonctions
centrales) complets, c'est-3d-dire permettant d'é&noncer des conditions
nécessaires et suffisantes de conjugaison. Si en outre ces systémes cessent

d'étre complets dé&s qu'on supprime un de leurs termes, on les dira libres.

0.

Enfin, puisque ¢;{ et chacun des groupes-qs apparentés posséde
d'une part une topologie naturelle_et d'autre part une structure d'espace
analytique de dimension infinie (par 1é biais de coefficients de Taylor),‘
on se limitera aux invariants (fonctions centrales) qui sont continus ou
holomorphes. Plus précisément, on imposera la continuité ou 1'holomorphie
sur chacune des classes formelles GSF,“,P paramétrées par les trois
fopctions centrales &lémentaires }1(8) ) e (g) y, f(f) définies en
(8cl), (8c2), (8c3). Or, il se trouve que F(KJ est discret mais que, é‘

tL(g) constant, d(g) et f(g) sont holomorphes. Ceci explique qu'oh
puisse sans'peine raccorder holomorphiquement les invariants (fonctions cen-

/“,/’

répondant 3 un méme P_ , mais pas & des h_’différents.

trales) des G%
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Comme d'habitude, nous &tudiereons en dé&tail le cas de la classe~type
GSII 0 et nous verrons ensuite ce qui change quand on passe aux autres
ar

classes.

I-
Section 12b. Analyse harmonique sur le groupe @ i

-
Soit g un élément de G de la forme (9a5). On a vu que
1'équation (9a8) admettait une solution unique g et que celle-ci appartenait

a l'algébre /A(I ﬂ) . Cela signifie en particulier que la transformée

de Borel r = @X* se prolonge & toute la surface 0{, = @ :-ﬂ

0
et admet en chaque point de ramification Q & 9 J{a une décomposition

de la forme :

(12b1) . X*(P) = YQ (P) + _63_, +l_ 'PQ(P) &3 (?—w)

|
_ m  rew YR

avec

. +

=P ; w ::Q J 'PQ d'?@ Ile(%u_eié\_ea &A.Q 3 qu AQ(g)zA&.eaﬁLe..

-1
Introduisons une conjuguée de g , Soit % = R og ° R_ avec

‘?\ c (B—. Ecrivons h sous la forme
‘ C _ [ 1-
%:%+c+6’u-')=€oﬁ (ce@/e&?té@/r(&)}l)
I1 est clair que 1'équat.ion (9a8) relative a 8 admet pour solution
-C C
¥
(12b2). %* = L +g*oﬁ — e og oe D?L

Or, vu les propriétés de la transformation de Borel :

Blrel) = < By

il
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D'autre part, grice 3 la formule (2e3) sur la composition des
‘ ¥ c C
fonctions résurgentes, on montre que 0’)(& ° @) et Gs (g¥o ¢ o g..)
ont mémes résidus aux points Q . En effet, comme rx_(&) >/ 2 , on vérifie
), 2
que chaque opérateur L—I ¥ N détruit les pdles simples. Par
' !

suite :

Ao (o o) = &7 Ag(p)  wee w=G.
Si lq.(_a) >/Z on a ?\:F{_ etvc,:-O et dans ce cas :

Aq (’elogok) = Ay )

AQ (_g) est donc un invariant, au sens que nous avons donné 3 ce mot. De

plus, lorsque Q est situé au dessus de l'origine de (ﬁ , On a w:O)

cw . .
é. = 'f. et alors AQ (g) est une fonction centrale.

Montrons maintenant que les AQ constituent un systéme complet
o ' . |-
d'invariants quand Q parcourt 9024 . Prenons 8/% & @ et supposous
A ‘L —-tw A ) .
que q (%) = & Q (_g ) pour une certaine constante <& . Il

s'agit de montrer que g et sont conjuguées dans @ . Posons
c ;

R = ¥g o e 063& et calculons Awk pour G & _n* . En appliquant

deux fois la régle (2e3) on trouve :
B - ((DeD)elg)) () olg)- (g
(?‘le) n ((a*&)) , (é) o(‘%;f)) _ <(Awé) o(‘a%D ' &-w(a "I)
b (A)ol8)o(q) . T

¢ : c
Comme ge ;—_1 et A e = 0 , il vient :

w
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AR = ((0)e(0)oq')) - A ])
(11b4) n ((Au*g)o(é)da*))- e_w(ea% -1)

Mais d'apré&s (9e5) et (9el3) il existe des coefficients A et B tels
: (7] w

que

Aw’r(y Y g*g, ok Au% -8, —w(% -1)

et, comme l'opé&rateur A a son support en des points Q tous situés au

dessus de w , l'hypoth&se AQ (_%) -'CU AQ (g) entraine

—-we
= « Aw . En portant dans (11b%) il vient finalement :

vaﬂ - - « 3*&) o(é) o(%*)).ﬁ—a.).c/]w, é:—cu(a*_l')
Aw _ ((37) . (é) a(aaf)) ' e‘-bw(eotd -T)

= 0

Puisque toutes les dérivations E&trang@res A annulent K , c'est
que R est une pseudo-constante, autrement dit un &lément de @ . Comme
I ¥ p . .
d'autre part g = g o g et % % o o , 11 est clair
que % '?\ og ° 9\ . L'hypothé&se Q (_% = "C‘UAQ(g) J

pour tout Q , entraine donc bien la conjugalité de % et g . En résumé :

Proposition 12bl (Syst@me complet d'invariants).

- .
Si, pour gé«; et de la forme (9a5), on désigne par AQ (g)

le résidu de la fonction 2“{ 8* au point de ramification Q , alors

l-—-
AQ est un invariant, en ce sens que pour tout ‘e\ & G :

-(1‘256—5)' AQ(EOS)OR) = e‘dwcAQ (f) (W‘”’-'Qdﬁ('e)::n»cwb(%"))

Si en outre Q =0 (.e. Q au dessus de O ), alors AQ (8)

est une fonction centrale.
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Enfin, 1l'ensemble de tous les AQ constitue un systéme complet

l—
d'invariants, en ce sens que g et 8 sont conjuguées dans @ si et

seulement si 11 existe une constante & telle que :
AQ (3) = e ¥" AQ}((?)' | (VLQ e R S w= (.Q)

/
Notons que le systéme d'invariants {AQK n est pas libre. Par

exemple, sl on consid&re les six points de ramification Qi définis par :
1 "2 2 L3
Q=T ;8 =T'Q; Qs =57, ; Q, = SRSQ, ; Qs =SR'SQ,; Qp =SK'SQ,

on a les identités suivantes (vérifiables a partir des é&quations de résurgence) :

Ao, (8) + 2nt Ao (§) Ao ) = Flo, ()
2R () + A () = 3 Agf)

Cette réﬁ:arque incite 3 remplacer EAQ’S par un systéme plus
restreint et plus maniable. Pour tout ¢y & ﬂ* » le support de Aw
est tout entier situé au—~dessus du point W et le scalaire Aw = Aw (3)
défini par (9e5) est une combinaison linéaire de résidus AQ = AQ (g)

en des points Q variant dans le support de Aw . D'oli 1'invariance de

A

dzv6) Am(;e‘\‘ogoa) - we Aw (8) (mad“cww& wd_Z@S))

Inversement, en comparant (12b1) et (9e9) on voit que AQ -_-.‘ Ar
si’ Q = r-‘Qo . Or tout Q & 30(& est de la forme ron ,‘pour un
élément r de ﬂ_-' déterminé 3 un facteur lRﬂ pré&s 3 droite. ‘De plus,
comme &lément de /A (‘I ﬂ) s, l'opérateur Ll:- R) r ne dépend pas du
choix de r et s'écrit sous la forme d'une somme finie thw Aw avec

des W multiindices de somme Ilwu = Q , des 6’ scalaires et des
w

Aw définis comme en (9e8bis). Par suite, d'apré&s (9e8) :
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(12b7) AQ (f) = Ar @) = 2 Ew‘; Aa,(g)

avec

Aw () = Acu. @) - Aa,h(?)
(12b8) [;, = W (wtwy) - (Wit Qn_.)

-R)T = 2 g b, ; Me=q,

On voit ainsi que chaque AQ s'exprime comme polyndme par rapport
. . . - / o
aux coefficients A‘u ( wsimple). Comme le systéme { HQ ; Q & ’9 G{k
est complet, le systéme {A(n ; W € _R*i 1'est lui aussi. On ne peut
pas le rédiire davantage, car nous verrons au chapitre 13 qu'il est libre.:
- . . . a ' ﬂ*
4 la section 13e nous construirons méme, pour chaque w, € , une

fonction g telle que A‘U(?) =1 ou 0 selon que L=, ou %C:Jo .

. . o . ¥
On obtiendrait d'autres systémes complets et libres {ﬁw ; wéﬂ (
en définissant 1'invariant (ﬂ,—w (X) par

(129) OD 8* - ﬁw (g) ’ e—w (3*_I)

w

* .
pour n'importe quelle famille {BDCU ; w € ﬂ ; d'opérateurs de support
w >, lingairement ind&pendant et engendrant, 3 eux tous, l'algdbre [A (l/ﬂ).

-~

En fait, il n'y a gudre que trois choix utiles. Ils consistent A prendre
_ A A+ A‘ SRS s
pour &/, les opérateurs w ) w 4 By définis 3 la proposition 2b4.
4 + -
Les invariants correspondants sont notés Aw ) Aw y; Afu . Il est

commode de les rassembler dans les fonctions génératrices sulvantes :

s SE ST A e
w &
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(12b11) n§ y = oz - z. &t A:(S) (=1

(12b12) zﬂg» () = 2 =2 @ A;(g) ({ = 1)

qui nous serviront constamment dans la suite (¥*) . Moyennant ces notations,

on a les relations d'inwvariance :

£ - €
(12b13) ﬂ*?:ogak () = TT%x (_=r+c)
(12b14) i, - € ,
Rod ok ¢ Ty (¥ +e)
(12b15) 21T, xy = I 4
Rodok ) g ()

avec ?\ et € comme en (1'2b5). D'autre part, si l'on pose :

(1216) N (k) S A Aw (t =’-*-l)

we

amn D7y = 4+ ij S (s.9=21)
wé

on aura les identités :

. : ¥ . s

(*) Rappelons qu'iei " ﬂi = i_ﬁnL_JNw_ Bien que les séries de
Fourier TT:g /T['; ) t'ﬂ’g soient généralement divergentes, on peut sans
difficulté composer formellement celles qui sont relatives a une méme valeur

de $
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‘i,l,

D (J:} :I eXp (1 /Ai()c)) (tm==21)

e [Dwm .[Di'—(i-) = 1 (e= %y

ainsi que les relations de Leibniz .
G"(AS(L—)) - K/_\.i()c\ ®1 + A ®/[f(x-)
(12b19)

T ( le,.,m) = D7 ® D™k

A partir de 14 et compte tenu des &quations de résurgence satisfaites par
* . . e . ..
8 , on obtient les identitité&s suivantes entre les sé&ries de Fourier inva-

riantes attachées 3 un méme g :

(12200 . W o nt (%) = % (¢ = i)
€ € — t '
(12b21) Ty oT° (3 = Tog %t T (1= 3)

+
qui expriment sous forme compacte les relations liant les. Aw aux - A et

aux Aw . En résumé :

s . . + AT
Proposition 12b2 (Les invariants Aw , Ny }Aw )

Les relations

—w (P-T)

amany A, g* = - A,;,(g) . e (v € Q)

_w(g)‘;-'[)

(1223) Az X* = - Ai (2) e (w éﬂ*)

' . . + N~ .
~définissent trols systémes d'invariants {Aw} p {Aw’& ) {Aw’& qui sont

chacun complets.
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Les AQ s'expriment polynomialement en fonction des Aw selon

(12b7)> et (12b8) et les Aw s'expriment bolynomialement en fonction des

¥ ou des A- selon (12b21).
W W
Etudions maintenant les invariants AQ (_g) comme fonctions de ;

* .
Pour cela, commengons par &tudier l'application P —_ g (P) _pour un

point P fixe suroz. .

Prenons d'abord le paramétrage naturel de g (par les coefficients

de Taylor). Par hypothé&se, X est de la forme
3

-1 -
Y= = 41 +a v va, 204
Soit et comme 3 la section 9b
\6+ zf+
Y@ = f@-r-1 = 4 vt pa, T eyt
A )

‘+(_'i~) = @K-}(‘ﬂ =. a3 ¢ + Qq!_ Al
Fixons " >/3 et posons :

| o e
(12b24) O = e |4

On a alors :

-2 M [ Mm-1
(12b25) l‘ (q)l 4L oa ( > m*} ) v 2 Am | 17)
' + ' m=| m Mms=nti Qw\-’l_)!

Soient 0 ) R} A(%) ) C3, C?‘ comme 3 la section 9b. Lorsque ng

&(’_}.. . /QM varient et que OLMH laMyL' D.,M_S... restent fixes, (12b25)
montre qu'on peut trouver une constante positive ‘ev- telle que
alz
azze) ¥ (] ¢ & |
1.

uniformément sur l'—t\ (R On peut donc appliquer les majorations de la
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section 9b en prenant Cl = A.er et C"L = O . On obtient ainsi :

2507 l X*(P) ¢ G A Ce

avec C-S = ‘?—,P:—Cg—i- . CS = Q4 A7) (1 +e-C¢r+@C3C:,_)

D'autre part, puisqu'au voisinage des points de ramification

Q%Q f(P est de la forme (12bl) avec ? , ‘F réguliéres au

point Q , 11 est clair que :

(12b28) ?Q (P) _ x*(p/) B 8*( P)

/
ol P désigne un point de m, voisin de Q et P le point d&duit de P

par rotation d'angle +2_'1T autour de Q . Par suite :

(12b29) Y(Q( P} + 5.—1\: ;A_B_ X(P) —’El_ g(P) g(P)) elb(‘l--&y

* » . L .
avec L = Q , T = P - P . Comme YQ -~ est réguli&re au point Q
il vient,. pour tout Po

’ /

(az30) Ay =) = j 8({3) dP _ L S 8(? 3(9) &xn-w

On peut alors appliquer la majoration (12b26) avec des constantes 6'/
Cg , C—q- relatives a4 un chemin U qui joint Qb a P , Duis P

-] -]

-~

/ . 4 4 .
a ﬁ et enfin Po a Po . On trouve finalement, en portant (12b27)

dans (12b30) :

(12b31) [AQ ()| L Qe ex}\ (Cq-4) =0 . ex;L(CQ M |al )

st.('Vl.

avec une constante CQ qui ne dépend que de Q

L'invariant AQ [g) est donc une fonction entiére, de croissance
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/e
~|
exponentielle par rapport d chaque variable La_;_) .. Ce résultat

ne peut pas étre amélioré : on montre en effet que CQ ne peut pas étre

prise arbitrairement petite (cf. exercice”.el). En particulier CQ >/ lQl .

Proposition 12b3. (Analycité et exponentialité des invariants)

Chacun des invariants AQ (g) est holomorphe en X . Rapporté

aux coefficients de Taylor de , c'est une fonction enti&re, de croissance

exponentielle pér rapport 5 chaque variable Laz)hé~i (%7 . Ceci vaut aussi
. . \+ -
pour les invariants Atu (g) ) Alu (g) y Aw (g) .

Réciproquement, tout invariant A(g) qui est holomorphe en &

(resp. holomorphe et de croissance exponentielle) s'exprime d'une manidre

unique comme fonction entiére (resp. comme polyndme) d'un nombre fini d'in-

variants AM.’(S)/P‘&,L(X),--. ﬂwh—(g) avee %Eﬂ* )

La partie directe vient d'@tre prouv@e. Pour la partie réciproque,

voir les indications de l'exercice. 1183,

Notons une conséquence curieuse de la proposition 12b3. Celle-ci

indique en effet que toute fonction centrale A(g) qui est "exponmentielle'.
(c'est—a;dire holomorphe en Y et de croissance exponentielle par rapport
1/. i
s -1 v . ..
a chaque (Q,_} s'écrit sous la forme d'une somme finie

Ay = 2, . Aa A

avec des 6 scalaires et des multiindices ¢y de sommes ||@ || toutes
w @ &
nulles. Or, de tels multiindices ne sont jamais dégénérés (en eftet, pour
W dégénéré, |wi = C([g) xw) F O ). Par suite, toute fonction centrale

"exponentielle" s'&crit d'une mani&re unique sous la forme

(*) sauf la premidre variable (]_1 .
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(12032) A (f) = v (Ag*)

ol 'V est 1'unique endomorphisme des algé@bres de fonctions résurgentes dans

(E_ et oﬁA est la dérivation €trangére r&duite déterminée par :

(12b33) A

|!

2z X A,

Si la fonction "exponentielle" A (g) est simplement invariante, on peut
encore la représenter sous la forme (12b32) mais il faut en général recourir
3 des opérateurs A qui ne sont plus des dérivations d'ordre 1 (i.e.

A E é'(i/ ﬂ )) mais d'ordre quelconque (i.e. A & /é (1/ .ﬂ_))

et 1'on y perd 1'unicité de la représentation (12b33).

Notons dans ce méme ordre d'id8es que les formes restreintes

<3*> , <¥(f> ) <g*> , <?r> , vu leur définition (cf sections 9e et 10d),

apparaissent comme autant de fonctions génératrices qui regroupent, chacune

4 sa maniére, tous les invariants attachés 3a (@ .

Pour finir, suppesons qu'un invariant g — A ((?) nous
soit donné autrement qu'en fonction des invariants fondamentaux.
1 : . .
A’Q[g) y Aw(g) ) Aw (3) . Par exemple, supposons /DL(X) défini au
moyen d'un extrémum (en ﬁ, ) portant sur une certaine ''moyenne" infinie des
‘ -\
coefficients de Taylor des conjuguées K o oQ_ de g (cf. exercice
’12@({—)1 Comment exprimer un tel A (g) en fonction, disons, des Aw ((?) 7.
Voici un procé&dé : pour tout JL —uple d'éléments ({w”_ ch oy 'wn. % de _ﬂ
différents deux & deux et pour tout L ~uple de scalaire { Aw )y Awn}
. [}

on construira i la section 12 ("synthése bilatérale") un &lément

X,—:. gﬁ ) ,Aw de @o tel que f\(?}: 1/4;((09):‘1//3[3)20
et tel que'’ szé (8)»: A% (,,: =1/...,’L) et A‘u(f)': O M wqt-_{w“.,.lwn}.

Il est clair alors que le développement (unique) de. /q (X) en série



A = S Up e P @) P

{ w; € NF
a ses coefficients X donnés par la formule :
w

f =L L J A<g
w ’"J' | mh‘ ’34" n. Aw‘;--'/Awn)

N+...M,

—

[}
Section 12¢ : Analyse harmonique dans (B .

Proposition 12cl (Systé@mes complets d'invariants sur G

o - —
) Pour (? dans 6 et de la forme (9a5), les invariants Aa_, (g) et

Aw (8) introduits 3 la proposition 12b2 vérifient :

| Vit Vit
(12¢1) ,&}mm;\ lA:,[ ”<oo éw‘./wf. IA } ! L 0

w - e : w -3 co

! . |
(12¢2) eum op lAwl Ao Lo (m = lie"ﬂ {é IN)

n
w-—aoo lw]’

et ces majorations ne peuvent pas &tre améliorées.

ﬂ )' Il y a davantage d'invariants holomorphes sur G que sur ([) mais

4
les trois systémes d'invariants {A ’g {A § {A § » qul taient

-

complets sur @ , le sont encore sur

-+

Démonstration : Puisque les w sont, au facteur 2HL prés, les résidus

x
de x en des points frontiéres contigus aux demi-feuillets ﬂ,(Qt) s
les majorations (12cl) résultent des majoratiqns du (type (9010)) associées

a chaque droite deﬂ ou, plus directement, de la majoration

(12clbis) 'ez"‘l lx*ﬁ) - ‘{%)l £ Ce CHie
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A
valable sur tout d{. pour (: y (: bien choisis.

Quant 3 la majoration (12¢2), elle résulte de (1l2cl) compte tenu
de (12b10) compte tenu de la formule (12b21) qui exprime que TT;i est le
"logarithme itératif" de TTj' et compte tenu aussi de 1'équivalence du
groupe (pour la composition) des séries de Fourier convergentesavec le groupe

D .
(; . (Voir aussi 3 ce sujet la section I%a) .

Une autre conséquence de (12cl) est que, pour tout choix de scalaire:

X = X vérifiant
w W .oy Wwp

12

— O lorsque )] +... |Wpy] —> o©

%’d"""b' b “‘)n.l
(12¢3) (_ l | )

le,.-.:wﬂ,

les deux séries (pour + ou -)

X . 1 + +
(12e¢4)_ Z A (cu multiindice sans ordre; A = A . P\
< 1, e O\ > Mw IR N

. . [] +
définissent chacune un invariant holomorphe sur @; . Inversement, les /qa)
(resp. /\w) n'étant astreints, comme on le montrera 3 la section 13e¢, &
aucune autre condition que (12cl), on voit que tout invariant holomorphe sur’

/]
'63 peut s'exprimer sous la forme (12c4) et que, une fois choisi le signe +

ou - , cette expression est unique.
Or nous avons vu '3 la section 12b que tout invariant holomorphe
l—'
sur',ds pouvait s'exprimer comme fonction entidre d'un nombre fini de

+

variables /q

w (w indice simple). Il y a donc beaucoup plus d'invariants

o - ‘—-
holomorphes sur d; que sur (5 .

On pourrait dans ces conditions craindre que les trois systé@mes
N L3 . . - '-
fondamentaux d'invariant qui sont complets sur d; , ne perdgntAleur
. : 0 .
complé&tude lorsqu'on les restreint 3 Q; . Tel n'est pourtant pas le cas.

Soit en effet g/ %, dans é; et tels que, pour un certain scalaire £ ,
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on ait :

Adu (?) = ﬂ—cw AC-J (g) ( Vo simple)

ou, ce qui est &quivalent :

Rty = € TALQY  (rap Aoty = <*°ALQ)

En se reportant i la demonstratlon de la proposition 12bl, on voit que la
fonction g ' a pour transformée de Borel (aux diracs
K . ¥
prés) umne fonction entidre. Comme d autre part et 3 crolssent expo—
nentiellement sur & ) R_ eroit exponentiellement sur @ d'-) . En
. K 0 .
revenant au modé&le formel, on voit que appartient & 6 et, pulsque
g ‘E, ﬁa& d'aprés la construction de Q. , cela montre bien que g
o
et sont conjuguées dans’ d; . D'ol la complétude sur 6 de chacun
. o 4 - . . ..
des trois systémes {H’wg ) { Awg /{At"g Ceci &établit la propos.ltlon

12c3.

Convenons maintenant de quelques abréviations commodes : dans

1

toute la suite, les expressions "a droite'" (resp. "a gauche", "en haut",

"en bas") signifieront : "dans un demi-plan Rg ¥ » ¢ pour un certain ¢
i " : : . TERLL i
assez grand Gtesp. dans un demi-plan: Re_ zL-¢c I = 2, <,

“Im =z ¢ -¢ ").

Proposition 12¢2 (Lien avec les invariants classiques)

0 .
Pour X dans {[—; et de la forme (9a5), les séries de Fourier

. ) ' + + ..
invariantes [~ et =TT  attachées 3 g par les formules (12bll) et

(12b12) coincident avec les fonctions périodiques invariantes "classiques",

‘introduites & la section 8d. On a en effet

(,s cf. exercice /MLi
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* ¥ "
(125 T = g 0 g , o= g o Oe ("m@wa“)
+ - - +
_ LI ¥ X
(12c6). T = g 0 j ) T = g 0 g ,("h ﬁwd'“)
¥ L/ ¥ * ‘
Ici g et X (resp. X et g ) désignent, comme 3 la
t + - -

section 9c, les itérateurs sectoriels (directs et inverses) relatifs 3 la
direction Aaa + =0 (resp. A(l,gi- =T ) et susceptibies en fait
d'@tre prolongés a tout un domaine (f+ (resp. ‘f___ ), c'est~d-dire "partout
sauf 3 gauche' (resp. "a droite™) (cf. proposition 9c¢l). D'autre part, puisqu'ici
)’L(g) ::1 , les secondes membres de (12¢5) et (12c6) coincident bien avec
)

| .
les fonctions invariantes T['x et TTx de la proposition 8d5 (ou leurs

inverses de composition).

Ceci noté, les identit&s (12c5) et (12c¢c6) sont faciles & &tablir.

En effet, on a d'une part :

’ ¥ % _ . n .,* -n
(12e7) g o f = &AM € P f o e "en haut"
-‘-

+ - Ko

(1208) g* (o) *g o= eUM e o g o e "en bas"
| - +

Mm-> o0

D'autre part, d'apr&s la proposition 9cl X :

Q'f ‘ T .
j@ f(l"l)é ® M (§=M,z63°+)

il

¥
(12¢9) X (%]
+

(12¢10) (?_*(%) = JQﬁ X¥ (M) &_%? dM (%= M ,t € ﬁ)

=R -N
Or les résidus de x* aux points fronti&res S 00 (resp».T Qo )

pour 4 € IN sont €gaux aux 'EL A—L pour (w & _@.+ (resp. _W: ).
y(£3

I1 suffit donc de faire tourner de n

— —

T

les axes d'intégration dans (12¢9)
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et (12¢l0) pour voir, compte tenu des propriétés de la transformation de

Laplace, que :

-

" ¥
(12c11)  bom €o(f .,Q = -z A+ ~&)Z”ﬂ.{%} ‘en haut"
+

_'n—boo w e QY

(12¢12) (? g(%) =2 - Z A-h ;R = 'ﬂ(@) "en bas"

M—aob

I1 ne reste plus qu'ad rapprocher (12¢7) - (12¢18) de (12cll) - (12c12)

pour .obtenir (12c¢5) - (12c6). Notons en passant les relations :

(12¢13) &M\ e g e ()= 2 — Z A'- -w - "’n-(%) "en haut"

o
"> Lt

" ~— - .
(12cl4) eVW eag e [’% = 2 '*-Z.‘ A ij%;—: -T((%) "en bas'

A0

paralléles 3 (12c_11) - (12cl2) et obtenues de la méme maniére, mais en

faisant pivoter 1'axe d'intégration de -t-l dans (12c¢7) - (12c8).

La proposition 12c¢2 permet de préciser les constantes C et C*
dans la majoration (12¢1bis) ou, ce qui‘ revient au méme, d'évaluer
&M\. w(g){ /(_wl en fonction de g . Voir & ce sujet 1l'exercice
fwl
12¢2. La proposition 12¢2 conduit &galement 3 une expression analytique

1 ' . ' .
des germes TI~ en fonction de g . Partons comme toujours d'une (? de la

forme (9a5) et &crivons-13 :
(12c15) P = f avee )= 24 (&) = a2+ a, 73
, = o% = /3 ) = 2+ G2 + 0, T 4.

"~ puls définissons les opérateurs F/ F*/ G , 'L/ L comme 3 la
section 9b. Dans le mod&le formel, 1'itérateur g* peut ‘se calculer en
appliquant indifféremment la formule (19b6+) ou la formule (9b6-). Celles-ci

. . % -1 . : .
font intervenir les opérateurs LL —-i) qui transforment les séries
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formelles en séries formelles. Pour passer au modéle sectoriel, il est
naturel de chercher & développer (L -i~y4 et (L?-i)—, en puissances de L_.
Si on admet simultanément les ?uissances positives et négatives de L , Ce
développement peut se fairevd'une infinité de mani&res (dépendant d'un
paramétre complexe) mais i1 devient unique quand on se restreint aux seules

pulssances positives (resp. négatives) . Posons donc :

-1 ——
azie) (L-1) = - Z L (12¢18) LL'_~1)+ =2
+ my,0 "0
-1 m _ ‘_1 -l m
c L_"'i jnd Z L Cc "1 _ -
(12¢17) (L )_ o (12c19) LL ?_ m%oL

On aura par exemple :

’(f(z) —_— QL—i): (f(z). = -—%0 Cre +"n)

= 1]

Ainsi, & tout germe holomorphe ?9 ', défini "a droite" (resp. "3 gauche")

~ ~ . :E N ..

et possédant un développement asymptotique z; < i 1'infini,
£,y 2, gT2E .

les opérateurs Q__ -1 )+ (resp. L. -1) ) associent un germe de méme

“nel
type, avec toutefois un comportement asymptotique en C} (Z‘ ) si ?9 a

un comportement asymptotique en ca,( %:-Mj .

. e SN -
Si donc nous substituons (L, -1) a (th—1) dans les formules-
+ . -
(9b6+) et (9b6-), nous obtenons pour seconds membres deux s8ries dont le

terme géndral, soit

(') (6% -1)" =

-1
4+
est un ‘germe holomorphe "3 droite', du type O-C'Z--%) , et possédant un
développement asymptotique 3 l'infini. Sous ré&serve de convergence, ces
deux séries ont donc pour sommes des germes ﬁolomorphes "3 droite", avec

développement asymptotique & 1'infini. Comme en outre ces germes vérifient
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¥
nécessairement 1'&quation g O'P =1 -'l'*g , c'est qu'ils coincident
¥

avec le germe sectoriel (? .

+

I1 ne reste plus qu'a.établir la convergence des deux séries
envisagées. Pour cela, il suffit de se reporter aux majorations (9b23)
obtenues précédemment pour (@;Il—-'!)( L;‘-’l))m K; dans le modale additif;
puis de repasser au mod&le sectoriel par la trans;ormation de Laplace gQ s

tout en observant que ogQ (El—i)-l? = LE"—-I);‘.\P . En fait, on n'a pas

114

- setilement convergence "3 droite", maig aussi ""en haut' et "en bas"™, c'est-a-

*
dire sur :f_‘_ . Comme on a évidemment des résultats symétriques pour g ,

on peut énoncer :

Lemme 9cl :

* A

et X peuvent se calculer au

Les it&rateurs sectoriels X
o o

moyen des séries :

<z

ik

2 (LL' E

(12¢20) X% (%)
U nzl

2

(12c21)

1)) 2
z +Z(L i) (G- 1)).2

nl

(12¢22) gj(%) -z +2 (L['-i): (G - 1))%.%

"yl

(12¢23) | -2 +2 (( L-1) GJ )Q\-Z

Mo

dont les seconds membres convergent uniformément sur les secteurs ji_

et respectivement.

-_—

: ¥ :
Plus généralement, les opérateurs F;. , qui substituent le

¥ .
germe g l_%) - a la variable % , peuvent s'exprimer au moyen des formules
+

-
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It

{1+ (@)‘11): @-:)}'.‘ 1= {1+ (@€} -4
N A R (3 R N | A R )

: ¥
(12c24) Fi

. gt B . .
dans lesquelles on peut supprimer les i (opérateur unité) de droite et
remplacer les L (opérant sur des opérateurs) par des L. (opérant sur des

“onctions) chaque fois qu'il s'agit d'appliquer F; 3d une fonction d'épreuve

affine en ¥ ou périodique de période 1..

Pour les itérateurs inverses *g » 11 n'existe pas de formules
. + _
simples analogues 3 (12c¢20)-23). Nous devons donc utiliser, pour le calcul
+ .
de T~ , non pas (12¢3) - (12c¢6) mais (12¢7) - (12c8). Ces deux formules,

jointes a (12¢20-23) conduisent 3 la :

Proposition 12 3 : (les invariants ITi comme fonctions de g )

: 0 4
Pour g dans d; et de la forme (9a5), les invariants T[~ sont
-

donnés en fonction de 8 ::‘g og par les formules suivantes :

(12c26)  ) = = 1—(:2:?6_” ) ) ( 1) LG l))
 (12¢27) = = -\—(_: n )@ [ mo&_) @ )
402
(12c28) T (%) = = Z )

) 2,6

(12¢29) = =z -rL:-E) @-l‘l) % LL—i)-_'_@'-'(»%.%

t ' ‘
Plus généralement, les opérateurs TT correspondants (*) s'écrivent

,* .
™ TT*: Lf . Lf o TTi
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(2e30y 117 = 11~(§°L‘:‘) ZQ\— @ l) {ZL Z((L ()LG- ))
<1zc3'1>. T[—‘;Héil)@-l Z&l ) i{ﬁL 2(& @—t

3 condition de se limiter 3 des fonctions d'épreuve affines en 2 ou

périodiques de période 1 (*).

0
Section 12d : Analyse harmonique sur les groupes apparentés 2 G .

Proposition 12d1 (Analyse harmonique sur les groupes de l'intervalle de Lie)

Les groupes de 1l'intervalle de Lie [@ ((; ] ne poss&dent pas

d'autres fonctions centrales que 'f“/ /ﬁ et leurs combinaisons.

' {
Soit en effet @ un groupe plein contenant G et défini par
une condition de croissance K . Soit dans G deux €léments g et 8

tels que

Fl= 9@ =1 > «@) =«q) =1 s pd)=r0) =

. r *
Alors 8 et 3 sont formellement conjuguées par R_ = } o a . Or, la
: : -
~croissance de g et % s'établit de la méme mani&re que celle de 3

-
et a (par exemple, si 43 est radial, partir de (8c9) au lieu de (8clO) et
raisonner comme dans la démonstration de la proposition 8e2 en utilisant les
N : : *
lemmes 8el et 8e3). De 13 on tire la K—cro:.ssance des et % compte
cl/f‘ 8al . . ¥
tenu de depr, da puls celle des inverses et % et finalement celle

¥
de la conjugante R = g oa . C'est donc que, dans (G » la classe

formelle 6” est une classe conjugaison. On traiterait de méme les .
. 1,

—

(*) faute de quoi on doit remplacer L par L
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classes générales @

I‘/"‘/f

Proposition 12d2 (Analyse harmonique sur les gfoupes de 1l'intervalle critique)

ol) Soit {KM‘S une sulte surlinéaire vérifiant (8f13) et soit K(ll) défini

comme en (8f7). Alors, si g de la forme (9a5) appartient au groupe 3 bord
(Km.) . . . i + - , .
6 ', les invariants scalaires Aw (5) et Aw (}) qui lui sont

assocliés vérifient :

M
(12d1)  Com b [ﬁi /K(lwl)!‘l ' Lo

Kn)

, 11s vérifient :

et si 8 appartient au groupe radial

‘(i2dz> L) boy [ £ o0

6) Plus généralement, si 5 appartient 3 un groupe régulier (*) 6 de

1l'intervalle critique, défini par une condition de croissance K , les

t : v
invariants Aw (3 ont une croissance directement caractérisable au moyen

de la condition k héritée de [K ('x*). De plus, bien que l'algébre des

invariants holomorphes sur 6 croisse quand 6 décroit, les trois systlmes

~d'invariants {sz) Y, { A‘Z% ) {Aw§ restent complets sur chaque

groupe.

(KM -

Démonstration : D'aprés la proposition 8fl, tout &lément 0? de @ )
((Kn

ou d;( )) a une transformée de Borel vérifiant (8£8) ou (8f10) respective-

~ment. D'apré&s la proposition 9dl ces majorations s'étendent 3 i sur toute

t
droite portée par & et se répercutent sur les: Aw , qui sont les ré&sidus

. "~ A
de r aux points-frontiére 5 Qo et Ton' contigilis E_K(Q_._)

(*) cf. proposition 8f1. (*% Via la transformation de Borel.
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ou K(Q_Z On le voit soit par des intégrales curvilignes "autour" des

-

n
points S Qo et T Qo , soit directement 3 partir de la majoration

, -+
lef-_q [ X*(e) -~ Sf%)} £ C e & B K (=)

. . . ~¥ .
valable uniformément sur la surface K toute entiére pour C/ C bien
choisis. Ceci ré&gle le point &« de la proposition. Quand 6 décroit, les
conditions lK et k se font plus restrictives et 1'algébre des invariants
holomorphes s'agrandit : cela apparait clairement en considérant, par

- - ) - 3 3 3 . ) +
exemple, les invariants qui s'expriment lin€airement par rapport aux Aco

(w simple) et en se souvenant que cette expression est unique.

. , . - + -
Enfin, pour montrer que les trois systémes {Ang { AUE /{Auf
sont toujours complets, il suffit d'observer que si on a 3/3 & d; avec
At -we pt . : 15
par exemple Aw(%) - e chf) (¢ = cste) alors la fonction entiére
N . . .
?\ = g ) e 1) 8* , qul conjugue ’ et g dans le modéle additif, est
I -croi | : ¥ ¥ . :
-croissante (comme composée convolutive de g et 2 s qui sont aussi
lK-cr:oissantes.) et appartient donc & 6 = @ G (& cause de la

régularité de H< ). Ceci régle le point B .

Notons qu'id cause des propriétés de croissance angulaire des
fonctions entiéres (cf. exercice'uci) il aurait en fait suffit de s'assurer
: ¥ X : . . .
de la g\-croissance de . 3 ) ) sur les directions non verticales.
On peut donc prouver la complétude des trols systdmes fondamentaux d'inva-
riants en faisant 1'@conomie des majorations compliquées dont on a besoin,
d la section 9d, pour E&tablir 1am—croissance sur les verticales. Toutefois, .

ces majo.rations sont indispensables pour &tablir (12d1) et (12d2).

Proposition 12d3 (Phénoméne de la prolongation analytique)

’ . .. < s o t
8i (B est un groupe régulier de 1'intervalle critique [6/ 43 [-
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tout invariant holomorphe sur 6 prolonge analytiquement un invariant

holomorphe sur le groupe minimal .

C'est 13 un simple corollaire de la proposition 12dl. En effet
-]
d; - (;> ,-d'oll 1'inclusion inverse pour les algébres d'invariants.
Ce résultat, trds utile pour le calcul pratique des invariants, s'é&tend

o i
d'ailleurs essentiellement & tous les groupes de l'intervalle [@ , @ [ s

réguliers ou non (cf. exercice 12.1“)

On peut donc dire en résumé que, pour l'intervalle de Lie, 1'ana-
lyse harmonique est &lémentaire et que, pour. 1l'intervalle critique, tout

0
se raméne au groupe minimal. @ (*).

Section 12e : Calcul pratique des invariants fondamentaux.

Partons comme d'habitude d'une X de la forme (9a5) et posons

4y = L. X(z): e+ 2 a 2"

ny3

n

Les invariants scalaires comme limites dans les modéles additifs ou de Poincaré.

+ .
Dans le modéle additif, les invariants Aw (3) apparaissent comme
- - o . -
des résidus, aux points Q & a K » de la fonctions résurgente X
Plus exactement, pour # voisin de. Q , on a :

3
(12e1) x*u) = ‘{’Q @ - L A0 ‘fQ @) b\h(%——w)

i - (X1 28
[ )
avec W = Q et ([DQ y L{)Q réguliéres au point Q . Comme &€& .(Z_ :21‘!('.2/
* B
il est clair que la fonction ZT{('_ ( | -6%) 8 (%} tend vers Ai
lorsque # _3-62 et, s'gidant de (9e5), on montre facilement qﬁe 1'é8lément

. R 1 .
de Weierstrass de Jm (1 ~e) x*(%) en un point ¢, proche de Q

I
(*5 Quant aux groupes non comparables 3 @ , voir l'exercice 12&2
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n
est une série Z Con X qul reste convergente pour x =w -3, et
. s . . t
dont la somme est précisément Aw . On peut aussi exprimer Aw par des

intégrales du type (12b30).

On obtient des résultats analogues dans les autres mod&les "gras"
(cf. section 3c). Dans le mod&le de Poincaré, par exemple, les Am appa—
|

m
raissent comme limites, pour & tendant verticalement vers Q: S Q, = oy

" . . Sy -l ¥
ou vers Q =1 Qo =1 _i , de la fonction Zn(_ A(@)(b(%)-‘() 8(%)
i
( )) = fonction modulaire classique) et, ici encore, on peut passer 3 la

limite et faire ® = Q .

Toutefois, ces procédés sont malcommodes d'exécution et, surtout,
) _ *
ils ne permettent pas de calculer le développement de Aw(3> en
fonction de 1'infinité des coefficients dm. de 3 (*). Aussi faut-il

chercher autre chose.

Expression analytique des invariants scalaires.

Si on pose

zeny K" 2 Q-1 = FL'-1 K= 6'-1 =LF -4

)
et si on introduit les opérateurs
¢ + NN
Ko KD
n
‘ (m,m;éZ)

™

azen < Ky = 1™ K~
% %
| Kp=1 &K

ml/"'/M’\.: Ml l_“h.

¥) Cela tient 3 ce que, dans les limites envisagées, chaque mondme

N, Nn

Qa .. O apparait une infinité de fois comme coefficient des

L My .
. e . n . i 2
différentes puissances 2 (resp. des exponentielles & )
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alors les formules (12c30) et (12c31) peuvent s'&crire
+ "+ oo -
(12e4) T =1+ Z ® K =1 +Z @ K ‘o Can.
m_ i T o S
- "ot - .
(12e5) n = 1 + Z @_1 K‘h. '='1 + Z @1 KM u@u. euxul' l
m vy v

-

ol 1'on somme par rapport & tous les multiindices q= (4\, ;- }'YL,,)

sur
L ]
Z et ol les moules @:( sont définis par @f‘ =1 et par:
'V\U.../’V\A_
: . . . ¥

ATRAVLTY L U : ¥*
(12.7) @ =L“‘) Moy My ... 2Ma e O Aunon ()

N
‘h iy, R | n
ey ' R jyese
(122‘8) @ — @ / 4

{ - 1
/\./‘

Wy e ) N, Y 2
o A
(12e9) @ = @

-—‘ bad v.,‘

On vérifie que @,‘ X @_‘. =1°. Les formules (l?.e‘t'-S) ¢inverseat done:
+ " + : h\( - : ]
(12100 " [1 = 1+§. @_l Km = 'H"; ® K-u "o Bona

121y 1] = 4 +Z @:ﬁ K:L =1 +MZ @?{K,; e Lok

En appliquant maintenant & z les opérateurs figurant aux deux membres

des formules (12e8), (1229), (12e10), (12ell), on obtient, compte tenu de

+ -
(12b11) et (12bl2), 1'expression analytique des invariants A(u et Aw
(et par suite aussi des Alu ) comme fonctions entidres des coefficients

de Taylor &, de g (coefficients qui sont aussi ceux de
‘( -(

8, ) ou encore
» - - -‘
en fonction des coefficients de g = X o e

. En effet, €tant donné

(9b8*) , (12e2) et (12e3) , on voit que chaque terme

@-) wa_ 'R ) Oen musles ®;=l Y Mem‘wz ;\.{M}u\& ébowuc aux Mmowbey T:.;

de lo nechion te . leo msules Ty, Dok Acjunébriguues maods difflzcile & ecaleulin pankindk.

Les meonte, @), MWPAW’I‘%M&% % rake exy&:d(aua.} d&Puul, V.An.lw.k
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M + "y +
@_‘ Km o ®, KM (m Imueﬁdaiica)
wmene @ K OF KL (ol
respectivement - " ow ), KM | (’k Wu&zw&u}
est une combinaison linéaire, i coefficients rationnels, de termes du type :

4 4 9 o _ma
Taltat 2 @) @) ... @)

4‘1(“1.(- . '_('”lt

(12¢12) A

respectivement :

q -Mm, . -m
(12e13) a“aﬁ‘.,,af* Z (#n,) @--f'n.,_) ...@-ML,,_) "

"l, é'”‘._é...é’nn_

avee 1+ Z’m( = z d l{ et avec les M; parcourant tout zZ .
< ¢ |

De plus, on a toujours M, +...+ My >/ 3n-1 . Les séries (12el1l2) et
(12e13) sont donc convergentes et elles ont pour sommes des fonctions pério-

diques faciles 3 calculer, puisqu'il suffit de r&duire chaque fraction

rationnelle TT @4. ne )- t en &€léments simples pour tout ramener 3
A
. M-t luimz
d . t u u
es somes LU lnin) e o bovik
Z- -m m-)! w0
G-} " ) = ‘
MN= =P

. M- lqi
Ll 2 Qmm) e M g Bun

m-f w0
affectées de coefficients du type -9

Biyoe,dn _) _da
(12e14) ?4 - 2 n,ooMy,
1SN L... &0
ou du type
Byynp ' 2 _A
(12e15) ‘; ’ - 2 no Ma "
<

0<’h.<--~4’nn.

pour des valeurs entié&res des AL .
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On trouve ainsi :

+ /h, A, Ny M, My Mg
azes) A, W) =2 "H o, + > “H,a, ay, + Z H Gy, 0y Ot
lﬂ'l. '/ M43
" avec par exemples, pour _ w éﬂ+ = Z.HLIN*
+H:l = ?.-—11—{ &JM‘—'L
||
Ll qo m1_

'™
]8

( ;(«,w,‘-—n—\) C M 4Ny =BT

+ MM ) a4~
H = ZHL@'L") Moe L )
: A-y A4, < M=A-1
w
X (- MMy -4 =1 [_
ehe... A=1 @-0l ) z( v ) Tt 4= T

)
Remarque 1 : Le développement (l2el6) a &té &tabli pour 3 dans A; , mais,
3 cause du théoréme 12e3 sur le prolongement analytique des invariants, ce
développement conserve sa validité quand on prend f dans les autres

-
groupes réguliers de l'intervalle critique et notamment dans G lui-méme.

i ')‘,/ IL
Remarque 2 : Pour une majoration des coefficients H . , voir

1'exercice 1225 .

[
Remarque 3 : Les moules §< et 34 ne sont pas symétriques, mais ils sont
—_— =

1liés trés simplement au moule g. de la section 4c, qui, lui, est symé-

trique. On a aimnsi :

b“ﬂ:‘_ A"IA" A 'f"dL A,/d‘l. A,""aq_
;é = ;4 T ; Z * -':—- %

;%‘»53 ;A:,M, 43 ; A 7 Artdy Zdl'“l‘-/ As 2/3:‘”1-*03

A,42,4,
_ gl

ZA,, d.t 43 .

_L _'- Z‘Al't‘a‘lv/ng +—'— ZAI"'A’L’*‘A;
2 2 ' s
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Remarque 4 : Pour des expressions intégrales des moules z&ta et apparentés,

voir l'exercice '122.‘(' .

+ w
Remarque 5 : Pour les opérateurs GT . L(’ ___3"(0 o ek avec

w € (E_ , on a les expressions :

aran (1) = 1 + 22O, KL =1+ 2 G KL et
(lZelS)-Q—T-)M:: 1+ ;‘ @Tw K:L =1 +;@: K,:L “om Rosk”

»
avec un moule @w; défini par :

@Mx, @,;,’(Mw.g.[«—l) AW r(w=1).. @-q-u)(w‘—q)
w Rt
(12e19)
o.uec_r. Z‘LC]::Z'I.;['\'H]=
* MMy ¥ NNy ¥ ¥ ,
)
et 1'on tire de 13, pour les opérateurs de dérivation ¥ LF—B n* '9'%'_ Lf

les expressions
(12e20) TT; = -\-Z @M K:L = "Z @m— K;_ Ilé\& (gM“
(12e21) ﬂ; -2 @®" K,: _+2. @" K,—,,_ “en Rouk

avec un moule @ défini par :

@¢= o o @:/-'vm'tz Q")q*‘ F*‘ qael (*}

nl

2:4 q -2 1 ; }q*-fq*:ltq

(12e22)

L('V‘L." X ”\{7/1'((_“

On remarque l'analogie formelle des formules (12e20) '(12e21) (12e22) avec

la formule (2a9) du lemme 2al. En fait, c'est plus qu'une analogié, et le

() SAUL (R b manle & &Jc"m.wcruo. rmhh& e%A.Q o o ba }:\&M&J&Q
T de &\Auium e . le msule T ek ollerne. W&ude&u&m caleuCon

ket Le tuans @ wesk ps allerne, s 20 eok axplicilement-ddfou pankok.
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lemme en questiom peut servir a &tablir les formules ci-dessus.

On notera bien, d'autre part, qu'en appliquant & % ou a une
fonction ?(j_-) les séries d'opérateurs figurant aux seconds membreé de
(12e17) - (12e18) = (12e20) - (12e21), on n'a pas, en général convergence
vers une fonction périodique : ce sont seulement les coefficients de Fourier

qui convergent séparément.

Remarque 6 : Lorsque % est pleinement it&rable, de générateur infinitésimal
g , qu'on pose G* = % f(.. et qu'on définit les 6*@ 3 partir
¥

, + t
de G_y_ comme les KM 3 partir de ,Ki , alors les opérateurs T~ et ﬂ

(resp. ﬂi

X

N J
aux précédentes, mais faisant intervenir les mouleg symétriques _E‘ Gesp.

le moule alterné T )_\mbwd.tib E.Qo\ pechon te .

) s'expriment en fonction de G*_ au moyen de formules analogues

Remarque 7. (fonctions invariantes et opérateurs invariants).

On peut d'une fagon générale rechercher toutes les fometions (ou

séries de Fourier formelles) invariantes de la forme :

o+ 2o A

(12e28) é) s Yim
' wel2

resp (12e28bis) | 1 _ —w?
e28bis (? — (f* () = g_ni ﬁw (_g) e

qui généralisent les fonctions (séries) TI"t et ﬂ: des formules

ALH) et (ALMO) respectivement. Ici la condition d'invariance s'derit :

k3

(12e29) : + R
€ f-, 3 = -& f -
f"apoﬁ)( ! (do) H*L) PM Lﬂ_’

I

' 1 + &‘ -
resp. (12e29bis) . ~ = _ g +o + U2
tg&.gpa) €] L{;u) (2+e) )

C‘) Cu%(’mm&)l' sy mowley ®. ek @:w- , leo maubes T. ok T;,_ P
d&ealy & A&fg;w; prasdnd, mado Lol ek L\AQL‘;,,\MQ.&_QO_,
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=t
et implique que les invariants scalaires ‘7%(» (é’) et ‘ﬁw (f) ’
1

4
coéfficients de Lf et L(; , s'expriment d'une facon homogéne par rapport

aux invariants fondamentaux /qa.(g) . Autrement dit :
* +
(12¢30) d%w - 2 Ko wle A= 2 A,
o W = ol WASAF Al Voo ' “9“;“"‘ - Q_JMA.(L@‘{(AJJ:Q
) _S_ 2o srdne
resp. (12e30bis) Jta, = 0(“)““7‘,_,‘L Ab'...AwA:- Z 0(‘,/'],0

N llsw), ~

On peut aussi rechercher tous les opérateurs invariants de la forme

1

(12e31) (? — q)t 1+ mZ M__: K:; (J’) nmulkivindice sua [N ek

n Kulh) = K, defis
; M K+(g) LOVWNR w.(‘i'l.e,3> '

]

+
‘resp. (12e3lbis) g - <P¥

1 p
qui généralisent les opérateurs TI et -ﬂ.,‘_ des formules (12e4-5) et

(12e20-21). On ajoute bien silir les conditions :

(12e32) Q*LCPi) = @i ® @i (MW&WQ>

*

resp. (12e32bis) U‘(Qf) = q)iébl t | ®?: (i&w‘“’b‘“)

Il se trouve cependant (voir exercice 12&@) que les conditions (12e31) +
$\ W
(12e32) déterminent les opérateurs Cﬂ ) 34 une puissance W™ prés
3
et que les conditions (12e3lbis) + (12e32bis) déterminewl'opérateur TT* a
un facteur scalaire prd&s. Pour avoir quelque chose de nouveau il faut donc
[ 4 . - .
.prendre pour M"'i et H des moules-distributions (cf. section ll‘c) et chercher

T i
(P (resp. q)*) sous la forme :

R
(12¢33) f o P My, 7 Ke

(

&

]L?, [WELR n
N

$) dk .. .dk
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- _ + b, ..k '
resp. (12e33bis) 3 —_— ?* = Z M K: Z_(X) OU"(CU"A_

n‘>/' {RR. e

[ ]
avec toujours les conditions (12e32) et (12e32bis). Pour M bien choisi
(cf. exercice 122.?‘) on obtient effectivement de nouveaux opérateurs inva-

riants.

Or si l'on pose
.*.
(12e34) Lf—(%) = ?i. 2 ek Lf: (&) = q): .2

on &tablit une correspondance entre les opérateurs invariants (12e31-31bis)

et les fonctions (*) invariantes (12e28-28bis), c'est-a-dire en fin de

»
compte entre les moules—distributions M;iou H des formules (1l2e31~-31bis)

et les scalaires O(U ou X, . o des formules (12e30-30bis).
—_— 1@ bod PRALN Ad :

On trouvera 3 l'exercice 1leF des indications sur cette correspondance et
1 +
en particulier des crit&res pour que la série “? ~ "f

(3)

o
(**) chaque fois que g & @ , comme c'est le cas pour les fonctions

solt convergente

. . . P
invariantes classiques T~ = 1T

g .

Section 13f : Le cas général ( r.,a(//) quelconques). Analyse harmonique multiple.

Le cas général (*\/ulf quelconques).

Nous serons tré&s brefs, car le passage de la classe-type Qll/ 03
a la classe générale d}, o, /’) se fait sans difficult&. On obtient toujours
des syst&mes complets d'invariants en remplagant les Aw par les coefficients

A, , indexé& sur ﬁf‘ , des équations de résurgence (JFE). Si 1'on remplace

3
dans (3F€) 1a dérivation &trangdre A7 par l'opérateur étranger A? (cf.
+ W
. . Itw|
(*) ou séries de Fourier formelles ("*) A:e, Q{AMM}\ ltﬁwl Lo

@] = o2
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s +
section ’L(’,—) on obtient des coefficients y qui généralisent les Ab et

qui, tout comme eux (et & la différence des A? ), possédent la propriété
. [/.
(13£1) éwvnug;\_ : l/q [ ol

[&l—-aoo

+
Vi < o2

. -]
lorsque g appartient au groupe minimal G .

On peut, comme dans le cas—type (l, l,‘O) , regrouper les invariants

. La seule différence est qu'on

fondamentaux A? en séries analogues 3 TI:;

obtient maintenant Z.r._ séries au lieu de la paire T[;)T(;_ pour )L:-" .

Tout comme dans le cas—type, les A? (8) et les A;: (2) - sont des fonctionms

entidres, 3 croissance exponentielle, des coefficients de Taylor a,'\ de j .

Enfin, les méthodes analytiques pour le calcul des invariants fon-
damentaux s'étendent aussi au cas général, avec comme seule différence que,
. + '
dans les formules exprimant les A et les A en fonction des coefficients

Y

[
(l,,L de 3 , 11 faut faire intervenir le moule ; sur + 2 et non plus

sur Z .

Analyse harmonique multiple.

4]
Soit @ le groupe @ ou l'ur_l des groupes apparentés. L'analyse
Moo :
harmoniqueVsur consiste & &tudier les applications multicentrales (resp.

multiinvariantes). On entend par 13 les applications :

wo A 3,& s A(‘i'“"&)

de G X (B X ... G (m fois) dans c telles qﬁe

(13f3) A (Eog_‘oal .. ./-Plo&\oﬂ) = A ((?;""/3'&)

pour taut eL & G Q’esp. p.our ‘tout ‘?\. & G et tel que tL(R)7/,L((Y.,) 'VL)
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La grande différence entre 1'analyse harmonique simple et 1l'analyse

harmonique multiple est que dans le premier cas, il n'existe que trois inva-

riants &lémentaires ("') , 4 savoir r._(g) y o((l?) ) F(?) , alors que dans

le second cas 1l existe une infinité dénombrable d'invariants élémentaires

indépendants. Ceux-ci sont étudi&s dans une publication antérieure *.

L'autre point 3 noter est qu'en un certain sens tout invariant
multiple de M arguments 3,.. . ,3 peut s'exprimer en fonction des inva-
’ v "
riants &lémentaires des M arguments 0? pris ensemble et des invariants

[

non &lémentaires de chaque argument g pris séparément (¥¥)
L

Remarque : A la section 121{ nous avons passé sous silence les groupes @ a
cheval sur le groupe mé&dian @' , c'est-3~-dire tels que @o ¢- d;l et
@o jD Gl . Sur ces groupes, la recherche de systdmes d'invariants qui

soient & la fois complets et véritablement explicitables semble trés ardue

(®¥¥). Mais ces groupes sont franchement irréguliers et on peut les oublier.

o
Section 12g : Représentations de @ et des groupes apparentés dans des Hilberts.

0 1
Soit (7 un groupe de 1l'intervalle critique [@ ’ G [ On peut
construire des représentations de G dans des espaces de Hilbert qui, sans
étre unitaires, "révélent" malgré tout les invariants de (E . Voici trés

briévement comment on peut procéder.

v ——
Soit comme d'habitude ._(Q = 2.1'(5. Z et 02, = @4'__?2 . Appelouns

domaine de comvolution sur @, tout domaine de 02. qui contient "1'origine"

Qa et qui posséde la propriété@ suivante :

(¥) Théorie des Invariants Holomorphes, J. Ecalle, Publ. Math. d'Orsay
(Partie B, chapitre IV).

*¥) cf. exercice ﬂ_g?_ (F*¥¥ cf., exercice 11 d1.
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pour toute paire ?;/ﬂ de germes analytiques réguliers en Qo s
(12g1) le germe ? *—ﬁ est prolongeable holomorphiquement & o@
] .

tout entier chaque fois que 'fl et ?L le sont

Cette condition n'est pas trés sévére. Elle est remplie dé&s que le point
courant P de oZ) peut-8tre joint 3 1l'origine Q, par un chemin symétrique-

. . '] N
ment contractable dans OO (cf. section Zd—).

o .
D'autre part, pour tout Q & 9 (K (¢c'est—-3a-dire pour tout

point de ramification Q de & ) disons qu'un domaine V) de ﬂ& enlace

Q si, aprés "suppression" du point de ramification Q , le domaine DZ)

en vient 3 se recouvrir lui-méme partiellement.

Celd étant, fixons un point de ramification Q et prenomns sur ﬂ,.
un domaine de convolution OZ) qui enlace Q (11 en existe). Désignons par
073 la projection sur (E —-ﬂ du domaine 02> . Puis introduisons les
espaces de Hardy HZCOD) et Hi(oi)) formés des fonctions holomorphes
de carré intégrable sur DD et OD. . H'L( DZ.)) peut évidemment &tre considéré

comme sous—espace (strict) de 'Hz (&2) .

1
A tout élément 8 de (B associons un opérateur F sur H (bD)

qui agit de la manidre suivante :

ey F. Y = ‘ng = 03 ($o0) V¢ e HD)

ol 8 (resp. ‘f ) est la transformée de Borel (resp. de Laplace) de (¥
(resp.? ), c'est-a-dire son image dans le mod&le additif (resp. formel)
et oi © et @ désignent respectivement la composition ordinaire (ou

substitution) et la composition conyolutive (définie en @-9-1)). Puisque

3 = @(? est- (¥) holomorphe sur tout 0?, , il appartient (¥) évidemment

(*) aux diracs pres.
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L -
3 H (bD) et puisque, 3 la différence de la composition ordinaire, la

composition convolutive @ conserve 1l'intégrabilité quadratique sur tout

domaine de convolution (cf. exercice 12 ‘L), on voit que 1'application

N
3—>F définit une action (continue) de (B dans H é@) . De plus, cette
1 L]
action laisse invariante le sous—espace H (SZ)) car X est en fait (X‘)

une fonction entiédre.

Or, l'invariant AQ (8) est, & un facteur pré&s, le ré&sidu en Q
de la fonction résurgente X* ou encore de y pour Ay irrationnel. Suppo-
sons que AQ (3) —Tf- O . Alors 8 est encore ('*) ‘une fonction holomorphe
sur 02., et @ , mais plus sur @ ni o’Z.) . En effet, ce n'est plus une

fonction entiére, mais une fonction résurgente qui vérifie les équations

(9 -FS) pour toute dérivation &étrangére A‘g et une 8quation du méme type pour

1'opérateur AQ =Q—R) r avec r Q = Qo (cf. sections 20.1 et
9‘{:). Par suite, 1'opérateur a des puissances irrationnelles F qui
3 Z 3 3
aglssent encore sur H (()D) mais qui ne laissent plus invariant le sous-
(8 2 s
espace " (@) , comme on s'en persuade en faisant agir F sur des (]0
4

polynomiaux par exemple. En fait F , comme opérateur sur H (bD) s

n'admet pas de puissances irrationnelles si AQ ((?) #£ 0 , mais il en

admet si AQ(g\] =0 et si OD n'enlace que le point Q .

De méme, si gla € ([D et si AQ (3) _TLAQ(ﬁ) , il

correspond i ‘3/% des F, G qui ne sont pas conjugués en tant qu'opéra-—

teurs sur H‘L (o'b ) .

Comme on peut toujours construire des domaines OO qui n'enlacepk
que le point Q considéré, on voit qu'il existe des représentations hilber-
. tiennes de @ qui "révélent" 1'invariant AQ et lui seul. A 1'opposé, en

prenant pour OD la surface “, toute enti8re et pour Hilbert 1l'espace de

(*5 aux dirac§ prés.
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Hardy H}.K) relatif 3 un poids qui croit assez vite 3 1'infini et prés
° ) . - - .
de '3 02, (cf. exercice 4282,) on peut construire une représentation hilber-

tienne de 6 qui “révéle" simultanément tous les invariants.

Bien entendu, ces représentations ne sont ni fermées (¥) ni uni-

taires, ne peuvent pas l'@tre, et ne conduisent 3 rien qui ressemble 3 des

caractéres.

Section 12h : Résumé du chapitre 12.

) o
Ce chapitre est tout entier consacré 3 l'anmalyse harmonique sur @

et sur les groupes apparentés, c'est—-a-dire 3 la recherche. sur ces groupes

des fonctions centrales (scalaires ou non). On est aussi conduit 3 introduire
des fonctions "presque centrales" ou invariantes qui, comme les fonctions

centrales, vérifient identiquement
_ <
A(RoPoR) =A ()

mais seulement lorsque h(p\) >r,(_(f) .~ Comme d'habitude, on se limite
aux classes-types, caractéris@es par les valeurs L,\., o(/l)) = Q, 1 / O)

des troils invariants élémentaires.

Le probléme de 1'analyse harmonique se posant surtout pour les
.. ° !
groupes de l'intervalle critique. ‘_@ / G) [ , On commence par examiner
i- .
le plus grand d'entre eux, qui est &; . On s'apercoit que, pour tout
T N—
point de ramification Q de la surface @, — C = ﬂ 1'application
. : *
8 —_ RQ (8) qul associe a 3 le ré&sidu en Q de son itérateur x

(dans le mod&le additif) est invariante. Ainsi, pour :

3(%): %+1+O'(%'1') /‘R('i).:%'f;c-foh(%-?;é:w.
on a idéntiquement : AQ (—9\ o‘(fvo R> ‘ e_C.(u AQ ({]P)

I

() sutromontc ik , 0 vnoge de € doms Auk B'WD) a/est o Somde
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o
L'ensemble { AQ 5 Q £ ’b 02.} constitue un systéme complet d'invariants :
il suffit A caractériser les classes de conjugaison. Toutefois, ce systéme
n'est pas libre : les AQ ne sont pas indépendants. On y remédie en intro-

. . “+ - _ . -
duisant les coefficients /‘ A A ~ des équations de ré@surgence
w ) w q g

3 —ufdF _ N L
AT T Y\ A APt BV L

qui définissent trois systdmes complets et libres, dits systémes fondamentaux,

d'invariants sur Gl'-:
(Ao e @] 5 (A 0el] A eS0T

I1 se trouve que les invariants /% introduits ci-dessus sont tous holomorphes

et exponentiels, en ce sens que /‘(g) est une fonction enti&re, 3 crois-—

sance exponentielle, de 1'infinité des coefficients de Taylor de g

v o l
Sur les autres groupes de l'intervalle critique {;d; / 45 [: les
trois systémes fondamentaux d'invariants restent complets. On voit toutefois
apparaitre des restrictions du type (12dl) ou (12d2) sur la croissance des
. . . . ¢;° . .
‘invariants. Sur le groupe minimal » les restrictions en question

revétent la forme
54wl

lomosupe |AD ] <oo 5 lumag AL oo

W -3 w = oe

for

Elles assurent donc la convergence des séries de Fourier formées avec les
Ai . s . ' ‘o . e qs
w* De fait, ces séries de Fourier s'identifient aux fonctions périodi-

ques invariantes:
+ ¥ * - ¥ ¥
" = f og (m&m) ; T o= 50(? (&&Ba.,w(-)
- + + - '
_ 0
qu'on peut définir &lémentairement sur le groupe 45

Suit une section consacr@e au calcul pratique des invariants fon-

damentaux. Les formules auxquelles on aboutit font un large usage des
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divers moules, symétriques ou alternés, qui ont &té introduits 3 la sectiomn

e,

On termine par quelques reflexions sur le cas général (YL,&,f
[4
quelconques), sur les représentations de (; et des groupes apparentés
dans les espaces de Hilbert, sur l'analyse harmonique "multiple' et quelques

autres sujets connexes.
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o
. o . /
Chapitre 13 : Synthése harmonique dans @ et les groupes apparentes.

Section 13a : Introduction.

o v
Au chapitre précédent, & chaque &lément (f de @ ou des groupes
_ : {5 des i . lai A H“‘ A" .
apparent&s, on a associé des invariants scalaires ui
généralisent les fonctions centrales et qui sont dé&finis comme résidus de cer-
taines fonctions résurgentes associées 3 g . On a ensuite regroupé ces inva-

riants dans des séries de Fourier. Par exemple, dans le cas—type

f‘(g): l./ K(op)zl'l/?(g).—_o , on a posé :

: - 2. AZ et

M) =2 -2 AZ &t
vl

el

(13a1) Tty

/

(1322) *M(z) = 2 -2 A &Y S =2 - Zﬂ Ale“?
: wEIL

~lr

- - -
M) = -‘g.ﬂﬁwaw ; MRl=-T @ = - 2. Awe.

we -
avec _ﬁ_ = 2ut Z ) ﬂ+ = 2n¢ [N*

\l

(13a3) T (%)

A0 -~ 2 /N*,
K

On a vu d'autre part que, partant d'un groupe plein , on avait

/

-+
des majorations précises, du type (12dl) ou (12d2), pour les coefficients Aw

P 3 4 - .
des séries I~ et =T . En faisant un changement de variable :

%-—.)-:_L.&y%%

Lui

; ] . S it
(13a4) M= (1) w=d T° (2) = e.x}\(i' lnin (:i%;)): %+%O_Nm z

k4 + . -
03 —> M R) = u}x(:t Zm*n(i-‘- &r)): 2 +Z T 2
ant " "
D
+ .
~on aboutit 3 des séries T~ et im qui appartiennent 3 un certain groupe

-~

Ko 60
plein G , apparenté a et défini par une condition l‘Ko facilement

3
déduisible de la croissance des w » C'est—d-dire en définitive de K

elle-méme.
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Si donc on considére des (? de la forme-type r_(g) = [/o((g).:)}/(f) ._—__D}

autrement dit si on fait varier g dans d;

on a l'application :
L1,0

K K. K,
(13a5) 3 — (mt, ) @W, — 6«6

Mais d'apré&s la proposition 12d2, chacun des 3 systémes fondamentaux
d'invariants est complet. C'est vrai en particulier pour le systéme
At ﬂ* ' C e s . c e .
“, W & et ceci signifie que (13a5) applique injectivement les
e G LS o
classes de conjugaison de I,1,0 dans * . Cette application
) . . - -+
est-elle aussi surjective ? En d'autres termes, le: systéme {Am 5 w éﬂ*i

est—11 libre ?

On verra que la réponse est oui. Ce sera l'objet des th&orémes de
synthdse harmonique qui affirment, pour chaque couple QjT+/ rn') aux coeffi-
cients “(0 —-croissants, l'existence d'un ant&cédent g aux coefficients

B(-croissants.

Cet anté8cédent n'est évidemment jamais unique, puisque tous les con-
-\ ' v
jugués R o g 0 R d'un g donné ont mémes invariants que g quand
b_(ﬁ) ;> h_((?) . On verra cependant, dans le cas du groupe minimal,
4;0
qu'il existe, dans chaque classe de conjugaison de , des représentants
g privilégiés qui sont explicitement constructibles (c'est la "synthése

harmonique canonique') et présentent des propriétés remarquables.

l——
Section 13b : Synth&se harmonique dans {5 .

-

Rappelons que le groupe d} est formé de toutes les séries
g(_:e) ==z2(1+ MZ?,.I a4, -'(-Jh) pour lesquelles ’h_‘ ((1,,‘[%t - 0 quand
N —> 020 et que c'est le plus gfand groupe radial de 1'intervalle critique.
Raisopnons sur des &léments de «;- de ia forme-type (9a5). Si on passe
au mod&le additif, 3 est de la forme S, +8 + a‘+ , ol S/‘, sont

des diracs et ]‘ une fonction entidre libre de croitre aussi vite que l'on
i
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*
veut. De méme, 8 est une fonction ré@surgente dont la croissance n'est a
priori soumise 3 aucune restriction. Si maintenant on se reporte 3 la formule
- . * [ v 3 .
(9b12+4) qui exprime en fonction de K (par le biais de 3, ) on s'aper-
I+
goit que pour tout %, mnon imaginaire pur, les valeurs de T en chaque
point Mg, (*) :
~- sont aisément majorables en fonction des valeurs de x sur le disque

4
\z] é m,[i-o_' ou méme simplement sur le segment [O/ m%,] 4
. -+

- dépendent effectivement de la valeur de ‘ en ng
+

On peut donc, pour toute fonction entidre 6 , tout entier M et tout couple
+

scalaire (A+ , A_) , ajouter 3 ‘ un accroissement fini Da)' inférieur
+

en valeur absolue 3 L™ sur le disque 12l dm [%0[ et tel que le
x¥ + DX* correspondant garde aux points %%, ,El%, y ces 2 MR,
les mémes valeurs que x* » tout en prenant aux points {M-H) 2o les

valeurs A;r_ . Partant d'une suite scalaire quelyconque {AM) m & Z*i on
peut donc, de proche en proche, constwuire une fonction entidre
il D, X +D ¥+ D3x+.. .. & laquelle la formule (9b12+) fait
¥ 2 + +
correspondre un fonction ré&surgente r qui prend exactement les valeurs
aux points AM_' . Enfin, au prix d'une 1égdére modification dans le raisonne-
. m
ment, on peut remplacer la sulte {/I\.%D’g par les suites. {S Qo\ ou
"M
{T Qoz de points de ramification et les valeurs en NM%, par les résidus
en ces points de ramification, c'est-a-dire en fin de compte par les Aw .

D'oli 1'énoncé :

. i~
Proposition 13bl (Synthése harmonique sur d; : existence)

+ -
Chacun des trois systémes fondamentaux d'invariants {RWL{R&JS/{AM’%

(*) plus exactement, au point de & (Qt) situé au—dessus de M T, .
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sur le groupe d; est libre (¥). En particulier, l'application :

l—

ob
(13p1) d? —> Qm*/m‘) 5 Lo D G x@w

est surjective.

Parton maintenant d'une famille scalaire quelconque
{Aw , W & _gl.* = i Z* et cherchons 3 construire explicitement
des &léments g de @ , de la 'forme—type r.(g) =] ) % (cf) =1, ,0(8) =0

et tels que A - A pour tout w .
o Q) w

*
I1 suffit bien siir de construire l'itérateur g ou l'itérateur

. *g g .
inverse de puisque

(13b2) (? = *(? o P og* ((awvee biz) = = + 1)

Or, d'aprés la section 9e, si (g admet pour invariants les /%O , son itéra-

teur g vérifie les Equations de résurgence :

(13b3) Aw (f* = - Aw e__w (‘?*‘I) szw & ﬂ*)

tandis que son itérateur inverse g vérifie les équations :
*
asay A ¥ = A,u J (9.—_3 Yo e f*
o 31 /

Réciproquement, le systé@me (13b3) (resp. (13b4)) caractérise les
itérateurs (resp. les itérateurs inverses) des &€léments g d'invariants /Lu.
Soit en effet une fonction résufgente R de la forme R_(_:g\ = 2 + O (;-‘)
et solution du systéme (13b3). En raisonnant comme & la section Je **), on
montre que a- admet un inverse de compoéition.&, qui vérifie le systéme

(13b4). Puis, en utilisant la régle (2e3) sur la différentiation étrangére

*) et complet, d'aprds la proposition 12b2. (*%) pour &tablir (9el3)
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des fonctions composées, on montre que

(13b5) Aw ( R o0, R) =0 Yo € T (@(1):;1:)

‘—
Mais (13b5) exprime que f’& o.e © R est un &lément de @ . Nous le

noterons gv . Vu la forme de R > (? est du type ‘I«(J’):—! /o(.(g)=l//3(é>)=0
' ¥*
et ,comme la propriété de factorisation (13b2) détermine X sous réserve

hig 0’ -1 . . ve s *
que g (%) = = + (= ) » et 11 est clair que l'itérateur de

X colncide avec ‘R_ .

~

Tout revient donc & résoudre, au choix, le systéme (13b3) ou (13b4).

Bien que le systéme (13b4) soit lin€aire, il vaut mieux considérer le systdme
(13b3), car ce dernier a 1l'avantage d'&tre pur, c'est-3-dire de ne faire

intervenir que les'dérivétions gtrangéres Aw et non la dérivation naturelle
? = 2 . Cette circonstance fait qu'en partant de 1'expression de la

2%
forme restreinte des itérateurs (*) :

(13b6) <g-k> = I - Z A&J !-; Zw (o multiincice sur ﬁ* )

puls en y effectuant la substitution

(J,,...,U,L LJ' ...Ia)n_’
asn L —_— w

W
pour une représentation A—stable Z. — w“ des pseudovariables (*¥)

on obtient dans le modé&le additif (***) une expression

(13b8) K(P) = 8/(") — :Z Au r; ww_(P)

qui, sous réserve de convergence, satisfait au systéme (L3b3) (¥¥*%¥)

(*) Cf. section 9e. (**) Cf. section 6d. (***) Cf. section 3a.
("'***) Ce fait peut aussi se vérifier directement au prix d'un raisonnement

combinatoire.
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Discutons maintenant la convergence de (13b8). D'aprd&s la proposition
(6d15), la représentation A -stable générale w se factorise- selon

w = /w_ X Ju; , ol u est la représentation A -stable canonique et

Mn'importe quelle représentation pseudo-constante. Autrement dit :

n-| A7) L W
W, ..., Wn W mey W W,y u >y i %
asmy WA + S > %M

61“ / (‘JIL
En jouant convenablement sur les fonctions entiéres , on
- L, tin
. . - / .
peut faire en sorte que les fonctions résurgentes 1ar. soient

assez petites, tout au moins sur des domaines du type

{ P ; d(P, Qo> < w ]+ .- -*‘l‘%l-i}
Mais on ne peut pas les diminuer simultan€ment d'une maniére arbitraire, car
elles sont liées par la table de multiplication :

| 1 .
(A w Z w
w * w = w (w/ Cu: Cul multiindices)
o wt Lw

Pour y voir clair, il faut donc introduire la repré&sentation réduite (*) :

/
(13b10) Zg= Z (:, Zw -ﬁwJ‘;Z E—/ww’
.‘:-":‘sg

/
W=

et 8crire

(13 b“) {(_P) = 8/(13) - wZ A&_) wQ(Ps (w multiindice sans ordre)

&)
Mais cette forme n'est pas encore enti@rement satisfaisante, car les 1"
W
de multiindice W dEgénéré s'expriment polynomialement en fonction des 1"
de multiindice non dégénéré (**). Il faut donc envisager la décomposition
canonique du second membre de (13bll). On obtient celle-ci en substituant les

w
W aux Z— dans la formule (10d43). Il vient alors :

*) cf. chapitre 10.
g «
(*¥) cf. proposition 10c2. On peut substituer les w aux Z dans la formule

(10c9).
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(13b12) x*(P) -_-_S/(P) -2 A;"fil’) e E er% {l -x 2. R w—(P)‘f

J(t_e)'-‘-o Xt )=x
M4 dew)=l
- (44
avec bien sur eﬂb ( l—\-?) E ¢ l) ?* . Le second membre de
o

(13b12) ne fait intervenir que des multiindices ¢ non dégénéréds. Les w
correspondants ne sont liés entre eux que par les relations différentielles

Z

' w
(13b13) A%w_ _ i Mw, = w

.. w- A divine w Al dheucent

v M w, me divive pran &

obtenus de la méme maniére que la relation (10b7) . D'autre part, la réduction

de la relation (13b9) donne

W et
(13b14) wg = Mg + Z , | 9.°|IA u ¥ M *
o) '

=

- —

comme on le voit en appliquant (12b20).

Soit maintenant, sur la surface. (R, = C. —:-_ﬂ , une suite
croissante de domaines J}CM tels que :
W R = bm K,
mn—» o0

(ii) chaque ,}( contient le point Qo

M

(iii) chaque point IXM peut étre relié (sur «. ) au point Qa par un chemin

de longueur £ 27 (fn__ i'.)

Pour tout multiindice w = ((:_), FRREN Q,,_) tel que
lw ..., lwa| & Jum. , il est clair d'aprés (iii) et les rdgles de
dérivation (13b13), qu'il n'existe aucun opérateur &tranger du type Q‘R)r—
qui ait son support r" Qo dans l}{m et qui, appliqué 3 wy , fournisse

un dirac. Cela revient & dire que le domaine T}(M n'enlace aucun pdle de w—
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(il peut toutefois enlacer des singularités logarithmiques). Il est donc
w wt
loisible, en jouant sur les termes et de la formule (13bl4), de
' ot
rendre w aussi petit que l'on veut en valeur absolue sur /‘HM . Plus géné-
. W
ralement, pour toute famille scalaire positive {‘Z_—} , on peut, par le

procédé de la suite diagonale, construire une représentation A-stable

w
Z— —_ w!»_/ .telle que

| A = (»] « g e (VrPeK, ;g (11 - e )

. . w > s
Finalement, en choisissant {i. S telle que e \A w( <=
w 4
puis en construisant {w } comme ci-dessus, on a le moyen de rendre la
série (13bl2) uniformément convergente sur tout compact de (R., , ce qui fournit
o ¥ o G i A
un itérateur et, par (13b2), un élément de qui admet les w

pour invariants.

On peut donc énoncer :

l-—-
Proposition 13b2 : (Synth&se harmonique sur 6 : construction)

_ =
Le probléme de la synth&se harmonique sur 6 se résout dans le

cas—type (*) grice aux formules (13bl2) et (13b2) qui font intervenir une

: w .
représentation A —stabie Z_ —-;wuconvenablement choisie en fonction de

la famille {Aw des invariants. Pour chaque restriction de croissance

o
imposée 3 {Aw-g , on peut choisir une représentation ZA— — ‘_u"' valable

uniformément dans tous les cas.

]
Section 13c : Synthé&se harmonique dans 6 . Existence et construction.

o
D'aprés la section 12c¢ tout (? €lément de (E et de la forme-type
(9a5) a sa classe de conjugalson caractérisée par une paire Ql"r/ TI_)

d'applications périodiques @%. Inversement, on vient de voir 3 la section

@9 Plus exactement wt (resp. T~ ) est un germe d&fini en bas (resp. en

haut) et T["',n"_ sont définis modulo une translation (la m@me pour les deux)

&) 2= L 0)
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précédente que toute paire QT"}TF) de s&ries de Fourier de la forme

o —w?
1) Tay=1- 2 AL et mie) =2— 2 AT &
e we I

l—
caractérisait une classe de conjugaison de G . Reste 3 voir si cette

(]
. +t -
classe posséde des représentants dans 6 lorsque TT ,T sont convergents,

. . + 1
c'est-adire lorsque QUM lﬂ“’ l fwl L oo

lwl 200

-]
Propositioni3cl (Synthése harmonique dans @ ).

A toute paire LT[+IT[") d'applications holomorphes de la forme

(13c1), périodiques de période 1, définies en bas et en haut respectivment,

. . o
correspondent effectivement des &léments g de_ G , de la forme (9a5) et

qui admettent Q’I“'/ Tl‘) pour invariants. En d'autres termes, le systéme

. . + . . 5~
fondamental d'invariants { sz et par suilte aussi le systéme { H“"g

°
sont chacun libres sur le groupe (B .

Premiére démonstration : on peut &tablir ce résultat en faisant le changement

de variable % [ / 1/%). qui transporte le point fixe de © en O ,
> v

puis en passant en coordonnées polaires et en faisant un &éclatement réel

S= {O‘S X doo O (T Qm.a) O anbrsdidlt ausuite. Ceo, ?\%cwxﬁ:
(ﬂea«k., Jt,,) da e/wu EGM&M & 2Nidenkte dfodre my) (Ma[,\ O{JIJ'LC WTPML)
0. Ieywhem mobren gue b g,euﬁk modone®s H(S ‘/E@)-eH(si)
o ae ma.y.keé.w(-e o Q_ rQq euk {7LLVLO.-Q 0(0_ H (S ﬁ)

L& otemmlmxh.w due & M, K. ﬂ&%y}ggau,\emf}%&ue Evg,

Aega.d-m cLauus /Le(ooum mf"o }u.w;w &We Cmu/(&)ce )

Deuxi&me démonstration : On peut aussi suivre une autre démarche, qui consiste

& étudier l'application tangente 3 l'application

(13¢2) (? - LT[ 11‘) “o —> Jcouples de germes périodiques}
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et qui conduit, en un sens, & une construction effective de l'application
inverse. Pour montrer l'existence d'&léments g de couple invariant (ITf,ﬂ")

donné, cherchons d'abord 3 caractériser les itérateurs sectoriels de ces g .

Lemme 13cl : Pour tout couple (IT*;TI") de germes périodiques de la forme

o
(13cl), s'il existe dans d; des (g admettant (IrtTT_) pour couple inva-

. _ . * * -
riant, alors ces ont leurs itérateurs sectoriels Lg y £ ) caracté-
+- -—

risés par les propriétés suivantes :

* *

(1) g (resp. g ) est définie holomorphe en haut, en bas et a droite
+ —

(resp. & gauche)

* ¥
(ii) X (resp. g ) admet un développement asymptotique de la forme
+

Z o+ Z @m el lorsque % -2 060 dans n'importe quelle direction,
myl

sauf peut-8tre dans la direction An_% z =-T1 (I‘Le% A’/ha‘ z = O)

—-—

¥ ¥ '
(i1i1) § ‘et f vérifient les relations

+ -
%*
(13c¢3) Tt o (?* = g en bas
- ¥
- ¥ ¥
(13c4) ™ 5 3_‘_ = &- en haut.

En effet, s'il existe des £ admettant CI?*}1T‘) pour couple
invariant, on a (i) et (ii) d'aprés la section 9c et (iii) d'apr&s la section
. ' . ¥ * PP .
12¢c . Réciproquement, s'il existe des germes y g ) vérifiant (1) +

(ii) + (iii), ils possédent manifestement des inverses de composition

¥ * e , . :

L_ ; g ) qui vérifient encore (i) + (ii) et, au lieu de (iii), les
'+ -

relations :

en bas

¥
(13c¢3bis) X o 11

]
X
T+

H

(13c4bis) *(? o T *5 en haut
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-~

ol
ol t'ﬂ désigne bien sfir 1'inverse de composition de Tl ™ . Si donc nous

posons

*
(13c¢5) j _—=*(§) o e og avec

\ + +

€m =4l
(13c6) ﬁ = *g o e ° g*
“ - -

nous obtenons une fonction g (resp. (f ) qui est définie holomorphe en
haut, en bas, et 3 droite (re;p. a gauch;_) et qui possé@de un développement -
asymptotique du type (9a5)
re1 + 2. o 2
4\21
dans chaque direction, sauf peut-&tre dans la direction A/h} = -T
(resp. Afua =0 ). Mais, du fait de (13c4) - .(13c4bis) et 3 cause de la

périodicité de TI™ de 1T , il vient :

RS LY A I N R 20 .

La fonction 3 = f :_-J) est donc définie holomorphe dans un voisinage
1 3 4
complet de o , elle est de la forme-type (9a5) et, comme par construction :
* ¥ ¥ %
g o § = 1 + § ; X 05 =1+ g
+ + - -
¥ *

cela signifie que (JP admet g
i+

et g pour itérateurs sectoriels. Ceci

prouve le lemme.

Lemma 13c2 :

) Soit Tt n deux germes périodiques de la forme (13cl), définis
—— /

(-]
en bas et en haut respectivement. Supposons en outre qu'il existe dans G

un 3 de la forme-type (9a5) qui admette Q’Iflﬂ-) pour couple invariant.

Alors, pour un accroissement infinité&simal Lgﬂ*/ STI") _donné, 1l existe

toujours des accroissements 6 tels pue S$P admette n*+$n+ TI‘-{-STI"
tels e M4SP adnecce )
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pour couple invariant.

@) On obtient des solutions g +.S particulidres par 1'intermédiaire

de leurs itérateurs sectoriels 8* +S§ y 8 -+ gg , eux—mémes
+ .

donnés par les formules suivantes (*)

+ie

* ¥
(13c7) ____SX* @ = ' DB L‘a'fn 8+G) + l d3 L;n— X(g)

— p—

9 &*“) it Fg'* ? 3+ 3) i F?— ? 8:8\

e + (o _ *
(13c8) SX:‘(*) _ d3 ’an+ 3(3) ‘ o3 @“TI;)"%_G)

MWy W g 3t 4 3_ (3) T ) 3-2 7 (?_*(3>

i i E+' E_ ?%k ti g
valables pour n'importe quels scalaires / (avec F assez grand).

I1 suffit de montrer le point @ , car le point & en découle.
Notons d'abord qu'on peut toujours choisir £+ (resp. E:’ ) suffisamment
én bas (en haut) pour que la demi-droite verticale joignant £ a —-toP
(resp. k: 4 +C o2 ) soit entidrement situde dans le domaine de définition
des intégrandes et que la formule (13c7) (resp. (13c8)) ait un sens. Lorsque
3 est trés loin vers la droite ou vers le haut (resp. vers la gauche ou vers
le bas), le chemin d'intégration ne risque pas de rencontrer % , et quand
¥ se dirige vers le bas (resp. vers le haut), il suffit de déformer en
conséquence le chemin d'int&gration. On voit par 1i que le couple
Cg:~r5 j'\‘L ) X*-\—Sg* ) satisfait aux critéres (i) et (ii) du» lemme
13cl. Mon:;ons qu'il satisfait aussi au critdre (iii) relativement &
(JTff sfﬁ'/ " +-SIT‘) . En prenant les variations de (13c3) et (13c4),

on voit que (iii) é&quivaut ici 3 :

(*} oli le symbole ) (resp.la ) dénote - un accroissement infinit&simal

(resp. la prise de la dérivation).
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NIy

(13c9) 5 _ —_ en bas
X *
%, f 93~
¥*
N ¥ s
(13cl0) Egi —_— -3;2_: = - E_-__o_._g_t en haut
¥ * ¥
%, of CEN
Or, compte tenu des formules (13c7) - (13c8), des conventions d'intégration

dans ces formules et des relations.entre accroissement infinitésimaux :

St * | §E+ *

(13c11) s = - ($n*)otn 5 ot °(Y+ _ _ om °C?~
27 : ¥ 2
3, o]

- sn 4* Y

(13¢12) é_r_r_ = - (S rr-) oM 30 ° g— — %;13‘ o ‘8+

Pl - B 8* A 3*
- +
on vérifie que, pour T en bas :

59 7 i P

13c13)  _F (2) -~ ____ (%) = I S Int

98* ?;gj‘ 1ail 3-3 3 aﬁ (3)‘

et pour ¥ en haut :

| ¥ *
(13c14) & 5 ! k3 -:;1 8 3)

B - — (3 = - —

¥ 3! wi J 32 2 f¥s)

+

Ces formules, ol le symbole é indique que ; contourne ¥ dans le sens
positif, Equivalent manifestement 3 (13c9) - 13¢cl0) et ceci &tablit le
lemme 13c2. Il en résulte qu'en chaque point ﬁ , l'application (13c2) admet

. une application tangente :

(13c15) 8(? —5  (Sut, §u- )

qui est surjective, puisque tout couple @n*, Sﬂ‘) de germes pé&riodiques
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savolr :

jo g

est 1'image d'au moins un Sy s

w53 = S(] 0.0 gy <?£* f

’33*

SICRNIRE A

¥
pour des accroissements Q§ / SA))I‘) donnés par les formules (13c7) -

(13c8).

‘Une application continue, d'application tangente partour surjective,
peut &videmment n'étre pas surjective. Pourtant, les lemmes précédents con-—
duisent quand-méme 3 une démonstration de la proposition 13cl, car on peut

oo quelconque en procé&dant

obtenir un antécé&dent ‘y d'un couple LR , T

: . t
comme suit :

) 1 + = 1 A5
e on part d'un couple Cﬂo ) ﬂo) d'antécédgnt connu,
]

= on joint Cﬂ':/‘l‘[;) a Q’[T/ﬂf) par un chemin holomorphe :

Yo @y, my) (egAgt)

== on calcule des antécédgnts ) des QT; /ﬂ;) comme solutions du systéme

d'équations aux dé&rivées partielles obtenu :

¥ en joignant les relations (13c¢7), (13c8), (13clé6),

SR IT 03 R O P ¢

. . i @
¥ en substituant aux accrolssement S() les dérivées -— ()

k2

_ % en prenant pour conditions initiales 3 y g* ; X,'* | s

-

. . - + - .
¥ et enfin en fixant pour paramétres '.'/L' des fonctions EA P l-'h de )
choisies (sur la base d'estimations a priori) de mani&re 3 donner un sens

aux intégrales.
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Nous n'entrons pas dans les détails car, aux sections 13e,f,g,h nous
montrerons comment, pour un syst@me un peu différent du précédent, on peut
e s e e . . {.*' .
éliminer l1'arbitraire implicite dans le choix des p) /é} et aboutir 3

des solutions canoniques.

Section 13d. Représentants canoniques. Invariants et coinvariants.

Nous avons vu & la section précédente que la synth&se harmonique
P
gtait toujours possible sur d; , autrement dit qu'il y avait correspondance
: )
biunivoque entre les classes de conjugaison de d} (*) et les couples

(JT+/ rr") de germes périodiques dé&finis i une (**) translation prés.

Pour construire des repré@sentants canoniques des diverses classes de
0
conjugaison de a; » 11 est naturel de passer, comme & la section 13b, par
les itBrateurs et de reprendre la formule (13b¥) qui avait alors servi i
résoudre le probléme de la synthdse dans d} . Mais cette fois-ci, on utili-
W w
sera non plus une repré@sentation [x —-stable :l —f>1£’- quelconque, mais

le représentation canonique Z ——9“ introduite 3 la section 6d. Autrement

dit, on considérera les séries du type

modéle additif;

. w
(13d1) x*:: 8/ - Z A&J ’; u @ multiindice;
o .

Aw. = A"’n"" Aw

relatives 3 des familles { Aw ; W é,@f‘. constitﬁéegpar les coefficients
+ -—
de (ﬂ* /T’[*> .

D'autre part, étant donné le rdle trds symétrique que jouent la
w w '
représentation canonique A —-stable Z. -3 w et la représentation
& GJ
canonique 2 -stable Z — I,, (***), il est naturel d'introduire,

parallélement aux séries (13dl), les séries :

) plus précisément, de {%147' Pour les classes générales de 4; , voir la
’ 2%

section 13j. (**) la méme pour Tt et T~ . (¥*) cf. section 6d.
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moddle additif;

o
(13d42) f: S/—— Z Bm l:_,v w multiindice;
“ B =8, ..8

w f (737}

. * .
relatives 3 des familles { B‘u ;W & __O_ } qu'il reste 3 préciser.

Sous réserve de convergence, la série (13d1) définit une fonction
¥ . =
résurgente 8 qui est l'itérateur d'un élément g de (f) (et méme, comme
, o
nous le verrons, de d; ) puisque, d'aprés la section 9b, la somme de (13dl)

vérifie les équations de résurgence
' ¥
¥ ~en({ 1) x
(13d3) Aw X e Aw é ( Vw, & ﬂ ; mod&le formel)
° °

et qu'un tel syst&me caracté8rise précisément les itérateurs.

En revanche, 11 n'est pas clair a priori que 1la série (13d2), méme
lorsqu'elle converge, fournisse un itérateur. Tel est pourtant le cas.
Appliquons en effet & la série (13d2), supposée convergente, une dérivation
Eétrangére Z&ah ( W, indice simple). D'aprés la régle (6d10), il vient,

dans le modéle formel :

wl‘ Wt
(13d4) Aw X* = - Z BOJ‘:J Z v /I]— ( w, w‘/(,} multiindices)
° (43

(:.J‘wz:(.u
Uw'll:wo
. wl w'L
= —w% Btu’ \/ {—(:-‘UJ.L g(u" U_
Ho'll = o,
w' w*
=-(2 B VL)(Z w)
“(»'{l:cuo e

Or, par un argument combinatoire simple (*3 on montre que :

(*) cf. exercice 13d1.
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(1345) Z r— B(u,_ ,U_wt _ eiwo (3 —-I)

L
CUL wbw

D'oli finalement

(13d6) Aw, (f*_: - Z Bw. \/wl[,) P_-wo(g*’n

\Me'll=w,
: X &
Comme ceci vaut pour tout W, 6} J(l , c'est que 3’ est un

itérateur. De plus, le rapprochement de (13d3) et (13d6) suggdre que si 1l'on

pose :

w
(1347) Awo = Z ‘Bm E; v ( &, simple,t multiple)

)
letl= w,
et si les séries (13dl) et (13d2) convergent toutes deux, alors elles doivent
(/Y]
avoir méme somme. On vérifie ceci en exprimant dans (13c2) les 47- en

w
fonction des 1[» :
1 4
He'l,... No

p,)
w Il w' w
(1348) v = Z ' v PPN v
Cu'... (JJA:C..J
o
conformément & la formule (6d2), puis en utilisant 1'alternance du moule \/

ainsi que la propriété

— r, l—

(13d9) r‘u " llw'll/w"'

'LU‘L

du comoule (_ .

Remarquons que, formellement, on passe exactement de la méme manig&re

: _ w Y]
de (13d1) a (13d2), en exprimant dans (13d1l) les QQ en fonction des 4)‘

!

w atll ..., [l W w?d
(13d10) /u. = Z U R l® U U
: Cu'...(p‘bz(.u .

conformément & la formule (6dl). Ceci suggére que la formule (13d7) de passage

des Eiu aux /\w » s'inverse en une formule analogue, i savoir :
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(13d11) Ba, — 2 Aw EJ Uw (w,,}x.i«r@a} cu"mue@i&(@_)

° \lml(: w, :

et on vérifie effectivement l'équivalence formelle de (13d7) et (13d1l) a

. . ° Ix
partir des relations (6d4) et (6d5) entre les moules alternés U et v ( )

A ce stade, il est utile d'introduire un paramétre F dans les séries

(13d1) et (13d2). Pour ce faire, on introduit les représentations /f‘ —-canoniques

w w w w
ya — 1!4: et Z — v&- qui sont définies dans le modéle additif

par :

w (z -llwl)) & w .
(13d12) 'l!& (P} = ¢ -t 'll (P) (% = P)

(13d12bis) 'Ut (P) = 'f-(% et 1)'9(?) (&= P)

et dans les mod&les sectoriels par :

w ~Nwii4 w
(13d13) U,H () = & el Mi (2 ’t)

w —Nw w
(13d13bis) ,l);i (4) = € etk ,U; (?-H

L w [/ Up‘u
Bien entendu, les repré&sentations Z_ —aue et Z —_ L sont

respectivement A—stables et ,a -stables. Pour l:‘:O , on retrouve les

représentations canoniques usuelles. Enfin, on a :

(13d14) ut— = v; o U (13a14bis) v;_ = mt— oV’

comme dans le cas usuel.

Résumons nous :

*) cf. exercicev'nii
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Proposition 13dl. (Invariants et coinvariants)

Si on peut, par un procédé ou par un autre, dans un modé&le ou dans un

autre C*),'sommer la série

()
(13d14) (¥¥ =1 - %: Aw f; /LQ[_ (w multiindice; Aw:Aw',.,AwA)

t
ou la série
(13415 ¥—-I-—ZB FU“ ‘1"d"B B
) gb — - e Ve L (w multiindice; o = Bu,"' Cdn)

*

alors la somme g

* *
est 1'itérateur d'un certain (? = f o eo(? et
3 3 t

3
1'on dit que g est un représentant £ —canonique de sa classe de conjugaison.
t

¥

Lorsque g est simultanément définissable par les deux procédés,

E
les coefficients A(M et Bw sont liés par les formules :
)
(13d16) B&J. —_ z AOJ f; U (W multiindice)
' ° Hell= w,

W
(13d17) A&) == Z B&; (; \/ (W multiindice)

° . “Q)“:(AJO

Les A(u coincident nécessairement avec les invariants de g . Les Bw s
t

————

lorsqu'ils sont définis, sont dits coinvariants de X .
v

Les invariants et coinvariants sont donc 1iés respectivement aux

représentations lﬁ—stables et g-stables des pseudovariables.

Reste 34 examiner 1'essentiel 3 3 savoir les cas de convergence de
(13d14) et (13d15). Commencons par (13d1l5), qui est plus simpie. Placons—nous

dans le modéle additif. Compte tenu de (13d12bis), (13d15) s'écrit :

@) essentiellement, dans les modé&les additif ou sectoriels.
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¥ | - el )k
(13d18) X (P) = S?P) -2 Bw 4?_(il “t) E'U'?P) (@ multiindice)
E w

Or, de 1'expression (6d7) des u , on tire facilement les majorations

sulvantes :

~ lorsque P appartient au demi-feuillet K(Q_J ou OZCQ_)

oo IC) € &y )

- lorsque P appartient 3 la }frontiére de @(Q_*_) ou de K,(Q_) :

i | T U ‘ T : ’
(13d19bis) l o (P) \ < (;; \ \C% Qna E.] @_;:):)! (2= P,-S:ulgd(ﬁ’atk))

par une certaine constante C .

Si maintenant on suppose que

(13d20) Z le_—wé[ [B.Ll = By <oe
a.éﬂ*

il suffit de porter (13d19) et (13d19bis) dans la série (13d18) pour voir

que cette dernidre converge uniformément sur.tout compact des demi-feuillets

ﬂ<Q+) ou de leurs frontidres et que sa somme vérifie les majorations :

awn [ ETR)] <1 By | | e (B L |

(13d21bis) l 8: (P)l £ lc‘“'l B4y g-lc \%Q-Mi[ QKHB(IL)G&BS&[

valables respectivement pour P sur 01(&&) ou sur les frontidres de
W_CQ.}_E . En fait, (13d19bis) et par suite (13d21bis) s'étendent facilement

a3 un voisinage (sur@_) des fro_ntiéres de @(Q‘_) et @(Q_) . Cecl permet

d'appliquer 3 sz les opérateurs Etrangeps A: et A; puis, en utilisant

les &quations de résurgence et en ralsonnant comme pour la démonstration de
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la proposition 2d1l, d'é&tendre de proche en proche le domaine de convergence

de (13d18) a la surface GZ, toute entidre.

On remarque que la formule (13d17) qui donne les invariants 'Aa; en
fonction des coinvariants EL » & bien un sens puisque le second membre

converge du fait de (13d20) et des majorations

(13d22) \r; \/wl £ Z‘L ; l el &12)“"’"]

qui elles—mémes peuvent se déduire de (13d419).
¥

On remarque aussi, d'aprés (13d21 ue a une croissance exponen-
] P s P

R
tielle sur toute direction (non verticale) des demi-feuillets &Z(CL.

* %
&(Q ) . I1 en va donc de méme pour 8 et X :? oe ox
g R
comme est une fonction entidre, c'est qu'elle est de croissance exponen-
k | |
tielle, méme sur les verticales, et donc que g 6;45 Mais alors, d'aprés
1
la proposition 12cl, les invariants f\ présentent la croissance (12cl)
et les fonctions résurgentes x* ! croissent exponentiellement dans
toutes les directions, y compris les verticales. La majoration (13d21lbis)

était donc améliorable.

% ¥
X& appartenant 3 65 , les itérateurs direct et 1inverse g et X
: A 2 (3
sont chacun définissables dans les deux modéles sectoriels (relatifs a Clb
ou Q__ ). En transposant (13d15).4 ces mod&les, on obtient :

¥ w
(13d23) g (ﬂ = T —Z Ba, IZ ,Uét (%) (@ multiindice)
bt w

Mais, compte tenu de (13d12bis) et de (6d23) cela s'dcrit :

* )b Wt
(13d24) g () = — Z <'—)IL Bwr e%m H ?)5(& dz,
tt

w 2a g,
%-E(amg... & NG XTI
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oli 1a somme est 8tendue 3 tous les multiindices W = ((ul,,,,/(qu> de
longueur R.),! et oli la notation Z2LE L. B LR L300 indique

la position relative des points 2; sur un chemin d'intégration horizontal

d

partant de #-k et aboutissant en * o . Pour % dans le domaine fondamen-

% x*

tal de dé&finition de g (resp. £ ) c'est-a~dire en haut, en bas ou
bt k- _

3 droite (resp. 3 gauche), ce chemin d'intégration ne risque pas de rencontrer

l'origine et (13d24) ne présente aucune ambiguité.

En introduisant maintenant la série de Fourier

(13d25) He (3) = — Z Bw Q"w*
| wé& ¥

qui d'aprés 1'hypoth&se (13d20) converge absolument dans une certaine bande

<k

~ va

(13d26) t ¢ Im 2

et en tenant compte de {; = Cu‘ (w(—rw,_) ,,_(w‘»{-,,, wh_’) , on voit que

(13d424) s'écrit :

¥ n
! ? ?
(13d27) 2] = ® & ZQ_) D (3-%a) = ... U (3-3)= .7
XH_( 1 w PO 5 ¥

ne
T-bLR ... LA, <7 L1o®

*
A partir de (13d25), on vérifie facilement que g (}) satisfait 3

l'ééuation aux dérivées partielles : b
D g * 4
- j ) = Q@ 2 (z) ovee tl (¢) = x (4]
ok Upy b7 dw Ckx E Zi(z-t) —Ly)

-~

et cette &quation & son tour conduit & une variante de (13d27)

¥ ' 5 .
Xh(%) = {1 +AZ>,1 yhcz)i—% ...&'(1)5.% o((-A...ciF,},z

(13d28) L RO Wl

: | A
o= (e T e el o

olt,..dt 7}.%
k. A2

2
7*
l’(h(-- Lt oo
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ol 1l'intégration se fait sur 1'horizontale ]th ti. = 1}nLé- . Ces formules
ont sur (13d27) 1'avantage de ne pas faire intervenir les dérivées de 14* .

Ceci permet de voir qu'on a en fait convergence sous des hypoth&ses plus faibles

que (13d420).

Proposition 13d2. (Synthéée harmonique 3 partir des coinvariants)

| X . ,
Supposons que les B‘d ((,u éﬂ) ‘soient les coefficients de Fourier

d'une fonction -—Ll* définie et essentiellement bornée sur une horizontale

I’YKE =I’YKE°

(13429) L (k) = — Zﬂ* Bw e,—wi_
wéE

et posons :

Uy (¢)
2miz-£) - U, (k)

(13d30) E (?) =
3

w

K) Alors les B sont les coinvariants d'une famille {S ; [’le‘.‘“ = Im (To}
* €

d'é1éments de 65 . De plus, et ses itérateurs X0 vérifient les
0 L -
k—

équations aux dérivées partielles :

(13d31) 5 Xb = —t}bo &-. + &. %OPE

 (13432) A L p 2 g¥
ot ¢ ¢ 22 Up

}

2B | +
(13d33) —?Tk gt— = —BE ° (ﬁ_

. * ¥ ,
B ) Désignons par Fi ) Fl_ ) Fi les opérateurs qui, dans le mod&le formel
substituent g , £¥. ) *S .§ 2 . On a alors dans les modéles sectoriels :
t t Yk
*
(13ase)  F = 1 + 2 2 2
b y(.o P) Eh 3% Oa“l...&h‘
T 00

T
b Ly Lk
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(13d35) *Et = 1 +Z U | 2 _..&1&9 dk, .. At

B ._ HEA ?% )

+ao<h< kb
(13d36) F 1 o+ 2 8" H 3 di, ... dt, Q)
Ayl ¢y Rt

b1k ¢ Ly ¢k

et, plus généralement, pour tout M € Z :

¢ A] t, 0%
bem ek ¢ < Lk

(13d36bis) FM.L:% = ’f + ZJE 9 o(b oll- ™
| 6‘432‘

" N
oll L désigne comme d'habitude 1'opérateur qui substitue e (’e) = 7 +M

*
6) Dans le moddle additif, 1'itérateur g est donné par la formule
t

(13d37) X:(P) = SI(P) -2 B e(?"'-llw”).l- ’VW(P) (%:éwmultiindice)

w

' +*
mais il n'y a pas de formule simple pour ni pour g
t 3

Démonstration succinte :

Commengons par le point B , en réglant d'abord la question de la
. P -
convergence. Prenons un germe analytique 3 1'infini (Pa.) = Z‘qM 2z et
appliquons-lui, par exemple, le second membre de (13d36). Pour tout € > O
on peut trouver un domaine bD = S. l%[ > R} sur lequel aient lieu les

majorations :

P ) ¢n o {.aa_; EEC(%)/ &g G%c'éu"‘/io

Mais de ces majorations on tire facilement (’;‘;) :

(%) Comme ici- F - F on €crit simplement F
by = k- b

(ﬂ cg trencice 1343
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(13d41),v j by, % & 5 )| L " en QV(?- é@)

Eaidh <o ¢k gk

pour une certaine conétante (: indépendante de € . D'oli la convergence
du second membre de (13d36) appliqué & n'importe quel (f . On obtiendrait

* .
sans peine des résultats analogues pour FT (p et E?‘f sur des domaines
iy

{lrm%f>R§U{ Re%>R}

Montrons maintenant que

*
(13d42) F:

l—:t‘Lf) =Lf°§':i

Pour (eCt):z 2% , c'est immédiat, d'apré&s les formules (13d28). Mais on
vérifie (**) que le second membre de (13d34) définit formellement un automor-

phisme d'algébre, autrement dit qu'il donne lieu & la relation de Leibniz :
| ¥ * ¥
13d43 -
( ) T ( b2 ) - F&-x ® Fl-:t

' * * ¥
qul signifie que E‘i Q‘f YJ) = LFEi(f)LF;:& \t)) identiquement en “f) et 7) .
Par suite (13d42), étant vrai pour Lf(}) = % , l'est pour n'importe quel (f

Quant aux relations :

(13d44) *Fl:i LP = &00 *Xp_-i J E . ‘f = ‘fo (?e

elles résultent de (13d42) et des factorisations formelles

(13d45) *E_i CFBYoo A - F* L .-XF - F

t+ J tx bt E

que l'on vérifie en multipliant les seconds membres de (13d34) et (13d35).

Ceci ré&gle le point ﬁ . Enfin, les 8quations aux dé&rivées partielles
du point ¢ résultent immé@diatement de (13d34), (13d35), (13d36) appliqués
a % et le développement (13d37) du point K‘ ne fait qu'exprimer (13d1l5)

dans le modé&le additif.

(%) ef exorerea 134,
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Parallé&lement aux X d'invariants A et de coinvariants B , il
/%) w
3 ™ E
est souvent utile de considérer les conjugués X = e O(? oe_ par la
translation de pas 17 , car les g ainsi obtenus poss&dent l'avantage
kS
d'étre périodique en f‘ et d'avoir des coefficients de Taylor facilement

calculables en fonctions des coinvariants D'une facon précise :

Corollaire de la proposition 13d2 (Coinvariants et coefficients de Taylor)

En posant

t +t

='gbogto€ <a»ec ea)=%i{->‘

o
on obtient des &léments g de dg qui admettent pour invariants les
4> T

(13d46) g
' )

-wk A
é. /\w , pour coinvariants les & EiJ

et pour itérateurs directs

et inverses :

-k t 3
* ¥
(13d47) J = OX oe } J X = o j) oe
t <k t

Lty

De plus, en posant :

(13d48)

) = Eb(w—&) - _ fmiw

H<b> Iz - Uy (H)

on a les &quations aux dérivées partielles :

(13d49) 9 = —E og + P 4
ok Cery Lk k> <ty I lepy

(13d50) 1‘+ 2 = 2. ot
e ok 8<b> H<e>' o g<e>

9 *
( ) — = -
13d51 = X( | t

* %
o 2N
& <E <k o e

% ¥ ’
/ 3 y y et leurs coefficients de Taylor
€2 KB 53

qui montrent que §
<
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dépendent périodiquement de *T . En particulier, les coefficients lim’ d

1'itérateur

(?* @ = v o+ 2 dl "
k>

se calculent facilement en fonction de lJ* grace aux relations de récurrence

wey K = e
2T

(13d52bis) 0(:1+| H = Uy (4] 0(: e —md, (8 Q?lfny/()

Lme

avec comme '‘conditions initiales'™ 1l'absence de terme constant au second

membre de (13d525is), c'est-d-dire :

(+k,

I+t . |
(13d53) J& of (4 dE _—_S (Ei‘.@.) dF

. > In¢

+&, .
(13d53bis) J K, (&) g m o+ Hﬁ‘_“‘)_g dF =0 Qq‘m7/2)
‘ L tni} '

[

Abordons maintenant la synth&se harmonique directe, autrement dit

celle qui part des invariants /\w . Prenons pour cela la forme op&ratorielle

-~

associBe d (13d14) et qui s'édcrit, dans les mod&les sectoriels :

— G . .
(13454) Fl;_ = 1 + z_ A‘u UH r (w multiindice)

-0, w

avec

9 = g% ; f_—.a/w =(9) (=24 w) (-2 +w, tw,)... (-3+w+.... w&_‘>

+MO _uc
Introduisons les moules L et ¢ au moyen des relations

+An° ‘o t ¢
.(13d55) ul‘ 0 E_ — ul:‘ (modéle formel)
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qui sont analogues & (6d28) et comportent les moules E et E définis
(6d27).

W
Remplagons dans (13d54) les /IJ'E'I- par leur expression en fonction des

Zua;i (2 =+o‘u-) . I1 vient :

g, ol 6, a
s b §_w :
(13d56) F+ 1+ZZ A ,L/UZE E-'-El—al n
+ Y Low t -3,6l...w
Mais si 1'on pose || (,ui'“ =W, , on a d'une part :
(13d57) . —_ n" 0
[Q,M'...w" =t ety WY Dt b Wy, W ' gfwl/(,} ~9,6!
ou encore
_(w,+...wn)% -, ? w, 3 -0, -W g
~“n<y T ¢
13d58) _ =€ (e T
{ ) e —3/w'..w" -3,62"“ é ) -1 ‘9/-“’1 {—;m‘
ét d'autre part, d'aprés (6d37) et (6d438)
sap& /L(.'E - 2) éwt (h-2) é(*ﬁ (-3
(13d59) U{_i (%) ( \ oo o dz,...dz,
e _% - %1_ 2 %l
U'i‘
pour ¢ =4 fw - et pour des chemins d'intégration et l] définis

+ —
comme les q et j] des formules (6d37) et (6d38) 3 cette différence prés

qu'ils partent du point Z-b et non du point ¥

e i
Enfin, compte tenu de la définition des E

(13d60) Z": A(u <':E(M C.—“w“ l_:’a = (wweﬁ&,\cuce)

’w

3T A LA, et

myl e et b, Y m P, w

r2_ 2 A LA gl

——

’bt7,l w; &N b, (N I -3, w,,...,w,m
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| ™ ~U '7k -w%
B %‘ "% t= 1 ( w e %9) m%:n (ozeﬂlf\ )
= Z (2 T[+ 9) + Z (€. Tl g)lm

My /m' my1 m!
- = . . 3
Soit, en dé&signant par ﬂ et IT les opérateurs qui substituent [{ (—‘&)

ou i'ﬂ-(fl-) a 2

Z A E ~leti® B,tu = 'ﬂ"'"_,l +ﬂ—'—i (C.u’m.uehm\z{im\)

(13d62)

Z A £ —\lwll% [—3 T( 1+_TT 1 (wm&i&&ece).

Finalement, en portant (13d458), (13d59), (13d60) dans (13d56), puis en rempla-

gant les variables Zi par les 6‘,: et en introduisant les opérateurs :

-t

1 : 1 t‘; . “l\‘ t éi
(134d63) -’TE. = L_ TT L_ J i-ﬂ—h = L TT L

i

-~

qui 3 la variable T substituent respectivement
£ -k . S
Comt,? () =k T (2-&) 0 o*r ol ()=t + TT(% E)

*
on obtient pour les opérateurs Ftl_i les développements formels suivants :

(13d64) F‘;i 1+ZZ (m>’1 @T -1 m{- jQT )0[(;10(6

=1 g T b -Ea t -k &

(13d65) =1+ ZZ Lm)J(\ﬂ- 1 -é”_” é”“1)dén...é(~~

L= Ell /i/!. (_ l,'h y &L_(_l é' i

ol les sommes sont &tendues a tous les i;_ de valeur + ou = et ol le

-~

chemin 0!:' (resp. Dl— ) indique qu'on int&gre par rapport & chaque variable

le- le long d'une verticale, depuis le point Z-F jusqu'’au point 3 1'infini
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L T O , en contournant é&ventuellement (*) le point 6 dans le

J t

sens positif (resp. dans le sens négatif).

Malheureusement, contrairement 3 la série (13d34), dont les cas de
convergence ont été indiqués plus haut, les séries (13d64) et (13d6l), sont
d'une &tude nettement plus difficile. Nous verrons plus loin qu'elles ne sont
qu'exceptionnellement convergentes, mais qu'on peut quand-méme, par un procédé
indirect valable sous réserve d'une condition dite de "recouvrement'" portant
sur le couple (Irf/TT“) , leur attribuer des sommes bien définies (dans le
cas général) ou.définie avec une certaine indétermination (dans les cas

exceptionnels).

La construction en question sera effectue pas 3 pas, aux. sections
13e, 13f, 13g, 13h. Observons pour 1'instant, en conclusion de cette section,

)
que la synth@se canonique sur «5 conduit 3 considérer :

- d'une part, les séries (13d19) ou leurs variantes compactes (13d34), qui
sont faciles 3 étuder, mais mne répondent qu'indirectement 3 la question,

puisqu'elles font intervenir les coinvariants Eiu .

- d'autre part, les séries (13dl4) ou leurs variantes compactes (13d64) et
(13d65), qui font intervenir les invariants ;hu et répondent donc directement

34 la question, mais ont 1l'inconvénient d'étre difficiles 3 &tudier.

C'est en jouant simultanément sur les deux tableaux, autrement dit
en usant tantdt des invariants et tantdt des coinvariants, que nous parvien-—

drons 3 une solution compl&te. Nous examinerons successivement quatre cas :

. ) *
le cas unitaire : Aw et B«u sont nuls si b £ X (x fixé dans ﬂ )

le cas binaire : Aw et B‘u sont nuls si w #xx (% fixé dans -ﬂ* )

*’ 1 _=_12 . - . 1 .. .
(") c'est-3d-dire lorsque ¢ Y , car si ia =* €d+‘ la

question ne se pose pas.



- 472 -

+ -
le cas unilatéral : Aw et Bw sont nuls si v éﬁ (ou J?? )

le cas bilatéral : /}&’ et Eiu sont quelconques (*)

Section 13e : Représentants canoniques : le cas unitaire.

I1 s'agit du cas le plus simple, celui oili tous les invariants AM
et tous les coinvariants BU sont nuls, sauf pour une valeur donnée ¢
de 1'indice. En se rapportant aux relations (13d16) - (13d17) et compte tenu

. .
du caractére alterné& des moules L) et \/ , on voit que dans le cas unitaire :
(13el) A:c = Bx_

+
Supposons pour fixer les idées que X €' ﬂ , c'est—-a-dire que x = 211l M

X
avec m €& H« . Les fonctions p&riodiques invariantes valent alors :

-xX?

-*,
rﬂ*(%)=-—zé_ ; N, @) =0

(13e2 -
) ﬁ M) = = +ie“g,<’** 1117

Fe 1 -
\*TI (a)g 2+%&9(1sz16 ) 7 T ==

et la fonction périodique coinvariante (16d25) vaut

=
[

() =2

. _gi’ ] -z.%
(13e2bis) U¥ (3) = - B,L e = - /?,‘ e
&) /l)_,w
. e e - e as
Puisqu'ici Aw = B‘U et Ul— = L pour tout multiindice

de composantes W; toutes égales & % , les séries (13d14) et (13dl5), oi il
suffit de sommer par rapport 3 de tels & , sont manifestement confondues.
D'une facon précise, en utilisant la forme ré&duite (10d3), oli il est loisible

w w
de substituer 'UL a Z » et en se placant dans les mod&les sectoriels, omn

(*) sous réserve, bien sfir, de la condition de croissance (12cl).
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obtient pour 1'itérateur :

v o,k

(13e3) 3 (_%) - B o } oe (¢) = = +- -}L—&J‘g’([-lﬁzeijw (‘l'))
L .

<3

avec A .-.-. B et =

x t 0 1(3~%
(13e4) U.; (x) = U—i (| = # J — J,g ({mmi RC%W)
‘e

-1
Puisque X - <_9_ 8* et que
¥\ %

3 z
(13e4bis) _'i /Ul+ o - w+ — ——’—-—‘
i% - - i 2

on obtient pour les logarithmes itératifs :

z
| —x Az C—z‘r Mi (&)

(13e5) g (2) j (x+b) =

*E> ¥y b | — Halh
. ‘ Lud = ¥
I1 n'existe pas de formules simples pour les ité€rateurs inverses 3&. et
¥ -+ ¥ 3 .
% = Q o 3 ° Q , mais on peut quand-méme Etudier les représentants
<k t
t-canoniques j et X des '"classes unitaires" grédce aux relatioms :
t 453
L -t
(13e6) g = e o § 0 e
&k t
* *
(13e7) g P X = 1 + X
>t <ty <ty ¢

En effet, en multipliant les deux membres de (13e7) par %« puls en exponentiant,

on trouve, pour tout F & € et tout T =%

(13e8) Y(i ok, éin(%)) = Itj(i’ £, ?) e &Q:i(\i:) )

et plus généralement, pour les itérées gé&nérales d'ordre complexe 4 -
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w

}(_’%}—’% =
{ED

(13e9) W(ﬁ.,k/?’(z) = c(](z,i-,%) awee lim

{2 -5 €00

i condition de poser
£ o0

2 < A e:—z.(" _%___ 0(3

(13e10) Y(i,k,q) = e -
3

D'aprés la théorie générale, les relations (13e9) doivent dé&finir
ar

A s Py
un germe unique g = g = g é (E si et seulement si wéz
o &y Ve by .

On le vérifie élémentairement dans ce cas. De plus, pour tout choix de & et
,l’_' » la fonction 2 — Lt}(i, i‘, ?_-) _ définie par (13el0) sur le domaine

< Re 2 >0 » se prolonge uniformément 3 la surface (L — {O-i ety
prend une infinité de fois toute valeur finie. Enfin, d'apraés (13e5), la
N

dérivée % (t) (<, %/k) ne s'annule que pour des # de @ -:-{O} situés
T :

au~dessus du point U* u-) de (D .

On tire de 13 que pour tout entier relatif M , les fonctioms

m m :
7z - (%) (resp. % —> 3 (_%) ) sont définies holomorphes sur un
k> I

vvois_inage complet de 1'infini et qu'elles se prolongentAholomorphiquement le

long de tout chemin qui &vite le point O (resp. le point E) , ol elles possédent

des singuiarités essentielles, ainsi que le point _I.._l_!fﬂ (re'sp. le point
' 2l
':.‘* =k 4 93_(_‘“ ) , ol elles possédent des points de ramification
1t
quadratiques.

Définition 13el : ( gmd-um/.) ae%er&ww-&wﬁge%we@ﬁao)

Appelons algébrico-différentielle toute fonction (6 = ‘j(}) solution

d'une Equation différentielle du type :

(l?ell) P (%/ 'é/ %//zll/'_y%(“)) = 0
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avec F> polynomial en chacune de ses Q}+1) variables.

Ces fonctions sont int8ressantes du point de vue de la th8orie itérative
car elles sont stables pour 1l'addition, la multiplication, la composition ainsi
que pour les opérations inverses. En particulier, l'ensemble des sé&ries algébrico-

3 - 3 _m 3
différentielles de 1la forme g(%) = 2 (( + ZZ dM% constitue un sous—groupe
v | ‘
de (; et chaque ‘g de ce type a ses coefficients &, aisément calculables

"

Par récurrence.

Il se trouve que, dans les cas unitaire et binaire, la synth&se cano-

nique conduit justement & des fonctions algébrico-différentielles.

Proposition 13el :

Dans le cas unitaire, les fonctions g ) g ) ; liées a
' ' (4] ey (4>

la représentation ‘f—canonique sont algébrico-différentielles, car elles véri-

fient respectivement les &quations différentielles

(13el2) V, (la) + =z a/ - ﬁ (%) (3 = inconnue
(13el3) v‘ (\A) + %/Pl(a) = X 4< % = variable

(13el4) Vl l‘%) + H/ P‘(H) = P({_"l‘) ‘ \_ X = Paramétre

avec

I

(13e15) vl (4) %"/g/

(13e16) P = = -

-z b
Bg,. &, =
-zt

2 (2nt.x + B &
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Indications : On vérifie (13el2) & partir de (13e3) et (13e4bis) puis on en

tire (13el3) et (13el4) grice 3 1'identité :

- (13e17) V‘(gog) V(g t a V(g <V{Y§€@)

Section 13f : Représentants canoniques : le cas binaire.

I1 s'agit du cas ol tous les invariants Aw et tous les coinvariants
¥*
B(o sont nuls, sauf pour (= tx , . &tant fixé dans _;@. . Mais il faut

d'abord montrer que cette définition a un sens, autrement dit qu'on a 1'&qui-

valence

(13£1) (Aw:_o Mw%:‘u) & (B =0 A«.'a)qéix)

Supposons par exemple que Am =0 si b # T x et calculons
4
les B&) . grdce i la formule (13d16). Vu l'alternance du moule U , cette

formule s'écrit (*)

(13£2) Bw = Z ._l__, Aa’

° u‘ull= Wy h‘(‘“)

Q N
U (Cd Mweﬁd«iﬁce)
avec comme d' habitude :

E..,] = Qul-w,_) (wl»tw,_-wg) ((u'ot-,,, Wy _, .-cuu>

Mais, d'aprds notre hypoth&se sur les Aw ,» 11 suffit dans (13£2) de sommer
par rapport aux multiindices W dont toutes les composantes W; valent tantdt

L , tantGt -x . Or, parmi les multiindices de cette forme, les seuls pour

lesquels r;

Vgt .
w] # 0 peuvent s'écrire :

(13£3) b = (i,xlzz‘z,,../ z,,_z) auvec i(-,:i'l ek iz.(')-"*‘{té =0 (Vd)

(*) cf. exercice ‘fei
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w
comme on le vérifie immédiatement. De plus, si 1l'on veut que U # O , on
L4

est encore conduit, vu l'alternance du moule U , 4 éliminer les W de
longueur = n.(w) paire, car, d'aprés (13£3) ceux—ci ont pour somme

w
uwu =% aZEJ =0 et alors U =0 d'aprés (6dlbis). Il ne reste donc
Plus que les @ de la forme (13£3) et de longueur R impaire. Mais comme
ces (b ont pour somme lwll = €, % , cela montre que le second membre

de (13f2) est identiquement nul si &, = t+ X .

Ceci &tablit 1l'implication directe dans ('Bg‘l) L'implication réci-
proque s'établit de la méme mani&re a4 partir de la formule (13d17), laquelle

' )
s'8crit, compte tenu de l'alternance -du moule V :

o -4}

loli=w, Nw) “

(13£4) A(u - 2 | B rE Vw (w 'Mu@h‘c‘md.ice)

Reste '3 &tudier l'application "coinvariants —3> invariants' :

(13£5) (Bz_ , B_x) S qu , lq_ )

dans le cas binaire. Cette application est bien dé&finie (autrement dit, le

second membre de (13f4) converge) car la série de Fourier coinvariante
-2 <t
(13£6) b = - B & - B e

étant ici réduite 3 deux termes, a sa somme U* (_%) définie pour tout % ,
‘ce qui, d'aprds la proposition 13d2, assure l'existence des représentants

lf'-canoniques g et, par voie de consé@quence, celle de leurs invariants AQ .

-X

Partons c;onc d'un couple LBz. ) B ) et calculons LAx , A—x)
au moyen de la formule (13f4). On vient de voir qu'il suffisait de sommer par

rapport‘ aux multiindices de la forme (13£3) et de longueur impaire N = 2 b+

Or pour de tels & on a :
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(13£7) B. = (B B_,t)A B,

Lo+,
15 yd
(13£8) by = 2 (-2) £ Soan
- m,-m
tw 1) M, MM My-M, 4~ Moy
(13£9) V - ( l ) Z El i% E_S- . 21.4-1 z Imb
= - ‘ N v P Tat)
| M oim emc mycon T T M My

(13£7) et (13f8) sont immé&diates et (13f9) tient d'abord i ce que :

w E,80, -0, 8aay
(13£f10) \/ — \/ (par homogénéité)

—

ensuite A ce que (*}

£

L P 1
ey V T uﬂ-_—_ m&mh(j*'u-

ilii‘l;

) a“k*““‘t' 2-7'() =Ly

et enfin 3 ce que, dans le modéle additif :

n M, n
il i X E A { 1 5 d m 1‘
18ayms s S nn g oy
m

Myl mf(a,m)‘,.,('n,f...m,)"

ainsi qu'on le vérifie & partir des formules (7bl) qui conduisent ici a la

formule de récurrence :

k4 T

£,%,.. i-,_ il;51,~-" Tap
(13£13) L ¥ v A)(z) o | du | e (1 * (s 7 ) (2,)

‘- 285-
0 0 1

On peut alors porter (13£7), (13£8), (13£f9) dans (13f4) et il vient :

* d'aprés 1la formule(7b3) dont le second membre se ré&duit ici 3 un seul

terme.
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7 Ml M-M, Myem M=y,
E g, & ... &1
(13f14)A B +B Z@B) ( , & 2 % v o
by Lat1

1,.% 1 1
/ o(,m‘<.“m4<°o In\‘ '"\1_ ”‘3 . .W‘

Myt)
Lhty

Ml Mp-M, Myt My,

1

M, comycon MM My -en My

(13f15)A B +6 Z@ (ZTTTZ €, Sy 5 ...21,_,1

* 2y ZA-FI

Mais comme ”cuu = (Z.f&)x:fu_“x on doit sommer dans (13fl4) par rapport

aux multiindices Z se terminant par iuﬂ = et dé.ns (13£15) par
rapport aux multiindices & se terminant par éuﬂ': -l . D'autre part
'm‘H ’m-,"‘MI ma"ml m4~m4_‘ qKA'fl A
(13£16) Z PR 0 L, =

™M
1
14
~
~
w
f}]
13-
N
M
~
&
l
H—

lorsque les M; sont tous impairs (resp. =0 lorsqu'ils ne sont pas tous

impairs) et ceci indépendamment de la valeur de & @ui est exclu de la

A+

sommatior). Par conséquent (13f14) et (13f15) peuvent se ré&sumer en une seule

formule :

Aw. A-x Q’BLB-.&A x - |
(13£17) B - = 1 +,Z ) <.._> Z

M yt)
144

1

o'y A),' 2541 'Wl‘- <mi‘fl 'nl' m: . ln\;

Or on sait que : ’m‘ W*)“’“’\
k3 4 2»
en(T2) = 1 <l—-i>='f—1—Zt1)2~ |
z - 'htL U L T

M. njuun 41 lmj (,m‘,ﬂ MMy My

Soit, en intégrant puis en divisant par % {lmﬂ MW
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A 13
(13£18) 5 pon TR { + 2 1) 2 > !

T2 s t *
2 Lo+l m<m mtml... m

)

el
i

D'oli en comparant (13f17) et (13f18) :

(13£19) A, = A = Lf( V B, &,L) ouvee. (f(%)_._?_ Aon T2

B, Tt T

Mais (13£19) implique V V -x Lf( v x ..x) . On peut donc

énoncer :

Proposition 13fl : (Correspondarce entre invariants et coinvariants). Dans le

cas binaire, 1'application LB’L J B.,‘_) —-—3(/}_&, A—x) est surjective, mais

non injective. Plus précisément, elle présente une périodicité en &vidence

sur les formules :

(13£20) —

(13£21) ZNAA, = tun <."; VB, B.,)
(R .

Bien entendu, par imparité de la fonction sinus, la relation (13f21) détermine
sans ambiguité le produit Ax A‘,L en fonction du produit B.,,_ 8_,‘_ . Comme
les rapports sont Egaux d'aprés (13£20), cela détermine qu_/ A-x-) en

-~

fonction de LB*/ 8~x—) . On est conduit & discuter par rapport au paramétre

(13£22) & = = Vﬁx | ("‘1{ <A’13@ IS %)

(At

Lorsque 6’ est entier non nul, on a Ax - A—x. = O et on retombe dans
la classe pleinement ité&rable. Lorsque 6” “est nul, on a L/'L/ A—JL) = LB,_/ B—x)

et comme 1'un au moins des 8 ) B est nul, on retombe dans le cas unitaire.
~

-X
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Enfin, lorsque 6' é Z , on est dans le cas binaire proprement dit. Nous

supposerons donc dans toute la suite que @ 6E ;Z? .

Puisqu'ici ce sont les coinvariants qui déterminent univoquement les

: -k t
représentants canoniques X et f = @ ° i ® Q , nous allons
& &by t

utiliser non la formule (13d14) mais la formule (13d15). En la mettant sous
. 3
forme réduite, grice & la formule (10d3), puis en conjuguant par ? pour

rétablir la périodicité en k , on obtient une expression simple de 1'itérateur,

avec séparation des variables 2 et &

Proposition 13f2.

®) Dans le cas binaire, l'itérateur 4-canonique admet 1'expression suivante

(dans ie modé&le formel)

" b,k i, .
(13£23) fu @=L, (f:., by =2+ By L &—a(hex 6111))-;L.€c5(t~c Pﬁ;ﬁ)
?

avec des blocs irréductibles 030 ) @z. Py @—x définis par :

(13£24) 050 - - 2 BCU f; Y S B, 15

llw]l=0 lwif=0 =
(13£24bis) (Bt,_ = Z Bor,: ’Uﬂ = xx Z B«, 'U—g
Hwl{=2x le=2z -

B) Les bloes irréductibles vérifient les €quations de résurgence suivantes

(Bcrites icl dans le modale formel)

A B, A, e.-x& 03_,(

(13£25) A_,L @O _ A e_xﬁ, @x

b8 - x A B (1-8 8

ALB, - o

i

I

(13£26)
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A, B, =0
A, &,

(13£27)

I

~x A e_l& (1 -@, @_,L>

6) Les blocs irréductibles 631_ ) @-x vérifient les équations de Riccati :

(13£28) i(@x) + 1(@1) N z By

J. x Dax Bax 7(—81 *
(13£29) RQB_,L) - x@%) : - L@-x) =0

, leur est 1i& par :

et le bloc @

]

13£30 Cl B'L
s 2 (B.) Q@_x) + L@,L)

'L'm% 1l
Indications : Le point & wvient d'é@tre justifié. En principe, les sommes
(13£24) et (13f24bis) doivent &tre restreintes aux seuls multiindices & non

—

dégénérés (*) mais comme ici les & mne peuvent avoir pour composantes &
que X ou ~X et pour somme &l que 0/ x ou - , 1ls sont automa-

tiquement non dégénérés %)

Pour le point (3 , on peut par exemple porter (13f23) dans les rela-

tions :
3*
(13£31) Ax_ Q_7L = x A e_-ﬂ— (moddle formel)
8*
(13£32) A-x e.x N4 = =X A-x e (modale formel)
-zt xt
puils identifier les coefficients de €, et &

(¥) cf. définition 10a3 (¥ cf. le critére du lemme 10al.
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w
Pour le point b’ , de la r&gle de dérivation des ’U‘ :

A ey bp O, Wn Wy)oo,
= T =gV U (madits fommed)

tniz
’
on déduit la raégle de dérivation des ve{ = Z. r, /U-@
ofnw w
w w | w
wen 4 UT o o U - L ya el U
da W Gy mo o

ol la somme est &tendue & toutes les factorisations de & en produits d'un

multiindice é_u_l (dégénBré ou non) par un indice simple &4 . En appliquant

o

alors (13f33) 3 la dé&rivation de Bo- , on ne trouve que des de multiindice
l .o .

@ non dégénéré, avec ol(fa_') = | , et on aboutit a (13f30). Au contraire,

en appliquant (13£33) & la dérivation de %ix , on trouve des /U’_ de

multiindice .(‘i' tantdt dégénéré, avec d((u') = 17 , et tantdt non dégénérés,

ﬁl'
avec (1(9_:') =0 . En factorisant les U™~ de multiindice dégénéré selon la

formule (10c9), on aBoutit aux équations (13£28) et (13£29).

Proposition 13f3,

{) Dans la modéle additif, les blocs wo /@x / 6_1 ont toutes leurs

singularités situées respectivement au dessus des points 0 y x,-x .

Dans les modg@les sectoriels, ils sont réguliers (*) dans les secteurs suivants

N . N
) Y

¢ 8, B

N /

\ 4

~
d

o

Figure 13fl

(® c'est-a-dire possédent 3 1'infini les développements asymptotiques auquels

on-s'attend.
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x 0?),(%)
[3) Dans les mod@les sectoriels, les blocs @x (%)/ @_x(%) ) é sont des
A =N
fonctions méromorphes de la variable % sur @ -~ {o's

5) On a dans le mod&le formel la factorisation :

—
—

34»4&7 KA fiz (- e—xi- *)( L= Qxe (B—%)

Dans aucun des deux mod&les sectoriels, le dernier membre ne s'annule en dehors

ase) b ? g* - (l . U.,Ur)) | - B, B

du point

~xt
sezsy @ o= W 1 (B, ¢ B8, e%(—)

.

ot 2l

Indications : Le point & tient tout simplement a (13f24) et (13f24bis). Pour

* ¥
obtenir les itérateurs sectoriels 3 et 3 il faut bien siir
b+ <k~
porter dans (13£23) les seules déterminations de @30 /r03,L 03_x_ qui
sont régulidres dans les secteurs considérés, c'est-d-dire respectivement :
N A\
e \ X 1)

Les blocs ng et Gix vérifient des équations de Riccati aux coefficients

/

A4

—
réguliers sur d: -L-{Og . Ils sont donc méromorphes sur (: - {O} et
ne possé&dent que des pdles simples. Il en résulte, moyennant (13£30), que
030 comporte des singularités logarithmiques du type C, 209 (% —22) aux
points %, oii 1'un des blocs &iz )03-1 possé&de un pble simple. Mais les
résidus correspondants sont calculables en fonction de ¢, , grice a (13£28)

, ce

N~

ou (13£29), et on s'apercgoit que C, est toujours de la forme =+

o® @,

qui assure bien la méromorphie de

Enfin, la relation (13£34) s'obtient 'd partir de (13d50) ou directement



- 485 -

3 partir de (13£28) et (13£29). Or le bloc V)., satisfait (13£29) et on vérifie
‘que son inverse l/@_x_ sétisfait (13£28). @x et l/@-»x sont donc deux solutions
différentes d'une méme é&quation de Riccati. Par suite 63'. (%) # l/@_i )
pour tout * F O, . On en déduit facilement que le dernier membre de
(13£34) ne s'annule pas en dehors du point T = LJ* (k) /2_11[ et que, par
conséquent, les X(t-) ne possédent de ramifications quadratiques qu'au dessus

de ce point.

Nous allons &tudier d'un peu plus pré&s les itérateurs. A partir de

¥
maintenant, nous raisonnerons Sur g (& -(-%) , car cette expression i
| ~ t ] b
1'avantage d'étre le logarithme d'une fonction homographique de € . De plus,

c'est elle qui interviendra 3 la section 13h.

Proposition 13f4 :

Soit 6" défini comme en (13£22) et supposons que e’ ¢-zl_ Z .

P e
®) Il existe une fonction H(}) méromorphe non plus sur (t —'—-{0} mais sur

tout entier et telle que

-&
* Az He + A, 3
(13£36) 3 (ztt) = L Qrg T z
? -~
bt A% R, H(_ﬂ + by 2,
\ +6 LY
ou Zl ; [ désignent des déterminations de 2 différentes selon

¥ ¥
que 1'on considére 1'un ou l'autre des ité&rateurs sectoriels (f et 3
+ -—

) On a :

Py Q) - Qi + 1
P -1 ) Ry

(13£37) H () =

avec des fonctions P/ Q/ R entidrement déterminées par les conditions

suivantes:
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(i) P est 1'unique solution de (13£28) qui soit régulidre a 1l'origine et pour

laquelle

8. \"
(13£38) Pre) = -t [ - _ g
B . =8,

1 . - . .
(11) P+ .6-2 est 1'unique solution de (13£28) qui soit régulidre d l'origine

et pour laquelle

A ,
a339)  Fro) + L = & (ﬁi) = Mg
Qo)

(iii) R est 1'unique fonction méromorphe (sur tout (E ) telle telle que R(O)

et telle que la solution générale de (13£28) s'écrive sous la forme :

(13£40) a} @ = Py + -
2 Q@ + 4 &% Ra
6) Les scalaires ,b'/ }31, 133159_ de (13.f36) satisfont aux conditions :
~lmié , ~ i 6
sy Ao A (- -e) = = As = ______—(ue )
/-)3 Aq, (\ __V_ez‘n'“ ) L—- ?.ﬂt& o A”z

ol les deux derniers membres sont bien égaux d cause de(13f21) .

Indications : On part de (13f23) compte tenu de g (4 k‘) = ‘:’—‘— é)
Cb)
Comme on 1'a déja observé, @x et l/@ sont toutes deux solution de
1'é8quation (13f28). Or, pour @ é_ ’ cette 8quation de Riccati posséde
exactement deux solutions méromorphes, que nous avons notées P et P+—C_Q— ’
et la solution générale (13f40) dépend homographiquement de la constante d'in-

_ . . - N
tégration A . Par suite, @x = ébﬁ_ et 0_2)‘,’_ l /m,‘f pour A%, A% ¢

Reste 3 calculer 60 s, ce qul ast possible grice & (13£30). On trouve :
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®, , -8
e s QIR + 4 R (n & C)
b 4p)/R 4+ by T PR

Finalement, compte tenu de (13f23), on aboutit bien 3 (13£36) et (13£f37). Quant

aux relations (13f41), elles ne font que traduire les relations

it

* ¥* -
TT+0 3 = 5 (en bas) T o f* X* (en haut)
- + + -

qui ici deviennent :

C" (?f x X:

-x A,L é.

e el )

(13£42) ¥
-2 g
+

-+xA_x

n

Ces relations sont en fait valables partout, du fait de la méromorphie en %
de exh.Cx (%utb . Or, d'aprés ce que nous avons dit sur les détermina-

* *
tions des blocs s @x , @_1 s, le passage de 3 a 3 (en bas)

Cent 3 N it _ 6 . 8 + *
revient a4 la substitution de €. %‘ a ?‘ et le passage de a

* 6
? (en haut) revient 3 la substitution de 'é'lm' ?;& 3 é

. ot a }t . Compte

tenu de (13£f42) et (13£36), cela conduit aux relations (13f41).

Proposition 13f5.

On suppose toujours que @' n'est ni entier ni demi-entier.

) Si 1l'on &crit dans le mod&le formel

-zt
(13£43) f* (£ +3%) = éﬂa ( fte f
L b+ e,
(13£43bis) ‘() ¢ - ¢ ¢ =1

Lo v 3
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alors les fonctions (f‘: s'expriment d'une mani&re particulidrement simple au

w
moyen des (U— :

-5 2 @, -4
(13£44) & ¢ ”ﬁ(%) = e ( | —@x (?) @‘z (z))

%A, - XX KX, X,mX

=1 _-xB,8, @"m Fa 8 8,,_1]1%) Bxg.x/U‘cr) +...

- 23 X P, “
(13£45) €& * ‘ﬁ(%) =-e” b (FJZ (%) (l - (B,‘ z) B, (-z))
LIRE7E KX, X,
:‘XB/U(%)'!"XBB/U‘(?) ..7:.88 U (%) + ..
@ () - Vo,

(13£46) C? ‘fs () = 03 (=) (l—-@ (z) 6 (3))

-7-, z,~ 2,.‘,!/ -X

.—:'x.B ’ULz)- ch)+18 B/lf(%) + ..

‘% 030(?)
(13£47) “f k) = & (l ~0§ () @ (%)

-z,x,-x,x XX XX

= -‘B_,‘B,_Uh)-rx B,,.Bx (}) - % 8 U(Q)-k..

"l:v

(.)o) Les (ﬁ sont liées entre elles par les relations différentielles :

= 8x
L{l Lez Lﬂ (fl 2’/ (R m
¥ ,‘{3 (P., - N4 ‘ﬂ* ox B

3 Tl

(13£48)

bt W8

- %/

0’) L(’( et CF} ‘vérifient 1'8quation différentielle linéaire :

t 2
(13£49) '3"(%\ + % ‘(’/L%) - (i - +—e—,_> 43 =0

tandis que Le‘_ et (Pq vérifient :

(13£50) !é"('e) + ..!2... 21_/(%) — (Z’_ _z +§_}> 3[%) =0
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(13£51) Lﬁ&m =2

on-a pour expression des (e;

.+-

t
Tt

(13£52)

avec des scalaires A;

ix_lie. avec
1
" %e.a, L
a1 Wl (426)(3+28)6428) .. (2n-1426)
m -
7 % %6-1-7.4\.!
o
M el a8 (3426) (5428).. @ +28)

sz,& ‘61,6 ]

({x,-c- "'f.x’-ﬂ.
.

hoen

qui, outre les relations (13f41), vérifient :

(13£53)

By Ay — 4y 2y

— am—

L6

G
i

Yz

x,Fx,tx,..,
Indications : Les développements des %z en fonctions des «I.

(qui appartiennent 3 1l'algébre ré&duite) peuvent se d8duire des développements

correspondants pour 03@ ) 032_/ og_x

(cf.

(13f24) et (13f£24bis))

(

0

il

. On peut

6.1

-

aussi, grace a (13£31) et'(13f32), calculer les Zquations de résurgence vérifiées
X -z X 23
T _ . T T

par € - et jerf e

x,3x,. ..
formels en fonctions des invariants et des 1L ., puls passer aux

coinvariants et aux U

‘Les relations (13f48) s'obtiennent

(13£30) ou directement 3 partir de (13d50). En it&rant (13£48), on trouve que

T, 3x,...

» en dé&duire leur développements

moyennant quelques lemmes combinatoires.

tir de (13£28), (13£29),

Le,/((3 et %:_/({L vérifient respectivement (13£f49) et (13£50). Or ces

équations linéaires ont pour solutions particulidres %;.& ) %1
1

sz,e, ] (to—z,~6~

géométriques définies en (13£51). De plus :

1"6'

respectivement, ol les %: 0 sont les fonctions hyper-
Ix,x

et
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sz,ﬂ- <€-z,8~

(13£54) dek

1
l
o

(fx,- ¢ T -6

- pur —

- 7
Le'x ¢ Lﬁxz& ((xle‘ (f.x,& ' 7‘-/1_ : e/%
(13£55) i ‘ : =
J' .
* ?Il -6 - -‘X,-g- lfx,-&- » - L(.x,& 6'/% -x/?‘
L. - - p L -

et la factorisation (13£52) s'en déduit facilement avec la condition (13£53).

Proposition 13f6 :

_ ¥ *
Tout comme dans le cas unitaire, les fonctions g J 3 _ é)
, - S <e> <k
liées dans le cas binaire 3 la représentation t-—canonique, sont algébrico-dif-—

férentielles, car elles vérifient respectivement les &quations différentielles :

(A
(13£56) V,_ (_!é\ + ')Ll 'aI = Pvz_ (%) a = inconnue
asesn Y, )+ %/"- PL%) ot 2 = variable
(13£58) V;'(ﬁ) + 311 EL(.E)) = P,L (_"Z-) % = Earamétre

avec

h\t 9 \/
(13£59) V,_‘() = i - 2 l
3 ( (JI ) ('a/ )
E.(%) - LQ.'l'Bx\ + 12 (B.'fat) + Z.‘I.(B,,*BL) + 1-18181. +,x’L

(13£60) T (T+ 6, 4B %(%+6,+8,_) *

-xk _ xb
v, (3‘ = §.’LS__. ) 8,_ = ._._______.B"‘ &
il 21
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L'opérateur ‘L n'est autre que la dérivée schwarzienmne, qui est invariante

par rapport aux homographies :

(13£61) v,'_ (3 o %) — V,L (_3') (pour toute homographie (f )

Plus généralement, pour toute paire g/% é @ , on a identiquement :

(13£62) v (8o %\ (3 —:—a V(g) ° 4

Cette relation, analogue»é(lBelZ) permet, tout comme dans le cas unitaire, de
déduire (13f57) et (13£58) de (13£56). Reste & établir (13£56). On peut pour

. . . ¥
cela partir de 1l'une des deux identités suivantes (ol ¥ = %
<k )
?

1l

(13£63) (+ B_‘i‘é‘r_) . e-%(f'y 2 ¥ (e'x(- (& + LQ >-‘L

9%

*
asees) (1 4 Q‘:_@‘)". e_alg 2 g" = Qﬂ + e-—xl. fq_ );L

2%

et utiliser ensuite les relations différentielles (13£48), mais il est plus

simple de partir de 1”7une des deux identit&s suivantes :

(13£63bis) \ 4+ 9'..1?‘) xé’" 3 ¥ = e—m (6-7‘%; =t @.1)1
*
a.x% (@x/l _ﬁ_xlrogz)l

)- ) 3
-x
avec @x,@_l solutions des &quations de Riccati (13£28), (13f29) et 03 /@

(sgesvis) (| L8

n

z

définis par :
: X, X X ~X
(13f65)(} /@ = "‘B-" e e )(i ® )/(5 JP@ avee K ooy = B (2) =
T

Les &quations algébrico-différentielles des propositions (13el) et (13£6) n'ont
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pas d'équivalents exacts en dehors des cas unitaire et binaire. Elles reposent

d'ailleurs largement sur les opérateurs v‘h. (M:l/?_) et les identité&s fonction-

nelles :

(13£66) Vm (303\ ‘__. an(-%) + %/'n Lv%g)o}

qui ne s'&tendent pas aux entiers M 7/ 3 .

Sections 13g : Représentants canoniques : le cas unilatéral.

Eléments semi-itérables.

[+]
Dans cette section, nous travaillons toujours sur des &lements de (E
T S R |
de la forme-type (i) = T+ + (3 , mais nous supposons en outre que
. . A A‘*‘ H" s
les invariants w, Ne My associés 3 .sont nuls quand la
+ N
fréquence W appartient 3 l'une des deux moitiés de .ﬂ, , 4 savoir IL = Lnt H\(
g'):- N Vid . . e
ou = -Lud IN . Nous dirons pour faire bref que ces g sont seml-1té-
rables. Comme cette notion est &videmment stable par conjugaison, on parlera
aussi de classes semi-itérables.
0
Dire qu'un g élément de @ est semi-itérable ne signifie donc
L7 :
pas qu'il poss&de des itérées 8 pour des ordres d'itération MW pris dans
(R (ou dans R ) . D'ailleurs, une telle définition serait absurde, puisque

4 °
3 possé&de des itérées 3 dans G pour tout AU complexe dé&s qu'il en

poss&de pour un certain W irrationnel (d'aprés la proposition 8dl).

Pour fixer les idées, nous considérerons dans cette section des §

semi-itérables dont les invariants sont nuls quand les fréquences & parcourent

] X
..ﬂ..:;-ZTH.[N « Pour ces g,onadonc'

-—

m, (i—) = 0 ; T[—U:) =t ;IR = k

. . . . . + +
Les seules fonctions invariantes non triviales sont Tr* y, T y *rf et,
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pour simplifier, nous les noterons TT* ‘/IT , T
(19g1) T‘*(k) = T’: ()) = — Z Am c"c"'(-
we
t —wh
(19g2) T = M =k -2 A ¢

we it

sy T = M) = k- AL
wéRN*

Ces notations sont légitimes, car TT =-TT*. a bien pour inverse
-i

de composition T = +

T et pour logarithme itératif T = TE:. . Les
x
-]
séries T et T sont convergentes pour &' "en bas". La série Tt* peut

converger ou diverger selon les cas.

Lemme 13gl :

Les & semi-itérables sont caractérisés par le fait que leurs &léments

. ¥ ' - . . . -

sectoriels 3 , *5 ) ; sont définis et réguliers (i.e. possé&dent des
b3 : %

développements asymptotiques a 1'infini) dans des secteurs d'ouverture 31T

(au lieu de M dans le cas général).

(8.5.,%)

AL

\ (%8 . 4)

En effet, 3 cause de la relation

NN
QNN \

figure 13gl.

L - %
(13g4) 3 = T o g (en haut)
- +

et puisqu'ici T‘['(,&-) = b , il est clair que § , pris dans son domaine
+
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principal (3 droite) et prolongé analytiquement dans le sens positif selon un
¥ .

arc de cercle |[?]| = R ( R assez grand) se transforme en } , pris

dans son domaine principal (& gauche). D'oll la régularité de gi , et par

*
suite de } et 8 , Sur un secteur - £ A/\_a 2 £+
X t

-

Lemme 13g2 :

) Les coinvariants Bw d'une § semi~itérable sont toujours définis.

f).) De plus, lorsque la série de Fourier

—wh
(13g5) Ll*(k) = - Z. Ba., e “
we O

formée 3 1'aide de ces coinvariants, converge (en bas), les séries de Fourier
-
T et MW , formées 3 1'aide des invariants, s'en déduisent par les formules

intégrales :

(13g6) T (2)

1)

) = 2 +Z Jo(b, dt, gc%)_. eec%)g .2

z
“wCt < by <o '

i

(13g7) '—r;m MR = = +ZU dk, ... :Uctv(a ..8(1)2-.;
s

A
2 gk, <. <t-. L4od

Uy (k]
Lui (2-t) — U, (4)

avec P (¥ =

Le point o tient & ce que, dans la formule (13d1ll), le second membre s'annule
quand W, é- ﬂ_ et se réduit & un nombre fini de termes lorsque (u, & ﬂ* .
Quant aux formules (13g6) et (13g7), on les déduit des formules (13d28) en se
souvenant que :

TG = b {g*(%«) -Ml} ek w(e) = bim %5%“‘)""%(@“6‘7
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et en observant que E (tm) = tl (_%) .
t ben

Dans (13g6) et (13g7), la convergence est uniforme (en bas). On obtien-

drait une formule analogue pour TEV s soit :

k,.- k
+ [WARRVAY. a

(13g8) T (*) = Trar (¢) = Z ou}... oLh T t)(%)__ ...{J(_%).‘l .2

A1 E, 9t ‘& 9%

.

avec pour .1- le moule alterné introduit a4 la section 4c. Mais cette fois,
la série de Fourier 'ﬂ; est généralement divergente et le dernier membre de
(13g8) ne saurait converger comme série de fonctions : cependant, pour tout
 , il ne contient qu'un nombre fini de termejde fréquence & et la formule

d donc quand-méme un sens.

Abordons maintenant la synth&se harmonique unilatérale, c'est-3-dire

la eonstruction de représentants t-canoniques dans les classes semi-itérables.

Etant donné la carrespondance biunivoque qui existe, dans ce cas particulier,
entre invariants et coinvariants, il s'agit, partant d'un quelconque des sommets

du diagramme (13g9) ci-dessous, d'aboutir au centre :

Ti (k) | (b - inBtamacke)

(13g9) 1/1\T/* (x) > g (}) LJ*(L-)
L_
b () /

-1
Supprimons T[ (L) , qui joue un rdle parfaitement symétrique de TT(*? s
¥
et remplacons 8& par son itérateur sectoriel 3 gauche g , qui le détermine

entidrement, ou mieux encore, par l'application

¥*
(13gl10) !T _— LFZ (k‘) = 5 C-‘b-l-l') = k& + 5* (")
t- k> -

qui, pour chaque # , & l'avantage d'étre périodiques en ko
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(13g11) Y} (k +1) = 1 +\t(i—) ( 3| assez grand;-Imk assez grand)
On aboutit donc au diagramme suivant :

»T" QJH;C (ﬁ(*)-: 3:(“&))

(13g12)

Ty > %i.<¥ ' Uy

La formule (13d64) explicite la fléche m— %; et fournirait une

solution idéale i notre probl&me si la convergence de son second membre &tait

facile & &tudier. Mais tel n'est pas le cas. Voir 3 ce sujet l'exercice % 2.
P J

La formule (13d14) explicite la fléche ,H% —_— %; , ou plus exacte-
ment la fléche {Aw§ — ‘i)% , mais les conditions de convergence ne sont

pas plus transparentes que pour (13d64).

Reste la formule (13d28), qui explicite la fléche JL* —3 Y; .
Ici, on sait 3 quoi s'en tenir, car d'aprds la proposition 13d2, lorsque U,
est convergent, le second membre de (13d28) converge vers l'ité8rateur 5*;
d'un élément gb de 4;0. Malheureusement, nous ne savons pas, pour 1l'instant,
si l_ est toujours convergente. Nous verrons plus loin que ce n'est pas le

¥

cas.

Pour pouvoir débrouiller la question, il va falloir jouer successivement
sur toutes les applications figur@es au diagramme (13gl2). Plus exactement, il

va falloir utiliser les applications tangentes, en des points judicieusement

choisis. Pour illustrer la méthode, commencons par &tudier, sur le diagramme
(13gl2), les applications tangentes aux ""points” les plus simples, c'est-d-dire

aux "'points unitaires™. D'aprds la section 13e, on a ep ces "points"



O M owFx tww\mxdgx‘xe do O
A,L= B,,_ #0 8m,me_ luim avee nyo .

-xb
T, () = U, (b) =-A, e
(13g13) T (k) =4 + & (1 —= A, e.'x‘-)
*
‘T)%Ur] = (?&_(’Hl') = 24k 4 L &-}(t_xﬁ,‘ e_"*&fm)
_ x(rth) ZA& —:_13
L =2 (-2 £ )

Lemme 13g3.

Au diagramme (13gl2), parmi les applications tangentes aux "points

unitaires", il n'y en a que .cing qui conservent toujours la convergence des

séries de Fourier. Ce sont :

Sn_x — ST , Su* — $n 51‘1‘*——9 gu¥ ) Su*—%gﬂ ,Sﬂ*—ag(&

Montrons d'abord que les fléches &numérées, qui sont celles du diagramme

om
(13g14) T \

o, ' >3t < Su,

\\

conservent toujours la convergence.

Fléche SW* — §m

C'est immé&diat, puisque T['*-I-Sﬂ* est le générateur infinité-

simal (ou logarithme ité&ratif) de T+ 8T

Fléche gl.l;. — gﬂ

Ici aussi, c'est immédiat, car on a d&ji vu que la fléche .U.*_ 5T

elle~méme conservait la convergence. Calculons toutefois 1'application tangente,
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pour voir si elle est inversible.

En donnant des accroissements infinité&simaux aux deux membres de la

formule (13gb6), on trouve :

o0 o0
gTH%) = :Z;. AZ; Ah...dba...&h [&Ac%)g afn%)—;] {5{1(@) J[{l (¥) Be. &u- 9&] 3
d ~P kg e Bl

Soit, compte tenu de (13d34), (13d35) et en faisant &} ::P :

o= [ o [8] [y 2] [R] +

Mais comme *g = *g& oTl (en bas) et que St’ (.%)
"

k . N
cela donne finalement : {21TL(*'E)‘JJ*U)]

+oP

i, (4)

QU (k) ol
L TGer-se] (57

Malheureusement, cette formule ne montre pas si la fléche SJJ*'—a STT est.

(1315) (gn)zﬁi{ ® =

ou non surjective et ne renseigne donc pas sur la fléche inverse.

Fléche 8“'* - gu*

En prenant des accroisements infinit&simaux aux deux membres de

(13dl6), on trouve :

wmo 38, = 2 ALGAAL [, U

' Jn, W3

~

la somme étant &tendue 3 tous les multiindices &J‘/aul et 3 tous les

indices simples &, tels que Jw'|| + W, ‘H(‘U%“ =

N . Compte tenu de

l'alternance du moule k} , cela s'Berit :

! 3
bw,w
(13g17) Z A @A \ m U

L'y, ‘U ' R (o' @y u?)
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Mais comme Aw =0 pour tout  simple :',5 X , on peut se limiter aux

P03 T M3 .o . N
a;/a; de la forme (3) (%) s Ol (x) désigne bien siir le multiindice

/

formé de M composantes toutes &gales & 2 . D'autre part :

l—E ™ e, Qc.‘)IM] = 0 ALm S 2

Crx o @1+ ey =0

n
Wa (X)

LS
X, (X
U + m U =0

Les deux premiéres relations sont immédiates. La troisidme s'obtient en expli-

citant la relation d'alternance :

2 U” - o (e} (6d6))
%, e e

Finalement, (13gl7) se réduit 3 une somme finie :

wan  SB = 2 (AY T U

mn
W, (%)

¥ ¥
€tendue 3 tous les (J)L/'IL tels que w, +t M =—w, S éa\], w, €1l lN/

et comportant des facteurs ﬁ;] qui valent explicitement :
(13g19) l—Ew,_ a3 = Wmr) w, (w, + ) oo (W (m-1) 2 )
n
L}(”z ()
Reste 3 &valuer les . Dans le cas particulier qui nous occupe,

les relations (7b7) se réduisent & :

n-1i
ijk (x)
(13g20)  2mi _?- Uy — ' U ¢
et % Y +w-1)x
4 (x)
Comme L) =0 pour 3 =X , cela &quivaut 3 :
M|
xa(;x.) 4 U‘dl (?-) 4-* U‘é{ﬂ‘; &)

sezny U ‘ =2

——

44

nt ‘j +@-1) X TEL g +mx ;
X 1 0 t
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Soit, en itérant :

" d
) ooy oo d
(13g22) U‘é = ! N j OLﬂ' ] e
@ni)”™ % CRERE (3d+d‘x)... (4, + =)

ce qui conduit & la majoration :

{ il

I1 ne reste plus qu'a porter (13g23) et (13gl9) dans (13gl8) pour voir que

&MA% \S B, e

N
Wy, (x) ] by~

(13g23) ‘[j

LT tq

lorsque &mw { 8 Aq_n(_%\ <’°

Fléche SU* — SLV%

Ici, on sait que la fléche Jl* — %; elle-méme conserve la con-—

vergence. De plus, de (13d28), on tire la relation :

(13g24) § Lt}%h (E J 52.1;(&) db
%) [?m(* m ,u» [? *3 ]
ks

analogue & (13gl5).

Fl’éche gﬂt “9 gl{)% .

Elle conserve la convergence, comme compos&e des fléches gﬂ* - SLJ

*
et S.Ll* —_ S LV!_ qui la conservent chacune.

Montrons maintenant que les fléches suivantes :

o

(13g25) \L

ot 3 (Pz_ Sl

*& /

ne conservent pas toujours la convergence.
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Fléche gﬂ -3 STI*

Elle ne conserve pas toujours la convergence, puisque la prise du

logarithme itératif ne la conserve pas toujours (appliquer la proposition 9cl

aprés le changement de variable l" 4 t . Plus précisément, la série
g -2 :

Lt
de Fouriler ST(* n'est convergente que si ST[‘ est de la forme SS _ LS_;__)__ﬂ_
T’

pour une série de Fourier SS convergente.

Fldche SU, —s §Tiy

En raisonnant comme pour la fléche STT* —_— g-u* , mais cette

fois & partir de la formule (13d17), on obtient la formule
n
n W, ()
asee) R, = 2 (8) r‘cut@_m V

symétrique de la formule (13gl18). Mais ici, les relations différentielles

(7b8) conduisent & la formule :

()"
(13g27) V% = C_ ...L)M y i«ﬁ. . A#J .. &L
nd @M . 4

1'intégrale étant &tendue au domaine

GDM = {x(«él <3) sy <L‘$5 <3¢)"<1/'“ /‘x<'3m<}mﬂ+x}

D'ol la minoration

o 1] 5

qui, compte tenu de (13gl9) et (13g26), montre que la convergence de SU*

n'entraine pas nécessairement celle de ST(

%

Fléche o0 —3 S({JQ.

Considérons des accroissement ST( de la forme particulidre :
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Swiy = - = SALY &

n
A

ainsi que le quotient correspondant :

Sﬂ(%) - (l—- - A_x e—x@> Z__ LSA:’L\Q—%:%: Z @C,M_ )Q_ﬂx%

ey my !
En prenant les accroissements des deux membres de la formule . (13d64) on montre
('*) que, en cas de convergence de Sl{; , on doit avoir :
- oo
. o
(13929) 5%’(4—..),:1,ZQC 5. &
% k TR "2 3-1 xE A z N~
A {_xA W 3

- oy 3 |
Or, puisque u+(3) ~— pour ;_9 O , il est clair que, quel

—nx e..zt-

M~
que soit le choix du chemin d'intégration dans (13g29), le dénominateur { %
de 1l'intégrande s'annulera sur ces chemins pour des valeurs de L’ telles que

ik . 3 . 3 . 3
-—L\M b et done & solent arbitrairement grands. Par suite, si on intégre
sur 1'un de ces chemins, pour des valeurs licites des % et = , on obtiendra,
a % fixe , un germe analytique en k qui, prolongé, ne saurait livrer &
chaque cas une fonction de ) périodique "en bas™. C'est en particulier ce qui
n A . - . X 3
se passe lorsque —ﬁ-/ est un polynOme trigonométrique : les germes -
correspondants ne sont jamais périodiques. C'est donc que la fléche 81‘[ — SKP%

ne conserve pas toujours la convergence.

Fléche %“"‘7 SH*

Cette fléche non plus ne conserve pas toujours la convergence, car

sinon, par composition avec la fléche gu* _— SLF} ,-qui la conserve,

la fléche SIT —_ gl(’i_ la conserverait aussi, ce qui n'est pas le cas.

Ceci ach&ve de prouver le lemme 13g3. Nous allons maintenant montrer

@) cf. exercice l‘l‘%ct
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que la situation ne change pas quand on considére, dans le diagramme (13gl2),

les applications tangentes en un ""point convergent' quelconque, c'est—id-dire
P ’ ‘

- . [} -
pour des s&ries de Fourier T, n, /’uar , L()a_ toutes convergentes. (D'aprés

ce qui précade, il suffit de supposer u* convergente) .

Pour les fléches STI ? 31'[* , c'est immédiat. Pour les autres

fléches, cela va résulter des lemmes suivants :

Lemme 13g4 :

En tout "point convergent', les fléches Su* - S'ﬂ et

gu* —_ SLPI— conservent la convergence.

Cela tient 3 ce que les fléches .Ll} —3 T et .u'}——)‘t‘;_ elles—mémes
conservent la convergence. D'ailleurs, les formules (13gl5) et (13g24) restent

en vigueur.

Lemme 13g5 :

. . * . e e
S1 T{%(E) est convergente et si 0 (L—) désigne la primitive de

1/'“*(!-) qui n'a pas de terme constant, on a pour % voisin de 0O et F oen

bas :

¢
(13g30) T . ‘{i £y = = .ﬁ‘}ﬁ + g\(},b)

ai

pour une fonction P{ analytique én %, b et solution de 1'équation :

(13g31) *

Q)’q)

?’\'z %-“*“))_?.ﬁ 1
3 ( i 2t + (L

Pour le schéma de la démonstration, voir 1'exercice ('t'lag

Lemme 13gb6 :

En tout "point convergent” les fléches ST[' —D SL(‘L et STY —agu*
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sont données par (45

i
(Y
Y, &) sa ) |- ==
(13g32) © - 1 (9/33'0) ° Y? i3 43
2 Y (x i | 2 R
o ! » &Vs(k) l taiz

(13g33) gu\,u») = L

et ne conservent pas la convergence.

Comme la formule (13g29), la formule (13g32) se démontre en prenant
les accroissements des deux membres de (13d64). La formule (13g34) s'en déduit

comme suit. De (13d49) on tire :

| | HeWH ) 2 v _ 7
(1334 ( inie ot Yy 5% kP*

et de 13, en passant aux accroissements :

o S+ w3} - 22)

i /¢ alzr !
-5tq20ﬂ

Puis en portant (13g32) dans (13g35) et en tenant compte d nouveau de (13g34)

pour dériver convenablement sous le signe somme, on aboutit 3 .(13g34). Or d'aprés

(*) Dans (13g32) il faut intégrer sur un chemin passant & gauche de % . Dans
(13g33), la position du chemin par rapport au point l**'(k) est indifférente
2Tl

(voir ci-aprés). Quitte & supposer £ suffisamment "en bas', on peut toujours
P PP p

trouver des chemins qui ne sortent pas du domaine de définition des int&grand&s.
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»*
(13g31), &_ est de la forme g(}/ E—) = Ll¥(6-) + OI?,—)
primitive de Vu*

, avec W =

(ne pas confondre u¥* et m® ). I1 est donc clair que,
pour tout choix du chemin d'intégration, on peut trouver des

E , avec
~Im b arbitrairement grand (et donc Ll* U:) arbitrairement petit et .U*u—)

arbitrairement grand) pour lesquels le chemin d'intégration rencontre un pdle.
g P q g P

D'ol en général la non périodicité en ‘:' de (f:_(f) .

Remarquons enfin que, malgré les apparences, 1'intégraﬁde de (13g33)
ne posséde pas de pdle en 3 = Y&
i

D'ailleurs, on calcule que (13g33)
équivaut 3 :

. - Co® ("9§1L) 0 (tj (é-)
(13836) Su i) = L 330 ) 3

T

(1 - 29) g3
o 2 Y

i3

S
ol U* désigne la primitive de S.U* qui ne comporte pas de terme constant.

Soit maintenant Tl‘* 1'itérateur de TU , c'est-3-dire la primitive

sans terme constant de l/ﬂ’* et soit *[[ 1'inverse d'itération de n*
On a alors :

13g37) T = *1 oL o

avec

P(%)::i--i—i

En passant aux accroissements on tire de 13

Sn¥
m 811* <l d n .) o
(13g38) —_— = e o de
d d % d
= T ST

d - T
¥ d» dz

avec

(13g39)  sr*

. il
= primitilve sans terme constant de ¥

A

1
11*

Ces relations vont nous permettre d'expliciter les fléches STT 8 et
P ¥ - r
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STT* — SLJ* . En effet, en portant (13g(38) dans (13g32) ou (13g33)

et en tenant compte de la relation :

* +*
g T o 3 (en bas)
+ -

i

on voit que, dans chaque cas, 1'intégrande apparait comme la différence de

deux morceaux, qui ne diff@rent que par les facteurs :

¥
Sn¥ v 1 @&n* ). 3&. (t43)
d °r

[E U —

Zn¥ 2 ? ¥ ¥
da % LP!, 5-% (ﬂ ° 3‘: (_@14))
d'un cOté et B
Su¥

¥
| _ L%u*) oTlo 8:..(.5"!'%) _ (&U%) ° gh (b+2)

—

. DTT<>Y: . I -

d

I"Tl* (oéru*)"(& ";32. 1 %,(ﬂ*“u°$i(kn)) %_ (ﬂ ¥, g;:(t-ﬁ))

de 1'autre cdté. Or, comme on est dans le cas unilatéral et d'apr&s le lemme
13gl, ces facteurs sont deux déterminations différentes de la méme fonction.
On peut donc, lorsque 1[* et par suite TT¥. sont convergentes, remplacer le
chemin d'intégration de (13g32) et (13g33), qui portait d'un point singulier
(l'origine) et aboutissait en =—lo® , par un chemin d'intégration qui remonte
de ~-(o0 , contourne l'origine dans le sens négatif et redescend vers -(oP
En y regardant de plus pré&s, on s'apercoit que cela 1l8ve les raisons qui, au
lemme 13g7, empéchait les fonctions glﬂ, Ur) et S,LL* (,(-) d'étre

toujours pd&riodiques en . t . On peut donc énoncer :

Lemme 13g7 :

. - *
En tout "point convergent', les fléches STI — é~9; et

g‘ﬁ* .._381.1* sont données par :

sty Uy (9
RO

$ Wi- (k) _

? 7-—’;; 2 Uy (& -%
.h_t&(*') 7 % (QUC) | ~ Hulb 3

iy
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¥ _
__L (%5’3‘*)"%(’47) J

(13g41) gJJ* ) = , o U (4] — _ui(f) i;
ri 2 _uyty
d %R (Pg (%) E ) 5

oli le chemin D part de =(o® , contourne 1'origine dans le sens négatif et

aboutit. & —LoP .

Ces deux fléches conservent toujours la convergence ainsi que les
fléches gﬂ* —_— S%’% et g'ﬂ’k —_— SJ_L* , car (13g38) montre que

BTT* et STE* convergent ou divergent simultanément.

En rassemblant tous les résultats précédents, on voit que le lemme 13g3
vaut non seulement pour les applications tangentes aux “points unitaires",
mais plus généralement en tout "point convergent". Il ne reste plus qu'a &tablir,
pour les fléches qui ne conservent pas toujours la convergence, c'est—3-dire
pour les quatre fléches du diagramme (13g25), les conditions sous lesquelles
elles.‘c()ns,ervent cette convergeﬁce. En fait, en composant avec des fléches
du diagramme (13gl4), qui conservent toujqurs la convergence, on peut tout
ramener d 1'8tude des deux fléches S'[T -3 gu*_ et ST[ - S'ﬂ,‘_ . Pour
cette dernidre, on a déja noté que TI"* +—'S‘ﬂ* était convergente si T+5m
était pleinement itérable, autrement dit si S &tait de la forme oS -.‘LS_;S.ZLV

d 1

pour une 8S convergente. de.

Reste la fléche STT —_—3 ng* . Pour faciliter 1'étude, nous allons
effectuer un changement de variable {- - 2_(,{-) ={‘il_l' Qnak- , destiné

3

d remplacer les séries de Fourier par des séries en £ , ce qul autorisera
- a prendre leur transformées de Borel. Plus précisément, nous allons supposer que :

(13g42) % = luid 3 A,L = - _’LL J A,_z =0

et nous allons poser
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-\

m(k): Ro'ﬂoa(}_—) = k + 1 + O*(i’-l)

TTI¥(»{-) = TIOP\L&) = { —ZZ AM.?. l:'L-"L

R’(H "
TIr* UI‘) = Ti*, R(H = b4+ + D—(,{—"')
(13g43) -

W (k)

I

Role = Exl+OFY
wt) = %R 5 g b

RItk) "3
k W) = MeRe) = b+ + 0k

!

Ce changement de variable 3 1'avantage de nous donner, pour TIT et Wl , des
oo .
€léments du groupe (E qui, grace & l'hypothé&se simplificatrice (13g42) sont

de la forme-type (9a5)
’{L(Tﬂ] =}'L(Lu) =1 y D((TIT)=¢><(LN)=1 ,f(m).—.f(u.;)zo
et qui possé&dent m* et LU* pour itérateur (resp. m* et LLI* pour logarith-

mes itératifs). Notons au passage que (13g42) implique bien :

B. =0

- |
(13g44) B -L B,

x-—
x,x
vu que U,,—;O

Lemme 13g8 :

Supposons ITT¥ et LLI* convérgentes et considérons un accroissement

sm convergent. Alors :

o) La série SLU* est généralement divergente (tout comme la série Sm* )

mais poss&de une transformée de Borel Sul* qui est convergente et analytiquement

prolongeable partout "sans coupure' .(tout comme, bien slir, la transformée de

Borel Sm* de SHT* ).

(&) A la différence de 8“7;_ » qui a ses singularités au dessus du réseau
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_n.. = ZTlLZ )
rés.eau, _ﬂ__: -Zﬂl [N*

g.l.u* a toutes ses singularité&s au dessus du demi-

6) A la différence de 51“'_* , qui vérifie les équations de résurgence

—aw (W) -’f)

(13g45) AA/ S TTT*(E-) = - Lgﬁ;,) T'\T* e (modé&le formel)

8&?* vérifie les &quations de résurgence

~ (e -F)
(13g46) Abg uJ¥ () ==~ @ﬁu) Y’uu-) e : (modéle formel)

avec les mémes scalaires g‘ﬁw qu'en (13g45), mais avec des facteurs supplé-

-~

mentaires (ﬁu qui s'obtiennent a partir de LLI* par un procédé standard

comportant LQ\-I) quadratures successives si o= Llrim . En parti-
culier, pour M=| , on a szrtr%) =1
Preuve : En prenant les accroissements de TIT* o T = | + TTI'* on

trouve :

om |
ey — 4 m* o Sm*t ~ (m*) or

d -
Emou

. o e . *
Soit, en composant & gauche par 1'it&rateur inverse T

T

(13g48) z—-— o*TIT ‘ = {Lgm"’) o’*m} —[@m”)o *mjoe
Alll i *mr

avec comme d'habitude e(_l-) = Jr +1 . En passant aux transformées de

Borel, cela s'écrit :

$

g\:

(13g49) @ [LS'm*)o *nT_'( = (- e‘{')-‘ ® [(

51

Si donc



- 510 -

L =ST = Z (§E) £

myt

3T .
(13g50) < )o I
=

tw & ﬁ*:: lat Z*

on aura pour tout

(modéle formel)

asgsny A {Lgm*) 0 *ITI}, = - gﬂ‘u

-
w
(13g52) g«ﬁb = — /?; o @ 8%)

D'oli en appliquant la r&gle de composition (2e3) :

_o (@ —t)

¥
(13g53) AQ Sm*y = - 5/@,) e
ce qui, aprés application de 1'opérateur Lo +.El aux deux membres,
‘ ot

donne bien la formule (13g45).

D'autre part, on vérifie immédiatement que

] )
(13g54) 7 ___frrr o T = | §Ir_) o ¥IT
g *mr a :
=T T

Par suite, d'aprés (13g50), (13g30) et (13g33) on doit avoir :

~leo | {} ffif
] da {U/(l')_ u,ly Z@f’m) 2mi

(13g55) Su¥(k) = — — ¥
wi | e 3- 0 ) My d -gﬂ:-*—ﬁ(b 3)
b i Iq. tai !

La singularité majeure de 1'int8grande est a4 l'origine et si, au second membre

de (13g55) on intégre de 1 i ~le0 , cela définit en fonction périodique en

k (en bas). D'autre part :
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~Mm -
(13g56) {-— e—lé- + &(l— i-)} = {— el-—lé:f + U.*(f) + KU“,H%

T 11

“m-R R
=& {——- +U (e;% C:“& QK((-,%)}

(13g57) K(k% Z K (k)

ol les k<F’ satisfont aux &quations différentielles :

(13g58)  f ‘KF(H + 2» sl K{(l—) = ':_' (k)

e

Par suite (13g55) s'écrit

fonction périodique de t (en bas)

(13g59) S'u*(k) - ""‘%H
g vk fZZZ 56 \{ un““b);( C Qﬁ(ez. dz

10 Rzo my |
ol les fonctions GQ& (L? se calculent de proche en proche, 3 partir
de la donnée de L%*Lk) . Cela &tant, pour étudier les singularités de la

transformée de Borel de

| S
(13g60) Sw*u—) = M) = luit 8u Enaé)

iy E

il faut commencer par calculer la transformée de Borel de chaque terme du type

- ' I ‘

T * !L

Lf (k):j {_9‘; sutyl dde o Y T
L o ul ’m,[v.

avec
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|
e M
(\33@[) L('le" (F) = 5:) {.— %:; + E‘i %'Lal'?
Mais {__ eféf N L z-Ww , comme fonction de f', admet pour transformée
lrt

de Borel :

] b ome £ e
03{”%3+k3’m=tmik —-%at L'm”

Tl -yl 1!

En appliquant la transformation de Borel aux deux membres de (13gbl) il vient

donc :
! t '
M-t h_,‘.{-—. 'M"
p .
asgeny (3 P ow=Y - f.__l : dea b
at oI @) 4 an-1)! €4 Twei (pt1)
D'oli, en revenant au moddle formel :
2ei)” L0
1[- ey N e L
(Zwi) ! Moo L (ptt)
(13g63) A«. L(/M(b) =
/|
0 Aman
Soit, puisque (f’mfu = tnp o LLI* et en appliquant la raégle (2e3) :
‘ v
*
(2ui . _C_”_q_n_-i ~e Lult) -] A w--Zn£Q+l)
A (-l B
(13g64) LA (ﬁ“/h“) =
0 Avepn

En portant ceci dans (13g59) - (13g60) et en tenant compte de (13g58), on
voit que la transformée de Borel @ S Lu_y &y = gu*v(lr} est une
fonetion holomorphiquement prolongeable selon tout chemin qui évite le demi-
réseau _sz}: - Qfﬂi nd* et que, en ses &ventuelles singularit&s aux points
de _11_., elle présente un comportement décrit (dans le mod&le formel) par

les &quations de résurgence suivantes :
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(3gss) D Sm () = [ZLS QM) ”j&w e Q E“‘)J -cu[z.um -]

m

(avee w = =Lt rL . )rL entier positif quelconque). Compte tenu de
(13252), cela donne bien la formule (13g46) avec les mémes scalaires g J%w
qu’en (13g45) et pour facteurs %:, des fonctions calculables 3 partir de LU*

au moyen de (h-i) quadrature.
Pour plus de précisions, voir les exercices (12,?' et"fac?.

En mettant bout & bout les lemmes 13g4,5,6,7,8 on voit que le lemme:
13g3 s'étend aux applications tangentes en tout "point" gTr) Tr* )14* X tel
que ll* converge. On peut alors sans difficulté, en partant par exemple des
"points unitaires'™, remonter par intégration aux applications elles-mémes, et
cecl tant en ce qui concerne la convergence que la ré@surgence. On aboutit ainsi

d 1'énoncé :

Proposition 13gl : (convergence et résurgence)

o{) Dans le diagramme (13g2), seule TT(kj est toujours convergente et seules

les fléches

conservent toujours la convergence.,

&) La fléche T .—43'ﬂ; conserve la convergence si et seulement si T est

pleinement itérable et la fléche TT-—f>lL* la conserve, si et seulement si

T est semi-itérable (du bon cdté).

5) Lorsque ces deux dernidres fléches ne conservent pas la convergence, elles

la transforment en résurgence <§pres le changement de variable E._e -&B,L

Tr* — TTT*' ) LJ¥ —_— LL{* ) mais tandis que la transformée de Borel

m. = @STTQ* a ses singularités au dessus d'un ré€seau l[l , la transformée
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de Borel u.l* = 8 lu* a les siennes au dessus d'un demi-réseau .ﬂ . Enfin,

dans ces deux cas, ce sont les mémes coefficients scalaires ﬁu qui inter-

viennent. Par rapport & X , les ﬁu sont des invariants de la seconde géné-
t

ration : invariants d'invariants.

On aboutit donc 3 ce ré&sultat remarquable : le probléme de la synthése

harmonique canonique unilatérale, c'est—a-dire la recherche d'une famille cano-

®

nique {(? ‘s *d'é€léments de 03 qul solent semi-itérables et qui possd&dent un
b

invariant M =T donné & 1'avance (1l'autre invariant W~ &tant nul) -

ce probléme, donc, admet une solution périodique (*) par rapport au paramétre E

(qui représente la "principale" singularité en & de 5.(%) ) lorsque 1l'inva-

. . e . @" . A .

riant T[ (ou, si 1l'on préfére, son image T[T dans ) est lui-m@me semi-

itérable (du bon cdté).

Dans ce cas la, Ll, est convergente et la formule (13d36) permet le

¥*
calcul direct de g et j) i partir de .Ll* . Si, de surcroit, ﬂ'* se
E 3]
trouve aussi converger, on peut aussi calculer 3 et 3 , par l'intermé-
4y

*—
diaire de %l- , au moyen de la formule (13d14).

Dans le cas contra_ire, c'est-3~dire lorsque TI n'est pas semi-itérable,
rien n'empéche d'intégrer dans les formules (13g40) et (13g4l) relatives aux
applications tangentes, puls de passer de 13 aux applications elles—mémes.
Simplement, cette fois-ci, on aboutit i des TT%f (k) , LL* (,L-) , ﬁ:(l;-) et
finalement 3 des &b qui ne sont plus p&riodiques en I:' et qui possé&dent
exactement. Zr\ = Z.I\.(Tﬂ) = 2..%‘!{ déterminations concurrentes (**). Ce
sont les déterminations ''sectorielles'" des fonctions résurgentes. Mais comme

-t
ici on a affaire, non a des séries enti&res en l’ , maisVdes séries de Fourier,

-k t
(*) Plus exactement, ce n'est pas j mais la conjuguée J) = e ,,j oe qui
k e
est périodique en k. ? €
(**) W, désigne le coefficient du premier Atu non nul ( A‘w = invariants de

la premidre génération)
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Aussi les secteurs deviennent-ils des bandes. Plus exactement, chaque détermi-

nation de T!;‘ (t-) (resp. Ll* (&), "r (E)/é> ) est régulidre (*) sur la
® k)
partie inférieure des bandes verticales El < Re E(E_L de largeur EL.. é-l
. - ] 3 .
au moins &gale 3 }; (resp. EF- ) . Quant au comportement asymptotique des
1T*Lk)/ 14¥(b)/ H;(kﬁ ) 3 prolongés en dehors de leurs bandes de
<E '
régularité&, on l'obtient 3 partir des équations de résurgence correspondantes

(via le changement de variable b — L Lrak—).
T

On peut donc énoncer :

Proposition 13g2 (Synthé&se canonique unilatérale)

°
K ) Toute classe semi-itérable de d; admet des représentants k-canoniques

3 et 3 pour‘—I%AP assez grand.
t &y

B) Le représentant k—canonique g est unique et périodique en ,
149

si et seulement si le germe T qui caractérise la classe est lui-méme semi-

itérable (du bon cdté).

K) Lorsque ce n'est pas le cas, les représentants P-canoniques g admettent
45
un certain nombre (fini) de déterminations concurrentes. Aucune d'elles n'esk

périodique en 3 ,» mais chacune est régulidre (c'est-—3-dire posséde le compor-

tement asymptotique attendu) dans des bandes » E‘ < Re - ('E'.L de largeur

b=

Terminons par une description des repr&sentants canoniques :

* par réguliére il faut entendre que la fonction en question présente pour

I b — - o® , le comportement asymptotique donné par la série de Fourier

(non convergente) qui lui correspond.
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Proposition 13g3.

0
Soit une classe semi-itérable de @ , SOit Ll* le germe coinvariant

qui lui correspond et solent 8 les représentants {‘—-canoniques de cette
k

classe. Alors :

%) Pour b suffisamment "en bas', 3&'“) se prolonge en 2 Jjusqu'aux voisi-

* ! ) .
nages des points b oet F= k4 “:( )] . En ==k il y a singularité
: et > n

essentielle et en %:E'* il y a ramification quadratique - .

{5) Si le germe coinvariant Ll* est prolongeable "partout sans coupure", alors

89@_‘) 1'est Egalement, tant en ¢ gqu'en ko

Remarque 1 : La correspondance ﬂ;‘_ &> 1.1* qui se traduit analytiquement par

(13d7) et (13d1l), est un bel exemple de métamorphoses inverses (cf. section 4e

; . .
et chapitre 18 ). Ces métamorphoses s'&crivent _U__ et _\L et sont issues des

» L]
moules hyperlogarithmiques U et ¥V .

Remarque 2 : Les diverses &quations de résurgence vérifides par g, 8*,.*8 ,S

*
sont &videmment solidaires, mais la r@surgence de d, (ou plus exactement de
Uiy ) est d'un type entidrement nouveau, puisque A,‘u Wy se déduit de
au moyen d'un nombre de quadratures qui varie avec & . Cette réapparition
inopinée de la résurgence mohtre combien le phénom&ne est central pour la com-

o
préhension du groupe G .

-3
Remarque 3 : Les classes semi-itérables @ sont en correspondance avec les

germes invariants T (¥) ou encore avec les germes invariants TT ** . or

°
ces T sont eux-mémes des éléments de G . Pour eux, la structure de groupe
intervient un peu, vu qu'il faut considérer le logarithme it8ratif m* et les
invariants de la "seconde génération" (cf. propositions 13gl, 13g2) mais elle

n'intervient pas pleinement, en ce sens qu'on a gudre 3 composer les germes TI]

associés aux diverses classes semi-itérables de 6 .

(*) définis 2 une translation prés : TT(}) —> =& +T (1--#:)

(4‘*) définis & une similitude prés : T\T(}t) —_— e T (¢ %}
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Section 13h : Représentants canoniques : le cas bilatéral.

. '3 » P -~ . -~ -t-

I1 s'agit de la situation la plus générale, oll 1'on n'impose & TT

et T  aucune autre condition que de converger, respectivement "en bas" et
"en haut"™. Nous nous bornerons 3 décrire 1'allure générale des résultats, car

leur justification détaillée nous entralnerait beaucoup trop loin.

Au lieu du diagramme (13g ) de la section précé&dente, il convient

d'envisager ici le diagramme :
(w*, )
~

(13h1)

@;;“;)\ ‘ﬂ /Q‘;/“;)

On notera que, sauf pour les fléches verticales oli TT+ est fonction

+ - - P =
de TI* seul et TT de TT*‘ seul, les correspondances sont ici de couple 3
couple : ainsi les deux termes de (}4; /1J; ) sont-ils chacun fonction
des deux termes de (TT; /Tf; , comme on s'en persuade en se reportant

aux formules (13d1€).

Bien entendu, la fléche verticale ascendante, représentant la prise
de 1'exponentielle itérative, conserve toujours la convergence, tandis que
la fléche réciproque ne la conserve qu'exceptionnellement, la transformant

dans le cas général en ré&surgence.

Pour Btudier les propriétés des autres fléches, il est commode de
faire la convention suivante : on dit qu'un couple (Jf /tJ ) de fonctions
1 T

ou de transformations p&riodiques (*3 de période 1 , définies respectivement

114

"en bas'" et '"en haut" du plan complexe, vérifie une condition de recouvrement

(*)( fonction périodique : t‘(% -H) = E(i)

.bWM&WMJﬁKWwW&qMA: BL%H\: l+eﬁ)
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si on peut prolonger holomorphiquement {/t et PL ou des fonctions qui
leurs sont liées simplement (‘X’) 3 deux domaines oD' et ), du plan complexe
(**) dont les adhérences o@l et bb.i_ possédent au moins en commun une

courbe continue ﬁ (***) sur laquelle B et tJ sont essentiellement
\ T

bornées.

Proposition 13hl (t-synthé&se canonique)

o¢) Moyennant une condition de recouvrement (****)‘ les fléches en trait plein

du diagramme (13hl) conservent la convergence.

(’)) Moyennant une condition de recouvrement (****) les fléches en trait poin-

tillé du diagramme (13hl) conservent la convergence aux points réguliers et

la transforment en ré@surgence aux points irr8guliers.

Indications :

Fléches Q.L;/Ll;) - @1—/“‘) et (“;; .Ll;) —_— q)!,

On utilise les formules

) Yew Gt

cor X a2 2]

Fa)
2%

- 1 U A
M (%) "en Row.»“ 7!
Pk & Ly Lo
ainsi que les formules (13d28) en intégrant sur une courbe f commune 3 bD.
et 03,, et en interprétant la notation '5‘3 Z E&-H comme signifiant
1 4 -~ -~ -~ -
1'appartenance i ﬁ de EJ et é“’“ avec LJ“ a droite de "-;} .
¥ . P - ¢
D) par exemple les inverses de composition , {) ) ou les composes par
. . v 1
f t £
vhe fonction fixe (\ P."Y ) e'n.'t)

¥H le et DD,_ contiennent des voisinages de —lw et Lo® respectivement

*h € vade -0 2 +o0 .

(¥®*)  qui porte &videmment sur le couple de départ.
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/ s - P ~ .
En effet?hypothése de la proposition 13d1, ol bo était supposée une droite
horizontale, n'avait rien d'essentiel. D'autre part, partant d'un couple
(.Ll; ) ]__l_;_) convergent et vérifiant la condition de recouvrement, le représen-—

tation f—canonique 21— est directement donné par la formule

(1303) 3 (o) = ¢ + 1 & 2 |k ... ok, [Eb,j\g; &a%] 2 (typond)

3 A
l‘-l (E;<'*~'(£‘4 e =

Comme d'habitude, on voit que la synth&se canonique 3 partir des coinvariants

est tout i fait explicite.

2 S ’
Flgches @*/H—r)"‘”’?(“*/ .p) et (T, Ty ) — %
Comme a4 la section précédente, on raisonne sur les applications

tangentes. Généralisant la formule (13g4{) au cas bilatéral, on peut &crire :

_\obn** &U
= i “){&uu ' “*‘:’& } d3
WA A1 3- 3
(13h4) gu*tk-):Su;(b) .rgvu;_&): Ll 3L) 'ﬁ?tl

+ o2

St
1 gm).)w%(l') { d, o - Ly (E) o(}

t ?\f’; 4) dr* ”;(“) 3

+lon

Ici S désigne un accroissement infinité&simal; 9 la dérivée par rapport

a g et Lﬂi)ar la primitive sans terme constant de l/Tl'i . De plus,

dans la premidre (seconde) intégrale, on doit intégrer le long d'un chemin
I]+_ (}J-) qui part de «{¢P (%~Lo€) » contourne l'origine dans le sens

positif, puis retourne 3 -~ CoDC-H."oa) . Tout comme dans le cas unilatéral,

on peut choisir un chemin Q+ (resp. IJ_ ) et un point k suffisamment

"en bas" (resp. "en haut) pour que l'image par 1'application 3 - q; (k)

du chemin T1+ (resp. ‘]_ ) soit entierment contenue dans le domaine d'holo-

morphie de la fonction Sm#)""/ 2 m*)* (resp. SQ‘I‘)%/ acn')* ).

Cependant, ces deux conditions sont en général impossible 3 réaliser simultanément.
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Pour qu'elles puissent 1'@tre, il faut manifestement postuler une certaine
condition de recouvrement sur le couple des accroissements Lg@l'*)* ) Scn')*)
ou, ce qui revient au méme, sur le couple LST[';_ ) STI;_ » . Par suite,
en passant du tangent au global, par exemple & partir des "points binaires”
8tudiés 3 la section 13f, on voit que la fléche LTI; IT[;) —_> (LI';_ / l-l;)

conserve la convergence moyennant une condition de recouvrement sur le couple
+ -
21 .
L * /T[}

Enfin, en composant avec la fléche Q-L;; ,-Ll;.\ —_— LV‘_ on &tend
- -~ -~ 4 + - . -~ .
ce résultat & la fléche @*l'ﬂ*) —_ Su% . Ceci ragle le point X de la

proposition 13hl.

Flches (T(",T") -__7@‘;/14;) e (m4T) ooy kt/% :

Ici encore, on doit passer par les applications tangentes. On

commence par &tendre la formule (13g%41) au cas bilatéral et par &crire :

S 4 b -
[ du ) = Sufe + Sup iy =
-t Snt '

(13h5) | S (,—a%* o(f; (¥) )( 9., * (k) d3

me * ¥ Ty | 3

Mo v atw SN T g )
LY s—n

e J e oLy <9.. Uy _ et 43
Tl
avec S = accroissement; 9 = .g-. s "M = inverse. de composition de T~

2

Bien entendu, l'intégration n'est possible que pour certains E et moyennant
une condition de recouvrement sur Lgﬂ"‘; S"n‘) et donc sur (&H"‘, Sﬂ")

‘Mais lorsque cette condition est remplie, la formule (13h5) dé&finit une

application tangente. ( Sn‘l‘/ Sn—) —S ( éu_; /Su;) qui, sauf en des

points Cﬂ.‘*‘/'ﬁ") dits exceptionnels, conserve toujours la convergence. C'est
13 une différence essentielle avec le cas unilatéral. On en comprend la

raison lorsqu'on se place en un "point binaire" caractérisé par :



- 521 -

(T = kL &3(! -zﬁxe"xk))- T = k=L Qra( 1 +x(—\,x¢ﬁ)

E t

-x *
(13h6)< ,Ll‘;(k): -—Bx_e. k) -\J; “7)= "B-xe‘ ’

LA /A= B /B, ; 2 VAR, =sm 2\BB = simTrl
Pour 6’ = %L;T.. \[ B»B-x é_% Z , les formules (13f23%) et (13f 3%4)

montrent en effet que L{é (1:) et 523 L[j.;(k) tendent vers des limites

finies lorsque ‘§—30 . Par suite, pour de bons E“ et moyennant la condition
de recouvrement, les deux inté&grandes de (13h5), contrairement 3 1'intégrande
de (13g 41) ne présentent pas d'irrégularité essentielle 3 1'origine. Seul
le terme (14 —-03 (7} 0§ (¥) ) en dénominateur, qui provient de 2. (P (l,-)

x -2 71 g
et qui s'annule 3 1'origine, pourrait faite difficulté, mais on tourne cette
difficulté par un nombre fini d'intégrations par parties (nombre qui dépend

de la valeur de Re e- ).

Lorsque 6’ =0 , c'est le cas unilatéral et om a vu que Su_,
8tait généralement divergente et résurgente. Aux autres "points binaires"
irréguliers, c'est-a-dire pour 6’ entler ou demi-entier, une &tude plus poussée
. . A St Su- o
montre que la situation est la méme : U.* et .Ll* sont en général

divergentes et ré&surgentes.

On voit donc que le cas unilaté&ral, loin d'@tre typique, rentre
dans la classe des '"points bilat&raux" irréguliers. Partout ailleurs, c'est-
d~dire aux ""points bilatéraux" généraux ou réguliers, qui sont de loin les

plus nombreux (*}, la convergence est conservée.

Nous ne pouvons ici songer & donner les conditions générales de
régularité. Enongons-les simplement pour ceux des "points bilatéraux" qui

sont caractérisé@s par un nombre fini de coinvariants non nuls

('*) en termes de mesure ou de tout autre point de vue.
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(13h7) Bh #+0 & o e = )«AfbHQ }{m‘e da QU

En ces "points", 1l'expression de l'itérateur fait intervenir des
. . _KQ' . . < .
blocs irréductibles N (x é ) qui sont solution des équations

différentielles
ol /
(1308) Ll =1 N
= 03)(_ + = (Bx ! ‘6%0 @,‘ (x & )

lesquelles géndralisent les &quations de Riccati (13828) et (13313) et font

intervenir les polyndmes r .ainsi définis :
2

(13h9) = - x B + 'M‘}
Kx(%) 211 { * -héﬂ’ B'Wx *

Pour ces "points", la condition de régularité est que les polyndmes K
X

n'aient pas de dérivée A valeur entidre en leurs zéros, autrement dit :

(13h10) (x e el ¥ (%)=O) = (X/(*) ‘(é {N)
x. x
/
Ceci suppose en particulier la symétrie de ﬂ/ : __ﬂ/ = _ﬂ

Les résultats concernant la fléche QT*T[') —_—— __> (f] s'en
/ ]
s . s ~ - -
déd t t des fléch + t
eduisent par composition des eches QT /T[ ) __,,__)(_1_1*/]__1*) e
+ - e s . .
L.Ll*/u*) _— kH.é . On peut aussi écrire directement une formule qui

généralise (1324’0) de la méme maniére que (13h5) généralisait (1334’1).
Ceci régle la proposition 13hl.

Bien entendu, la proposition 13g3 possdde dans le cas bilatéral

un analogue que nous laissons au lecteur le soin d'@noncer.

T-synthése.

La l:—_synthése, qui vient d'&tre esquissée, a le mérite de ne faire
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intervenir qu'un seul paramdtre scalaire, mais elle a un inconvénient : celui
de supposer une condition de recouvrement sur les invariants ou coimvariants.
Si 1'on veut s'affranchir de cette condition, il faut faire intervenir des

représentations des pseudovariables plus générales que Z —_> ul:

w w
Lemme 13hl (Représentations | —canoniques. Z ——>u-r

Si T désigne une application quelconque de _Q dans (L et si

1'on pose, dans les modéles sectoriels :

b),,.(:lq-’l) Cdl (‘%‘_%)

o, W
(13h6) UTi/ 1;—1») :( )Z )(z,, /o) e o(%n...cl;‘

x)' R UT (Fn- %“") @"
(€,-vTn)

avec les mémes conventions d'intd8gration qu'en (6424) 3 cette différence

prés qu'on intégre en ¥, i partir de 7 -TZw») et non pius de & ,

d 4

w
alors on définit par 13-m@me une représentation Z_ —-—)u-r- des

pseudovariables de //ji(l/ﬂ) dans /H(l/ﬂ) et cette représentation

est A—stable. Autrement dit :

w

) Wt
(13h7) u:— .UT = Z- /u-‘r | (mié&dOMee)

& wtew

- Or, .., wn |
(13h8) A /LQ W M - “ M w, =w, (m{,:()/x‘u,#w,) (fum{i&(fmeQ)

Les vérifications sont laissées au lecteur. Lorsque T est
1'application constante W _--3-&:.)) =k , on retrouve la repré&sentation
Z — UE- . Dans ce cas, il existe une représentation 9 -stable
Z — /UL liée trés simplement a ulr . Voir 3 ce sujet les formules
(13d14) et (13dl4bis). Au contraire, lorsque T n'est pas constante, 1l
n'existe pas de /u; qui soit 9 -stable et lide simplement & @T . Cette

circonstance détruit la symétrie invariants-coinvariants.
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Proposition 13h2 (T —- . représentation canonique)

&) Pour tout couple LTT*'/TT—) de germes convergents, on peut trouver une

applicatioi'T g_e_z‘ﬂ dans d: avec

T( ﬂ) borné; _I-(_ﬂ+) en bas" T-(_Q_-) "an haut"’

et telle que la T—synthése soit possible (avec une seule détermination aux

"points réguliers" et plusieurs aux "points exceptionnels').

B) Inversement, si 1'on se donne une application T bornée de ﬂ dans C}

. + - PP .
}_gT-synthése est possible pourvu que le couple QT ,Tl') vérifie une condi-

i s 43 . P +
tion de recouvrement, condition d'autant moins sévére que T(ﬂ et

{ (_Q.) sont plus éloignés vers le bas et vers le haut respectivement.

-

5) Tout ceci vaut lorsqu'on se restreint 3 des applications. ( constantes

§gr__ﬂ+_e_t_ﬂ-:
T = (4] T() = {&]

—

et en particulier lorsque !: =~k ou E‘ =t . On dispose donc d'un
_ { T =M 2

procédé de synthése canonique valable dans tous les cas et ne dépendant que,

d'un seul paramdtre.

. . . L < . e
Indications succintes : Le couple QT ; H ) détermine sans ambiguité le

+ - .
couple er / '\T*) et par suite les invariants A . Ceci permet de

w

former la série :

W W

(13h9) S:(%) = & + 2 AT u:(%) (w mu(’.ﬁwiice)‘

)
qui, sous réserve de convergence, définit 1'itérateur d'un &lément g de @
appartenant 3 la classe voulue. Or, si T:I-E- désigne l'application
o = T(w) + b » 11 est clair que dans chacun des mod&les sectoriels, les

w
applications E —_> /LQT«H: (= -H:') sont périodiques en b et méme
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~llwlik
proportionnelles & & . Par suite, toujours dans les mod@les sectoriels,
3 (3_,.{-) apparait comme une série de Fourier formelle en & , dont

T+t

les coefficients sont effectivement calculables quand 2 est grand et quand
+ - . oy e
T(_ﬂ.) et T(_X)_) sont suffisamment &loignés vers le bas et vers le
haut. Cette série de Fourier se scinde en deux séries, la premiére regroupant les
o - :
fréquences qui appartiennent 3 et la seconde celles qul appartiennent
3 ﬂ . Chacune de ces deux séries est généralement convergente (aux "points

réguliers") et au pis résurgente (aux "points exceptionnels'), mais en tout
p g P P

cas toujours sommable.

Signalons que 1'étude se simplifie beaucoup dans les cas 3 un ou
+ -
deux paramétres, lorsque T est constant sur _ﬂ_ ou ﬁ , car alors on a
un &quivalent simple des formules compactes (13d64) et (13d65), ce qui permet

de travailler directement sur les invariants Q'T+/T[-> sans passer par les

logarithmes itératifs Cﬂ'; IT[;‘) .

o
Section 13i : Synth&se harmonique sur les groupes apparentes i @ .

Puisque nous ne savons pas construire explicitement de systémes
complets et libres d'invariants sur les groupes 6 a cheval sur le groupe
{ i
médian (B¢ (f) et G ﬁ (B et puisque les groupes de l'intervalle de Lie
I peo - . . P .
E(B/(B J ne possédent que les trois invariants élémentaires r./o(/f s, le

prbbléme de la synth@se harmonique ne se pose que pour les groupes de l'inter-

valle critique [GO/ G[ .

Soit G un tel groupe, défini par une condition l‘K de croissance
. . - - - . i 3
sur les coefficients. Les &léments de ont leurs invariants w Soumis
d (et, comme nous allons le voir, caractéris&s par) une condition de croissance
m héritée de lK (cf. section"lc‘). Afin de simplifier, supposons que @
. . e o . . A
solt assez grand (i.e. assez €loigné de @ ) pour que les invariants @

+
soient soumis & la méme condition de croissance m que les Aw (c'est d&ja
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k
vral pour les groupes G introduits av §8b das que f:> 0 ) et recherchons

dans q; des €léments g d'invariants Ab donnés.

En s'inspirant des sections %ﬁ et {SC , on peut montrer (cf. exer-—
cice 13(,'1) qu'il existe des représentations A—stables Zw——a /UU-M
des pseudovariables qui assurent la convergence dans la formule (13&8) et
qui, dans le modéle additif, fournissent des itérateurs r qui sont

kY3
'K -croissants, donc des ? = *g ° e og qui dans le modéle formel sont

‘K —croissants.

La question de la liberté des systémes d'invariants fondamentaux

+ —
{Awg J {Aw}/ { A""} s'en trouve réglée sur ces groupes-—li.

[N) W
Pour la construction de Z —_ w , on peut utiliser avec
profit les réprésentationsT—canoniqu.es lu-.r introduites en (13&5‘), mais
cette fois avec T(w) tendant vers 0@ quand W tend vers o© , et ceci
d'autant plus vite que G est plus grand. On ne peut donec pas prendre une
application T d'image T(-ﬂ) finie, comme on 1l'avait fait pour G° .

D'oli la présence obligatoire d'une infinité de paramétres arbitraires, qui

empéchent une synth&se véritablement canonique.

Autre fait saillant dans la synth&se harmonique sur les G plus
) .
grands que G : on ne peut plus définir les coinvariants Bc..; d'une facgon
satisfaisante, ce qui détruit la dualité sur laquelle &taient fonddes les

sections 139X,9, g .

Section 134§. Le cas général (y«.,o(//) quelconques). Questions connexes.
~v

Limitons—-nous 3 de bréves indications.

Le cas (h,o(,f) quelconque.

Tout ce qui a &té fait pour la classe-type (1,1,0) s'étend presque
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sans modification aux classes générales (hldlf) tant en ce qui concerne
les théordmes d'existence que les procé&dés constructifs de synthése. Les
difficultés commencent lorsqu'on veut &tendre les méthodes de synthése cano-
nique sur @; . Cela tient 3 1'absence, pour les algébres ﬂq (PV'gl) et
ﬂQ(h/jD_/P) , de représentations privilégiées des pseudovariables dé&s

que ’\_>/7_ (ef. exerclee GC,Z)

I1 est toutefois possible de construire des représentants canoniques,
en ce sens qu'ils sont naturels et ne dépendent que d'un nombre fini de
paramétres (cf. exercice 1361,) et d'étendre la notion de coinvariants avec

tout ce qu'elle implique (cf. exercice \3&3 ).

Questions connexes

Signalons, pour clore ce chapitre, toute une série de problémes

relatifs 3 1'éventuelle conservation (ou Echange) de propriétés telles que :

(1) 1'algébricits (¥)

(ii) 1'algébricité-différentielle (**)

(iii) 1la quasi-analycité
(iiii) la prolongeabilité partout sans coupure" (**¥)
dans les diagrammes (433ﬂ9 et (13{3). La question est abopdée dans les

exercices et reprise en passant, au chapitre 18, comme application des

"métamorphoses".

Signalons aussi 1'intér&t, en théorie de l'itération, des Equations

&) aprés le changement de variable b J_.&ﬁk quand 1l s'agit de séries
i
de Fourier

(*®  cf. définition (13e1)

**¥) cf. déhot de Pa seckion Fa.
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algébrico-différentielles du type de 13ely ou de (‘13558) qui sont vérifiées
v

en méme temps par toutes les ité&rées g d'une g donnée et qui, ne possé-

dant que des cobfficients polynomiaux, permettent une &tude poussée de ces

-

itérées, comme dans les cas unitaire et binaire (cf. exercice {So(t')

Section 13K : Résumé du chapitre 13.

Ce chapitre est tout entier consacré i la synth&se harmonique sur
0 v
(B et les groupes apparent@s, c'est—-a-dire 3 la recherche d'éléments appar-—
tenant 3 ces différents groupes et possé&dant des invariants imposés a 1'avance.
Pour &viter des complications gratuites, on se limite comme d'habitude aux

classes—type, caracté@risées par les valeurs q\_/o(/})) = Q/ l/O) des

trois invariants &lé&mentaires.

Le probléme de la synth&se harmonique ne se posant que pour les
_ . ° @ .
groupes de l'intervalle critique [@ ; , ON commence par examiner
. l-
le plus grand d'entre eux, c'est—-3-dire G ¢ Il s'avére qu'a toute
famille d'invariants {Aw p (" & ﬂ correspond une classe de conjugaison
‘—-
de et qu'on peut, par un procé&dé uniforme, construire des représentants

de cette classe. La construction en question comporte toutefois une grosse

part d'arbitraire puisqu'elle dépend du choix d'une représentation A-stab]_.e

) -l v
Z —_ w des pseudovariables de 1l'algébre réduite ﬂ (1 ) ﬂ) .

La situation reste en gros la méme pour les autres groupes @ de
1.'intervall-e critique, 3 cette réserve prés qu'ici les invariants { Aw}
ne définissent une classe de G qu’é‘condition de vérifier une certaine
propriété de croissance “( héritée de la proprié&té de croissance ]K qui
définit @ . Pour les groupes 6 proches du groupe minimal, la croissance
des invariants {A"“g est malcommode 3 caractériser directement et on doit

c . . . u -
faire intervenir les invariants {Aw} ou {Aw%._Ceci régle la question

de la liberté@ des systémes fondamentaux d'invariants.
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)
Le cas du groupe minimal 65 ast de loin le plus important et le

plus intéressant. Il présente deux particularités notables :

-~ d'une part, l'existence d'une synthé@se canonique, li&e aux représentations

canoniques des pseudovariables et fournissant des représentants g , dits
v .

E‘—canoniques, des classes de conjugaison.

- d'autre part, l'existence de coinvariants B

), » qui sont liés 3 la

représentation 9 -stable Zw -— vm et jouent un rdle symétrique i
celuil des invariants ’\o: » lesquels sont 1iés 3 la représentation [&—stable
:ij——a 1!? . Formellement, on passe des invariants aux-coinvarianfs par

les relations (13d16) et (13d17) qui font intervenir les moules scalaires

k). et \/‘ .

-~

[+
Dans la synth&se canonique sur d} , on est conduit i envisager

successivement quatre cas de généralité croissante :

(cas unitaire) —_— (cas binaire)

(cas unilatéral) —> (cas bilatéral)

Le cas unitaire est celui oli tous les invariants Ao.: et tous les
coinvariants EL sont nuls, sauf pour une valeur donnée X de l'indice & .
*
On a alors A=.= Ein et on obtient des ité&rateurs X parfaitement
{3
explicites, qui permettent une description précise des représentants

canoniques X .

Le cas binaire, est celui oli tous les invariants AQ et tous les
coinvariants Bb sont nuls, sauf pour (w =%x ( = donné). La correspon-
dance LBx , B-x? —_— (Ax/A~JL) présente alors une périodicité en
évidence sur les formules (13£20) - (13£21). Ici encore, on obtient des
itérateurs g parfaitement explicites (avec intervention de fonctions

3

hypergéométriques).
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Les cas unitaire et binaire présentent plusieurs particularités
communes qui ne s'&tendent pas aux cas plus généraux. Ainsi, si 1l'on intro-

duit les conjugués g = e ° f OQ_ des représentants F-canoniques
g . 4> -
k

*
(1) 1les variables E‘ et ¥ se séparent dans les itérateurs g (1) .

<k
(ii) dans les mod&les sectoriels, les fonctions exh,(x. g* (E)) sont
~ 145!
méromorphes en ¥ sur toute la surface (t — {075 .

s

(1ii1) les représentants t’—canoniques g et leurs itérés g sont
14 Ly

algébrico~différentiels, en ce sens qu'ils vérifient tous 1'équation :

m=l  down Qo can wmdilmine

M _
LORSRATEAY nel down b cos Guaine

avec les opérateurs
Vl {_'3) = ‘d(//g/ e,l— vz_(a) = @ll/q/)l -2 (3”/8/)/= Acawm’tiuh}

et avec des fractions rationnelles P

1 FL fonctions des coinvariants 8*1_.

Le cas unilat@ral est celui ol :

A‘p:B‘, = 0 hawa we (U (meﬁ&)

On a alors correspondance biunivoque entre invariants et coinvariants et

1'on peut, au choix, caractériser chaque classe de conjugaison par les séries
. + ot + P +

de Fourier T[ y T[* /Ll* de coefficients Aw ) Aa.: y B‘u (pour

w € lﬂf) . On montre que dans le diagramme

—n-'l‘

P e
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¥

oll QQ_ désigne 1'itérateur g (Qﬂff) (itérateur dont la comnaissance
t.

permet aussitdt la construction du repr&sentant é’—canonique g ), les

fléches en trait plein comservent toujours la convergence, tandis que les
fléches en trait pointillé la transforment en résurgence. Seule la série
. . + . . . . +
invariante T@ est toujours convergente. La série coinvariante MHy est
- . + . '3 - AL .

convergente si et seulement si TU est semi-itérable (du bon cdté). Dans

- - -t. s . -
le cas général, ll¥_ n'est pas convergente, mais simplement résurgente et
les représentants &'—canoniques g» admettent un nombre fini de déterminations

concurrentes.

Le cas bilatéral, enfin, est le plus général : en dehors de la

condition de croissance (12-C1 )., aucune restriction n'est impos&e aux inva-

. . LI . . . U . . .
riants. L'application coinvariants -y invariants n'est plus biunivoque, mais

-

présente une certaine périodicité&. On aboutit au diagramme suivant :

(e, )

g,

— — - -

-~

Les corregspondances sont définies de couple & couple et moyennant certaines

"conditions de recouvrement' (sauf pour les fléches verticales). Les fléches
en trait plein conservent toujours la convergence. Les fléches en trait poin-—
tillé la conservent aux '"'points réguliers” mais la transforment en résurgence

aux "points irréguliers™.

Enfin, lorsque le couple (IT+)TT‘) ne vérifie pas la condition
de recouvrement, il faut recourir i un procédé un peu plus général, dit de
-r—synthése et qui dé&pend d'une application -r- bornée de .YZ dans d: . En
choisissant T telle que —r(w) =% t si w & ﬂt , on peut construire

0
pour chaque classe de d; des représentants canoniques ne dé&pendant que d'un

seul paramstre,
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