


Codage et entropie
-
tnFB48) .

Signalé suite x. , xp ,

x
»

. . .
.

d' éléments

d'un ensemble fini A = tas, - - - - ,ok)

l' alphabet .

EI : . un texte est un signal sur l'alphabet
de taille finie la . . - £ A . . . - -Z

, w ,
o - - - - 9

,
.; ; ! ? ) .

• Un texte en français est un signal sur

l' alphabet A = { mots français } .

(85¥dans
le Larousse)

Plutôt que
de transmettre chaque symbole

de l' alphabet sans codage estce que on
peut coder chaque symbole de manière à ce

que
les symboles fréquents œént des codes

courts de manière à transmettre la même

quantité d' informations en transmettant un
message + court

? ? ?

On se donne un modèle du message à

transmettre c'est une probabilité sur A- = faite:*
• ± Po i E 1

eton se donne (paire is k
etI pa i = 1
in

On suppose qu'on essaye de transmettre



Un message (Xs, Xz, . . . . . ) où les Xi
sont des v. a . indep à voleur dans A etde

loi donnée par p c
'està dire Xj - a) =p,

Méthanier: si EE k sûr
alors A en bijection avec une partie
de 20 ; 139 on peut coder chaque lettre%

A par un élément.pe toi, BA
à un message x. . . . . xnpg je transmet

xD - - - Caen)

le nombre moyen Rn de bits { oi 13
transmis Neige Rn = np .

Ici Rn = n (Esg» KJ +1)
Et asymptotiquement le nombre
moyen de bits transmis par lettre est

R = lenj Rj = Leon Kf+1 .

Objectif : Trouver d'autres codages pour
lesquels Rn etR seront+ petit .

Def : A A = (aoi)«* * alphabet fini
• p = fai)« içr prolo

sur A.

prolo d'unµ pin -en * ..IT?



* l' entropie de la distribution p :$ ¥? paiera Pai
Rey : Motivation pour cette définition :

Imaginons un ensemble
1 = 20 ; 13N

munit de la proto uniforme Pf2x } ) = Ig .

Je me fixe un élémentde r
Combien de bile d' information je dois
transmettre pour vous dire de quel x il
s'agit 2. x = Gq , xz, - - - sen)

Il faut vous transmettre N informations
x1 El o, 13 , xz f20 ; c }

- - - - Ne logzlll

À = { xEl : are . ,
. . .

, xp=↳ g.
= - la 4)

combien de bits d' information. je dois transmettre

pour precise qu' un élémentdonné estdans A ?

Je dois deie au = E ,
- . . xp

= Ep

donc p informations
. A = LES xkdx.ir Eplsxdo;D

N'P

Or EtA) =,¥¥f = 2-
P

Il faut - logs EtA) informations .

Ingéré : - log, # (A) est le nombre
de bits d' informations à transmettre pour
dire qu' un élément est dans A.$
Sur mon alphabet



- log , pa = nbe d' information à transmettre
pour dire qu'on à a (si on représentait

une partie d'unE- toit
H = E paf- bgrpa) = Et - logeXJ

d-A où Xdeloip
= quantité d' information moyenne
d' une lettre .

Rem-mi.H-r-fapalogzpr-Ve.tt#.EO car oe pas ,

• @ log x)
"

= feogxtl ) = f- 7%»
doncYale -xeogx est concave .

et mène strictement
concave te >• sur Jo, il .

1¥ : H -= Ça 4hPa) ⇒KÇ
a#(pa)

A 4TÇa tzpa)
AHAH

concavité = KN ta EaÏm )
= K f- trente)
= log, KK

Donc on

oo£HLlqz
Le cas d' égalité a droite a lieu si pa
A-constant :p • = tp fa .



Doncbomededroite.tt
= log , K ⇒ ta pa = %t.lprdaune.fm#
H = o ⇐) to po log , poto

⇐ ta pa Etroit } .

⇐ ) 3- a. : pa = Houa
.
.

H=o⇒pestundim
H mesure la quantité de désordre
d' aléa du signal .
He (⇒ signal déterministe
H = look (⇒ désordre maximal .

loi uniforme .

Propp : XCXJ-r-v.o.VE A de bip .

| p (Xs , . .
. . Xn ) = px

,

- - - - pxn

On :
(paf . . _an )ftp.pcxm . . .

. a)⇒ tÊâËï±
Rein : lorsqu'on regarde un long message

X. . .
- Xn la photo de l' observer

µ est à z
- na

Prieure : repose la loi forte des grands nombres



LFGN : Si Ys
,
Yz

,

- -
.
- Yn sont intégrables etoep .

Alors
, +

. . . + Yn)→ ELY:3 avec polar
n →-

L
.

T
¥ :

- In log , p ( X ,
. . .

. XD A pa E (R

= tn # c- - -
- + Yn)

PX;
t'a -

avec V-i-zpx.es Yi sont indep
et Yi intégrable ? - EL I loge Pxil ]
-

C- { log,pa Ça c-A
etPhlox Pxil -a) =!.tt#iIto

PoDonc El I log zpxil ] prend un nombre
par la LFGN fini de voleurs fini

avec prolos donc Lo
Donat- tn log , pa - - -Xn )ç El

- logapxil
= - E pa Sgapa
= H

Moralité : Avec grande pardon tous les × . - -Xn
#observe avait prolo à 2-NH d'arriver .

On veut défier des suites " typiques
"
à

TÊ = { les , - -
-

- sen) C- AYH -Ef -fnlozpcxi-xnkttef-hrxsi.rsan) EAM 2-n#ILpcx" . . .

, sent2-
n#§

La proposition dit qu'on esttypique
"

avec



grande photo :

I ( X" . . .
.

, Xn ETE)→ 1
n→•

¢La proposition qu'on a montré estplus forte
que ça ) .
En pratique : on ne voit pas n

'

vinporté quelle
suite de An mais seulementcelles de TE

Théorème f- E)I
"§ ptn le zn#et tes
-

② p
si on>Ne

Dém : (cardinal)
- 3- NE tel que n> Ns

:

t-EEICX.ir/XnETn)E1
Rappel : x. . . . xn ETE ⇐ px . . . . *ne LE

#"fin#§
•17 # ( Xy . . .

.

, Xn ETE ) =Ça⇐ç # Ki
.

-Xian -xD
-

>Ça÷
z-na-EIj.am

= Itm I z
-NHK)

Donc ptn) ⇐ znrHee)✓
• t - E E Ifk .

_ . Xn e- TÊ) ← Ça⇐z Par - - on

€ ITE I z
- n CH - e)

.

Donc ITII > f- E) zntt
- E) .

Et



Conséquence codage : si on a un message

au - -
- sen on le code de

la manière suivante

* si Ça . - - - sen)ET I on le code comme

ton ITE le zÆd

TI s' injecte

* si sec . . _ .
. xn ¢ tg

dans { o; , ztnftt N

"
AnÉs { o.az#axs7piIn-lqizLn**(loge naïf ) .

on
le code comme

dffxi.n.se#T
Remarques :

•
Facile à décoder Oz . .

-
-z-m-slfzo.am;

- 1 Ze . .
. - 2-m-s4-tzr.am

• Rn = arbre moyen de bits produits .

= It (LNH + ED H) IP (X, _
. . - Xn ETE)

ois tngrKHD¥E¥ç)
pour m grand€

1 + IL neH-tsd-D1-n-EEogzkj-DEE2-t.snH + ne E

Donc le nombre moyen de bits par

F£çËr÷eH+CE
Le codage naïf donnait R x logs K .



Ici on a R arbitrairement proche
de H eton a vu tt E log , K

On verra qu'on ne peutpas avoir de
codage avec R L H .

→ codage optimal .

Ming * rodage pas explicite dépend de§et
* il dépend de n . Si on rajoute

des lettres au message il faute codage
depuis le début (pas un codage lettre à lettre)

CodagedeHuffman .

.

-

• codage lettre à lettre : on construit

Q : A -0 ¥
.

{ o ; l }
"

ce (a) est le code de a-

xp . .
- - xn codé en Crac ) . _ .

- Cran)

On ne peut pas forcément décoder un tel
code : Si A = La, b , c }
Q (a) = 01 Etb) = 011 Q re ) =L

et qu'on reçoit ou on ne
sait

pas si le message initial est ac œeb

On demande à ce d' être
"
sans préfixe

"

c
'est à dire que Crais n'est jamais



refusée de ce g) pour j * i ferag) +Gain
HN)

Un tel codage peut être représenté sur
un arbre binaire :

Si (a) = 1 Kf b) = o o o

Q(c) = 010 ce (d) = 011

% On place

y
•
a chaque lettre dans

% LÀa L'Glazik position.
La condition sans préfixe⇒

aucune lettre
n'estdescendante
d' une autre

Réciproquement : si on se donne un arbre
¥64 lettres sur les feuilles on en
déduit un code sans préfixe :

^

§.ÏËiy
ZEEEE.ee en descendantsa
ND Q (a) = I o I

Q ( b) = l 00

ce (c) = Il
ce (d) = 001

codedetluffmam-a.cn a un alphabet
A = fait,←çr et une photo faire i.K

on classe les lettres de manière à avoir



Par E par E - - . _
_ . .

on pose aiz-las.ae} on construit l'arbre deHoffman sur
du 103,04

- - t - avec pa
, ,

= pa ,
+par

L' arbre final s'dsteèud en groupant aretaz

J'R
di a

z

• O z r - _
- •↳

Puis on continue sur le nouvel alphabet

LE : A- = La:b; c ;D; e } .

p = { 0,12 ; 0,12 ; 0,56 ; 0,05 ; 0,1 }
Les deux + petits sont d → 0,05

e→ 0,1

0,15

od À e. êè : is
d e a.

,

b 0,56
0,05 0,1 912 0,12

Q :
on → ou une lettre estbeaucoup
b 011

c r + fréquente
"

et
d o 00 ms elle estcodépar
e 001 un code très court

.

Exo : A- = { M, P, R, U, Y, Z} .

=

Pn = ¥ = pp
-

pp
= pz pu = %, Py -t

① Calcule H .



② Calculer le codage Huffman et l'arbre
associé

.

③ Calculer Rs = arbre moyen de lettre du
code d'une lettre aléatoire

= EL longueur du code de Xs ]
④ Quel estle code de Yun ?

.

- log
, En =-n

①H = -E pa log , pa
= - 4 fzeogz ÷ - f- loge ¥ - f- Sgt
= - ¥ t - cc ) - ta fr ) - Ef- il t.tt

2
②

:
% ¥8 o I

M P R Z U Y o i o i

'46 4g Ypg
'

46 %
,

'lz
M P r z

À chaque étape je regroupe les 2

prolos les + faibles

n④%ÊÜÜ ya z Yes Oki YE

→ zrîfpzyz r④ 2-④ Y
,
YK

AR , 2-}

R Z
→ { M , P④ { r , z u %

,
YE



→ { n , P, rab ÂË
'

YE
ÀR, zut

{ APRES U

→ { MP, R , Z, u } Y

^
4M¥,#} Y
a

{ MP, RAJ U

oh ,% % ,z} 9fr ) = 0000

n

' ! LE

Rse = El longueur du code $.

- .

= 3f42 ( X = M , P, Rox Z )

+ 2 Il #U ) t 1- Il # Y )

= 4x4 xfz c- ZXÉ + ± =L = ta


