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1. INTRODUCTIONJe vais pr�esenter ii l'une des appliations r�eentes de la th�eorie des mod�eles �a laG�eom�etrie Diophantienne, la nouvelle d�emonstration, due �a E. Hrushovski ([Hr2℄), dela Conjeture de Manin-Mumford (g�en�eralis�ee) qui est bas�ee sur l'�etude, du point de vuede la th�eorie des mod�eles, des orps alg�ebriquement los munis d'un automorphisme.Th�eor�eme 1.1 (Conjeture de Manin-Mumford).| Soit G un groupe alg�ebrique om-mutatif onnexe d�e�ni sur un orps de nombres k et X une sous-vari�et�e de G. Alors il ya un nombre �ni de points de torsion de G, a1; : : : ; aM , et de sous-groupes alg�ebriques deG, G1; : : : ; GM tels que pour haque i, ai +Gi est ontenu dans X etX(kalg) \ Tor(G) = M[i=1 ai + Tor(Gi):De plus on peut borner de fa�on e�etive le nombre M de translat�es: il existe ; e deuxonstantes ne d�ependant que d'invariants li�es �a G (et non �a X) et du hoix de deuxpremiers de bonne r�edution pour G, tels que M �  deg(X)e.En utilisant des m�ethodes de alul assez grossi�eres, on obtient que les onstantes  ete sont doublement exponentielles.La d�emonstration de Hrushovski passe par une premi�ere �etape o�u il prend un premierde bonne r�edution pour G, de arat�eristique r�esiduelle p, et montre le r�esultat pour latorsion premi�ere �a p, 'est-�a-dire pour le sous-groupe Torp0(G) des �el�ements de torsion deG dont l'ordre n'est pas divisible par p. On obtient dans e as queX(kalg) \ Torp0(G) = N[i=1 ai + Torp0(Gi);



870-02o�u il est faile de montrer diretement que N � a deg(X)b, ave a doublement exponentiel(en la dimension de A, le degr�e de l'addition dans A et la ardinalit�e du orps r�esiduel)et b exponentiel en la dimension de A.Le but de et expos�e, en pr�esentant la d�emonstration de Hrushovski, est d'essayerd'expliquer pourquoi la th�eorie des mod�eles a quelque hose �a dire sur e type de questionset aussi de donner une id�ee des r�esultats qu'on montre et des outils qu'on d�eveloppe enth�eorie des mod�eles.Nous passerons don rapidement sur les parties purement \g�eom�etrie alg�ebrique" de lad�emonstration.De même, la tr�es br�eve pr�esentation historique et bibliographique qui suit n'a, ela seravisible tout de suite, auune pr�etention d'exhaustivit�e.1.1. Petit historique et onjeture de LangLa onjeture de Manin-Mumford originelle porte sur l'intersetion d'une ourbe aveles points de torsion d'une vari�et�e ab�elienne. Elle a �et�e tout d'abord d�emontr�ee parM. Raynaud ([Ra1℄), puis R. Coleman ([Col℄) en a donn�e une autre d�emonstration pardes m�ethodes tr�es di��erentes; Raynaud a ensuite ([Ra2℄) d�emontr�e le r�esultat pour unesous-vari�et�e quelonque, puis M. Hindry ([Hi1℄), en s'inspirant d'une id�ee de S. Lang([La1℄) pour le as des ourbes, a d�emontr�e le r�esultat g�en�eral pour un groupe alg�ebriqueommutatif.On trouve une autre approhe de es questions dans les travaux sur la Conjeture deBogomolov, on se ontentera ii de renvoyer �a l'expos�e de A. Abbes sur le sujet dans leadre de e s�eminaire ([Ab℄) et aux travaux r�eents de S. David et P. Philippon ([DaPh℄).En revanhe, nous allons dire quelques mots de la Conjeture de Lang (dite aussiConjeture de Mordell-Lang), �enon�ee par Lang dans [La1℄ et qui regroupe dans un adreg�en�eral la onjeture de Manin-Mumford et la Conjeture de Mordell (voir aussi parexemple [La2℄).Nous l'�enon�ons ii pour la arat�eristique z�ero:Conjeture de Lang (absolue): SoientK un orps alg�ebriquement los de arat�eristiquez�ero, A une vari�et�e ab�elienne d�e�nie sur K, X une sous-vari�et�e de A d�e�nie sur K et� un sous-groupe de A(K) de rang �ni. Alors il existe 1; : : : ; n 2 � et B1; : : : ; Bnsous-vari�et�es ab�eliennes de A tels que i +Bi � X etX(K) \ � = [ni=1i + (Bi(K) \ �):Cette onjeture a �nalement �et�e d�emontr�ee par G. Faltings ([Fa℄) apr�es de nombreuxtravaux entre autres de Manin, Vojta, Laurent, Hindry et Faltings lui-même. On peuttrouver des bibliographies r�eentes, omment�ees et ompl�etes, dans [Hi2℄ ou [Maz℄. L'ex-tension au as des vari�et�es semi-ab�eliennes est due �a Vojta([Voj℄) et MQuillan ([MQ℄).



870-03Si on veut �etendre ette onjeture au as de arat�eristique non nulle, il faut se on-tenter d'une version relative, dite aussi, Conjeture de Lang pour les orps de fontions.En voii un �enon�e un peu simpli��e:Conjeture de Lang pour les orps de fontions: Soient K0 < K deux orpsalg�ebriquement los, A une vari�et�e ab�elienne d�e�nie sur K de K=K0-trae z�ero, et X unesous-vari�et�e de A d�e�nie sur K. Soit � un sous-groupe de rang �ni de A(K). Alors ilexiste 1; : : : ; n 2 � et B1; : : : ; Bn sous-vari�et�es ab�eliennes de A tels que i +Bi � X etX(K) \ � = [ni=1i + (Bi(K) \ �):On rappelle que � est de rang �ni si il existe un groupe �0 �niment engendr�e tel que,pour haque  2 �, il y a un entier n � 1 tel que n 2 �0. Si on est en arat�eristiquep > 0, on demande que l'entier n ne soit pas divisible par p. Dire que A est de K=K0-trae z�ero est �equivalent �a dire que A n'a auune sous-vari�et�e ab�elienne homomorphe �aune vari�et�e ab�elienne d�e�nie sur K0.Dans [Hr1℄, Hrushovski a donn�e une d�emonstration mod�ele-th�eorique de la onje-ture de Lang pour les orps de fontions en toute arat�eristique (on peut trouver unepr�esentation de es r�esultats dans l'expos�e [Go℄ de e s�eminaire, ou dans [Pi3℄, et une ex-position plus d�etaill�ee dans le livre [Bo℄). Pour la arat�eristique p > 0, il s'agissait de lapremi�ere d�emonstration du as g�en�eral, les r�esultats pr�e�edents (voir [AbrVo℄) n�eessitantdes hypoth�eses suppl�ementaires. Un peu auparavant, A. Buium ([Bu℄) avait donn�e unenouvelle d�emonstration du as de arat�eristique z�ero, dont l'id�ee de d�epart �etait de passer�a un orps di��erentiellement los et de remplaer le groupe � par un groupe �-ferm�e (oudi��erentiellement alg�ebrique) de dimension �nie. C'est ette id�ee qui est l'inspiration desd�emonstrations de Hrushovski, pour les deux r�esultats, Lang pour les orps de fontionset Manin-Mumford.1.2. Le rapport ave la th�eorie des mod�elesL'id�ee qui est �a la base de es deux d�emonstrations est don la suivante: on veutremplaer le sous-groupe � (Tor(G) dans notre as) par un sous-groupe \ferm�e" ou\alg�ebrique", pour lequel on montrera le r�esultat. On ne peut pas le faire sans, d'unemani�ere ou d'une autre, rajouter des \ferm�es" suppl�ementaires ('est-�a-dire de la stru-ture suppl�ementaire), puisque, quand G par exemple est une vari�et�e ab�elienne, la torsionest dense dans G. C'est exatement e que fait Buium dans [Bu℄, quand il passe dans unorps di��erentiellement los, remplae le groupe � par un groupe �-ferm�e de dimension�nie et utilise ensuite l'arsenal des outils d�evelopp�es dans e adre. Or 'est l�a une m�ethodequi rentre tout �a fait dans la probl�ematique d�evelopp�ee en th�eorie des mod�eles et pourlaquelle nous disposons d'un adre syst�ematique, d'outils et de r�esultats d�ej�a existants. Ene�et, puisant son inspiration dans la g�eom�etrie alg�ebrique et les g�eom�etries ombinatoires,



870-04la th�eorie des mod�eles d�eveloppe dans un adre abstrait des notions d'ind�ependane, dedimension et de g�eom�etrie. Cela a permis d'isoler une notion qui va se retrouver au en-tre de toutes es appliations r�eentes: la notion de modularit�e qui arat�erise, �a partirdu omportement de la relation d'ind�ependane, les groupes dans lesquels les seuls sous-ensembles qu'on peut d�e�nir sont les (ombinaisons bool�eennes �nies de) translat�es desous-groupes. Montrer que le groupe Tor(G) satisfait l'�enon�e de Manin-Mumford, 'estexatement, une fois qu'on s'est pla�e dans le bon adre, montrer que 'est un groupemodulaire, nous le verrons dans les setions 2.2 et 2.3; et l'on a des outils pour ela.1.3. Le adre dans lequel on travailleOn a don un groupe alg�ebrique, G, d�e�ni sur un orps de nombres k. On va onsid�ererun automorphisme � dans Gal(kalg=k), judiieusement hoisi, de mani�ere �a e que la tor-sion soit ontenue dans le sous-groupe S� des solutions, dans G(kalg), d'une �equationfaisant intervenir � (e qu'on appelle traditionnellement une �equation de di��erene)qu'on peut expliitement aluler. On plonge alors (kalg; �) dans un gros orps K surlequel � se prolonge et qui est los en e sens qu'il ontient d�ej�a des solutions pourtoute �equation de di��erene qui a une solution dans une extension. C'est e qu'on ap-pellera un orps de di��erene g�en�erique. Et, de même qu'on a la topologie de Zariski surun orps alg�ebriquement los ou la �-topologie sur un orps di��erentiellement los, ond�e�nit une �-topologie sur K. La th�eorie des mod�eles permet d'analyser la struture deK ave es nouveaux ensembles g�eom�etriques. Cette analyse a �et�e faite par Z. Chatzi-dakis et E. Hrushovski dans [ChHr℄ qui montrent qu'on peut y d�e�nir une bonne notiond'ind�ependane et de dimension. En partiulier, ils d�emontrent en arat�eristique z�ero unth�eor�eme de Dihotomie, qui dit �a peu pr�es que les seuls ensembles de dimension �nie quine sont pas \modulaires" se trouvent dans le orps �x�e par �. �A partir de ette analyseet de e th�eor�eme de dihotomie, Hrushovski trouve un rit�ere \e�etif" pour distinguer,parmi les sous-groupes de G(K) d�e�nis par des �equations de di��erene, eux qui sontmodulaires. Il ne reste plus qu'�a v�eri�er que le sous-groupe S� judiieusement hoisi plushaut est du bon type, puis �a borner le nombre de translat�es qui vont intervenir par desaluls simples �a partir de l'�equation qui d�e�nit S�.C'est exatement omme ela que ela se passe dans le as de la torsion premi�ere �ap. Pour la torsion totale, 'est un peu plus ompliqu�e, ar, s'il est faile, en travaillant�a partir de deux premiers de bonne r�edution distints, de montrer qu'il existe une �-�equation qui s'annule sur la torsion toute enti�ere et est du bon type, on ne sait pas lefaire de mani�ere e�etive. Don, si on veut garder des bornes sur le nombre de translat�es,il faut travailler un peu plus, en gardant deux �equations distintes, l'une pour la torsionpremi�ere �a p, l'autre pour la p-torsion puis ombiner les deux.Dans une premi�ere partie, nous allons pr�esenter le adre mod�ele th�eorique, 'est-�a-direles orps de di��erene g�en�eriques et les groupes que l'on peut y d�e�nir ave des �equations



870-05de di��erene (setion 2). Ensuite nous expliquerons omment utiliser les r�esultats ainsiobtenus pour d�emontrer la onjeture de Manin-Mumford (setion 3). En fait, noustraiterons le as de la torsion premi�ere �a p et ne dirons que quelques mots sur le passage�a la torsion totale. En�n nous terminerons en mentionnant d'autres appliations de lamême m�ethode (setion 4).Meri �a elles et eux qui ont bien voulu relire tout ou partie de e texte, ou r�epondre auxnombreuses questions auxquelles je ne pouvais manquer d'être onfront�ee, puisqu'il mefaut parler ii non seulement de th�eorie des mod�eles mais aussi de g�eom�etrie alg�ebrique, do-maine qui n'est pas le mien. En partiulier, meri �a Z. Chatzidakis, F. Delon, D. Bertrand,M. Hindry et aussi �a E. Hrushovski. Je suis �evidemment seule responsable des erreurs quise seraient ii gliss�ees dans un �enon�e de th�eor�eme ou dans une esquisse de preuve, �a lasuite d'une tentative indue de simpli�ation.2. LES CORPS DE DIFF�ERENCE G�EN�ERIQUES2.1. D�e�nition et existeneNous appellerons orps de di��erene un orps K muni d'un automorphisme distingu�e�. On peut par exemple onsid�ererK = kalg, la lôture alg�ebrique d'un orps k, muni d'unautomorphisme � 2 Gal(kalg=k) ou enore, si K est un orps parfait de arat�eristiquep > 0 et n � 1, K muni de l'automorphisme de Frobenius x 7! xpn .Les orps de di��erene ont �et�e �a l'origine �etudi�es par Ritt dans les ann�ees 30; on peuttrouver tous les r�esultats alg�ebriques de base dans le livre de R. Cohn [Coh℄ (dans e livre,un orps de di��erene est un orps ave un monomorphisme distingu�e; quand il s'agit d'unautomorphisme, le orps est appel�e orps de di��erene inversif).Il �etait naturel pour des th�eoriiens des mod�eles de s'int�eresser �a la lasse des orps dedi��erene existentiellement los 'est-�a-dire tels que tout syst�eme �ni d'�equations dedi��erene ayant une solution dans une extension du orps en a d�ej�a une dans le orps.C'est l'analogue, pour les orps de di��erene, des orps alg�ebriquement los pour les orps,des orps di��erentiellement los pour les orps di��erentiels, ou bien enore des orps r�eelslos pour les orps ordonn�es. Les premi�eres propri�et�es (axiomatisation, d�eidabilit�e et)ont �et�e �etudi�ees par A. Maintyre, L. van den Dries et C. Wood (voir [Ma1℄). Ensuite, une�etude plus ompl�ete de la struture de es orps du point de vue de la th�eorie des mod�eles a�et�e faite par Z. Chatzidakis et E. Hrushovski dans un premier temps ([ChHr℄), puis par lesmêmes ave un troisi�eme auteur, K. Peterzil ([ChHrPe℄). C'est dans le premier de es deuxartiles que se trouvent les r�esultats qui sont utilis�es pour la d�emonstration de Manin-Mumford, notamment le r�esultat de dihotomie en arat�eristique z�ero qui est ruial.En�n, dans l'artile o�u il donne sa d�emonstration de la onjeture de Manin-Mumford([Hr2℄), Hrushovski ommene par pousser plus loin l'�etude des groupes ommutatifs



870-06d�e�nissables dans es orps de di��erene. D�es la prohaine setion, pour simpli�er les�enon�es, nous nous limiterons �a la arat�eristique z�ero et aux r�esultats ayant un rapportdiret ave les appliations dont nous voulons parler. Pour en savoir plus sans se plongerdans les artiles eux-mêmes, on pourra onsulter [Ch2℄.Commen�ons par d�erire es orps, que nous appellerons ii pour simpli�er orps dedi��erene g�en�eriques (au d�epart, dans [ChHr℄, ils apparaissent omme mod�eles d'uneth�eorie appel�ee ACFA , \algebraially losed �elds with an automorphism"; on les appelleaussi souvent orps alg�ebriquement los ave un automorphisme g�en�erique).Convention et notation: nous utiliserons le terme de vari�et�e uniquement dans le asirr�edutible. Si X est une vari�et�e aÆne d�e�nie sur K, X� est la vari�et�e aÆne d�e�nie enappliquant � aux oeÆients des �equations qui d�e�nissent X.D�efinition 2.1.| Soit (K; �) un orps de di��erene. On dit que (K; �) est un orpsde di��erene g�en�erique si K est un orps alg�ebriquement los v�eri�ant la propri�et�e:(*) Soit X une vari�et�e aÆne d�e�nie sur K et Y une sous-vari�et�e de X�X� d�e�nie surK, dont les projetions sur les fateurs X et X� sont denses. Alors il existe a 2 X(K)tel que (a; �(a)) 2 Y (K).Les orps alg�ebriquement los satisfaisant (*) sont bien exatement les orps de di��ereneexistentiellement los et tout orps de di��erene se plonge dans un orps de di��ereneg�en�erique.Ces orps, omme on va le voir dans la suite, sont munis d'une struture plus riheque elle induite uniquement par la topologie de Zariski mais que l'on sait quand mêmeanalyser!Commen�ons par quelques propri�et�es �el�ementaires:premi�eres propri�et�es: Soit (K; �) un orps de di��erene g�en�erique. Le orps K est dedegr�e de transendane in�ni sur le orps premier. Le orps �x�e par � dans K, Fix(�), estun orps pseudo-�ni. Le seul invariant n�eessaire pour obtenir les ompl�etions (au sens dela th�eorie des mod�eles) de la th�eorie des orps alg�ebriquement los est la arat�eristique;pour les orps de di��erene g�en�eriques, il faut pr�eiser en plus la lasse de onjugaison de� dans le groupe des automorphismes de la lôture alg�ebrique du orps premier.En�n, mentionnons un r�esultat frappant qui vient on�rmer l'importane de ette lassede orps. Cela faisait plusieurs ann�ees que se posait la question de e que pouvait bien êtrela th�eorie d'un \Frobenius non-standard", par exemple la limite des orps de di��erene(Falgp ; x 7! xp), pour p tendant vers l'in�ni. Il s'agit de l'analogue, pour les automor-phismes de Frobenius, de la question r�esolue par Ax quand il a montr�e que la th�eorie�el�ementaire des orps �nis �etait exatement la th�eorie des orps pseudo-�nis [Ax℄. La ques-tion pr�eise ii �etait de savoir s'il s'agissait des orps de di��erene g�en�eriques. Une r�eponsepositive a �et�e ind�ependamment donn�ee par Hrushovski ([Hr3℄) et Maintyre ([Ma2℄): la



870-07th�eorie des orps de di��erene g�en�eriques est exatement la th�eorie de tous les ultrapro-duits non prinipaux de (Fq alg; x 7! xq), quand q varie sur l'ensemble des puissanes denombre premiers.2.2. Ensembles d�e�nissables, ind�ependane�A partir de maintenant, (K; �) sera un orps de di��erene g�en�erique dearat�eristique z�ero. Les r�esultats des setions 2.2 et 2.3 ont �et�e d�emontr�es dans[ChHr℄.Comme d'habitude en Th�eorie des mod�eles (voir par exemple le hapitre d'introdutionde [Bo℄), on onsid�ere un orps de di��erene g�en�erique (K; �) omme une struture dupremier ordre. Cela veut dire que l'on �etudie les ensembles que l'on peut d�e�nir �a partirdes op�erations et des fontions de base, dans e as f+;�; �; 0; 1; �g, en prenant la lôturepar intersetion et r�eunion �nies, par ompl�ementaire et par projetion.Dans un \pur" orps alg�ebriquement los K, il est naturel de ommener par onsid�ererles sous-ensembles de Kn d�e�nis par des �equations polynômiales, les ferm�es de Zariski. Iiil est naturel de onsid�erer les �-polynômes: K[X1; : : : ; Xn℄�, l'anneau des polynômesde di��erene (ou �-polynômes) est l'anneau des polynômes sur K en une in�nit�e devariables, X1; : : : ; Xn; �(X1); : : : ; �(Xn); �2(X1); : : : ; �2(Xn) : : : . Un �-ferm�e de Kn estl'ensemble des z�eros d'un nombre �ni de �-polynômes de K[X1; : : : ; Xn℄�. Un �-id�ealI de K[X1; : : : ; Xn℄� est un id�eal los par � et on dit que I est parfait si haque foisque aj�i(a) 2 I, i; j 2 N , alors a appartient �a I. Les �-ferm�es orrespondent exatementaux �-id�eaux parfaits et omme on a la ondition de hâ�ne asendante sur les �-id�eauxparfaits (voir [Coh℄), on d�e�nit ainsi une topologie noetherienne ontenant stritement latopologie de Zariski.On peut alors onsid�erer les �-onstrutibles, les ombinaisons bool�eennes �nies de�-ferm�es. Mais l�a, ontrairement �a e qui se passe ave la topologie de Zariski sur unorps alg�ebriquement los ou bien ave la �-topologie sur un orps di��erentiellementlos, la lasse des �-onstrutibles n'est pas lose par projetion. On lôt don aussi parprojetion et on obtient e qu'on appelle la lasse des ensembles �-d�e�nissables. Si Vest une vari�et�e aÆne d�e�nie sur K, l'ensemble V (K) des points K-rationnels de V estun �-ferm�e dans un produit Kn. Pour une vari�et�e V d�e�nie sur K et donn�ee par unreouvrement �ni de artes aÆnes, V (K) est un ensemble �-d�e�nissable. Le orps Fix(�)(d�e�ni par l'�equation �(x) = x) est un exemple de �-ferm�e qui n'est pas de la formeV (K). Nous dirons qu'une appliation est �-d�e�nissable si son graphe est �-d�e�nissable.Bien que ela ne soit pas �evident a priori, la lasse des �-d�e�nissables est �egalementlose, �a bijetion �-d�e�nissable pr�es, par quotient. Cela veut dire pr�eis�ement que si F �Kn est �-d�e�nissable et que R � Kn � Kn est une relation d'�equivalene �-d�e�nissablesur Kn, alors il existe une bijetion �-d�e�nissable entre l'ensemble quotient F=R et un



870-08sous-ensemble �-d�e�nissable de Km pour un ertain m. On dit des strutures qui ontette propri�et�e qu'elles �eliminent les imaginaires.On sera amen�e �a s'int�eresser �a la struture induite par (K; �) sur les sous-ensembles�-d�e�nissables: si D � Kn est �-d�e�nissable, la struture induite sur D est D, muni,pour tout m > 0, de la trae sur Dm de tous les sous-ensembles �-d�e�nissables de Knm.On montre que la struture induite sur le orps Fix(�) se r�eduit (une fois qu'on a �x�eun ertain nombre de onstantes dans Fix(�)) �a la pure struture de orps: si D est unsous-ensemble �-d�e�nissable de Kn, alors D \ Fix(�)n est un sous-ensemble de Fix(�)nd�e�nissable dans le pur langage des orps ('est-�a-dire onstrutible au sens habituel duterme, ombinaison bool�eenne de ferm�es de Zariski).Il est lassique maintenant en th�eorie des mod�eles de regarder s'il est possible ded�e�nir une bonne notion d'ind�ependane dans les strutures qu'on �etudie, du type del'ind�ependane alg�ebrique dans les orps alg�ebriquement los. C'est bien le as ii:D�efinition 2.2.| 1. Si A est un sous-ensemble de K, la �-lôture alg�ebrique deA, al�(A), est �egale �a la lôture alg�ebrique (au sens habituel des orps) du sous-orps dedi��erene de (K; �) engendr�e par A, 'est-�a-dire �a la lôture alg�ebrique de Q(f�i(a); a 2A; i 2 Zg).2. Si A;B;C � K, on dit que A et B sont ind�ependants au-dessus de C si al�(AC)et al�(BC) sont lin�eairement disjoints au-dessus de al�(C).3. Si E est un sous-orps de di��erene de K et si a est une suite �nie d'�el�ements de K,on d�e�nit le �-degr�e de a au-dessus de E, d�(a=E) omme �etant le degr�e de transendanede E(a)�, le orps de di��erene engendr�e par E(a), au-dessus de E. Si D � Kn est unsous-ensemble �-d�e�nissable, on d�e�nit le �-degr�e de D omme �etant le maximum desdegr�es des �el�ements de D.Le orps Fix(�) est de �-degr�e �egal �a un; en revanhe si V est une vari�et�e (de dimensionpositive) d�e�nie sur K, V (K) est de �-degr�e in�ni. Quand il est �ni, le �-degr�e est unebonne notion de dimension, en partiulier il est lair que si E = al�(E) et si d�(a=E)est �ni, alors a et b sont �-ind�ependants au-dessus de E si et seulement si d�(a=E) =d�(a=al�(E(b)). Il est possible (et indispensable) de d�e�nir d'autres notions de dimensionou de rang dans (K; �) pouvant prendre des valeurs ordinales non �nies, mais nous n'enparlerons pas ii. Ce qui est important pour nous, 'est que pour un a donn�e, es di��erentesdimensions sont simultan�ement �nies.2.3. Modularit�e, le th�eor�eme de dihotomieComme nous l'avons dit dans l'introdution, ela fait plusieurs ann�ees que la perti-nene de la notion abstraite d'ensemble \modulaire" (ette notion apparâ�t h�elas dansla litt�erature sous plusieurs noms: loalement modulaire, un-bas�e (one-based) et.) s'est



870-09impos�ee �a travers les onlusions tr�es pr�eises que l'on peut d�eduire sur les propri�et�esalg�ebriques des strutures modulaires.Nous allons donner les d�e�nitions et les r�esultats sous une forme adapt�ee �a notre on-texte pr�eis. Mais il s'agit de as partiuliers ou d'adaptations de r�esultats valables dansun ontexte beauoup plus g�en�eral.Si E = al�(E) � K et si a; a0 sont deux �el�ements de Kn, on dit que a et a0 ont mêmetype (d'isomorphisme) au-dessus de E si il existe un isomorphisme � : al�(E; a)) 7!al�(E; a0) qui �xe E, envoie a sur a0 et ommute ave �.D�efinition 2.3.| Un sous-ensemble �-d�e�nissable D de Kn est- stable si, pour tout E = al�(E) � K, pour toutes suites �nies a; a0 d'�el�ements deD ayant même type au-dessus de E, pour tout F = al�(F ); E � F � K, si a et F sontind�ependants au-dessus de E et si a0 et F sont ind�ependants au-dessus de E, alors a eta0 ont aussi même type au-dessus de F ;- modulaire si pour tout E = al�(E) � K, pour toutes suites �nies a; b d'�el�ementsde D, al�(Ea) et al�(Eb) sont ind�ependants au dessus de al�(Ea) \ al�(Eb).La stabilit�e veut don dire que, si E � K est �-alg�ebriquement los, et si a; b 2 Kalors il n'y a (�a isomorphisme pr�es) qu'une seule fa�on pour a et b d'être ind�ependantsau-dessus de E.Il y a des orps stables: les (purs) orps alg�ebriquement los, les orps s�eparablementlos ou enore les orps di��erentiellement los. Mais les orps pseudo-�nis ([Du℄), donen partiulier Fix(�), ne sont pas stables. On le voit ii failement: on peut trouverE = al�(E) � K et a; b;  2 Fix(�) n E, tels que a et  d'une part, b et  d'autre partsont ind�ependants au-dessus de E, mais tels que pa�  2 Fix(�) et pb�  =2 Fix(�).Le orps Fix(�) n'est pas modulaire: on prend trois �el�ements de Fix(�), a; b;  transen-dants sur Q et alg�ebriquement ind�ependants. Alors al�(a; b) = Q(a; b)alg et al�(; a +b) = Q(; a + b)alg s'intersetent en Q alg , et pourtant ils ne sont pas alg�ebriquementind�ependants au-dessus de Qalg . En fait, la non-modularit�e est la tradution \abstraite",dans le as d'un ensemble de dimension un, de l'existene d'une famille de ourbes planes(ii la famille des ourbes y = ax+ b) de dimension deux. En partiulier, si un ensembleD est modulaire, alors ela entrâ�ne que dans la struture induite par (K; �) sur D, on nepeut pas d�e�nir de orps in�ni. On va voir un peu plus loin (2.6) que ave l'hypoth�ese destabilit�e, ela entrâ�ne beauoup plus.Mais e qui est partiuli�erement int�eressant dans le as des orps de di��erene g�en�eriques,'est que toute la non-modularit�e et la non-stabilit�e sont onentr�ees dans le orps �x�e.C'est e que nous dit le th�eor�eme de Dihotomie en arat�eristique z�ero.On dit que deux ensembles �-d�e�nissables D et F de (K; �) sont orthogonaux si pourtoute suite �nie d d'�el�ements de D, pour toute suite �nie b d'�el�ements de F , pour toutsous-orps E = al�(E) de K, d et b sont ind�ependantes au-dessus de E.



870-10Th�eor�eme 2.4.| Th�eor�eme de dihotomie: Soit D � Kn un sous-ensemble �-d�e�nissablede �-degr�e �ni, alors D est stable et modulaire si et seulement si D et le orps �x�e Fix(�)sont orthogonaux.La d�emonstration de e th�eor�eme passe par une analyse des ensembles de dimension �nieen termes de sous-ensembles de dimension un. Le même type de r�esultat avait �et�e montr�epr�e�edemment pour les orps di��erentiellement los (ave le sous-orps des onstantes,[HrSo℄) et pour les orps s�eparablement los de arat�eristique p > 0 (ave le sous-orpsdes �el�ements in�niment p-divisibles, [Hr1℄) mais par des m�ethodes di��erentes. Dans esdeux autre as, la preuve utilise la th�eorie des G�eom�etries de Zariski, version abstraite dela topologie de Zariski introduite par Hrushovski et Zil'ber ([HrZi℄, voir aussi [Mr℄).De fa�on g�en�erale, la dihotomie modulaire/non-modulaire est partiuli�erement utiledans le as des groupes. En e�et la modularit�e arat�erise les strutures de groupesstables de mani�ere tr�es pr�eise. �A nouveau nous �enon�ons dans 2.6 un r�esultat qui estvrai dans un ontexte beauoup plus g�en�eral.D�efinition 2.5.| Soit G � Kn un groupe �-d�e�nissable. On dit que G est de typeab�elien si pour tout m et pour tout sous-ensemble �-d�e�nissable X de Knm, X \Gm estune ombinaison bool�eenne �nie de translat�es de sous-groupes onnexes (�-d�e�nissables)de Gm.Il s'ensuit que le groupe G a un sous-groupe (�-d�e�nissable) ab�elien d'indie �ni etdon en fait que la struture induite par (K; �) sur G se r�eduit �a une struture de type\module g�en�eralis�e".Proposition 2.6 ([HrPi1℄).| Soit G � Kn un groupe �-d�e�nissable stable. Alors Gest modulaire si et seulement si G est de type ab�elienOn voit maintenant le rapport entre la modularit�e et les questions de type onjeturede Manin-Mumford ou plus g�en�eralement onjeture de Lang. On a d'ailleurs bien une�equivalene formelle de la onjeture de Manin-Mumford ave l'�enon�e de th�eorie desmod�eles suivant: pour tout groupe alg�ebrique ommutatif onnexe G d�e�ni sur Q alg , lastruture (Qalg ; T or(G)), dans le langage des anneaux ave un pr�ediat pour le groupeTor(G), est stable et le groupe Tor(G) (qui est maintenant d�e�nissable dans ette stru-ture) est modulaire (voir [Pi1℄). Mais savoir ela ne nous donne pas pour autant unem�ethode pour montrer que ela est vrai. L'int�erêt de passer par les orps de di��ereneg�en�eriques 'est que l�a, on a un vrai rit�ere utilisable pour reonnâ�tre quand un groupeest modulaire grâe �a la dihotomie.2.4. Les sous-groupes �-d�e�nissables des vari�et�es ab�eliennesNous r�esumons ii les ons�equenes de l'�etude des groupes ommutatifs �-d�e�nissableset en partiulier des sous-groupes �-d�e�nissables des points K-rationnels des vari�et�es



870-11ab�eliennes faite par Hrushovski dans [Hr2℄. On peut aussi en trouver une expositiond�etaill�ee dans [Ch1℄.L'une des �etapes essentielles de ette �etude est l'analyse de l'anneau des endomor-phismes �-d�e�nissables de A(K) pour A une vari�et�e ab�elienne d�e�nie sur K.D�efinition 2.7.| Soit G un groupe alg�ebrique d�e�ni sur K. Un endomorphisme�-d�e�nissable de G(K) est une appliation �-d�e�nissable de G(K) dans G(K) qui estun homomorphisme du groupe G(K).Les endomorphismes du groupe alg�ebrique G qui sont d�e�nis sur K induisent des en-domorphismes de G(K) au sens de la d�e�nition i-dessus. Il y en a en g�en�eral beauoupd'autres mais Hrushovski montre par exemple:Proposition 2.8.| Soient A une vari�et�e ab�elienne simple d�e�nie sur K, End�(A(K))l'anneau des endomorphismes �-d�e�nissables de A(K) et Endalg(A(K)) le sous-anneaudes endomorphismes qui sont induits par les endomorphismes (alg�ebriques) de la vari�et�eab�elienne A.(1) Si A n'est pas isog�ene �a A�n, alorsQ 
 End�(A(K)) = Q 
 Endalg(A(K)):(2) Sinon, Q 
End�(A(K)) est isomorphe �a un anneau de polynômes tordu au-dessusde Q 
 Endalg(A(K)) (que nous ne d�erirons pas ii pr�eis�ement). Il s'ensuit enpartiulier que End�(A(K)) est d�enombrable, omme Endalg(A(K)).(3) Pour haque sous-groupe �-d�e�nissable G de A(K), il existe f 2 End�(A(K)) telque G est un sous-groupe d'indie �ni de Ker(f). Il s'ensuit qu' il n'y a qu'unnombre d�enombrable de sous-groupes �-d�e�nissables de A(K).Des r�esultats similaires sont montr�es pour A = G m , le groupe multipliatif. On a alorsQ 
 End�(G m(K)) ' Q [�; ��1 ℄.Soit A une vari�et�e semi-ab�elienne d�e�nie sur Fix(�) et F [T ℄ 2 Z[T ℄ un polynôme �aoeÆients entiers. Alors F (�) induit naturellement un endomorphisme (�-d�e�nissable)de A(K): si F [T ℄ =Pri=0miT i, alors F (�)(a) = m0a+m1�(a) + : : :+mr�r(a), o�u + estl'addition dans A et ma = [m℄a la multipliation par l'entier m dans A.D�efinition 2.9.| Les groupes B et C sont ommensurables si B \ C est d'indie�ni dans B et dans C. Un groupe �-d�e�nissable B est -minimal si tout sous-groupe�-d�e�nissable in�ni de B est d'indie �ni dans B.Proposition 2.10.| Supposons que A est une vari�et�e ab�elienne simple d�e�nie surFix(�) ou bien que A est le groupe multipliatif G m . Soit B un sous-groupe �-d�e�nissable



870-12de A(K) de �-degr�e �ni et -minimal. Alors B n'est pas de type ab�elien si et seulementsi il existe n tel que B � Ker(�n � 1).Esquisse de d�emonstration de 2.10:C'est bien sûr le Th�eor�eme de dihotomie (2.4) et l'�equivalene (2.6) entre groupe stablemodulaire et groupe de type ab�elien que nous allons utiliser.Si B est inlus dans Ker(�n � 1), 'est-�a-dire B � A(Fix(�n)), alors omme Fix(�n)est une extension �nie de Fix(�), il existe une appliation �-d�e�nissable �a �bres �nies deFix(�)n sur B, qui n'est don pas orthogonal �a Fix(�) et n'est don pas de type ab�elien.R�eiproquement, supposons que B n'est pas de type ab�elien. Par 2.6 et 2.4, B et Fix(�)ne sont pas orthogonaux.Fait 2.11.| Soit B un sous-groupe �-d�e�nissable de �-degr�e �ni de H(K), o�u H estun groupe alg�ebrique d�e�ni sur K. Si B n'est pas orthogonal �a Fix(�), alors il existeun sous-groupe normal D �-d�e�nissable d'indie in�ni dans B, un entier m � 1 et unesurjetion �-d�e�nissable (du produit art�esien) (Fix(�))m sur B=D.Dans notre as, la -minimalit�e de B entrâ�ne que D est �ni. On en d�eduit l'existened'une appliation injetive �-d�e�nissable h de B=D dans un produit de Fix(�). On trans-porte la loi de groupe de B=D par h sur C = h(B=D). Le groupe C est alors �-d�e�nissable,mais on sait que tout sous-ensemble �-d�e�nissable dans Fix(�) est d�e�nissable dans lepur langage des orps. On peut don utiliser des r�esultats ant�erieurs sur les groupesd�e�nissables dans les orps pseudo-�nis ([HrPi2℄) qui permettent de onlure qu'il existeun homomorphisme �-d�e�nissable, de noyau �ni, de C sur un sous-groupe d'indie �ni deG(Fix(�)), pour G un groupe alg�ebrique d�e�ni sur Fix(�). On en d�eduit l'existene d'unhomomorphisme �-d�e�nissable g de B sur un sous-groupe d'indie �ni de G(Fix(�)), g denoyau �ni ontenant D. On peut supposer (en rempla�ant B par un sous-groupe d'indie�ni) que G est onnexe, que g(B) = G(Fix(�)) et don que G est un groupe alg�ebriqueommutatif simple. Le graphe de g, qui est un sous-groupe �-d�e�nissable de (H �G)(K)est ommensurable ave le noyau d'un endomorphisme �-d�e�nissable (par 2.8). Il n'y aqu'un nombre d�enombrable de tels endomorphismes, et il suit que g est d�e�ni sur uneextension �nie k1 de Fix(�). On peut don bien trouver un n tel que �n �xe B point parpoint.On peut maintenant en d�eduire le orollaire qui va être au entre de la d�emonstrationde la onjeture de Manin-Mumford, en utilisant les lemmes suivants qui permettent enpartiulier de se ramener au as d'une vari�et�e ab�elienne simple ou du groupe multipliatif:Lemme 2.12.| a) Si on a une suite exate d'homomorphismes de groupe �-d�e�nissables0! A1 ! A2 ! A3 ! 0;



870-13o�uA1; A2; A3 sont des groupes �-d�e�nissables, alorsA2 est stable modulaire si et seulementsi A1 et A2 sont stables modulaires.b) Si A est une vari�et�e ab�elienne simple d�e�nie sur K et si H est un sous-groupe �-d�e�nissable de A(K), alors H est -minimal si et seulement si il existe f 2 End�A(K), firr�edutible dans Q 
 End�A(K), tel que H et Ker(f) sont ommensurables.) Si B est un sous-groupe �-d�e�nissable de A(K), pour A une vari�et�e ab�elienne d�e�niesur K, et si B est ommensurable ave Ker(f1 � � � fm) pour f1; : : : ; fm 2 End�(A(K)),alors B est stable modulaire si et seulement si tous les Ker(fi) sont stables modulaires.Si F [T ℄ 2 Z[T ℄ est un polynôme dont auune raine n'est raine de l'unit�e, nous dironsque F (T ) est un polynôme sans fateur ylotomique.Corollaire 2.13.| Soit A une vari�et�e semi-ab�elienne d�e�nie sur Fix(�) et F (T ) 2Z[T ℄. Soit H� = Ker(F (�)) = fa 2 A(K);Pri=0mi�i(a) = 0g. Alors le groupe H� est detype ab�elien si et seulement si F (T ) est sans fateur ylotomique.Esquisse de d�emonstration de 2.13:Tout d'abord H� est bien de �-degr�e �ni. Ensuite, en utilisant 2.12, on peut se rameneraux deux as o�u A est une vari�et�e ab�elienne simple ou bien ou A = G m , le groupemultipliatif.Si pour un N > 0 (TN � 1) et F (T ) ont un fateur ommun P (T ), alors B =Ker(P (�)) � Ker(�N � 1) n'est pas modulaire. Mais B � H� qui n'est don pasmodulaire non plus.Supposons maintenant que H� n'est pas de type ab�elien et, pour simpli�er (en fait ilfaut utiliser b) et ) du Lemme 2.12), qu'il est -minimal et que F (�) = f est un �el�ementirr�edutible de Q 
 End�(A). Par 2.10 �a nouveau, il existe un N tel que Ker(f) � C =Ker(�N � 1). Mais en hoisissant N suÆsamment grand on peut supposer que f agit surC et F (T ) �etant sans fateur ylotomique, f devrait être inversible sur C.
3. APPLICATION �A LA CONJECTURE DE MANIN-MUMFORDNous sommes maintenant en mesure d' expliquer omment appliquer le th�eor�eme deDihotomie et son orollaire sur les groupes d�e�nis �a partir d'un polynôme sans fateurylotomique (2.13) pour obtenir une nouvelle d�emonstration de la onjeture de Manin-Mumford. En fait, omme nous l'avons d�ej�a dit dans l'introdution, nous n'allons vraimenttraiter pr�eis�ement que le as de la torsion premi�ere �a p, as dans lequel l'appliation de2.13 donne imm�ediatement le r�esultat et qui permet de omprendre pourquoi e type depreuve fournit naturellement des bornes.



870-143.1. Pr�eliminaires sans th�eorie des mod�elesComme on l'a d�ej�a expliqu�e, la th�eorie des mod�eles va nous permettre de montrer queles ensembles qui nous int�eressent sont des ombinaisons bool�eennes �nies de translat�es desous-groupes et l'on voudra en onlure que en fait e sont des r�eunions �nies de translat�es.Remarquons don tout de suite une fois pour toute l'�equivalene des di��erentes versionsque nous pourrons renontrer:Lemme 3.1.| Soit G un groupe alg�ebrique ommutatif onnexe d�e�ni sur un orpsalg�ebriquement los L, X une sous-vari�et�e de G �egalement d�e�nie sur L et � un sous-groupe de G(L). Les �enon�es suivants sont �equivalents:(i) X \ � est une ombinaison bool�eenne �nie de translat�es de sous-groupes de �,(ii) la lôture de Zariski de X \ � est une r�eunion �nie de translat�es de sous-groupesalg�ebriques onnexes de G,(iii) X \ � est ontenu dans une r�eunion �nie de translat�es C1; : : : ; Cn de sous-groupesalg�ebriques onnexes de G, haque Ci �etant ontenu dans X,(iv) X \ � est une r�eunion �nie de translat�es de sous-groupes de �.Maintenant voii le prinipal fait \alg�ebrique" que l'on va utiliser et sur lesquels nousne nous �etendrons pas ii.Soit A une vari�et�e ab�elienne de dimension d d�e�nie sur un orps de nombres k etp un premier de l'anneau R des entiers de k, de orps r�esiduel kp de ardinalit�e q et dearat�eristique p. On suppose que p est un premier de bonne r�edution pour A. On adon que Ap, la r�edution de Amodulo p, est une vari�et�e ab�elienne (d�e�nie sur kp) de mêmedimension que A. On rappelle que Torp0(A) = fa 2 Tor(A); p ne divise pas l'ordre de aget que Torp(A) = fa 2 Tor(A); pna = 0 pour un n � 1g.Fait 3.2.| Il existe un automorphisme � 2 Gal(Q alg=k) et un polynôme �a oeÆientsentiers, F [T ℄ 2 Z[T ℄, sans fateur ylotomique, tel que l'endomorphisme F (�) de A(Q alg )s'annule sur Torp0(A). De plus le degr�e de F (T ) est inf�erieur ou �egal �a 2d et la sommedes valeurs absolues de ses oeÆients est born�ee par (1 + q1=2)2d.Des r�esultats lassiques de Weil (voir [We℄) sur les endomorphismes des vari�et�es ab�eliennesd�e�nies sur les orps �nis et le polynôme arat�eristique de l'automorphisme de Frobenius,entrâ�nent l'existene d'un tel polynôme F [T ℄ 2 Z[T ℄ tel que F (�q) s'annule sur Ap(kalg),o�u �q est l'automorphisme de Frobenius �q : x 7! xq.On peut alors relever ette �equation fontionnelle de la fa�on suivante: on prend pour� un rel�evement de �q et, p �etant un premier de bonne r�edution, on d�eduit du lemmede Hensel que la r�edution modulo p induit un isomorphisme de Torp0(A) sur Torp0(Ap)et don que F (�) s'annule sur Torp0(A).REMARQUE: Il est possible de faire un peu mieux en travaillant �a partir des fateurssimples de A et en ne omptant qu'une seule fois les fateurs isog�enes. On peut ainsi



870-15borner le degr�e du polynôme F [T ℄ et la valeur absolue de ses oeÆients en rempla�ant d,la dimension de A, par un invariant de A, dr(A) qui est inf�erieur ou �egal �a la dimensionde A et tel que, pour tout n � 1, dr(A) = dr(An).3.2. La torsion premi�ere �a pNous allons donner la d�emonstration dans le as des vari�et�es ab�eliennes. Le as desvari�et�es semi-ab�eliennes est identique, il suÆt de v�eri�er qu'on peut g�en�eraliser sans peinel'existene du polynôme ad�equat sans fateur ylotomique (3.2). En revanhe, il fautenore travailler et utiliser de la th�eorie des mod�eles pour passer au as d'un groupeommutatif arbitraire, nous l'expliquerons dans la setion 3.2.23.2.1. Les vari�et�es ab�eliennes. Soient A une vari�et�e ab�elienne de dimension d d�e�niesur un orps de nombres k et X une sous-vari�et�e de A. On �xe un plongement de A dansun espae projetif Pn et on peut ainsi onsid�erer le degr�e de A et de ses sous-ensemblesalg�ebriques.On �xe un premier p de bonne r�edution pour A dont le orps r�esiduel est de ardinalit�eq et de arat�eristique p.Proposition 3.3.| AlorsX \ Torp0(A) = M[i=1 ai + Torp0(Bi);o�u haque Bi est une sous-vari�et�e ab�elienne de A etM �  (deg(X)(2d+1)(2d dim(X)))o�u la onstante  ne d�epend que d'invariants li�es �a A (et non �a X et �a son orps ded�e�nition) et de q, et est deux fois exponentielle en d.D�emonstration:1. Pour obtenir la r�eunion finie:On onsid�ere l'automorphisme � de Gal(Q alg=k) et le polynôme F (T ) 2 Z[T ℄, F (T ) =P2di=0 iT i, donn�es par 3.2. Soit (K; �) un orps de di��erene g�en�erique extension du orpsde di��erene (Qalg ; �). AlorsH� := Ker(F (�) �A(K)) = fa 2 A(K); 2dXi=0 i�i(a) = 0gest un sous-groupe de A(K) d�e�ni par une �-�equation.Puisque le polynôme F (T ) est sans fateur ylotomique, 2.13 nous assure que H� est unsous-groupe de type ab�elien et don que tous ses sous-ensembles �-d�e�nissables sont desombinaisons bool�eennes �nies de translat�es de sous-groupes �-d�e�nissables. C'est donle as en partiulier pour X \ H� qui lui même ontient X \ Torp0(A). Comme nousl'avons remarqu�e plus haut, ela entrâ�ne que la lôture de Zariski de X \H�, que nous



870-16appellerons Z, est r�eunion �nie de translat�ees de sous-vari�et�es ab�eliennes de A, hauneontenue dans X, Z = SMi=1 bi +Bi.On en d�eduit que X \ Torp0(A) est r�eunion de au plus M translat�es de la forme a +Torp0(B) ave B sous-vari�et�e ab�elienne de A.2. Pour borner le nombre M de translat�ees:On va en fait borner le nombre de omposantes irr�edutibles de Z, la lôture de Zariskide X \H�, en utilisant la d�e�nition expliite de H� �a partir du polynôme F [T ℄.On onsid�ere S = f(a0; : : : ; a2d) 2 A2d+1; 2dXi=0 iai = 0g:Don H� = fa 2 A(K); (a; �(a); : : : ; �2d(a)) 2 Sg. Soit U = S \ (X �X� � : : :�X�2d)(haque X�i est une sous-vari�et�e de A�i = A), alorsX \H� = fa 2 A(L); (a; �(a); : : : ; �2d(a)) 2 Ug:Pour faire le alul, on va utiliser une d�e�nition un peu modi��ee du degr�e pour lessous-vari�et�es de (Pn)m, pour m > 1,(voir [Fu℄, exemple 8.4.4). On d�e�nit aussi le degr�ed'un ferm�e non irr�edutible omme la somme des degr�es de (toutes) ses omposantesirr�edutibles. Ce qui est important pour nous ii, 'est que le degr�e borne bien le nombrede omposantes irr�edutibles.Les propri�et�es du degr�e entrâ�nent quedeg(U) � deg(S)(deg(X)2d+1) � deg(S)(deg(A)2d+1)et on a que dim(U) � minfdim(S); (2d+ 1)dim(X)g � d(2d+ 1).En utilisant le fait que le orps (K; �) est un orps de di��erene g�en�erique, et donsatisfait la ondition (*) de 2.1, on montre que:Lemme 3.4.| Soit r > 0, E un sous-ensemble alg�ebrique de Pr+1n ,E� := fa 2 Pn(K); (a; �(a); : : : ; �r(a)) 2 Eget V la lôture de Zariski de E�. Alors deg(V ) � (deg(E))2dim(E).Dans notre as on obtient don que M � deg(Z) � deg(U)2dim(U) , e qui donne bienune borne du type annon�e, une fois qu'on a alul�e le degr�e de S.



870-173.2.2. Groupes alg�ebriques ommutatifs. Il n'est pas tr�es diÆile de g�en�eraliser �atous les groupes alg�ebriques ommutatifs le Fait 3.2 et don l'existene du polynômeF (T ) sans fateur ylotomique et de l'automorphisme � de Q alg ad�equats. On onsid�ereomme plus haut un orps de di��erene g�en�erique (K; �) �etendant (Qalg ; �).La g�en�eralisation de la Proposition 3.3 aux vari�et�es semi-ab�eliennes est alors imm�ediatepuisque le orollaire entral de la dihotomie (2.13) est vrai pour les vari�et�es semi-ab�eliennes.Mais dans le as d'un groupe ommutatif arbitraire 2.13 n'est plus vrai. En e�et, siV est un sous-groupe vetoriel du groupe alg�ebrique G, alors KerF (�) \ V (K) ne peutpas être de type ab�elien: tout sous-groupe �-d�e�nissable de degr�e �ni de V (K) est unespae vetoriel �-d�e�nissable de dimension �nie sur le orps Fix(�) et ne lui est donpas orthogonal.Mais on peut s�eparer la partie de type ab�elien et la partie espae vetoriel sur Fix(�) etette derni�ere n'intervient pas dans le as de la torsion. Plus pr�eis�ement:D�efinition 3.5.| Soient G un groupe alg�ebrique ommutatif onnexe d�e�ni sur Fix(�)et V le sous-groupe vetoriel maximal de G. Un sous-ensemble �-d�e�nissable D de G(K)est sp�eial s'il est de la forme D = C + W , ave C un translat�e d'un sous-groupe �-d�e�nissable de G(K) et W un sous-ensemble �-d�e�nissable de V (K).Proposition 3.6.| Soient G un groupe alg�ebrique ommutatif onnexe d�e�ni sur Fix(�)et H� = fg 2 G(K);F (�)(g) = 0g pour un polynôme sans fateur ylotomique F (T ) 2Z[T ℄. Alors tout sous-ensemble �-d�e�nissable de H� est une ombinaison bool�eenne �niede sous-ensembles sp�eiaux de G(K).Les ingr�edients de la d�emonstration de 3.6:On onsid�ere la suite exate 0! V ! G! B ! 0, o�u V est le sous-groupe vetorielmaximal de G et B est don une vari�et�e semi-ab�elienne. Maintenant par 2.13, HB :=H�=V (K) \ H� est de type ab�elien mais HV := V (K) \ H� est, lui, un espae vetorielsur Fix(�). Le th�eor�eme de Dihotomie (2.4) entrâ�ne que, dans la struture (K; �), ungroupe de type ab�elien de �-degr�e �ni et un groupe vetoriel �-d�e�nissable ne peuventqu'être orthogonaux. Il n'y a don auune relation possible entre �el�ements de HB et deHV . On peut alors montrer que tout sous-ensemble �-d�e�nissable de HB � HV est uner�eunion �nie de retangles Bi � Vi ave Bi � HB et Vi � HV et dans notre situationpartiuli�ere, en d�eduire que tout sous-ensemble �-d�e�nissable de H� est une ombinaisonbool�eenne �nie de sous-ensembles �-d�e�nissables sp�eiaux de la forme: B + W , o�u Best un translat�e d'un sous-groupe �-d�e�nissable de G(K) et W est un sous-ensemble�-d�e�nissable de V (K).Corollaire 3.7.| Soient G un groupe alg�ebrique ommutatif onnexe d�e�ni sur Fix(�)et X une sous-vari�et�e de G. Alors la lôture de Zariski de X \ Tp0(G) est une r�eunion�nie de translat�es de sous-groupes alg�ebriques de G.



870-18D�emonstration de 3.7:On onsid�ere H� = fg 2 G(K);F (�)(g) = 0g pour le polynôme F (T ) 2 Z[T ℄ donn�epar 3.2 (g�en�eralis�e aux groupes ommutatifs arbitraires). Par 3.6 X \H� est ombinaisonbool�eenne de sous-ensembles sp�eiaux. Par passage �a la lôture de Zariski, on obtientune r�eunion �nie de sous-vari�et�es sp�eiales de G, 'est-�a-dire de sous-vari�et�es de la formeB+W o�u B est un translat�e d'un sous-groupe alg�ebrique onnexe de G etW est une sous-vari�et�e de V , le sous-groupe vetoriel maximal de G. Il suÆt maintenant de montrer que,si C = B +W est une sous-vari�et�e sp�eiale de G d'intersetion non vide ave Torp0(G),alors la lôture de Zariski de Torp0(G) \ C est un translat�e d'un sous-groupe alg�ebriquede G. Par hypoth�ese, B = g + E o�u E est un sous-groupe alg�ebrique onnexe de G. Onpeut se ramener au as o�u E \V = 0 et on v�eri�e alors que Torp0(G)\C est un translat�ede Torp0(E).3.3. La torsion totale3.3.1. Le as des vari�et�es semi-ab�eliennes. On a vu dans la setion pr�e�edente om-ment, pour une vari�et�e semi-ab�elienne, utiliser un premier de bonne r�edution p et puis unorps de di��erene g�en�erique (Lp; �p) pour \enfermer" le groupe des �el�ements de torsionpremi�ere �a p dans un groupe de type ab�elien en obtenant des bornes raisonnables. PuisqueTor(A) = Torp0(A)� Torp(A), l'id�ee est d'utiliser un seond premier de bonne r�edutiont, de arat�eristique r�esiduelle t di��erente de p, pour \enfermer" la torsion premi�ere �a tet don en partiulier la p-torsion. C'est e�etivement e que fait Hrushovski, mais leprobl�eme va être de garder des bornes e�etives. Si on herhe seulement le r�esultat qual-itatif, il y a plusieurs preuves rapides utilisant ette m�ethode que l'on peut trouver parexemple dans [Pi2℄, [Ch2℄ ou [Hr2℄. Nous allons en indiquer une dans la setion suivante o�ul'on se trouve onfront�e �a la question du alul de [L : k℄ o�u L = k(Torp0(A))\k(Torp(A)).Pour mâ�triser les bornes, Hrushovski met en �evidene des familles alg�ebriques de om-posantes irr�edutibles, pour lesquelles il faut montrer une version uniforme de 3.4. Nousn'allons pas le faire ii. On peut trouver des �enon�es et des aluls pr�eis dans [Hr2℄ biensûr mais aussi dans [Ch2℄. On peut �egalement en trouver une version \uniforme mais sansles aluls de bornes" dans [Pi2℄.Il est important de signaler que, même si 'est moins frappant dans e as que dans le asde la torsion premi�ere �a p, l'existene de es bornes e�etives d�eoule enore naturellementde la nature même de la d�emonstration. L'ordre de grandeur indiqu�e est ii aussi obtenuen e�etuant les aluls ave des m�ethodes assez grossi�eres.3.3.2. Le as des groupes ommutatifs. Pour e qui est du passage �a un groupeommutatif arbitraire, on ommene par remarquer que, une fois le r�esultat \qualitat-if" onnu, pour e qui onerne le alul des bornes, le as g�en�eral se r�eduit au as desvari�et�es semi-ab�eliennes: soit G un groupe alg�ebrique ommutatif d�e�ni sur un orps denombres k et X une sous-vari�et�e de G. Soit V le sous-groupe vetoriel maximal de V ,



870-19A := G=V la vari�et�e semi-ab�elienne orrespondante et Y l'image de X dans A. Alors lenombre de omposantes irr�edutibles de la lôture de Zariski de X \ Tor(G) est born�epar le nombres de omposantes irr�edutibles de la lôture de Zariski de Y \ Tor(A). Ene�et, la projetion de Y sur A est injetive sur la torsion de G et induit don une bijetionentre les omposantes irr�edutibles de la lôture de Zariski de X \ Tor(G) (dont on saitque e sont des translat�es de sous-groupes) et elles de Y \ Tor(A), (dont on sait aussique e sont des translat�es de sous-groupes).Il suÆt don de montrer, sans avoir �a se pr�eouper des bornes, que pour un groupeommutatif arbitraire il est bien vrai que l'intersetion de X ave la torsion est r�eunion�nie de translat�es de sous-groupes alg�ebriques. Comme nous l'avons dit plus haut, il y aplusieurs d�emonstrations possibles utilisant deux premiers de bonne r�edution distints.Nous allons en donner une ii qui, en admettant un r�esultat de Jean-Pierre Serre surl'ind�ependane des groupes de Galois l-adiques des vari�et�es semi-ab�eliennes, permet deonlure tr�es rapidement (voir [Se℄, pages 33-34 et 56-59 pour le as des vari�et�es ab�eliennes,meri �a Jean-Pierre Serre de m'avoir on�rm�e la g�en�eralisation au as des vari�et�es semi-ab�eliennes). On a don un groupe alg�ebrique onnexe ommutatif d�e�ni sur un orps denombres k et X une sous-vari�et�e de G. On se donne deux premiers de bonne r�edutionp et t, de arat�eristiques r�esiduelles distintes p et t, les polynômes Fp(T ) et Ft(T ) etles automorphismes �p; �t 2 Gal(Qalg=k) orrespondants donn�es par 3.2. Le r�esultat deSerre entrâ�ne que L = k(Torp0(G)) \ k(Torp(G)) est une extension galoisienne �nie dek, au-dessus de laquelle k(Torp0(G)) et k(Torp(G)) sont lin�eairement disjoints. Don sim = [L : k℄, il existe � 2 Gal(Qalg=L) qui �etend �mp sur la torsion premi�ere �a p et qui�etend �mt sur la p-torsion. Si f1; : : : ; f2d sont les raines de Fp(T ) et g1; : : : ; g2d sont lesraines de Ft(T ), on pose J(T ) = Q2di=1(T � fmi )(T � gmi ). Alors J(�) s'annule sur latorsion de G. On se plae dans un orps de di��erene g�en�erique (K; �) qui �etend (Qalg ; �);par 3.6, X \Ker(J(�)) est une ombinaison bool�eenne �nie de sous-ensembles sp�eiauxde G(K). La même d�emonstration que pour 3.7 montre que alors la lôture de Zariskide X \ Tor(G) est bien une r�eunion �nie de translat�es de sous-groupes alg�ebriques de G.Mais, pour e qui onerne le alul du nombre de translat�es, la d�e�nition expliite deJ(T ) en fontion des deux polynômes Fp et Ft d�epend de [L : k℄.
4. AUTRES APPLICATIONSNous terminons en mentionnant deux autres appliations des rit�eres de modularit�edans les orps de di��erene g�en�eriques. La premi�ere est due �a Hrushovski pour un premieras, puis �a T. Sanlon, et la seonde, qui elle utilise des r�esultats en arat�eristique pd�emontr�es dans [ChHrPe℄, �a T. Sanlon.



870-204.1. La onjeture de Tate-VolohJ. Tate et J.F. Voloh ont onjetur�e l'existene d'une borne pour la distane des pointsde torsion d'une vari�et�e semi-ab�elienne �a une sous-vari�et�e ([TaVo℄):Conjeture 4.1.| Soit A une vari�et�e semi-ab�elienne d�e�nie sur C p et soit X unesous-vari�et�e de A. Il existe une onstante  telle que si a 2 Tor(G), et que la distanep-adique de a �a X est inf�erieure �a , alors a 2 X(C p).C p est la ompl�etion de Qalgp pour la norme p-adique, qu'on note j � jp. Si X estune sous-vari�et�e de l'espae aÆne A n d�e�nie sur C p , on hoisit un syst�eme g�en�erateurff1; : : : ; fng de l'id�eal de d�e�nition de X et on d�e�nit alors la distane p-adique d'unpoint a de A n(C p) �a X, dp(a;X) omme �etant le maximum des jfi(a)jp.Dans [TaVo℄ la onjeture est montr�ee dans le as des tores.E. Hrushovski, dans un premier temps, a utilis�e la même m�ethode que pour Manin-Mumford pour �etablir le r�esultat pour A d�e�nie sur Q algp et pour la torsion premi�ere �a p,ave l'hypoth�ese que p est de bonne r�edution pour A (ommuniation �a Voloh). Celaa ensuite �et�e g�en�eralis�e par T. Sanlon, toujours par les mêmes m�ethodes, qui montre laonjeture pour toutes les vari�et�es semi-ab�eliennes d�e�nies sur Qalgp dans [S1℄ et [S2℄.Nous allons indiquer ii bri�evement omment on peut d�eduire du orollaire 2.13 ler�esultat dans le as d'une vari�et�e semi-ab�elienne A d�e�nie sur Q p , ave la ondition quep est de bonne r�edution pour A.Par 3.2 on a un automorphisme � tel que la torsion premi�ere �a p, Torp0(A) est ontenudans fa 2 A(Q algp );F (�(a)) = 0g, pour F [T ℄ 2 Z[T ℄ sans fateur ylotomique.Consid�erons une suite (ai)i2N d'�el�ements de Torp0(A) tels que dp(ai; X) tend vers z�ero.On va montrer que pour presque tout i, ai 2 X.Sinon il existe un ultra�ltre (non prinipal) U sur N tel que fi 2 N ; ai 2 Xg =2 U.Soit R l'anneau des suites de norme p-adique born�ee dans C p , et l'id�eal I de R d�e�niomme l'intersetion des In, o�u In = fr 2 R; fi 2 N ; jr(i)jp � p�ng 2 Ug. Alors on peutmontrer que D = R=I est un orps, on a un plongement (diagonal) naturel j : C p 7! Det � induit un automorphisme de D qu'on appellera aussi �. Soit a� l'image de la suite(a0; : : : ; am; : : : ) dans D; on voit que a� 2 A(D), que F (�))(a�) = 0 et que a� 2 X(D).On passe dans un gros orps de di��erene g�en�erique (L; �) �etendant (D; �). Le orollaire2.13 et le lemme 3.1 nous disent que X(L)\Ker(F (�)) est ontenu dans une r�eunion �niede translat�ees de sous-vari�et�es semi-ab�eliennes de A, haque translat�ee �etant inluse dansX. En partiulier a� 2 +B � X, B sous-vari�et�e semi-ab�elienne de A. Soit � : A 7! A=B.Alors la suite des �(ai) doit se rapproher de �(a�). On a don que, pour presque touti, les �(ai) ont même image dans le orps r�esiduel. Par hypoth�ese de bonne r�edution(appliqu�ee �a A/B), on a que la r�edution est injetive sur la p0-torsion de A=B. Don lasuite des �(ai) devient onstante et �egale �a �(a�). Cela veut dire que pour presque touti, ai 2 +B, 'est-�a-dire que pour presque tout i, ai 2 X.
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