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NOTES DU COURS PECCOT 2006 : PROPRIETES
QUALITATIVES DES GROUPES DISCRETS

EMMANUEL BREUILLARD

RESUME. In these notes, we discuss some aspects of finitely generated groups
of matrices dealing with the existence of free subgroups in them. We first study
dense subgroups of Lie groups and show in particular that a dense subgroup of
a semisimple Lie group always contain a dense free subgroup. We then discuss
some generalizations of this result and give an application to the geometry of
foliations. In the second part of the course, we discuss the notions of uniform
Tits alternative and of spectral gap for finitely generated groups and at the end
we give a complete proof of the uniform exponential growth of linear groups.
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2 EMMANUEL BREUILLARD

Références 31

Le cours traite de quelques aspects des sous-groupes de matrices ayant égard
a la présence de sous-groupes libres dans ceux-ci. Dans un premier temps, on es-
quisse une bréve étude des sous-groupes denses des groupes de Lie; on démontre
notamment que dans un groupe de Lie semisimple, un sous-groupe dense contient
toujours un sous-groupe libre et encore dense. On indique ensuite des généralisa-
tions possibles de ces résultats et nous donnons une application a la géométrie des
feuilletages. Dans un deuxiéme temps, les notions d’alternative de Tits uniforme et
de trou spectral pour les groupes de type fini seront discutées, et finalement nous
donnerons une preuve de la croissance exponentielle uniforme pour les groupes
linéaires.

1. PRELIMINAIRES SUR LES SOUS-GROUPES DENSES

Soit G un groupe de Lie connexe. On note g son algébre de Lie et A la sous
R-algebre de End(g) engendrée par les Ad(g), g € G. On dit que G est topologi-
quement parfait si le groupe dérivé [G, G] est dense dans G. Il revient au méme
de dire que G n’a pas de quotient résoluble non trivial, ou bien qu’il ne se surjecte
pas sur le cercle. Bien str tout groupe de Lie semisimple est ainsi. L’objet de ce
paragraphe est de démontrer ’assertion suivante :

Proposition 1.1. Soit G un groupe de Lie connexe et topologiquement parfait.
Alors il existe un voisinage U de lidentité dans G tel que pour toute partie finie
de U, soit g1,..., gk, on a la propriété suivante : les Ad(g;) engendrent A si et
seulement si les g; engendrent un sous-groupe dense de G.

Ainsi, au voisinage de 'identité, une partie est topologiquement génératrice si
et seulement si elle engendre A algébriquement, en tant qu’algebre.
Pour la preuve, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.1. (Zassenhaus) Soit G un groupe de Lie conneze. Il existe un voisinage
U de lidentité tel que pour tout épimorphisme m : G — H et toute famille {g;}
de points de U, si les {m(g;)} engendrent un sous-groupe discret de H, alors ce
sous-groupe est nilpotent.

Démonstration. Voir le Raghunathan, [36] chapitre VIII. (|

Preuve de la Proposition. Seul un sens mérite explication. On suppose donc
que les Ad(g;) engendrent A. Soit H le groupe engendré par les g;. La compo-
sante connexe de l'identité H® est distinguée dans H et son algébre de Lie b
est invariante par les Ad(g;) donc par A toute entiére; c’est donc un idéal de g.
Ainsi H® est distingué dans G. De plus, par hypothese, les {m(g;)} engendrent un
sous-groupe discret de G/H®, donc par le lemme de Zassenhaus, un sous-groupe
nilpotent. Il s’ensuit que les {Ad(m(g;))} aussi engendrent un sous-groupe nil-
potent de GL(g/h), donc triangularisable dans une base de g/h. La sous-algebre
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7m(A), engendrée par les {Ad(m(g;))}, est donc aussi triangularisable, donc réso-
luble. Ainsi Ad(7(G)) et donc aussi 7(G) = G/H® est résoluble. Puisque G est
topologiquement parfait, c’est que G = H° = H, ce qu’il fallait démontrer. [J

Remarque 1.1. Dans la Proposition 1.1, on peut remplacer la condition que les
Ad(gi) engendrent A par celle que les log(g;) engendrent g, si les g; sont dans un
voisinage suffisamment petit de l’identité pour que l’exponentielle soit un difféo-
morphisme.

Corollaire 1.1. Si G est topologiquement parfait, la condition sur (g, ..., gr) € G*
pour qu’ils engendrent un groupe dense est une condition ouverte dans G¥.

En effet, engendrer la sous-algébre A est une condition algébrique de type non
annulation d’un déterminant, donc une condition ouverte ; plus précisément :

Corollaire 1.2. Si G est topologiquement parfait et U comme ci-dessus, alors
pour tout k € N, les k-uplets de points ¢1,...,gr de U qui n’engendrent pas un
sous-groupe dense de G sont tous contenus dans sous-variété analytique fermée
propre de G* constituée des k-uplets tels que les Ad(m(g;)) n’engendrent pas la
sous-algeébre A.

En particulier, on peut trouver des ouverts Uy, ..., U de G tels que tout choix
d’un k-uplet (g1, ..., gx) avec g; € U; engendre un sous-groupe dense.

Corollaire 1.3. Soit d(G) le nombre minimal de g; qui engendrent G topologi-
quement. Si G est topologiquement parfait, alors tout sous-groupe dense I' de G
contient un sous-groupe dense engendré par d(G) éléments.

En effet, il suffit de choisir des v; € I' qui tombent dans chacun des U;.

Remarque 1.2. Si G est semisimple, alors d(G) = 2. De méme A et g sont

2-engendrées. Par exemple si G = SLy(R), g = sl,(R) et sia =3, ,; Ejj et b est

diagonale, alors a et b engendrent g des que les by; — bjj sont tous distincts.
Pour un groupe de Lie connexe G quelconque, on peut montrer que d(G) <

2dim(G).

Remarque 1.3. La proposition 1.1 devient fausse si les g; ne sont pas choisis
proches de lidentité. Par exemple st a = Id + aF12 et b = Id + aFs dans
SLy(R), alors le sous-groupe {(a,b) est dense si o est assez petit et non nul, mais
discret si |a| > 2. Pourtant Ad(a) et Ad(b) engendrent A pour tout o non nul.

Corollaire 1.4. Si G est semisimple et I' est dense et engendré par n éléments
alors pour tout voisinage de lidentité V, il existe une partie génératrice de I' a
n+ 2 éléments de V.

En effet peut trouver Uy et Uy deux ouverts de V' tels que tout choix de a € Uy
et b € Uy engendre un sous-groupe dense. On peut choisir a et b dans I' aussi. Si
Y1y ---s Yy, €ngendrent I', alors on peut trouver des mots wy, ..., wy, en a et b tels que
chaque wjy; € V. Clairement les w;y; avec a et b engendre I' tout entier.

Conséquence du dernier corollaire pour la propriété (T) : Si T est un groupe de
type fini dense d’un groupe de Lie semisimple G et I" a la propriété T' de Kazhdan,
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alors il n’a pas la propriété (T') uniforme, i.e. la constante de Kazhdan ne peut
étre choisie de fagon indépendante de la partie génératrice finie.

Rappelons que T" a la propriété (T') de Kazhdan si pour tout (pour une) par-
tie génératrice finie X de T, il existe une constante £(X) > 0 telle que pour
toute représentation unitaire continue de I' sans vecteur invariant non nul, on
a maxyey, [|[7(y)v — v|| > €(X) pour tout vecteur v de norme 1.

Ici on peut clairement rendre £(X) aussi petit que 'on veut en changeant X
en une partie génératrice proche de l'identité. Ceci s’applique par exemple si I"
est un réseau co-compact d’'un groupe de Lie simple de rang supérieur, comme
[ = SO(Q) N SL5(Z[V2]) ot Q = 22 + 23 + 22 — \/2(x2 + 22) qui peut se voir a
la fois comme un sous-groupe discret co-compact dans SO(3,2) et un sous-groupe
dense de SO(5) = SO(Q°) ou ¢ est 'automorphisme de Galois envoyant v/2 sur

V3.

2. DEFORMATIONS DE SOUS-GROUPES DENSES

On démontre ici que tout sous-groupe dense est la déformation arbitraitrement
petite de tout autre sous-groupe dense, plus précisément :

Proposition 2.1. Soit G un groupe de Lie semisimple. Il existe un voisinage
owvert U de l’identité avec la propriété suivante. Soit vi,...,7, dans U tel que
I'={(y;,,i=1,....,n) est dense. Soit $1,...,Sp+1 dans U quelconques. Alors, pour
tout voisinage ouvert V de lidentité, il existe des éléments t1, ..., tn11 proches des
si (i.e. t; € s;V ) et tels que I' = (t;, i1 =1,....,n+1).

Démonstration. Soit U comme au paragraphe précédent. Quitte a perturber un
peu s et sy on peut supposer que le sous-groupe (s1, s2) qu’ils engendrent est dense
dans G. Comme T est dense, les Ad(~;) engendrent A, la sous-algebre engendrée
par les Ad(g), g € G. Ainsi pour tout 7 = 1, ...,n la condition que Ad(g), Ad(~;),

ooy Ad(7;), ..., Ad(y,,) engendrent A est une condition ouverte et non vide. Donc
d’apreés la proposition 1.1, {g € U tel que (g, V1, ..., Vs, ---, Vp) €St dense pour chaque
i} est un ouvert dense de U. Soit 7, ; € I' dans cet ouvert.

On peut trouver un mot wi en 7s,...,7,1 tel que w7y, est trés proche de
s1 et tel que <w1’yl,’y3,...,’yn+1> est dense. Ensuite on trouve un mot ws en
W1Y15Y3s - Yni1 b€l que wayy est trés proche de sp. Ainsi (wyi7yy, way,) est dense.

Finalement, on trouve des mots ws, ..., w41 en wy7y; et way, tels que chaque
wj7y; est trés proche de s; pour ¢ = 3,...,n+ 1. Clairement les w;y;, ¢ =1,....,n+1
engendrent I' tout entier. ([

Remarque 2.1. On a di ajouter artificiellement un générateur. Sans cette liberté,
la situation semble plus rigide : par exemple peut-on déformer tout groupe dense &
deuzx générateurs en un autre ? Cependant, si (Vq,7Vs3, ..., Vy) €St déja dense, alors
le méme argument s’applique sans n + 1-éme générateur. On verra plus bas que si
T' est un groupe libre, on n’a pas cet inconvénient.

Exemple 2.1. Prenons G = SU(2), alors il est facile de vérifier que toute paire
a,b de points de G peut se déformer en une paire a’, V' telle que o', b’ et a't’ sont
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d’ordre fini. Alors le sous-groupe (a’,b') a la propriété (FA) de Serre, i.e. toute
action de ce groupe sur un arbre fize un point. Il s’ensuit (Stallings) que {a’, V')
n’est pas virtuellement libre. Comme on le verra plus bas, on peut aussi perturber
a et b de sorte que a’ et b’ engendre un groupe libre. On peut donc aller dans les
deux sens. Cette remarque s’applique & tout groupe de Lie compact semisimple,
mais c’est un peu plus délicat a vérifier en général (cf. [16]).

3. EXISTENCE DE CERTAINS SOUS-GROUPES DENSES

Dans ce paragraphe, on décrit deux constructions qui permettent d’obtenir ai-
sément des plongements denses de groupes libres, d’une part, et de m; de surfaces
d’autre part, dans un groupe de Lie. Elles reposent toutes deux sur le théoréme
de Baire.

On note Fj, le groupe libre (non abélien) de rang k > 2.

3.1. Sous-groupes libres.

Proposition 3.1. Soit G un groupe de Lie semisimple. Alors {(a,b) € G? tel que
{a,b) est libre} est un Gs-dense de G*.

Corollaire 3.1. G posséde un sous-groupe libre Fo dense.

Preuve de la Proposition. Soit w € Fy\{1} et A, = {(a,b) € G?, w(a,b) = 1}
est une sous-variété analytique de G2. Par suite, si A, est d’intérieur non-vide,
alors A, = G? et w(a,b) = 1 pour tout a et b dans G, donc aussi pour tout a et
b dans le complexifié H = G(C) de G. Mais ceci contredit le

Lemme 3.1. Si H est un groupe de Lie semisimple complexe, alors il existe a et
b dans H qui engendrent un groupe libre F».

Démonstration. D’apres la structure des algébres de Lie semisimples complexes, on
sait qu’elle contiennent sl(2, C) comme sous-algebre. H contient donc une copie de
SL(2,C) ou de PSL(2,C). Mais ces groupes contiennent le sous-groupe engendré
par a = Id+ 3FE12 et b = a = Id 4+ 3F2; qui est libre par un argument de ping
pong classique (voir plus bas Remarque 5.2). O

Il en résulte que A, est un fermé d’intérieur vide de G2 et donc par le théoréme
de Baire Uy, ¢\ {13Aw st un Fy; et son complémentaire, le G des paires (a,b) qui
engendrent un sous-groupe libre. [

3.2. Groupes de surface. Par groupe de surface, on entend le groupe fonda-
mental I'; d’une surface fermée orientable de genre g > 2. Nous allons démontrer
la proposition suivante :

Proposition 3.2. Soit G un groupe topologique compact. Si G posséde un groupe
libre dense alors il posséde un sous-groupe dense isomorphe o un groupe de surface,
et réciproquement.

Remarque 3.1. En fait on démontre que si G a un Fy, (r € N) dense alors il a
un g, dense, et s’il a un ', dense alors il a un Fy,. dense.
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Remarque 3.2. Ici on ne suppose pas G de Lie. Des considérations semblables
s’appliquent si G est un groupe de Lie non discret quelconque. On démontre : G
posséde un groupe libre dense ssi il posséde un groupe de surface dense et ssi la
composante connexe G° est non-résoluble et G/G° est de type fini.

Remarque 3.3. Tout groupe de surface I's, a une présentation de la forme
Lo = {a;,a,,b;,b;,1 <i <rllag,dy]...[ar, al][b], by]...[b}, b1] = 1}
qui provient de la décomposition classique de la surface en méridiens et longitudes.

L’idée de la preuve de la proposition consiste a déformer le sous-groupe libre
pour en faire un groupe de surface, en utilisant le fait que le groupe de surface a
de nombreux épimorphismes sur le groupe libre. On utilisera le

Lemme 3.2. On considére le groupe de surface I's, avec la présentation ci-dessus.
On note Fy, un groupe libre de générateurs x;, ;i = 1,...,r. Onnote o : I'yp — T'ay
Uautomorphisme défini par o(a;) = a;, o(al) = a}, a(b;) = vbiy~ ! et o(b) =
Yoyt ot v = [a1,d}]...[ar,al]. Enfin on note f : T — Fyy, le morphisme qui
envoie a; et by sur z; et a} et b, sur x. Alors la suite (f o 0™)p>1 est fidéle a la
limite, c’est-a-dire que pour tout w € T'o. \{1} il existe ng tel que pour tout n > ny,

foom(w) # 1.

Interprétation géométrique : la surface g, a 27 trous et  correspond au lacet
simple qui sépare la surface en deux surfaces identiques de bord v et a r trous.
L’automorphisme o correspond & un twist de Dehn le long de v et le morphisme
f provient de la réflexion par rapport & v qui envoie la surface Y9, sur la surface
a r trous de bord 7.

Preuve de la Proposition 3.2. Soit Fa, = (z;,x}) le sous-groupe libre et dense
de G. Soit v = [z1,2)]...[zy, 2] € Fr. Soit K le sous-groupe fermé engendré par
v, i.e. K = (). Pour tout « dans K, on note o, : I'y, — G le morphisme défini
par o(a;) = z;, o(al) = 2}, o(b;) = ar;a™! et o(b)) = axia™t. On vérifie que
c’est bien un morphisme, puisque la relation qui définit I's, est bien envoyée sur
l'identité, car a commute avec . Par le lemme 3.2, {oyn },,>1 est fidele & la limite.
Donc si w € T'9,\{1}, alors O, = {a € K,04(w) # 1} est un ouvert non-vide de
K. Comme K est compact, {y",n > ng} est dense dans K pour tout ng. Ainsi O,
est un ouvert dense de K. Par le théoréme de Baire, N,,»10,, est dense et donc
non-vide. On peut donc choisir a € My£10y, ce qui montre que o, est fidele.
L’image de o, est dense car elle contient déja Fs, qui est dense dans G. La preuve
de la réciproque passe par un argument semblable. [

Reste & démontrer le lemme 3.2. Sa preuve repose sur le

Lemme 3.3. (Baumslag) Soit F' un groupe libre et u,aq, ..., ar des éléments de F
tels que u me commute & aucun des a;. Alors il existe un entier ng tel que pour
tous ny,...,ng € Z, si |n;| > ng pour chaque i =1, ...,k alors

aru™ asu™...apu™ # 1

Démonstration. C’est un exercice. O
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Preuve du lemme 3.2. Soit w € I'y.. On peut écrire w = wiws...wz, ou chaque
wa;+1 est un mot en les a; et a; tandis que chaque wo; est un mot en les b; et
bi. Si w n’est pas une puissance de I' alors on peut réécrire w de sorte de aucun
des w; de soit une puissance de «y (en effet si 'un d’entre eux est une puissance
de 7, on peut convertir les a;,a; en b;,b, et réciproquement grace a la relation qui
définit I'y,.). Mais le centralisateur de v dans I'y, est égal au sous-groupe cyclique
(), donc on peut supposer que les w; ne commutent pas avec 7. Le lemme de
Baumslag permet de conclure. [J

4. ALTERNATIVE DE TITS TOPOLOGIQUE
Dans ce paragraphe et le suivant, nous allons démontrer ceci :

Proposition 4.1. Soit G un groupe de Lie semisimple et I' un sous-groupe dense.
Alors T' contient un sous-groupe libre Fo dense dans G.

Ce résultat est un cas particulier (pour £ = R et I' semisimple) du

Théoréme 4.1. (Alternative de Tits topologique) Soit k un corps local et I' un
sous-groupe de type fini de GLy (k). Alors

~ Soit I’adhérence T contient un sous-groupe ouvert résoluble de GLy (k).

~ Soit T' contient un sous-groupe libre F' de rang fini (< d(T')) tel que F =T.

C’est une généralisation de la célebre alternative de Tits :
Alternative de Tits : Soit K un corps quelconque et I' un sous-groupe de
GL,(K) de type fini. Alors

— Soit I' contient un sous-groupe résoluble d’indice fini.

— Soit ' contient un sous-groupe libre F5.

Une conséquence de lalternative de Tits est que tout sous-groupe dense d’un
groupe de Lie G semisimple posséde un sous-groupe libre. Cependant, la méthode
utilisée dans la preuve de I'alternative ne permet pas de garantir a priori que ’'on
peut choisir ce sous-groupe libre de sorte qu’il soit encore dense, et c’est bien
I'objet de cette alternative topologique. En fait, dans de nombreux cas, le sous-
groupe libre construit par Tits sera discret dans G. Démontrons maintenant que
I’alternative topologique est bien une généralisation de ’alternative classique.

Preuve que le théoréme 4.1 entraine l'alternative de Tits. Soit I' un sous-groupe
de type fini de GL,(K). Puisque T est de type fini, on a que I' < GL,(R) ou
R est un sous-anneau de K de type fini (R est le sous-anneau engendré par les
coefficients de matrice des générateurs de I'). Par le théoréme de normalisation
de Noether, on peut plonger R dans ’anneau Oj, des entiers d’un corps local non
archimédien k bien choisi. Ainsi I' apparait comme un sous-groupe du groupe
GL,(Oy) qui est un groupe compact et totalement discontinu (i.e. profini) et ou-
vert dans G L, (k). D’aprés 'alternative topologique, on a deux cas. Dans le premier
T contient un sous-groupe résoluble ouvert dans GL,(Of). Mais un sous-groupe
ouvert d’un groupe profini est d’indice fini. Ainsi I" est virtuellement résoluble.
Dans le deuxiéme cas I' contient un sous-groupe libre F'. On obtient donc 1’énoncé
initial de ’alternative classique. [



8 EMMANUEL BREUILLARD

Remarque 4.1. En fait ce raisonnement montre plus : & savoir que dans le
deuziéme cas on obtient un sous-groupe libre F' qui est aussi Zariski dense dans
I'. En effet la topologie de Zariski a moins de fermés que la topologie usuelle issue
du corps local.

Pour démontrer la proposition 4.1 nous allons en fait établir le résultat plus
général suivant :

Théoréme 4.2. Soit K un corps de type fini avec car(K) = 0, G un groupe
algébrique semisimple, Zariski connexe et défini sur K, et R un sous-anneau de
K de type fini et Q une partie Zariski dense de G(R). Alors pour tous ai, ..., ap
dans G(K), il existe x1, ...,y tels que pour chaque i = 1,...,n x; € Q*a;Q et les
x; sont les générateurs d’un sous-groupe libre F,.

Preuve que le théoréme 4.2 entraine la proposition 4.1. Quitte & factoriser par
un sous-groupe central discret de G, on peut supposer que G = G(R)°® ou G est
un groupe algébrique semisimple Zariski connexe et défini sur Q. Comme I est de
type fini, I' < GL,(R) ou R est un sous-anneau de type fini de R dont on note K
le corps des fractions. On se donne ay, ..., a, des générateurs de I' et on applique
le théoréme & cette situation avec 2 = I' N U ot U est le voisinage de 'identité
dans G obtenu & la proposition 1.1. Le sous-groupe de I' engendré par les x; sera
encore dense grace a la proposition 1.1. Il faut seulement vérifier que §2 est bien
Zariski dense. Si X est I’adhérence de Zariski de €2, alors U C X(R)° car I' est
dense, et donc X(R)® = G car X(R) est une sous-variété analytique de G(R), ce
qui force X = G. O

Remarque 4.2. Le théoréme 4.2 est valable sans ’hypothése de Zariski connexité
et aussi en caractéristique quelconque. Cependant la preuve est plus délicate sans
ces hypothéses. C’est ce cas général dont on a besoin pour le théoréme 4.1.

Remarque 4.3. D’aprés les paragraphes 2 et 3, toute partie génératrice finie
de I' peut étre déformée dans G pour engendrer un sous-groupe libre et dense.
L’argument qu’on vient de donner montre que l'on peut effectuer la déformation
en restant dans I'. On obtient donc en fait un peu mieuxr que ce qui est énoncé
dans la proposition 1.1.

5. PROXIMALITE ET PING PONG

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoréme 4.2. Nous allons d’abord
introduire quelques notations et définitions.

5.1. Transformations projectives. Soit k£ un corps local. On note ||-|| la norme

euclidienne (resp. hermitienne, du max) sur k" si k est R (resp. C, non-archimédien).
Cette norme s’étend naturellement a I’algébre extérieure A*k™. Elle induit une mé-

trique sur l’espace projectif P(k™) définie ainsi pour u, v vecteurs # 0

|
dlul: o) = ol
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Décomposition KAK. Notons K = SO(n)sik =R, K =SU(n)sik=C, K =
SL,(Op) si k est non-archimédien, ou Oy est 'anneau des entiers de k. Si k est R
ou C, on note A ’ensemble des matrices diagonales de déterminant diag(ay, ..., ay)
dont les coefficients sont réels positifs et rangés par ordre décroissant a; > ... > ay,.
Si k est non-archimédien, on note A les matrices diagonales diag(7*', ..., 7%) on
les entiers k; vérifient Xk; = 0 et k1 < ... <k, et ou 7 est un uniformisant de Oy.
On a alors la décomposition

SL.(k) = KAK

avec de plus unicité de la composante en A que I’on note ag = diag(ai(g), ..., an(g)).

Remarquons que K agit par isométries sur P(k™) pour la métrique d, et que
tout g € PGLy(k) est bi-Lipschitz. De plus si g € SL,, (k) on a ||g|]| = |a1(g)]| et
|A%g| = |a1(g)az(g)| ou la norme est la norme d’opérateur.

Définition 5.1. Soit r > 2¢ > 0. On dit que g € PGL, (k) est e-contractant s’il
existe un point vy € P(K™) et un hyperplan projectif Hgy tel que g envoie presque
tout Uespace projectif dans un voisinage de vy, c¢’est-a-dire Vo d(z,Hy) > ¢ =
d(gz,vg) < €. On dit que g est (r,€)-proximal s’il est e-contractant et de plus
d(vg, Hg) > 7. On dit que g est e-trés contractant (resp. (r,€)-trés proximal) si g
et g~1 sont e-contractant (resp. (r,e)-prozimal).

Le lemme suivant montre qu’étre e-contractant se lit aisément sur la décompo-
sition K AK.

Lemme 5.1. Si g est e-contractant alors ]Z?Eg;] < Cie et réciproquement si |Zj—8§|
< ¢ alors g est Coe-contractant, ot C; i = 1,2 sont des constantes positives

dépendant de P(k™) seulement.

Démonstration. Comme K agit par isométries, il suffit de considérer le cas g = ay,
qui est clair. O

Remarque 5.1. Si g est (r,e)-prozimal, alors on peut montrer que g est prozi-
mal au sens usuel, c’est-a-dire que g posséde une unique valeur propre de module
maximal. De plus la direction fize de g correspondante sera e-proche de v, et la
somme des sous-espaces caractéristiques des autres valeurs propres sera un hyper-
plan e-proche de Hy.

5.2. Ping-pong. On dit que le m-uplet ¢1,...,g9, de PGL,(k) joue au ping
pong sur P(k™) s’il existe r > 2¢ > 0 tels que les g; sont (r,e)-proximaux re-
lativement aux points v & et aux hyperplans H gt et si de plus on est dans la

configuration géométrique suivante pour tous i # j

(1) d(vg},Hgf) >

Lemme 5.2. (Lemme du ping pong) Si le m-uplet g1, ..., gm joue au ping pong,
alors les g; sont les générateurs d’un sous-groupe libre F,, de PGLy(k).

Démonstration. C’est clair : la condition géométrique sur les g; est faite pour que
tout mot réduit non trivial en les g; agisse non trivialement sur P(k"). O
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Remarque 5.2. Il y a d’autres fagcons de jouer au ping pong, i.e. on peut y jouer
sur d’autres espaces, avec d’autres type d’éléments. Il est possible de formuler ainsi
un lemme de ping pong un peu général qui s’applique & de nombreuses situations,
G la notre en particulier. Soit X un ensemble et H et K deux sous-groupes de
bijections de X tels qu’il existe une partie non-vide V. de X ayant la propriété
suivante : pour tous h € H\{1} et k € K\{1} on a hkV C V. Alors, comme on
le vérifie aisément, le sous-groupe de bijections de X engendré par H et K est
isomorphe au produit libre H x K. Cette formulation s’applique au lemme 5.2 avec
m = 2, mais aussi & U'exemple du lemme 3.1 du sous-groupe libre engendré par
deux matrices unipotentes.

5.3. Partie géométrique de la preuve. On montre ici que pour construire un
m-~uplet qui joue au ping pong, il suffit de deux ingrédients géométriques :

— des éléments e-contractants avec e aussi petit que 'on veut.

— une partie séparante finie.

Définition 5.2. Une partie F' de PGLy (k) est dite (m,r)-séparante si pour
tout choix de m points vi, ..., vy sur P(k™) et de m hyperplans Hy, ..., Hy, il existe
f € F tel que pour tout s = £1 et pour tous i et j

d(f*vi, Hy) = v

Proposition 5.1. Soit ay, ..., a,, dans PGL,(k), F une partie (2m,r)-séparante
finie, et v une transformation e-trés contractante (avec € < 55z ot C est le max
des constantes bi-Lipschitz des f € F et des a;). Alors pour tout i = 1,...,m il

existe h; et g; dans F' tels que le m-uplet

yaihy, gayazhe, ... gmYamhm
joue au ping pong.

Démonstration. Remarquons que :

1) Si 7y est e-tres contractant et si bi-Lip(a) < C alors ya est Ce-trés contractant
et qu’on peut prendre v,, = v, et H,, = aile.

2) Si 7 est e-trés contractant alors 3f € F tel que vf est Ce-trés proximal.

3) On peut donc choisir k1 € F tel que yajhy est C?e-trés proximal. Maintenant
supposons construits les ig — 1 premiers g;ya;h; et indiquons comment choisir
h = hi, et g = gi,. Soit v* et H* les points et hyperplans de ~a;, et vii et HZi
ceux des g;ya;h; pour i < ig. On aura v;g = gvT, H;g = h lHT, Vig = h=lv™ et
H; = gH~. Pour étre dans la configuration du ping pong (1) il faut vérifier les
conditions suivantes : d(gv™, A" HT) > r, d(h"*ot,gH™) > r, d(gv™, H) > r,
d(vi,gH™) > r, dvi, h " *HY) > r, et d(h~'v~, H) > r. On voit que I'on peut
choisir h € F' tel que les deux derniéres conditions soient remplies. On peut ensuite
choisir g € F' qui verifie les conditions restantes. O

Notons que l'on a utilisé ici un élément trés contractant . En fait, comme nous
allons ’expliquer maintenant, on peut toujours en construire un & partir d’un
élément contractant et d’une partie séparante.
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Proposition 5.2. Soit F' une partie finie (1,7)-séparante et g un élément e-
contractant. Alors il existe f € F tel que gfg~ ' est Ce-trés contractant, ot C est
une constante dépendant de F' et de P(k™) seulement.

Démonstration. On utilise la remarque suivante :

Lemme 5.3. Soit g € SLy(k). S’il existe un ouvert O de P(k™) sur lequel g est
e-Lipschitz, alors g est Ce-contractant, ot C est une constante ne dépendant que
de P(k™).

Démonstration. Bien str il suffit de le démontrer pour g = a4. On voit que cela doit
entrainer |Zf—§£| < ce pour une constante ¢ > 0 et donc que g est Ce-contractant
d’apres le lemme 5.1. O

Remarquons aussi que pour tout h € SL, (k) il existe toujours un ouvert O de
P(k™) sur lequel h est 2-Lipschitz : se ramener & h = ay et prendre par exemple
un petit voisinage autour du premier vecteur de la base canonique. On applique
cette remarque & g~! et on obtient un point v € P(k™) et un petit ouvert O autour
de v ot g7! est 2-Lipschitz. Il suffit alors de choisir f € F' tel que d(fv, H,) > r
et d(f~'v,Hy) > r, car alors gfg~' et son inverse gf1g~! sont Ce-Lipschitz sur
O pour une constante C' dépendant de f et de P(k™) seulement. O

Remarque 5.3. Notons que le sous-groupe libre obtenu a la proposition 5.1 est
discret dans PGL(k™). On wvoit donc que pour obtenir un groupe libre et dense,
il mous faut changer de corps et considérer des plongements dans d’autres corps
locauzx que le corps R d’origine.

5.4. Partie algébrique de la preuve. Le but maintenant est de construire une
représentation de I' dans un PG Ly, (k) pour un corps local k a déterminer, pour
laquelle on peut trouver dans € les deux ingrédients qu’il nous faut, & savoir des
éléments e-contractants et une partie finie séparante. On reprend les notations du
théoréeme 4.2.

Proposition 5.3. Soit I C G(R) une partie infinie, Q C G(K) une partie Zariski
dense, alors il existe un corps local k, un plongement K — k, et une représentation
irréductible de G définie sur K, soit p: G — GL(V) telle que

— Pour tout € > 0 il existe g € I tel que p(g) est e-contractant.

— Pour tout m € N il eziste r > 0 et F' C Q une partie finie (m,r)-séparante.

Démonstration. On peut supposer que G C GL,, est défini sur Q, donc sur K. Le
corps local adéquat sera déterminé grace au lemme suivant :

Lemme 5.4. Soit R un anneau intégre de type fini et I C R une partie infinie.
Alors il existe un corps local k et un morphisme injectif o : R — k tel que o(I)
est non borné dans k.

Nous retardons la preuve de ce lemme pour terminer d’abord celle de la pro-
position. Grace au lemme, la partie I devient non bornée dans GL,(k), et donc
{lai(g)|,g € I} est non borné dans k. Comme detg = 1, il existe un indice g
tel que {|ai,(g9)/aio+1(9)|,9 € I} est non borné. Quitte alors & remplacer k" par
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ADE™ et prendre la représentation de G correspondante, on peut supposer que
{la1(g)/a2(g)|,g € I} est non borné. Comme car(k) = 0, on peut décomposer
AE™ en somme directe de représentations irréductibles de G(k). Il y en a forceé-
ment une, disons p, pour laquelle {|a1(p(g))/a2(p(g))|,g9 € I} est non borné. On
obtient donc la représentation qu’il nous faut et aussi une infinité d’éléments g €
tels que p(g) est e-contractant pour ¢ aussi petit que l'on veut. Reste & montrer
I'existence de la partie séparante dans ).

Lemme 5.5. Soit G un groupe algébrique Zariski connexe défini sur k et soit
p: G — GL(k™) une représentation définie sur k et irréductible. Soit Q C G(k)
une partie Zariski demse. Alors pour tout m € N il existe r > 0 et F' C Q une
partie finie (m,r)-séparante.

Démonstration. Pour chaque v € Q, on note My = {(v;, H;)i=1,..m € (P(k") X
P(k™))™ tq 3i,j tq yv; € H; ou bien v~ 'v; € H;j}. Alors M, est un compact de
(P(k™) x P(k™))™. De plus je prétends que NyeqlM, est vide. En effet ce n’était
pas vide, cela contredirait l'irréductibilité de p ou la Zariski connexité de G de
la facon suivante. Si (v;, H;)i=1,...m € NyeaMy alors Q C U; ;F; ; o F;j = {g €
G(k), p(¢g¥)v; € Hj}. Mais chaque Fj; est un fermé algébrique de G, et Q est
Zariski dense, donc G(k) C U; ;F; ;. Chaque F; ; doit étre un fermé propre sinon
Porbite p(G(k))v; est incluse dans un hyperplan, ce qui contredit 'irréductibilité.
Enfin comme G est Zariski connexe, il n’est pas réunion finie de fermés algébriques
propres. On a démontré que N,ecnM, est vide. Par compacité, il existe une partie
finie F' C 2 telle que Nyep My est vide. Alors maxyscp ming—+ ; j d(f*v;, H;) est
une fonction strictement positive et continue sur (P(k™) x P(k™V))™. Sir > 0 est
son minimum, on voit que F' est (m,r)-séparante. O

O

5.5. Un lemme de Polya. Pour compléter la preuve de I’alternative topologique,
i.e. la proposition 4.1 via le théoréme 4.2, il nous reste a indiquer comment démon-
trer le lemme 5.4. Grace au théoréme de normalisation de Noether, on peut voir
que le lemme se raméne au cas ou R est de la forme Z[;;%? ey é, X1, ..., Xpm) ol les
p; sont premiers. On peut alors procéder par récurrence sur le degré de transcen-
dance et se ramener & deux cas essentiels : lorsque R = Z[p%7 e i] d’une part, et
lorsque R = Z[X] d’autre part. Dans le premier cas R se plonge de fagon discréte
dans le produit R Hi:l,...,k Qp,; donc le lemme est clair. Nous traitons ci-dessous le
cas Z[X] en détail. La preuve est analytique.

La preuve pour Z[X] repose sur le

Lemme 5.6. Soit A une partie mesurable de C de mesure de Lebesgue A(A) > me?.
Alors pour tout polynéme unitaire P € C[X] on a

/ log |P(z)|dA\(z) > d°P
A

Remarque 5.4. Ceci implique en particulier que A({z,|P(z)} < 1}) < we? pour
tout P unitaire. Ce qui est important ici c’est que la borne est indépendante de
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P et en particulier du degré de P. En fait A({z,|P(2)} < 1}) < 7 pour tout P
unitaire, c¢’est un fameux lemme de Polya.

Preuve que le lemme 5.6 entraine le lemme 5.4 pour R = Z[X]. On se donne une
famille infinie { P, (X)},er dans Z[X]. Il s’agit de trouver un nombre transcendant
¢ € C tel que la famille {P,(§) }ner est non bornée.

Supposons d’abord que le degré des P, est borné par disons d. Prenons &5, ..., {4,
des nombres transcendants distincts. L’isomorphisme entre C4[X] et C4*! donné
par P — (P(&;), ..., P(§441)) plonge Z4[X] de fagon discrete, donc pour au moins
un ¢ la famille {P,(&;) }ner est non bornée.

Supposons maintenant que les degrés sont non bornés. Quitte a diviser P, par
son coefficient dominant a,, € Z on peut supposer que les P,, € C[X] sont unitaires
et forment une famille infinie. Soit pour chaque C' > 1 le compact K¢ = {z € C,
|P.(2)| < C pour tout n}. Je prétends que A\(Ug>1K¢) < me?. En effet si ce nest
pas le cas, alors A(K¢) > me? pour un certain C, ce qui entraine par le lemme 5.6

ANE)logC > d°P,

pour tout m, ce qui contredit notre hypothése que d°P, est non borné. On peut
donc choisir £ transcendant en dehors de Uc>1 K¢, ce qu’il fallait démontrer. [

Prewve du lemme 5.6. La fonction log |z| est localement intégrable sur C et
croissante en |z|. Il en résulte que [,log|z|dA(z) est minimum quand A est un
disque de rayon t centré en 0 tel que A(A) = A\(D(0,t)) = 7t2. Si A(A) > we?alors
t = e et ce minimum vaut me?/2 > 1 comme on le calcule aisément. Ainsi

/Alog|P(z)|d>\(z) = ;Alog|z—zi|dA(z)
_ Z/M log |2|dA(2)

> d°P
]

6. EQUIDISTRIBUTION DES SOUS-GROUPES DENSES, PROBLEMES OUVERTS

6.1. Comptage. Le probléme de la répartition asymptotique d’un groupe dense
dans un groupe de Lie reste un probléme largement ouvert. Considérons la question
suivante. On se donne G un groupe de Lie connexe et I' un sous-groupe dense
engendré par une partie finie ¥ symétrique (X = X7!) et contenant e. Sur I' on
peut considérer la fonction de longueur des mots ¢(7y) qui donne le nombre minimal
d’éléments de X nécessaires pour écrire v comme produit de ces éléments. Pour
tout ouvert borné U de G, disons tel que la frontiére QU est de mesure négligeable,
on peut se poser la question de déterminer ’asymptotique de

an(U) =#{y € T|t(y) < n, v €U}

quand n — +oo. Notamment, est-ce que Zzgg; a une limite positive lorsque U et

V' sont deux ouverts bornés ? La fonction a,, (U) est appelée fonction de croissance
locale du groupe dense I' dans G.
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Si G est nilpotent, on peut montrer, grace a la théorie ergodique (I’équidistri-
bution des flots sur les nilvariétés) que a,(U) est asymptotique & n®vol(U) ou «
est un entier dépendant de G et de I' seulement, et vol est une mesure de Haar
sur G dont la constante multiplicative dépend de I' et de 3.

Si G est un groupe compact et I est libre, on peut aussi, grace a la décomposition

spectrale, montrer que 'on a équidistribution, au sens ou Z:Egg — vol(U) ou vol

est la mesure de Haar normalisée.

Cependant, si G est semisimple et non-compact, ott méme si G est le groupe
des déplacements de R3, alors cela reste un probléme ouvert. L’alternative de Tits
topologique permet de montrer (voir plus bas, proposition 8.1) que

1
liminf — log a,(U) > 0
n
dés que G n’est pas nilpotent, mais ne donne rien de plus précis.

6.2. Vitesse d’équidistribution et trou spectral. Soit G un groupe de Lie
semisimple compact. Considérons les propriétés suivantes pour un couple (a,b) €
G? -

i) Trou spectral, i.c. ||m(pqp)| < 1 00,y = 1(6a + 641+ 0p + 1) et 7 la
représentation unitaire LZ(G). Autrement dit il n’existe pas de fonctions L? sur G
d’intégrale nulle qui soit presque invariante pour a et b a la fois.

i1) Vitesse exponentielle d’équidistribution, i.e. HIG fauh, — Ja fH2 < B fll5

pour tout n > 0 et f € L2(G) et pour un certain 5 < 1.

i71) Densité exponentielle : les mots en a et b deviennent e-denses dans G en
O(|logel) étapes, i.e. 39 < 1 tel que {w(a,b),{(w) < n} est 6"-dense pour tout n
assez grand, ou £ est la longueur des mots.

iv) Condition diophantienne faible : peu de mots s’approchent exponentielle-
ment vite de 1, i.e. 36 < 1 et n < 1 tels que, en notant B, (n) = {w(a,b), {(w) <
n}, #Bap(n) N{g € G,d(g,1) <"} < #Bgp(n)".

Il est facile de voir que 7) < 4i) et que 9i) = 913) = v). Aussi on remarque que la
condition 4v) est remplie dés que a et b ont des coefficients dans Q dans une repré-
sentation matricielle fidele de G, car dans ce cas tout By p(n)\{e} reste §"-éloignée
de 1 pour un § < 1. Cependant il est tres difficile de trouver des couples (a,b) qui
vérifient 7). Les premiers exemples ont été constuits par Drinfeld dans SU(2) et
apparaissent comme des quaternions entiers. Dans ce cas le trou spectral peut se
déduire de la conjecture de Ramanujan prouvée par Deligne. Récemment (2005)
Bourgain et Gamburd ont montré de fagon remarquable que pour G = SU(2) on
a l’équivalence entre ces quatre propriétés 7) a iv). En particulier on obtient que
tous les couples (a, b) & coordonnées algébriques ont un trou spectral. L’extension
aux autres groupes compacts souléve des difficultés techniques supplémentaires.

C’est une question ouverte (due a Sarnak) de montrer iv) pour tout, ou méme
pour presque tout couple (a,b).

Remarque 6.1. Avec peu d’effort, on peut obtenir une propriété plus faible que
ii1) a savoir la densité sous-exponentielle : on peut montrer, en considérant des
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. . (o3 . .
commutateurs successifs, que B(n) devient 0" -dense pour un certain o < 1. Mais
ce n’est pas assez pour entrainer un trou spectral.

7. CROISSANCE DES GROUPES

Soit I un groupe de type fini et ¥ = {s1, ..., s, } une partie génératrice finie et
symétrique. Rappelons quelques définitions classiques. La donnée de 3 définit une
distance invariante a gauche sur T, dite métrique des mots : d(v1,72) = £z(77 *2)
ol /s est la longueur minimale d’un mot en les s; qui représente v. On note
Bx,(1,n) la boule de rayon n centrée en l'identité pour cette métrique : By(1,n) =
{v el l(y) <nj.

Soit vx(n) = #Bx(1,n) la fonction de croissance de (I',%). On dit que T" est
a croissance exponentielle si S(X) := lim 1 log(yx(n)) est strictement positif, et
on dit que I' est a croissance polynomiale si au contraire il existe des constantes
positives C; et Cy telles que vg(n) < C1n®? pour tout n.

Remarque 7.1. Ces notions sont bien définies pour le groupe I' et indépendantes
du choizx de la partie génératrice 2. FElles sont aussi stables par passage a un sous-
groupe d’indice fini ou & un quotient par un groupe fini.

La suite yx.(n) est sous-additive, donc la limite S(X) est bien définie et est finie,
quelque soit T.

Une des premiéres études de la fonction vy (n) a été réalisée par Milnor et Wolf
dans un article ou ils démontrent notamment la dichotomie suivante :

Théoréme 7.1. (Milnor-Wolf) Soit T un groupe résoluble de type fini. Alors,
a) Si T est virtuellement nilpotent, T est a croissance polynomiale.
b) Si I' n’est pas virtuellement nilpotent, I' est a croissance exponentielle.

Ci-dessous, nous donnons un argument pour montrer a) et au paragraphe 9
nous montrerons b) et en fait beaucoup plus.

Les groupes a croissance polynomiale sont relativement bien compris grace aux
théorémes suivants :

Théoréme 7.2. (Gromov) Tout groupe de type fini a croissance polynomiale est
virtuellement nilpotent.

Théoréme 7.3. (Guivarc’h, Pansu) Pour tout groupe I' virtuellement nilpotent,
il existe un entier d tel que si 3 est une partie génératrice finie

im 22 o

n—-+oo nd

ou C(X) est une constante positive.

Le théoréme de Milnor-Wolf suggére que cette dichotomie pourrait s’étendre a
tous les groupes de type fini sans ’hypothése résoluble. C’est une suggestion trop
optimiste, et Grigorchuk a le premier construit un exemple de groupe de type fini

a croissance intermédiaire. Ce groupe est de torsion et vérifie n2 < log(yx(n)) =
log 31 X . .
nlee32 . Cependant, aucun contre-exemple & présentation finie n’a été construit au
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jour d’aujourd’hui. Pour les groupes linéaires, en revanche, la dichotomie a bien
lieu, comme on le déduit aisément de 'alternative de Tits et du théoréme de
Milnor-Wolf :

Corollaire de l’alternative de Tits : SiI' < GL,(K) est de type fini, et K
un corps quelconque, alors

— soit I' est virtuellement nilpotent, donc a croissance polynomiale.

— soit I' est & croissance exponentielle.

Preuve du a) du théoréme 7.1. Soit I" un groupe de type fini virtuellement
nilpotent. Montrons qu’il est a croissance polynomiale. Quitte a passer & un sous-
groupe d’indice fini, on peut supposer I" nilpotent. Soit donc I" un groupe nilpotent
de classe r et & k générateurs. Alors I' est un quotient du groupe nilpotent libre
H(r,k) de classe r a k générateurs. Il suffit donc de montrer que H(r, k) est
a croissance polynomiale. Ce groupe H(r, k) est lui-méme un réseau co-compact
dans le groupe de Lie simplement connexe H(r, k) dont I’algébre de Lie est I’algebre
de Lie nilpotente libre & k générateurs eq, ..., e; et de classe r. Si d est une distance
invariante a gauche sur H(r, k) alors il est clair que Bx(1,n) est contenue dans la
boule By(1,Cn) de H(r, k) pour la distance d, ou C' = maxsex d(1, s). Soit U est
un petit voisinage de l'identité dans H(r, k) tel que U C By(1,C) et yU N U est
vide pour tout v € H(r,k)\{1}. Alors #Bx(1,n) < %&%ﬁc). Donc il suffit
de montrer que le volume de By(1,n) croit au plus polynomialement. On n’a fait
aucune hypothese sur la distance invariante a gauche pour 'instant. On va prendre
pour d une métrique de Carnot-Carathéodory de. sur H(r, k). Cette métrique est
la métrique sous-riemannienne invariante & gauche induite par un produit scalaire
sur la premiére strate Vi, i.e. le sous-espace vectoriel de l'algeébre de Lie de H(r, k)
engendré par les générateurs e;. Cette métrique est homogeéne par rapport aux
dilatations d; qui sont les automorphismes de H(r, k) définis par d;(e;) = te; pour
chaque i, c’est-a-dire que

dcc(ét(m)v 5t(y)) = tdcc('T? y)

Ainsi By, (1,n) = d,(Bqg,.(1,1)) et le volume de By, (1,n) égale Jac(dy,)-vol(By,.(1,1)).
Mais, clairement, le jacobien Jac(d,) égale n? ot d = > idim V; ol V; est la i-éme
strate, i.e. le sous-espace vectoriel engendré par les commutateurs d’ordre 7. Donc
vol(Byg,.(1,n)) est a croissance polynomiale. [J

8. FEUILLETAGES ET CROISSANCE LOCALE

Dans ce paragraphe, on décrit une application de 'alternative topologique &
la théorie des feuilletages riemanniens. Tout comme ’alternative de Tits permet
de montrer la dichotomie polynomial/exponentiel pour la croissance des groupes
linéaires, 'alternative topologique admet un corollaire du méme ordre pour la
croissance des feuilles dans les feuilletages riemanniens.
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8.1. Feuilletages riemanniens. Soit M une variété compacte connexe et F un
feuilletage sur M. Formellement F est défini a partir de la donnée d’un recou-
vrement ouvert (U;); de M et de submersions locales f; : U; — f;(U;) ou f;(Us)
est un ouvert d’une variété fixée T, dite variété transverse. Les fibres de f; dans
chaque U; s’appellent les plaques de F dans U; et les feuilles de F sont les sous-
variétés immergées connexes de M qui coincident localement avec les plaques. Les
changements de cartes h;j : f; (Ui NU;) — fi(U; NUj) sont des difféeomorphismes.

On se donne maintenant une métrique riemannienne sur M. Etant donnée une
feuille F,, qui passe par z € M, on peut parler de la croissance de F, en considérant
la fonction de croissance 7, (t) = volg(Bg,(x,t)) ot volg est le volume riemannien
pour la métrique riemannienne induite sur la feuille F,. On dit que la feuille F,
est & croissance exponentielle (resp. polynomiale) si v, (%) croit exponentiellement
vite avec t (resp. polynomialement).

Remarque 8.1. On vérifie aisément que 7,(t) < Cp! pour un certain p > 1 et
C > 0, i.e. comme pour les groupes, la croissance est au plus exponentielle. De plus
on vérifie aussi que le type de croissance (par exemple exponentiel ou polynomial)
ne dépend pas du choix de la métrique riemannienne d sur la variété compacte M,
ni du choix du point x sur la feuille F, mais ne dépend que de la feuille.

On va s’intéresser & une classe de feuilletages dits feuilletages riemanniens :

Définition 8.1. On dit que le feuilletage F est riemannien, siT est une variété
riemannienne et les changements de cartes hi; sont des isométries locales deT'. On
dit que F est un feuilletage de Lie, si T = G est un groupe de Lie simplement
connexe et les changements de cartes h;j sont localement des translations a gauche
par un élément fixe de G.

De maniére équivalente, F est riemannien si on peut trouver une métrique rie-
mannienne sur M pour laquelle les feuilles de F restent localement équidistantes.
Clairement, tout feuilletage de Lie est aussi riemannien, car on peut trouver une
métrique invariante a gauche sur G.

Le théoréme suivant est ’analogue feuilleté de la dichotomie de croissance pour
les groupes linéaires de type fini. Sa preuve repose sur l'alternative topologique
comme nous 'expliquons plus bas.

Théoréme 8.1. Soit M une variété compacte connexe et F un feuilletage sur M.

— Supposons que F est un G-feuilletage de Lie. Si G n’est pas nilpotent, les

feuilles de F sont & croissance exponentielle ; si G est nilpotent elles sont &
croissance polynomiale.

— Supposons que F est riemannien. Si l'algébre de Lie structurale g de F n’est
pas nilpotente, les feuilles de F sans holonomie (elles forment un Gg-dense
dans M ) sont & croissance exponentielle ; si g est nilpotente, toutes les feuilles
sont & croissance polynomiale.

Remarque 8.2. Si on connaissait un groupe de présentation finie & croissance
intermédiaire qui se plonge dans Dif f(T) ot T est une variété compacte connexe,
alors on pourrait aisément construire, par suspension, un feuilletage (non rieman-
nien!) sur une variété compacte dont les feuilles sont a croissance intermédiaire.
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Exemple 8.1. Voici quelques exemples de feuilletages de Lie.

~ On prend le tore M = R?/Z? et le feuilletage par des droites paralléles de
pente a ¢ Q. Le groupe de Lie ici est R.

~ Soit G un groupe de Lie semisimple compact. On prend M = (H? x G)/T" ou
I' ~ 71(2g) le groupe fondamental d’une surface orientable compacte de genre
g. On fait agir T' sur le plan hyperbolique H? de fagon discréte et co-compacte
et on fait agir I' sur G par translations a gauche grdce & un homomorphisme
p:T'— G d’image dense (d’aprés le paragraphe 3.2, on peut choisir p fidéle ;
on peut aussi par exemple envoyer I' sur un groupe libre dense de G). Les
feuilles sont les images des H? x {g} dans M. C’est un G-feuilletage de Lie
dont les feuilles sont denses et isométriques o la surface de volume infini
H2/Ker(p).

— Soit H et G des groupes de Lie semisimples sans facteurs compacts tels qu’il
existe un réseau I' de H x G irréductible et co-compact. Alors on prend M =
(H x G)/T et le feuilletage dont les feuilles sont les images des H x {g}
dans M. C’est un G-feuilletage de Lie a feuilles denses. Par exemple, on
peut prendre H = SO(qa,,R), G = SO(qay,R) et I' = SO(qa, Og(a)) 0
o = 22 +9y? + az? ot a est de degré 3 sur Q avec deur conjugués réels
négatifs ay et as et un autre positif.

Exemple 8.2. Voici un exemple de feuilletage riemannien qui n’est pas de Lie.
On considére M = (H? x S3)/T" ou S3 est la sphere de dimension 3 et T' ~ m1(2,)
agit par rotation sur les grands cercles de S3, i.e. on a p: T — SO(3) (que l'on
prend fidéle) et on voit SO(3) agissant sur S® = SO(4)/SO(3). Clairement cette
action préserve la métrique sur S* donc le feuilletage obtenu (dont les feuilles sont
les images des H? x {x} dans M) est riemannien. Il y a trois types de feuilles : la
feuille générique est isométique a H?, les feuilles passant par les points de S3 fixés
par un élément v de T' sont isométriques a H2/ (), et il y a aussi deur feuilles
compactes isométriques a X4 aux deux poles de 93,

Dans le théoreme ci-dessus, le b) se déduit du a) grace au théoréme de structure
des feuilletages riemanniens :

Théoréme 8.2. (Molino) Soit F un feuilletage riemannien sur une variété com-
pacte connexe M. Soit Oy le fibré des repéres transverses orthonormaux et Fo le
feuilletage relevé a Opy (les feuilles de F et Fy ont la méme dimension). Alors
— Les feuilles sans holonomie de F (donc presque toute feuille) sont isomé-
triqgues a leur relevé dans Fy.
— Le feuilletage Fo sur Op; est transversalement parallélisable. L’adhérence
d’une feuille est une sous-variété.
— Il exite un unique groupe de Lie simplement connexe G tel que la restriction
de Fy a ladhérence d’une feuille quelconque est un G-feuilletage de Lie &
feuilles denses.

L’algebre de Lie g de G s’appelle algébre de Lie structurale du feuilletage rie-
mannien. Elle est déterminée de fagon unique en termes du feuilletage. Plus pré-
cisément, en se restreignant a ’adhérence d’une feuille, g coincide avec le quotient
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N(p)/p ou p est la sous-algebre des champs de vecteurs paralléles aux feuilles
et N(p) son normalisateur dans I’algébre de Lie de tous les champs de vecteurs
(N (p) correspond aux champs de vecteurs dont la partie transverse est localement
constante le long d’une feuille).

8.2. Croissance dans les feuilletages de Lie. Nous allons maintenant démon-
trer le théoréme 8.1 pour les feuilletages de Lie. Faisons d’abord quelques obser-
vations sur la structure de ceux-ci.

Soit F un G-feuilletage de Lie sur une variété compacte connexe M, ou G est
un groupe de Lie simplement connexe. Soit M le revétement universel. Alors les
objets suivants sont bien définis :

— L’application développante D : M — G

— La représentation d’holonomie p : 71(M) — G et le groupe d’holonomie

I'=Imp. .

On fixe un point base zg dans M. La développante s’obtient en suivant la
projection sur la transversale tout le long d’un chemin partant de zy. Elle est bien
définie car les changements de cartes sont localement des translations & gauche
par un élément fixé de G. On définit alors p(y) = D(7-xg) et on vérifie qu'il s’agit
d’un morphisme de groupe et que D est p-équivariante.

On vérifie maintenant les points suivants :

(1) Les fibres de D coincident avec les feuilles du relevé F du feuilletage F au
revétement universel M. Dans un sens c’est évident, dans 'autre il s’agit
d’homotoper dans G vers le lacet trivial I'image d’un chemin dans M en
gardant les extrémités dans la méme feuille.

(2) F est transversalement parallélisable, c’est-a-dire qu’il existe ¢ = dim G
champs de vecteurs Z1, ..., Z; sur M tels que leurs projections transverses
Z1y ..., Zy forment, en chaque point, une base de I'espace tangent trans-
verse. En effet, il suffit de considérer une base de ’algébre de Lie de G,
c’est-a-dire des champs de vecteurs invariants & gauche sur G, puis de la
tirer en arriere dans M. En particulier, le groupe Aut(F) des difféomor-
phismes de M qui preservent le feuilletage (globalement) agit transitive-
ment sur M, et les feuilles sont toutes difféomorphes.

(3) Si x € M et x est dans U;, un ouvert de carte, alors pour tout y € U,
les feuilles F,, et F, coincident si et seulement si f;(z) =~ - fi(y) pour un
certain v € I'. En particulier une (toute) feuille de F est dense ssi I' est
dense dans G.

(4) Soit N le revétement galoisien de M de groupe d’automorphismes I'. Alors
D passe au quotient et induit D : N — G, de plus on peut trouver une
métrique riemannienne I'-invariante sur N telle que D devienne une sub-
mersion riemannienne (on munit G d’une métrique invariante a gauche).
Le feuilletage F se reléve & N et chaque feuille est une fibre de D qui est
isométrique a la feuille de M qu’elle reléve.
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(5) Les feuilles dans N sont totalement géodésiques et sur une méme feuille,
la métrique riemannienne induite et la restriction a la feuille de la distance
dans N coincident.

Supposons maintenant que JF est a feuilles denses. Alors I' est dense dans G. 1l
y a une condition nécessaire importante que I' vérifie :

Définition 8.2. Soit I' un sous-groupe dense d’un groupe de Lie G engendré par
une partie finie . On dit que I' est compactement engendré s’il existe un
voisinage compact U de l'identité et un compact K de G tel que tout v € I'NU
s’écrit v = 81 ... - Sp, avec les s; € X et s1-...- 8 € K pour chaque i < n.

Remarquons que si I' est compactement engendré alors la propriété reste vraie
pour tout autre voisinage compact U’ de I'identité et pour tout autre partie géné-
ratrice X',

Lemme 8.1. Soit (M, F) un G-feuilletage de Lie a feuilles denses et T' son groupe
d’holonomie. Alors T' est compactement engendré.

Démonstration. On prend pour U une boule centrée en identité. Si v € I' N U,
on choisit un chemin dans U qui relie v a l'identité et on le reléve dans M par
D en partant de xy. Ce relevé reste a distance bornée (au plus diam(U)) de la
feuille F,,. Comme le 71 de M agit co-compactement sur M on peut trouver des

générateurs sy, ..., s, de w1 (M) tels que p(s1 ...  8,) =y et s1-...-8; - Tg reste &
distance bornée (au plus diam(F') o F' est un domaine fondamental) du chemin
relevé pour chaque 4, ce qui implique que p(sy - ...- s;) reste a distance bornée dans
G. O

Remarque 8.3. Ainsi tout sous-groupe dense ne peut pas nécessairement se réa-
liser comme groupe d’holonomie. Par exemple, on vérifie aisément qu’un groupe
libre et dense n’est pas compactement engendré.

La croissance des feuilles est comparable & la croissance locale de I' dans G
(voir le paragraphe 6.1), c’est le contenu du lemme suivant. On fixe un systéme
de générateurs de I', ce qui permet de définir la longueur des mots ¢(~y).

Lemme 8.2. [l existe des constantes ci et co strictement positives telles que pour
tout entier n, et x € M,

(2) Clacm(cl) <wol(Bg,(n)) < 02a02n(c2)

ot Bx,(n) est la boule de rayon n centrée en x dans la feuille F, et ay(t) = #{v €
I'NBg(t),(y) < n} ot Bg(t) est la boule de rayon t centrée en l'identité dans G.

Démonstration. D’apres le point (5) ci-dessus, B, (n) est isométrique & By (T, n)N
Fz ou F est le feuilletage relevé au revétement N et T est au-dessus de x dans
N. Comme T agit co-compactement sur N, By (Z,n) N Fz est recouverte par la
réunion des By (YT, r) tels que dy(vZ, Fz) < r et dy(yZ,T) < n+7, ol 7 est le
diameétre d’un domaine fondamental. Mais dy (vZ, Fz) < r équivaut a v € Bg(r)
et dy(7Z,T) < m + r entraine ¢(y) < can pour une constante cz ne dépendant
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que de 7 et de la partie génératrice de I'. Quitte changer ¢y on peut supposer que
ca > 1 et co est plus grand que le volume d’une feuille quelconque restreinte au
domaine fondamental. D’ou la borne supérieure dans (2). La borne inférieure se
traite de fagon similaire. O

Corollaire 8.1. Le type de croissance d’une feuille de M est le méme que celui
de {an(t)}n (i-e. croissance locale de ' dans G).

Dans I’énoncé suivant, on détermine le type de croissance locale en ayant recours
a lalternative topologique (Théoréeme 4.1, cas k = R).

Proposition 8.1. Soit I' un sous-groupe dense de type fini du groupe de Lie
conneze G.

Si G n’est pas nilpotent alors la croissance locale de T' est exponentielle (i.e.
an(t) croit exponentiellement pour chaque t > 0).

Si G est nilpotent elle est polynomiale (i.e. a,(t) < Cyn® pour un certain d).

Démonstration. On fixe t > 0. Il est facile de trouver un nombre fini de points
ai,...,ar de Bg(t) ayant la propriété suivante : pour tout = € Bg(t) il existe
au moins deux indices i # j tels que za; et xa; soient dans Bg(t). Supposons
G non-résoluble. D’aprés 'alternative topologique (et la remarque 4.3), on peut
perturber, de fagon aussi faible que I'on veut, les a; en des éléments v, de I' tels
qu’ils engendrent un sous-groupe libre. En prenant une perturbation suffisamment
faible, on peut supposer que les «; vérifient aussi la propriété des a;. Ainsi on peut
trouver au moins 2" mots distincts de longueur n en les 7, qui sont dans Bg(t) ; on
multiplie & chaque étape par deux ~; différents tout en restant dans Bg(t). Ainsi
an(t) croit exponentiellement vite avec n. Si G est résoluble et non nilpotent,
on peut montrer une propriété analogue a 'alternative topologique, i.e. on peut
perturber de sorte que 'on obtienne dans I' des générateurs d’un semi-groupe
libre. Si G est nilpotent, I" aussi, et la croissance {y € I, () < n} est bornée par
un polyndéme. ([

Cela conclut la preuve du théoréme 8.1 pour les feuilletages de Lie.

9. CROISSANCE UNIFORME

La suite de ces notes est consacrée a la croissance exponentielle uniforme et
a lalternative de Tits uniforme. Nous donnons une preuve complete de la crois-
sance exponentielle uniforme pour les groupes linéaires et du trou entropique pour
les groupes discrets. Dans ce paragraphe, aprés avoir énoncé les résultats, nous
traiterons le cas des groupes résolubles de type fini.

Soit I' un groupe de type fini. On introduit les notations suivantes. Etant donné
une partie génératrice finie et symétrique ¥ de I', on note d*(X) le plus petit
entier n tel que X" contienne deux éléments a et b qui engendrent un semigroupe
libre (i.e. tous les mots distincts en a et b donnent lieu & des éléments distincts de
I'). De méme, on note d(X) le plus petit entier n tel que X" contienne a et b qui
engendrent un sous-groupe libre (i.e. tout mot réduit en a, b et leurs inverses est
non trivial dans I').
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De plus, on note d;f = supd™ () et dr = supd(X) oil le sup est pris sur toutes
les parties génératrices de I'. Les quantités dff et dr sont appelées respectivement
diamétre de semi-liberté et diamétre de liberté du groupe I'. D’autre part, on
pose S(X) = lim % log #%™ et St = inf S(X). Le nombre St est appelé entropie
algébrique du groupe I'. On dit que I" est & croissance exponentielle uniforme si
Sr > 0.

Si d* () est fini, alors 4" ()" contient au moins 2" éléments (les mots distincts
de longueur n en a et b). Par suite, on a

log 2

>
S = )
log 2
Sr > it

En particulier, si dff est fini alors I' est & croissance exponentielle uniforme. Nous
allons voir que pour les groupes résolubles et pour les groupes linéaires la ré-
ciproque est aussi vraie. Cependant elle est fausse en général : par exemple les
grands groupes de Burnside ont un d* infini (ils sont de torsion) mais sont &
croissance exponentielle uniforme (Osin [32]).

Théoréme 9.1. (Croissance uniforme pour les groupes linéaires) SiI' < GL,(K)
est de type fini, ou K est un corps quelconque. Alors soit I' est virtuellement
nilpotent, soit dff est fini.

Remarque 9.1. Un contre-exemple célébre de Wilson (voir [43]) montre qu’il
existe des groupes de type fini & croissance exponentielle tels que S = 0.

Théoréme 9.2. (Trou entropique) Pour tout entier d > 1, il existe une constante
c(d) > 0 telle que dit < c(d) pour tout sous-groupe discret I' de G Ly (C) qui n'est
pas virtuellement nilpotent.

Théoréme 9.3. (Croissance uniforme pour les groupes résolubles) Si I' est un
groupe résoluble de type fini, alors soit I' est virtuellement nilpotent, soit dif est
fini. Plus précisément si dff est fini, alors il existe un sous-groupe d’indice fini I'g
de I tel que difl < 3 pour tout sous-groupe d’indice fini I'y de I'g.

Ce dernier résultat pour les groupes résolubles est une amélioration du théoréme
de Milnor-Wolf cité ci-dessus (théoréme 7.1). En voici une preuve par un argument
direct de ping pong.

Preuve du théoréme 9.3. Le point clé de la preuve est le fait suivant, propre aux
groupes résolubles (nous renvoyons a [4] pour une preuve). Pour un corps K, on

note
a b «
A(K):{(O 1>,aeK,beK}

Proposition 9.1. (J. Groves, P. Hall) Si T' est résoluble et non virtuellement
nilpotent, alors un existe un corps K et un homomorphisme p : I' — A(K) tel que
p(I") n'est pas virtuellement nilpotent.
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On peut donc supposer que I' est lui-méme un sous-groupe de type fini non
virtuellement nilpotent de A(K). Les éléments de A(K) sont les transformations
affines de la droite, c’est-a-dire soit des homothéties centrées en un point, soit des
translations. Pour construire des éléments qui engendrent un semigroupe libre,
nous allons jouer au ping pong sur la droite affine. Plus précisément, on a :

Lemme 9.1. (Lemme du ping) Soit k un corps local et A et B deux homothéties
de k de centres p # q et de rapport a et (.

Sik=R ouC etsila| <% et|B| <31 alors A et B engendrent un semigroupe
libre.

Si k est non archimédien et si || < 1 et |5| < 1 alors A et B engendrent un
semigroupe libre.

Démonstration. Si U et V sont les boules ouvertes de rayon |p —q|/2 (resp. |p —q|
dans le cas non archimédien) centrées en p et en g respectivement, alors U et V'
sont disjointes, mais U UV est envoyé dans U par A et dans V par B. Il en résulte
que deux mots distincts en A et B agissent différemment sur la droite. O

Pour exhiber ces joueurs A et B, il nous faut plonger K de fagon adéquate dans
un corps local, grice au lemme suivant, qui est standard. Un élément o € K est
un entier algébrique s’il est racine d’un polynéme unitaire a coefficients dans Z
(ou dans [F, en caractéristique positive).

Lemme 9.2. Soit K un corps de type fini.

a) Soit o € K. Si a1 n'est pas un entier algébrique, alors il existe un corps
local non archimédien k et un plongement o : K — k tel que |o(a)| < 1.

b) Il existe g = 0(K) > 0 tel que si a € K et a1 sont des entiers algébriques
tels que |log|o(a)|| < g9 pour tout plongement o : K — k dans un corps local
archimédien k, alors a est une racine de l'unité.

Finissons la preuve du théoréme. Considérons le sous-groupe ) de K* engendré
par les parties multiplicatives a(v) de v € T

Si @ n’est pas contenu dans le groupe des unités algébriques de K, alors il existe
5 € ¥ tel que a(s) ou a(s)~! n’est pas un entier algébrique. Par le lemme, on peut
plonger K dans un corps local non archimédien de sorte que |a(s)| # 1. Ainsi s est
une homothétie de k. Le stabilisateur d’un point de k est abélien. Il existe donc
un autre élément x de la partie génératrice ¥ tel que zsz~! et s engendrent un
semigroupe libre (d’aprés le lemme du ping ci-dessus).

Si @ est constitué d’unités algébriques, il existe s € 3 qui n’est pas une racine
de l'unité (sinon @ serait fini et I' virtuellement abélien). Par le lemme ci-dessus,
on peut donc plonger K dans un corps local archimédien k tel que [log|a(s)|| > ep.
On choisit ng tel que nggg > log 3. D’apres le lemme du ping (et quitte a changer
sen s~1) 5™ et x50z~ ! jouent au ping et engendrent un semi-groupe libre. Donc
d+(2) < 3710.

Pour contruire le groupe I'g il suffit de prendre I'image réciproque du sous-
groupe d’indice fini Q™ de Q. [J
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Remarque 9.2. Remarquons que si l’on peut faire le plongement dans un corps
non archimédien, alors on obtient une borne universelle d™ < 3. C’est ce qui
se passe pour les groupes métabéliens non polycyliques. En revanche, il n’y a pas
de borne supérieure universelle pour tous les groupes résolubles, méme pour les
sous-groupes de A(C).

9.1. Alternative uniforme, croissance des sphéres. Au paragraphe précé-
dent nous ne nous sommes intéressés qu’aux semigroupes libres. Le théoréme sui-
vant construit un sous-groupe libre et améliore ainsi ’énoncé original de ’alterna-
tive de Tits.

Théoréme 9.4. (Alternative de Tits uniforme) Si I' < GL,(K) est de type fini,
ot K est un corps quelconque, alors soit I' est virtuellement résoluble, soit dp est
fina.

Nous ne démontrerons pas ce théoréme dans ces notes, mais nous donnerons
une démonstration du théoréme 9.1 dont la preuve est une premiére étape vers
celle de l'alternative uniforme. Nous renvoyons le lecteur & [10].

Concernant la croissance, I’alternative uniforme admet le corollaire suivant, qui
montre que les sphéres (et non plus seulement les boules) ont une croissance ex-
ponentielle uniforme.

Corollaire 9.1. Soit I' < GL,(K) de type fini non virtuellement résoluble. Alors
il existe une constante ¢ = ¢(I') > 0 telle que pour toute partie génératrice ¥ finie
symétrique et pour tout n,

#(ZND") > o1+ )" #5

Ce corollaire est un cas particulier du suivant (pour les fonctions indicatrices
des boules), qui montre que les groupes linéaires non virtuellement résolubles sont
uniformément non moyennables (voir [2] et [39]).

Corollaire 9.2. Soit I' < GL,(K) de type fini non virtuellement résoluble. Alors
il existe g = (") > 0 tel que pour tout f € (2(T'), et pour toute partie génératrice
finie X2 de T, on a

= fl, >
max s 7 flls > 0 Il
?2(T) est la représentation réguli¢re gauche de T.

Démonstration. Soit a et b dans X9 qui engendrent un sous-groupe libre H. La
restriction de £2(I") & H se décompose, le long des classes & droite de H, en sous-
représentations de H isomorphes a la réguliére gauche de H, (?(H) :

KZ(F) = @ Viy
H\T

ou Vp,, est 'espace des fonctions ¢? 3 support dans Hvy. Comme H est un groupe
libre Fj, il est non moyennable et il existe donc €, > 0 tel que pour tout f €
2(H), soit lla- f — flly > g, |l soit b+ f — flly > ery |[flly. En décomposant
f =2 flu, on obtient

la- f = Fll3+ 16 f = fliz = ek, 1113
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Mais a et b sont dans X9, d’ou

2

eF 2

B p3
T

2
. — >
mseaglls =17z > 5

10. DEPLACEMENT MINIMAL SUR LES ESPACES SYMETRIQUES

Dans ce paragraphe, nous développons quelques préliminaires & la preuve des
théoremes 9.1 et 9.2. La stratégie de la preuve consiste & nouveau a exhiber des élé-
ments qui jouent au ping pong sur l'espace projectif. Cependant, ici nous n’avons
qu’un nombre fini d’éléments, a la différence de la situation étudiée dans ’alter-
native topologique. Pour trouver un élément proximal dans X", il nous faudra
porter une attention particuliére au choix de la métrique sur I’espace projectif.
Le point essentiel est de trouver une métrique telle que X" posséde au moins un
élément proximal dont la plus grande valeur propre domine les normes de tous les
éléments de X". C’est précisément ce que nous permet de faire le lemme principal
de ce paragraphe, qui établit une équivalence entre la plus grande valeur propre
de ¥ et la plus grande taille d’un conjugué de X.

Soit k un corps local et ||-|| la norme canonique sur k¢ (comme au paragraphe
5.1). Pour un compact @ de My(k), on note

— A(Q) = max{|A|, A valeur propre d’un élément g € Q}.

— Q| = max{||g||,g € @} ou ||g|| est la norme d’opérateur associée a ||-|.

~ E(Q) = inf{||zQz""|, = € GLa(k)}.

La quantité A(Q) est le spectre mazimal de @ alors que E(Q) est la norme
minimale de (). Ces quantités sont reliées par les propriétés immédiates suivantes :

(1) A@) < E@Q).
(2) AQ)" < AQ") < B(Q™) < E(Q)" pour tout n € N.

Nous établissons une sorte de réciproque :

Lemme 10.1. (Lemme de comparaison Norme-Spectre) Pour tout entier d > 1,
il existe une constante C = C(d) telle que pour tout compact Q) de Mg(k) il existe
un entier ig < d? tel que

AQ™) < BE(Q)" < C(d) - A(Q™)

Autrement dit, quitte a élargir Q) en considérant tous les mots de longueur au
plus d? en les éléments de @, on obtient un ensemble dont la norme minimale et
le spectre minimal sont comparables.

Ce lemme admet I'interprétation géométrique suivante. Considérons un espace
symétrique X = G/K ou G est un groupe semisimple connexe sans facteur
compact et K un compact maximal. Pour un élément g € Isom(X)° on note
dg(xz) = d(g - =, ) son déplacement au point € X et dy; = inf,cx dy(z) son dé-
placement minimal. De méme pour une partie compacte ) de G on note dg(z) =
maxgyeq d(g - x,x) et dg = infex dg(z), le déplacement minimal de Q. Le lemme
précédent se traduit géométriquement en 1’énoncé suivant qui lui est équivalent :
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Lemme 10.2. (Version géométrique) Il existe une constante C = C(X) > 0 telle
que pour toute partie compacte Q de G = Isom(X)® il existe ip < d? (d=dimG)
et g € Q" tel que
1
Vd

Pour passer de la version matricielle a la version géométrique, il suffit de no-
ter que, comme le montre la décomposition de Cartan (cf. [30]), log ||hgh™|| <
dy(x) < Vdlog thh_ln six=h-xget K= Stab(zg).

La preuve du lemme repose sur ’algébre linéaire et d’abord sur la version limite
suivante :

dg—C <dy,<d*-dg

Proposition 10.1. Pour une partie bornée QQ de My(k), les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) A(Q%) = 0 pour tout i < d2.

(ii) E(Q) = 0.

(iii) La sous-algébre A de My(k) engendrée par Q est nilpotente, i.e. AN =0
pour un N > 1.

Démonstration. (ii1) = (i) : peut trouver une base de k? pour laquelle A est
contenue dans les matrices triangulaires supérieures nilpotentes. On peut alors
conjuguer par une matrice diagonale de la forme diag(t?, ..., t) et réduire la norme
des éléments de A par un facteur 7 au moins. Dot E(Q) = 0. (ii) = (i) est
clair par 'inégalité (2). Pour montrer (i) = (4¢7), il suffit d’invoquer le théoréme
de Wedderburn sur la structure des sous-algébres de My(k). Celui-ci implique en
particulier que si A n’est pas nilpotente alors il existe e € A tel que e? = e et
trace(e) = 1. Mais A posséde une base de vecteurs appartenant a Uigszi, car
dimy, A < d2. Donc (4ii) entraine trace(x) = 0 pour tout = € A. Contradiction. [

Preuve du lemme 10.1. Raisonnons par ’absurde. On peut alors trouver une
suite Q,, de compacts de My(k) tels que pour tout i < d?, A(Q%) < %E(Qn)i.
Quitte a renormaliser et & conjuguer @, on peut supposer que E(Q,) = 1 et
|Qnll — 1 alors que A(Q%) — 0. On peut donc prendre un compact limite Q. Il
vérifie £(Q) = 1, A(Q") = 0 pour i < d?, ce qui contredit la proposition précédente.
[

Remarque 10.1. L’argument ci-dessus n’est pas effectif. Cependant il est possible
de le rendre effectif. Lorsque k est non archimédien il suffit d’appliquer Wedderburn
dans le corps résiduel, C = |w|~% convient, ot T est un uniformisant. Si k est
R ou C, il faut démontrer une version effective du théoréeme de Wedderburn, et
C ~ exp(d?’) convient.

11. BORNES INFERIEURES SUR L’ENTROPIE ALGEBRIQUE

Dans ce dernier paragraphe, nous démontrons les théorémes 9.1 et 9.2. Tous
deux résultent du théoréme suivant qui donne une borne uniforme sur le diameétre
de semi-liberté en fonction de la norme minimale. Soit k& un corps local et d € N.
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Théoréme 11.1. Pour tout & > 0 il existe un entier m avec la propriété suivante.
Pour toute partie compacte Q > e de SLy(k) telle que l’adhérence de Zariski du
groupe engendré par Q est semisimple et telle que E(Q) > 1+4, on a d™(Q) < m.

Voyons maintenant comment déduire les théorémes 9.1 et 9.2 du précédent.

Preuve du théoréeme 9.2. Si le groupe I' est virtuellement résoluble, on peut
montrer que I' est engendré par un nombre borné (en termes de d seulement) de
générateurs. On peut alors appliquer un argument semblable & celui donné dans
le paragraphe 9. Nous renvoyons le lecteur a [9] pour les détails. Si I n’est pas
virtuellement résoluble et G est son adhérence de Zariski, alors sa projection dans
S = G/Rad ou Rad est le radical résoluble de G est encore discréte d’aprés un
théoreme d’Auslander (voir [36] Theorem 8.24.). On peut donc se ramener a la
situation du théoréme 11.1. La borne inférieure uniforme sur E(Q) est donnée par
le lemme de Margulis :

Lemme 11.1. (Lemme de Margulis) Il existe un 6 = 6(d) > 0 tel que si une partie
Q@ de SLy(C) engendre un sous-groupe discret non virtuellement nilpotent, alors
E(Q)>1+4.

O

Preuve du théoréme 9.1. On se place dans le cas ol I" n’est pas virtuellement
résoluble, car sinon on a déja démontré la finitude du diameétre de semi-liberté au
théoréeme 9.3. Quitte & prendre le quotient par le radical résoluble de ’adhérence
de Zariski de T', on peut supposer que I' est Zariski dense dans G(K) ou G est
semisimple et défini sur K. On peut supposer K de type fini. Il y a donc une borne
supérieure sur l’ordre des racines de 'unité de K, et par conséquent les éléments de
torsion de I' appartiennent a la sous-variété algébrique propre {g € G(K),¢™ = 1}
pour un certain entier m. D’aprés le lemme 11.5 ci-dessous, il existe N = N(I")
tel que pour toute partie génératrice de I, £V contient au moins un élément g
semisimple d’ordre infini. Cet élément gy a une valeur propre qui n’est pas une
racine de 'unité. D’aprés le lemme 9.2, on peut trouver un corps local k et un
plongement de K dans k tel que cette valeur propre (ou son inverse) soit de module
au moins 14 e, ot g9 = go(K). Ainsi A(EV) > 1459 et B(Z) > BE(EN)V > 1+46
ou ¢ ne dépend que de K et N, donc que de I'. On peut alors appliquer le théoréme
11.1. O

Pour démontrer le théoréme 11.1, nous allons & nouveau jouer au ping pong sur
I’espace projectif. Cependant, dans notre situation, nous cherchons & construire
un semi-groupe libre et non pas un groupe libre tout entier. C’est donc plus facile
et la version du lemme du ping pong (ou du ping ici car il s’agit de semi-groupes
seulement) qu’il nous faut est semblable & celle du lemme 9.1 ci-dessus dans le cas
affine.

Lemme 11.2. (Lemme du ping) Soit A et B dans SLy(k) tel que A est (r,e3)-
prozimal sur P(K™) (r > 2e > 0 voir définition 5.1) avec point attractif v et hyper-
plan répulsif H. Supposons que Bv # v et que d(Bv, H) > € et max{||B|| , ||B_1H} <
%. Alors A et BA engendrent un semi-groupe libre.



28 EMMANUEL BREUILLARD

Démonstration. L’argument est semblable & celui du lemme 9.1 et nous laissons
au lecteur le soin de le retrouver. Notons que nous ne faisons pas d’hypothése sur
la distance entre les deux points attractifs v et Bv, juste qu’ils sont distincts. C’est
une différence essentielle avec le lemme de ping pong classique ot on cherche a
engendrer un sous-groupe libre. O

Pour étre en mesure d’appliquer ce lemme du ping, il nous faut construire
dans Q™ (n borné) un élément proximal A dont la plus grande valeur propre (qui
controle le ¢ du lemme) domine les normes de tous les autres éléments de Q™.
L’irréductibilité de la représentation nous permettra ensuite de trouver un B dans
Q" qui vérifie les conditions du lemme du ping. Dans une premiére étape nous
montrerons que quitte a prendre des mots de longueur bornée en les éléments de
@, on peut augmenter la norme minimale autant que ’on veut :

Lemme 11.3. Pour tout § > 0 et pour tout t > 0 il existe N = N(J,t) tel que
pour toute partie Q de SLq(k), E(Q) > 14§ entraine E(QN) > t.

Démonstration. Par 'absurde, on a un ¢ et une suite @, telle que E(Q) < t.
Quitte & prendre une sous-suite convergente, on obtient a la limite un compact @
tel que ||Q"|| < t pour tout n > 0 et E(Q) > 1+ §. L’adhérence du semi-groupe
engendré par () est compacte, c’est donc un sous-groupe compact. Mais tout sous-
groupe compact est conjugué dans GLg4(k) & un sous-groupe du compact maximal
canonique de SL;4(k). Donc E(Q) = 1. Contradiction. O

D’apreés le lemme de comparaison Norme-Spectre 10.1, on peut trouver A dans
une puissance bornée de () tel que la plus grande valeur propre de A soit au moins
égal & E(Q). Cet élément sera notre candidat pour étre le premier joueur de ping.
Notons que si un élément g est (r,€)-proximal, alors la plus grande valeur propre
de g est comparable & la norme de g. Le lemme qui vient établit une sorte de
réciproque, qui nous permettra de montrer que ce choix de A conduit bien & un
élément proximal.

Lemme 11.4. Soit A € SLy(k) de valeurs propres (A;); avec |A\1] > |Aa] > ... >
|Aa|. Supposons |\1| > 2|Aa|. Alors il existe une constante ¢ = c(d), une matrice
P € SLq(k) telle que | P||, || P~ < c|| AT et telle que si A’ = PAP™, alors
Aleq = \eq et A"H < %]/\2] ot H = (ea,...,eq) et (e;); est la base canonique de
ke. En particulier A" est (1,¢)-prozimal dés que |Xa|/| M| < €2.
Démonstration. La preuve est sans surprise. On montre successivement :
(1) Si A € SLy(k) alors il existe P € SLy(k) tel que || P, HP_lH < c||A||? et
|PAPY|| < 3|A\1| (triangulariser A dans une base orthonormale).

(2) Si A € SLy(k) vérifie |A\1] > 2|Ag|, alors il existe v € k¢ tel que Av = A\jv
et un hyperplan H fixé par A tel que d(v, H) > 1/ | AJ|.

Pour démontrer le lemme, on obtient v et H par le point (2), puis on applique le
point (1) a la restriction de A & H, et enfin on conjugue a nouveau pour “redresser”
v en ej. O
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Avant de finir la preuve du théoréme 11.1, nous discutons un lemme trées utile
qui montre que I'on peut sortir des variétés algébriques propres en temps borné :

Lemme 11.5. Soit G un groupe algébrique Zariski connexe défini sur un corps K
et X un fermé de Zariski de G tel que X & G. Alors il existe un entier N tel que
pour toute partie @ de G(K) telle que Q) engendre un sous-groupe Zariski dense
de G, on a que QN nest pas inclus dans X (K). De plus N ne dépend que du degré
des composantes irréductibles de X, de leurs dimensions et de leur nombre.

Démonstration. Rappelons le théoréme de Bezout en géométrie : si X et Y sont
des variétés irréductibles et X NY = UZ; la décomposition en irréductibles de leur
intersection, alors

Zdeg Zi < deg XdegY

Remarquons qu’il existe s € Q tel que s7'X N X # X sinon Q et donc G(K)
stabiliserait X (K) et on aurait X = G. En prenant l'intersection s~*X N X, soit
le nombre de composantes irréductibles de dimension maximale diminue, soit la
dimension de la variété diminue (par rapport a celle de X). De plus quand la
dimension diminue, le nombre de composantes irréductibles et leur degré reste
borné en termes du nombre de composantes de X et de leur degré, d’apres le
théoréme de Bezout. On peut donc répéter ce procédé en trouvant s; € @) tel que
Xit1 = si_lX,- N X; et X1 # X;. Cela s’arréte au bout d’un nombre d’étapes N
qui ne dépend que du degré des composantes de X et de leur nombre. On obtient
ﬁgi_lX =0, ot les g; € QN. Si QY était inclus dans X (K) alors I'identité e serait
dans Ng; ' X (K), contradiction. O

Preuve du théoréme 11.1. Par constante nous entendons une quantité qui ne

dépend que des données de ’énoncé, i.e. d, k, §. Fixons dés a présent les constantes

1 .
€= % et to tel que (cgtp)d = €72, 0l ¢q est la constante du lemme de comparaison

Norme-Spectre 10.1. On choisit une constante N de sorte que t = E(QY) > tg
par le lemme 11.3. D’apres le lemme de comparaison Norme-Spectre, lemme 10.1,
A(Q"N) > ¢4t pour un ig < d?. Pour alléger la notation, on remplace QY par
@. On choisit A dans @ tel que A(Q) = A(A). Quitte & prendre une puissance
extérieure et un facteur irréductible, de dimension D < 2% on peut supposer
1 . ;
que [A1/X2|(4) > (cat)7 et [|Q] < ¢4 (noter que [[p(g)|| < [lg]|* si p = A'k?).
D’aprés le lemme 11.4, quitte & conjuguer (), on peut supposer que Ae; = Aieq,
HATHH < 3|A2l ot H = (e, ...,ep) et lanorme de Q est peu affectée : [|Q < 3P Cy

pour une autre constante Cy. Ainsi A est (1, ¢)-proximal car (cdt)é > ¢72. Et pour
tout entier k, A* est (1, ek/2)-pr0ximal pour les mémes v = e; et H.

On choisit maintenant B, le second joueur. Tout B dans @ est de norme au
plus t%7Cy et aussi, comme B € SLp(k), [|[B7}| < IB|P~t < (PP, P,
La condition sur la norme dans le lemme du ping est donc automatiquement
remplie, & t fixé, si k est assez grand. Cependant, il faut que Bv # v et que
d(Bv, H) > £*/6. L’ensemble {g € G(K), g'v = v pour un 0 < i < D} est un
fermé algébrique propre de G dont le nombre de composantes irréductibles et
leurs degrés sont indépendants du vecteur v. D’aprés dernier lemme ci-dessus, il
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y a un entier Ny = N;(G) tel que I'on peut trouver B dans Q™M avec g'v # v
pour tout 0 < 7 < D. D’aprés Cayley-Hamilton, B € SLp satisfait une équation
BP 4 ap_1BP1 4 . 41 =0o0u|a <2P|B||P < 2P#5PCy)MP? . Si f est la
forme linéaire duale f = e}, alors f(z) = d(z, H) si ||z|| = 1. Puisque f(v) =1, il
Sensuit que f(Bv) > (2P(t%PC4)P*)~! pour au moins un 4, 0 < i < D. 1l suffit

de choisir £ tel que €

k/6 soit inférieur a cette constante et les conditions du lemme

du ping seront remplies pour A¥ et BA*. O

(1)

(2)
(3)

(4)

12. NOTES

Paragraphe 1. Le contenu ici est tiré de [7]. Pour la propriété (7') non
uniforme, voir [17].

Paragraphe 2. Voir [16]. Pour la propriété (FA) de Serre, voir [38].

Paragraphe 3. La proposition 3.1 et le corollaire 3.1 sont dus & Kurani-
shi [26]. Pour la proposition 3.2 voir 'article original [11]. Le lemme de
Baumslag se trouve dans [3].

Paragraphe 4. La proposition 4.1 et sa preuve son tirées et [7]. L’alternative
topologique dans le cas général (théoréme 4.1) est démontrée dans [8]. Pour
'alternative de Tits, voir 'article original de Tits [41].

Paragraphe 5. Voir [7]. L’utilisation de la décomposition K AK est inspirée
de [20] et de [1]. Le lemme de ping pong énoncé dans la remarque 5.2 se
trouve dans [40]. Pour le lemme de Polya (i.e. remarque 5.4), voir l'article
original [34], aussi [35]. Les lemmes 5.6 et 5.4 sont démontrés dans [8].

Paragraphe 6. Pour 1’équidistribution des groupes nilpotents denses, voir
[5]. Pour le probléme du trou spectral, voir le livre de Sarnak [37] et I’article
récent de Bourgain et Gamburd [12]. La remarque est démontrée dans
I'appendice du livre [25].

Paragraphe 7. Le théoréme 7.1 est dit & Milnor et Wolf [28]. Le théoréme
de Gromov apparait dans [22]. Dans [19], Guivarc’h démontre que vx(n)
est entre deux constantes fois n?, Pexistence de la limite est démontrée par
Pansu dans [33]. Pour la construction du groupe de Grigorchuk, voir [21]
et [24]. Pour la géométrie des groupes nilpotents, les métriques de Carnot,
on peut voir aussi [6] et ses références.

Paragraphe 8. Pour les feuilletages riemanniens et de Lie, on renvoie au
livre de Molino [29]. La croissance des feuilles est étudiée dans [13] et le
théoreme 8.1 répond & une question posée dans [23] et est démontré dans
[8].

Paragraphe 9. La croissance exponentielle uniforme et la finitude de dlf
pour les groupes linéaires en caractéristique 0 est due a Eskin-Mozes-Oh
[14]. L’argument donné ici pour le théoréme 9.1 (voir aussi [9]) est différent
et plus direct que celui de [14]; il traite aussi la caractéristique positive.
Cependant la stratégie des preuves de ce paragraphe est largement inspiree
de larticle [14]. Le théoreme 9.2 est tiré de [9]. Pour les groupes résolubles
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le fait que Sp > 0 est due & Osin [31]. La finitude de d; est tirée de [4]. Pour
la proposition 9.1, le lemme 9.2 et la remarque 9.2, voir [4]. L’alternative
de Tits uniforme fait 'objet de I’article [10].

(10) Paragraphe 10. Le lemme de comparaison est démontré dans [9]. Pour
la géométrie des espaces symétriques, on renvoie a [30]. Le théoréme de
Wedderburn est par exemple démontré dans Lang [27].

(11) Paragraphe 11. Pour ce paragraphe, on renvoie a [9]. Le lemme de Margulis

est démontré dans [42], voir aussi [18]. Pour le théoréme de Bezout, voir
[15]. Le lemme 11.5 est da a Eskin-Mozes-Oh [14].
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