
Analyse et Calcul Matriciel

Cours 4 Suites de fonctions

• Quelques exemples
αn(t) ≡ 1

n sin(nt), t ∈ IR, n≥ 1
βn(t) ≡ tn, t ∈ [0, 1], n ∈ IN
γn(t) ≡ n2 t exp(−nt), t ∈ [0,+∞[, n ∈ IN
δn(t) ≡

√
t exp(−nt), t ∈ [0,+∞[, n ∈ IN

• Convergence simple
La suite de fonctions fn(t) pour n ∈ IN et t appartenant à un intevalle I, converge simplement
vers une fonction f de I dans IR si et seulement si pour tout t ∈ I, la suite numérique fn(t)
converge vers le nombre f (t) si n tend vers +∞.

• Convergence uniforme
La suite fn(t) convergence uniformément vers la fonction f si et seulement si pour toute
mesure de l’erreur ε > 0, il existe un entier N tel que pour tout entier n ≥ N et pour tout
réel t ∈ I, on a | fn(t)− f (t)|< ε. La convergence uniforme entraîne la convergence simple.
La suite αn(t) converge uniformément vers 0 si n tend vers +∞. Il en est de même de la suite
δn(t) sur [0,+∞[. Pour la suite γn(t), on observe que cette suite converge simplement vers 0.
Par contre, on remarque que la suite numérique γn(1/n) ne tend pas vers 0 si n tend vers +∞

et la convergence n’est donc pas uniforme.

• Théorème important: continuité de la limite uniforme
Si la suite fn(t) de fonctions continues sur I converge uniformément vers la fonction f , alors la
fonction limite f est continue sur l’intervalle I.
La convergence de la suite βn(t) n’est pas uniforme sur [0, 1].

• Dérivation d’une suite de fonctions dont les dérivées convergent uniformément
On se donne une suite de fonctions fn(t) dérivables sur l’intervalle I. On suppose qu’elle con-
verge simplement vers une fonction f . On suppose de plus que la suite des fonctions dérivées
f ′n(t) converge uniformément sur I vers une fonction g. Alors la fonction limite f est dérivable
et f ′ = g.
La suite des dérivées α ′n(t) ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur la droite
réelle IR.

• Intégration d’une famille de fonctions qui converge uniformément
On se donne deux réels a < b et on suppose I = [a, b]. Si la suite de fonctions fn(t) converge
uniformément vers la fonction f sur I, alors on peut échanger les symboles d’intégration et de
passage à la limite :

∫ b
a f (t)dt = limn−→∞

∫ b
a fn(t)dt.

Attention. Cette propriété peut être mise en défaut si on intègre sur un intervalle non borné.
Considérons par exemple la fonction gn définie par gn(t) = 1

n si 0≤ t ≤ n et gn(t) = 0 sinon.
Elle converge uniformément vers 0 sur l’intervalle [0,+∞[ alors que

∫
∞

0 gn(t)dt = 1 pour tout
entier n.
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