
Analyse et Calcul Matriciel

Cours 8 Séries de Fourier (2)

• Quelques exemples
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• Fonctions périodiques de carré intégrable sur leur période
On se donne un nombre réel T strictement positif. Une fonction f périodique et de période T

est dite de carré intégrable si et seulement si l’intégrale
∫ T

0
| f (t)|2 dt est finie. On note alors

f ∈ L2(0, T ).

• Espace des fonctions de carré intégrable
L’espace L2(0, T ) des fonctions de carré intégrable est un espace vectoriel. La somme de
deux fonctions de carré intégrable est de carré intégrable et le produit d’une fonction de carré
intégrable par un scalaire est encore de carré intégrable : si f et g appartiennent à L2(0, T ) et
λ ∈ C, alors ( f +g) ∈ L2(0, T ) et λ f ∈ L2(0, T ).

• Produit scalaire
Si f et g appartiennent à L2(0, T ), le nombre complexe

∫ T
0 f (t)g(t)dt est toujours bien défini

et on pose ( f , g) =
∫ T

0
f (t)g(t)dt .

On remarque que (ek , e`) = 0 si ` 6= k et (ek , ek) = T .

• Quelques propriétés du produit scalaire
Pour f , g, h appartenant à L2(0, T ) et λ ∈ C, on a ( f +g , h) = ( f , h)+ (g , h), ( f , g+h) =
( f , g)+( f , h), (λ f , g) = λ ( f , g), ( f , λ g) = λ ( f , g), (g , f ) = ( f , g). De plus, ( f , f )≥ 0
et si ( f , f ) = 0, alors la fonction f est (essentiellement) nulle.

• Norme
Pour f ∈ L2(0, T ), on pose ‖ f ‖=

√
( f , f ) =

√∫ T
0 | f (t)|2 dt. L’application de L2(0, T ) à

valeurs dans R définie par L2(0, T ) 3 f 7−→‖ f ‖∈ R est une norme sur l’espace L2(0, T ).
La norme est positive : ‖ f ‖≥ 0. Si ‖ f ‖= 0, alors f = 0. Si λ est un nombre complexe
et si f ∈ L2(0, T ), alors ‖ λ f ‖= |λ | ‖ f ‖. Enfin, pour f et g dans l’espace L2(0, T ), on a
l’inégalité triangulaire ‖ f +g ‖≤‖ f ‖+ ‖ g ‖.
• Inégalité de Cauchy-Schwarz
Pour f et g dans l’espace L2(0, T ), on a |( f , g)| ≤‖ f ‖‖ g ‖. De plus, si on est dans le cas
d’égalité, c’est à dire si |( f , g)| =‖ f ‖‖ g ‖, alors les deux fonctions f et g sont proportion-
nelles : il existe λ ∈ C de sorte que pour tout t ∈ [0, T ], f (t) = λ g(t).
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• Théorème de Pythagore
Si ( f , g) = 0, alors ‖ f +g ‖2=‖ f ‖2 + ‖ g ‖2.

• Sous-espace des polynômes trigonométriques
Soit N un entier naturel supérieur ou égal à 0. On note EN le sous-espace de L2(0, T ) des
polynômes trigonométriques de degré inférieur ou égal à N. Une fonction gN(t) qui appartient

à EN s’écrit de façon unique sous la forme gN(t) =
k=N

∑
k=−N

ak ek(t) =
k=N

∑
k=−N

ak exp
(2 i k π t

T

)
,

où les coefficients ak (−N ≤ k ≤ N) forment une famille de (2N + 1) nombres complexes
indépendants.

• Projecteur sur les polynômes trigonométriques
Si f ∈ L2(0, T ), il existe un unique polynôme trigonométrique SN( f ) ∈ EN de sorte que pour
tout g ∈ EN , ( f −SN( f ) , g) = 0. On a SN( f ) = ∑

k=N
k=−N ak( f )ek où les nombres ak( f ) sont les

coefficients de Fourier de la fonction f : ak( f ) =
1
T

∫ T

0
f (t)exp

(
− 2 i k π t

T

)
dt =

1
T
( f , ek).

On remarque que les coefficients de Fourier ak( f ) ne dépendent pas de l’indice N de l’espace EN .

• Inégalité de Bessel-Parseval
Pour f ∈ L2(0, T ) et SN( f ) ∈ EN défini au point précédent, on a l’inégalité ‖ SN( f ) ‖≤‖ f ‖,

c’est à dire ∑
|k|≤N

|ak|2 ≤
1
T

∫ T

0
| f |2 dt.

La série de terme général |ak|2 (indexée par k ∈ ZZ) converge et on a en passant à la limite dans

l’inégalité précédente : ∑
|k|∈ZZ

|ak|2 ≤
1
T

∫ T

0
| f |2 dt.

• Théorème de Parseval
Soit T > 0 et f ∈ L2(0, T ). La suite de fonctions SN( f ) converge vers f dans l’espace
L2(0, T ) : ‖ SN( f )− f ‖ tend vers 0 si l’entier N tend vers l’infini. On peut alors écrire :
f = ∑

+∞

k=−∞
ak( f )ek qui signifie que la norme de la différence

(
f −∑

+∞

k=−∞
ak( f )ek

)
est nulle.

En pratique, on peut écrire, pour toute fonction g ∈ L2(0, T ), l’égalité des produits scalaires :
( f , g) = (∑+∞

k=−∞
ak( f )ek , g). En particulier, les deux fonctions f et ∑

+∞

k=−∞
ak( f )ek ont même

norme et on a l’égalité de Bessel-Parseval :

∑
|k|∈ZZ

|ak|2 =
1
T

∫ T

0
| f |2 dt.

Dans le cas où on utilise la base réelle de L2(0, T ) des fonctions sinus et cosinus, on a

α0( f ) =
1
T

∫ T

0
f (t)dt et si k ≥ 1, αk( f ) =

2
T

∫ T

0
f (t) cos

(2k π t
T

)
dt ,

βk( f ) =
2
T

∫ T

0
f (t) sin

(2k π t
T

)
dt. L’égalité de Bessel-Parseval prend alors la forme

|α0( f )|2 + 1
2

∞

∑
k=1

(
|αk( f )|2 + |βk( f )|2

)
=

1
T

∫ T

0
| f |2 dt.
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