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Algébre linéaire et géométrie

Cours2  Algébre linéaire matricielle

e Dimension finie

Un espace vectoriel E sur R est dit de dimension finie s’il peut étre engendré par un nombre
fini de vecteurs. En d’autres termes, il existe une partie non vide A de E telle que le sous
espace vectoriel <A > engendré par A est exactement égal a E:

JACE, A# ¢, A finie telle que <A >=FE.

Si la propriété précédente est en défaut, on dit que ’espace E est de dimension infinie.

Par exemple pour E = R3, la famille A = {(1, 0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1), (1, 1, 1)} composée de
quatre vecteurs est génératrice.

Pour N € N entier naturel et E = Py espace des polyndomes de degré inférieur ou égal a N, on
pose p;(t) =t/. Alors la famille A = {po, p1, ..., pn} des fonctions puissances est une famille
génératrice et < A >= Py.

e Base d’un espace vectoriel de dimension finie

On se donne un espace vectoriel E sur R de dimension finie et une famille non vide

A= (ep,eq,...,e,) de E. La famille A est une base de E si et seulement si elle est a la fois
libre et génératrice.

Alors tout vecteur x € E admet une décomposition unique x =3, x;e; dans la base

(eo, €1, ..., en);les nombres xj, xp, ..., x, sontappelés les coordonnées du vecteur x € E rela-
tivement a la base (eq, e1, ..., e,).

e Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie

Théoreme. Deux bases d’un espace vectoriel de dimension finie ont le méme nombre d’éléments.
Si A= (ep,e1,...,e,) et B=(fo, f1,---, fm) sont deux bases du méme espace vectoriel E de
dimension finie, alors les entiers n et m sont égaux.

On appelle dimension et on note dimE le nombre de vecteurs commun a toutes les bases de
I’espace vectoriel E.

Par exemple, I’espace Py des polyndmes de degré inférieur ou égal a N admet une base qui
comporte N + 1 fonctions ; il est de dimension N + 1.

e Rang d’une application linéaire

On se donne un espace vectoriel de dimension finie E, un autre espace vectoriel F (qui peut tre
de dimension finie ou infinie) et une application linéaire u de E dans F: u € Z(E, F). Alors
(i) L’image Imu de I’application u est de dimension finie dans 1’espace F. On appelle rang
de u et on note rgu la dimension de cet espace image : rgu = dimImu.

(i) On a I’égalité suivante entre les dimensions : dimKeru +dimImu = dimE.
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Si par exemple E = F = Py et u = D opérateur de dérivation : Dp(t) = %—f, ona dimKerD =1

et dimImD = N. La relation dimKerD + dimImD = dim Py est bien satisfaite.

e Criteres de bijectivité

On se donne deux espaces vectoriels de dimension finie E et F' et une application linéaire u
de E dans F: ue€ Z(E, F). Lapplication u est bijective si et seulement si I’image par u de
toute base de E est une base de F. On a (‘v’y €F,3x€E, ux)= y) — (pour toute base
(e1, €2, ...,¢€,) de E, lafamille (u(ey), u(ez), ..., u(e,)) est une base de F).

On se donne maintenant un espace vectoriel E de dimension finie et une application linéaire u
de E dans E: u € Z(E). On a les équivalences suivantes :

u bijective <= u injective <= u surjective. En d’autres termes,

u bijective <= Keru = {0} <= Imu=E.

e Matrice d’une application linéaire relativement a deux bases fixées

On se donne deux espaces vectoriels de dimension finie E et F' sur R. On suppose dimE = p
et dimF = n. On se donne une base (eq, ez, ...,¢e,) de E et une base (fi, f2,..., fn) deF.
Enfin, on suppose fixée une application linéaire u de E dans F. Alors par définition, la matrice
M, deI’application u relativement aux bases (ei, ez, ..., e,) de E et (fi, f, ..., fa) de F est
la matrice a n lignes et p colonnes telle que la j° colonne de M,, est composée des coordonnées
du vecteur u(e;) dans labase (fi, f2, ..., fn)-

On appelle .#,,(R) ’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes. On a M, € #,,(R).
L’ élément de matrice (Mu)[j € R al’intersection de la i° ligne et de la j° colonne est défini par
la relation u(e;) = Y1 (My),; fi-

Les n p coefficients de la matrice M,, suffisent a calculer I’image de tout vecteur x = Z?Zl xje;
de E. En effet, grace a la linéarité de 1’application u, on a apres quelques lignes de calcul,
u(x) =YLy (X5 (My),;x)] fi- La i° coordonnée y; du vecteur u(x) se calcule a I'aide de la
relation y; = Zi.’:] (My),;x;.

e  Ecriture matricielle de I’image d’un vecteur par une application linéaire
Sans changer le contexte ni les notations du paragraphe précédent, on se donne un vecteur x € £

5 R

et on le décompose dans la base (e, e2,...,€p): x = Zj:1 xjej. On regroupe les composantes

X1,X2, ..., %, du vecteur x sous la forme d’une matrice colonne X € .#,(R) composée de p
X1

. X2 " P

lignes: X = | . |. De méme, les coordonnées yi, y», ..., Yy, du vecteur
Xp

y=u(x) =YY" v fi dans la base (fi, f2,..., fy) de F sont représentées par une matrice

Y1

: 2
Y € #,1(R) a n lignes et une colonne : ¥ = y

Yn
Alors les coordonées y; = 2?21 (My), ;xj s’expriment a I’aide du produit de la matrice M, par

le vecteur X: Y =M, - X. Les coordonnées du vecteur image s’obtiennent en multipliant la
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matrice de I’opérateur par les coordonnées du vecteur dans I’espace de départ.

e  Produit de deux matrices

On se donne trois espaces vectoriels £, F et G sur R de dimensions finies respectives p,
netm: dimE = p, dimF =n, dimG = m. On se donne des bases (er,es,...,¢e,) de E,
(fi, f2y -y fu) de F et (g1, 82, ..., 8n) de G. On se donne également une application linéaire
uec Z(E,F) de E dans F et une application linéaire v € Z(F, G) de F dans G. On dispose
alors des matrices M, € #,,(R) et M, € #,n(R) de u et v respectivement. Par ailleurs, on
peut composer les applications u et v et définir ainsi la composée vou qui est une application
de E dans G: (vou)(x) =v(u(x)). On peut démontrer que cette composée est une application
linéaire de E dans G: vou € Z(E, G). On note M, ,, € .#,p(R) sa matrice relativement aux
bases (e, ez, ...,¢ep,) de E et (g1, 82, ..., 8n) de G. On définit la produit M,.M,, € M,,(R)
de la matrice M, € #,,(R) par la matrice M, € .#,,(R) al’aide de larelation M,.M, =M, ,

Si on détaille les éléments de matrice pour 1 <k <m et 1 < j < p, larelation M,. M, =M, ,
s’écrit (MV.Mu)kj =Y (M), (My),;.

e Somme de deux matrices et produit par un scalaire

Si A et B sont deux matrices a n lignes et p colonnes avec des éléments de matrice A;; et
B;; respectivement, la somme A + B est encore une matrice a n lignes et p colonnes. Son
élément générique s’écrit (A + B);j = A;; + B;;. Le produit du nombre A € R par la matrice
A € Myp(R) est une matrice A.A a n lignes et p colonnes etona (A.A);; = AA;;.

Muni de ces deux lois d’addition et de multilication par un scalaire, I’espace (.#,,(R), +, .)
est un espace vectoriel sur R. Il est de dimention n p [exercice].

e  Matrices carrées
On note simplement .7, (R) I’ensemble des matrices obtenu lorsque le nombre de lignes n est
égal au nombre de colonnes. Une matrice A € ., (R) est une matrice carrée.

e Associativité du produit des matrices carrées

Si A, B, C sont trois matrices carrées d’ordre n, on a la relation d’associativité qui permet
I’élimination des parentheses dans les calculs : (AB)C = A (BC).

Cette relation se généralise a un produit quelconque de trois matrices, du moment qu’il peut étre
défini. Elle exprime simplement 1’associativité de la composition des applications : (uov)ow =
uo(vow) [exercice].

e Elément neutre pour la multiplication des matrices carrées

On se donne un entier n > 1 et un espace vectoriel £ de dimension n. On introduit I’opérateur
identité id de I’espace E dans lui-mé&me via la relation id(x) = x pour tout vecteur x € E. Alors
cette application est linéaire : id € Z(E).

Dans une base quelconque de E, on peut établir que 1’application identité est représentée par
la matrice I, € .#,(R) définie de la fagon suivante. On a (1), =1 et (I;); =0 si i # j. En
introduisant le symbole de Kronecker &;; qui vaut 1 si i= j etestnulsii# j,ona (I,),; = &;;.
La matrice identité est un élément neutre pour la multiplication des matrices dans .7, (R):
A.l, =1,.A = A pour toute matrice carrée A d’ordre n.
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e Inverse d’une matrice carrée

On se donne un entier n > 1, un espace vectoriel £ de dimension # et on suppose fixée une base
de cet espace. On se donne également un endomorphisme u € Z(E) de E. Si u est bijective,
il existe une application v de E dans E de sorte que u,v = vou = id. Cette application, inverse
de I’application u, est notée u~!. Elle est également linéaire : u~!' € Z(E).

On note M, la matrice de u € .Z(E) bijectif. Alors la matrice M, de 1’opérateur inverse v
vérifie par définition du produit de deux matrices M,. M, = M, , = M;q = 1,. Et de méme dans
I’autre sens : M,,.M, = M,,, = Mig = I,. On en déduit que la matrice M, est inversible et son

! est 1a matrice de I’opérateur v=u"': (M,)"' =M ..

inverse (M,,)
e (Calcul de I’inverse d’une matrice carrée

Si on fait agit I’opérateur bijectif u € Z(E) sur un vecteur x € E, nous avons vu que I’'image
y = u(x) est donnée matriciellement par la relation ¥ = M,,.X. Si on multiplie maintenant
cette relation & gauche par (M,)~! = M 1, on obtient X = (M,)~'Y. Supposons maintenant
le vecteur colonne Y donné. Quand on calcule la solution X du systeme linéaire M,,. X =7,
on peut expliciter le vecteur X comme une combinaison linéaire des coordonnées du vecteur
connu Y. La matrice inverse (M,)~! s’identifie avec les coefficients de cette combinaison
linéaire.

e Changement de base

On se donne un espace vectoriel E de dimension n et une premiére base (ej, e, ..., e,) de E.
Tout vecteur x € E' se décompose dans cette base, ce qui permet de définir ses coordonnées x; :
x=Y" | x;ie;. On introduit maintenant une seconde base (€1, &, ..., &) de E; elle est définie
par les coordonnées p;; de chaque vecteur €; dans la base précéente : €; =Y, pije;.

On remarque que la matrice carrée P € .#,(R) qui vient d’étre introduite par ses coefficients
pij est inversible. En effet, I’application lin€aire de E dans E qui a tout vecteur e; de la
premiere base associe le vecteur €; de la seconde base et de méme numéro, est clairement
inversible puisqu’elle transforme une base de E en une autre base de I’espace E. De plus,
vu la définition méme des coefficients p;;, la matrice de cette application linéaire dans la base
(e1, ea, ..., e,) estexactement égale a la matrice P.

La question naturelle est maintenant d’expliciter les coordonnées X d’un vecteur quelconque
x € E danslabase (g1, &, ..., &) sion connait ses coordonnées X dans labase (ey, ea, ..., e,)
et la matrice de passage P. On cherche donc des nombres réels xi, xp, ..., X, de sorte que
X = Z?:l X j€j-

On peut écrire de deux facons le vecteur x dans la base (ej, s, ..., e,): d’une part en reportant
I’expression de €; dans la base initiale, ce qui conduit a la relation x = )1, (Z;le DijX, j) e; et
d’autre part avec la définition des coordonnées x;: x =Y ,x;e;. On déduit de Iunicité de la
décomposition d’un vecteur dans une base que pour tout entier i, on a 27:1 pijXj =x; c’esta
dire P.X = X. Pour calculer les coordonnées d’un vecteur arbitraire dans la nouvelle base, on
doit résoudre un systeme linéaire.
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e Changement de matrice lorsqu’on change de base

On se donne toujours un espace vectoriel sur R de dimension finie n et deux bases de I’espace E
(e1,e2,...,en) et (&1, &, ..., &) comme ci-dessus. On appelle toujours P la matrice de pas-
sage entre ces deux bases. On se donne de plus une application linéaire u € Z(E) de E dans
lui-méme et on note M, sa matrice relativement a la base initiale (ej, ey, ..., ;). Comment
calculer la matrice M, de I’ apphcatlon u dans la nouvelle base ?

11 suffit de trouver la matrice M, qui permet d’expliciter les coordonnées Y du vecteur 1mage
y=u(x) en fonction des coordonnées X duvecteur x € E dans lanouvelle base : ¥ =M,.X. Or
compte tenu de ce qui a été dit au paragraphe précédent, on a les relations P. X=XetPY=Y
entre les deux systemes de coordonnées pour les deux vecteurs x et y = u(x). Dans le systeme
initial de coordonnées, on a bien siir la relation Y = M, X. Il suffit donc d’écrire cette relation
avec les coordonnées dans la nouvelle base : PY = M, PX, c’est a dire ¥ = (P! M, P)X. Par
identification avec la relation ¥ = Mvuf , on établit la relation ]\7,4 =P 'M,P qui donne la
matrice de 1’application linéaire u € .Z(E) dans la nouvelle base. On dit que les matrices M,
et M, sont conjuguées.

e Le produit des matrices n’est pas commutatif en général

‘. . 0 1 1 0
On vérifie par exemple que si A = (1 O) et B= (O 1) ,ona AB # BA.
e Diviseurs de zéro
Le produit AB de deux matrices peut étre nul alors qu’aucun des deux facteurs A et B n’est
nul ! On dit que A et B sont des diviseurs de zéro ou que la matrice non nulle B est un diviseur
de zéro de la matrice non nulle A.

Par exemple, A = est une matrice non nulle de I’espace .#,(R) des matrices deux par

0 1

00
. L 00

deux. Mais son carré A.A estnul: A.A = (0 O) =0.

e Inverse d’un produit

Si deux matrices A et B de I’ensemble .#,(R) sont inversibles, alors leur produit AB est

encore inversible. Mais attention, I’inverse (AB)~! du produit AB s’obtient en échangeant les

facteurs : (AB)~' =B~ 1A~

e Transposition

Si A € Myup(R) est une matrice a n lignes et p colonnes, sa transposée A' € .#,,(R) est
une matrice a p lignes et n colonnes. On échange simplement les lignes et les colonnes de la
matrice A.

Si Ay est I’élément générique de la matrice A pour la ligne k et la colonne /¢, 1’élément
générique (A');; de la matrice A" pour la ligne i et la colonne j est donné par la relation
(AD)ij = Aji.

Si on peut faire le produit de A par B, alors on peut faire le produit dans 1’autre sens pour les
matrices transposées et on a la relation suivante : (AB)' = B'A',



FRANCOIS DUBOIS

e Une présentation des nombres complexes avec des matrices deux par deux

. 0 -1 , .. 1 . , .
On pose i = L o) On remarque qu’on a alors i.i = — 0 1) relation qu’on peut aussi
écrire i2 = —1 en identifiant la matrice I, et le nombre 1. L’ensemble C des nombres com-

plexes z = a+ib peut s’écrire comme un sous-ensemble de 1I’ensemble des matrices deux par

deux : zz(

a —b

b a),avec a,beR.

Exercices

e Ecriture de la matrice d’une application linéaire

On se donne six nombres réels a, b, c, d, e, et f. On définit une application u de R? dans R?
par les relations u(a, B) = (ac+bP,ca+dp,ea+ fp) pour tout couple de réels (o, B).
a) Montrer que I’application u est linéaire : u € .Z(R?, R3).

On se donne la “base canonique” (e, e;) de R? avec les relations e; = (1,0), e
et de facon analogue la “base canonique” (fi, f>, f3) de R*: fi = (1,0,0), f»
f3=1(0,0,1). On note M, la matrice de u relativement a ces deux bases.

b) Remplacer les points d’interrogation par leur valeur : M, € .#5+(R).

c¢) Déterminer completement la matrice M, en fonction des six nombres a, b, ¢, d, e, et f.

1)
0),

IS

= (O’
(0, 1,

e Calcul de I’'inverse d’une matrice carrée d’ordre trois

2 -1 0 o
Onpose A=|—-1 2 —1|etY=|pB | unsecond membre donné.
0o -1 2 Y
X
a) Calculer les composantes X = | y | de la solution du systéme linéaire A.X =Y.
z
b) En déduire les neuf coefficients de la matrice A~!.
-1 -2 -3
c) Onpose B=| 0 1 2 |.Reprendre les deux questions précédentes en remplagant
-5 4 3

la matrice A par la matrice B.

e Changement de base

01 1 1
A = P — .
On se donne (1 0) et (l —l)

a) Montrer que I'inverse P~! de la matrice P peut sécrire P~! = %P.
b) Calculer les produits P~'A et AP.

1
¢) En déduire, en effectuant le calcul de deux facons, que 'ona: P~1AP = ( 0 0 1) .
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e Inversion des matrices deux par deux

On se donne A = (a Z) € #>(R). On pose 8 =ad —bc.
c

a) Montrer que si 0 # 0, on peut résoudre tout systeme linéaire de la forme AX =Y, ou Y
est une matrice a deux lignes et une colonne arbitraire donnée.

b) Si § #0, calculer la matrice inverse A~

¢) Montrer que si = 0, il existe une matrice B € .#>(R) telle que AB=BA = 0.

d) Si A #0 est une matrice de .#>(R) telle que ad —bc = 0, montrer qu’elle admet au
moins un diviseur de z€ro qu’on explicitera.



