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Analyse Mathématique pour I'Ingénieur

Cours 14 Infroduction & la dérivation d’ordre un demi

e Position du probleme

On note D' I"opérateur de dérivation ususuelle, c’est a dire ( D! f)( ) = d—f On cherche un
opérateur linéaire D'? tel que D'?, D" =D': [D'?(D"?f)](x) = &L pour toute fonction déri-
vable f et tout argument x. Ce probleme est posé en des termes tres voisins par I’inventeur du
calcul différentiel, Gottfried Leibniz, dans des correspondances (en Francais !) de 1695.

e Action sur la transformation de Fourier

Nous avons déja vu que si on se donne une fonction f intégrable telle que sa transformée de
Fourier f est également intégrable, c’est a dire f € L1(R), on on peut représenter la fonction
f al’aide de I’opérateur de Fourier conjugué de la transformée de Fourier :

flx)= ﬁ I exp(i& x) fA(é )d& et cette égalité a lieu “pour presque tout” x € R. On en déduit
par dérivation ‘%(x) = ﬁ [ F(E)i&exp(iEx) dE. La dérivation devient une multiplication
par i& en variable de Fourier : [.Z (D'f)](§) =i& (Zf)(&).

11 suffit alors de chercher un opérateur D'? de sorte que [Z (D'?f)](&) = \/i& (Ff)(&).
Rappelons que la racine carrée /z d’un nombre complexe z est définie avec la “détermination
principale de la racine carrée” qui exclut ’axe réel négatif. Pour z = p exp(i0) avec p >0 et
—T <60 <monpose 2= /pexp(i?).

e Intégrateur d’ordre un demi

Dans la legon précédente, nous avons introduit I’intégrateur 1'?> d’ordre un demi :

(I2£) (1) = [y \/ﬁ £(6)d6 = [ ﬁ f(t —6)de. 1l vérifie les relations
[ (I'2f)] (&) = ﬁ (Z 1) (&) et [I2(1f)](r) = [y f(6) d6. Pour les fonctions puissances

t—t*H(t), avec a@ > —1, H la fonction de Heaviside et I" la fonction gamma d’Euler, nous
avons établi la relation 1'*(t*H(r)) = 12(060:’32) 1“2 H ().

e Dérivée d’ordre un demi de Riemann-Liouville

Elle a été proposée par Joseph Liouville (1832) et par Bernhard Riemann (1847). La dérivée
d’ordre un demi Dy, est défini par (Dp; f) (1) = S(12f) (1) = & f; \/%—ef(t —6)do].

En termes d’opérateurs agissant sur des fonctions, on a simplement D%i =D' I~

On dispose alors de la relation [.# (D}g 1(&) = Vi& (Ff)(E). En effet, on a le calcul
suivant :

FERNNE =000 = 20 ()]0 =16 20710
—iE L (FE) = VE (F1)E) 0
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e Dérivée d’ordre un demi de Caputo

Michele Caputo (né en 1927) a proposé en 1967 la définition suivante (DZ°f) (1) = [I'* ($0)] (),
sact 3 di 12 S N _or_ 1 / b g

c’est a dire (DS f) (1) = [ \/ﬁf (t—0)do = [, \/mf (0)d6. En termes d’opérateurs

linéaires, on a donc Dléz =12,D".

La dérivée d’ordre un demi de Caputo vérifie elle aussi la relation

(7 (DEF)](E) = /i& (Ff)(&). Eneffet, on a la suite d’égalités :
[7 (D] E) = [Z(12.D)](€) = [Z (*(D'))](€) = 7 [Z (D))
= ﬁ (&) (F£)(&) = Vi€ (Ff) (&), ce qui établit la propriété. O

e Relations entre les dérivée d’ordre un demi de Riemann-Liouville et de Caputo

Si la fonction f est assez réguliére les deux dérivées D} rf €t Dl/2 f sont définies et on a
(Dpf) (@) = (DEF) (1) + ;- En d’autres termes, [(D! 011/2 —Il/ZODl)f] (1) = {/(—%.
Nous retenons que les deux deﬁmtlons coincident si f est une fonction causale (f(f) =0 si
t < 0) continue en 0, donc telle que f(0) = 0.

On ade plus (I"?.DEf)(t) = f(t) — £(0). Soit en termes d’opérateurs, I'? D/’ = Id — §, ol
0 désigne la masse de Dirac : < &, f >= f(0).

Enfin, les deux dérivées d’ordre un demi de Riemann-Liouville et de Caputo résolvent ensemble
la question de la recherche de la racine carrée de 1’opérateur de dérivation puisqu’on a toujours

(DkzoD¢)f =D'f.

e Exemples de calculs de dérivées d’ordre un demi

On rappelle que H désigne la fonction de Heaviside. On a les relations suivantes pour la
dérivée d’ordre un demi au sens de Caputo des trois fonctions suivantes : (DIC/ZH ) (t) =0,
(DE(WVIH®)) () = \/TEH(I) (DEH()) (1) = \/LE \/_H( ) Pour la dérivée d’ordre un demi
au sens de Riemann-Liouville, il vient (D H)(t) = H@) (Dp; (VIH(1)) (1) = “/TEH () et

(D%Z(tH ))(1) = \/iﬁ VtH(t). On constate sur ces exemples que si la fonction est causale
et continue en z€ro, les deux définitions conduisent au méme résultat.

Exercices

e Dérivée de Caputo de t* H(r) pour a >0
a) Compte tenu des résultats déja établis a la lecon précédente, préciser ce que vaut 1'? (IB H (t))
si B>—1.

b) Pour a > 0, quelle est la valeur de D' (t*H(r)) ?

c) Déduire des questions précédentes la valeur de DIC/2 (t*H(r)).

e Exponentielle de Mittag-Leffler

a)  On se donne une série u, atermes strictement positifs de sorte qu’il existe a €]0, 1] et un
entier K de sorte que ”’b‘l—:l < a des que n > K. Montrer qu’alors la série u,, est convergente.
Ce résultat est connu sous le nom de “critere de d’ Alembert”.
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b) Montrer que si u, est une série de nombres complexes qui ne s’annulent pas et telle qu’il
existe un nombre réel a avec 0 < a < 1 et un entier K de sorte que ”’;—:2 <a desque n>K,
alors la série de terme général u,, est absolument convergente.

Pour x € R, I’exponentielle de Mittag-Leffler E,, est définie par la relation

oo B
E =Yo7
I/Z(X) Yo F(§+1)
¢) Quevaut E1(0)?
d)  Montrer que la série qui définit la fonction Ej, est absolument convergente pour tout
xeR.

e) On se donne A >0 et un entier kK > 1. Sachant que DIC/2 (t*H(r)) =

calculer D [(—VAt)*H(1)].
f)  Pour t > 0, on pose u(t) = E; /2( —V/At). Montrer que cette fonction u satisfait a
I’équation semi-différentielle D "u+ V2 u(t) = 0 si ¢ > 0 avec la condition initiale #(0) = 1.




