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Département de Mathématiques et Statistiques

Analyse Mathématique pour I’Ingénieur (MAA106)

Devoir 4, a rendre pour la séance numéro 13, le 14 décembre 2021

Introduction aux problemes elliptiques

On désigne par € un ouvert borné de R, R? ou de R?. On note 9N sa frontiére qu’on suppose
réguliere et ) son adhérence composée de la réunion de 1’ouvert ) et de la frontiere 5.

Soit f une fonction donnée de 2 a valeurs réelles. On s’intéresse au probléme suivant :
chercher une fonction u de {2 a valeurs dans R de sorte que —Awu = f dans Q et u =0
sur 0f). Ce probleme s’appelle le probleme de Dirichlet homogene pour I’équation de Poisson.
Si v et w sont deux fonctions régulieres de I’ouvert 2 a valeurs dans R et n la normale

o) N ov — v
extérieure a OS2, on rappelle que 7= = Vov.n = Zj Ba; T

a) Montrer que — [, Av wdz = [,Vv.Vwdz — [,, %% w dy.

Soient u et v deux fonctions solutions du probleme —Awu = f dans Q et u = 0 sur 0S.
Quel systeme d’équations vérifie la différence p =u — v ?

b) En déduire que pour toute fonction w nulle sur le bord de €2, on a fQ V. Vwdx = 0.

c¢) En déduire que la fonction ¢ est identiquement nulle et que le probleme de Dirichlet
—Awu=f dans 2 et u =0 sur 02 a au plus une solution réguliere.

On se propose de déterminer explicitement la solution du probleme de Dirichlet —Awu = f
dans €2 et w = 0 sur 02 dans le cas d’une seule dimension spatiale. On pose 2 =|0, 1] pour
fixer les idées. On définit la fonction G(z, £) par les relations G(z, {) =&(1—z) si £ < x
et G(z, ) =1—=&xsi &>

d) Montrer que la fonction u définie pour 0 < x < 1 par u(z) = fol G(z, &) (&) dE estune
solution du probleme —L% = £, 4(0) = u(1) = 0.
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Frangois Dubois, 30 novembre 2021.



