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Méthodes Mathématiques pour le Traitement du Signal

Cours 7 Transformation de Fourier

e  Définition

On se donne une fonction intégrable f € L1(R): [*_|f(¢)| df < c. Notons que sauf exception,
on suppose la fonction f a valeurs complexes : f(¢) € C. Pour ® € R, le nombre complexe
flw) = [ exp(—iwt) f(t) dt est bien défini puisque f € L!(R). La fonction

~

R > o+ f(w) € C s’appelle la transformée de Fourier de la fonction f. On la note aussi
Zfetona (Zf)(0)=f(o).

e Exemples fondamentaux

On se donne a > 0. L’exponentielle causale ¢, est définie par ¢,(r) = H(t) exp(—at). C’est

une fonction intégrable sur R: ¢, € L'(R) etona @,(w) = - +1l. o

Pour a > 0, I’exponentielle causale symétrisée y, s’écrit : (1) = exp(—|a|t). C’est une

fonction paire qui est identique & @, si 7 > 0. On a Y,(0) = azi"wz. Nous retenons que
2

(F (exp(—alt])) (@) = 255

Pour T > 0, la porte Pr de largeur T satisfait aux contraintes suivantes : Pr(¢) =1 si |t| <T/2

et Pr(t) =0 lorsque r < —T/2 ou ¢t > —T /2. Son intégrale sur R est bien entendu finie
[PreLY(R)]etona Pr(w) = 2 sin(%L).

)

e Sinus cardinal

Pour 6 € R nombre réel différent de zéro, on pose sinc0 = Sige. On prolonge cette fonction

par continuité en 6 = 0: sinc0 = 0. Alors Pr(®) = T sinc(%F).

e Parité

On remarque que si f est paire, sa transformée de Fourier .7 f est paire également [exercice].
e Linéarité

Si les fonctions f et g sont intégrables, leur somme est aussi intégrable et on a
F(f+g)=Ff+.Fg. Si A estun nombre complexe arbitraire et f € L' (R), on a
FAf)=ALFf.

e Transformée de Fourier d’un retard et retard de la transformée de Fourier

On se donne a € R. Alors (Z(f(t—a)))(w) =exp(—iaw) (¥ f)(w). De fagon analogue, si
oy est un réel arbitraire, (F f)(w— ay) = (F (exp(impt) f(1))) (o).

e Changement d’échelle

On se donne a > 0. Alors (F(f(at)))(w) =1 (F£)(2).

e Une condition suffisante de limite nulle a I’infini

On se donne une fonction f dérivable de sorte que f et sa dérivée f’ appartiennent toutes deux
al'espace LI(R): [*_(|f(t)|+ |f'(¢)]) dt < eo. Alors la fonction f tend vers zéro a I'infini :
lim; 4o f () =0 et lim;, _of(¢) =0.
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e Transformée de Fourier de la dérivée

Si la fonction f et sa dérivée f’ sont intégrables sur R, alors (% (f))(w) =io (Z f)(o).

e Dérivée de la transformée de Fourier

On suppose que les fonctions f et R >+t f(t) € C appartiennent 4 I’espace L!(R), c’est
a dire que I'intégrale [ (1+¢|)|f(¢)| df converge. Alors la transformée de Fourier

Ro>w+— f(w) € C est une fonction dérivable et on a 3—5) =—i(F(tf(1))) (o).

e Transformée de Fourier d’un produit de convolution

On suppose que les fonctions f et g sont toutes deux intégrables sur R. Alors leur produit de
convolution f* g appartient également a I’espace L!(R) etona .7 (fxg) = (Zf)(Fg). La
transformée de Fourier transforme le produit de convolution en un produit ordinaire.



