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Préface

Toute science repose sur 1’observation du monde réel et nécessite
un consensus sur le résultat de ces observations. Ce consensus est
obtenu grace a des mesures quantitatives auxquelles chacun peut
agréer en les reproduisant soi-méme, d’ou I’'importance de la mesure
en physique.

Souvent désignée sous le nom de signal, la quantité mesurée dépend
généralement du temps et du lieu dans I’espace. Elle est alors repré-
sentée par une fonction du temps et de I’espace. Il arrive toutefois
que cette représentation pose des problemes. C’est le cas par exem-
ple des évenements extrémement localisés de sorte que leur étendue
dans le temps ou dans I’espace devient négligeable. Des quantités in-
tégrées telles que la masse totale ou 1’énergie totale dissipée peuvent
mathématiquement s’annuler alors que physiquement elles restent
finies.

C’est pour résoudre ce genre de difficultés que le physicien Paul
Dirac a introduit pour la premiere fois la notion de pic de Dirac. Un
pic de Dirac représente une quantité nulle partout sauf en un point
ou elle est infinie, tandis que son intégrale reste finie. La plupart des
physiciens se contentent de cette description approximative. On doit
au mathématicien francais Laurent Schwartz d’avoir étendu la notion
de fonction pour y inclure des concepts comme celui de pic de Dirac.
Il a donné a ces nouveaux objets le nom de distribution.

Ces notions m’avaient autrefois paru suffisamment importantes pour
que j’écrive un livre sur ce sujet. On doit remercier Francois Dubois
pour avoir repris ces notions et les avoir mises au goiit du jour sous
la forme de ce manuel. J’espere que de nombreux physiciens s’en



inspireront. On ne soulignera jamais assez leur importance. J’ai vu
personnellement des opticiens tester des pieces optiques a 1’aide de
franges d’interférences sans savoir qu’une simple transformation de
Fourier leur permettait de remonter a la surface d’onde.

Il faut aussi remercier Francois Dubois pour y avoir ajouté la rigueur
mathématique apportée par la théorie des distributions de Laurent
Schwartz. Trop de physiciens en sous-estiment I’importance. Elle
est essentielle pour la clarté de ces notions.

Francois Roddier
Carqueiranne, 06 mai 2019.

VIII



Avant propos

Ce petit livre est issu d’un enseignement de troisieme année de
Licence au Conservatoire National des Arts et Métiers a Paris,
transmis au cours de la période 2012-2019.

Le programme suivi touche a 1’analyse fonctionnelle et a 1’analyse
de Fourier dans une premiere parie. Les distributions sont introduites
dans la seconde partie de 1’ouvrage, uniquement dans le cas fonda-
mental des distributions sur la droite réelle. La notion de solution
élémentaire est mise en exergue avec le filtrage linéaire. Le traite-
ment du signal discret est abordé en fin d’ouvrage, en se situant dans
le cadre des distributions.

Chaque chapitre correspond a une séance de cours de deux heures au
total, suivie d’une séance d’exercices de deux heures également. Le
résumé de cours est suivi d’énoncés d’exercices qui lui correspon-
dent directement. Les dates entre crochets pour les énoncés d’exer-
cices renvoient a la période ou le sujet a ét€ posé pour un contrdle
des connaissances.

Merci tout d’abord aux auditeurs qui par leurs questions et leurs
remarques ont permis de grandement améliorer cet enseignement.

Merci aux auteurs des magnifiques ouvrages de référence*. Ces
notes de cours sont directement inspirées de ces traités. Un merci
tout particulier a Francois Roddier, auteur de 1’un de ces livres et
créateur de I’optique adaptative. Merci aussi a Madame Claudine
Schwartz qui a autorisé 1’utilisation d’une des photos de la couver-
ture.

Merci enfin au lecteur, qui fait vivre ce texte !
Paris, le 15 juin 2019.

* voir la bibliographie en fin de volume.
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-1- Remise en forme

e Fonction exponentielle

Elle est définie dans un premier temps comme une fonction de R
dans R et satisfait aux conditions exp(0) =1 et

exp(x+y) = exp(x) exp(y) pour tous les nombes réels x et y. De
plus, exp(x) > 0 pour tout nombre réel x.

La fonction exponentielle est étendue au corps C des nombres com-
plexes. En particulier, pour deux nombres complexes z et 7' arbi-
traires : exp(z+2') = exp(z) exp(z’).

e Trigonométrie

Les formules d’Euler relient 1’exponentielle complexe et les fonc-
tions circulaires sinus et cosinus : exp(i0) =cos(60)+isin(0). Alors
la relation exp (i(6 + ¢@)) = exp(i0) exp(i@) peut se lire sur les
fonctions trigonométriques :

cos(6 + @) =cos(0) cos(p) —sin(H) sin(¢)

sin(6 + @) = sin(0) cos(@) + cos(0) sin(@).

On a aussi la relation fondamentale cos® 6 + sin>6 = 1 pour tout
nombre 6.

e Dérivation des fonctions composées

Si y = f(x) définit une premiere application dérivable de la variable
réelle x et z = g(y) une seconde application dérivable, on peut com-
poser ces deux fonctions : z=g(f(x)) = (gof) (x). Alors la fonction
composée gof est dérivable et (gof) (x) = g'(f(x)) f'(x). On écrit

en pratique cette relation sous la forme % = g—; g—i.

e Dérivée de la fonction exponentielle

On admet que la fonction exponentielle est dérivable et qu’on a en
particulier exp’(0) = 1. On peut alors établir une relation fondamen-
tale %(exp(x)) = exp(x): la fonction exponentielle est sa propre

dérivée.



REMISE EN FORME

e Dérivée des fonctions circulaires

.- Loz - d —
Par composition des dérivées, on a aussi & (exp(ax)) = a exp(ax).
Si on applique ce résultat avec a = i, on en déduit les dérivées des
fonctions circulaires : cos’(x) = —sin(x) et sin’(x) = cos(x).

e  Dérivation de la fonction réciproque

On se donne une fonction y = f(x) définie sur un intervalle. On
suppose f bijective : pour tout y, il existe un unique x de sorte que
f(x) =y. Lapplication qui a y associe cet unique x est appelée
fonction réciproque de f; elle est notée x = (f~!)(y). On suppose
de plus la fonction f dérivable, avec f’(x) qui ne s’annule jamais.
Alors la fonction réciproque f~! est dérivable et on a

—1\/ o 1 1 P . .
(o= ] = - On Eerit aussi cette relation sous la
forme : g—; = é

La fonction réciproque de la fonction exponentielle s’ appelle le loga-
rithme. Nous le notons log. On a alors %(log(x)) = % si x est un

nombre réel strictement positif.

e Théoreme fondamental de I’ Analyse

On se donne une fonction f continue sur R. Alors la fonction qui, a
tout nombre réel x, associe I'intégrale [ f(z)dt est dérivable et on
a &(Jf5£)dr) = £(x).

On déduit de cette relation le calcul de ’intégrale | f f(x)dx al’aide
d’une primitive F de f. Avec F/ = f,ona

P f(x)dx = F(b) — F(a). En particulier, [” f'(x)dx = f(b) — f(a).
e Intégration par parties

On utilise la relation précédente avec f(x) = u(x)v(x). La regle de
Leiniz de dérivation d’un produit s’écrit

L (ux)v(x)) = $v(x) +ulx) £

On en déduit la formule d’intégration par parties :

S v(x) dx = — [u(x) § dx+u(b)v(b) —u(a) v(a).



REMISE EN FORME

e  Une propriété des intervalles.

On se donne un intervalle I non vide de R. Typiquement, I =]a, b|
avec a < b et éventuellement a = —oo ou b = +oo. On considere une
fonction f définie sur I et dérivable en tout point de I’intervalle 1.
On suppose de plus que f'(x) =0 pour tout x € 1. Alors la fonction
f estconstante : IC € R, Vx €1, f(x) =C.

On note que si f est définie sur un ensemble plus compliqué qu’'un
intervalle, comme par exemple la réunion de deux intervalles dis-
joints, alors I’annulation de la dérivée de f en tout point n’entraine
pas le fait que la fonction f est une constante ; elle est simplement
constante dans chaque intervalle qui compose I’ensemble ou elle est
définie.

e Intégrales impropres classiques

On se donne un nombre réel a. L’intégrale impropre [;° % peut étre
définie comme la limite de I’intégrale [, A tdé si A tend vers 1’infini si
et seulement si o > 1 On dit dans ce cas que l’intégrale impropre
converge et on a f] ta = ——.Si o0 <1, la limite de fl za vaut oo
si A tend vers ’infini et on d1t que I’ 1ntegrale impropre diverge.

De fagon analogue, I’intégrale impropre fo peut étre définie com-
me la limite de I’intégrale 81 fé
existe et est un nombre réel si et seulement si ¢ < 1 et dans ce cas,
Iintégrale converge et [}~ ¢ & = .Danslecas a > 1, f ' tend

si € tend vers zéro. Cette limite

vers +oo sile parametre € tend vers z€ro et I’intégrale fo dlverge

e Equation différentielle linéaire homogene

On se donne deux nombres réels a et ug. On cherche une fonction u
définie sur R et dérivable sur R telle qu’on a d’une part 1’équation
d’évolution % +au(t) =0 pour tout 7 € R et d’autre part la condi-
tion initiale #(0) = ug. Alors la fonction u existe, est unique et est
donnée par ’expression u(r) = exp(—at) up.



REMISE EN FORME

e Formule de Duhamel

Toutes choses égales par ailleurs, on se donne aussi une fonction f
continue de R dans R. On suppose maintenant que la fonction u
satisfait une équation d’évolution avec une source égale a la fonc-
tion f: % +au(t) = f(t), pour tout r € R. Alors la fonction u
existe, est unique et peut se calculer avec la formule de Duhamel :

u(t) = exp(—at)ug+ [y exp (—a(t—0)) £(6)de.

Exercices

e Exponentielle
A partir de la relation générale exp(x+y) = (expx) (expy), montrer
qu’on a exp(0) = 1 et exp(—x) = -

expx’

e Trigonométrie
Etablir les relations suivantes

a) sinp+sing = 2sin25% cos 254,
b) sinp —sing = 2cos 25 sin 259,
¢) cosp+cosqg= 2cos3Lcos Y,
_ PG G P=4
d) cosp—cosq =—2sin"5"sin 5+

e Logarithme

A partir de la dérivée d’une fonction réciproque, montrer que I’on a
d -1

g logx = .

e Fonction réciproque de la fonction cosinus
1

Montrer la relation %Arocosx = — .
1—x2

e Intégration par parties
On désigne par k un entier supérieur ouégalal. Etablir les relations
Jo 6 cos (2kw8)d6 = 0 et [y 6 sin (2kwB)dO = —1—.



REMISE EN FORME

e Changement de variables dans une intégrale

Montrer qu’on a les égalités suivantes

fog sin?t costdt = § Iy Vydy = o x?dx = I

o Intégrale généralisée

Montrer que 'intégrale [~ % est convergente et que le nombre
qu’elle représente est égal a 7.

e Formule de Taylor avec reste intégral

On se donne une fonction deux fois dérivable ¢: [0, 1] — R.

a) Montrer a I’aide d’une intégration par parties qu’on a la relation
9(1)—9(0) = ¢/(0)+ f3 (1—1) 9" (1) dr.

b) Montrer a I’aide d’une nouvelle intégration par parties a partir
de la relation de la question a) que I’on a

0(1)—9(0) = @'(0)+ 1¢"(0) + 1 f3 (1—1)2 9" (1) dr.

On se donne maintenant deux réels a < b et une fonction trois fois
dérivable f : [a,b] — R. On pose h=b—a et pour 0 <7 <1,
¢(t) = fla+tth).

c) Calculer ¢'(t), @"(¢) et ¢"'(t) en fonction de la fonction f et
de ses dérivées.

d) Que valent en particulier ¢(0), ¢(1), ¢’(0) et ¢”(0)?

e) Etablir une formule de Taylor pour f avec reste intégral :

£(b) = fla)+ f'(@)h+ 3 f"(a)l? + 5 R(a,b; f).

f)  Donner une expression exacte du terme R(a,b; f) présent dans
le “reste” de la relation établie a la question e) en fonction de la
dérivée troisieme de la fonction f.

e Equation différentielle

On désigne par a un nombre réel. Montrer que 1’équation d’évolution
% + au(t) = 0 jointe a la condition initiale #(0) = ug entraine que
I’on a nécessairement u(t) = exp(—at)ug pour tout réel z.



REMISE EN FORME

e Equations différentielles

a) Calculer la solution u(¢) de I’équation différentielle

S 1 u(t) =t qui satisfait a la condition initiale u(0) = 1.

b) Reprendre la question a) si on change le second membre de
I’équation différentielle : la fonction v(¢) est maintenant solution de
g—f +v(t) = exp(—t) associée a la méme condition initiale v(0) = 1.
e Equation différentielle ordinaire [novembre 2012]

Calculer (pour ¢t > 0) les valeurs y(¢) de la solution de I’équation
différentielle % + y(Tt) =t avec la condition initiale y(0) = 1.

e Equations différentielles [février 2013]

Dans tout I’exercice, on désigne par T une constante réelle stricte-
ment positive.

a) Montrer que si la fonction ¢ de R dans R est telle que

i—‘f + %(p(t) = 0 pour tout 7 € R, alors il existe une constante C telle
que @(r) =Cexp(—1%).

b) En déduire que si la fonction ¢ est solution de I’équation dif-
férentielle introduite a la question a), avec la condition initiale

¢(0) = 0, alors elle est nulle.

c) Proposer une expression pour la solution y(z) de I’équation
différentielle %‘;’ + %1//(1‘) =1 pour tout ¢ € R, avec la condition
initiale y(0) = 0.

d) On désigne par H la fonction de Heaviside : H(t) =1 si ¢t >0
et H(r) =0 si t <0. Quelle est la solution de 1’équation différen-
tielle % + % f(t) =H(t) pour tout r € R, avec la condition initiale
f(0) = 0? On pourra utiliser les questions précédentes ou bien la
formule de Duhamel.

e Equations différentielles [avril 2013]

Dans tout I’exercice, on désigne par a une constante réelle stricte-
ment positive.

a) Montrer que si la fonction ¢ de R dans R est telle que

6



REMISE EN FORME

—a@(t) = 0 pour tout 7 € R, alors il existe une constante C telle
que @(t) =Cexpl(at).
b)  En déduire si la fonction ¢ est solution de 1’équation introduite
en a) avec la condition initiale ¢(0) = 0, alors elle est nulle.
c) Proposer une expression pour la solution y(z) de I’équation
différentielle %—‘f —ay(t) =t pour tout ¢t € R, avec la condition
initiale y(0) = 0.
On désigne par H la fonction de Heaviside : H(t) =1 sit >0 et
H(t)=0sitr<0.
d) Quelle est la solution de I’équation différentielle
—af(t)=tH(t) pourtout r € R, avec la condition initiale
f(0) = 07? On pourra utiliser les questions précédentes ou bien la
formule de Duhamel.

e Equation différentielle [février 2014]

a) Calculer la fonction solution ¢ de R dans R solution de I’équa-
tion différentielle dtl + @1 (t) = 0, pour tout ¢ € R et de la condition
initiale ¢@;(0) = 1.

b) Calculer la fonction solution ¢, de R dans R solution de I’équa-
tion différentielle avec le second membre dz + @,(t) = sint pour
tout # € R et avec la méme condition initiale ¢,(0) = 1.

c) Ondésigne par H la fonction de Heaviside : H(r) =1 si t >0
et H(t)=0sit<0. Proposer une expression @3(¢) pour la solution
de I’équation différentielle dt + @3(t) = H(t) sint pourtout r € R
avec toujours la méme condition initiale : ¢3(0) = 1.

e Equation différentielle [février 2015]

a) Calculer les valeurs ul( ) de la fonction de R dans R solution

de I’équation différentiell (t) = 0 pour tout nombre réel ¢

et satisfaisant aux condmons 1n1t1ales u;(0) =0 et d”I H(0)=1.
b) Meéme question avec up solution de I’ equatlon différentielle

% + up(t) = 1 associée aux conditions initiales de la question a).

7



REMISE EN FORME

On pourra remarquer que I’équation proposée a cette question admet
une solution particuliere constante.

¢) Montrer que la fonction u3 définie par uz(t) = u;(z) sit est
strictement négatif et par u3(r) = up(r) si t est positif ou nul, est
solution d’une équation différentielle que I’on précisera.

d) La fonction uj3 est-elle continue ?

e) Est-elle dérivable au point t =07?

e Equation différentielle [avril 2015]

On se propose de déterminer la solution y(¢) de 1’équation différen-
tielle % + 2y(t) = > avec la condition initiale y(0) = 1.

a) Quelle est I’expression de la solution générale de 1’équation
précédente sans second membre ?

b)  Chercher une solution particuliere de 1’équation différentielle
% 4+ 2y(t) = t* sous la forme d’une fonction polynomiale de degré
inférieur ou égal a deux.

c) Proposer une solution analytique de 1’équation différentielle
% + 2y(t) = t* avec la condition initiale y(0) = 1.

d) Vérifier que la relation proposée a la question précédente est
effectivement solution du probléme posé a la question c).

e Equation différentielle [février 2016]

a) Calculer la solution u(t) de 1’équation différentielle homogene
& 4 u(t) = 0 avec la condition initiale u(0) = 1.

b) Méme question pour 1’équation différentielle % +u(r) =1
avec la condition initiale u;(0) = 1.

¢) On se donne la fonction de Heaviside H. Reprendre la méme
question pour I’équation différentielle % +uy(t) = H(t), avec la
condition initiale uy(0) = 1.

d) Méme question pour I’équation % +u3(t) = 1—H(t), touten
conservant avec la condition initiale u3(0) = 1.
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e Polyndme trigonométrique

Dans tout ce chapitre, on se fixe la période 7 > 0 du phénomene a
étudier. On se donne aussi un entier N > 1, une famille de 2N + 1
réels (ou de complexes) oy pour 0 <k <N et B pour 1 <k <N.
Un polynome trigonométrique est une fonction g périodique et de
période T de la forme

g(t) =ap+ Yy (o cos (ZI‘Tﬂ t) + By sin (%T”t))

e Calcul des coefficients

Ona o=+ JLg(t)dr etsi k>1, o = %fOTg(t) cos(kt)dr et
Be=2 I (1) sin(ke)dr.

Ce calcul, assez long, demande 1’évaluation des intégrales

If = I cos (2£2¢) cos (222 4) dt, I = I sin (2£2¢) cos (202 ¢) dt
et I} = Jy sin (252 ¢) sin (26” t)dr.Ona Iff = =I5 =0 si k # L.
De plus, on a [} —I,Zk: setLy=0sik>1

Notons que, dans les expressions précédentes, on peut remplacer
toutes les intégrales entre O et 7 par des intégrales entre —% et %
puisque la fonction g est périodique de période 7.

e Parité

Un polyndme trigonométrique pair n’a que des termes en cosinus et
un polyndme trigonométrique impair n’a que des termes en sinus.
Le polyndme trigonométrique g(¢) est une fonction paire [respec-
tivement impaire] de la variable ¢ si et seulement si f; = 0 [respec-
tivement og = 0] pour tout k.
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e Ecriture complexe d’un polynéme trigonométrique

On introduit une notation spécifique pour I’exponentielle complexe :
er(t) = exp (% t). Un polyndme trigonométrique g peut aussi
s’écrire g(t) =Yy arex(t).

On a les relations suivantes entre les coefficients : ag = 0g et si
k>1, ap = %(ock —if), ay = %(Oﬂk—l—iﬁk). Les coefficients ay
pour k entier tel que —N < k < N s’obtiennent via la relation

ap =+ [ g(r) exp(—ike)dr.

e Coefficients de Fourier d’une fonction périodique

Soit f une fonction définie sur R et a valeurs dans R ou C, pério-
dique de période T : f(t+T) = f(t) pour tout nombre réel 7. Les
coefficients ay(f) et Br(f), introduits par le mathématicien Joseph
Fourier (1768-1830), sont définis par

o(f) =+ Jg f(6)dt etsi k> 1, oag(f) = 2 [y f(¢)cos(%Zr))dr
et Bi(f) =2 f) f(z)sin (22¢)) dr.

e  Série de Fourier d’une fonction périodique

Avec les hypotheses précédentes, on se donne un entier N > 1. On
définit la somme partielle de la série de Fourier de f grace au polyno-
me trigonométrique

an(t) = ao(f) + XN (ar(f) cos (262 1) + Be(f) sin (2%21)).

e Fonctions périodiques de carré intégrable sur leur période

On se donne un nombre réel T strictement positif. Une fonction f
périodique et de période T est dite de carré intégrable si et seulement
si 'intégrale [ |f(r)|?dr est finie. On note alors f € L2(0, T).

e Espace des fonctions de carré intégrable

L’espace LZ(O, T) des fonctions de carré intégrable est un espace
vectoriel. La somme de deux fonctions de carré intégrable est de
carré intégrable et le produit d’une fonction de carré intégrable par
un scalaire est encore de carré intégrable : si f et g appartiennent a
L2(0,T) et A € C, alors (f+g) €L?(0,T) et A f € L*(0, T).

10
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e  Produit scalaire

Si f et g appartiennent a L2(0, T'), le nombre complexe [ f(z)g(r)dt
est toujours bien défini et on pose (f, g) = fOT f(t)g(r)dr.

On remarque que la base des exponentielles complexes définit une
famille orthogonale : (ex, es) =0 si k # £. De plus, (ex,ex) =T.

e  Quelques propriétés du produit scalaire

Pour f, g, h appartenant 2 L2(0, 7) et A € C,on a

(f+e.h)=(f R+ n), (f,e+h)=(f,8)+(,h),

(Af,8)=2(f.8), (f,A8) =A(f.g). (8. f)=(f,g)- De plus,
(f,f)>0etsi (f, f)=0, alors la fonction f est (essentiellement)

nulle.

e Norme

Pour f €L2(0,T), onpose || £ ||=+/(f, f) =1/ fy I£(¢)>dz. Lap-
plication de L?(0, T') a valeurs dans R définie par

L2(0,T) > f | f || € R est une norme sur I’espace L?(0, T). La
norme est positive : || f|> 0. Si || f||=0, alors f=0. Si 4
est un nombre complexe etsi f € L?(0, T), alors | A f||=|A] || £ |-
Enfin, pour f et g dans I’espace L?(0, T), on a 1’inégalité triangulaire
If+e <Al + 1l

o Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour f et g dans I’espace L?(0,T),ona |(f,g)| <|| f ||l g|. De
plus, si on est dans le cas d’égalité, c’est a dire si

I(f, &)=l £l gl alors les deux fonctions f et g sont proportion-
nelles : il existe A € C de sorte que pour tout # € [0, T, on a
f(t)=2g().

e Théoreme de Pythagore

Si (f,8)=0,alors || f+g [I>=[| f[I”+ [ g [I*

11
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e Sous-espace des polyndmes trigonométriques

Soit N un entier naturel supérieur ou égal a 0. On note Ey le sous-
espace de L?(0,T) des polyndmes trigonométriques de degré in-
férieur ou égal a N. Une fonction gy(¢) qui appartient a Ey s’écrit
de fagon unique sous la forme

gn(t) = X5=N yap e(t) = L=y ax exp(252L), o les coefficients
ap (—N < k < N) forment une famille de (2N + 1) nombres com-
plexes indépendants.

e Projecteur sur les polyndmes trigonométriques

Si fel? (0, T), il existe un unique polynéme trigonométrique
Sn(f) € En de sorte que pour tout g € Ey, (f—Sny(f),g)=0.0na
Sn(f) = Y&=N yar(f) ex ot les nombres ai(f) sont les coefficients
de Fourier de la fonction f :

aw(f) =7 Jo f(t)exp(— 22 ) dr = L(f, ep).

On remarque que les coefficients de Fourier a;(f) ne dépendent pas
de I'indice N de I’espace Ey.

e Inégalité de Bessel-Parseval

Pour f € L?(0,T) et Sy(f) € Ey défini au point précédent, on a
SN IS S |l cestadire Yyyy lael* < F Jo |17 de.

La série de terme général |ay|> (indexée par k € Z) converge et on a
en passant a la limite dans 1’inégalité précédente :

Yiez laxl* < 4 Jo 1P dr.

e Théoreme de Parseval

Soit 7 >0 et f € L?(0, T). La suite de fonctions Sy(f) converge
vers f dans ’espace L2(0, T): || Sn(f) — f || tend vers O si I’entier
N tend vers I'infini. On peut alors écrire : f = ¥, _ax(f)ex
qui signifie que la norme de la différence (f — Y, _ ax(f)ex) est
nulle. En pratique, on peut écrire, pour toute fonction g € L?(0, T),
I’égalité des produits scalaires : (f, g) = (L, . ax(f)ex, g)-

12
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En particulier, les deux fonctions f et Y, _ax(f)ex ont méme
norme et on a I’égalité de Bessel-Parseval : ¥z |ag)? =1 JLIf P de.
Dans le cas ol on utilise la base réelle de L?(0, T) des fonctions
sinus et cosinus et les coefficients oy (f) et Bi(f) introduits plus
hauts, 1’égalité de Bessel-Parseval prend la forme

lao(F)1>+ 3 Xy (Ja (NP +1B)P) = % Jo |£17dr.

Exercices

e Coefficients de Fourier

Soit g un polynome trigonométrique de la forme

g(t) = o + Zﬁzl [ock cos (Zkﬂ%) + By sin (an%)} Montrer que
le coefficient de Fourier B; est donné par la relation

Be=2 [} g(t) sin (2knt)dr.

e Dent de scie pour une série classique

On se donne 7' > 0. La “dent de scie” est une fonction f périodique
de période T, discontinue pour les valeurs de la forme k7T avec k
entier, affine sur I'intervalle ]0, T[ ot 'on a f(t) = &.

a) Dessiner le graphe de la fonction f.

b) Montrer que le développement en série de Fourier de f s’exprime
sous la forme f(t) = 3 — £ ¥~ 1 sin (2knL).

e Transformée de Fourier de la corde pincée

Soit B un réel non nul.

a) Montrer qu’on a la relation suivante
Jy @ exp(iB 6)do = [% (cosp —1) + %sinﬁ]

+i [% sinff — %COSB].
On se donne « de sorte que 0 < o < 1. On définit la “corde pincée”
comme la fonction ¢ périodique de période 1, continue sur R, affine
sur les intervalles [0, ] et [o, 1] de sorte que ¢(0) =c¢(1) =0 et
c(o) =1.

13
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b)  Vérifier que ¢(0) =min (£, =2).
c¢) En déduire de la relation proposée en a) que le développement
en série de Fourier de la corde pincée est donné par la relation
c(6) =1+ m Yio1 7= [(cos(2kma) — 1) cos(2km)

+ sin(2kzwar) sin(2k76)].
e Théoreme de Parseval
On approche un signal f périodique de période T et d’énergie finie,
c’est 2 dire une fonction f € L? (0, T) de carré intégrable, par une
série de Fourier a I’aide d’une relation de la forme
f(t) = ap+ X [og cos (2kmk) + By sin (2k7wk)].
Montrer qu’on a I’égalité suivante, dite de Parseval :
of + 5 Yzt (@ +B2) =7 Jo |f17dr.
e Encore la dent de scie
On se donne un réel positif 7. Soit u la fonction périodique de pério-
de T définie sur I'intervalle ]0, 7'[ par la relation u(r) = .
a) Montrer qu’on peut développer u en série de Fourier faisant
intervenir essentiellement la fonction sinus.
b)  Que peut-on dire de la convergence ponctuelle de la série de
Fourier ainsi obtenue ?
c) En utilisant I’égalité de Parseval, établir la somme classique
Yis1 = %2-
e Convergence d’une série de Fourier
On se donne une suite (o )ren telle que la série associée Y en | 0% |
converge.
a) Montrer a I’aide du critere de Cauchy que la suite de fonctions
Sn(t) = Yren 0 cos (%) converge uniformément vers une fonc-
tion qu’on notera f.
b) En déduire que dans ce cas, la somme f de la série de Fourier

est une fonction continue du temps.

14
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e  Série de Fourier [novembre 2012]

a) Soit £ un nombre entier. Montrer que I’on a

Jo© (sint) (cos(2¢+1)t) dr =0.

On se donne la fonction périodique f de période 7 égale a sint sur
I'intervalle [0, 7.

b) Démontrer que f(¢) =|sint| pour tout réel ¢.

¢) En déduire que f est paire.

d) Déduire des questions précédentes que le développement en
série de Fourier de f estdelaforme f(f) = ap+ Y [=1 o cos(2kt).
e) Calculer les coefficients de Fourier oy introduits a la question
précédente.

e  Séries de Fourier [février 2014]

On se donne T réel strictement positif, € tel que 0 < € < T eta
et b deux nombres réels quelconques. On définit une fonction f
périodique de période T de la fagon suivante: f(f) =a si 0 <t <E¢,
ft)y=bsie<t<T.

a) Dessiner le graphe de la fonction f dans le cas particulier ou
T=2¢e=3a=1letb=—1.

b) Sia = b, que peut-on dire de la fonction f ?

¢) Quel est le développement de la fonction f en série de Fourier
sita=b?

d) Dans le cas général ou a # b, calculer le développement en série
de Fourier de la fonction f ; on explicitera les coefficients a; et by
de sorte que f(r) = Y5, ax cos (ka) + Y5 by sin (ka)

e) Que valent les coefficients a; et by sia=5b"?

f)  Pouvait-on prévoir le résultat ?

e  Série de Fourier [novembre 2014]

On considere la fonction f de R dans R définie par f(r) =|cost| .
a) Montrer que f est périodique et que f(f+ ) = f(¢) pour tout
nombre réel ¢.

15
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b)  Calculer intégrale 1 = |17, f(¢)dt.
¢) On se donne un entier naturel k supérieur ou égal a 1. Calculer
I'intégrale J; = ffﬁzf(t) cos (2kt) dr.

d) Pourquoi les intégrales L; = ffj/iz f(t) sin (2kz) dt sont-elles
nulles pour tout entier k ?

e) Déduire des questions précédentes le développement en série
de Fourier de la fonction f.

f)  Appliquer le théroreme de Parseval pour calculer exactement la

_ ™ 1
somme S = ZkZI m

e  Série de Fourier [avril 2015]

On considere la fonction f de R dans R périodique et de période 2

définie par f(t) =|t| si —w <t < .

a) Dessiner le graphe de la fonction f.

b) La fonction f est-elle paire ?

c) Est-elle impaire ?

d) Est-elle continue comme fonction de R dans R ?

e) Calculer les intégrales 7 = ["_f(t)dt et K= ["_f(t)*dt.

f)  Si k désigne un entier différent de zéro, montrer que toutes les

intégrales Jy= [ f(t) cos (2kt) dr sont nulles.

g) On se donne un entier naturel k supérieur ou égal a 0. Calculer

Pintégrale Ly = [ f(t) cos ((2k+1)t) dt.

h)  Déduire des questions précédentes le développement en série

de Fourier de f.

1)  Appliquer le théroreme de Parseval pour calculer exactement la
1

somme de la série S = ) ;7 CESIE

e Calcul d’une intégrale et série de Fourier [novembre 2015]
a) Quelle est la valeur de I'intégrale [y 46 (1 —6)d6 ?

On se donne un entier k£ non nul.

16



SERIES DE FOURIER

b) Calculer la dérivée par rapport a la variable 6 de la fonction
gu(0) = [£ 0%+ (& — ﬁ) 0+ (ﬁ + #)} exp(—2ikm0).

c) Endéduire quel’ona fol 40 (1—6)exp(—2ikmn0)do = —ﬁ
si I’entier k est différent de zéro.

On se donne un nombre 7 stritement positif et on note f la fonction
périodique de période T telle que f(¢) = 4 [(TT?) sio<r<T.

d) Dessiner le graphe de la fonction f.

e) Lafonction f est-elle continue sur R ?

f)  Pour k entier positif, négatif ou nul, calculer le coefficient de
Fourier a; = %fOTf(t) exp(—2iknt/T)dr de lafonction f.

g) A laide du calcul précédent et de I’égalité de Bessel-Parseval,
montrer que 'ona Y7, kl4 = g—g.

e  Série de Fourier [novembre 2016]

On considere la fonction périodique f de période 27, paire, qui
satisfait a la relation f(x) = x si x € [0, 7].

a) Dessiner le graphe de la fonction y = f(x).

b) Déterminer la série de Fourier trigonométrique S(f) de la fonc-
tion f et montrer que S(f)(x) =% —2 ¥y m cos ((20+1)x).
c) Déduire de ce qui précede la somme S=3 ", B 6-11—1)2'

d) En déduire un calcul de la somme £ =37, n%

e) A l’aide de la relation de Bessel-Parseval, montrer que 1’on a

Yo 1 _
(=0 (20+1)* — 9%
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-3- Espaces de fonctions

e Signaux analogiques et signaux numériques

Un signal analogique modélise le temps par un continuum. Si on se
donne un intervalle /7 de R, un signal analogique est une fonction f
définie sur I et a valeurs réelles ou complexes.

Un signal numérique considere le temps comme discret, multiple en-
tier d’un pas de temps de référence Ar > 0. Un signal numérique peut
se réduire a une suite (u,) ey telle que u, € R ou u, € C.

e Signaux bornés
Un signal borné a des valeurs qui ne peuvent pas sortir d’un intervalle
donné. Il existe M > 0O tel que, pour un signal analogique,
|f(t)] <M pour tout ¢ € I et pour un signal numérique,

up| <M
pour tout n € N.

Les signaux t — sin(w¢?) et t — cos(wt) sont bornés sur R.
Les signaux ¢t — exp(t) et t — log(z) sont non bornés sur R et
]0, 4-oo[ respectivement.

e Espaces L=(I) et £°(N) des signaux bornés

On regroupe tous les signaux bornés sur un intervalle / dans I’espace
L*(I) défini par

L=(I)={f:1—R(ouC),aM >0,Vr €1, |f(t)| <M} et]’ensem-
ble des signaux numériques bornés dans 1’espace

¢ (N) = {suites u,,, IM > 0,Vn € N, |u,| < M}.

e Lesensembles L*(7) et /°(N) sont des espaces vectoriels

La somme f+ g de deux fonctions de L*(/) appartient encore a
L>(I). Le produit A f du nombre A par la fonction f € L*(I) ap-
partient encore a L*(/). De méme, la somme u+ v de deux suites
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de ¢=(N) appartient a £*(N) et le produit A du nombre A par la
suite u € £*(N) appartient a £*°(N).

e Signaux intégrables

On peut faire “la somme” des valeurs prises par un signal intégrable.
Dans le cas analogique, 1’intégrale [;|f(¢)|dr est “convergente”, ou
finie ; c’est un nombre réel. On écrit [, |f(¢)|dr < oo pour exprimer
cette propriété. Notons aussi que si f(¢) est un nombre complexe,
|f(2)| estle module du nombre f(¢).

Pour un signal numérique intégrable, la série de terme général u,
est absolument convergente : la somme Y ,c |u,| est finie, ce qu’on
exprime via I’inégalité stricte Y,y |un| < oo : le symbole ¥, cx |un]
n’est pas égal a I’infini, donc c’est un nombre positif fini et la série
de terme général |u,| converge.

Par exemple, la fonction t — %2 est intégrable sur I’intervalle

|1, 4-oo[ alors que la fonction 7 — 1 ne I’est pas. Attention, si on
change I’intervalle pour ]0, 1], les propriétés s’inversent. En effet, la
fonction t — [iz n’est pas intégrable sur I’intervalle |0, 1] alors que
la fonction t — 1 ’est.

e Espaces L!(I) et £!(N) des signaux intégrables

On suit la méme méthodologie que pour les signaux bornés. On pose
LY(I)={f:1—R(ouC), [;|f(t)|dt < oo} et

¢Y(N) = {suites u , ¥ pen [un] < oo}. Ce sont aussi des espaces vec-
toriels : La somme f + g de deux fonctions intégrables est encore
intégrable et la somme u +v de deux séries absolument convergentes
est encore absolument convergente. Nous laissons au lecteur le soin
de préciser ce qui se passe quand on multiplie un signal intégrable
par une constante.

e Une inclusion entre espaces fonctionnels : L=(0, T) C L!(0, T)
On se donne unréel 7 > 0. Alors toute fonction bornée sur I’intervalle
10, T'[ est intégrable sur cet intervalle.

20



ESPACES DE FONCTIONS

Attention, ’hypothese 7" < o est essentielle. Ainsi, les espaces
L=(0, +o0) et L!(0, +o) n’ont aucune relation d’inclusion entre
eux. Il existe des fonctions bornées qui ne sont pas intégrables a
I’infini. De plus, on ne peut méme pas affirmer que si une fonction
est intégrable sur |0, 4-oo, alors elle tend vers zéro a I’infini ou est
bornée [exercice !].

e Une autre inclusion entre espaces fonctionnels : ¢!(N) C ¢*(N)
En effet, toute série absolument convergente tend vers zéro a I’infini,
donc elle est bornée.

e Signaux et espaces d’énergie finie

Un signal est d’énergie finie si son carré (ou le carré de son module
dans le cas d’un signal a valeurs complexes) est lui-méme intégrable.
L’ensemble de tous les signaux analogiques d’énergie finie sur I’inter-
valle I est noté L?(I) et ’ensemble de tous les signaux numériques
d’énergie finie /2(N). Ona

L2(I)={f:1—R(ouC), [;|f(t)>dr <} et

(2(N) = {suites u, , ¥ pen [ua|*> < o}. On dit pour cette raison qu’un
signal d’énergie finie est de carré intégrable. Les ensembles de fonc-
tions L2(I) et £2(N) sont des espaces vectoriels pour I’addition des
fonctions et leur multiplication par une constante.

e Deux doubles inclusions entre espaces fonctionnels

On a d’une part, si T est un parametre fixé strictement positif,
L=(0,T) c L?(0,T) c LY(0,T) et d’autre part

(Y(N) c 2(N) C £=(N).

e Signaux analogiques continus

On se donne un point 7y de I’intervalle non vide et non réduit a un
point 1. Un signal analogique f:I — R(ouC) est continu en £
si et seulement si, une barre d’erreur € étant donnée de fagon arbi-
traire, on peut toujours trouver un voisinage de #y sous la forme d’un
intervalle centré |ro — 1,4+ N[ (avec 1 > 0) de sorte que I’erreur
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commise sur f(¢) sionl’approche par f(f) estinférieure a € lorsque
I’argument ¢ est suffisamment proche de #y. Avec des quntificateurs
logiques :

Ve>0,dn>0,Veel, [t—1) <n = |f(t)— f(to)| < €.
Lorsque la fonction f est continue en tout point de I’intervalle 1, on
dit que’elle est continue sur I et on note f € €(I).

Toutes les fonctions “usuelles” comme 1’exponentielle ou les fonc-
tions circulaires sont continues en tout point ou elles sont définies.

e Les fonctions continues sur un intervalle fermé borné [0, T
sont bornées

Avec les notations introduites plus haut, on peut écrire

% (]0,T]) C L=(0, T). Il estimportant de remarquer que 1’hypothése

de considérer un intervalle fermé est essentielle pour conclure. Ainsi,

la fonction ]0, 1] > 7 — 1 est continue sur I'intervalle ]0, 1] mais

elle n’y est pas bornée.

e Fonction de Heaviside

Pour modéliser le comportement du courant électrique dans un inter-
rupteur au début du 20e siecle, I’ingénieur Oliver Heaviside (1850—
1925) a introduit une fonction discontinue H telle que H(t) =0 si
t<0etH(t)=1sit>0. Ent=0, on peut compléter cette déf-
inition de fagon arbitraire. Ce qui importe est que la fonction de
Heaviside est (toujours) discontinue en ¢ = 0.

e Espace vectoriel normé

Tous les espaces de fonctions vus plus haut entrent dans la catégorie
tres générale des espaces vectoriels normés. Par définition, un tel
espace est la donnée (E, || ||) d’un espace vectoriel £ muni d’une
norme | ||. Pour tout f € E, le nombre ||f]|| est bien défini. De plus,
on a les quatre propriétés suivantes.

Positivité : ||f|| > 0 pour tout f € E.

Inégalité triangulaire : ||f +g| < | f] + llg]l-

22



ESPACES DE FONCTIONS

Homogénéité : ||A f|| = |A| [l f]-

Hypothése de séparation : | f|| =0 implique f = 0.

L’ensemble des nombres réels R (respectivement complexes C) est
normé avec comme norme associée la valeur absolue (respective-
ment le module).

Une norme peut étre interprétée comme une longueur. Elle permet
aussi de définir une distance par d(f, g) = |f —g|-

e Normes des espaces usuels de fonctions

Les normes dans les espaces L! (1), ¢! (N), L2(I) et £*(N) se définis-
sent naturellement : || f|, = [;[f(@)|dz, ||ul|, = X |un
£l = VI FOPE et ul, = /T .

Les normes dans % ([0, T]) et ¢~(N) utilisent la borne supérieure :
111 = suPocqr |F(0)] et . = supyp o

La norme dans ’espace L=(I) est peu plus délicate a définir. On
peut considérer dans une premiere approche que la relation

| f]l.. = supg<,<7 | f(2)| est essentiellement valable dans L=(7).
Munis de ces définitions, les sept espaces de fonctions (L=(1), | |..)s
(M), [ 1LY, (), L) @), D). (2, L)

(P(N), || II,) et €([0,T]), |l ||l.) sont des espaces vectoriels nor-
més.

)

e Convergence d’une suite de fonctions dans un espace vectoriel
normé

Une suite (¢,),en (de fonctions) d’un espace vectoriel normé

(E, | ||) converge vers un point (une fonction, un vecteur) ¢ € E si

et seulement si la suite de nombres positifs ||@, — @| tend vers zéro

si ’entier n tend vers I'infini.

Exemple. On se donne T > 0. La suite de fonctions @, () =Y;_, %

converge vers @(t) = exp(t) dans I’espace € ([0, T]) si n tend vers

I’infini.
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e Suite de Cauchy (de fonctions) dans un espace vectoriel normé
Une suite de Cauchy est une suite (¢,),cn dont tous les termes sont
arbitrairement proches les uns des autres, a condition d’aller assez
loin dans la numérotation de la suite :

Ve>0,INeN,Vp,g>N, |9, — ¢, <e.

e Toute suite convergente est de Cauchy
La preuve est un exercice qui utilise simplement la définition de la
convergence d’une suite de fonctions.

e Espace complet

Un espace normé est complet par définition si pour toute suite de
Cauchy (@,)neny C E, il existe @ € E telle que la suite (@,)nen
converge vers le vecteur ¢ si n tend vers I’infini.

De facon plus intuitive, un tel espace “n’a pas de trou”. C’est le
cas pour I’ensemble R des nombres réels et de I’ensemble C des
nombres complexes. Mais ce n’est pas vrai pour I’ensemble Q des
nombres rationnels.

Dans un espace complet, les suites de Cauchy convergent vers un
point de ’espace ; on peut prouver qu’une suite (de fonctions pour
fixer les idées) a une limite sans avoir a 1’expliciter.

Nous allons voir que la notion naive de convergence “point par point”
ou ponctuelle n’est pas toujours suffisante pour avoir une véritable
convergence au sens des espaces de fonctions.

e Convergence ponctuelle
Pour fixer les idées, on se donne un intervalle / de R et une suite
¢, de fonctions de I dans R. On dit que la suite de fonctions @,
converge ponctuellement (ou converge simplement) vers la fonction
¢ de I dans R si et seulement si pour tout nombre ¢ € I, la suite
numérique @,(f) converge vers le nombre @(z).

Avec des quantificateurs logiques :
Ve>0,Vtel, AN N, Vn > N,

Pu(t) —@(1)] <.
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Un exemple trés intéressant est le cas ou 1 = [0, 1] et ¢,(z) =1". La
limite simple de cette suite de fonctions s’explicite sans difficulté et
on trouve la fonction ¢(¢) =0 pour 0 <7 < 1 et ¢(1) = 1. Nous
constatons avec cet exemple que la limite ponctuelle d’une suite de
fonctions continues peut étre une fonction discontinue !

e Convergence uniforme

On se donne un intervalle / de R. On dit que la suite de fonctions
¢, converge uniformément vers la fonction ¢ de I dans R si et
seulement si lorsqu’on se donne une marge d’erreur € > 0, tous les
écarts |@,(t) — @(t)| pour ¢ € I sont inférieurs a € dés que 1’on est
assez loin dans la numérotation de la suite :
Ve>0,INeEN,Vn>N,Vtel, |o,(t)— (1) < €.

Par rapport a la convergence simple, on a juste déplacé la suite de
symboles “V¢ € I’ dans la définition sous forme de phrase logique.
Ainsi, dans le cas de la convergence ponctuelle, I’entier N de la
séquence “JN € N dépend de I’argument ¢ dans I’intervalle /, alors
qu’il n’en dépend pas dans le cas de la convergence uniforme.

La convergence uniforme est essentiellement une autre fagon de nom-
mer la convergence dans ’espace L*(/) ou dans I’espace des fonc-
tions continues.

e La limite uniforme d’une suite de fonctions continues

est continue
On se donne un intervalle / de R non vide et non réduit a un point
et une suite de fonctions ¢, continues de / dans R. On suppose
que la suite ¢, converge uniformément vers une fonction ¢ sur
I’intervalle /. Alors la fonction ¢ est continue de / dans R.

e Théoreme essentiel : les espaces de fonctions présentés ci-dessus
sont complets
On se donne un nombre réel 7 > 0. Les sept espaces de fonctions

@@, L) (e N) )y @D, ). @), L),
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L2, [ 1) (AN), [ 1I,) et €'([0, T]), || |..) sont des espaces vec-
toriels normés complets.

Ces espaces ont une structure saine du point de vue du passage a la
limite, méme si c’est parfois au prix d’une définition qui peut ne pas
étre élémentaire.

Exercices

e Signaux non bornés

a) Démontrer que le signal ¢ — % est un signal non borné sur
Iintervalle 1=]0, 1].

b) Meéme question pour le signal # — log?.

e Signaux bornés et d’énergie finie

Soit 7' > 0 un réel stritement positif.

a) Montrer qu’un signal analogique borné sur [0, T] est néces-
sairement d’énergie finie.

b) Montrer que la question précédente peut se reformuler de la
facon suivante : si f € L=(0,T), alors f € L?>(0,T). En d’autres
termes, L=(0,T) C L?(0, 7).

¢) Montrer qu’un signal numérique d’énergie finie u € ¢>(N) est
nécessairement borné : ¢%(N) c ¢~(N).

e Fonction “porte”

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. La fonction “porte”
P,y(t) est définie par P,,(t) = 1 pour a <t < b et Py(t) =0 sinon.
On note H la fonction de Heaviside (ou “créneau”) : H(t) =1 pour
t>0et H(t) =0 pour  <0.

Montrer qu’on a la relation P,,(t) = H(t —a) — H(t —b) pour tout
nombre réel ¢ appartenant a R.
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e Un exemple classique

Dans cet exercice, on suppose que ¢ est un réel strictement positif
fixé. Pour ¢ non nul, on pose f(t) = ria Pour quelles valeurs de o
a-t-on la relation

a) fell(0,1)?
b) feL*0,1)?
c) felL»(0,1)?
d) feLl(1,4w)?

(1
e) [fEL(1,+o)?
f) feLl>(1,+e)?
e Bosse glissante
Pour k entier naturel et 7 € R, on pose fi(t) = m
a) Montrer que f;(z) converge simplement vers la fonction nulle.
b) Montrer aussi que la suite (f;)reny n’a pas de limite dans I’espace
L*(R), c’est a dire que la convergence n’est pas uniforme.
c) Sion se donne en revanche un réel 7 > 0, montrer que la suite

(fi)ken tend vers zéro dans ’espace L=(0, T).

e Espaces de fonctions [avril 2015]
On rappelle que ’espace L!(R) est ’espace des fonctions f inté-

grables sur R; I'intégrale [~ | f(¢) | dt est finie et ¢c’est un nombre

sint
\t|3/2 .

a) Lafonction f; appartient-elle 4 ’espace L' (R) ?
b) Justifier avec soin votre réponse.
c) Meémes questions avec f, définie par la relation f,(t) =

réel positif. On pose fi(f) =

d) Meémes questions avec f3 définie par la relation f3(f) = >—.

e) Meémes questions avec fy définie par la relation f4(t) = o

e Espaces fonctionnels [novembre 2015]
On désigne par I D'intervalle |1, 4-oo| et par f la fontion f(z) =+
Cette fonction appartient-elle
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a) alespace L'(I)?

b) al’espace L*(I)?

c) al’espace L=(I)?

d) Reprendre les trois questions précédentes avec la méme fonc-
tion f et I =0, 1].

e Espaces de fonctions [février 2016]

On rappelle que I’espace L' (R) est I’espace des fonctions f inté-
grables sur R, I’espace L?(R) celui des fonctions f de carré inté-
grable sur R et que les fonctions de 1’espace L*(R) sont bornées.
On pose fi(t) = 11+t2

a) Lafonction f; appartient-elle 4 I’espace L!(R)?

b) Lafonction f; appartient-elle a I’espace L?(R)?

c) Lafonction f] appartient-elle a I’espace L*(R)?

d) Justifier avec soin votre réponse.

e) MeéEmes questions avec f, définie par la relation

fa(t) = m

f)  Mémes questions avec f3 définie par la relation f3(¢) = %
On pose f4(t) = #

g)  Cette fonction appartient-elle  I’espace L2(R)?

h) La fonction f4 appartient-elle a ’espace L*(R) ?

e Espaces de fonctions [février 2017]

On rappelle que I’espace L!(R) est I’espace des fonctions intégrables
sur R, ’espace L?(R) celui des fonctions de carré intégrable sur R
et que les fonctions de ’espace L(R) sont bornées. On se donne
un nombre réel o et on pose fu(t) = (H#[z)a.

a) Quel est I’ensemble de définition de la fonction fy ?

b)  Préciser pour quelles valeurs du parametre o la fonction fy

appartient a I’espace L*(R).
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c) Préciser pour quelles valeurs du parametre « la fonction fy
appartient 4 ’espace L!(RR).

d) Préciser pour quelles valeurs du parametre « la fonction fy
appartient  I’espace L?(R).

e Espaces de fonctions [avril 2017]

On rappelle que I’espace L!(R) est I’espace des fonctions intégrables
sur R, ’espace L?(R) celui des fonctions de carré intégrable sur R
et que les fonctions de ’espace L”(R) sont bornées. On se donne
un nombre réel a et on pose fo(t) = 4 sit>1 et fu(t) =0 si
<1

a) Quel est I’ensemble de définition de la fonction fy ?

b) Préciser pour quelles valeurs du parametre o la fonction fy
appartient a I’espace L™(R).

c) Préciser pour quelles valeurs du parametre « la fonction fy
appartient a I’espace L!(R).

d) Préciser pour quelles valeurs du parametre o la fonction fy
appartient 2 I’espace L?(R).
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-4- Filtrage linéaire

e  Circuit électrique “RC”

On se donne une résistance R > 0 et une capacité C > 0. On les
monte en série. On désigne par u(¢) la tension d’entrée aux bornes
extrémes du circuit et par v(z) la tension de sortie aux bornes de la
capacité. Sachant que I’on branche le circuit a I’instant initial ¢ = 0,
comment calculer les valeurs du signal v(z) en fonction du signal
d’entrée u(t)?

On fait appel a ses connaissances d’électricité générale. On peut
introduire le courant i(¢) dans le circuit. On a alors grice a la loi
d’Ohm u(t) = Ri(t)+v(t). D’autre part, on peut relier la charge ¢(t)
aux variables précédentes puisque i(t) = % et g(t) =Cv(t). Onen
déduit une relation différentielle qui permet de calculer I’évolution
de la tension de sortie v(¢) en fonction de la tension d’entrée u(z) :
RC g—f +v(t) = u(z). 1l ne reste plus qu’a préciser les conditions ini-
tiales.

e Signal causal

Un signal analogique u(t) défini comme fonction de R a valeurs
dans R ou C est appelé causal si les valeurs u(z) sont nulles pour
t <0.

e Condition initiale pour le circuit “RC”

On suppose que 1’on branche le circuit a I'instant initial # = 0. Du
point de vue du modele mathématique, on peut supposer la tension
d’entrée nulle pour tous les instants ¢ négatifs. En d’autres termes,
le signal d’entrée u est causal.

D’autre part, si le signal d’entrée est nul avant le branchement, il est
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naturel de supposer le signal de sortie nul également pour les ¢ < 0.
On suppose de plus le signal de sortie v fonction continue du temps.
On déduit la condition initiale v(0) = 0.

e Systeme dynamique

La résolution de la dynamique RC & +v(t) = u(t) avec la condition
initiale v(0) = 0 n’offre alors pas de difficulté. On part de la solution
générale de l’équation homogene qui peut s’écrire

v(t) = @ exp (— #z). Puis on fait varier la constante ¢ = @(r). On
d
déduit de I’ equatlon d’évolution la relation ¥ = - u(t) exp (z¢).

De plus (p( ) =0 car v(0) =0. Donc @(t) = % Joexp (Ric) u(6)de
et v(t) = 7= Joexp (¢ = 9)) u(6)d6. On a exprimé la sortie du cir-
cuit électrique en fonctlon de I’entrée avec une intégrale.

e Filtre linéaire

Le circuit électrique est un cas particulier de filtre linéaire. Par défini-
ion, un filtre linéaire 7" est une fonctionnelle qui a un signal d’entrée
u associe un signal de sortie v = T (u) [noté aussi v = Tu quand il
n’y a pas ambiguité sur la notation] de sorte que la réponse v =T (u)
est une fonction linéaire de u. On a donc T (u+v) = Tu+ Tv pour
tous les signaux d’entrée u et v. De plus, si & est un nombre fixé,
ona T(au)=oT(u).

Remarquer ici qu’un filtre est d’un ordre de grandeur plus complexe
qu’une fonction ou un signal. En effet, une fonction f associe a un
argument 7, qui est en général un nombre, un nouveau nombre f (7).
Un filtre T associe a une fonction u ou “signal d’entrée” une nou-
velle fonction v ou “signal de sortie”. Un filtre est une application
(on dit aussi une fonctionnelle) ol les éléments de départ et d’arrivée
ne sont plus des nombres mais des fonctions !

e Réponse impulsionelle du filtre “RC”
Le circuit électrique “RC” constitue un exemple de filtre linéaire,
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appelé parfois “filtre RC”. On introduit la fonction de Heaviside H et
la fonction A, appelée réponse impulsionelle du filtre “RC”, définie
par la relation h(r) = Ié—(é) exp (— RLC) Compte tenu du fait que
I’entrée u et la réponse impulsionnelle / sont toutes deux des fonc-
tions causales, la sortie v du filtre “RC” peut s’écrire

(1) = [TZh(r—6)u(0)d6.

e Convolution

Si on se donne deux fonctions f et g de R dans C, le produit de
convolution f * g est une nouvelle fonction définie par la relation
(f*g)(t) = ["2 £(6)g(r—6)d6.

Si on se donne un signal A, I’application u — v = h* u définit un
filtre linéaire. Un cas particuler important est le filtre “RC” introduit
plus haut.

e Commutativité de la convolution
Ona fxg=gxf des que I'un des deux produits est bien défini.

e Une convolution classique

On définit la porte x(r) par la relation x(r) =1si 0 <z <1 et
x(t) = 0 sinon. C’est une fonction discontinue en r =0 et t = 1.
Le “carré de convolution” ¥ % ¥ permet d’expliciter une fonction
continue sur R de type “chapeau chinois”. On a x x x(t) =0 si
1<0, xxx(t)=tsi0<r<1, yxx({t)=2—1tpour 1 <r<2et
x*x(t) =0 lorsque t > 2.

e Filtre a entrée bornée et sortie bornée

Un filtre lin€aire T est a entrée bornée et sortie bornée si pour tout
signal borné (u € L), la sortie v = Tu est encore bornée : v € L.
De plus, le filtre T est stable ; la norme de la sortie est contrélée
par la norme de I’entrée et il existe une constante C > 0 qui ne
dépend pas du signal d’entrée telle que pour tout signal borné u € L,
Tul < Cul...
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e Convolution par un signal intégrable

On se donne un signal 7 € L! intégrable : |||, = [T |h(¢)|dt < oo.
Alors le filtre T défini par la convolution Tu = h*u est linéaire. De
plus, il est a entrée bornée et sortie bornée eton a || Tul|, <|A|, |ul...
La constante de stabilité C peut étre précisée : C = [T |h(r)|dr.

e  Filtre causal

Un filtre causal 7' transforme par définition un signal causal u en un
autre signal causal. Si le filtre 7 est causal et le signal d’entrée u
causal, alors le signal de sortie v = Tu est encore causal.

e Convolution causale

Si le filtre T est défini par la convolution Tu = h*u et si le signal
h est causal, alors le filtre 7' est causal. Nous retenons aussi que le
produit de convolution de deux fonctions causales est une fonction
causale.

e Notion de réponse impulsionelle

On se donne un filtre défini par convolution : Tu = h*u et une
famille de signaux d’entrée u, de type “percussion”, ou “coup de
marteau”, paramétrée par € > 0. On pose ug = % si0<r<eet
ue = 0 dans les autres cas. On remarque que [ ue(¢)dt = 1. Alors
(Tug)(t) est exactement la valeur moyenne de la réponse impulsion-
nelle sur I'intervalle |r —¢, ¢]. Si € tend vers zéro, (Tug)(t) converge
vers h(t).

Si € — 0, ue se rapproche de plus en plus d’une “impulsion” :
signal d’entrée dont I’intégrale vaut 1 tel que 1’ensemble des points
ou le signal est non nul est de plus en plus réduit. La réponse a un
signal de plus en plus voisin de cette impulsion se rapproche de plus
en plus de la réponse a cette impulsion, appelée pour cette raison
“réponse impulsionnelle”.
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e  Dérivation sous le symbole d’intégration
On se donne une fonction de deux variables y/(z, 8) définie pour ¢
et O réels. On suppose que la fonction partielle relativement & 6
est intégrable sur R: [72|y(z, 0)|dO < oo, que la fonction y est
dérivable par rapport a la premiere variable et que la dérivée partielle
est dominée, c’est a dire qu’il existe une fonction positive g(0) in-
dépendante de 7 et intégrable (ona [ |g(0)|dO < co) de sorte que
%—‘f(r, 0)| < g(6) pour tout 7 et essentiellement pour tout 0. Alors
la fonction de ¢ définie en intégrant Y par rapport a 8 est fonction
dérivable de ¢ etona & ([T y(t, 0)d0 = [T %—‘;’(z, 6)d6. On a
pu échanger le symbole de dérivation par rapport a ¢ et le symbole
d’intégration par rapport a 6.
e  Dérivation d’un produit de convolution
Si le produit de convolution f*g est tel que la fonction g est une
fonction dérivable et qu’on peut appliquer la regle de dérivation précé-
dente a la fonction y/(z, ) = f(0)g(r — 0), alors le produit de con-
volution f* g est une fonction dérivable etona (f*g) = fxg.
Dans le cas ot la fonction f est dérivable, ona (f*g)’ = f’*g. Pour
dériver un produit de convolution, on dérive I’un ou I’autre facteur.
On remarque que cette regle de dérivation est encore plus simple
que la regle de Leibniz de dérivation d’un produit ordinaire de deux
fonctions !

Exercices

e Signal intégrable

On note H la fonction de Heaviside : H(t) = 1 pour t > 0 et
H(t) =0 pour t < 0. Montrer que le signal défini pour ¢ réel par
h(t) = RLC exp( — #z) H(r) est un signal intégrable :

Ji |11(0) | di < oo,
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o Causalité

On se donne une fonction £ et le filtre T défini par son action sur un
signal analogique u : Tu = h*u. Montrer que si la réponse impul-
sionnelle / est causale, c’est a dire h(t) = 0 des que 1 < 0, il en est
de méme du filtre T'.

e Parité

Soit f une fonction paire et g une fonction impaire. On suppose que
le produit de convolution f * g est bien défini.

a) Montrer que le produit de convolution f g est une fonction
impaire.

b) Reprendre la question lorsque f et g sont toutes deux paires.
c) Meéme question si f et g sont toutes deux impaires.

e  Dérivation

Soient f et g deux signaux tels que le produit de convolution f*g
est bien défini. On suppose f dérivable et le produit de convolution
f'*g défini. Quelle relation proposez-vous pour calculer & (fg)?

e Calcul d’un produit de convolution

On se donne a > 0 et la porte x par les conditions x(7) = 1 pour
—a<t<aet)(t)=0 sinon.

a) Calculer le produit de convolution f = y *sin.

b) Montrer que c’est une fonction impaire.

c) Pouvait-on prévoir le résultat ?

d) Calculer d’une part la dérivée f’ et d’autre part la convolée
g = X *Cos.

e) Pouvait-on prévoir le résultat ?

e  Un autre produit de convolution

Si x désigne la porte introduite a I’exercice précédent et sgn la fonc-
tion “signe” définie par sgn(t) =1 pour ¢ > 0 et sgn(r) = —1 pour
t <0.
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a) Calculer le produit de convolution y *sgn.

b) Est-il continu ?

¢) Est-il dérivable ?

d) Quelle est la valeur de la fonction dérivée % ( X *S gn) lorsqu’elle
est définie ?

e) Les fonction ) et sgn sont-elles continues ?

f)  Sont-elles dérivables ?

On note ' et sgn’ les fonctions dérivées lorsqu’elles sont définies,
g) Calculer les produits de convolution )’ *sgn et y xsgn’.

h) Que constatez-vous ?

e  Produit de convolution et équation différentielle

On se donne deux réels 0 < a < b. On pose f(t) =exp(—ta)H(t)
ou H est la fonction de Heaviside définie au premier exercice de ce
chapitre. On pose aussi g(t) =exp(—tb)H(t).

a) Calculer le procuit de convolution f*g et représenter graphique-
ment cette fonction.

b) Meéme question lorsque b = a.

c) En déduire la solution de I’équation différentielle

% +ay = 5exp(—ta) avec la condition initiale y(0) = 11.

e Convolution [novembre 2013]

On se donne deux nombres réels a et @ et on désigne par H la fonc-
tion de Heaviside. On pose f(¢) = H(t) exp(at) et
g(t)=H(t)exp(iwt).

a) Lafonction convolée fxg de f et de g est-elle définie ? Est-elle
causale ?

b)  Calculer pour tout nombre réel 7 I'expression (fxg)(t).

c¢) Pour a = @ =1 calculer les parties réelle et imaginaire de la
fonction fxg.

d) En déduire I’expression de la convolée (H(r)e')  (H(r) sint).
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-5- Intégrale double

e Introduction

On se donne une partie bornée Q du plan R? et une fonction

f : Q — R. L’intégrale double de la fonction f dans le domaine
Q est un nombre réel qui, quand il existe, se note [, f(x, y)dxdy ou
parfois [[q f(x,y)dxdy et souvent plus simplement [, fdxdy ou
méme [, f.

e Intégrale double de la fonction “un”

Si on prend le rectangle ]a, b[x]c,d[ du plan R? (avec a < b et
¢ < d), 'intégrale double de la fonction f(x,y) =1 est simplement
la surface (b —a)(d —c) du rectangle :

Sia,bx)e,a) Sxdy = (b—a) (d —c).

De facon générale, si Q0 désigne une partie bornée du plan, I’intégrale
double sur Q de la fonction f(x,y) =1 est la surface |Q| du do-
maine : [, dxdy = |Q]|.

e Linéarité

On suppose connue I’intégrale double [ f(x, y)dxdy et on se donne
un nombre A. Alors [o(A f)(x,y)dxdy =24 [, f(x,y)dxdy. Sion
se donne aussi 1’intégrale double |, g(x,y)dxdy de la fonction g,
alors [o(f +g)(x,y)dxdy = o f(x, y)dxdy+ [ 8(x, y) dxdy.

e Positivité

On suppose la fonction f positive sur Q: f(x,y) >0, V(x,y) € Q.
Alors g, f(x,y)dxdy > 0.

Si f<gsur Q c’estadire f(x,y) < g(x,y) pour tout (x,y) € Q,
alors [q f(x,y)dxdy < [g g(x, y)dxdy [exercice].
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e Additivité par rapport au domaine

On suppose I’ensemble Q décomposé en une réunion finie de parties
Q; “plus simples”, Q = Ui.\’: 1Q; de sorte que I’intersection Q; M€ ;
est de surface nulle si i # j: |€;NQ;| = 0. Alors I'intégrale sur Q
est la somme des intégrales sur chacun des morceaux €;:

Jo f(x,y)dxdy = ):?]:1 fg,-f(xa y)dxdy.

e Intégrale d’une fonction étagée

On se donne une décomposition de € comme ci-dessus et une fonc-
tion f “étagée” sur €, c’est a dire constante sur chacune des parties
Q;: Vi, A, V(x,y) € Q;, f(x,y) = A;. Le calcul de I'intégrale de
f sur Q estexplicite : [ f(x,y)dxdy =Y | 4 Q.

e Intégrale d’une fonction continue

On désigne toujours par  une partie bornée de R? et par

f € €°(Q) une fonction continue sur Q et jusqu’au bord inclus :
VXeQ,Ve>0,dn>0,VYeQ,

X -Y|<n=|f(X)—f(Y)| <e&. Alors I'intégrale de f sur Q
est bien définie ; c’est un nombre réel ou éventuellement complexe.
Pour établir ce résultat, on utilise I’uniforme continuité de f et on
I’approche par des fonctions étagées. Pour tout € > 0, il existe f¢
étagée sur Q de sorte que fe —€ < f < fe+€ sur Q. Alors le
nombre [, f(x, y)dxdy satisfait nécessairement aux inégalités

Jo fe(x, y)dxdy—e[Q[ < [o f(x, y)dxdy < [ fe(x, y) dxdy+€ Q.
On montre alors d’une part que le nombre [, f(x, y)dxdy est bien
défini et d’autre part qu’on peut I’approcher en calculant I’intégrale
d’une fonction en escalier qui approche la fonction f.

e Intégrale d’une fonction positive

On se donne Q C R? et f fonction positive Q — R: f(x,y) >0
pour (x,y) € Q. Lintégrale | f(x,y)dxdy est dans ce cas tou-
jours bien définie, quitte a accepter la valeur +oo. Par exemple pour
fr,y)=1et Q=R> ona [ f(x,y)dxdy = +co. Si I'intégrale
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n’est pas infinie, si ¢’est un nombre réel positif, on écrit cette pro-
priété sous la forme [, f(x, y) dxdy < oo.

e Théoreme de Tonnelli

On se donne une fonction positive f définie dans R? et a valeurs
réelles. Notons qu’on peut toujours se ramener a ce cas si f est
définie de Q2 dans R en supposant f nulle hors de Q. Pour x réel
fixé on note F(x) = [ f(x,y)dy le nombre positif éventuellement
égal a 4o obtenu en intégrant la fonction f par raport a la seconde
variable y, en laissant la premiere fixée.

De méme, on note G(y) = [ f(x, y)dx le nombre positif au besoin
égal a +oo sil’intégrale diverge, résultat de I'intégrale de la fonction
f par raport a la premiere variable x en laissant la deuxieme fixe.
Alors les intégrales de F' et G sont égales et permettent de calculer
I’intégrale double de la fonction f sur R?:

Jlaf(x,y)dxdy = g F(x)dx = [ G(y)dy.

En explicitant les valeurs des fonctions F et G, la conclusion du
théoreme de Tonnelli s’écrit souvent sous la forme

o f(x, y)dxdy = [g dx[ [z f(x,y)dy] = [p dy[ Jg f(x, y)dx].

On peut toujours intégrer une fonction positive de deux variables
dans I’ordre que I’on veut.

La relation précédente montre que si I’une des deux intégrales sim-
ples [z F(x)dx ou [p G(y)dy estinfinie, il en est de méme de I’inté-
grale double qui est alors infinie. Sil’une des intégrales [p F(x)dx
ou [p G(y)dy est finie, alors c’est aussi le cas pour I’intégrale double
Jfo f(x,y)dxdy. On écrit alors 0 < [fq f(x,y)dxdy < eo.

e Exemple d’utilisation du théoréme de Tonnelli

On peut par exemple vérifier la conclusion du théreme de Tonnelli
en considérant la fonction f égale a 1 dans le demi-disque
D={(x,y) €R%,y>0,x>+y*> <1} etégale a 0 ailleurs. Les deux
calculs précédents de 1’intégrale double de f sur R? redonnent la
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surface |D

du demi-disque D, a savoir 7.

e Théoreme de Fubini

On se donne maintenant une fonction f définie sur R? a valeurs
réelles ou éventuellement complexes. On suppose que ’intégrale
double de la fonction positive |f| est finie :

[Jo | f(x, ¥)|dxdy < . Alors I'intégrale double de f sur R? est bien
définie ; c’est un nombre réel ou complexe que I’on peut calculer a
’aide d’une des relations suivantes :

o f(x,y)dxdy = [p dx[ [gdy f(x,)] ou

Jfo f(x,y)dxdy = [ dy[ f[gdx f(x,y)]. SiT’intégrale double est bien
définie, c’est adire si [ |f(x, y)|dxdy est finie, on peut toujours in-
tégrer une fonction de deux variables dans 1’ordre que I’on veut.

e Exemple d’utilisation du théoreme de Fubini

On se donne deux réels a et b strictement positifs et le triangle
T={(x,y) eR?> x>0,y>0, 243 < 1}. On pose

f(x,y) =x—y. On vérifie d’abord que Iintégrale de la fonction |f|
sur le triangle T est finie puisque |f(x,y)| <a-+b si (x,y) € T.
Donc [7|f(x,y)|dxdy < (a+b)|T| = (a+b)% < o et on on est
dans le cadre des hypotheses du théoréme de Fubini. On peut vérifier
sur cet exemple [exercice !] que les deux intégrales simples succes-
sives [ dx[ (f(lfx/a) dy(x—y)] et f7 dy[f(f(lfy/b)dx(x—y)} sont
égales et valent % (b—a).

e Changement de variable dans une intégrale double

On se donne une tranformation réguliere et bijective F d’une partie
Q “assez simple géométriquement” vers le domaine d’intégration Q:
Q39— FEy=x=X{E7),y=Y%7)) € Q. La régula-
rité des fonctions X et Y permet de considérer les dérivées partielles
%()?, y), %—}yf()?, y), %(f, y) et %—Iyi()?, y) qui sont aussi des fonctions

définies sur Q. On forme la matrice jacobienne
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son déterminant det (J(F)) = % % - % % et la valeur absolue

|det (J(F))|(x,y) de ce déterminant. Alors I’intégrale d’une fonction
f sur Q peut se calculer a I’aide d’une intégrale sur le domaine des
parametres :

Jaf(xy)dxdy = J5 f(X(X,3), Y (x, 7)) |det (J(F))|(x, y) dxdy.
Dans la relation précédente, il est essentiel de ne pas oublier la valeur
absolue du déterminant jacobien, c’est a dire le facteur

|det (J(F))| (%, ¥)-

e Coordonnées polaires du plan

Dans ce cas, le domaine Q est noté classiquement avec les variables
(r, 8) et le changement de coordonnées F s’écrit simplement
x=rcosB, y=rsinf. Apres transformation de Qen Q par ce

passage en coordonnées polaires, on forme le déterminant jocobien

J(r,@)zg—)r‘g—g—%% =retona

Jo f(x,y)dxdy = fﬁ (rcosO,rsin@)rdrdo.

e Introduction a I’intégration par parties

La question est de généraliser aux intégrales doubles la relation
M b4l 4x = f(b) — f(a) toujours vraie pour les intégrales simples
des que f est dérivable et en particulier pour a < b. 1l faut voir
cette relation comme une intégrale sur le bord d(]a, b[) = {a, b} de
Iintervalle ]a, b[. On peut noter n, = +1 la “normale extérieure” a
Iintervalle ]a, b[ au point b et n, = —1 la normale extérieure a cet
intervalle au point a. La relation précédente s’€écrit aussi

J24L dx = n, f(a) +np f(B).

e Fronticre

Si Q est un domaine borné du plan R?, on suppose sa frontiere 9Q
assez réguliere. La notion de bord, de frontiere est assez intuitive.
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Par exemple, si Q est le disque de centre 1’origine et de rayon R, sa
frontiere est le cercle de centre O et de méme rayon. On parametre
cette courbe dQ avec des coordonnées cartésiennes : x = X (¢),
y=Y(t),avec 0 <r <1 pour fixer les idées.

e Normale extérieure

La normale extérieure a un domaine borné  du plan est un vecteur
unitaire n(x,y) défini, si le bord dQ est assez régulier, pour tout
point (x,y) € dQ. Ce vecteur n(x,y) = (nc(x,y), ny(x,y)) est per-
pendiculaire a la direction tangente a la courbe. Avec un paramétrage
x=X(t), y=Y(t) de IQ comme plus haut, on a n, & +n, & =0
en tout point du contour. De plus, la normale n(x,y) est unitaire :
ny(x, )? +ny(x,y)? = 1, pour tout (x,y) € dQ. Enfin, elle pointe
vers I'extérieur de Q.

Dans le cas du disque de centre 1’origine et de rayon R, la normale
n(x,y) au point (x,y) = (Rcos6, Rsin0) € dQ sur le bord s’écrit
n(x,y) = (cos@,sin0).

e Intégrale de contour

On peut intégrer une fonction f définie sur une courbe I'. Afin de
garantir que 1’intégrale de la fonction “un” sur la courbe I" est égale
a la longueur |I7| de cette courbe, on introduit 1’abscisse curviligne

y telle que 3 dy— (%)24—(?{) et on pose
Jrtenar= | Fx(), Y(t))\/ @2 (@

Dans le cas du cercle de centre O et de rayon R, si 8 désigne I’angle
polaire, on a dy = Rd@ et on peut finalement écrire

Jrf(x,y)dy = fozﬂf(cos 0,sin 0) RdO. On retrouve bien que si
f =1, son intégrale sur I" est la longueur du cercle.

e Intégration par parties

L’intégrale double dans le domaine Q de la dérivée partielle g—)é
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d’une fonction f est égale a une intégrale sur le bord dQ du do-
maine. De fagon précise, on désigne par n;(x,y) la composante
numéro j de la normale extérieure en un point (x, y) de la frontiere.
Ona [f g_£<x, y)dxdy = [50 f(x,y) n(x, y)dy. On peut détailler
cette relation pour chacune des deux composantes :

flo % (x, ) dxdy = fyo f(x,y) ol ) dy et

[o %(x, y)dxdy = [, f(x,y) ny(x,y)dy. Ces relations sont fon-
damentales. Entre autres pour de nombreuses applications en in-
génierie.

Exercices

e Intégrale simple et intégrale double

La plupart des propriétés de 1’intégrale double ont leur équivalent
pour I’intégrale simple. A partir des notes de cours, énoncer en re-
gard de chaque propriété de I’intégrale double la propriété équiva-
lente de I’intégrale simple.

e  Utilisation du théoreme de Tonnelli

Soit D le demi-disque D = {(x,y) € R?, x > 0,x*> +y* < 1}.
Calculer sa surface en utilisant les deux fagons de faire que suggere
le théoreme de Tonnelli.

e Utilisation du théoréeme de Fubini

Soit T le triangle T = {(x,y) € R2,0<y<x < 1}.

a) Montrer que I’on peut appliquer le théoreme de Fubini a I’intégrale
Jr (x+y—3)dxdy.

b) Calculer cette intégrale de deux facons différentes.

e Convolution dans I’espace L!

On se donne f et g deux fonctions intégrables c’est a dire telles que
les intégrales [ | f(x)|dx =] f]|, et Jg |g(x)|dx =] g]|, sont finies.
On note cette propriété f € L'(R) et g € L!(R). Montrer qu’alors
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le produit de convolution f* g appartient aussi a I’espace L!'(R) et
qu'on a 'inégalité || fxg |, <[ f I, I g, -

e Changement de I’ordre d’intégration

On se donne une fonction f bornée sur ]0, 1[2.

a)  Ecrire I'intégrale double [y dy [ fy‘ﬁ dx f(x,y)] al'aide d’une
intégrale de la forme [, F(x)dx, ol F est une fonction qu’on pré-
cisera.

b)  Achever le calcul pour f(x,y) = 1.

e Intégrale de Gauss

On se propose de calculer 'intégrale de Gauss G = [, exp (— )‘72) dx.
a) Montrer que cette intégrale G définit bien un nombre réel posi-
tif.

b) Relier sa valeur a celle de I’intégrale double

1= [Jj oy ©XP (—*57) drdy:

c) Calculer ensuite / en passant en coordonnées polaires.

d) En déduire la valeur de I'intégrale de Gauss G.

e Aire contenue par une ellipse

On se donne a >0, b > 0 et on note E le disque elliptique bordé
par I’ellipse d’équation (ﬁ)z + (%)2 = 1. Grace au changement de
variables x =arcos0, y=brsin0, calculer I'aire de E.

e Intégrale double [novembre 2012]

Soit D le disque de centre 1’origine et de rayon 1 :

D = {(x,y) € R?, x> +y* < 1}. On pose g(x,y) = ()ﬁyz)y‘t.

a) Lintégrale double I = [/, g(x,y)dxdy est-elle un nombre
réel ?

b) Justifier avec soin votre réponse.

c) Si la réponse a la question a) est “oui”, calculer la valeur de

I’intégrale /.
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e Intégrale double [novembre 2013]

Soit D le domaine du plan défini par

D= {(x,y) €R?, x>0,y>0,x>+y*> > 1}. On pose

flx,y)= ﬁ . On cherche a déterminer les valeurs du parametre
o pour lesquelles I'intégrale double I = [, f(x,y)dxdy est un
nombre réel puis a calculer cette intégrale.

a) Dessiner le domaine D.

On passe en coordonnées polaires et on pose x = r cos 8, y =r sin 0
avec r > 0.

b) Montrer que, pour tout (x,y) € D, on a

| () |< g(r,8) =772,

c) Apres avoir remarqué que la fonction g est positive, établir pour
quelles valeurs du parametre o 1’intégrale

JJi>1,0<0<x/2 8(r,0) rdrd6 obtenue aprés passage en coordonnées
polaires est bien un nombre réel.

d) Dans le cas ou [f,~ g<g<z/28(r;0)rdrdé est un nombre
réel, calculer I’intégrale I en fonction de .

e Intégrales doubles [novembre 2014]

Soit T le triangle décrit algébriquement a I’aide de la relation
T ={(x,y) eER?, x>0,y>0,x+y<1}.

a) Dessiner le triangle T'.

Calculer les cinq intégrales doubles suivantes :

b) I = [[p dxdy,

©) b= [[pxdxdy,

d) L= [fp ydxdy,

e) Iy= [[px*dxdy

f) Is= [fr xydxdy.
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e Intégrale double [février 2015]
On se donne un nombre réel f3.
a) Pour quelles valeurs de  l'intégrale I(f) = fol tiﬁdt définit-
elle un nombre réel ?
b) Calculer le nombre /(f3) dans un tel cas.
Dans la suite de 1’exercice, on considere le disque
D = {(x,y) € R?, x> +y? < 1} et on se donne un nombre &. On
pose aussi f(x,y) = m
c¢) En passant en coordonnées polaires (x = rcos 6,y = rsin0),
montrer qu’on a la majoration | f(x, y)| < g(r), avec g(r) = r20+,4
d) A Tl’aide du théoreme de Tonnelli et en passant en coordonnées
polaires, montrer que I’intégrale double de la fonction g sur le disque
D est finie si et seulement si o < 3.
e) Démontrer que fozﬂ sin? @ cos’0 d = z.
f) Si a < 3, calculer I'intégrale double [/, f(x, y)dxdy.
e Intégrales doubles [novembre 2016]
Soit T le triangle décrit algébriquement a 1’aide de la relation
T ={(x,y) €R?,x>0,y>0,x+y<2}.
a) Dessiner le triangle T'.
Calculer les cinq intégrales doubles suivantes :
b) L = [[; dxdy,
c) L= [[; xdxdy,
d) L= [[; ydxdy,
e) Iy= [[; x*dxdy
f) Is= [[; xydxdy.

48



-6- Transformée de Laplace

e  Définition

On se donne une fonction causale a valeurs réeles ou complexes :
f(t) =0 si t <0. La transformée de Laplace (£ f)(p) de la fonc-
tion f pour I’argument p est définie par I’intégrale

(Zf)(p)= [y f(t) exp(—pt)dt. Lenombre p esta priori un nom-
bre complexe mais ’expression (.Zf)(p) n’est définie que pour les
valeurs de I’argument p pour lesquelles I’intégrale

Jo If(@)||exp(—pt)|dt est finie.

e Transformée de Laplace de la fonction de Heaviside

On rappelle que la fonction de Heaviside H est définie par H(r) = 1
sit>0et H(t) =0 sit<0. Comme |exp(—pt)| =exp(—(Rep)t)
ou Rep est la partie réelle du nombre complexe p, I'intégrale

Jo |H(t)||exp(—pt)|dt = [y exp(—(Rep)t)dr converge pour

Rep > 0. Onaalors [, H(t) exp(—pt)dt = 1—17 et

(ZH)(p) = % si Rep > 0.

e Fonction a croissance au plus exponentielle

On dit que la fonction causale f est a croissance au plus exponen-
tielle si il existe ¢ > 0 et M > 0 de sorte que pour tout ¢ > 0,
|f(t)] < Mexp(at). Cest le bon cadre pour définir la transformée
de Laplace.

Si f est a croissance au plus exponentielle et Rep > o, alors le
nombre (Zf)(p) est bien défini.

e Transformée de Laplace de I’exponentielle causale
On se donne a € C. L’exponentielle causale est définie par
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¢,(t) = H(t) exp(at). Sa transformée de Laplace est définie pour
Rep >Rea etona (Z¢,)(p) = ﬁ.

e Transformée de Laplace des fonctions circulaires

Le cas particulier a = i@ de I’exponentielle causale montre que

(&L cos(w1))(p) = pszz et (Zsin(w1))(p) = pz_O:wz-

e Linéarité de la transformée de Laplace

Si (Zf)(p) et (Lg)(p) sont bien définis, il en est de méme de
(Z(f+8)(p) et (Z(f+28))(p) = (Lf)(p)+(Lg)(p). De fagon
analogue, si A est un nombre complexe arbitraire,

(ZA)p) =A(Zf)(p).

e Retard

On se donne f causale et a > 0. Alors

(Z(H(t—a) f(t—a)))(p) = exp(—pa) (ZLf)(p).

e Retard de la transformée de Laplace

On se donne f causale et a € C. Si les deux nombres

(Zf)(p—a) et (ZL(exp(at)f(t)))(p) sont bien définis, alors ils
sont égaux : (L f)(p—a) = (£ (exp(ar) f(1)))(p).

e Changement d’échelle

On se donne f causaleet a>0. Ona (ZL(f(at)))(p) =1 (Lf)(2).
e Transformée de Laplace d’une dérivée

On se donne une fonction causale f dérivable pour tout t > 0 telle
que les fonctions f et f’ sont a croissance au plus exponentielle.

On note f(0") la limite de f(r) si ¢ tend vers zéro par valeurs
supérieures : f(07) = lim,_0 ;>0 f(¢). Alors

(Z(fO))p)=p(ZLf)(p)—£(0F).

On peut itérer cette relation :

(ZL(f"0))(p) = p* (L) (p) = pf(0T) = f'(0T), etc.
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e Dérivée de la transformée de Laplace

On se donne une fonction causale f a croissance au plus exponen-
tielle : |f(¢)| <M exp(at) pour tout # > 0 pour une certaine valeur
de M > 0 et une certaine valeur de o > 0. Alors pour p > «, la
transformée de Laplace (.Zf)(p) est une fonction dérivable de p et
ona AFL = (L(~ £(1))(p)-

On peut itérer cette relation pour les dérivées d’ordre supérieur et
LS =(=1)"(Z({" f(1)))(p). En particulier, si on dérive n fois

dp”
la transformée de Laplace de la fonction de Heaviside, on obtient :

(L (" H(10)))(p) = ikt

e Transformée de Laplace d’un produit de convolution

Si on se donne deux fonctions causales f et g, on sait que le produit
de convolution fx g est encore une fonction causale ; pour
t>0ona (fxg)(t) = [3f(6)g(t—6)d6. Si f et g sont de plus
a croissance au plus exponentielle, il en est de méme du produit de
convolution fx*g etsi Rep est assez grand, on a

(Z(f*xg)(p) =(Zf)(p) (ZLg)(p). La transformée de Laplace

transforme le produit de convolution en un produit ordinaire.

e Valeur initiale
On se donne une fonction causale f a croissance au plus exponen-
tielle. Alors p(Zf)(p) tend vers f(07) si p € R tend vers +oo.

e Valeur finale

On se donne une fonction causale f telle que lim,_, . f () existe.
Alors (Zf)(p) est bien défini pour tout p >0 et p(Zf)(p) tend
vers lim,_, o f(¢) si p € R tend vers zéro par valeurs supérieures.
e Injectivité de la transformation de Laplace

On se donne un nombre réel o > 0. Si deux fonctions causales ont
méme transformée de Laplace F(p) pour tout nombre complexe p
tel que Rep > «, alors les fonction f et g sont égales. En d’autres
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termes, la transformation de Laplace est injective. La fonction f

7

telle que .2 f = F est appelée “originale” de la donnée F.

e Résolution analytique d’une équation différentielle modele

On se donne a € R et ygp € R. On cherche y(¢) solution du systeme
dynamique suivant : % + ay(t) =0 pour ¢t > 0 avec la condition
initiale y(0) = yo. On réécrit ce probleme avec la transformation de
Laplace. On multiple I’équation différentielle pour la fonction de
Heaviside, on prend la transformée de Laplace de I’ensemble et on
pose Y(p) = (Z(H(t)y(t)))(p). On obtient alors
pY(p)—yo+aY(p)=0 etlatransformée de Laplace de la solution
pour ¢ > 0 est completement explicitée : Y(p) = 1%' Compte tenu
de la valeur de la transformée de Laplace de I’exponentielle causale,

on en déduit que y(¢) = exp(—at)yy pour ¢ > 0.

e Résolution d’équations différentielles a 1’aide de la transformée
de Laplace
Dans le cas tres général d’équations différentielles linéaires, la
méthode précédente permet d’exprimer la transformée de Laplace
de la solution sous la forme d’une fraction rationnelle : Y (p) = Z(—{’p),
ou P et Q sont des polyndomes de la variable p. On doit ensuite
décomposer cette fraction sous la forme d’une somme d’“‘éléments
simples”. Pour cela, on cherche d’abord les valeurs o; qui annulent
le dénominateur Q(p) (ce sont les “pdles” de la fraction rationnelle),
avec leur ordre de multiplicit€ n;. On en trouve un nombre k pour

fixer les idées. On peut alors écrire la fraction Y (p) sous la forme

Y(p) = ZIJ‘-ZI ):sz:l (p[jf&':)m et la valeur de la fonction y(z) origi-
nale s’obtient pour ¢ > 0 en explicitant les originales des fonctions

m [exercice !].
]
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Exercices

e Calcul d’une transformée de Laplace

Soit @ un nombre réel fixé et H la fonction de Heaviside : H(r) =
pour t >0 et H(t) =0 pour t <0. On pose ¢@(t) =exp(iwt)H(r).
Calculer la transformée de Laplace .2 ¢ de la fonction ¢.

e Changement d’échelle

Soit @ un nombre réel strictement positif fixé.

a) Etablir la relation de changement d’échelle

L (fta))(p) = 3 (ZLH)(5).

b) Lappliquer a la fonction sinus et retrouver 1’expression de
Z(H(t) sin(wt)) apartir de larelation [.Z(H(¢) sin(t))](p) = 1+1p2.
b) De facon analogue, retrouver I’expression de £ (H (t) cos(t))

a partir de la relation [Z(H(t) cos(t))](p) = 1fp2.

e Dérivation et transformée de Laplace

Etablir par récurrence les relations générales

a)  [ZfMD)p) = p" (L) p) - P FOT) = p2f(0F)
—fh(0%)

b g (L) = ()" L@ f(1))](p).

e Calcul de quelques transformées de Laplace

Avec les notations introduites au premier exercice sur la transforma-

tion de Laplace, calculer les transformées de Laplace des fonctions

suivantes :

a) fi(t) = H(t) exp(2t) cos(w?),
b fot) = H(t—%) cos (1 —5),
O () - Hl)cos(t— 9

d)  fa(t) = H(t)t cos(31).

e Calcul de quelques originales
Calculer les fonctions f;(¢) dont la transformée de Laplace est don-
née par les fonctions Fj(p) suivantes :
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D) Fi(p) = gy
b B(p) = Gy
C) F3(p) = P2£;]1+5’

d) Fyp) = @P;ﬁ%z, apres avoir décomposé la fraction Fy(p)en
éléments simples sous la forme
- B Y 8
(P*+92 — p+3l Tt (p+3i)? T (p—3i)2"
e Equations différentielles
Calculer pour ¢ > 0 les solutions y;(¢) des équations différentielles

suivantes :

a) G4y =142, yi(0)=3,

b) %—{_yZ(t):t?y2(0>:17dditz(0>:0a

c) %—F)@(I) = sint, y3(0) =0.

d) Calculer pour 7 > 0 la solution (x(z), y(¢)) du systeme différen-
tiel 9 = x(1)+5y(1), & = x(1) ~3y(0), x(0) = 1, y(0) = 2.

e Transformée de Laplace [novembre 2012]

a) Calculer les trois nombres réels «, B et y de sorte que la rela-
PP+l
P (p+3)
b) Expliciter la fonction causale x(¢) telle que sa transformée de

tion

=24 % + p% soit vraie pour tout réel p.
2

Laplace est égale a la fraction de la question a) :

2 O)(p) =

e Transformée de Laplace [novembre 2013]

a) Calculer les trois nombres réels o, B et y de sorte que la re-
1 _ ap+ﬁ +- v

(p=1)(p*+1) — p*+l1
ou complexe p différent de —|—1 +i ou —i.

b)  Expliciter la fonction causale x(z) telle que sa transformée de

lation

—L5 soit vraie pour tout nombre réel

Laplace est égale a la fraction de la question a) :
_ 1
B —
¢) Endéduire I’expression de la convolée (H(r)e') = (H(r) sint).
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e Transformée de Laplace [novembre 2014]

On désigne par H(t) la fonction de Heaviside : H(t) =1 sit >0
et H(t) =0 sit < 0etpar [Z(x(¢))](p) la transformée de Laplace
d’une fonction x.

Expliciter I’expression des transformées de Laplace suivantes :

a)  [Z(H@))(p),

by [Z(H1))](p),

o [LH()(p).

d)  [Z(costH(1))](p),

e) [L(sintH(1))l(p).

On se donne la fraction rationnelle F(p) = p (p22 1y

f)  Décomposer cette fraction en éléments simples. On cherchera
des nombres réels «, 3, ¥, O et € de sorte que

F(p) = % + % + 1% + %. On pourra utiliser les valeurs particu-
lieres suivantes de p : i, 0, o et 1.

g) En déduire ’expression d’une fonction f(¢) de sorte que

L (f(t))](p) =F(p), ouF estla fraction rationnelle introduite plus
haut.

On se propose maintenant de calculer la solution y(z) de I’équation
dlfferentlelle Y + y(t) = t? avec la condition initiale

y0)=1,% (0) — 1. On utilise la notation Y (p) = [Z(H(t) y(1))](p)
pour la transformée de Laplace de cette foncion.

h)  Quelle est la relation satisfaite par la transformée de Laplace
Y(p) de la solution y(¢) de I’équation d1fferent1elle Y +y(t) =12

avec la condition initiale y(0) =1, g{ (0)=1?
i) A l'aide des questions précédentes, calculer la solution y(¢) de
cette équation différentielle soumise a la condition initiale rappelée

a la question h).
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e Transformée de Laplace [novembre 2015]
Calculer les originales f;(t) des fonctions dont la transformée de

laplace est donnée par
0 F(p)=,

b R(p)=
o B =55m

&) Fp)= pi-

e Transformée de Laplace [novembre 2016]

a) Calculer les trois nombres réels o, B et y de sorte que la rela-
tion 1% = % + [% + Iﬁ soit vraie pour tout réel p différent de
0et2.

b) Expliciter la fonction causale x(z) telle que sa transformée de

Laplace est égale a la fraction de la question a) :
_ Pl
L (())(p) = AL




-7- Introduction a la transformation
de Fourier

e Définition

On se donne une fonction intégrable, c’est a dire telle que

[ |f(t)|dt < oo. On écrit cette propriété sous la forme f € L!(R).
Notons que sauf exception, on suppose la fonction f a valeurs
complexes : f(t) € C. Pour @ € R, le nombre complexe

flw) = fioexp(—ia)t)Af(t)dt est bien défini puisque f € L!(R).

La fonction R > w — f(w) € C s’appelle la transformée de Fourier
de la fonction f. Onlanote aussi .# f etona (.7 f)(w) = f(w).

e Exemples fondamentaux

On se donne a > 0. L’exponentielle causale @, est définie par
¢,(t) = H(t) exp(—at). C’est une fonction intégrable sur R:
9. €L'(R). Ona §() = !

at+io’
Pour a > 0, I’exponentielle causale symétrisée v, s’écrit :
W, (t) = exp(—|a|t). C’est une fonction paire qui est identique a @,

sit>0.0na y,(0) = aZiawZ‘ Nous retenons que

(F (exp(—alt])) (@) = 2245
Pour T > 0, la porte Pr de largeur 7T satisfait aux contraintes suivan-
tes: Pr(t)=1si [t| <T/2 et Pr(t) =0 lorsque r < —T/2 ou

t > —T /2. Son intégrale sur R est bien entendu finie (Pr € L!(R))
etona Pr(w) = Z sin (25).

e Sinus cardinal

Pour 6 € R nombre réel différent de zéro, on pose sinc 0 = %. On
prolonge cette fonction par continuité en 0 = 0: sincO = 1. Alors
Pr(w) = T'sinc(%F).
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e Parité

On remarque que si f est paire, sa transformée de Fourier .7 f est
paire également [exercice].

e Linéarité

Si les fonctions f et g sont intégrables, leur somme est aussi inté-
grableetona % (f+g) =% f+Fg. Si A estun nombre complexe
arbitraire et f € L'(R),ona F(Af) =17 f.

e Transformée de Fourier d’un retard

On se donne a € R. Alors

(Z(f(t—a)))(@) = exp(—iaw) (F f)(0).

e Retard de la transformée de Fourier

De facon analogue, si @y est un réel arbitraire,

(F )@ =) = (F(exp(imp?) f(1)))(@).

e Changement d’échelle

On se donne a > 0. Alors (Z(f(at)))(@) =1 (Zf)(2).

e Une condition suffisante de limite nulle a I’infini

On se donne une fonction f dérivable de sorte que f et sa fonction
dérivée f' appartiennent toutes deux i I’espace L!(R):

= (F@)] +|f'(£)])dr < . Alors la fonction f tend vers zéro a
Pinfini : lim,, 4o f(¢) =0 et lim; , _ f(z) = 0.

e Transformée de Fourier de la dérivée

Si la fonction f et sa dérivée f’ sont intégrables sur R, alors

(Z () (@) =io(Ff)().

e Dérivée de la transformée de Fourier

On suppose que les fonctions f et R>7+—— 1 f(¢) € C appartiennent
a I’espace L!(R), c’est a dire que I'intégrale [*2°(1+ |¢|) | f(¢)|ds
converge. Alors la transformée de Fourier R 5 @ — f(a)) € C est
une fonction dérivable et on a g—w =—i(F(f(1)) m).
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e Transformée de Fourier d’un produit de convolution

On suppose que les fonctions f et g sont toutes deux intégrables
sur R. Alors leur produit de convolution f g appartient également
al’espace L' (R) etona .Z (f*g) = (Z f) (Zg). La transformée de
Fourier transforme le produit de convolution en un produit ordinaire.

e A suivre !

Nous avons vu dans ce chapitre les propriétés essentielles ou la trans-
formation de Fourier ressemble a la transfomée de Laplace. Nous
aborderons au chapitre suivant les propriétés spécifiques de la trans-
formation de Fourier qui n’ont pas leur analogue avec la transfomée
de Laplace.

Exercices

e Convolution de la porte et transformation de Fourier

Soit T un réel strictement positif et Pr la fonction “porte” définie
par Pr(t) =1 pour —% <t < Z et Pr(t) =0 sinon.

a) Montrer que le produit de convolution Pr * Pr est une fonction
@r définie par @r(t) =t+T pour —T <t <0, @r(t)=T —t pour
0<t<T et @r(t) =0 sinon.

b) En déduire la transformée de Fourier de la fonction ¢r.

e Transformation de Fourier de la Gaussienne

On admet que [*_exp(—t%/2)dt = v/2«. En déduire la transformée

~

de Fourier f(w) = [~ _exp(—iwt) f(¢)dr de la Gaussienne
£(1) = exp(~12/2).
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e Transformation de Fourier dans I’espace des fonctions intégrables
On se donne une fonction intégrable a valeurs complexes :
feLY(R),c’estadire [~ |f(¢)|dt < o. On a vu au chapitre précé-
dent que pour @ € R, le nombre complexe

fw) = [~ exp(—iwt) f(r)dr est bien défini puisque f € L!(R).
De plus, la transformée de Fourier .% f(w) = f( ) de la fonction f

~

est définie par la fonction R > o — f(w) € C.

e La transformée de Fourier d’une fonction intégrable est bornée

-~

Pour tout w € R, on a |f(w)| < [z|f(¢)|dr. En d’autres termes,
Il < 1£1-

e La transformée de Fourier d’une fonction intégrable tend
vers z€ro a I’infini

Si f € L'(R), sa transformée de Fourier f(®) tend vers zéro lorsque
o tend vers +oo ou @ tend vers —oo.

Nous constatons que la propriété est vraie pour les trois exemples
fondamentaux introduits lors du chapitre précédent, a savoir I’expo-
nentielle causale ¢,(t) = H(t) exp(—at), I’exponentielle causale sy-
métrisée Y,(t) = exp(—alt|) etla porte Pr égalea 1si [t| < T et
a zéro sinon [avec a > 0 et T > 0]. On a en effet @,(®) = aﬁiw,
V() = a2iaw2 et Pr(w) = T'sinc(%L); ces trois fonctions tendent
bien vers zéro si || tend vers Iinfini.

e La transformée de Fourier d’une fonction intégrable est une
fonction continue

Si f € LY(R), la transformée de Fourier R > @ — f(®) € C est

une fonction continue de I’argument ®. On a dans ce cas fAe % (R).
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On laisse le lecteur vérifier cette propriété pour les trois exemples
fondamentaux rappelés ci-dessus.

e  Opérateur de Fourier conjugué

Pour f € L'(R), on définit I’opérateur de Fourier conjugué .# par
I’expression (.7 f)(w) = [~ exp(iwt) f(¢)dt. Seul le signe de @
dans I’exponentielle complexe a changé.

On ala relation (.7 f)(®) = (Z f)(—).

e Théoreme d’inversion de Fourier (premiere formulation)

Si d’une part la fonction f est intégrable (f € L' (R )) et si de plus sa
transformée de Fourier f est également intégrable ( f € L'(R)), alors
on peut représenter la fonction f a I’aide de I’opérateur de Fourier
conjugué : f(t) = 5 [7, exp(io?) f(w)dw. Cette égalité a licu
“pour presque tout” ¢ € R (pour tout réel ¢ dans les applications en
ingénierie). On peut écrire aussi

f(6) = 52 (ZF)(t) ou f(t) = 5 (F(F1)0).

Seul le second exemple fondamental permet de tester ce théoreme
d’inversion de Fourier puisque les fonctions @, et Pr n’appartiennent
pas 2 L!(R) [exercice !]. On a par contre ¥, € L' (R) [exercice] et
le théoreme d’inversion de Fourier s’écrit dans ce cas particulier

[ exp(iot) 2 a2+w2 = Z exp(—alt[). On constate qu’on a calculé
avec des fonctions élémentaires 1’intégrale de la fonction

R>w+— aer;wz exp(i@t) € C dont la primitive ne peut pas s’expri-
mer en termes de fonctions élémentaires

L’égalité ponctuelle f(r) = ( F(F f))(t) peut s’écrire aussi
(1) =5 ((FZ)f) (1) pour tout réel ¢, c’est a dire
((ZoF)f)(t) =27 f(t). On en déduit donc une égalité entre fonc-
tions (#..%)f = 2n f pour toute fonction intégrable dont la trans-
formée de Fourier f est également intégrable.
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e Inverse de I’opérateur de Fourier

On note dans ce paragraphe & I’espace des fonctions intégrables
dont la transformée de Fourier f est également intégrable. Alors
1’égalité précédente (.F,.%)f = 27 f est vraie pour toute fonction
f € &. On en déduit que 1’opérateur .#,.# transforme la fonc-
tion f en elle méme, a un facteur 27 pres. Si on appelle “identité”
I'opérateur & > f —— idf = f € &, larelation (F..%)f = 2midf
valable pour toute fonction f € & peut aussi s’écrire comme une
relation entre opérateurs de I’espace &: .#..# = 2mid. Quand on
compose les opérateurs .# et l? on trouve I’identité :

(7). F =id. On peut montrer [exercice !] qu’on a aussi
J’o( L7 ) id. En d’autres termes, .7 ! = 217r Z. A un facteur
2w pres, 'inverse de la transformée de Fourier est égal a I’opérateur
de Fourier conjugué !

e  Approximation des fonctions dans I’espace L?(R)

Si on se donne une fonction de carré intégrable (f € L?(R)), elle
n’est pas en général intégrable sur R. Mais si on la tronque a I’aide
d’une fonction porte en posant pour k entier positif, fy = P>y f, c’est
a dire fi(t) = f(¢) si |t| <k et fr =0 sinon, on obtient une suite
de fonctions dans I’espace L!(R) NL?(R). Cette suite f; converge
vers f dans L?(R): ||f — fi|, tend vers zéro si k tend vers I’infini.

e Transformée de Fourier dans I’espace L?(RR)

Comme la suite f; appartient 2 L!(R), sa transformée de Fourier ﬁ
est bien définie via la relation fi(w) = [* kkexp(—ia)t) f(¢)dt. On
peut montrer que cette suite fk appartient a I’ espace L2(R) et con-
verge dans cet espace vers une fonction notée f ou .Z f qui définit
la transformation de Fourier dans 1’espace L2(R). De plus, on a pour
“presque tout” @ € R,

(Zf)(@) = f(@) =limg_, 1o [* exp(—iwr) f(r)dr.

On constate que la définition de la transformée de Fourier dans L?(R)
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n’est pas aussi immédiate que dans I’espace L!(R). Elle a de toute-
fois de nombreuses propriétés, trés simples a énoncer.

e Conservation, a un facteur 27 pres, du produit scalaire

On rappelle que pour deux fonctions f et g de carré intégrables, le
produit scalaire (f, g) = fR f(t)g(r)dr est bien défini. On a la rela-
tion de Bessel-Parseval : (f,3) =27 (f,g). A un facteur 27 pres,
la transformation de Fourier conserve le produit scalaire. Dans le cas
ou f = g, cette conservation du produit scalaire s’écrit comme une
conservation des normes : (f, f) = |.Z FflF=2x|f|? =2n(f, f).

e  Opérateur de Fourier conjugué dans L?(R)

On étend comme dans le cas précédent la transformée de Fourier
conjuguée a I’espace L*(R):

(Z f)(0) = f(0©) =1lim_, o ffkexp(ia)t) f(¢)dz. On aégalement,
pour f € LA(R), (Zf)(®) = (Z f)(-w).

e Théoreme d’inversion de Fourier (seconde formulation)

On a dans I’espace L?(RR) les relations suivantes entre I”opérateur de
Fourier .% et I’opérateur de Fourier conjugué .7

FoF = ﬁ’o? = 2mid. On peut aussi écrire ces relations sous la
forme .7 ! = o L .Z. A un facteur 27 pres, I'inverse de la transfor-
mée de Fourier dans 1’espace des fonctions de carré intégrable est
égal a I’opérateur de Fourier conjugué.

On en déduit que pour toute fonction f de carré intégrable, on a
f= % (ZoF)(f) etonaaussi f= 5 (Fo.F)(f). En particulier
pour (presque) tout nombre réel ¢, on a les égalités

1) = 25 (F(FF) @) et f1) = J (F(F)) (). On ne peut en-
suite écrire ces égalités avec des 1ntegrales que si les fonctions f et
Z f sont intégrables.
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e Calcul d’une transformée de Fourier a I’aide du théoréme
d’inversion de Fourier

Pour la fonction porte, on se donne 7 > 0. On déduit [exercice !]

des égalités précédentes la relation . (sinc(%L)) (¢) = 27” Pr(t). En

particulier pour T =2, (Fsinc)(t) =7 si |t| <1 et (Fsinc)(r) =0

si || > 1. Grace au théoréme d’inversion de Fourier, on a calculé la

transformée de Fourier du sinus cardinal sans jamais écrire une seule

intégrale !

Exercices

e Transformation de Fourier du sinus cardinal

On se donne 7 > 0 et on note Pr la fonction porte : Pr(f) =1 si
1)< L, Pr(t)=0ssi [t]> T.

a) Quelle est sa transformée de Fourier ?

Pour 7 réel, on définit le sinus cardinal sinc(¢) par la relation

sinc(z) = S‘[i’

b) En choisissant bien le parametre 7, calculer la transformée de

Fourier du sinus cardinal.

e Autour de la transformée de Fourier d’une loi de Cauchy

Pour ¢ réel, une loi de Cauchy est une fonction de la forme

) = o

a) AT aide de la transformée de Fourier de la fonction exp(—a |t|)
et de la formule d’inversion de Fourier, calculer la transformée de
Fourier f(®).

b) En déduire la transformée de Fourier de la fonction

8(t) = g

c) Calculer la transformée de Fourier de la fonction h(t) = ]Ji—tz
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o  Quelques intégrales

a) A partir des résultats du premier exercice sur la transformation
de Fourier, expliciter la transformée de Fourier du carré du sinus
cardinal, c’est a dire de la fonction f définie par f(r) = %;t

b) En déduire la valeur de I’intégrale [ Si;‘;’ dr.

. . , oo ind
¢) Meéme question pour I'intégrale [~ %51 dz.

—o0 ¢

d) Préciser, selon les valeurs du parametre @ € R, les valeurs

prises par I’intégrale [ Si;‘zzt cos(wr)dr.

e Transformation de Fourier [février 2014]

On se donne un réel a strictement positif et la fonction f définie par
£() = exp(—a |t]).

a) Quelle est I'expression de (% f)(w) ?

b)  Rappeler pourquoi la fonction (% f)(w) est a la fois paire et
réelle.

¢)  Expliquer pourquoi la fonction g(w) = m appartient a
I’espace L' (R).

d) Pour ¢ réel arbitraire, montrer que 1’expression

&)= [[Zg(w) exp(iwt)dw est bien définie.

e) A l’aide de quel opérateur est-elle reliée a la fonction g ?

f)  Calculer une expresion analytique de ®(¢) pour tout nombre
réel ¢.

e Transformation de Fourier [février 2015]

On note Pr la fonction porte : Pr(t) =1 si [¢|< L, Pr(r) =0 si
7| > % On note f le produit de convolution f = Pr * Pr.

a) Rappeler I’expression de la transformée de Fourier f’; (w) dela
porte Pr.

b) Montrer que la fonction f admet I’expression suivante :
fO)=T—|t|si |t|<T, f(t)=0si|t|>T.

c) Représenter graphiquement la fonction f.
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d) Calculer la transformée de Fourier f((o) de la fonction f. Appar-
tient-elle & ’espace L' (R) des fonctions intégrables ?

On désigne par sinc la fonction sinus cardinal : sinc(0) = Sige.

e) Calculer en fonction de 7 les valeurs de I’intégrale
I(r)= [ (sinc(“’TT))2 exp(iwt)dw.
f)  En déduire une expression analytique de 1’intégrale

J72 (sinc(6 ))sz.

e Convolution et transformation de Fourier [avril 2016]
On se donne un nombre réel T strictement positif et la fonction f
définie par f(t) =exp(— || /7). Onremarque que f(¢) =exp(t/7)
sit<O0et f(t)=exp(—t/7)sit>0.
a) Calculer la transformée de Fourier f(a)) de la fonction f.
b) En deduire la valeur de I’intégrale
1(t) = % J7. F() explion) do.
¢) Que vaut 1(0)?
d) Pouvait-on prévoir le résultat par une autre méthode ?
e) Montrer que le produit de convolution @(z) = (f*f)(¢) estune
fonction paire de I’argument 7.
f)  Si ¢ est positif ou nul, calculer le produit de convolution
o(t) = (f £)(1).
g) Quelle est I’expression de ¢(¢) si ¢ est un réel quelconque ?
h)  Que vaut ¢'(0)?
i)  Calculer I’expression de la transformée de Fourier ¢(®) de la
fonction ¢.
j)  En déduire la valeur de 'intégrale J = [ T +io M do.

e Transformation de Fourier [février 2017]

On pose @(t) = exp(—|t]).

a) Rappeler pourquoi la fonction ¢ est intégrable sur R.

b) Calculer les valeurs @(®) de la transformée de Fourier ¢ de
cette fonction.
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c) Montrer que le produit de convolution f = ¢ * ¢ est une fonc-
tion paire.

d) Calculer les valeurs f(z) de ce produit de convolution pour tout
nombre réel ¢.

e) Calculer les valeurs f(w) de la transformée de Fourier f de ce
produit de convolution.

f)  En déduire les valeurs des intégrales I(r) = [ &Oi(wwzt))z

pour tout nombre réel ¢.

dow

e Transformation de Fourier [avril 2017]

On pose @(t) =exp(—t) sit>0cet @(r)=0sir<O0.

a) Rappeler pourquoi la fonction ¢ est intégrable sur R.

b)  Calculer les valeurs @(®) de la transformée de Fourier ¢ de
cette fonction.

c) Montrer que le produit de convolution f = ¢ * ¢ est une fonc-
tion causale, c’est a dire que f(t) =0 si 7 <O0.

d) Calculer les valeurs f(z) de ce produit de convolution pour tout
nombre réel ¢.

e) Calculer les valeurs f(a)) de la transformée de Fourier f de ce
produit de convolution.

f)  En déduire les valeurs des intégrales I(r) = [*° ?’;Ijr(:g)’z)
pour tout nombre réelz.

dow
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e  Dérivation de la fonction valeur absolue

On pose v(r) = |t|. On sait que pour ¢ non nul, cette fonction est
dérivable et sa dérivée V/(r) est égale a la fonction “signe” définie
par sgnt =1 si t >0 et sgnt = —1 si t < 0. On peut constater
[exercice !] que, mé€me si la valeur absolue n’est pas dérivable en
z€ro, la relation fondamentale du calcul différentiel :

f(b) = f(a)+ [? f'(t)dt reste valable pour cette fonction ; en parti-
culier, v(t) = v(0) + [ sgn6d6 pour tout ¢ € R.

e Dérivation de la fonction de Heaviside

La fonction de Heaviside H satisfait aux relations H(z) =0 si t <0
et H(t) =1 si t > 0. Elle n’est pas dérivable en zéro mais elle I’est en
tout autre point ¢ # 0 et H'(t) = 0 si ¢ # 0. Pourtant, si on calcule
I’expression [j H'(0)d6, on ne retrouve pas H(¢) pour tout ¢! Il
manque “quelque chose” a la dérivée de la fonction de Heaviside.

e  Valeur ponctuelle ou fonction test ?

On se donne (pour fixer les idées) une fonction bornée f € L*(R). Si
¢ est une fonction intégrable (¢ € L' (R)), I'intégrale [~ f(t) ¢(¢)dt
est un nombre réel bien défini. La question posée est la suivante :

a partir de toutes les intégrales [~ f(¢) @(¢)dr pour une certaine
famille de fonctions de test, peut-on caractériser completement la
fonction f? Au lieu de voir une fonction f comme une famille de
nombres réels f(z) pour ¢ € R, on la considére comme une famille
de nombres [ f(¢) ¢(¢)dr pour une famille de “fonctions test” @.
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e Fonctions indéfiniment dérivables a décroissance rapide

Le mathématicien Laurent Schwartz (1915-2002) a proposé un
espace de fonctions test .%’(R) qui a permis de donner un bon cadre
mathématique pour généraliser la notion de fonction. Une fonction
¢ de R dans R appartient a I’espace .7 (R) si et seulement si les
deux conditions suivantes sont satisfaites. D’une part, la fonction ¢
est indéfiniment dérivable et on note (p(k) la dérivée k° de la fonc-
tion @. D’autre part la fonction ¢ est a décroissance rapide : la
fonction ¢ et toutes ses dérivées (p(k) tendent vers zéro a 1’infini
plus vite que tout polyndme ; pour tout entier k et tout entier /,
I’expression ¢/ %) (1) tend vers zéro si || tend vers I’infini.

e Fonctions gaussiennes
On se donne 6 € R et 0 > 0. La fonction gaussienne Qg s centrée

au point 0 et d’écart type ¢ (ou de variance G?2) est définie par

o2
00.0(1) = 55z exp (— {52

des fonctions indéfiniment dérivables a décroissance rapide. Et c’est
(k)

. . (k) . k
encore vrai de toutes ses dérivées @ o - Toutes les fonctions ¢ 0.c
sont des fonctions test que nous utilisons dans la suite de cette lecon.

). Elle appartient a I'espace .#(R)

On remarque aussi [exercice !] que 'ona [=_ g 5(¢)dr = 1.

e [’espace des fonctions infiniment dérivables a décroissance rapide
est stable par dérivation

C’est une propriété fondamentale qui est conséquence immédiate de

la définition de I’espace .7 (R): si @ € .(R), alors sa dérivée ¢’

appartient également a I’espace . (R). En d’autres termes,

pecSR) = ¢ € S(R).

e Convergence dans I’espace des fonctions indéfiniment dérivables
a décroissance rapide

La notion de convergence dans I’espace .7’ (R) est délicate et nous

n’entrerons pas dans le cadre de ce cours dans les difficultés mathé-

matiques liées a cette question. Afin d’étre complets, notons
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simplement qu’une suite de fonctions ¢, € .(R) converge vers la

fonction ¢ € .#(R) si et seulement si pour tout k et ¢ entiers, les

fonctions ¢ —s ¢ (p,(,k) (t) convergent uniformément vers la fonction

t — t“ X (1). En d’autres termes, pour tout k et ¢ entiers,

£ (p,gk) (t) —t! @) (r)|| tend vers zéro si n tend vers I’infini.

e Action d’une fonction contre une fonction test

Comme toute fonction ¢ € .7 (R) décroit plus vite vers zéro a I’infini

que la fonction 7 — [lz dont I’'intégrale converge a I’infini, I’intégrale

[ lo(t)|dr est bien définie et @ € LI(R): #(R) ¢ L'(R). Donc

pour f € L”(R), I'intégrale [ f(¢t) @(z)ds est bien définie. On

I’appelle “action de la fonction f contre la fonction test ¢ et on la

note < Ty, ¢ >. Par définition, < Ty, ¢ >= [7 f(¢t) @(t)dt; c’est

une simple intégrale convergente.

e Les actions contre toutes les fonctions test permettent de
déterminer les valeurs ponctuelles

On se donne une fonction f bornée “inconnue” pour laquelle on se

donne toutes les actions < T, ¢ > pour toutes les fonctions

¢ € Z(R). Alors la fonction f est parfaitement connue ; les valeurs

f(t) sont connues pour (presque) tout 7 € R.

On peut se convaincre de cette propriété pour une fonction continue

au point 6. Dans ce cas, la valeur numérique f(6) apparait comme

la limite des intégrales < Ty, @ 5 > pour O tendant vers zéro.

e  Distribution

Une distribution 7" généralise I’opération d’intégration proposée avec
I'intégration Ty. Une distribution 7' € .#’(R) associe a toute fonc-
tion @ € .(R) le nombre < T, ¢ >. Deux conditions doivent étre
satisfaites : la linéarité et la continuité. De facon précise, I’application
S (R)>9—<T,p>cR estlinéaire :

<T,o+y>=<T, 0>+ <T, y>si @ ety sontdeux fonctions
testet <T,A@ >= A <T, @ > si A estun nombre réel. De plus,
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si la suite @, € .7 (R) converge vers la fonction ¢ € .(R) alors la
suite numérique < 7, ¢, > converge vers < T, ¢ > lorsque n tend
vers ’infini.

Deux distributions 7" et U sont égales si et seulement si pour toute
fonction test @ € . (R), on a égalité des nombres < T, ¢ > et
<U,>: <T,p>=<U,p>Voec.7R).

Bien entendu, si f est une fonction bornée, 1’opération Ty définit
une distribution avec la relation < T¢, ¢ >= [ f(¢) ¢(t)dt [exer-
cice !]. Mais il existe aussi des distributions qui ne se réduisent pas
a des intégrales fonctionnelles de la forme < Ty, ¢ >.

e Dérivée d’une fonction au sens des distributions

Si f est une fonction bornée dérivable dont la dérivée f est égale-
ment bornée, on peut calculer < Ty, @ > a I’aide d’une intégration
par parties. Il vient alors

<Tp,@>=—[7_f(t)@'(t)dt = — < Ty, ¢’ >, ce pour toute fonc-
tion test. On constate que méme si la fonction f n’est pas dérivable,
le nombre — < T¢, ¢’ > a un sens pour toute fonction test. Cette
relation définit la dérivée (T¢)" au sens des distributions. Par défi-
nition, la distribution (7})" “dérivée de f au sens des distributions”
agit sur une fonction test ¢ via la relation

< (Tf)/, 0>=—< Tf, (P/ >.

Dans le cas ou la fonction f est dérivable, une intégration par parties
montre que I’on a [exercice !] (Ty)" = Ty et la dérivée au sens des
distribution est alors simplement I’intégration de la dérivée contre
une fonction test.

e Dérivée de la fonction de Heaviside au sens des distributions
Si on applique la définition précédente a la fonction de Heaviside, on
obtient [exercice !] < (Ty)', ¢ >= ¢(0) pour toute fonction test.

72



INTRODUCTION AUX DISTRIBUTIONS

e Masse de Dirac 6.

On peut vérifier que I’application .’(R) 5 ¢ — ¢(0) € R est bien
une distribution. C’est par définition la “masse de Dirac” &, pro-
posée par le physicien Paul Dirac (1902-1984). On a

<6, ¢ >= ¢(0).

La dérivée de la fonction de Heaviside au sens des distributions peut
maintenant s’écrire (Ty) = 0 dans I’espace .#’/(R) des distribu-
tions. Cette égalité signifie simplement que pour toute fonction test
pe.ZR),ona < (Ty), ¢ >= ¢(0).

e Approximation de la masse de Dirac par une famille de fonctions

On définit, pour tout € > 0 la fonction 8 par la relation 8¢ (t) = 1

€
si || <% et 8(t) =0si [t| > 5. Alors < T, ¢ >= 1 ffgzgo(t)dt
est exactement la valeur moyenne de la fonction ¢ sur I’intervalle
] =5, 5[ Comme la fonction test ¢ est continue en zéro, la valeur
moyenne converge vers @(0) si € tend vers zéro [exercice !]. Les
(distributions associées aux) fonctions O approchent la masse de

Dirac.

e Lamasse de Dirac n’est pas une fonction

I n’existe pas de fonction f de sorte que Ty = §, c’est a dire telle que
pour toute fonction test ¢ € .(R), on ait [~ f(¢) @(¢)dt = ¢(0).
Si une telle fonction existe, elle est nécessairement nulle. Mais alors
Iintégrale [~ f(¢) @(¢)dt est nulle pour toute fonction test ¢ et ne
peut donc valoir ¢@(0) si I’“ordonnée a I’origine” de la fonction ¢
est non nulle.

Les distributions généralisent véritablement la notion de fonction.
Toute fonction définit une distribution. De plus, il existe des distri-
butions qui ne se réduisent pas a des fonctions !

e Dérivée d’une distribution
Nous avons vu que si la distribution 7 € .%/(R) est de la forme
T = Ty pour une certaine fonction f, on a la relation
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<T', ¢ >= — <T,¢' > pour toute fonction test ¢ € .7 (R). Si
maintenant 7' est une distribution quelconque, le nombre — < T, ¢’ >
peut étre calculé pour toute fonction test. Par définition, il est égal
a I’action de la distribution dérivée T’ contre la fonction test @:
<T o>=—<T,¢ >.

Toute distribution est indéfiniment dérivable au sens de cette défini-
tion. En conséquence, toute fonction est indéfiniment dérivable au
sens des distributions !

e Dérivée au sens des distributions d’une fonction qui a un point
de discontinuité
On se donne une fonction f bornée trés réguliere sauf au point
0 € R. En ce point, la fonction f est discontinue mais elle a une
limite a gauche y_ et une limite a droite y,. Onnote [f], =y —y—
le saut de la fonction f au point 6. On définit aussi la masse de Dirac
Op au point O par la relation < 8y, @ >= ¢@(6). En particulier,
0o = 68, masse de Dirac en zéro. De plus, on note f’ la dérivée de f,
définie partout sauf au point 8. Ona < Ty, @ >= [*_ f'(r) @(r)dr.
Alors la dérivée de la fonction f au sens des distributions (7¢)" peut
s’exprimer en fonction de la dérivée classique f’ et de la masse de
Dirac au point 0: (Ty) = Ty + [f], 0.
e Epilogue sur la valeur absolue et la fonction de Heaviside
Pour I’exemple de la valeur absolue, la fonction v() est continue a
I’origine et seule la dérivée classique (la fonction signe) contribue
pour construire la dérivée au sens des distributions. Dans la cas de
la fonction de Heaviside au contraire, la dérivée classique est nulle,
le saut de la fonction au point de discontinuité est égal a 1 et on a

(T)" = .
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Exercices

e Dérivées de la valeur absolue

Soit v la fonction “valeur absolue” : v(¢) = —¢ pour t <0 et v(t) =t
pour ¢t > 0.

a) Calculer la dérivée de v au sens des distributions et montrer
qu’elle coincide avec la dérivée usuelle.

b) Poursuivre la question précédente avec 1’évaluation de la dérivée
seconde de la fonction v au sens des distributions.

e Equation différentielle du premier ordre

Soit A un nombre réel (ou complexe !) et H la fonction de Heavi-
side.

a) Calculer au sens des distributions I’expression

(& + 1) (H(t) exp(—At)).

b) Comparer avec la solution u(¢) (qu’on précisera !) de I’équation
différentielle du premier ordre (&4 2)(u(t)) = 0, associée 2 la
condition initiale u(0) = 1.

o Dérivée de la masse de Dirac

On rappelle que la masse de Dirac 8 est définie par son action sur
les fonctions-test : < &, ¢ >= ¢@(0). On introduit un nombre réel
strictement positif € “petit” et on approche la masse de Dirac par la
fonction )y, égale a la fonction porte Pz multipliée par é :

Xe(t) =1/€ pour |t]|< § et xe(r) =0 sinon.

a) Calculer la dérivée de y. au sens des distributions.

b) Montrer que pour une fonction test ¢ assez réguliere fixée, le
nombre <y, ¢ > converge si € tend vers zéro vers un nombre qui
ne dépend que de la fonction ¢.

¢) Vérifier, en revenant a la définition de la dérivée d’une distribu-
tion, que cette limite est égale au nombre < &', @ > .
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e Equation différentielle du second ordre

Soit @ un nombre réel et H la fonction de Heaviside.

a) Calculer au sens des distributions I’expression

(55 + 02) (H () S50,

b) Comparer avec la solution o(z) de I’équation différentielle du
second ordre (% + 0?)(o(t)) = 0, associée aux conditions ini-
tiales 0(0) =0, o’(0) =1,

e Dérivation au sens des distributions [février 2013]

Soit f(t) la fonction définie par f(t) = —% si t <0 et
flty=1>sit>0.

a) Montrer que la fonction f est dérivable sur R et calculer sa

fonction dérivée d{ pour tout ¢ € R.
b)  Montrer que %—J; est une fonction continue sur R et dérivable

. s . , 2
sauf pour t = 0. Calculer la fonction dérivée seconde d{ au sens

des distributions.

c) Montrer que T’{ n’est pas une fonction continue en tout point

de R.

d) Calculer la dérivée troisieme ‘317{ au sens des distributions.
e Equation différentielle avec second membre distribution
[février 2013]

On pose f(t) =exp(—|7|) pourt € R.

a) Montrer que la fonction f est continue sur R et dérivable sauf
en t = (0. Calculer la fonction dérivée i—f:.

b) Monter en dérivant la dérivée premiere au sens des distributions
que la fonction f vérifie & dﬂ —f(t) = =26, ou O désigne la masse

de Dirac en zéro.

e Dérivation au sens des distributions [avril 2013]
Soit f(t) la fonction définie par f(r) =0sit <0, f(r)=5—5 si
O<t<letf(t)=¢sit>1
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a) Montrer que la fonction f est dérivable sur R et calculer sa
fonction dérivée % pour tout ¢ € R. On regardera en particulier le
casdes pointst =0etr = 1.

df

b)  Montrer que 3 est une fonction continue sur R et dérivable

saufpour r =0ett=1.

¢) Calculer la fonction dérivée seconde T{ au sens des distribu-
tions.

d) Montrer que T{ n’est pas une fonction continue en tout point
de R.

e) Calculer la dérivée troisieme % au sens des distributions.

e Dérivation au sens des distributions [février 2015]

Soit f(t) la fonction définie par f(t) =0sit <0, f(t) =3t>—2¢
si0O<r<letf(r)=1sit>1.

a) Dessiner rapidement le graphe de la fonction f.

b) Montrer qu’elle est dérivable sur R.

¢) Calculer la fonction dérivée d{ (t) pour tout 7 € R. On regardera
en particulier le cas des points t =0 et = 1.

d) Reprendre les trois questions précédente en s’intéressant cette

fois a la fonction dérivée d—]; En particulier, on répondra avec préci-

sion a la question de savoir si % est dérivableent =0etent = 1.
e) Quelle est la dérivée f” au sens des distributions de la fonction
dérivée &2

f)  Montrer que c’est une fonction discontinue en deux points que
I’on précisera.

g) Calculer la dérivée troisitme f”’ de la fonction f au sens des
distributions. Expliquer pourquoi ce n’est pas une fonction.

e Dérivation au sens des distributions [avril 2015]

Soit f(¢) la fonction périodique de période 2 définie par f(r) =|t|
st — <t <.

a) Calculer sa dérivée f’ premiere au sens des distributions.
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b) La distribution f’ est-elle une fonction ?

c) Justifier votre réponse.

d) Calculer la dérivée seconde f” de la fonction f au sens des
distributions.

On désigne par H la fonction de Heaviside : H(t) =1 sit > 0et
H(t)=0sit <0.Onpose g(tr) = H(t) exp(—21).

e) Lafonction g est-elle continue ?

f) Est-elle causale ?

g) Expliciter, en justifiant vos calculs, la distribution
K=g'+2g(1).

e Dérivation au sens des distributions [février 2016]

Soit f() la fonction définie par f(t) = —1sit < —7, f(t) = sint
si—F <t<FTetf(t)=+1sit>7.

a) Dessiner le graphe de la fonction f.

b) Montrer que la fonction f est dérivable sur R.

c) Préciser sa fonction dérivée f’ et

d) Dessiner le graphe de la fonction f”.

e) Lafonction f est-elle dérivable sur R ?

f) Justifier avec soin votre réponse.

g) Calculer la dérivée seconde f” (c’est a dire la dérivée de la
fonction f’) de la fonction f au sens des distributions.

h) Justifier avec soin votre réponse.

e Dérivation au sens des distributions [février 2017]

Soit f(¢) la fonction définie par f(r) = 0 sit <O, f(r) =t(l —1)
si0O<r<letf(t)=0sir>1.

a) Dessiner le graphe de la fonction f.

b) Montrer que la fonction f est continue sur R.

c¢) Montrer que la fonction f est dérivable sur R, sauf en certains
points que 1’on précisera.

d) Calculer la dérivée de f au sens des distributions.
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e) Calculer la dérivée seconde de f au sens des distributions.
f)  Est-ce une fonction ?
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-10- Transformée de Fourier
des distributions

e  Multiplication d’une distribution par une fonction réguliere

“a croissance lente”
Une fonction réguliere a croissance lente est par définition une fonc-
tion ¥ indéfiniment dérivable dont toutes les dérivées sont au plus a
croissance polynomiale : pour tout entier k € N, il existe une cons-
tante C; et un entier {; € N de sorte que pour tout ¢ de valeur
absolue assez grande, |y®)(1)| < Cy|t|’. Alors pour toute fonction
¢ € L (R), le produit y ¢ appartient a I’espace . (R) [exercice !].
On définit le produit de la distribution 7 € .#’(R) par la fonction 2
croissance lente Y via son action sur une fonction test ¢ € . (R):
<yYT,o>=<T,yo>.
e Transformée de Fourier des fonctions indéfiniment dérivables

a décroissance rapide
Toute fonction indéfiniment dérivable a décroissance rapide est in-
tégrable : .(R) c L'(R). Donc toute fonction ¢ € .#(R) a une
transformée de Fourier ¢ qu’on peut calculer avec la relation

~

o(w) = [7_exp(—iwt) @(r)dt. On dispose aussi de la transformée

de Fourier conjuguée : .Z¢(0) = ¢(—w).

e [’espace des fonctions a décroissance rapide est stable par
transformation de Fourier

Si ¢ € .7(R), alors sa transformée de Fourier .% ¢ = @ appartient

également a I’espace ./ (R): ¢ € S (R) = F ¢ € .7 (R).



TRANSFORMEE DE FOURIER DES DISTRIBUTIONS

e Inversion de Fourier dans I’espace des fonctions a décroissance
rapide

Si ¢ € (R), alors on a aussi .Z ¢ € L!(R) et on peut écrire la for-

mule de réciprocité de Fourier : ¢(z) = % = exp(iot) (o) do.

Donc (F..7) (@) = (%7 (9) = 21 ¢ pour toute fonction

¢ € .Z(R). On définit I’opérateur identité id de .’(R) dans . (R)

par la relation id (@) = ¢@. On a alors une égalité entre opérateurs :

FoF = F,.F = 2mid. Par suite, dans I’espace . (R) des fonc-

tions indéfiniment dérivables a décroissance rapide, 1’opérateur

inverse de la transformée de Fourier est, a un facteur 27 pres, I’opéra-

teur de Fourier conjugué : .#% ! = ﬁ Z.

e Dualité de la transformation de Fourier

Pour f € L'(R) et ¢ € .#(R), on a la relation suivante entre nom-

bres réels : [~ f(1)@(t)dr = [~ f(¢)@(t)ds. La preuve demande

simplement une utilisation soignée du théoreme de Fubini.

e Transformée de Fourier des distributions

On se donne une distribution 7' € .#/(R). Par définition, sa trans-
formée de Fourier .ZT = T agit sur une fonction test @ € .(R)
selon la relation < T, @ >=<T, ¢ >. On peut bien siir écrire aussi

FT, 0 >=<T,F¢>.
e  Cohérence de la définition de la transformée de Fourier des
distributions

Pour toute fonction f € L*(R), on a vu lors de la legon précédente
qu’elle définit une distribution que nous notons encore pour quelques
lignes Tr: < Ty, @ >= [~ f(t)@(t)dt. Si de plus f € LI(R),
la relation de dualité [~ (1) @(t)dr = [~ f(¢)@(t)dr peut main-
tenant s’écrire < TA @ > =<Ty, @ > qui par définition est €gal a

< Tf, ¢ >, ce pour toute fonction ¢ € . (R). On en déduit une éga-

lit¢ dans I’espace des distributions : Ty = T,? pour toute
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fonction f € L*(R)NL!'(R). La définition de la transformée de
Fourier des distributions est cohérente avec la définition de la trans-
formée de Fourier des fonctions.

e Notation

On se donne une fonction f € L*(R). Dans la suite du cours, nous
notons simplement f la distribution Ty: < f, @ >= [=_ f(r) (1) dr.
Alors la notation f’ désigne (sauf mention contraire) la dérivée au
sens des distributions de la fonction f: < f/, @ >= — < f, ¢’ >
pour ¢ € . (R). De plus, la transformée de Fourier .% f de la fonc-
tion f est, elle aussi, toujours définie au sens des distributions et on
asimplement < Zf, ¢ >= < f, ¢ >

e Transformée de Fourier de la masse de Dirac

On rappelle que < &, ¢ >= ¢@(0) pour toute fonction ¢ € . (R).
On a alors en utilisant la définition de la transformée des distributions
S=1: pour toute fonction test ¢ € .7 (R), < s, o >= [T o(r)dt
On peut illustrer cette propriété avec ce que 1’on sait de la tranformee
de Fourier des fonctions et de I’approximation de la masse de Dirac
par des fonctions simples. Si on approche 0 par la famille de fonc-
tions O définies par Og(r) = é si [t| <% et &(r) =0 sinon, on a
par un calcul classique vu a la lecon d’introduction de la transformée
de Fourier, /5\8( )= smc( ) Cette fonction converge simplement
vers la fonction “un” si € tend vers zéro.

e Transformée de Fourier de la masse de Dirac au point a

On rappelle que si a € R, < §,, ¢ >= ¢(a). Alors la distribution
F 8, est en fait une fonction et (.#,)(r) = exp(—iat). On a aussi
(Z8,)(t) = exp(iat). Avec cette définition, les polyndmes prennent
un sens dans ’espace ./ (R) des distributions.

e Inversion de Fourier dans I’espace des distributions

On se donne I’opérateur identité id de ./(R) dans ./(R) par la
relation id7T = T pour toute distribution 7. La transformation de
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Fourier des distributions .%# satisfait aux relations entre opérateurs :
FoF = Fo.F = 2mid. Dans 'espace .¥’(R) des distributions,
I’opérateur inverse de la transformée de Fourier est, a un facteur 27

1
=377
) =

pres, ’opérateur de Fourier conjugué : .% !
On a alors % f(exp(iat)) =21md,, F(cos(at)
F (sin(at)) = % (04— 6_4).

e Peigne de Dlrac

On se donne a > 0 et on définit le peigne de Dirac de pas a a I’aide
de la relation A, = Y ;7 Ok4- En action contre une fonction test

¢ e S(R), ona <Ay @ >=Y,c7¢(ka). On laisse au lecteur
[exercice !] le soin de vérifier que la série Y ;.7 @(ka) est absol-
ument convergente si ¢ est a décroissance rapide.

(8 + 8_g) et

e Formule sommatoire de Poisson
Pour T >0 et ¢ € S (R), OnaZkeZ okT)= dez @(%)En
termes de distributions, Ay = F ¥yc7 exp (22 g)

e Convolution des distributions

Si f et g sont deux fonctions de L!(RR), leur produit de convolution
f * g est défini (presque partout) par la relation

(fxg)t)= ["_f(0)g(t—06)d6. On le teste contre une fonction
¢ € .7 (R), c’est a dire qu’on évalue I’intégrale

< fxg, @>= [T (f*g)(t) (t)dr. On a en appliquant le théoréme
de Fubini : < fxg, 0 >= [~ d0f(0) [~ drg(t)p(t+6). On
pose y(0)= [~ _g(t)p(t+6)dt etona:

<fxg, @ >= [, f(6)w(6)db.

Pour passer aux distributions, les fonctions f et g sont remplacées
par des distribution 7" et U. La relation précédente se généralise en
<T=«U,p>=<T, y > avec une fonction y telle que

V() =<U, @g > et @g(t) = @(t +0).

Attention ! La convolution 7 U des distributions 7" et U n’est pas
toujours définie. Pour calculer < T xU, ¢ >, on suit I’algorithme
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suivant :

(i)  définir une nouvelle fonction @ € . (R) par la relation

Po(1) = @(t+6)

(ii) faire agir U sur cette fonction : y(0) =< U, @y >

(iii) si la fonction y appartient a I’espace .¥’(R) (ce qui n’est pas
toujours vrai !) alors il suffit de faire agir 7 sur la fonction v et
<Tx*U, ¢ >=<T, y>. Silafonction ¥ n’appartient pas a I’espace
Z(R), le processus s’arréte et le produit de convolution 7 U n’est
pas défini.

e [amasse de Dirac est un élément neutre pour la convolution

Si T € .'(R), les produits de convolution 7 % & et 6 x T sont bien
définisetona T+« =0T =T.

Exercices

e Inversion de Fourier pour les distributions

Soit .# I’opérateur de Fourier et .% 1’opérateur de Fourier conjugué.
a) Rappeler leurs définitions lorsqu’ils operent sur des fonctions
intégrables. Rappeler ce que valent les composées %, % et Fo.%

lorsque I’on travaille dans ’espace .(R) des fonctions trés régulieres

a décroissance rapide.

b) Sachant que pour une distribution 7" et une fonction test ¢ on a
<FIT,o>=<T,FQ>et<FT,p>=<T,F¢ >, montrer
que pour toute distribution 7', on a I’identité ?(9 T) =2rT.

c) En déduire que .#..# est proportionnel a la transformation
identité dans ’espace ./ (R) des distributions.

e Transformée de Fourier des fonctions circulaires

Soit @ un nombre réel.

a) Rappeler le raisonnement qui permet de calculer les transfor-
mées de Fourier de I’exponentielle complexe et des fontions sinus et
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cosinus.

b) Montrer que .% (exp(iat)) = 27 8,.

¢) Montrer que .7 (cos(at)) = 7 (8,4 6_4).

d) Montrer enfin que .% (sin(at)) = % (8, —6_4).

e  Valeur principale de Cauchy

Pour une fonction test ¢ 6 5% ( ) on pose

<vp)]—c, o>=lim,_ [ ( dr + [& 22

a) Montrer que cette hmlte existe bien et que l’on a

<wpl g>= fye=etiy,

b) Montrer que I’on a la relation x Vp% = 1 au sens des distribu-
tions en la testant sur ¢ € .(R), sachant que

<xvp%, 0>=< Vp%, v > avec Y(t) =t @(1).

e Transformée de Fourier de la valeur principale de Cauchy

On admet que pour toute fonction test ¢ € .% ( ), ona

Joo ¢ IZ.dE sin(E 1) @(§) = [=.dE @(&) fo S sin(&1).

a) Sachant que I’ 1ntegrale classique [y Sm Sin(9) 49 vaut Z, montrer
que l'intégrale [;° 4 Esin(Er) de I'identité precedente vaut 5 sgn(&),
ousgn(é)=1si E>0etsgn(é)=—1si&<O.

b) En déduire le calcul de la transformée de Fourier de la valeur
principale de Cauchy : % (Vp }C) = —i7sgn.

e Transformée de Fourier de la fonction de Heaviside

a) Reprendre I’exercice précédent pour établir que

?(Vp)—lc) = [T sgn.

b) Endéduire que .Z (sgn) = —2i Vp)l—c.

c) Apres avoir remarqué que la fonction de Heaviside peut s’écrire
H= % + % sgn, en déduire sa transformée de Fourier :
H=m8—ivp )—lc
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e Transformée de Fourier du peigne de Dirac

On se donne a > 0. Nous avons vu lors de la lecon précédente que
le peigne de Dirac A, = Y ¢z Ok, peut aussi s’écrire

Ay dez exp (2’” E) On peut en déduire que la transformée de
Fourler du peigne de Dirac est un autre peigne de Dirac :

Ay =2 Ay,

e Une praopriété de la convolution des fonctions

Si f et g sont deux fonctions de L!(RR), leur produit de convolution
f * g est défini (presque partout) par la relation
(f*xg)()=["_f(0)g(t—6)db. On le teste contre une fonction

¢ € . (R), c’est a dire qu’on évalue I’intégrale

< fxg @ >= [T (f*xg)(t)(t)ds. En appliquant le théoréme de
Fubini,ona: < fxg, ¢ >= [~ _dO f(0) [~ dtg(t)o(t+0).

On pose y(0) = [~_g(r) o(t+ 0)dr et on en déduit :

<fxg, @ >= [T, f(6)w(6)db.

e Convolution des distributions

Pour généraliser la relation précédente aux distributions, les fonc-
tions f et g sont remplacées par des distribution 7 et U. La rela-
tion précédente devient < T *xU, ¢ >=<T, y > avec une fonction
y telle que y(0) =< U, g > et @g(t) = @(t+0).

Attention ! La convolution 7 xU des distributions 7" et U n’est pas
toujours définie. Pour calculer < T «U, ¢ >, on suit I’algorithme
suivant :

(i)  définir une nouvelle fonction @g € . (R) par la relation

Po(t) = @t +6)
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(ii) faire agir U sur cette fonction : y(0) =< U, ¢y >

(iii) si la fonction y appartient a I’espace . (R) (ce qui n’est pas
toujours vrai !) alors il suffit de faire agir 7 sur la fonction y et
<Tx*U, ¢ >=<T, y>. Silafonction ¥ n’appartient pas al’espace
7 (R), le processus s’arréte et le produit de convolution 7 U n’est
pas défini.

e Lamasse de Dirac est un élément neutre pour la convolution
Si T € '(R), les produits de convolution 7+ et & =T sont bien
définisetona T*8 =8«T =T.

e Convolution d’une fonction par la masse de Dirac au point a
On se donne a € R et une fonction f de R dans R. La translatée
1,f de la fonction f par le “vecteur” a est définie par

T.f(t) = f(t —a) pour tout € R. On a alors f* 8, = 8, x f = T,f.
e Signal échantillonné

On se donne un pas d’échantillonnage a et une fonction continue
f acroissance lente de R dans R. On suppose connues les valeurs
f(ka) delafonction f aux points multiples entiers ka du pas d’échan-
tillonnage a. On appelle signal échantillonné le produit de f par le
peigne de Dirac A,: fA; = Yiez f(ka) Sq.

e Spectre du signal échantillonné

Quand on échantillonne un signal, on rend périodique sa transformée
de Fourier. On se donne f € L?(R) continue ainsi que sa transfor-
mée de Fourier fAG L2(R). Alors la fransformée de Fourier f/A\a est
une fonction périodique de période 27” On a les deux expressions
suivantes ]TA\a(a)) =21 dezf(%%) = Yz f(ka) exp(—ika o).
On a bien f/A\a(a) +20) = FAq(w).

e Signal a bande limitée

On se donne Q > 0 et f € L?(R). On dit que le signal f est 2 bande
limitée dans [—Q, Q] si sa transformée de Fourier f est nulle d&s
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-~

que |w| est assez grand en valeur absolue : |®| > Q = f(w) = 0.

e C(Critere de Nyquist

On dit que le pas d’échantillonnage a respecte le critere de Nyquist
pour un signal f a bande limitée dans [—Q, Q] si et seulement si
aQ < 1.

e Désaliasing

On se donne un signal f a bande limitée dans [—Q, Q] et un pas
d’échantillonnage a qui respecte le critere de Nyquist a Q2 < . Alors
la somme ) /.7, f( %Z “’) ne comporte qu’un seul terme non nul. On
a dans ce cas la relation ¥cz, f(229) = f(w) si |o| < Q.

a
Echantillonner un signal f “replie” le spectre et mélange les fréquen-

ces ; on parle alors d’““aliasing”. Le critere de Nyquist permet de
lever cette indétermination.

e Théréme de Shannon

On se donne une fonction continue f qui appartient aussi 2 L2 (R) et
on la suppose a bande limitée dans I’intervalle [—Q, Q]. On échan-
tillonne ce signal avec un pas a qui respecte le critere de Nyquist :
af) < . Alors pour tout réel ¢, on a

£(0) = Sae f(ka)sine( (£ —K) 7).

La preuve de ce résultat utilise le désaliasing et un préliminaire tech-
nique : (F [exp(—ika ®) P (®)])(t) = 2 sinc((L — k) 7).

Pour un signal a bande limitée et un échantillonnage qui respecte le
critere de Nyquist, on peut reconstruire de maniere unique 1’ensemble
du signal a partir du signal échantillonné. Il n’existe qu'une seule
facon d’interpoler entre les valeurs données f(ka) pour k entier,
tout en gardant la contrainte de limitation de la bande spectrale.
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Exercices

e Fourier inverse d’une porte par une sinusoide

On rappelle que la conjuguée .# de la transformée de Fourier est
définie pour une fonction f par (Zf)(®) = f(—®). On se donne
un réel a strictement positif. On définit la porte Pr de largeur 7 > 0
par les relations Pr(t) =1 si |t|< Z et Pr(r) =0 sinon.

Montrer que [ .7 (exp(—ika ®) P (@))](t) = 2Esinc(m (L —k)).
e Convolution par une masse de Dirac

Soit @ un nombre réel et f une fonction continue bornée pour fixer
les idées. On note O, la masse de Dirac au point a :

< 04, f >= f(a) et 1, I'opérateur de décalage de la valeur a :
(taf) () = f(t —a).

a) Montrer que f* 8, = Oux f = T.f.

b) Si T € .%'(R) est maintenant une distribution arbitraire et &
la masse de Dirac au point zéro, c’est a dire < 6, ¢ >= ¢(0) pour
toute fonction test ¢ € .(R), montrer que T+6 = 6T = T.

e Convolution et transformée de Fourier

a) Soient deux fonctions f et g. Montrer que ’on a

F(2) = % (Ff)*(Fg)

b)  Montrer que le résultat est encore vrai si on remplace .% par
.Z partout dans la relation précédente.

La fonction f est maintenant une fonction “a croissance lente”, ce
qui signifie que pour toute fonction ¢ € .%(R) infiniment dérivable
et a décroissance rapide, le produit f ¢ est encore une fonction de
I’espace . (R). On se donne aussi une distribution 7 € ./ (R).

c) Montrerquel’ona: .#(fT) = % (F )« (FT).
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e Circuit RC

On reprend 1’étude du filtre RC. Maintenant, la tension d’entrée u(t)

peut étre une distribution. De méme, la tension de sortie y(¢) doit

étre recherchée dans 1’espace des distributions. Le filtre T trans-

forme le signal u(z) en un nouveau signal y(7): y = T u. L’équation

différentielle qui relie I’entrée et la sortie reste inchangée :

RCY +y(t) = u(r).

On a vu que la solution générale de cette €équation peut s’ écrire

u=hxu avecla rél()())nse impultionnelle A(¢) donnée par I’expression
H t

suivante h(t) = = exp ( — R—C) en fonction des données et de la

fonction de Heaviside H.

e Réponse impulsionnelle ou solution élémentaire

La relation “entrée-sortie” RC > +y(t) = u(r) du filtre RC doit étre
considérée au sens des dlstrlbutlons Si on injecte la fonction

y(t) = Ijz(c) exp( ) dans cette équation, il vient (c’est un exer-
cice sur la derlvatlon des fonctions au sens des distributions !) :
RC dh + +h(t) = 6, masse de Dirac en zéro.

Rec1pr0quement si on cherche une distribution /4 solution de 1’équa-
tion différentielle RC dh ¢ +h(t) = 0, on trouve nécessairement comme
unique solution la réponse impulsionnelle A(r) = I;(C) exp ( — RLC)
Cette fonction porte alors bien son nom : c’est la réponse (la sortie)
du filtre lorsqu’on se donne comme entrée 1’impulsion § de Dirac.
La preuve de se résultat est relativement délicate. Si on teste 1’équa-
tion RC dh 1+ h(t) = 6 contre une famille de fonctions de I’espace
Z(R) de support de plus en plus concentré autour d’un point ¢ # 0,
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on en déduit que la distribution / est en fait une fonction qui vérifie
I’équation différentielle RC % + h(t) = 0 dans le domaine 7 < 0 et
dans le domaine 7 > 0. Par suite, h(r) = otexp (— zz) si 7 <0. Si
o # 0, la fonction A a un comportement exponentiel pour ¢ < 0. Elle
n’est donc pas a croissance lente et rien n’établit alors que I’intégrale
Jrh(t) @(t)dt est effectivement définie pour toute fonction test

¢ € . (R). Cette fonction exponentielle croit trop vite pour pouvoir
étre considérée comme une distribution. Donc o = 0 et la fonction £
est causale. Pour 7 > 0, on a de la méme fagon h(t) = B exp (— z=)
avec une constante 3 qu’il convient de déterminer.

Si on teste 1’équation RC % +h(t) = 6 contre une famille de fonc-
tions centrées autour de 1’origine, la discontinuité

[h], = h(07) — h(0~) de la fonction & a I’origine doit vérifier la
relation RC[h], = 1. On en déduit que RCB =1 et on trouve de
cette facon I’expression h(t) = % exp ( — R’—C) de la réponse im-
pulsionnelle, appelée également solution élémentaire de 1’équation
différentielle.

e Fonction de transfert

Par définition, la fonction de transfert d’un filtre est la tranformée de
Fourier de sa réponse impulsionnelle. Un calcul de Z(w) a partir de
I’expression donnée au paragraphe précédent est laissé au lecteur. On
peut aussi mener un calcul direct a partir de I’équation d’évolution.
En effet, on déduit de la relation d’entrée-sortie linnéaire y = h*u
I’expression entre les transformées de Fourier : y = hi.

Pour mener un calcul direct de la fonction de transfert, on remarque
que la transformée de Fourier de la dérivée de % estégal 2 ioy(w).
Donc si on prend la transformée de Fourier de la relation

RCY +y(r) = u(r) qui définit le filtre, il vient

RCioy(w) +y(®) = u(®) qu’on peut encore €crire

[l +RCiw|y(®w) = u(w). Le rapport ﬁ(a)) = % est donc donné
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_ 1
~ 1+RCiw®

e Filtre linéaire différentiel

par Iexpression h(®)

On généralise le filtre RC au cas général d’une sortie y(¢) donnée

en fonction de I’entrée u(t) par I’équation différentielle linéaire sui-
q— 1 d dy d/u

vante : dtq—i—Z kgE = Z] 04 G-

Le filtre RC est un cas particulier tres simple de filtre linéaire dif-
s 1 1
férentiel. On a en effetdans ce cas g =1, by = rC» D= Oetayg= RC

Deux polyndmes sont associés a cette équation différentielle :
_ VP j g1 k

P(X) =Y, oajX’ et OX)=X9+Y,_obi X"
e Fonction de transfert d’un filtre hnealre différentiel
Avec les notations précédentes, la fonction de transfert 4 du filtre
linéaire 7' défini par I"équation différentielle

_ k
% + ZZ:(l) by 375 = f 0aj ‘é 7 a une expression donnée par la rela-
tion h(®) = %. Il suffit d’appliquer une transformation de Fourier
aux deux membres de I’équation précédente, apres avoir remarqué

dy — ek
que (F(Gr)) (@) = (i0)5(w).
e Réponse impulsionnelle d’un filtre linéaire différentiel
Avec les notations précédentes, on suppose de plus que la fraction
rationnelle % n’a que des pdles simples et qu’ils ne sont pas
situés sur I’axe imaginaire pur. En d’autres termes, les racines z;

du polyndbme Q sont simples et on une partie réelle toujours non

nulle On décompose la fraction % en éléments simples :
X ): Othg +ZZ:1 X@(Zk' Alors la réponse impulsionnelle

( ) ﬁltre linéaire T peut s’écrire
h(t) = X)_d 0 8" + L. Rezy<0 Br exp(zxt) H (1)
— Xk Rez>0 Br exp(zxt) H(—1).
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Exercices

e Deux transformées de Fourier

On note H la fonction de Heaviside : H(r)=1sit>0et H(t)=0
sit <O.

a) Montrer que pour z nombre complexe de partie réelle stricte-
ment négative, on a pour @ € R, [.Z (H(t) exp(zt))](w) = l.wlfz :

b) De facon analogue, montrer que si z est de partie réelle stricte-
ment positive, on a [.Z (H(—t) exp(zt))](®w) = Z_ll.w.

e Transformée de Fourier des dérivées de la masse de Dirac

De facon tres génerale, la dérivée d’une distribution 7 est donnée par
la relation < 7', >= — < T, ¢ > quand on la fait agir sur une
fonction test ¢ € .7 (R).

a) Montrer que la dérivée nieme 8 de 1a masse de Dirac agit sur
une fonction @ € . (R) selon < 8™, @ >=(—1)" ") (0).

b) En déduire que la transformée de Fourier de la dérivée nicme
de la masse de Dirac est un mondéme : [.Z (8§()](w) = (iw)".

e Convolution par les dérivées de la masse de Dirac

On rappelle que pour calculer le produit de convolution 7 xU des
distributions T et U contre une fonction test ¢ € .(R), on calcule
d’abord la fonction test auxiliaire y(x) =< Uy, @(x+y) >, ol
U(y) signifie que la distribution U agit sur la variable y. Si la fonc-
tion Y introduite plus haut appartient a I’espace .’(R) des fonc-
tions indéfiniment dérivables et a décroissance rapide, on peut cal-
culer <T+U, Q0 >=<T,y>.

Démontrer que 1’on a les relations suivantes

(6+T)W =8 «T =§+T" =T" pour une distribution quel-
conque T € ./ (R).
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e Calcul d’une réponse impulsionnelle

On note & la masse de Dirac en zéro. On cherche une fonction % de
la forme h(t) = g(¢)H(t) ou g est une fonction du temps et H la
fonction de Heaviside.

Montrer que si A(t) est solution de 1’équation différentielle

# W' (t)+h(t) = &, alors elle s’écrit nécessairement

h(t) = @y sin(wyt) H(t).

e Signaux analogiques [février 2013]

Dans cet exercice, la lettre 7 désigne un réel strictement positif et Pr
la fonction “porte” : Pr(t) =1si [t|< T et Pr(t) =0si [¢|> L.
On introduit aussi un réel strictement positif a et on pose Q(r) = 1
si [t—a|<Z et Q(t)=0si|t—a|> L. Deplus, on désigne par
Z la transformée de Fourier :

(Zf)(®) = [~ f(t) exp(—iwt)dt pour fcL(R).

a) Quelle est ’expression de (.# Pr)(w) ?

b)  Quelle est I’expression de (.#Q)(®) ?

¢) Si ¢, désigne la masse de Dirac au point a, montrer que 1’on a
5a * PT = Q

d) Quelle est I’expression de la transformée de Fourier .% 9, de la
masse de Dirac au point a ?

e) Déduire de la question précédente et de la relation &, * Pr = Q
nouveau calcul de la transformée de Fourier .% Q de la fonction Q.

e Signaux analogiques [avril 2013]

Dans cet exercice, la lettre 7 désigne un réel strictement positif et
Pr lafonction “porte”: Pr(t)=1si [t|< T et Pr(t)=0si |t|> L.
De plus, on désigne par .%# la transformée de Fourier :

(Zf)(w) = [~ f(t) exp(—iwt)dt pour fcL(R).

a) Quelle est ’expression de (% Pr)(w) ?

b)  Quelle relation classique existe-t-il entre

JZ | (ZPr) (@) | do et [7, | Pr(r) |> dt?
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(o)

c) Montrer que I'intégrale [~ | (FPr)(®) |> dw peut s’exprimer
en fonction de I'intégrale [~ % 2 de.

d) Déduire des questions précédentes la valeur de I’intégrale

I= [~ %582 de.




-13- Fillres discrets

e Translation temporelle

On rappelle que pour a € R et ¢ € . (R), la fonction translatée 7,
de la fonction ¢ est définie par (7,9)(¢t) = @(t —a).

Alors pour toute fonction f bornée sur R, on vérifie simplement que
Jr(Taf)(t)@(t)dt = [p f(t) (T—_u@)(¢)dt. Si on se donne une dis-
tribution U € .%/(R), la distribution translatée 7,U est définie de
sorte que la relation précédente soit satisfaite dans le cas ou U est
une fonction bornée. On pose donc < 7,U, ¢ >=<U, T_,¢ > pour
toute fonction test ¢.

On vérifie alors que 7,6 = J,, masse de Dirac au point a. Cette
relation se généralise aux itérés de 1’opérateur de translation 7,:
(1)K = &4 pour k€ Z et a € R.

e Signaux discrets

On se donne un pas d’échantillonnage en temps a > 0. Un signal
discret x n’est connu que par ses valeurs x; en des instants #, = ka
qui sont tous multiples entiers du pas de temps. On le modélise d’un
point de vue mathématique avec une variante du peigne de Dirac. On
pose x = Y ez Xx Oxq- Si tous les x; sont nuls sauf pour k =0 pour
lequel on a xo = 1, alors le signal x est égal a la masse de Dirac. Si
tous les x; valent 1 pour tout k € Z, alors le signal x est égal au
peigne de Dirac A,. L’ensemble des signaux discrets x de la forme
X = Y ez Xk Orq st noté X,.

e Espaces de signaux discrets

Les signaux discrets bornés, intégrables ou de carré intégrables cons-

tituent les espaces £, /1 et /2 respectivement. On a par définition
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x € £ si et seulement si sup;.y, x| < oo, x € £} si et seulement si
Yiez [xi| < oo et x € £2 si et seulement si Yy |xi|* < oo.

Les espaces ¢
définies par ||x||., = supycz x| pour x € €7, ||x||; = Yrez [xi| pour

x €l et Ix[l, = /Xkez [xxl? si x € 02,

e Translation temporelle d’un signal discret

, ¢ et £2 sont normés et les normes associées sont

Si x € X, est un signal discret, c’est a dire x = Y ;7 Xi 64, alors
son translaté temporel 7,x est un nouveau signal temporel qui se
calcule selon la relation T,x = Y ;<7 xx—1 Okq- En d’autres termes,
(TaX)k = Xg—1.

e Une autre expression d’un signal discret

On se donne un signal discret x € X, de la forme x = Y ;7 x Oq-
Alors on peut I’écrire a I’aide de I’opérateur de translation :

X = (ZkeZ Xk (Ta)k) 0.

e  Filtre discret

Un filtre discret 7' est un opérateur X, — X, qui a un signal discret
x € X, associe un nouveau signal discret y = T'(x) € X,, (noté aussi
y = Tx) de sorte a satisfaire les trois proprié€tés suivantes de linéarité,
continuité et invariance par translation temporelle.

La linéarité exprime d’une part que 7 (x; +x3) =T (x1)+ T (x2) pour
tout les signaux d’entrée x| et x, de X, et d’autre part que
T(Ax)=AT(x) pour tout scalaire A et tout signal d’entrée x € X,.
La continuité exprime qu’une norme du signal de sortie (en pratique
une des trois normes introduites plus haut) est toujours contrdlée par
la norme correspondante du signal d’entrée :

3C >0, VxeX,, |Tx| < C|x|-

L’invariance par translation temporelle est une conséquence de
I’hypothese tres générale qu’aucun instant n’est privilégié : 1’opéra-
teur 7 commute avec la translation temporelle 7, :

T .7, =1T,oT etpour tout signal x, T(7.x) = 7,(Tx).
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e Exemples de filtres discrets

Les exemples de filtres fondamentaux sont I’identite id et la trans-
lation 7,. On a idx = x pour tout signal x € X,. La translation
temporelle a été définie plus haut dans ce chapitre. On peut aussi
se donner des formules de calcul qui permettent d’expliciter le si-
gnal de sortie y = Tx = ¥,,c7 Yn Onq en fonction du signal d’entrée
X =Y ,c7 Xn Onq. Pour les deux exemples précédents, on a respec-
tivement y, = x, et y, = x,_1.

Ainsi, les relations y, = % (Xn+Xn—1), yn= %xn + %xn,l + %xn,z et
Vp = %xnﬂ + %xn + zl‘xn, | définissent trois filtres. Nous invitons le
lecteur a vérifier pour ces trois exemples les propriétés de linéarité,
continuité et invariance par translation dans le temps.

e Convolution de deux masses de Dirac

On se donne deux nombres réels a et b. Alors le produit de convo-
lution de la masse de Dirac au point a par la masse de Dirac au point
b est égal a la masse de Diracc au point a+b: 9, * 8 = Oy1p-

e  Structure d’un filtre discret

On se donne un filtre discret T : X, — X, qui satisfait les propriétés
de linéarité, continuité et invariance temporelle proposées plus haut.
Alors le signal de sortie Tx pour une entrée x € X, s’exprime comme
un produit de convolution : 7Tx = h*x. Le signal h est appelé
réponse impulsionnelle du filtre. Il est donné par h = T'6, signal
de sortie pour une entrée égale a I’impulsion de Dirac 9.

e Convolution discrete

Le produit de convolution /4 *x du signal discret & par le signal dis-
cret x est un signal discret qui se décompose, quand il est défini, sur
les masses de Dirac §,, multiples du pas de temps a:

h+x=Y pez (h*x), 8pq- Le nombre (hxx), estdonné par la somme
de la série suivante : (h *x)p = Yyez hoxp_y.
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Une question importante est de savoir dans quelles conditions la série
précédente est effectivement convergente.

e Convolution d’un signal dans ¢ par un signal dans £}

Si h € L2 (supgey || < o) et x € £ (Liez |xi| < o), alors le pro-
duit de convolution /4 *x est bien défini, il appartient a E}l etona
I'inégalité ||h*x||, <A, |x],-

e Convolution de deux signaux dans ¢2

Si h € 2 (supgey |hi]? < ) et x € €2 (Liez [xi|* < ) également,
alors le produit de convolution 4 *x est bien défini. Il appartient a
I'espace £, et on al'inégalité ||hx*x|_ < |A|, ||x[,-

e Signal causal
Un signal x =Y <7, xx O, est causal si et seulement si les coefficients
x; sont tous nuls si kK < —1. On note Xa* I’ensemble de tous les
signaux causaux.

e  Filtre causal

Un filtre discret T : X, —> X, est causal si et seulement si il trans-
forme tout signal causal x € X" en un signal causal Tx € X;~. On
peut également considérer le filtre 7 comme un opérateur de X
dans X"

e Réponse impulsionnelle causale

Un filtre discret 7" défini par sa réponse impulsionnelle 4 (on a donc
Tx = h*x) est causal si et seulement si le signal 7 = TJ est un
signal causal. La propriété (x € X;- = Tx € X, est équivalente a
heX;/ .

Dans le cas d’un filtre causal de réponse impulsionnelle 4 et d’un
signal causal x, le coefficient (/1xx) p» du produit de convolution /xx
est donné par une somme finie. Il est donc toujours défini.
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Exercices

e A propos de I’opérateur de translation

Soit a > 0. On note 7, I’opérateur de translation dans le temps défini
pour une fonction ¢ réguliere et a décroissance rapide ¢ € . (R)
par (7, ¢)(t) = @(t —a). On se donne f € L™ une fonction bornée.
a) Montrer que 'ona [ (7, f)(2) @(z)dt = [x f(t) (T_q@)()dr.
b) En déduire que la définition 7,U de la translatée d’une distri-
bution U € ./(R) grace alarelation < ,U, @ >=< U, T_,0 >,
peut se ramener a la relation démontrée ci-dessus.

e Translatées de la masse de Dirac

Soit a > 0 et 17, ’opérateur introduit a 1’exercice précédent. On
désigné par 0 la masse de Dirac et 8, la masse de Dirac en un point
donné a € R.

a) Montrer que 7,6 = 9, et que de facon plus générale

(74)¥ 8 = &, pour k entier positif ou nul.

b) Montrer que (7,)" '8 =68_,.

¢) En déduire que la relation (7,)¥8 = &, est vraie pour tout
keZ.

e Translatée d’une distribution

Soit a > 0 et 7, I'opérateur de translation dans le temps. Soit
U € '(R) une distribution quelconque. Démontrer que

o.xU = 1,U.

e  Filtres classiques

Soit x =Y ,,c7Xn 6na € X, un signal discret. On note 7} le filtre qui
a x € X, associe le signal Tix =y tel que y, = %(xn +x,-1). De
méme, on note 7> le filtre qui a x € X, associe le signal Tohx = z tel
que z;, = %xn + %xn_l + %xn_z.

a) Calculer les réponses impulsionnelles /| et hy de ces deux
filtes.
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b) Montrer qu’ils sont causaux.

c) Vérifier que I'on a Tyx = hy *x et Tox = hy *x pour tout signal
x € X,.

d) Montrer que hyxhy = hs.

e) En déduire que I’on a Ti(7T1x) = Tox pour tout signal discret
xeX,.

e Dr’autres filtres classiques

On note T le filtre qui & x = Y,,czx, 00 € X, associe le signal
Tx=Yy= Y,c7Yn0n € X, tel que y, = %x,lH + %xn + %x,l_l.
Calculer la réponse impulsionnelle /# de ce filtre et montrer que le
filtre T n’est pas causal (on pourra construire un signal x causal qui
se transforme en un signal y non causal).

e  Dérivateur

a) Montrer que le filtre D, défini par la relation de récurrence
(Dgx)n = %(xn — Xp—1) est causal.

b) Préciser sa réponse impulsionnelle.

¢) Montrer que si a tend vers zéro et si le signal discret x est obtenu
par restriction d’un signal analogique régulier X (de fagon précise,
xn = X (na)) alors le signal de sortie D,x approche la dérivée X'(z).
d) Calculer le résultat itéré D, (D x).

e) Quelle est sa limite si a tend vers zéro ?

e Signaux discrets [février 2013]

Pour un nombre réel o arbitraire, d, représente la masse de Dirac
au point ¢. Par ailleurs, a est un nombre réel fixé strictement positif.
a) Rappeler I’expression du produit de convolution &, * 8, des
masses de Dirac J,, et 0,, pour deux entiers n et m.

b) Soit h; = %50 — %Sa et hy = & — 9§, deux signaux discrets.
Calculer leur produit de convolution & = hy * hy.

On introduit le filtre discret T qui au signal discret x = Y <7 Xk Oka
associe y = h*x.
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c) Quelle est I’expression de y, en fonction des x; ?
d) Lefiltre T est-il causal ?
e) Lefiltre T est-il stable ?

e Signaux discrets [avril 2013]

Pour un nombre réel a arbitraire, d, représente la masse de Dirac
au point ¢. Par ailleurs, a est un nombre réel fixé strictement positif.
a) Rappeler I’expression du produit de convolution &, * &8, des
masses de Dirac J,, et d,, pour deux entiers n et m.

b) Soit iy =48 — 0, et hp = & — &, deux signaux discrets. Cal-
culer leur produit de convolution & = hy x h;.

¢) On introduit le filtre discret 7' qui au signal discret

X = Y ez Xk Opq associe y = hxx. Quelle est ’expression de y, en
fonction des x; ?

d) Le filtre introduit a la question précédente est-il causal ?

e) Le filtre introduit a la question c) est-il stable ?
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-14- Transformée en z

e Introduction

On se donne un signal discret x € X, qu’on peut écrire sous la forme
X =Y ,e7 Xn Onq. On cherche comment écrire sa transf(lr\mée de Fou-
rier x. Par linéarité, il suffit de connaitre la valeur de J,,. Or on sait
que de fagon générale, on a 5;((0) =exp(—ia ). On en déduit que
X peut s’expliciter sous la forme X =Y ,,c7 x, exp(—ina ), expres-
sion que 1’on peut écrire également X =Y,z x, (exp(ia®))~". Si
on ne contraint plus le nombre complexe z = exp(ia®) a rester sur
le cercle unité, on obtient la définition qui suit.

e Définition de la transformée en z

On se donne un pas d’échantillonnage a > 0 et un signal discret
x € X, de la forme x =Y ,,c7 X, 0,4 La transformée en z du signal
x, notée X (z), est par définition la série double (ou série de Lau-
rent) X (z) =Y,cz Xxnz " C’est une fonction de la variable complexe
zeC.

Si x = 8, masse de Dirac en zéro, on a X(z) =1 et si x = §,, masse

1

de Dirac en a,ona X(z) = -.

e Transformée en z et transformée de Fourier

Si le signal x est de la forme x = Y ,,c7 X, 04, la transformée de
Fourier X est reliée a la transformée en z, notée X(z), par la rela-
tion x(®) = X (exp(ia )). La transformée en z permet d’étendre et
modifier le domaine de définition de la transformée de Fourier dans
le cas des signaux discrets.
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e Rappel sur les séries géométriques

Si g désigne un nombre complexe, il est supposé bien connu ici que
la série géométrique 1 +g+¢q>+---+¢" + ... est convergente si
et seulement si le module du nombre complexe g est strictement
inférieur a 1. Dans ce cas, sa somme vaut ﬁ. Ona:

<1+q+q2+--~+q"+~~ = ﬁ) — <yq\ < 1).

e Signal de Heaviside discret

Le signal de Heaviside discret y =Y, c7 yn Onq €st obtenu en dis-
crétisant la fonction de Heaviside avec la grille temporelle de pas
a: y,=0sin<—-1ety,=1sin>0. On peut écrire aussi
Y = YLeN Ona-

La transformée en z du signal de Heaviside discret s’évalue sans dif-
ficulté particuliere. La série Y (z) =1+ % + le +- 4 Zl,, +...
converge si et seulement si |z| > 1 et on a alors Y(z) = =7 lexer-
cice !].

e Notion de couronne de convergence

On se donne deux nombres réels o et B de sorte que 0 < a < 3. On
définit un signal discret x =Y, c7 X, 6n4 par les relations x, = o si
n>0etx,=p"si n<—1. Alors la transformée X(z) converge
si et seulement si le nombre complexe z appartient a la couronne
définie par o < |z| < B. En effet, la série géométrique qui corre-
spond aux indices positifs converge si et seulement si |o/z] < 1 et
la série géométrique qui correspond aux indices négatifs converge si
et seulement si |z/fB| < 1.

L’exemple proposé ci-dessus est caractéristique de la situation géné-
rale. Une série de Laurent X(z) = Y,,c7 Xn zl,, converge en général
dans une couronne de la forme 0 <r < |zl <R. Onar=a et

R = B dans I’exemple précédent.
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e  Signal discret causal tempéré

On peut préciser quelques éléments sur la convergence de la trans-
formée X(z) sile signal discret x =Y,,c7 X, 8,4 est causal (les coef-
ficients x, sont nuls si n < —1) et s’il est tempéré, c’est a dire si x,
ne croit pas plus vite qu'une fonction puissance si n tend vers —+oo:
3C>0, 3K €R, Vn € N assez grand, |x,| < CnX. Alors la trans-
formée X (z) converge dés que |z > 1 etona R = co.

e Transformée en z d’un produit de convolution

On retrouve pour la transformée en z une propriété déja vue pour la
transformée de Laplace et la transformée de Fourier : un produit de
convolution se transforme en un produit ordinaire.

On se donne deux signaux discrets h =Y ,,c7 hy 6y, et

X =Y ,c7 Xn Onq. On suppose que le produit de convolution

y = h*x est bien défini. En particulier, on suppose que pour tout
k € 7, 1a série de terme général (l’lg Xp— g) ez st absolument conver-
gente. Ceci permet de définir le k° coefficient du produit de convo-
lution hxx: (h*x), = Y ez h X—¢. On a alors la relation

Y(z) = H(z) X(z) entre les transformées en z des trois signaux dis-
crets x, h et y, notées respectivement X, H et Y.

e  Opérateur de translation temporelle

On rappelle que le filtre discret 7, de translation temporelle associe
au signal discret x un signal de sortie y = 7,x qui est donné a I’aide
de la réponse impulsionnelle &,: y = &, *x. Alors Y (z) = %X (2).

e Inversion de la transformée en z

Un exposé complet de ce sujet demande d’introduire les fonctions
holomorphes d’une variable complexe et la formule des résidus, no-
tions qui dépassent le cadre mathématique donné pour ce cours. Nous
nous contentons d’énoncer un résultat, et renvoyons le lecteur au
livre d’Henri Cartan “Théorie élémentaire des fonctions analytiques
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d’une ou plusieurs variables complexes” pour les éléments fonda-
mentaux sur les fonctions holomorphes.

On se donne une série de Laurent X (z) = Y,,c7 Xn Z% que I’on sup-
pose convergente dans la couronne 0 < r < |z| <R et un cercle "
centré a I’origine et de rayon p tel que r < p < R. On peut calculer
le coefficient x,, a partir des valeurs de la série X(z) sur le cercle I':
Xn = iz Jr 27 X(2) dz.

e Stabilité ¢/~ d’un filtre discret

Un filtre discret 7" défini par sa réponse impulsionnelle 4 (on a donc
Tx = h*x pour tout signal d’entrée x) est stable pour la norme
¢ si et seulement si sa réponse impulsionnelle appartient a £, :
Ycz |hn| < oo. On aalors ||Tx||,, < |A|,|x||l.. Cette condition de
stabilité équivaut au fait que la couronne de convergence

{z€ C, r < |z] < R} de la fonction de transfert H(z) =Y ,cz hnz "
contient le cercle unité ;ona r <1 < R.

e Stabilité ¢~ d’un filtre causal discret

Si, toutes choses égales par ailleurs, le filtre 7 est également causal,
alors il est stable si et seulement si les pdles de la fonctions de trans-
fert H(z) sont a I’intérieur du cercle unité.

Dans le cas ou la fonction de transfert est une fraction rationnelle
pour fixer les idées, ses pOles sont les nombes complexes z; qui an-
nulent le dénominateur. La condition exprime que pour tout j, on a
zj| < L.

e Filtre de réponse impulsionnelle finie

Un filtre de réponse impulsionnelle finie a une réponse impulsion-
nelle qui ne comporte qu’un nombre fini de termes. Donc le seul
pole éventuel est situé en z = 0.

e Une famille de filtres de réponse impulsionnelle infinie
Si un filtre n’est pas de réponse impulsionnelle finie, il est de réponse
impulsionnelle infinie et sa réponse impulsionnelle & =Y, 7 h;, 6nq
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comporte une infinité de termes non nuls.

On peut réaliser un tel filtre avec des équations aux différences liné-
aires a coefficients constants. On se donne par exemple des entiers
p et g et des nombres ag, ay, ...a, et by, by, ... b, de sorte que
Yn+Xi_ bkynk = ):1;7:0 ajx,—j. Sile signal d’entrée du filtre x est
connu a tous les instants jusqu’au n° et que la sortie y est connue a
tous les temps discrets jusqu’au numéro n — 1, la relation précédente
permet d’expliciter la nouvelle valeur y,.

La fonction de transfert H(z) du filtre y = T'x défini par les équations
aux différences y, + Y{_; b yn—ik = ):?:0 ajx,—; est donnée par la

. . . ):5:0 aj 7
fraction rationnelle suivante : H(z) =

Y b K
e Filtre “RC” discret
Pour le filtre “RC” continu, la sortie y est donnée en fonction de
I’entrée x par résolution de I’équation différentielle
RC ‘31—{ + y(¢) = x(t). Pour le filtre “RC” discret, on remplace cette
équation continue par le schéma aux différences
RCW% + yn = X,. On laisse le lecteur calculer sa fonction de
transfert, qui est une fraction rationnelle. Ce filtre est de réponse
impulsionnelle infinie. Pour R, C et a positifs, si ce filtre est stable,
alors il est causal [exercice !].

Exercices

e Fonctions de transfert de quelques filtes

Soit a > 0. On note 7, I’opérateur de translation dans le temps défini
pour un signal discret x =Y ,,c7x, 6ns € X, par la relation

(TaX)n = Xp—1-

a) Calculer la fonction de transfert H,(z) de ce filtre.

b) Meéme question pour le filtre x — y défini par

Yo = 1(x0 —x0-1).
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b) Meéme question pour le filtre x — z défini par

Zn = X1+ 35X+ T

e Inversion de transformées en z

Soit r un nombre réel non nul et H(z) la fonction de la variable
complexe z définie par H(z) = -%;.

a) Trouver deux signaux discrets i et hy de sorte que H(z) soit
la transformée en z des signaux h; et hy. L'un de ces signaux est
causal et I’autre non causal.

b) Reprendre la question avec la fonction H(z) =

e Stabilité
Soit H(z) = =% la fonction de transfert des deux filtres Tix = hy xx

Z(2+1)°

et Tox = hy xx proposés a I’exercice précédent.

Etudier la stabilité ¢~ de ces filtres.

e Filtre RC discret

On se donne R, C et a strictement positifs. Pour un signal causal x
on définit un signal causal y par RTC (Yn—Yn—1) +Yn = Xn.

a) Calculer la fonction de transfert H(z) du filtre obtenu.

b) Montrer a I’aide du critere de placement de pole que ce filtre
est stable.

e Transformée en z [avril 2014]

On désigne par h le signal discret

h= 580+ 38+ g8+ g8 = Lo Sha

a) Que valent les coefficients /Ay ?

b) Montrer que Y | i |= 1. En déduire que si x est un signal
borné, alors le signal & *x est également borné.

c) Lefiltre discret T qui a x associe y = hx*x est-il stable dans £*?
d) Le filtre discret T est-il causal ?

e) Calculer I’expression de la fonction de transfert H(z) du
filtre T, c’est a dire la transformée en z du signal A.
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f) Dans quelle région du plan complexe est-elle définie ?

g) Quel(s) est le (ou les) pole(s) de cette fonction de transfert ?

h) La position du (des) pole(s) dans le plan complexe est-elle co-
hérente avec les résultats précédents ?

e Signaux discrets et transformée en z [février 2014]

Pour un nombre réel « arbitraire, 0y représente la masse de Dirac
au point ¢. Par ailleurs, a est un nombre réel fixé strictement positif.
On introduit le filtre T qui au signal discret x = Y ;7 xx O, associe
le signal discret y =Tx, y = Y17 Yk Oka avec

Vi = %xk — %xk_l + ﬁxk_z, keZ.

a) Le filtre T est-il causal ?

b)  Quelle est la réponse impulsionnelle h = Y,z hi O, du
filtre T ?

c) Calculer la transformée en z H(z) de la réponse impulsionnelle
h introduite a la question précédente.

d) On introduit les tranformées en z X(z) et Y(z) des signaux x
et y telsque y=Tx.

e) Calculer Y(z) en fonction de X(z).

f)  Que vaut le rapport Y (z)/X(z) ?

g) Pouvait-on prévoir le résultat ?

h) Lefiltre T est-il stable ?

e Signaux discrets et transformée en z [février 2015]

On se donne un pas d’échantillonnage a > 0 et le signal discret
h=Yrer i tel que h =38+ 384+ + 3¢ Skat -

a) Que vaut le coefficient /; en fonction de I’entier k ?

b) Montrer que le signal % est causal et appartient 4 1’espace £..
©)  Que vaut Yycz |7y |?

On introduit la transformée en z, notée H(z), du signal i défini en
préambule de cet exercice.
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d) Pour quelles valeurs du nombre complexe z cette fonction est-
elle a priori définie ?

e) Calculer I’expression analytique de H(z) dans ce cas.

f)  Préciser ses poles, c’est a dire les valeurs du nombre complexe
z qui annulent le dénominateur de H(z).

On introduit le filtre T qui au signal discret x = Y ;<7 Xk O, associe
le signal discret y = h*x.

g) Lefiltre T est-il causal ?

h)  Est-il stable ? Justifier avec soin votre réponse.

e Fonction de transfert [février 2016]

On se donne un pas d’échantillonnage a > 0, un nombre réel o
strictement positif et la fonction suivante H(z) de la variable com-
plexe z définie par une série: H(z) =Y}, (%)e.

a) Pour quelles valeurs de z la série H(z) est-elle convergente ?

b) Montrer que la fonction H(z) est une fonction de transfert d’un
filtre linéaire U qui transforme un signal discret x =Y ;c7 x; 6, en
un signal discret y =Y,,c7 Vi Ona -

c) Préciser la réponse impulsionnelle du filtre U ainsi défini.

d) Comment calculer les valeurs de y, en fonction de I’ensemble
des nombres x; pour j entier positif ou négatif ?

e) A quelle condition sur le parametre « le filtre U est-il stable ?

e Signal discret [février 2017]

On se donne un pas d’échantillonnage a > 0 et un signal discret
X =Y ,c7 %n Ona que ’on suppose borné : il existe un nombre positif
ounul ||x||. qui dépend de x tel que pour tout entier n, |x,| < ||x||c-
a)  Montrer que pour tout entier n, le nombre y, =Y}, z—lkxn,k
c’estadire y, =x,+ %xn_l + %xn_2+ S %xn_k—k ... estbien
défini.

On désigne par y le signal discret y = Y,,c7 v Onq avec y, défini au
point précédent.
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b) Montrer qu’on a la relation y, 1 = x,, 41+ % Vn.

On appelle T le filtre qui a tout signal borné x associe le signal y
défini ci-dessus.

c¢) Ce filtre est-il causal ?

d) Quelle est la fonction de transfert H(z) du filtre 7 ? On pourra
introduire les transformées en z X (z) =Y,,cz Xn Zl,, et

Y(2) = Y0ez In zi” des signaux d’entrée x et de sortie y du filtre T
et utiliser la relation établie a la question b).

e) Quelle est la réponse impulsionnelle 7 =T § du filtre T ?

f) Démontrer que le filtre 7 est stable.

e  Signal discret [avril 2017]

On se donne un pas d’échantillonnage a > 0 et un signal discret
X =Y ,c7 Xn Ona que I’on suppose borné : il existe un nombre positif
ounul ||x||. qui dépend de x tel que pour tout entier n, |x,| < ||x||c.
a) Montrer que pour tout entier n, le nombre

Yo =1 (3x4—2x,_1 + $x,—2) est bien défini.

On appelle T le filtre qui a tout signal borné x associe le signal y
défini ci-dessus.

b) Ce filtre est-il causal ?

¢) Quelle est la fonction de transfert H(z) du filtre 7'? On pourra
introduire les transformées en z des signaux d’entrée x et de sortie
y du filtre 7.

d) Quelle est la réponse impulsionnelle 2~ =T & du filtre T ?

e) Démontrer que le filtre T est stable.
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