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J i soal ] Le probléme de Cauchy, constitué de l'équation quasi-linéaire
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. : . e o ! et d'une condition initiale donnée sur IRP
Je veux enfin exprimer meg plus sincéres remerciements [

1 Madame J. MARTIN pour la qualité de son travail dactylo hique. '

4 Madame P 24 yrographiq (2) u(x,0) = u (x)
est étudié dans la premiédre partie. Les hypothéses et quelques généralités
sur les solutions discontinues qu'admet ce probléme sont regroupées dans
le chapitre I. La condition d'entropie y est détaillée, ainsi que la méthode

X x . ., , .. | ©t de viscosité et les résultats d'unicité de S.N. KRUZKOV. Le chapitre II est

consacré a la construction puis & la démonstration de la convergence du
schéma de CODUNOV, pour le probléme & une seule dimension d'espace (p=1).
Le chapitre III regroupe quelques résultats sur le probiéme & plusieurs
Qimensions et une étude de schémas quasi d'ordre deux. Ces schémas sont
construits & partir d'un schéma d'ordre un, le schéma décentré ou le schéma

de GODUNOV, dont on diminue le terme de viscosité pour le faire coincider




avec celui d'un schéma d'ordre deux, le schéma de LAX WENDROFF par exemple,
chaque fois que la stabilité n'est pas compromise, ce qui est presque tou-
jours le cas. Cette technique est inspiréé des travaux de BOOK, J.P. BORIS,
HAIN et VAN LEER, qui utilisent de tels. schémas pour résoudre l'équation de
transport. On démontre la convergence de la famille de solutions approchées
construites & partir de ces schémas, puis aprés avoir fait quelques restric-
tions sur les hypothéses et sur le schéma, qui devient légérement moins
souvent d'ordre deux, on établit que la solution obtenue & la limite vérifie

la condition d'entropie.

Dans la deuxiéme partie, on introduit un ouvert  de lRp, et on
considére le probléme constitué de 1'équation (1) sur- Q x ]O,T[, de la
condition initiale (2) sur Q , et d'une condition aux limites sur la fron-
tiére de {1 . Cette condition est de type "Dirichlet”, mais n'intervient que
sur certaines parties de la frontiére, qui dépendent (de fagon peu triviale)
de la solution. Au chapitre IV, cette condition aux limites est introduite
& partir d'exemples ; on propose ensuite une définition de la solution, qui
tienne compte 4 la fols de cette condition aux limites et de la condition
d'entropie. En reprenant les résultats de Cl. BARDOS, A.Y. LE ROUX, et
J.C. NEDELEC, on prouve l'existence et l'unicité d'une solution satisfaisant

aux critéres de cette définition.

L'épproximation'de cette solution est étudiée au chapitre V.
On y reprend le schéma de GODUNOV, ainsi que sa version quasi d'ordre deux,
pour p = 1, et le schéma de LAX pour le probléme i plusieurs dimensions.
Le chapitre VI traite également de l'approximation de cette solution lorsque
la fonction f intervenant dans (1) vérifie une hypothése de monotonie. On y
étudie le schéma décentré en dimension multiple, ainsi que sa version quasi
d'oxdre deux, et quelques schémas quasi-explicites dont l'utilisation est

relativement aisée pour le probléme & une dimension.

La troisiéme partie est consacrée i un probléme quasi-linéaire

d'ordre deux, ol intervient l'équation d'onde non linéaire

32w 3 ow ‘
(3) 'a:-2'=5;(f(§;)) ' avec f' 30 ,

qui peut étre mise sous la forme d'un systéme quasi~linéaire de deux équa-
tions d'ordre un. Le chapitre VII regroupe quelques généralités sur les
systémgs hyperboliques de ce type. On Y propose une généralisation de la
notion d'invariants de RIEMANN, qui permet de résoudre le probléme de
RIEMANN sans faire d'autres hypothéses que la monotonie de f, puis de cons-

truire quelques schémas numériques, dont le schéma de LAX et des schémas de
type GODUNOV.

Au chapitre VIII, un modéle de cdble extensible est étudié ;
il s'agit d'une équation du type (3) ol f est monotone croissante, nulle
4 l'origine et telle que |f| soit convexe. Ces propriétés assurent la
convexité d'un domaine limité par les invariants de RIEMANN, ce qui permet
d'établir la stabilité des schémas définis au chapitre précédent. On ter-
mine en donnant quelques résultats Partiels sur la convergence de ces

schémas, et en faisant quelques remarques sur le probléme de conditions

aux limites associé a (3).



La numérotation des formules est interne & chaque chapitre.
Pour faire référence & une formule donnée dans un autre chapitre, on
précise chaque fois le numéro de cet autre chapitre, devant le numéro
de la formule. La bibliographie est classég par ordre alphabétique.
Les références bibliographiques dans le texte se font en précisant le
nom de l'auteur, suivi d'un numéro lorsque cet auteur est cité plusieurs
fois. Un sommaire des éitres de cﬁapitre et de paragraphe, situant éga-

lement les définitions et les théorémes, est donné & la fin de 1'ouvrage.

" AR

PREMIERE PARTIE

APPROXIMATION POUR LE PROBLEME
DE CAUCHY

Cette premiére partie traite du probléme de condition ini~

tiale associé a l'équation'quasi—linéaire du premier ordre, sur

® x Jo,r[

%%~+ div [f(u,x,t)] + g(u,x,t) =0 ,

et est divisée en trois chapitres. Quelques généralités sur les solutions
diﬁipntinues, en particulier la condition d'entropie, ainsi que l'exis-

tence et l'unicité sont traitées dans le chapitre I.



Le chapitre II est consacré & la construction puis & la

convergence du schéma de GODUNOV pour le, cés monodimensionnel.

Dans le chapitre III, on étudie quelgues autres schémas,
dont un schéma décentré quasi d'ordre deux i quelques résultats de con-
vergence y sont démontrés, et quelques résultats numériques y sont pré~

sentés.

CHAPITRE 1

. QUELQUES GENERALITES POUR LE PROBLEME
DE CAUCHY

1 - QUELQUES PROPRIETES DES_SOLUTIONS FAIBLES

Soit T > O. On se propose d'étudier l'équation quasi-linéaire
du premier ordre sur " x Jo,r[

(1) %%-+ aiv [f(u,x,t)] + g(u,x,t{ ='0" '

avec la condition initiale

(2) u(x,0) = u_ (x) x € R

Cette condition initiale est supposée mesurable et bornée,
wet & variation localement bornée sux IRP :
[2+]
(3) u € L°(R) N By, (ED) .
o loc

La notion de variation bornée est prise ici au sens de TONELLI

CESARI, et signifie que pour tout i € {1,...,p} et presque tout



. -1
®.o= (xlf"’xi-l' xi+l""‘xp) E»tRP .

la fonction
l -
X, NS
i U (xe%y)
est A variation bornée sur tout intervalle réel borné. L'*extension de
cette notion de fonction a variation localement bornde & ® x IO}T[

est évidente, et c'est dans cet espace que l'on va chexcher u, soclution
de {1}). A

Les,fonctiops f et g satisfont aux hypothéses suivantes, Qi
j est un entier entre ! et p : ‘

i refdimxi® xJor[}P L, £- (Fpoeerf)

1) gectimx® x Ja,o)) ,

. of af
{itiiy g, £, et chaque 521 ’ §Ei- s, sont lipschitziennes

>

4) en u € IR, uniformément en (x,t} € IR x ]O,TE

’
‘ afj
(iv} g et chaque v sont lipschitziennes—en x € i
uniformément en (u,t) € R X 10.T[,;

£
{v) pour u = O, g(Q,.,.} et chaque %;1 (Q,~x.) sont
bornées sur lRp x ]Ogr[.

Ces hypothésés—sont évidemment heaucoup plus simples dans le
cas ol g est identiquement nulle et ou chaque fj ne dépend que de u, ce
qui est le cas dans de nombreux exemples. Ik suffit alors 4'écrire :

e
(4" teichim}? .

L'éguation non linéaire de type (1) la plus connue est 1'équa~
tion de BURGERS, utilisée comme modéle de traitement des ondes de choc
apparaissant lors de l'écoulement unidimensionnel d'un fluide compressible

parfait. Cette équation est la suivante

2
(5) W, 2wy o

On rencontre une équation du méme type dans 1'étude des
ondes apparaissant a la surface d'un lh

fluide incompressible en écoulement

infiniment large. En notant H la IRt SRS U S P

X
hauteur de fluide au repos, et h+H r

ja hauteur de fluide en mouvement,

memmeme s\

1'équation est la suivante

ﬁ

3h 3hy 8h
at+/§ﬁ(1+2ﬂ ax 0 !

oll g est l'accélération de la pesanteur.

Il n'y a pas d'hypothése de régularité sur la condition ini-
tiale ug- L'hypothése (3) autorise en effet des discontinuités de premiére
espéce. De plus, lorsque f est non linéaire et par exemple pour un pro-
bléme monodimensionnel, il y a des exemples ol une solution u de (1) et
(2), au sens classique, peut présenter des singularités a partir d'une
certaine valeur de t, et ceci méme lorsque uo est t:ég réguliére. Or, oﬁ
veut pouvoir construire la solution pour des instants postérieurs a l'ap-
parition d'une éventuelle singularité ; on -est a}psi amené & envisager en.
particuliér 1'existence de]solutions'discontinues.'Ces discontinuités cor-

respondent d'ailleurs a des chocs, dans le cadre de 1'équation de BURGERS.

i la condition initiale est non bornée, des singularités peu-
vent apparaitre, au-dela desquelles il n'est plus possible de construire
1a solution. Par exemple, l'équation de BURGERS résolue a partir de la

LR (L} . R . . .
condition initiale

u(x,0)

§
!
x

admet la solution

u(x,t) = x/(t-1) '

qui devient infinie en t = 1, pour tout x # 0, et il n'y a plus existence

pour t > 1. Etant donné un réel positif a, on peut prendre maintenant comme



..10_

condition initiale la fonction ubrdéfinig sur R par
Inf(a,~x)  si x<O0
_
u (%)

Sup (~a,~x) si x>0 .

La solution de BURGERS, pour cette condition initiale est
donnée par :

Inf Ca‘ E%;). si x <0 .“ ]
ux,ty =g .
Sup»(ia,zfi) si x>0,

pour t < 1. En t = 1, cette solution vaut (& la limite)
a sg{x) ’

ol sg est la fonction signe définie sur (R par

1 si x>0 1
(6¥ sg(x) = {0 si x=60 .
-1 _Si x_< o ’

et on peut envisager une solution (discon;inue) pour les instants t > 1.

cette solution est d*ailleurs la solution stationnaire
ui{x,t) = -a sg(x}) "

 qui vérifie (1} au sens des ‘distributions ; on dit alors qu'il s'agit
d'une soluiion faible, dont la définition est la suivante.

péfinition 1 . ime fonetion u et ®® x Jo,r[) est dite golution faible
‘du probléme (1), (2} lorsque pour toute fonetion

¢ e,cg( & x Jo,p)
w vérifie

T S
u % + £(u,x,t). grad ¢ - glu,x,tl¢pdx dt
g It

n °

= - u (x) ¢{x,0) dx .
LRP @

- 11 -

pans la définition précédente, et aussi dans la suite, le

" produit scalaire dans lRp est représenté par un point. De plus l'indice o

dans cz signifie "& support compact".

Géométrigquement, on remarque que les discontinuités apparais-

gent A l'intersection des courbes caractéristiques dans 1'espace (u,x,t).

. En dimension un et en supposant (4') vérifiée et g nulle par exemple, ces

courbes sont solutions du systéme d'équations

’ gy_ﬂ 9‘."..,, ' .
-(8) ac = © i at £' (u) i
et sont déterminées par un point "initial" (uo(x),x,o) ol elles passent.
La surface formée par ces courbes caractéristiques donne une solution
faible du probléme (1), (2). On vérifie ainsi gqu'une solution au sens
classique de (1), (2) satisfait & 1l'équation (implicite), dans le cas

monodimensionnel et avec f vérifiant (4'), et g nulle,

(9 utx,t) = u [x - £ we ] .

Cette formule permet d'ocbtenir des solutions explicites, d'une
part, et d'autre part indique que les informations provenant de la condi-

tion initiale se propagent avec une vitesse finie, majorée par
(10) M= Sup Jerqu | .
luf < fu]. o
Ie(R)
On en conclué qu'en un point (x,t), la valeur prise par la
solution est indépendante des données initiales sur

T-o x-m[Uls+ue, +o[ .

Remarquons également que (9) implique que u reste bornée, ce
qui vient d'ailleurs d'&tre utilisé pour définir M en (10).

Cconsidérons maintenant, dans le cadre monodimensionnel, une
solution faible u, admettant une discontinuité le long d'une courbe régu-
lidre passant par un point (x,t). On suppose u de classe c1 dans un voisi-
nage de ce point (x,t)’ et que f vérifie (4'), g nulle. On déduit alors de
(7}, que la courbe de discontinuité admet une équation de la fame

(* sauf évidemment sur la courbe de discontinuité)
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(11) x = x(t) ‘
1

qui satisfait au point (x,t) a la relation de RANKINE-HUGONIOT

ax _ £(u(x+o,t)) - £(u(x-0,t))
(12) ac u(x+0,t) = u{x-0,t)

Ce raisonnement peut étre mené en sens inverse, et permet
d'‘établir qu'une fonction u bornée, de classe C1 par morceaux sur un
ouvert & C IR X ]o,T[ , dont les lignes de discontinuité peuvent s'ex-
primer par des équations de la forme (11), qui vérifie (1) au sens clas-
sique en tout point de régularité, et (12) en tout point de discontinuité,
est solution faible de (1) sur Q . Cette remarque permet de construire des

exemples de solution faible.

On peut faire également un lien entre (8) et (12), et remar-
quer que (12) est symétrique entre les valeurs & droite et & gauche de la
discontinuité. Cette symétrie est la principale cause de non unicité des
solutions faibles, et pour établir un résultat d'unicité, il est néces-
saire de remplacer (12) par une condition plus restrictive (en particulier
non symétrique). Cette condition a été proposée par OLEINIK ; c'est lé

condition d'entropie.

2 - LA CONDITION D'ENTROPIE

Tout ce paragraphe se situe dans le cadre monodimensionnel,
avec une fonction g nulle et une fonction f indépendante de (x,t) et véri-

fiant (4').

Reprenons l'équation de BURGERS (5), avec une condition ini-

tiale discontinue, par exemple
u({x,0) = - Sg(x) '

qui correspond, & une constante multiplicative prés, a l'exemple donné
dans le paragraphe précédent, et ou il &tait écrit que la solution station-

naire était solution faible. Il se trouve qu'il existe d'autres solutions

- 13 =

faibles vérifiant cette condition initiale ; on peut en effet envisager
toutes les solutions faibles suivantes, chacune correspondant & une valeur
du paramétre réel o > 1,

1 si x<(1-)}t/2 ,

‘\u(.,t)
u (x,t) ={-a si (l1-a)t/2 <x<0,

u=1

.
:
)
!
i
|
:
¢
|
:

Py
u=0. - ua(-x.t) si x>0 .
On vérifie aisément que la con-
dition de RANKINE HUGONIOT (12)

est satisfaite sur chacune des

F 3 4

discontinuités, et que la solu-

tion est constante sur chaque

o]

) secteur limité par ces lignes de
u=—

|

discontinuités, et donc solution

u=—0
r— de l'équation de BURGERS (5).

La solution stationnaire, c'est-a-dire celle correspondant a
a = 1, peut étre considérée comme étant la plus réguliére, dans la mesure
qu'elle n'admet gqu'une seule discontinuité au lieu de tiois, et surtout
parce qu‘elle conserve la norme uniforme de la condition initiale ; il est
donc naturel de vouloir sélectionner cette solution en écrivant qu'elle
satisfait & une condition supplémentaire. Cette condition peut €tre dans
le cadre de 1l'équation de BURGERS

(13) u(x-0,t) 3 u(x+0,t) , t>o0

et a pour effet d'interdire les discontinuités croissantes, qui correspon-

‘@ént physiquement & des détentes et sont instationnaires.

si la condition initiale est discontinue, avec une disconti-~
nuité croissante, la condition (13) va fonctionner en xégularisant,
c'est~a-dire en rendant continue la solution pour t > O. Ainsi, pour tout

a € [0,1], la fonction u, définie sur R X Jo.r[ par

o
1 si x 3t ’
®/t si t€x<t ’
U, xeE) = o st tgx<oO ,
- ua(—x,t) si x>0 '
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est solution faible de l'équation de BURGERS satisfaisant & la condition

initiale

u(x,0) = sg(x)

Parmi ces solutions faibles,
une seule est continue, et
c'est aussi la seule qui

satisfait a (13).

Il s'agit de la solution
proposée correspondant &
a = 0. Toutes les autres

admettent une discontinuité

croissante en x = O,

Dans le cas général, on ne peut pas toujours trouver une solu-
tion continue & partir d'une condition initiale admettant une discontinuité
croissante. La condition d'entropie proposée jusqu'ici ne convient en effet

que 8% la fonction f est convexe au niveau de la discontinuité.

Si la fonction f est concave, au niveau de la discontinuité,
on prendra une condition interdisant les discontinuités décroissantes.
Dans le cas plus général od il n'y a pas d'hypothése de convexité sur f,
on prend la condition suivante, qui est la condition d'entropie proposée
par OLEINIK, dans [3] et [4]. on pose

u_ = u(x-0,t) v u+ = u(x+0,t) '

et on introduit l'intervalle fermé limité par u_ et u,

I(u_,u+) = [Inf(u_,u+) B Sup(u_,u+)] .

La discontinuité satisfait a la condition d'entropie lorsque

£lu) ~ £(u) £lu,) - £lk)
(14) N e = Max e
e TN K€ I(u_ru,) Y

Ve

- 15 -

Cette condition est équivalente &

£lu) - £(u) £u) - £00)
e Min

- ’
Y TN k€&I(u_su) u -k

et en particulier, lorsque f est convexe, on retrouve l'inégalité (13),

c'est-a-dire

et l'inégalité inverse lorsque f est concave.

On se propose maintenant Q&'étudier le fonctionnement de cette
condition d'entropie sur l'exemple non convexe suivant, auquel ne corres-
pond aucun support physique,

ﬂ u{.,t)

g%»f —é%z-;—u(uz— nl .

—-
-

u(x,0) = sg(x) .

S
\ |
Al

Ce probléme admet les deux

\
.

[
~

N

solutions faibles suivantes

\
'
}
"-t/B: 0" t -
ul(x,t) = sg(x) , : x
)
solution stationnaire, et {
]
1 si-x->t . }
u I u '
uz(x,t) = -2—)3(—?-:- si t >x >-t/8 , —Ld_l-—l
-1 six <~t/8 .

I1 est immédiat que u, satisfait 3 la condition d'entropie -(14)

et que u, ne la satisfait pas, ceci bien que toutes deux admettent une discor
tinuité croissante.

On constate, en ce qui concerne la solution u,s que tout se
passe comme si on avait remplacé f par son enveloppe convexe sur [—1.1] '

c'est~a-dire au niveau de la discontinuité initiale.
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La discontinuité qui reste correspond exactement & un segment
rectiligne de cette enveloppe convexe. Remarquons aussi qu'en remplagant £
par son enveloppe convexe
au niveau d'une disconti- .1
nuité croissante, on
s'oppose a4 l'apparition
d'un choc, et de fait
cette discontinuité dis-

parait si aucun segment -1 o) 1/2

rectiligne n'apparait

[
1
'
[
'
'
1
t
i
'
'
.
’
'
[
“
x

dans le graphe de l'enve-
loppe convexe. Notons
également. que dans le cas

d'une discontinuité dé-

croissante, la condition
d'entropie revient a rem—
placer f par son enveloppe concave au niveau de la discontinuité, ce qui

correspond encore & s'opposer & l'apparition du choc.

En tenant compte de (12) et de (8), il est immédiat que la
partie décroissante du graphe de l'enveloppe convexe de f correspond &
une propagation négative des données initiales, tandis que la partie
croissante de ce graphe correspond & une propagation positive. On obtient
ainsi que le minimum de f est réalisé par une valeur stationnaire de la
solution. De fait, én x = O, on a bien u2(0,t) = 1//5} qui réalise le

minimum de £. De fagon générale, la valeur u qui réalise

(15) Min

3sg(u+— u_)f(k)%
k 61(u_.u+)

est une valeur stationnaire de la solution si u est situé & l'intérieur
de l'intervalle I(u_,u+). Cette remarque est fondamentale pour la cons~

truction du schéma de GODUNOV (cf. Chapitre I1I).

3 - LA METHODE DE PSEUDO-VISCOSITE

La méthode de pseudo viscosité permet d'établir 1'existence
d'une solution faible satisfaisant & la condition d'entropie (14). Elle
consiste a introduire un terme d'ordre deux au second membre de (1), de
coefficient £ positif et destiné a tendre vers zéro. Ce coefficient
correspond & un paramétre de viscosité, du moins dans le cadre de 1'équa—A

tion de BURGERS, et le fait qu'il soit strictement positif est esseatiel.

L'éguation, dont la solution est notée u . devient

du ‘
(16) §E§-+ div [f(ue,x,t)] + g(ue,x,t) =€ Aue .

Le terme d'ordre deux a un effet régularisant sur la solution,

et pour € petit, u_ reste proche de u, solution faible de (1) satisfaisant

€
a4 la condition d'entropie. La convergence de u_ vers u est obtenue par un
argqument de compacité dans l'espace de SOBOLEV wiéi(lﬁp x ]O,T[). qui
loc( ;RPX]O,T[) , et donc u est dans ce dernier espace.

Une démonstration détaillée est donnée dans 1'article de S.N. KRUZKOV Eﬂ i

s'injecte dans B V

Cl. BARDOS, dans [1] propose une autre démonstration des estimations

a priori. On trouve encore une démonstration proche dans l'article de

Ccl. BARDOS, A.Y. LE ROUX, J.C. NEDELEC, qui est reprise ici dans la seconde
partie. De plus, la convergence des schémas numériques va constituer une

preuve de l'existence. Il est donc inutile de détailler la démonstration

«de convergence, et on se contentera a*établir uneuformulatiqn fh;ble, due

a E. HOPF et & S.N. KRDZKQV et qui caractérise 15 solution faible vérifiant
la condition d'entropie. On donnera ensuite un résumé de la démonstration

du théoréme d'unicité de S.N. KRUZKOV, & partir de cette formulation.

On introduit 1'approximation suivante de la fonction *signe",

déja définie en (6). Pour n > O, on pose pour tout x € R

1 si x > n '
(17 sqy (x) = x/M si |x] <n

-1 si x<-n .

On rappelle également le résultat suivant, qui est 4G & SAKS,
et dont une démonstration est reprise dans Cl. BARDOS [1].
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Lemme 1 : Soit v une fonction définie sur ®% 4 valeurs dans R .

On suppose que v est continument différentiable, et que

vewl’l(qu) .

Alors

I |grad v[ dx = O .
{x | |v(x) [<n}

(18) lim
. 40

¢

Le principe de la démonstration de ce lemme consiste a
montrer que sur tout borné, {x ||x|<‘R} par exemple, l'ensemble
{x | viz)
{x | vix)

]

grad v(x) = 0} a la méme mesure de LEBESGUE que l'ensemble
ol.

]

Soit k & IR. On construit une fonction In, continGment déri-

vable sur R, telle que pour n > O, on ait

(19) Iﬁ (ue) = sgn(uE - k) ; In(k) =0 .

Il est immédiat que In(ue) converge vers 'ue -k lorsque 1

tend vers zéro. On multiplie (16) par sg,q(uE - k), et il vient

3
pry In(us) + div[égn(uE -~ k) f(ue,x,t)]
,‘(20) ‘ ) + sgn(ue - k) g(ua,x,t) - grad (sgn(usuw k)),f(ue,x,t)

=g div[égn(uE - k} grad u€]~ € sgﬁ(ug - k) |grad uEIZ .

On introduit une fonction ¢ de classe C2 et a4 support compact

sur IRP x ]O,T[, a4 valeurs réelles et non négatives ; on notera
2
(21) ¢ ec (wxJo,r) .

En multipliant (20) par ¢ et en intégrant par parties, il
vient :

{ { { t { ' L '
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9
II In(ue) 5% + sgn(ue—k)(f(uc,x,t) - f(k,x,t)).grad ¢ (a)

®x]o,r !
+ sg, (u k) (£k,x,t) . grad ¢- glu_,x,t) ) ax dt (b)

+ IJ sga (ue—k) grad uE.(f(uE,x,t)~ £x, t))pdxdt  (c)

®x]o, [

(22) + ff grad (5%{“€"k)) . flk,x,t) ¢ dx dt (a)

RPx]o, [

i
®

JI sgn(ue—k) grad ug - grad ¢ dxdt (e)
®"Jo, 7

+ € “ sg) (- k) |grad u|? ¢ axat : (£)

®"x]o, [

On convient de noter (a)...(f) chacun des termes de (22), et
on passe & la limite en n. Le terme (c) tend vers zéro d'aprés le lemme 1 ;
en effet, d'aprés l'hypothése de LIPSCHITZ uniforme sur £ (cf (4) (iii)),

on a une majoration de ce terme par

c
Vot jJ ﬁ~lu€— k| ¢ |grad‘u€ —.k)|:d§ dt ’

{(x,t)& supp ¢,|u -k|<n}
et qui tend vers zéro.

Aprés regroupement, les termes (b) et (d) ont une somme
égale a

- ” (g(ue.x,t) + div(f(k,x,t))) Sgn(ug— k) ¢ dx dt .

®x]o,r{

Or la fonction sgn(ue— k) converge en tout point vers sg(ue—k),
en restant bornée par 1. D'aprés le théoré@me de LEBESGUE, il y a conver-
gence dans Lioc(lRp)<]O,T[), et on peut ainsi passer & la limite sur ce
terme. Le méme argument permet de passer & la limite sur (a) et (e).

Le terme (f) est tout simplement minoré par zéro ; l'hypothése ¢ > O

intervient (entre autres) ici.



On obtient
Jf 3!“5“ k| g%’+ sg{u_- k) (f(uelxlt) - f(k,x,t)).grad ¢
i® xJo,r[
(23) - [g(uE,x.t) + div(f(k,x,t))]sg(ue— k)¢ fdx at

2 E ff sg(us— k) grad u, . grad ¢ dx dt

®xJo, [

On effectue maintenant le passage & la limite en € . Il est
immédiat que le second membre de (23) est nul & la limite, sachant que -

|grad u_| est uniformément borné. Le passage 4 la limite sur’
L* (Supp ¢)

le premier terme est techniquement un peu plus compliqué, du fait de la

présence de sg(uE ~ k), qui est discontinu.

On utilisera le lemme 2 suivant, dont la démonstration est

donnée plus loin.

Lemme 2 : Soit Q un owvert borné de R, v et W deux suites de fone-
tions défintes sur Q et convergentes vers v dans LI(Q) et
vers w dans (LI(Q))d (A& IN) respectivement, et ¢ une fone—

tion localement lipschitzienne sur RS

x Q. On suppose la
sutte W uni formément bornée sur Q . Alors, pour tout réel k,
on a
lim lim f —ésg;‘ (E-k) (J sg(vm(xi-E) $lw (x),E,x)ax)ag
n+0 me R Q
(24)
= J sg(vix)-k} ¢(wix),k,x}ax .
Q

On rappelle que u. est bornée uniformément d'aprés le principe

du maximum (voir par exemple le livre de A. FRIEDMAN) .

Il suffit maintenant de remplacer k par £ dans (23), de multi-
plier par% sgy’] (E~k) et d'intégrer en £. Le fait que le second membre
tende vers zéro est maintenu, et le passage 4 la limite en € puis en 7

donne, d'aprés le lemme 2,
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jf 3|u—k| g%-+ sg(u-k) (£(u,x,t) - £(k,x,t)) . grad ¢
®x]o, [

(25)
- (gtxe) + aiv [£0c,x0]) sgru-kie lax at 3 o.

On prend en effet § contenant Supp ¢ , et vm= wm = ue .
Le lemme 2 est donné ici dans une forme plus générale, qui pourra o
étre appliquée lors de la démonstration de convergence de certains schémas.
La formule (25) caractérise la solutién faible qui satisfait & la condition
d'entropie. En prenant |k| supérieur & |u| ¢ 11 vient, en in-

L”( ®%]Jo, ]

successivement dans (25), que u vérifie (7) et donc est solution faible.

troduisant k positif, puis k négatif

Le fait que ¢ soit non négatif ne réduit pas la généralité ; il suffit
en effet de prendre ¢ et Y dans Ci(lRp x]O,T[), avec P égale a 1 sur le
support de ¢ et d'écrire (7), avec ¢2 et (¢—¢)2, pour avoir également

(7) avec ¢.

Supposons maintenant que u soit de classe Cl, sauf sur un
nombre fini de surfaces (de discontinuité) réguliéres de lRp X]O,T[. En un
point (x,t) de l'une de ces surfaces, on introduit dans  (25) une fonction
test de la forme ¢n(x,t), de fagon & concentrer l'intégrale sur la surface
de discontinuité lorsque le paramétre N tend vers zéro. Ceci donne a la

limite, en notant
> t
Vv = (\)OI"'I \’p)

la normale unitaire & la surface de discontinuité, orientée vers les t <o,

‘puis en posant

u_=.u((x,t) + 0.3) ; u, =u (tx,t)y - 0;3)

1'inégalité suivante pour tout k € IR :

p
la_ - x|y, + jzl sg(u_~ k) (£ (u_x,t) - fj(k,x,t))\)j
(26) P
2 |u- x| Vo * j£1 sg(u - k) (fj(u+,x,t) - g;k,x,t)) vy

c'est-a~dire la condition d'entropie dans le cas général.



En se plagant dans le cas monodimensionnel, avec f ne dépen~
dant que de u, il vient sachant que la courbe de discontinuité admet une

équation de la forme x = x(t), l'inégalité

(lu,=k| = [u_-k[)x"(£) » sg(u,~k) (£(u,)-£(k)) - sqglu_-k) (£(u)-£(k)).

On en déduit la relation de RANKINE-HUGONIOT (12) en prenant
successivement k = u_ et k = u . pPuis la condition d'entropie (14) pour k
entre u_ et u_, en utilisant (12). bans le cas général, en faisant succes-

sivement k = u et k= u, ., on obtient la condition de RANKINE HUGONTOT

suivante, avec les mémes notations

154
27 (- u) v+ j£1 (fj(u+,x,t) - £ (u_ix,t)) vy=o

qui est symétrique en u, et u . La condition (26) peut également &tre

obtenue en exigeant que l'opérateur de semigroupe associé & l'équation (1)

soit une contraction dans L1 (voir Cl. BARDOS [1], B.L. KEYFITZ [1]).

Démonstration du lemme 2

on a, pour tout m € IN, en notant [,.|[ la noxme dans IRS
[0 (2,6, = ¢wix),k,x) | sallw ) -w ||+ B |6x| ,

ol a et B sont les constantes de LIPSCHITZ de ¢ par rapport a ses deux

premiéres variables. On a

1
%J sgp(E-k) g =1 5J sg'(%;—k) [e-k| ag =% ;
R IR

et donc

UIR %‘ Sgr'l(E-k)IQSg(vm(x)-E) (plv, (x)4E,x) = d(w(x),k,x))dxdE

< o [fw - vl + B0 mes)
m wh@nd 2
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: qui tend vers zéro lorsque m tend vers 1'infini et n vers zéro.

Il reste & considérer

| l

8o

sg' (E-k) ( I sg (v, (x)-E)d(wix) ,k,x) dx ag ,
0 Q

It

P(x) dox) (| + sg!(E-K)sglv (x)-E)AE ) ax
Q R2 N n
Vi (%) J+m 

[

J ¢ (w(x) k%) f 59! (E-k)aE ax
Q n

-0 v_(x)
m

1t

JQ $(w(x) /k,x) Sgn(vm(x)-k) dx .

Pour n fixé, sgn est lipchitzienne et donc sgn(vm(x)—k)
converge vers sgn(v(x)—k) dans LI(Q), lorsque m tend vers l'infini.

On obtient donc, jusqu'd présent

lim f -é—sgr'](i-k) J sg vy (0)-8)  ¢tw_(x),E,x) ax af
m R Q

, Cq = I sg_(v(x)-k) ¢(w(x),k,x) dx .
q N

On fait maintenant tendre n vers zéro. Le terme sgn (v({x).k)
converge vers sg(v(x)-k) pour tout x € Q (donc presque partout sur Q ),
et sgn est uniformément borné par 1. D'aprés }evthéoiéme de la convergence
dominée de LEBESGUE, il y a aussi convergence dans. L (Q). On peut . donc
passer a4 la limite et obtenir (24), sachant due‘ Plwi.) .k, ) e.Lw(Q).

Le lemme 2 est démontré.

4 - LA DEFINITION DE KRUZKOV, ET LE THEOREME D' UNICITE

S.N. KRUZKOV propose de définir la solution du probléme (1),(2)
& partir de (25) et (2), de la fagon suivante, dans [{L

Définition 2 : Une fonction u e L™ ( IRPX]O,TD est solution du probléme
(1), (2) lorsque
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vkew voe & (& xJor[)
” [u-k| ggt’- + sg(u-k) (£(u,x,t) - £(k,x,t)) . grad ¢
(25) ‘Rpx jO:TE '

- sg(u-k) [@iv(£(k,x,t)) + glu,x,t)] ¢ a dt 3 O

et lorsqu'il existe un ensemble € c.]o,r[[ de mesure nulle
tel que

(28) ¥R>0 lim f lutx,t) - u (x)|ax =0 .

t+0
t¢E |X|<R

Remarquons que u étant obtenu par passage & la limite sur les
1, R
U bornés dans wloc (IRPX ]O,Tl}, u appartient en fait & Bvloc( mpx ]O,i‘D,
et donc admet pour presque tout x € |Rp une limite en t = O, vers laquelle
il converge au sens simple, et que l'on note u(x,0). On peut donc remplacer

(28) par
(29) u(x,0) = u_(x) pp ( K .
c'est-~a-dire que (2) est vérifié presque partout.
A partir de la Définition 2, on a le théoréme suivant, qui est

dd & S.N. KRUZKOV.

Théoréme 1 : Le probléme (1), (2) admet une seule solution, caractérigée
par la définition 2. De plus si u et v sont deux solutions,

de conditions intitiales respectives u, et Vs on a pour tout

R >0
t
aO
(30) lutx,£) = vix,t)| ax g e |uo - vo] ax
|x]<Rr Ix| < Rent ‘
avee N défini par
. p of 1/2
(31) N = Sup X ( 'é—i (ulxlt))z *
. u
(x,t) ]=1

clegt~d~dire la constante de LIPSCHITZ de £, et oil o est
la constante de LIPSCHITZ de g.
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Remarquons que (30) montre que (25) peut &tre assimilé a un
générateur de semi groupe, qui est une contraction dans L1 du moins lorsque

a, est nul, c'est-a-dire lorsque la fonction g est constante en u, et ne
dépend plus que de x et de t.

Démonstration du théoréme 1

On ne donne que les grandes lignes de cette démonstration,
qui est détaillée dans l'article de S.N. KRUZKOV Bﬂ-

Soit u et v deux solutions, de conditions initiales respec~
tives ug et v, On se propose de démontrer (30), et 1'unicité est alors

. P . 2 P .
immédiate. Soit ¢(5CO+(IR x:]O,T[) et i, une fonction de C§+(IR), telle que

jo(x) = 0 si |x| 3 1

J Jox) dx =1 .
IR
On pose ensuite pour tout m € IN®

jm(x) =m jo (mx) P

. . ; P 2 -
}es»fonctlons i ainsi définies sont de classe C°, non négatives, et véri-
fient - c '

iz} =0 si x3

B~

jm(x) £ Cnm

f jm(x)dx=1 '
IR

l310] ¢ ¢ m? .

On introduit enfin
¢ e ci,+ { (xJo,r) x (®PxJo,r[) !

définie par

. _ Xty thsy L ct-sy B X"
¢m(x,t P Yis) = @ (—21 . “—2—) In __2_s_) j-r-[l in (—35-‘1) '
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et on suppose m suffisamment grand pour que le support de ¢ soit inclus

dans {IRP ]O T[}

+ On écrit (25) avec k = v(y,s) et en prenant ¢m

comune fonction test, en tant que fonction de (x,t), et on intégre en (y,s).

On fait de méme avec (25) écrite avec v, en remplagant les variables (x,t)
par les variables (y,s), en posant k = u(x,t) et en prenant la méme fonc-
tion test ¢m. On ajoute les deux inégalités obtenues, et on obtient,

sachant que

u = u(x,t) P v = viy,s)

Ml o

( tRpx]o,T[)2

1'inégalité

+ sg(u-v) (£ (u,x,t)-£(v,y,s)). (gradx ¢t grad, ¢m)
(32)

+ sg(u—v)[(f(u,y,s)—f(u,x,t)). grady¢m+ divy(f(u,y,s))¢m ]
+ sg{u-v) [(f(v,y,s)—f(v,x,t)). grad ¢ - divx(f(v,x,t))q)m]

+ sg(u~v) (g(V'y.s)—g(u,x,t))q)m’ dx dt a4y ds 3 O ,

oi les indices x ou y indiquent la variable pour laquelle grad ou div est
calculé.

On effectue le passage 4 la limite.sur chaque terme de (32),

lorsque m tend vers l'infini. On a

.a_q)_'!‘_., ﬁ)&_ﬁ_@. (., tst)
2

X,- V. .
= (_J_ql),
ot 3s ot m 2

p
t-s
m( 2 ) .H J
j=1

puisque les dérivées issues de jm s'éliminent.

Orx

“” lvix,ty-viy,s) | 3¢
(33)
€ ” (Cm)P*'leI I

Supp ¢ ‘yj—xj|<a lt—4<ﬁ

X."Y
5D 3,62 13 () axarayas
3

oo

I vz, t)~v(y,s) |aydst axdt 13%

i { t I ! I ' :
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et presque tout point (x,t) €.IRP X JO,T[ s €st un point de LEBESGUE de v,
c'est-a~dire que :

I Il J ‘ J |vix,t)-v(y,s) | dy ds

1 1
vyl [t-s<
tend vers zéro lorsque m tend vers 1'infini. De pPlus v est uniformément
bornée, et donc l'intégrale en (x,t) sur le support de ¢ tend vers zéro.

On obtient ainsi que le premier terme de (32) se comporte comme

Bd)m Bcbm
”” [utx,t) - vx,t) | (5 + 55 )axat oy as

ol on fait le changement de variables (& partir de (y,s))

. t-s - XY
T3 £=5

pour obtenir que ce terme est égal a

y P Tenpe

JJ|u(x,t)-v(x,t)| J 2p+1 %%‘(x-g.t-T) J (e) M3 (§.)4E At dax dt
. m 3 m'>j

1 1
SPP’EleE |T|S;
J
et il est immédiat que 1'intégrale en (£,T) converge vers

Kl
3t (x,t)

en tout point (x,t) ¢ m?x ]O,T[ . On obtient & la limite en appliquant une
nouvelle fois le théoréme de LEBESGUE que le premier terme de (32) converge

vers

2P+t ” lu~v]| %% ax at .

® xJo,T[

Le second terme de (32) se traite de la méme fagon, et le méme
) genre d'argument est utilisé pour traiter les autres termes. Ainsi la somme
des troisiéme et quatriéme termes tend vers zéro ; la principale difficulté
rencontrée est le traitement de termes contenant j', qui sont toujours mul-
tipliés par -%5 ou des 51%21-, si bien qu'il reste la possibilité de les
majorer, et ainsi de passer & la limite. Le dernier terme ne présente aucune
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¢

. ~ m
drfficulté ; il se traite comme (33),4)m jouant le rdle de 52—- et g le

réle de v. On obtient ainsi & la limite sur (32) l'inégalité

[[ fu-v| g%-+ sglu-v}) (£(u,x,t) - £(v,x,t)) . grad ¢

®® xJo, [

(34)

- sg{u-v) (gux,t) - glv,x, )¢l ax at 3 o ,

c'est-a~-dire exactement (25), v jouant le rdle de k, et sans le terme en
aiv(f (x,x,t)).

Soit R > 0 ; on note K, le cbne {(x,t) | |x] + Nt < R} , ce
qui représente le cdne caractéristique de base {|x| < R} dont on approche

la fonction indicatrice de la fagon suivante. On pose
X
wm(x) = J Jm(y) dy '
. -
qui est une fonction non décroissante de x, puis on définit
1
Xp(Xe®) = 1 - g ({x] + Nt - R+ = )

Soit ¢ € C (O T) ; on prend dans (34) la fonction test
égale a ¢°(t) Xm(x,t), puis on passe & la limite, en ayant remarqué que

D, flaxt) - vt

+ p—— . grad Xn
R

€5 *tN |grad Xml

€= Ny + N|¢é] =0 .

On obtient, en notant R la constante de LIPSCHITZ de g, qui

est uniforme en (x,t), l'inégalité

(35) JJ |u—v!(¢é(t) Xeet) + ol ¢ (€) x(x,t))dx a2 0 ,
i’ xJo,r[

ol x(x,t) est la limite des xm(x,t), c'est-a-dire la caractéristique du

6 K. .
cone K

i

{ { ’ { | ! f !
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Etant donné t.EJO,T[ ; on note St la section du céne KR au

temps t. On se donne ensuite to et t1 tels que

avec St non vide,et on note um une approximation de la fonction indica-
trice ! de l'intervalle ]to,ti[. On prend alors dans (35) la fonction test
¢o égale a

—Opt
e W (t) '

et on fait tendre m vers 1'infini. On obtient & la limite, grice & des ar-

guments semblables & ceux qui ont permis d'établir (34), 1'inégalité

ao(tl—to) :
J Iu(x'to)_v(x'to) I dx
S

1 to

(36) J lutx,t)-vix,t)) lax € e
St

ce qui permet d'établir (30) en faisant tendre to vers zéro.

Conte

Le théoréme 2 est démontré, sachant que l'existence a &té
traitée auparavant. Notons que l'unicité implique la convergence de toute
la famille[ué.

Une démonstration de (36), avec a .= 0, a déja é&té proposée
par B.L. KEYFITZ - QUINN [1] , en partant de la condition d'entropie.

" Inversement, le fait d'avoir (36) entraine la condition d'entropie (26)

sur les surfaces de discontinuités.

Dans ce chapitre I, quelques détails de démonstration ont &té
donnés ; ce sont ceux qui seront utiles dans la suite. C'est le cas par
exemple des lemmes 1 et 2, et dans la démonstration du théorédme 1, la fagon
de passer a la limite sur (32). Il existe aussi d'autres démonstrations
d'existence ; voir par exemple DOUGLIS Eﬂ . Le lemme 2 est inspiré des tech-
niques de OHARU et TAKAHASHI. On peut remarquer aussi que le semi-groupe
généré par (25) est celui donné comme exemple fondamental pour la théorie
des semi-groupes non linéaires dans des espaces non réflexifs ;7 voir & ce

sujet CRANDALL ou CRANDALL LIGGETT.
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Les hypothéses (4) sur f et g, et 1l'hypothése de variation
localement bornée faite sur u, en (3) ne sont pas exactement celles
faites dans S.N. KRUZXOV [2J ¢, pour la démonstxation de l'existence.

Il supprime en effet cette hypothése sur la variation de u, et ne
suppose que

u € L (RPy.

Dans les problémes pratiques, 1'hypothése de variation bornée
est toujours satisfaite, et on l'utilisera au niveau de la démonstration
de convergence des schémas numériques. L'estimation de grad u, et de
355 dans Ll, qui permet d'établir la compacité de u. va en effet &étre
remplacée par une estimation de la variation en espace et en temps de

la solution approchée uh. Il est immédiat qu'en construisant l'interpolée

Y

normes L= des dérivées partielles de Vi et de la variation dans les direc~

de type Q1 de uh sur le maillage utilisé, il y a coincidence entre les

tions correspondants de uh.

Dans la plupart des exemples classiques, f ne dépend que de
la variable u. On se placera donc le plus souvent dans ce cas, aprés avoir
traité le cas général, dans le cadre du schéma de GODUNOV pour le problénme
4 une variable d'espace, pour indiquer la fagon de résoudre les difficul-

tés techniques supplémentaires.
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i

CHAPITRE II

LE SCHEMA DE GODUNOV

1 - LE PROBLEME DE RIEMANN

Le schéma de GODUNOV est un schéma aux différences finies,
d'ordre un, mais bien adapté & la résolution du probléme (I.1), (I.2)

dans le cas monodimensionnel, particuliérement au niveau des discontinuités

‘Sa construction utilise‘localemeht‘la‘résolution du probléme de RIEMANN,

2
puls une projection de type L".

Le probléme de RIEMANN consiste & résoudre l'équation

o] , (x,t) € R X ]OrTL '

3
(1) %—‘é+5-)-‘- [f(u,x,t)] + g{u,x,t)

avec une condition initiale discontinue sur R, de la forme

o si x <0,

(2) u(x,0) =
B si x>0,

ol a et‘8 sont des constantes réelles fixées.
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Pour résoudre ce probléme, on commence par étudier un cas par-
ticulier, celui ol g est une fonction nulle, et ol f ne dépend que de u ;

le cas général sera oconsidéré ensuite. Dans le cas particulier, 1l'équation
est réduite a

du 9
(3) 3t * 5% (fw) =0 » Gty €m oxJo,r[

On a vu, dans le paragfaphe 2 du chapitre I, que la condition
d'entropie (14) revient & remplacer f par son enveloppe convexe si'Q <8,

et par son enveloppe concave si a »>f, sur l'intervalle limité par a et B.

Evidemment le cas o = B est trivialement résolu, sa solution
étant u = . Comme en (I.15), on peut définir une quantité '

Y € I(a,B)
par

(4) sg(B-a) £(y) =  Min  {sg(Ba) £ | ,
k € I(a,B)

ol on rappelle que I(a,f) désigne l'intervalle fermé dont les bornes sont
o et f. La valeur de Y n'est pas unique en général, mais supposons un

instant qu'elle le soit. On utilise 1l'équation caractéristique (I.8),

a savoir
-V
(5) ol £ () '

pour suivre 1'évolution de cette valeur y dans la solution, et ainsi avoir

une indication sur le lieu des points (x,t) pour lesquels
u(x,t) =Y .

Trois cas peuvent se présenter, suivant la position de Yy dans
l'intervalle I(a,B).

._tionnaire de la solution. On a
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Cas 1. Y= 0 . Ceci implique que
£'(Y) est non négative et d'aprés (5) £(u)
la propagation se fait avec une
vitesse non négative, c'est-a-dire
vers les x positifs. Pour tout x € O,
on a siirement u(x,t) = 0 , et ceci

pour tout t > O. En particulier, on a

7 o=y ]
(6) ¥ t>0 w(o,t) =y .

cas 2. Y = B. On a cette fois ci £(u)
nécessairement £'(8) = £'{Y) non
positive, et la propagation a lieu
vers les x négatifs, la vitesse

étant négative. On a pour tout

x'% 0 et tout t > O, u(x,t) égal

a B , et en particulier on a

R R R R,

encore (6), avec Y = B

cas 3. Ye I(a,B), c'est-a-dire
a4 1'intérieur de l'intervalle. £ (u)
Nécessairement £'{y) est nul, et

la valeur Y est une valeur sta-

donc encore (6), et on peut noter
que \les valeurs de u comprises

entre 0 et Y se propagent avec

une vitesse négative, et celles
comprises entre Y et f avec une

vitesse positive.



- 34 -

Le fait de remplacer f par son enveloppe convexe pour o <8,
ou par son enveloppe concave pour O >f reperturbe pas (4) , qui définit

les mémes quantités Y . En notant ? cette enveloppe, on a
. N
sg(£' (V) = sg(£'(Y))

et ceci ne change rien aux trois cas considérés plus haut. Pour les quan-
tités k € I(a,B) ne réalisant pas (4}, le passage de f & % permet d4'intro-
duire la condition d'entropie (14). En effet, les segments rectilignes de
% correspondent a @es discontinuités, et ailleurs, ol nécessairement f
coincide avec %, lé solution est réguliére. Le signe de %' donne le sens

de propagation dans tous les cas.

Lorsque Y n'est pas défini de fagon unique par (4), la discon-
tinuité initiale se conserve au moins partiellement et reste stationnaire

LY
en x = O. L'enveloppe f est constante sur un intervalle fermé

bvyr 7] & T8 .

avec
¥oy) = £y = Ty = £y
et

Py = £y = By = £y

On peut convenir par exemple de prendre y = Yo' et aussi décider
que (6) est encore vérifié, en sachant que c'est en fait f£(y) qui nous ser-
vira dans la suite. '

pans le cas général, c'est~a-dire pour 1l'équation (1), on peut
remplacer (4) par

Y € I(a,B) I
(4*)

sg(f-a) £(y,0,00 = Min § sg(B-a) £(k,0,0) {
K €I(,B)

et (6) est devenu

(6") lim  u(0,t) =y .
t+0

On peut ainsi résoudre le probléme de RIEMANN (ou au moins appro-

cher sa solution sur le segment x = 0, O <t < § avec § assez petit) et ceci
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permet de construire le schéma de GODUNOV, ainsi que de présenter plusieurs
autres schémas, afin de les comparer au schéma de GODUNOV. On vérifie ainsi
que le schéma de GODUNOV réalise d'une certaine fagon un critére d'optima-
1ité, dans la mesure ou il a été tenu compte de (4) ou (4'), et non de fagon

approchée. Cette comparaison des schémas est faite dans le chapitre III.

pans le cadre du probléme de RIEMANN, et lorsque f ne dépend
que de u, c'est-a-dire pour 1'équation (3), on peut effectuer le changement
de variable x ~A Ax, t™ At et remarquer que le probléme reste invariant.

On en déduit que la solution est de la forme
ulx,t) = U()_é') ’
ol U vérifie 1l'équation
du
- ' — =
[e-fw] aE o .
et satisfait aux conditions suivantes, provenant de la condition initiale (&
U(-=) =o ; U+o) = R .
On peut résoudre

£ (0 =&

tout en vérifiant les conditions en * @ lorsqu'il existe deux valeurs §_

et E+ (avec §_ < €+)‘ pour lesquelles
£'(a) = §_ ; £1(B) = &, .

Ceci est possible lorsque £' est croissante et & < B, et
lorsque f' est décroissante et o > 8. Dans ces deux cas, la solution de (3
est réguliére. Dans les autres cas, une discontinuité apparait, qui vérifi
la condition d'entropie. On retrouve également que ces discontinuités res-
tent inchangées lorsqu'on remplace f par son enveloppe convexe (donc de

dérivée croissante) si o < B, ou par son enveloppe concave si o >B.

On sait aussi que dans le cas de l'équation (3) les caractéris
tiques sont des droites, et comme il s'agit d'un probléme de RIEMANN, ces

droites caractéristiques passent toutes par 1l'origine.

On note 8 1l'angle d'une droite caractéristique avec 1l'axe

{x = 0}. On peut alors majorer la pente tg8 de la fagon suivante



ltg 8] ¢swp  lEr00 | - . ,
ker (a,B) N /.

Cette remarque permet de résoudre
de maniére exacte le problémé
de CAUCHY constitué de 1l'équa- ,

-h
tion (3) et d'une condition =t* 1

initiale constante par morceaux
dont la distance entre deux
discontinuités est un multiple

i
-
]
T
1
1
]
I
]
t
]
d'un réel h > O fixé, pour :
.
1

t € [0+t*], avec t* vérifiant =0 o

Whee——mm e e e~ -

>

t* . sup [E£'(k)]| & ﬁb.
k € R

On peut ainsi utiliser le schéma de GLIMM (voir GLIMM [1]).
On peut également calculer pour chaque discontinuité la valeur Yy vérifiant
(4), qui coincide avec la solution sur les segments AD, BC, etc... de la
figure ci-dessus. En intégrant ensuite 1'équation (3) sur le rectangle
ABCD, par une formule de GREEN, on peut calculer la valeur moyenne de la
solution sur chaque segment DC, CF, etc... de la figure ci-dessus. Ceci
permet de réitérer le procédé, et de connaitre une approximation de la
solution sur [t*, Zt*[, etc... On construit ainsi le schéma de GODUNOV.
Cette construction est reprise en détail au paragraphe suivant, dans le

cas général de 1'équation (1).
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2 - CONSTRUCTION DU SCHEMA DE GODUNOV

Soit h le pas de discrétisation en espace ; h est un réel
strictement positif, destiné & tendre vers zéro. On peut donc supposer

qu'il existe h0 fixe tel que
Oc£h«&h .
o

On discrétise ensuite IR, en posant pour tout 1 € &

xi=[(i—-;-)h ' (i+—;—) h[.

Le pas de discrétisation en temps est pris égal & gh, ol g
est une constante réelle, strictement positive et qui servira dans la suite.

a contrdler la stabilité. On recouvre ]O,T[_ par les intervalles
s o=l @-9 @ @+ @ |
n 2 ' 2

avec n¢ 3 o,1, «..: N = EP / th + 12

La solution approchée est une fonction v, constante sur chaque
pavé IiAX I, ol sa valeur est notée u?. Ces quantités uz sont construites

de la fagon suivante, & partir d'une condition initiale

[od]
u € LTOR) () BV (R

Pour tout i € % , on pose

o]
=

(N u; = I uo(x) ax

1
c'est-a-dire qu'on effectue une projection de type L2 sur chacun des intex-—
valles Ii' Cette approximation est convergente dans Lioc(lR), puisque pres-

que tout x € IR est point de LEBESGUE pour wu .

Supposons connaitre tous les u? pour n < N fixé ; on veut cons-
truire les u?+1. En x = (1 + %) h, la fonction uhk,nqh) présente une dis-
continuité, et on sait résoudre ou au moins approcher le probléme de RIEMANN
en x = (i + %) h et t assez proche de ngh, pour la condition de CAUCHY

en t = ngh, définiepar
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" uri‘ pour x < {i + 1/2)h ’
n

Ui, Pour  x > (i +1/2)h

On obtient, conformément & (4) ou (4')

n n n P N
ui+1/2€ I(ui, Uy ) réalise
(8) 1
Min { sg(a}, ;- up) £ (k (i+ b, nah ) { .
kel(ui+1'ui) .

; n
Connaissant tous les u,, on a

) n i (i 4 x=(1+ Sh
ainsi tous les u . En inté- x=(i- 7)h 2
i+1/2 n+i
grant par parties l'équation b uy c t
(1) sur leé pavé t=(n+1)gh
I, x [ngh, (n+yan[ .
. n n
Yi-1/2 Yy
représenté par le rectangle i+1/2
ABCD de la figure ci-contre,
et en approchant la solution n n o
n . ui—l u. i+1
sur AD par uj_y o et sur BC t=ngh .
n A B
par “i+1/2' il vient X

. .
h I u(x, (n+1)gh) dax = ;1; I u(x,nqgh) dx
. DC AB ’
1 {(n+1)gh n -,
N J q(?(ui_l/z,(1-1/2)h,t)—f(ui+1/2,(i+1/2)h,t)) at
ngh
- "15 ah g(u(x,t) ,%,t))ax dt ,

gh IiX [nqh, (n+1)th
ce qui peut étre approché par
ntl_ n _ n el ;
oy = uy q[;(ui+1/2,(1+1/2)h,nqh)—f(ui_1/2,(1—1/2)h,nqh)]

(9) n
- gh g(ui, ih, nqh).

La donnée de (B) et (9) constitue le schéma de GODUNOV. On peut
+1
remarquex que ur; est obtenu par une sorte de projection de type L:2 sur

chagque Ii ; c'est d'ailleurs exactement le cas pour 1'équation (3).
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Pour 1l'équation simple (3), le schéma de GODUNOV s'écrit

n n n Sa14 n n

Yie1/2 € I(ui+1,ui) réalise kal(ﬁgin . 3 sg(uy ui) £ (k) 2 '
(10) i+1,ui)

ntl 0 n - n

wy o= uy -l ) £luyy ) -

pans le cas ol f est une fonction monotone croissante en u,

on a, d'aprés le paragraphe précédent

. n -
vié&ZZ ui+1/2 uy ]
et par exemple (10) est réduit a
n+l n n n
(1 up o=y alf () - £y )

c'est~a-dire exactement le schéma décentré. Si f est décroissante, on a

n _.n . ' a_Ai < .
""ui+1/2 ui+1 pour tout i & % c'est-a dire encore le schéma décentré.

Dans OLEINIK [4], le schéma de GODUNOV est donné de fagon différente, mais
sa présentation n'est pas satisfaisante dans la mesure ol elle peut conduire
3 des solutions qui ne satisfont pas a la condition d'entropie (14).

Des contre exemples sont donnés dans LE ROUX [1] et [2] Remarquons éga-

" lement qu'au cours d'une expérience numérique, (10) se réduit le plus sou-,

vent & (11) (ou l'alri)alogue dans le cas f décroissante) et il est jmmédiat

que l'oxdre de précision du schéma est alors égal & 1.

11 faut faire une remarque concernant la validité de (8). La
donnée du probléme de RIEMANN & partir de ur; et de u2+1 n'est effective
que sur un intervalle de longueur 2h, a savolr Ii W] Ii+1' et non pas sur IR
tout entier. D'aprés la théorie des caractéristigues, en particulier da'aprés
(1-8) et (I-12), on peut assurer que la solution dépend de uril et de uri‘+1

seulement & l'intérieur du triangle

ot o lx- (41/2)h)+ 8 (€ - nqh) &N .

avec, comme en (I-10)

of
M = Sup | & (u,x,t) | '
Xt du
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ce qgui d'aprés (I-4-iii) est fini. M est d'ailleurs la constante de
LIPSCHITZ (uniforme) de £ par rapport & u. Ceci va se traduire par une
condition de stabilité, liant g et M ; cette condition exprimera que le
rapport des pas de discrétisation en temps et en espace ne soit pas trop
grand. En fait, si on veut pouvoir atteindre 1tinstant (n+i)gh en

x = (i + %ﬁh, c'est-a-dire si on veut que ce point soit dans le triangle

introduit plus haut, il faut que
(12) Mg £1.

on retrouve ainsi la condition de stabilité de COURANT -
FRIEDRICHS — LEWY, qui va servir dans toutes les estimations a priori‘
satisfaitgs par u s pour établir la convergence. Inversement si (12)
n'est pas vérifiée, on assiste 3 des phénoménes d'instabilité, qui se

développent souvent de fagon catastrophique.

on a le résultat de convergence suivant

Théordme 8 : Sous les hypothéses (I.3) et (I.4), et st la condition de
COURANT FRIEDRICHS LEWY (12) est satisfaite, la famille
{uh}h>0 des solutions approchées congtruites par le
schéma de GODUNOV (8), (8) com)érge dans Lioc( R X]O,TD,

vers
ser’(mrxJo,) NBV (R xJo,rD

solution du probléme constitué de (1) et de la donnéde ini-
ttale u_.
[s)

X X
X

lL.a démonstration de ce théoréme est trés longue, et fait
1'objet du paragraphe suivant. On ne donnera ici que les grandes lignes

de cette démonstration, et ceci pour 1'équation gimple (3).

Principe de la démonstration

En, utilisant (12), on commence par établir les estimations

(13) Vi€ \UT1| € M‘”‘(‘“?-t/a"l“r“"“r;n/zn !
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T ntl _  n+l < n _ .n
(14) l1fer E < |1 ]er+1 lujpy= il
ntl _ n n n
(15) IiliI ful uil £ ‘ui+1— ui[ '

fifgx+t

ce qui permet, par le théoréme de HELLY, d'assurer la convergence d'une

R o0
suite w, vexrs u€ L (R X]O,T D NB Vloc( R X]O,TD , pour la topologie

m
i (mx]o,r D.

on démontre également que pour tout k € IR, on a

n+1 n
uy - k| o€ fug- k| - q[sg(“?n/z’ k) (f(“'i‘+1/2) - £00)
(16)
n
- sgluy_y jp= K (£l ) - f(x))] '

ce qui permet d'établir (I.25) en introduisant une fonction test $ 20.

La démonstration de (I.28), ou mieux de (I.29), peut se faire de la fagon

Laomee

suivante. Etant a variation localement bornée, u{x,t) converge vers u(x,0)
1

dans Lloc( R), lorsque t tend vers zéro, et il reste & vérifier que u(x,0)

coincide avec u presque partout, ce qui peut se faire en montrant que

pour toute fonction ¢)€Ci(lR))

(17) J Cu(x,0) - uo(x)] $(x)dx = 0 .
R . " ’

Dans le cas du schéma décentré, les estimations (13), (14),
(15) et (16) sont plus faciles & obtenir. Ce cas est traité dans
LE ROUX [1] et [2]. L'estimation (13) exprime la stabilité dans 1" dau
schéma, et (14), (15) signifient que la variation de la condition initiale
est conservée au cours de la progression en temps. (16) est l'analogue
discret de (I.25), et tient ainsi compte de la condition d'entropie (1.14).
Cette condition est introduite dans le schéma par (8), qui fait intervenir

une résolution correcte du probléme de RIEMANN.

Le schéma de GODUNOV est souvent présenté comme une générali-

sation du schéma décentré au cas d'une fonction £ non monotone. Le schéma

suivant
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nt+i n
vy (f(“1+1 - £y )
(18) g n n n n g n n n n
+ g sglugym ) E )-Fleg) |- 5 sglag ) e £l )

coincide aussi avec le schéma décentré pour f monotone, mais peut cons-
truire des éolutions faibles ne vérifiant pas la condition d'entropie
(I.14). Il suffit par exemple de prendre 1l'équation de BURGERS (c'est-a~dire
fl{u) = u2/2) et la condition initiale discréte définie par

1 si 1320,

(19) u’=

i -1 si 1€ -1,

pour constater que (18) se yéduit a

ce qui conduit a la solution stationnaire, tandis que la solution correcte
est donnée par u{x,t) = sgt(x). on peut cependant montrer les estimations

(13), (14) et (15) pour le schéma (18) (cf. théoréme 3).

X X
X

3 -~ DEMONSTRATION DU THEOREME 2

on néte o et Y, les constantes de LI#SCHITZ de g, par rapport
aux variables u et x respectivement, puis a, et Yy les constantes dé
LIPSCHITZ de gf par rapport aux mémes variablesé et enfin B et S les
bornes uniformes respectives de g(0,.,.) et de 5—-(0,.,.), ce qui corres—
pond & 1'hypothése (I.4).

Pour h > 0 fixé, on commence par démonérer les estimations
analogues & (13), (14), (15). On traitera ensuite du passage a la limite,
puis d'une démonstration d'une inégalité en k analogue & (16). On véri-
fiera enfin chacune des propriétés de la Définition 2.

R
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A - Conservation de la borne uniforme

on va démontrer 1'inégalité, pour tout i €%, n € N
0 n n n
(20) |u2+1‘ € (1+ch Sup(iui_l/zi,luiLlui+1/2‘) +clh
c, = alB, + By

= +
avec c, qla+ o) '

Cette estimation se démontre cas par cas.

n n n
Cas N L ¥y € Y € Va2

n [} I(un o ) et
on introduit, pour tout J &7 Ejt1/4 3'%5¢1/2

vérifiant
i j - £ n j+1/2)h,ngh
f(“jil/zl(]tl/z)hlnqh) (u ,(J_/ ) q )
(21) . -
= - 2)h,ngh
= (W37 9y au (€j+1/4.(jtl/) ,nqh)
on a alors, d'aprés (8) et (12), les inégalités
1€ q 2 (R, 0 G/ Dhinan) €O
£ a3y Bye1/a
(22) of n
of - ) '
o & aiy(Ey /0 1/2)h,ngh) <

; n o o : .
en définissant 52_1/4 €.I(uj_1/2,uj) de fagon analogue & (21)
on introduit également ¥; € [(i-1/2)h, (1+1/2)h ] et réalisant
(23) f(u , (i+1/2)h,ngh) - f(u ,(i-1/2)h,ngh) = h 5—— (ui,xi,nqh) .
On obtient ainsi, & partir de (9)
= £ (3+1/2)h.ngh) (T, .= u3)
voo° 1 "9 au E;;m/:a' ! 141727 Ui

n
(24) - g5 Bu (Ei /4" -1/2)h,ngh) (u = uy_y/9)

- gh %i— (u‘;, ?c:. ngh) + g(ur;.ih.nqh) ] v
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Le dernier terme peut étre majoré par gh [(ao+ a1)|u2l + 80 + Bi], et les
coefficients de u2+1/2 et u:—1/2 sont non négatifs. On majorendans un pre-
mier temps u2—1/2 par u, et on regroupe le coefficient de uyy qui devient
alors non négatif ; on majore alors u: par u2+1/2. Les minorations s'effec-
tuent en deux temps de fagon analogue, et on obtient ainsi les inégalités

n

n n+1l
- hic lug] +cp) €y € ¥y

n n Yoo
912 + h(Co|uil +Cl) v

dont on déduit immédiatement (20) .

n n n
Cas N° 2 Ui 1/2 £ Y95.1/2 £u, -

on reprend (24), en utilisant (22), et il vient

n+l n n _.n n _ . n
u, €ug + O.(ui+1/2 ui) + 0.(ui “1—1/2)

£ = n .,
- qh[%; (ur,i, x'i‘, ngh) + glv,. ih, nqh)] '
d'ou !
n+1 n n '
+ .
u, g uy + h(co u, co)

+ . n n n
Pour minorer u? 1, on introduit Ei GiI(ui+1/2,ui~1/2) et le
point Ei“ep[(i—1/2)h,(1+1/2)rﬂ tels que

f(u:+1/21(i’1/2)h,nqh) - f(“?_l/zl(i"i/ﬂh,nqh)

n n of n o,
- = W}, /" Yi-1/2) Bu (g5, 1/2?h:nqh)

n

,(i+1/2)h,ngh) - f(ui+1/2.(i-1/2)h,nqh)

'

n
f(“J'.+1/2

T A Tl ‘
=ngr (W00 % ngh) -

On obtient alors, & partir de (N

n+1

n n n 3f ,,.n . n _.n
A T Y L TSV SG'(Ei'(l'l/z)h'“qh)(“i+1/2 172

_ of n -,n n .,
qh [?x (ui+1/2’ xi ,ngh) + g(ui.lh,nqh) ‘

\
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ol u? - u2+1/2 est non négatif (on le minore par zéro), et le coefficient
n PR n n

restant de Uis1/2 est positif. On minore donc ui+1/2 par ULS%/Z’ et il

vient, en introduisant les constantes de LIPSCHITZ de g et I

1'inégalité

n+1 n n n
U B Uy g (“11“1+1/2| +ofuif + By +8y)

ce qui permet d'établir (20) dans ce cas, compte-tenu de la majoration

faite précédemment.

o n n n
Cas N° 3 uy &uy 4,5 € Yyuq/9
. X n+1
La minoration de uy est analogue & la majoration établie

+ -
dans le cas précédent. Pour majorer u? 1, on introduit n? et x;n analogues

éuk 52 et ;in précédents (cf (25)), ce qui donne

_ n_ . n n of . n
u; o= (g 4120 * Yio1/2 (t +q 5 (ni,(i+1/2)h,nqh))

of n . n
-q 5 (nf.G+t/2nman) vy,

of n =an n .
- gh [5; (ui_i/zlx; (ngh) + g(ui,lh,nqh)] .

. n n . n .
On majore u, par uifl/Zf puis ui—1/2 dont le coefficient-res

: . n .
tant est non négatif pax “i+1/2' et il vient

n+1 n n n
ug Uyt A [él loiyjal * g logl + 8y 34] '

d'ol (20) dans ce cas.

° n n n
Cas N° 4 uy IS ui+1/2 S ui—1/2 .
. n+t N
La minoration de uy est la méme que dans le cas N° 3, et la
majoration reprend la minoration du cas N° 2, en inversant les inégalités.

On établit ainsi (20) dans ce cas.
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. n n n
Bie12 % Ui $Y -
+
La majerestion de u’; 1 est identigque & celle du cas N° 2, et

G wameraiion eat cellae du cas NY 3, a'ou (.

o n n n
Cas N° 6 Yit1/2 £ v < Y12 -
On reprend la technique du cas N° 1, en inversant les signes
n n
de (u

n n
i+1/2 ui) et de (ui-1/2- ui) » et on obtient aussi (20).

‘Ces six cas recouvrant toutes les possibilités, 1l'estimation

(20) est complaétement démontrée.

De (20), on peut déduire

I n+1| n

sup |u € (L+ch) su [u| +c n ,
iez 1 ° jem 1 °
et de proche en proche, il vient pour tout n ¢ N
Sup luri1 £ (1 + Coh)n Sup |u(;|
i€ x iez
)n—l
. p .
+ceh (1+ 1+ Coh) + woot (L 4+ C ') -) .
n+1 : C_.T/
or h Z (1+ coh)v £ e 4 '
v=0 1
et d'aprés (7)
o
swp 2]  |u| ,
i€z T ° (W)
On obtient donc, pour tout n
C T/
(26) sip o] ¢ (lu}, +cZye’?
1ER L ( R) 4

et donc u, est uniformément borné dans Lm( R % JO,T[ ).
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B - Conservation de la variation bornée

On va démontrer les deux inégalités, pour tout n £ N et tout

encisr L

(27 Mﬂh:::_ u;“| € (1 +cyh |1|§1+1|u‘i\“— u:l tey1 ne
o8 .Ii)lzgluxim_ & slilaﬂlu'i‘ﬂ— u| + ¢, (1'+ iuepz Exl
avec Cl = q(a1 + OLO) ; C:'l = 3q(2Y1 + Yo) ;

c

il

= 1
2 3q Max(Bo + 81, o+ al) 3 Max(Co,Co) .

Pour n €E N et L € Z, on a, en utilisant (21) et (23), &

partir de (9) écrite en (i+l1)h puis en ih, et aprés soustraction,

n+1_n+1=n__un \+un _un\
Yier TN e LS T VA R e TS V7 B B

of . n n
-4 gy (Bygyqr 4r3/Duman) (ag, )= ¥,y)
of En . n n )
- a gy (B e ¥1/20himab) (uf, - w0
(29) o ta %f? (5?+1/4' (4+1/2)h,nqh) (“ril+17§" o)
3f ,.n . n n
M (51_1/41 (i-1/2)h,ngh) (ui— “1—1/2)

of n -n 3f , n -n
ah |5 (ag, 0%, emah) - % “i'xi’“qh)]

an[g(a],,/ (i+1)n,nqn) - g(a},in,nan)] .

Aprés regroupement et d'aprés (22), on est assuré que les
: n n n n n n
co:alfficients respectifs de (ui+3/2 ui+1), (“i+1 ui+1/2)' (ui+1/2 ui) '
(ui- uril-1/2) sont non négatifs. De plus, les deux derniéres lignes de (29)
£
peuvent 8tre estimées en utilisant les constantes de LIPSCHITZ de g et g—; .

On passe en valeurs absolues, puis on replace les termes dans la méme dis-

. position que (29); on aura :



@
n+l _/ nd, n _ n n R A
ey (“19}‘ [ofarm Whersal * 10w kS
ey
. . ! n n
(€75 qr (+3/20man) |uf 5= Wy

,‘ a B n n
N 9 3e (51+3/4'(1+1/2)h'“qh)'“i+1— ui+1/2‘

(30) n n 4
va g (C"i+1/4,(1+1/2)h,nqh)|ui+1/2— w |

. n_ n
+a 5 (52_1/4,(1—1/2)h,nqh)|ui ui_1/2|

n n 2
- + + .
v ah (o) fuf-oul @y 2y an
on effectue maintenant la somme, pour |i| £ I, et on obtient,
en tenant compte de (22) pour traiter les coefficients des termes au bord,

et puisque

un - un l + lun - unl = |un - Un
i+l i+1/2 i+1/2 i i+l 4 !
l'inégalité
S TR LY P RO SRS N APt i I A (2141)h
|ifsx Y % ) ! |1}s1+1 ixl i 3 '

dont on déduit (27) de fagon immédiate.

Pour établir (28),'on reprend (9), ol on intrédnit encore les

termes définis en (21) et (23). On obtient, aprés passage aux valeurs

absolues.
u;”l_ S q\ %—-f; (g‘;+1/4,(1+1/2)h,nqh) |u’1‘“/2— o}
+ q %% (51_1/4,(i-1/2)h,nqh) Iug - uz_l/zl
+ gh %5- (gz,ig,nqh) ; %5-(0,§:,nqh)

+ gh Ig(uz,ih,nqh) - g(0,ih,ngh) |

+ gh (\ g—i— (O,;ci,nqh) + |gto,in,ngn) | ),
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D'aprés (22), les coefficients des deux premiers termes du
second membre sont majorés par 1, et les hypothéses de LIPSCHITZ ou de
borne uniforme en u = O faites sur g et gi' permettent, aprés sommation
en |i| € 1, a'établir

n n n _.n
L Cluyy= ieyyal + 18 u; 1)

n+l n
fal™ - uyl
ERTS 31

liler * i
+a(B, + 8+ (o ay) s:plu‘i‘l) (21+D)h

dont on déduit (28) immédiatement.

Remarguons qu'au lieu des normes Lm( IRX]O,TD, Bo et 81

e

auraient pu étre les normes LI(IR X ]O,T[} de g(0,.,.) et de

]

55 (0,.,.), et (28) restait vrai. On peut aussi remarquer qu'en pratique
on travaille sur des bornés, et que la continuité implique que ces fonc-

tions sont bornées.

Soit R > 0. Pour h fixé, on note J, le plus petit entier

tel que

i
{
(31) e = ]-r,r[ x Jorr[ et | () €1,x 3 =|i] + 0 < g

h

) On introduit ensuite la fonction v, défihie sur (R X ]O,T[
comme 1l'interpolée de degré un de u, au sommets des rectangles

[th, (i+1)n) x [ngh , (n+1) qn] .
Il est immédiat que

G vl .
RO rxJo,2]) "y (rx]o,T])

et donc est majoré, conformément & (26).

De plus vh est dérivable sur chaque rectangle, et on obtient,

en explicitant sa dérivée
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¥ 1
—ﬁdxdtsz ): l’i‘+~u'i‘|h
I
£ = z Iu:*-l—u]_lh + CN I n% (1 + sup |u b
n |i]gJ, -n i,n

d'aprés (28). On utilise maintenant (27), qui donne de proche en proche,

pour tout entier I,

C T/
1°/gq o _o
(33) ‘l ? |ug+1— u2| e |i|g1+nlui+1 ui| + CiT(I+n)h/q;
ilg1
et on obtient
T
Pn & (N+1)h ec1 /a ( & [u3,,-u7]+ CIT(R + T/qQ))
ot | 1 |i|sJ i+l i
L (Q,) h
R
Or d'apreés (7),
o -l g & J (eth) - u_ (0| ax
li]e lugeg= ol € |i|§J I"“o" o
h h i
L |
" < = u_(x+h) - u_(x)|ax
(34) h | (o) o
| x| <r+T/q

" £ CR+T/9)

car u_ est & variation bornée localement. La quarntité C(RFT/qQ) peut étre
(o]
considérée comme une fonction réelle et non décroissante de R. On obtient

ainsi qu'il existe une fonction Ql' réelle et non décroissante telle que

avy,

1 5 R '

1
L (QR)
et de la méme fagon, il existe une fonction Q2 non décroissante, telle que

™,

(36) =

£ QZ(R) .
L'

w Q )
et ainsi, d'aprés (32), (35), (36) Yh est uniformément bornée dans (
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C - Passage &4 la limite

v & i «©
D'aprés (32), {vh}h>0 est uniformément bornée dans L (R XJO,T‘D.

et on peut donc en extraire une suite {v avec h tendant vers zéro

lorsque m tend vers 1'infini, qui convergg n au sens de la topologie faible #

de L®( IR x ]0 'I‘[), vers une fonction ue€ I ( IR x]o TD Cette convergence

faible #* est insuffisante bour traiter les termes non linéaires, et on a

donc besoin d'une convergence forte, qui va &tre obtenue a partir de (35)

et (36).
Pour R > O fixé, on a, d'aprés (32), (35) et (36)
(37 | I“m) € Q) .
R
ou Qo est une fonction non décroissante de R, donnée par
c Ty
QR = 2r( |u | +ctTyco’d

R+ Q. (R) + Q_(R) ,
L(IR) °d ! 2

et donc indépendante de h. D'

aprés le théoréme de RIESZ~TAMARKIN, (.. é&tant
- 1,1
borné, w

R
(Q ) s'injecte de fagon séquentiellement compacte dans LI(Q )

vers une certaine fonction de L (Q ). On peut donc extraire de la suite

3vh z lntrodulte précédemment, une sous-suite, notee v s convergente

dans L (Q ) vers une certaine fonction de L (Q ). R n

on applique ensuite 1e procédé diaqonal, pour rendre cette suite extraite,

et donc sa limite, indépendante de R. Partant de \{v, + on peut trouver

N m,Rzm
une estimation analogue & (37) sur(IR+1, et donc
suite (v

en extraire une

convergente dans Ll( ), dont la limite coincide (presque
m R+1$m !
partout) '/ sur Q. avec la limite de 3v

z . On réitére ce procéds,
ce qui permet pour tout entier k, Q' extraire m/R'm

une suite {v z
m, Rtk
convergente vers une fonction v € L Q

R+k)' pour la topologie
i! (Q K

La fonction v peut ainsi &tre définie en presque tout point de
(IR x JO T[}, et appartient & Lloc(lR x ]O,T[}. On se restreint ensuite a
la suite, dite diagonale, vhl = v .

m, R+m
et on se donne un ouvert ) borné de IR x ]0 T[

valeur m 1 est inclus dans Q Rim ¢ ©t ainsi Vi converge vers v dans
L «. o m -

A partir d'une certaine
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@ .
Or Vs converge dans L (R X JO,T[} faible # vers une fonc-
m
tion u G.ﬁ”(R%]O,T[). On en conclue que v coincide avec u presque partout,
et est donc bornée, et que toute la suite v, converge vers u dans
1

Lo (R xJo,r).

Il reste & estimer

|“hm - "hml )

On a, en décomposant sur chaque pavé

N
1 n n n 2
- v, | € I 3 (2 -] ) anf
iuhm hy LY Q) n=0 |i]SJh -n-1 * il

m
oi Jh est un entier défini & partir de QR}m par (31). En utilisant (27)
et (28) , qu'on majore comme pour établir’ (35) et (36), on obtient
(38) |uh-vh ,1 € R+m) +Q (R+m)ph ,
m m'L"(Q)

et ainsi u, converge vers u dans LI(Q), et dans Lw((R X ]O,T[} faible #.
m

De plus, pour tout R > O, wi'l(QR) s'injecte continment dans
B V(QR), espace de Banach des fonctions & variation bornée au sens de
TONELLI CESARI sur QR' On en .conclue, par l'extraction d'une sous-suite,

que u appartient a B V(QR)' et ceci pour tout QR, donc que u appartient

asB Vloc(lRﬁ<]O,Tﬂj. On pourrait dés maintenant, & partir de (9), vérifier
que u est solution faible.

D - Démongstration d'une nouvelle estimation

Soit k€ IR et h > O ; on va démontrer l'inégalité suivante,
qui est l'analogue discret de (I.25) et correspond a (16) dans le cas

général, pour tout 1 € @ et n < N
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k] g [l x|
1 1
n n N .
- q sguf, ), (f(ui+1/2,(1+1/2)h,nqh) £ (k. (i+1/2)h,nqh))
n n s
+q Sg(u1-1/2—k) (f(ui_1/21(1-1/2)h,nqh) - f(k,(1—1/2)h,nqh))
(39)
- gh sg(ui+1~ k) [g(u?.ih,nqh)
1
i £(k, (1+1/2)h,nqh) - f(k,(i—l/Z)h,nqh))]
C o W W et n?
1 1
avec
C = 2q &y H Cc' = 2q Yy .

Comme pour la stabilité, cette inégalité se démontre cas par

-cas. Les constantes C et C' n'interviennent que dans le cas N° 2.

A n+1 n n n
Cas N° 1 k < Inf%ui ' ui—1/2’ ugy ui+1/2

n+1 n n n
ou k > Supzui ' u1—1/2' Uy ui+1/2% .

On introduit k dans (9), qu'on met sous la forme suivante

n
u, k= ug k

- q[f,(u‘ilﬂ/z,(in/z)h,nqh) - f(k,(i+1/2)h,nqh)]

(40) .
n .
+ q[}(ui—1/2'(1—1/2)h'nqh) - f(k,(171/2)h,nqhi}
n, 1 . .
- qh[g(u’i‘,lh,nqh) t e {f(k,(ul/z)h,nqh) - f(k,(1—1/2)h,nqh){l.
! On multiplie ensuite par sg(u2+1~ k), et on obtient (39) avec
' C = C' = O, donc aussi les constantes données précédemment, en remarquant
que

n+1 n n n
sglu, "~ k) = sg(ui“/2 k) = sglu; - k) = Sg(“i—l/?__ k) .
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o - n+il ., n n n
Cas N° 2 ug o< k < Inf(ui_l/z, ug ui+1/2)
n+1 -
ou u g n n n
L vk bup(ui_l/2, U ui+1/2).

Ce cas ne peut intervenir que pour l'équation générale (1) ;
il est impossible dans le cas de l'équation (3). D'aprés la démonstration

de (20), on a toujours

n+1

n n n
Inf(ui__l/zlui,ui+1/2) € uy

3f  n -n n . o
+ qh{;x (ui,xi,nqh) + g(ui,lh,nqh)

(41)
Sup(un o, W )
¢ i-172" Yit Yiv1/2

On avait alors majoré le coefficient de gh par
n s . n ; . P
(ao+ al) LY 30 + ;. On introduit yi€ D1»1/2)h,(1+1/2nﬂ et vérifiant
pour k fixé

£(x, (1+1/2)h,nqn) - £(k, (i~1/2)h,nqh) = h %f(— (k,ylman)
et il vient a partir de (9) et en multipliant par sg(u2+1~ k)

n+1 n+l 3f , n -n n o,
sg (ui - k) [ui -k + qh( " (ui,xi,nqh) + g(ui,lh,nqh))J

n n+1 af . n-n , n .
£ sg(u‘1 k) [91 k + qh( In (ui,xi,nqh) + g(ui,lh,nqh)) ]

T of of -
£ sg(ug— k) [Fz- k ~ gh (5;-(k,y?,nqh) i (ug,xg,nqh))
- alf(uf,, 0 (441/2)h,nah) = £(k, (1+1/2)h,nah) )
+ q(f(u‘i’_l/z.<1-1/2)h,nqh) ~ £(k, (i-1/2)h,nqh) )] )

ol la premiére inégalité se déduit de (41). De plus, dans le cas présent,
on a .
n

n _ _ ~ _ n _ _
sg(ui k) = sg(uiﬂ/2 k) = sg(ui_l/2 k) = - sg(u

n+1_

i k)

ce qui permet d'obtenir (39), en utilisant successivement

+1
Isq(uril - k) -Sg(uri‘—k)l =2 ,
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of n 9f , n -n . n n _ -n
B (eygenah) = o2 (uiex o ngh) | % ok - ul o+ Yoly; - x|
puis
n n+1 n n =-n
|k - uil < lui - uil ; lyi - X £€h .
Ce cas est le seul pour lequel C et C' sont différents de
zéro.
1 R
o n n n
Cas N° 3 ui_1/2 <k < u; g ui+1/2
o n k > un > un
Ylo172 7 i * Y2,

On reprend (40), o on introduit les €2+1/4 définis en (21),

et k? € I(k,ug) , vérifiant

£(u}, (1+1/2)h,ngh) - £(k,(i+1/2)h,nqh) = (u'i‘— X) %f{- (x{+ (1+1/2)h,nan) .
Il vient alors
f(u'i‘ﬂ/z, (i+1/2)h,ngh ) - £(k, (i+1/2)h,ngh)

£ . of .
= (“I1‘+1/2’ ul) g; (g’i‘HM,(ui/z)h,nqh) + Wi x) & (T, (1+1/2)h,nan) .

. e . n n .
On introduit egalegent ki—1/2 € I(ui-l/Z'k) tel que

(42) £(u}_y 50 (i-1/2)0,nan) - £(k, (1~1/2)h,ngh)

= Wy ,m 0 & (< pr (1-1/2),nah)

On obtient alors

+1 f .
u‘i‘ -k (u‘i‘- k) <1 - q g; (k:,(1+1/2)h,nth

n n 3f ¢.n .

Wy Y (' 93 (£i+1/4"“1/2’h'“qh)>
n af n ,

+ (ui_1/2_ k) q 5;'( ki-1/2' (1‘1/2)h:HQh)

. of
- qh [g(ui,lh,nqh) ™ (k, y?, nqh)] .
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ol d'aprés (22), ou par constructlon de u et u?, les coefficients

i+1/2
de (ui— k), (u1+1/2 u, ) et (ui 172" k) sont non négatifs (il faut uti-

liser pour le dernier de ces coefficients, que k € I(un,ui 1/2))

’ : +
On multiplie par sg(u? 1 k), pour obtenir

uz+1_ k] ¢ qu k[ (1-q& (k ,(1+1/2)h,nqhi>

| n

n
ui+1/2_ uil < 933 (51+1/4:(1+1/2)h:nqh)>

af )
Iu;_l_l/p‘" kl 930 (k;-l_l/z, (i-1/2)h,ngh)

+1 . £
q h sg(u? - k) [g(uznlh:nqh) + 'g; (kryglnqh)]

ce qui donne (39) aprés reconstitution des termes et en utilisant

9f ,.n . n_ of ,.n
™ (ki,(l+1/2)h,nqh)|ui x| + e (€i+1/4 (1+1/2)h,nqh)|ul+1/2

(43)

= sg(ul+1/2 k) [f(u2+1/2,(i+1/2)h,nqh? - f(k,(i+1/2)h,nqh).].

n

ui_1/2 <k <u

o
Cas N° 4 1+1/2

g u

Lol =T <]

oﬁ u >k n
1—1/2 3 > Y172,

La démonstration de (39) pour ce cas correspond 4 celle faite

ur le cas précédent ¢ .
po précédent, en inversant les rdles de u ~1/2 et de ui+1/2 On
introduit le
s quantités Ei 1/4° et k i’ ainsi que k i+1/2 défini de fagon

analogue a (42), et il vient

i

n+1 n £ n ,,
up - ko= (] - k) (1 +q ‘3: (ki,(1—1/2)h,nqh)>

+

n 2f . n .
(ui+1/2— k) (’ q E‘; (ki+1/2l (l+1/2)hlnqh)>

n n £ n
gy W) a3 (8l .0 (- 1/2)h,nan)

+

- gh Eg(u nlh,nqh) + -é-; (k,yz,nqh)]
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- n n
Les coefficients de (u, nfi, (ul+1/2 k) et (ui 1/2 ui) s
non négatifs ; on multiplie paxr sg(ui - k), on majore et on regroupe
utilisant une formule analague & (43). On obtient ainsi (39).
"t ""Cas N° 5 uz_‘/z <k < u2+1/2 £ u
n n n
> > by
UMy gy TR T Yy 2y
On met (40) sous la forme
n+1 n n If , n .
- = - -q = +
‘ U T k=) (u; 1+1/2 k)(:} 9% (kin/z'(L 1/2

+

(u2_1/2—k) q’g‘f; (k:_l/zt (i~1/2)h,ngh)
. af
- qh[g(uz. ih,ngh) + v (k,y;_l.nqh) ] .

ol les coefficients de (u”l/2 k) et de (ui 1/2” k) sont non négatlfs

d'aprés (22) et puisque k € I(u2—1/2'u2) On multiplie par sg(u L k)

on majore et on regroupe, ce gui donne (39) en remarquant que

n n n - no_
hup = uiyy ol |“i+1/z k| ' I“; k[
° .k' n n n
Cas N° 6 ui—1/2 £ ui+1/2 <k < ui
n n n
>
oW My_ys2 P Va2 TR U
On reprend (40), ol les coefficients de (u iv1/2° k) et de
n
(ul 1/2” k) sont non négatifs, aprés avoir fait apparaitre Ei+1/4 et E
car
k € 1, o) N1, w) .
i+1/2" 7i i-1/2

+
On multiplie par sg(uz L k), et on conclue comme dans les

cas précédents,

ont

en

)h rnth

i-1/4"
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Cas N° 7 u? <k <

un n
1-1/2 € Yiv1/2
n n

ou un >k > u, >
i i-1/2 % Y%is1/2 .

Ce cas est analogue au précédent :
g p e k € I(ui+1/2’ui) fa) I(u -1/2°Y% o) .

Cas N° 8 PR W
—— i < i-1/2 < ko< Yi+1/2
n n n
ou u, 2 u, > >
1% %2 TR 0,

Ce cas se traite comme le cas N° 5. Il vient

n+1

olt les coefficients de (ul 1/2” k) et de (u

n+1

+1/2 k) sont non négatifs.
On conclue en multipliant par sg{u,
i

- k) et en remarquant que

n_ n n
u - Ul fui1/p 6l = |uf - x| .
On vient de démontrer (39) pour]c##ul 1/2,uﬂ,u +1/2" un+1$
- i i

Il est immedlat, par continuité, que (39) est encore vrai pour
n+
k # u; e et il ne reste plus qu'a considérer le cas ou k et u?+1
i

sont égaux,

‘Tout d'abord, ce cas est trivialement réglé lorsque

n . af
g(ui,lh,nqh) + P (k,yz,nqh) = 0

Lorsque ce terme est strictement positif, on approche k = 2+1 par k'< k

Il vient alors, lorsque k - k' est suffisamment petit, en définissant y'n
4 partir de k' comme 1'é&tait y a4 partir de k,

_ n+1 n of
gh sg(ui - k') {}(ui,lh,nqh) + 5;-(k',yfn,nqh)] <o,
i i

et donc

1+l - B of .
uo- ko= (- u) 1/2)+(u _1/2 k)<1+q = (k’i‘_l/z,(l—l/z)h,nqh

")

n _ _, 9t . n .
(ag ) p7k) <q e iet27 (1+1/2)h,nth— gh [g(u‘i‘,ih,nqh) + % (k,y’i‘,nqh)] ,

n+1
L

+q sglu]_y =k (£(u]_y )y (1-1/2)hinah) - £(k* , (1-1/2)h,ngh)

+
+Ch|n1 G|+ ¢ ond
i
X , n+1
on fait tendre k' vers k, et on obtient (39) car sg(ui - k)

.west nul par définition de la fonction sg.

Si maintenant

. 3f n
g(u2,1h.nqh) Ao (k.y, ngh) < O,

on approche k par k' > k, et on procéde comme ci~dessus, et ainsi (39)

est démontré pour tout k¢ IR.

E - Démonstration de (I.25)

Soit k € IR, ¢ec L(®Rx]o,7[) et h&fn } . Pour tout ie 2

et n < N, on pose

1
¢, = —5 J ¢{x,t)ax dt ,
oot

e in : I
et on suppose h suffisamment petit pour que tous les ¢2 soient nuls. On
multiplie (39) par h ¢2, et on effectue 1l'équivalent discret d'une inté-
gration par parties sur la variable d‘'espace, puis sur la variable de

temps. Il vient

N 4)n+1 _ ¢n
n i i
L L lui~ ki gh *
n=0 i€ 2Z
n n
414179

n n ; i
sg(ui+1/2- k) G(ui+1/2,(1+1/2)h,nqh) - f(k,(1+1/2)h,nqh> u
(44)
1 ‘ 3t 2
- sg(uT -k} (g(u‘i‘,m,nqh) + (k,yzrnqh)) ¢Jri1 qh %

e

N
2~ L X

+1
n=0 i€z (o]~ uil + c'n) o] an” .

e [<uk | - g sg(u‘i‘“/z D £(u, ) jp0 (1+1/2)0,ngh)- £(x* (i+1/2)h,ngh)



bDans le but d'appliquer le lemme 2 (cf. chap. I), on remplace
k par £ dans (44), on multiplie par

1
559;1 (& - k) '

et on intégre en {. On passe ensuite & la limite en m, puis en n. On

obtient, d'aprés‘ le lemme 2, avec { un ouvert de (R X]O,T[ contenant le

support de ¢ (et de son approximation par les ¢)‘,1),
i

Vm T uhm’ Y =(uhm' ‘ﬁ\m' Xn' Xpt Yo O ¢1,m' ¢2,m' t:m)

avec successivement

- n R
uhm(x,t:) = ui+1/2 si (x,t)(:,IiX Jn' qui converge vers u ,
xm(x,t) = ih si x & Ii B " " X ,
xm(x,t) = (i+1/2)h si x € Ii ’ " " X
n . . " [l )
ym(x,t) = yi si x € Ii , ' X
n X
¢m(x,t) = ¢i si  (x,t) 6.Ii>< Jn " " ¢ ,
1 n+1 n 3
t i — - i - " n
(Pl,m(,x' ) gh (‘3’1 q)i) st (x‘,t)(,Ii}tb Qn . _5% !
: S _1 . n n ) L "u ‘ 3
‘lem(x.t) =u @i ¢i) si (x,t)e1Ix I " 33 '
tm(x,t:) = ngh si te€ Jn " " Tt o,
en convenant de noter x et t les fonctions "identités" respectives de IR
et ]O,T[ (D'aprés le théoréme de la convergence dominée de LEBESGUE,
toutes ces convergences ont lieu dans Ll( Q x ]O,TD), 1'inégalité
- EI)
“Q lu - k| e s‘q\(u—k) (fluyx,t) - E(k,x,t)) %%
(45) - sg(u=k) [g(u,x,t) + ia (k,x,t)] ¢ dx dt
X
3 lim iim (I——l— sg' (6-K)aE) (& £ (o™ w4 c-r—‘ﬂ'-)¢“ n2)
N0 mxe IR 2 n ) nid i i q i 4 m

Le passage & la limite sur le second membre de (45) est immé-
diat. On a un coefficient égal & 1 provenant de la limite enn , et on
sait que

C'h
C n+1 n m
Iz (q Iui -ul o+

n
) ) o) any
n X

est borné uniformément en h. En gffet, si  est inclus dans ]—R,R[ X ]O,T[,

ce terme est majoré par

c c'
cowe o] = Q. (R) + 2 R = .
e 471 q

11 ne reste plus ¢u'un hm en facteur au second membre de (45), et la

limite est donc nulle. (I.25) est démontré.

F - Démonstration de (I. 29)

Soit R > 0. On sait que u est & variation bornée sur QR' et
ainsi en presque tout x &]-R,R[ , u(x,t) admet une limite notée u(x,0)
lorsque t tend vers zéro. On veut démontrer que u(x,0) et uo(x) coincident

pour presque tout x (:.]—R, R[.

D'aprés le théoréme de LEBESGUE, u(x,t) étant uniformément
bornée et convergente'presq:ue partout, sa limite est mesurable et bornée,
et la convergence a lieu dans Ll(—R,R) . Il suffit de montrer que pour

toute fonction ¢ (—,Ci(—R,R) '

R
(46) j (aix,0) - u (x)} ¢(x) ax = O .
-R

La suite {uhm} converge vers u dans L1 (QR) . On peut donc en
m
extraire une sous-suite {uh‘ } convergente vers u presque partout sur QR'
mm

lorsque m tend vers l'infini (et donc hx;1 vers 0O).

D'aprés le théoréme de FUBINI, pour presque tout t 6]0,'1‘[,
cette sous-suite converge presque partout vers u(.,t), et en restant uni-
formément bornée. On conclue donc par le théoréme de LEBESGUE que pour

presque tout tQ,]O,T[ , une sous-suite uh' (.,t) vérifie
m
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it
@]

47 lim fu , (,t) = u(.,t)|
e uhm LY (-R,R)

On sait également que pour t = O, d'aprés (7), la fonction

ug définie par

(o] (o] .
'uhhd = u; si x & 1 '

converge vers u dans L*(~R,R). Il suffit donc pour avoir (46), de démon-=

trer que lorsque t tend vers zéro,

R
(48) limJ (4,0 (x,E) = w, () ¢(x) ax * o .
m-+0 R m m
Or pour I = [R/h] : le premier membre de (48) vaut, en repre-
nant la méme discrétisation de ¢ que précédemment,

n~1
lim z z (u
e | Jijgr  v=0

vl V
i - ui) ¢i h ,

lorsque t € Jn. En utilisant (9), cette expression devient

lim n;_l ‘ f(ur.l+1/2:(i+1/2)h,nqh) S % qh’
o v=0 Z|i[61 * h
- I [é(ui,ih,nqh) ¢i] .qhz' ‘
iler T g »
qui peut étre majorée par un terme de la forme
n-1
lim oM e +a e Yrju | qh |,
e V=0 A uhLm

lui-méme méjoté 4 la limite par un terme de la forme C(R)t et lorsque t

tend vers zéro il est immédiat qu'on a (48).

Or en se restreignant aux t pour lesquels (47) est valable,

le premier membre de (48) est égal a

R

[ (i) - u_ () 6x) ax

...R o

et qui converge vers le premier membre de (46). On a ainsi établi (46) ,
1

et le théoréme 2 est démontré, puisque l'unicité implique la convergence

de toute la famille {uh}h>0'
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ChHAPITRE III

ETUDE DE QUELQUES SCHEMAS
D'ORDRE UN ET D'ORDRE DEUX

1. CONSTRUCTION D'UNE FAMILLE DE SCHEMAS POUR LE PROBLEME MONODIMENSIONNEL

En reprenant les notations et le maillage introduits au cha-

pitre précédent, le schéma de LAX s'écrit, pour le probléme monodimensionn

o afgn ‘ o L
) 2G(ui+1'(1+1)h,nqh) f(_ui_l,(i 1)h,ng

(1) n
-gh g(ui,ih,nqh) B

ce qui se réduit, dans le cas simple ol f ne dépend que de u, et g est
nul, a

1 n _ g n - n
(2) uo m gy ey ) -3 (f(uiﬂ) £ou;_))

Sous la condition de stabilité de COURANT~FRIEDRICHS~LEWY (II.
ce schéma permet de construire une solution uh convergente vers la solutia
du probléme (II.3), satisfaisant & une condition initiale donnée uo, et

vérifiant la condition d'entropie (c'est-a-dire 1.25). La démonstration es

analogue a celle du théoréme 2, en étant plus simple. La convergence vers
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une solution faible a été établie par CONWAY et SMOLLER, dans le cas multi-~ . n n n
. ) (5) Min 3sg(u. - u,) f, (k)f ,
dimensionnel, et la convergence vers la solution au sens de la définition 2 k€T (W, " 1) i+l it Tit1/2
i
a 6té démontrée par différents auteurs, dont A. DOUGLIS, OHARU et TAKAHASHI,
et LE ROUX (1) ou (2) dans le cadre d'une famille plus générale de schémas. et qui est donnée explicitement par
Comme le schéma de GODUNOV, le schéma de LAX peut &tre mis (6) /2 L n

= - -9 n n
¢ Uisgga T (9 Y U0 73 (Fuf,) - £lu))
sous une forme proche de (II.18), ce qui permet de faire apparaitre un
terme de .viscosité, analogue au second membre de (I.16). Cette forme est c'est-a-dire exactement le schéma de LAX, lorsque les pas de discrétisa-
la suivante, dans le cas simplifié (II.3)

tiap en temps et en espace sont divisés par deux.

ntl _ n _ g n n 1 n n 1l  n_n

(3) L (f(ui+1)—f(ui_1)) + 5 (ui+1_ ui) -5 (ui ui_l). On pose ensuite, comme en (II.10)
ntl _ n n n+1/2 n n+l/2
On peut également construire le schéma de LAX d'une fagon » (7? YvyoooTwTg (fi+1/2(ui+1/2) - fi—l/Z(ui—1§2)) '
analogue a celle qui a permis d'écrire le schéma de GODUNOV. On suppose,
pour i et n fixés, connaitre u? et u?+1’ et on veut construire une quan- €e qui donne, en remarquant que
tité u? , solution en x = (i+1/2)h d'un certain probléme de RIEMANN, n_ .n
i+1/2 ®) PN IR TA W WY CT n L Tinl

pour t g (nt+t)gh. Dans cette construction, on introduit la condition i+1/2° 7i41/2° 2 (ui+1) + f(ui)) + Y ‘

d'entropie en remplagant f sur l'intervalle I(u?, u2+1) par une approxima-

tion de son enveloppe convexe la forme classique du schéma de LAX, donnée en (2).

. .n n ;
si u, u, ou concave si
an i S M4
n
u, > u notée f .

5 i+l i¥1/2 La formule (6) peut &tre obtenue d'une autre fagon, en calcu-

n ) lant la moyenne de la solution du probléme de RIEMANN associé a u? et

n ; . . -
U, g0 sur l'intervalle lih,(i+1)h{ au temps t = (n + %—)qh. Cette
moyenne est obtenue en intégrant

Cette enveloppe f2+1/2 est
telle que son graphe soit
formé de deux ségments rééti~" l'éguation (II.3) sur le rectangle

lignes, dont le premier passe ABCD de la figure ci-contre, et

s
AN
=
2

par le point (u?,f(u?)), avec ! (NN P fi+1/2 sachant que la solution est cons- n+1/2
la pente -1/q, et le second . ) i \\\f// tante sur les cdtés AD et BC, od f i+1/2 f
passe en (u2+1,f(u2+1)) avec i /‘/é\\ a eile vaut respectivement ug et t=m+LQ)%?E\‘ ! /]\\
la pente 1/q. Ces pentes sont n u6+1/2 u > Uiige Cette interprétation, / E ‘\ ! /‘ i \
ainsi choisies de fagon que i i+l/2 i+1 comparée & la construction du F \ ? ; : \
sur I(u?,u2+1), on ait toujours schéma de GODUNOV et rapprochée :/ E ‘\ j ,/ : . ‘\

, . de la construction du schéma de t/ | 5 i i { K
(4) sg(u?+1~ u;) f?+1/2(k) IS sg(u?+1- uz) f(k) ., LAX faite précédemment permet i : E \

'
) A}
’ AY
’ “
: N !
de faire certaines remarques. l' | \
\

A
L B,
ih ¥ i+1/2)h (i+1)h

|
; FU ; . t=ngh A
lorsque la condition de stabilité de COURANT FRIEDRICHS LEWY est satisfaite. i Tout d'abord, le fait que 4 ; .
. . N n+l/2 . ul? Uyt
Comme pour le schéma de GODUNOV, la solution du probléme d§+?;2MANN, avec ui+1§2 soit e moyenne, donc i 1 - R

n R P ; PR
fi+1/2 au lieu de £ dins le cas présent, est la quantiteé ui+1/2 vérifiant non calculée exactement, montre
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Qu'il y a dittusion dany cotto premicre étape pour le schéma de LAX, et o
= '

que cette diffusion provient essentiellement de l'écart entre les graphes

de £ et de f

it1/2° on peut, en conservant une précision 4d'ordre deux, mettre le schéma (6),(9)

. sous la forme suivante
La deuxiéme étape, c'est-a-dire (8) pour le schéma de LAX,

apporte i i ; . ntt _ n _ g n _ n
fﬁp aus%L son lot de diffusion, dans la mesure ol on utilise encore w o= u, 2 (f(ui+1) f(ui_1))
i+1/p A0 lieu de f. En remplagant (8) par (11)
. . 2
g_ noy ey L opr e n, .. 0

(9) n+l_ n + 32— £ (E +1/2)(f(ui+1) fu))- 3 £ (] o) (Flup -0y

wp =y - Q(f(u - f(u, ))

1 1 +1/2 i-1/2 '

' - —a-di - ! <.y om ce qui constitue le schéma de LAX WENDROFF & un pas. Le schéma (11) est
c'est-a-dire la seconde étape de (II.10), avec f au lieu de £ on . q P
i+1/2' en fait une des formes possibles du schéma de LAX WENDROFF & un pas. on

constitué de .
et (9). Or ce sché . 6 peut construire d'autres formes en imposant un autre choix de g?
: ma ne donne pas toujours la solution faible satisfaisant i+t/

) n n
celui introduit en (10), par exemple la moyenne entre uy et LIRE Tous

obtient exactement le schéma de LAX WENDROFF a deux pas,
, Que
a la condition d'entropie. Ainsi 543 <
svec P , sur un exemple déja proposé au chapitre I ces schémas coincident dans le cas linéaire, et sont d'ordre deux. Cette
précision d'ordre deux apparait de fagon plus nette dans (11) ; le der-

1
flu) = 5‘(u2— 1)u ; uo(x) = sg(x) : nier terme, qui correspond & une viscosité, provient de la discrétisation
de

et en perturbant légérement la condition initiale (numérique), pour avoir

[E (w 5 (f(u))]
2

1 si ix»o ,
Ui T , : 2’u o
-1 si i<o , qui. est égal a 5—5 . On retrouve ainsi tous les termes d'un développement
t
de TAYLOR jusqgu'ad 1l'ordre deux. Les schémas (11) et (6),(9) sont stables
on obtient, a partir de (6) en norme L2, dans le cas linéaire ; voir par exemple le livre de RICHTMYER
‘ ) ' et MORTON, mais ne sont stables ni daps L nx dans BV, et il est exclu
111/2 e {-1,0,1} , ' . d'appliquer le resultat de compacité utilisé ‘au théoréme 2.
et donc dans (9), pour tout i € % Tous les schémas donnés jusqu'ici peuvent étre mis sous la
ul oy ) forme an an
i i : ntl_ n _ g n n i+1/2, n n i-1/2, n_n
. (12) wp o=y -y (Elag ) £ ) =) T T

De proche en proche, on construit la solution stationnaire,

i : ou les coefficients at représentent une distribution de viscosité
qui ne satisfait pas a la condition d'entropie (I.14). i+1/2 P !

qui peut dépendre de fagon non linéaire de la solution. Ainsi, pour le

Le schéma de LAX WENDROFF offre cependant 1'avantage d'étre . schéma de LAX, cette distribution est uniforme,

. L .
d'ordre deux en précision, puisque (9) est d'ordre deux et (6) d'ordre un

n =
En introduisant £ aiy2 -1 0

n.n
it1/2 € I(ui'ui+1) et vérifiant

n . et pour le schéma de GODUNOV, elle prend la forme
(10) £, ) - £) = £1(E], o) (ug - up)
i i+1/2 i+l i '

n = - ] n - 1 n
| Ay = U Woaf' By q,,) ~Waf Eierza) 0

. ' ol uC[_O,l] est défini par
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n _ _ n n
Wity T (1 - LY I N

n AU .
et €i+1/4' 52+3/4 sont les quantités introduites en (II.22). Pour le

schéma de LAX WENDROFF, on a
n .2 P 1 2
ez =4 (EEy )

On vérifie ainsi que, du point de vue de la viscosité, le
schéma de GODUNdV est intermédiaire entre les schémas de LAX et de
LAX WENDROFF. On peut également indiquer gue dans la mesure ol les pro-
blémes de RIEMANN intermédiaires sont résolus de fagon exacte, le schéma
de GODUNOV est un schéma optimal parmi les schémas convergents admettant

la forme (12). Ces remarques sont confirmées par l’expérience numérique.

La famille des schémas de la forme (12) a été étudiée dans

LE ROUX [1}, [2], ce qui aboutit au théoréme suivant, dont la démonstra-

tion est analogue & celle du théoréme 2.

Théoréme 3 : Si la condition de stabilité de COURANT FRIEDRICHS LEWY

(IT.12) est satisfaite, et si pour tout h > 0 le choix
n
i+1/2

(13) V i€Z Vvne&N g |f'(£’i‘+1/2)|< a!;H/Zé 1,

des coeffictents a est tel que

alors la famille de solutions approchdes {uh} contient

h>o
une suite convergente dans Lioc( iR x Jo,T[) vers

«© . )
uer (wrxJo,e[jnBs v, (® xJo,r]) , solution faible
de (II.3) et vérifiant une condition initiale u donnée

o A
dans L (tR) O\ B Viec! IR -

Ce théoréme est démontré dans LE ROUX [1] ou [2]. Lorsque
. : n
(13) est satisfait avec ai+1/2,

(11.18), et qui donne quelquefois une solution faible ne satisfaisant

qlf'(€2+l/2)| . on retrouve le schéma

pas & la condition d'entropie. On peut également remarquer que le coef-

. n s < . ; .
ficient ai+1/2 associ€é au schéma de GODUNOV satisfait a (13).
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Pour assurer la convergence vers la solution faible qui
. n
vérifie (I.25), on est amené a restreindre le choix des ai+1/2 dans (13).
Dans LE ROUX [1] ou [i], on montre le résultat suivant, en posant pour

tout L1 €% et ne N

n B n . n_ .n
q|f'(€i+1/2)l = qlf'(ui)l sioug =up
n
(14) Yitr/2 a .
f(u, )-f(k) fu,)-£(k)
i+l i
Sup q a r = g Py sinon.
1t n n) LI k - u; - k
k€ ui+1,ui
Théoréme 4 : Sous les hypothéses du théoréme 3, et st
. n n
(15) v i€%, ¥n<N Yisr2 € 34172 < 1,

alors toute la famille {uh}h>o converge vers u solution
faible vérifiant (I.25).

La condition (15) est plus restrictive que (14), et le coef-
ficient associé au schéma de GODUNOV ne vérifie jamais (15) ; en effet,

on a toujours dans ce cas
n . n
a+t72 € Yier2 !

ce qui montre que le résultat énoncé au théoréme 4 n'est pas optimal.
Du point de vue numérigue, les résultats obtenus a4 partir du schéma de
n - n
GODUNOV d'une part, et du schéma correspondant a ai+1/2 = Yi+1/2
(c'est-a-dire celui pour lequel il y a le moins possible de diffusion,
tout en respectant (15)) sont sensiblement les mémes. Le schéma de LAX
correspond & a2+1/2 = 1, et on obtient ainsi la convergence. Le schéma
n 5

n = e truction analogue a
pour lequel ai+1/2 Yi+1/2 correspond & une cons g
celle proposée pour le schéma de LAX, ou f?+1/2 est constitué de deux

segments rectilignes de pentes respectives

1 n 1 n , , n n n n
- a ai+1/2 et + 1 ai+1/2, issus des points (ui,f(ui)) et (ui+1,f(ui+1)).



Ce schéma coincide avec le

schéma décentré dans le cas £
linéaire, et, quand f est

monotone, dans certains / iv1/2
autres cas, par exemple

lorsque f est concave et !
ug croissante, (c'est~a-dire g

gquand il y a choc), ou bien g i n

lorsque f est convexe, avec - -

u_ décroissante.
[]

2. APPROXIMATION POUR LE PROBLEME A PLUSIEURS DIMENSIONS

On se restreint au probléme suivant, sur lRp X ]O,TE

3u

(x,t) GilRp X ]()HT[ [
at

+

L ke

9 =0
ij [fj(u)]

j=1

(16)

P
u(x,0) = u_(x) x & R !

sachant que les résultats vont se généraliser au probléme associé a
1'équation (1;1), a .condition de résoudre quelques diff;cultés techniques,

du méme type que celles rencontrées au cours de la démonstration du théo-

réme 2.
Le principe général pour discrétiser le probléme (16) consiste

a mettre l'équation sous la forme

1
(17) 5

¢ du 9 =0 ,

j=1

ili éma
puis & discrétiser chaque terme de cette somme en utilisant un sch

monodimensionnel,

Certaines propriétés du schéma monodimensionnel utilisé res-

: i i i insi . si, on
tent vraies sur le schéma a4 plusieurs dimensions ainsi obtenu. Ainsi,
1

démontre dans LE ROUX [1] + que si le schéma monodimensionnel conserve

le borne uniforme et 1a variation bornée en temps, et vérifie 1!
tion en k, (11.16),

estima-
il en est de méme pour le schéma i plusieurs dimen-

sions, é‘condition toutefois de satisfaire 3 une condition de stabilite,

8i le pas de discrétisation en éspace, dans la j-iéme dimension de &

est hj' et si le pas de discrétisation en temps est t, on suppose cons-

tant le rapport

(18) q, = —

ce qui implique que tous les rapports hj/h sont constants. Si la condi-

tion de stabiliteé (I1.12) doit étre satisf%ite au niveau du schéma mono-

dimensionnel pour établir la convergence, la condition de stabilité que

devra vérifier le schéma A plusieurs dimensions est
. 1
(19) vielt,...p} . q suwp 2| ¢ L
3 u J P

ce qui est d'autant Plus restrictif que p est grand. De plus, ceci n'im-

pPlique pas que la variation bornée en espace soit conservée. On est

amené & faire une hypothése supplémentaire au niveau du terme de diffusion
du schéma, ce qui se traduit en exigeant que les coefficients az+1/2 des
schémas de la famille de type (12) satisfont i une certai.

ne propriété de
continuité en espace. Ceci a pour conséquence essentielle d'uniformiser -

sensiblement ces,éoefficients et dé'se:répprocher‘ainsi du schéma de LAX.

En particulier, on est amené & introduire un terme de viscosite supplé-~

mentaire dans le'schéma de GODUNOV, et donc & limiter son intérét,

Le maillage permettant la discrétisation sur m? est construit

de la fagon suivante. )’ est rapporté i sa base canonique notée {lj} pour

j = {1,...,p} + et muni de la norme

Ix| = swp x| .
1<jgp

Soit je{1,...,p} ; 1a j-iéme dimension de IRP est découpée
en une infinité d'intervalles de longueur h

3

- -1 L i
Iij = [(ij 3 ) hj ' (ij+ 3 ) hj ': pour i

3 €% .
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L'intervalle ]O,T[ est recouvert par les mémes intervalles Jn

jue pour le probléme monodimensionnel. On note

p
vieznf 1= (yeeeesi)) I,= 1 1 ,

gt sur Ii’ ug est approché par la constante

o_ ___}
(20) u = f uo(x) dx .
1 P 1

i

La solution approchée est encore une fonction U constante

n
sur chagque I, X J , ol sa valeur est notée ui. Le vecteur de composantes
i n

hl""'hp est noté h.
Le schéma de LAX a la forme suivante
P q.
n+l_ 1. n n _ n . n
21) uy —j§1 5 (ui+1j+ ui_lj) 3 (fjgui+1j) fj(ui_lj)) '

gul est obtenue en appliquant le principe précédent, & partir du schéma

de LAX monodimensionnel.

Le coefficient de diffusion associée & (21) est uniforme, et
ainsi le schéma de LAX conserve la variation bornée en espace, et donc
converge. dans L‘ioc( RP x ]O,TD ‘vers la solﬁtion' de (16) qui vérifie la
définition 2. ,

Pour les schémas obtenus & partir de (12), on a le résultat

suivant

Théoréme 5 : Si la condition de stabilité de COURANT FRIEDRICHS LEWY (19)

est satisfaite, et s8i pour tout h, i, §, n les coefficients
n

a, vérifient
1.+1j/2
' n
(22) v 2E€{1,.up} p q,|£(E" M| g al €1
et LRy ity
et 8t 1l existe c > O telle que
¥ h vi,i'ezP wn<n vi,9' € {l,....p)
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n

i - N} _'1_= - 0
(23) o+ 1y - G 1y | s 5= Iai+lj/2 ai'+1j.

| < cinj,
/2

alors on peut extraire de {uh} une suite convergente dans

L;OC(IRPX Jo,t[) vers wu solution faible de (16).

De plus, si tout em vérifiant (22), a- satisfait a
n n
pal£(E )| osiou) _.n
| i+1j/2,j 1+1j = ui
an 2 Y? =
l+1j/2 1+1j/2

£, (00, )-£(k)

' 3o i+14
(24) Sup Max qu A

n u, -
k€I(ui+1_,u;1) 14-1j

£, (u’i‘) ~£ (k)
- P q, A S sinon
-k

’

n
J u,
1

alors Tl y a convergence vers la solution satisfaisant & la
Définition 2.

Remarquons que l'hypothése (24) n'est pas toujours plus res-
trictive que l'hypothése (22). Ces trois hypothéses (22), (23), et (24)
tendent a uqiformisep sensiblement‘;é diffusion, et en particulier elles
sont vérifiédes pour'lé scﬁéma de LAX.'Lé'convergeﬁce vers une salution
faible a été démontrée par CONWAY et SMOLLER, pour le schéma de LAX. Le

théoreme 5 regroupe quelques résultats démontrés dans LE ROUX [(], au
chapitre V.

Dans le cas particulier ol toutes les fonctions fj sont mono-

tones, et ceci sans que la monotonie soit la méme pour chaque f£,, on a éga-

lement convergence pour le schéma construit & partir du schéma gécentré
monodimensionnel, mais cette propriété ne semble pas se généraliser au
schéma de GODUNOV. On peut cependant remarquer que localement le schéma de
GODUNOV se réduit presque toujours au schéma décentré, et ainsi la varia-—
tion bornée se conserve sur la plupart des exemples numériques. De plus,
s'il y a convergence, alors la solution obtenue & la limite satisfait &

la définition 2, c'est-a-dire & la condition d'entropie. En ce qui concerne

le schéma décentré, on a le résultat suivant.



Théoréme 6 : On suppose que toutes les fonetions f3 sont monotones, et
que la condition de stabilité de COURANT FRIEDRICHS LEWY (189)
ewswwﬁwaAwmlaﬁMUehm% des solutions
approchées construites par le schéma décentréd étendu & la
dimension p , converge dans L IRPX]O,T[) vers la solution
de (16) vérifiant la définition 2.

Démonstration

Il suffit de montrer que la variation bornée est conservée.

On note u" ; pour i € %P ot n <N fixés, J € {1,...,p} , le point

i+1j/2
de l'intervalle I(u 1 o uy ) ol

n n

(25) Min_ §sgtl,, - ol £ 00

n it+1. i 3
keI(uj__'_1 ) ]

est réalisé. L'hypothése de monotonie faite sur fj agsure que ce minimum

est atteint en u? si fj est croissante et en u2+1j si fj est décroissante.
Le schéma s'écrit :
(26) N S (e, ) - £ )

i i 3=1 3273 i+1j/2 3 i“lj/z

On a pour L €{1,...,p}

n+1 n+i 1 n n n n
u = == ¢u -u; - pq,(£ (a J-f, (u ))
1 i P i+12 i I A i+32’/2 L 312/2
Crp ey, r-fd )
[ AN l+1£/2 2 1_12/2
(27)
1 n n
+ = I u T Y- Py (f ' Y-£ (u, ))
p 3£ i+l i 1+12+1j/2 3 l+1j/2

+

., n n
P g (f.(u.+l TR e LYY ))
VI T Ay

Le premler terme du second membre peut étre traité comme dans
le cas monodimensionnel. Supposons par exemple fj croissante pour traiter

un des termes restants; il vient
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n
u - - £, - f - N
R XA (ui+1z) ()) + p q (£, (o} te1p-1 )T 1j))

n n n n
= (u -u) (1 -paq.fE” )) +p q (E ) (u -u
i - § -
+1 i 373 i+1 i~ 1j+1k/2 1+12 lj i 1j

)

ol les coefficients sont non négatifs. Si maintenant fj est décroissante

on obtient que ce terme vaut

n

)) - it ) (o -
g 9y j SRV +1y7 Vi

),

n
(uj_+ u ) (1 + p qu (5 ;

On obtient, en passant aux valeurs absalues, dans chaque cas

“:+1£" LR qj(fj(u2+1£+lj/2) - fj‘“1+1j/2))
" +p qj(f (“1+1 13/2) - fj‘“;:"lj/z))
< “Iil+1 ’“21 “Paqyf (€i+1z/2 3/2) Iu:”flj/z- "’Llj/2
*payf (Ei+1£/2'1j/2 |u2+l£"1j/2- u?_lj/zf .

Il reste A& replacer ces inégalités dans (27), et on obtient
immédiatement aprés sommation en |i[ € I, pour un entier I fixé

% I nt+l !H'l‘ Illn - nl
[1]<1 R |i]ezey M ’

.

puisque tous les termes en fj de 1'intérieur disparaissent, et ceux cor-
respondant aux i vérifiant |i| = I peuvent étre majorés en utilisant la
condition de stabilité.

Le reste de la démonstration est identique & celle donnée dans
LE ROUX [E] 4 1l'occasion de la démonstration du théorgme 5 ; on sait en
effet que le schéma décentré monodimensionnel conserve la norme dans
Lw(lR X ]O,T[) et la variation en temps,et vérifie une inégalité en k du
type (II.16), et que ces propriétés sont maintenues lors de la genéralisa—
tion du schéma a IRP Le théoréme 6 est démontré,
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v

Pour le schéma dé GODUNOV, l'inégalité (28) n'est pas vraie

en général. On peut avoir par exemple

n n n -
u = u, i u _ -1
1+12 i i+12 1j/2 3/2
n n £ ) >0 .
N ) # £, (u ) , avec 1 41
“ Ry e I VEAREVZ
Ainsi, en dimension’ deux, on peut avoir
. R =l =0; u? =1 ;
Yiet,d T %9 T Cier,-1 T YLt 1,3+1
n = -1
Yieg, 341 T T 2
= u? 2 0 =0 et u . =-1/2 ,
alors pour f(u) = u“/2, Yy, 441/2 1+1,3+1/2

ce qui contredit (28).

Cependant, on peut utiliser le résultat précédent pour traiter
le probléme & p dimensions lorsqu'il n'y a pas d'hypothése de monotonie
sur les f,. D'aprés une remarque de L. TARTAR, on peut chercher p réels

j :
C., les plus petits possible, vérifiant
J

vi€{t,...op} fu] & |u] = €+ £1(w) 3 0

L 1RP)

puis introduire le changement de variable

= i = ves ) .
s=t ; yj = % + Cjt i y (yyr ¥y
L'éguation (16) prend alors la forme avec v(y,s) = u(x,t)

9

v 2 £, = 0o |,
= B, [cjv+ ](v)_]

# Mo

=1

ou les fonctions de v, C.v + £, (v) sont toutes non décroissantes. On peut
J

j P 3
a4 partir du théoréme 6 &tablir la convergence vers une solution v vérifiant
(I1.16) en les variables de (y,s), puis par un changement de variable pour
revenir aux variables (x,t), et en remarquant que u est solution faible

i t).
pour traiter les cas ol k 2 luo‘ , obtenir (II.16) en u(x,t)

L (RP)
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Cette remarque peut &tre étemdue au schéma d’ordre deux
étudié au Théoréme 10 ainsi qu'au probléme avec conditions aux limites
(Théoréme 15). Il convient de remarquer que l'introduction des Cj res—
treint la condition de stabilité de fagon importante.

On peut, en utilisant la terminologie de la mécanique des
gaz, noter que ce procédé revient & appliquer une mé&thode utilisant une
variable intermédiaire, ¥: entre la variable d'EULER, x, et la variable
de LAGRANGE, qui suit la caractéristique.

3. UN_SCHEMA DECENTRE QUASI D'ORDRE DEUX

On se restreint dans ce parxagraphe, au probléme monodimen-—

sionnel 7

%—t‘l+ —a%? £(u) =0 si ) €R xJo,r[ ,
(29)

u{x,0) = uo(x) si x € R ,

ol la fonction f est supposée non décroissahte. Les résultats obtenus

seront généralisés dans le paragraphe suivant au cas d'une fonction non
nécessairement monotone. On pourra aussi, compte-tenu du théoréme 6,
étendre les résultats au probléme & Plusieurs dimensions (16); ol les
fonctions fj sont supposées monotones.

On sait qu'un schéma d'ordre deux, le schéma de LAX WENDROFF
par exemple, peut construire une solution faible ne satisfaisant pas a
la condition d'entropie. L'expérience numérique montre également qu'un
tel schéma n'est pas stable dans I ou dans B V, car on voit apparaitre

des oscillations lorsque la solution u ou sa dérivée Ju/dx admet une sin-

gularité. Ces particularités limitent 1'intérét des schémas d'ordre deux,

et les schémas d'ordre un, le schéma décentré par exemple, présentent
évidemment 1'inconvénient d'étre peu précis, mais ont un bon comportement
au niveau des singularités. Pour concilier les avantages des deux types

de schéma, on va, en empruntant des idées a BORIS, BOOK et HAIN, ainsi
qu'a VAN LEER, puis a OVADIA-RAVIART, construire un schéma qui sera 4'ordre
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N o n < . R .
deux le plus souvent possible, mais se réduira au schéma décentré dés que ' od le coefficient ui+1/2 est un réel borné et non n?gatlf. 11y a iden-
) n . ; A
la stabilité risque d'étre perturbée. ‘ tité entre (33) et (32) lorsque ai+;/2 est toujours pris égal a
o n -9 n n n
On reprend la discrétisation introduite au chapitre II. - (34) di+1/2 T2 (1 -4 fI(F’i+1/2)) (f(ui+1)_f(ui)) !

Le schéma décentré, puisque f est supposée non décroissante, admet la

forme suivante, déja introduite en (II.11) et c'est en faisant ce choix de a?+1/2 partout que l'on effectue la

phase d'antidiffusion. Le schéma (33), (34) est exactement le schéma de
n+1 n n n R X .
(30) u; o oE U - Q(f(ui) - f(ui;l)) . LAX WENDROFF, et il faut maintenant le corriger pour éviter tous les in-

convénients des schémas d'ordre deux. Le principe de cette correction
En reptenant (12), on peut faire apparaitre un terme de vis-

consiste & diminuer |a2+1/2| chaque fois que la stabilité risque d'étre
cosité, et il vient '

perturbée, en effet cette diminution correspond en fait A& un accroisse-

ment de la viscosité. Ainsi la correction de 32+1/2 définie en (34) est
n+1 n n n
uy =u - %'(f(ui¥1)-f(ui—1)) satisfaisante dans la mesure ol la stabilité dans L” et dans B Vloc est
(31) ’ assurée, ce qui permet d'établir la convergence vers une solution faible.
+ 3.(f(un )_f(un)) _ g_(f(un)_f(un )) . ’ q pe g e
2 i+1 i 2 i i-1 s On pose

n n
u
n _ n n s n n i i-1 an
34172 = ST m ) MaX[}'mlnisq‘ui+1 ug) =3 ’Iai+1/2L€

Le schéma ainsi écrit peut étre comparé avec le schéma de (35)
LAX WENDROFF (11) c'est-a-dire

n+i n n n i i n i 3
ui =y - % (f(u1+1)~f(u1—1)) . . On vzit :mmédlatement que ai+1/2 devient nul dés que
(ui+1— ui) et (ui— ui—l) sont de signe contraire. La correction apportée
32
(32) par (35) ne semble pas suffisante pour assurer la convergence vers la
q e .} n n q . n n ; . N cas .
+ - - -
5 q £ (Ei+1/2i](f(ui+1) f(ui)) 2E§ £ (Ei_l/z)](f(ui) f(ui-l)) solution faible satisfaisant & la définition 2, et on sera amené plus
tard & restreindre encore un peu a2+1/2. Remarquons que lorsque la solu-
En supposant satisfaite la condition de stabilité de COURANT J tion est réguliére, on a grossidrement

FRIEDRICHS LEWY (IX;12), il est immédiat que l'on passe de (31) & (32) en

n n n n
: g7 ug) = (uy —uy p)
diminuant le coefficient de viscosité ; ceci revient en effet & remplacer
T O &d insi & i ' idiffusi !
1 par q £ (€i+1/2)' n procéde alnsi & une phase dite d'antidiffusion, et ainsi interviennent dans le minimum établi dans (35) sensiblement les
i a a i . O
qui consiste & passer de (30) & (32) de la fagon suivante n remplace mémes termes, avec les coefficients %—pour le premier, et un coefficient
(30) pax inférieur a é-pour le second, dans la mesure ol la condition de stabilité
de COURANT FRIEDRICHS LEWY est satisfaite. En effet, ce coefficient est
(33) N A I T A + a”
i FEEA L1 i-1 14172 7 %i-t/2 ! de la forme
n : ‘ 1 n
ol les termes a1+1/2 sont choisis de telle fagon & diminuer la viscosité. 3 4 f'(g2+1/2) (1 - q f'(£i+1/2)) ’

Pour tout i, a est de la forme

n
i+1/2

‘ ©+1 ow et reste inférieur & 1/8 puisque O g q f'(£2+1/2) € 1. Il est immédiat
n n

n
ai+1/2 = ai+1/2(ui+1— ui) ‘ que le minimum sera ainsi réalisé le plus souvent par le second terme,




c'est—~a-dire lorsque le schéma coincide avec le schéma de LAX WENDROFF.
Pour cette raison, le schéma défini par (33), (34) et (35) est dit quasi

d'ordre deux. On a le résultat sulvant.

Théoréme 7 : (£ non décroissante)
Sous la condition de stabilité

1

(36) fera) <« 30

||Io|m
uj<iju
(IR)

la famille de solutions {uh} construite 4 partir de (33),

h>0
(34), (35) contient une sutte {9, } convergente dans

Lioc( 1R xJo,r[) vers wie solution™ faible de (29).

On peut remarquer que la condition (36) est plus sévére que
la condition de stabilité de COURANT FRIEDRICHS LEWY. Cette condition
est aussi celle imposée par BORIS, BOOK et HAIN.

Démonstration

On démontre que le schéma conserve la borne uniforme et la

o . : U n
variation bornée. On introduit les quantités }‘i+1/2 et pi+1/2 telles que

.

an =
it1/2

(37)
n

_ n - _ n n o, ..n
3172 = gy (1@ £106, 0)) (Blug, ) -fta) ) /2.

Il est immédiat, d'aprés la construction de aril+1/2, que
n n
O‘)‘iu/zs 1 ; Oéui+1/2 < 1,

En introduisant ces quantités dans (33), il vient

)\n
ntl _ n _ i¥1/2 g o, 0 R ~ B 3
4 o=y [1 P 2 B1E ) (¥ (et ‘51—1/2’))]
>‘n
n it1/2 g _, .0 ‘'n TR
+ ui_l[ 7ty EE @, (et (E;M/z)))].
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o les coefficients de urix et de uril_ sont non négatifs d'aprés (36).

b
On en déduit que

n n n+1 N n
IS :
Inf(ui_l,ui) £ uy Sup (u; ;) ’
et donc, de proche en proche
Lo, | $ ful : .

L7 (wrxJo,T[) L (R

Le schéma conserve égalemént la variation bornée en espace.

on a n
A
ntl  n+l _  n _ n _ _A43/2 g oy pn _.n ev P
Uiep T Y T Wy T Uy [1 2 2 1) @My p(tat (€i+1/2)))]
n

An
n_ it1/2 g _, .0 _n IR y
ol ey [ 7 T2 EEy ) (g, (et (51—1/2)))]

ou les coefficients sont encore non négatifs, et inférieurs & 1. On passe

aux valeurs absolues, pour obtenir pour tout entier I, l'inégalité

Iun+1 _ un+1| < lun _ unl
liISI i+1 i Iilsl*”l i+l i
38
78 " o _ o0
< Sierm 9yl

|il$I+n+1

Or, pour R > O fixé, et I = [R/h:] ¢ cette derniére quan'tité

est bornée, v, étant & variation localement bornée. On a égalementv

u < -
i i s i i-1

n+1 n n
fug - gl
a partir de (33). Ces estimations permettent d'établir, en utilisant les
mémes arguments que dans la démonstration du théoréme 2 ( C,F }, que {uhm}
suite extraite de {uh} converge dans Lio
= [+ Pt 3 : . + : : -
a I® (IR x ]O,TD NB Vioc! IR x]o,’I‘D , et vérifiant la condition initiale.

Il reste & prouver que u est solution faible de (29). On introduit une

c( IR x jo,TD vers u appartenant

fonction-test ¢ eci( IR X ]O,TE + qu'on approche par des projections de
type L2 sur chaque Ii X Jn {(cf. dém. Th., 2 -E-) et il vient



n n-1 n n
¢, - ¢, (v @
53 un i i " f(u?) it+1 i qh2
. i qgh i h
i n
(39) n
¢. - b,
. n i+l i 2
£ I |ai+1/2| - l h .
i n

aprés quelques intégrations par parties discrétes. Le second membre de

(39) tend vers zéro ; on a en effet

n 1 n n
lajerzal € 5 lugy - vl

’

ce qui donne, compte-tenu de (38), qu'il existe une constante C dépen-
dante de ¢ telle que

n n
9 - ¢,
n _$i1~_._3_’h2

I o o
i+1/2 h

T
s4c(e) = L ol - u;
T |iferen PO

L Ela h
i n

o I est la partie entiére de R/h , R étant un réel tel que le support

de ¢ soit inclus dans ]—R,R[X]O,Tl: . On sait que la somme en i est
bornée, et ainsi le coefficient de h est borné. Il reste & faire tendre

h vers zéro éour établir que u est solution faible. En effet, le premier
membre de (39) tend vers le premier membre de (I-7), et le second membre
de (39) tend vers zéro. La fonction ¢ étant nulle en t = O, le théoréme %
est démontré.

Pour assurer la convergence vers la solution vérifiant la

définition 2, on est amené A& supposer que az n'est jamais trop grand

+1/2
par rapport & h. On a vu que la précision est d'ordre deux le plus souvent
possible, et elle l'est effectivement lorsque la solution est réguliére,

et dans ce cas & est de l'ordre de h. Pour ne pas trop perturber (35),

i+1/2
on va imposer

(40) lat, 0l € € o,

avec C > O et o 6-]0,1[. choisis arbitrairement. Notons que par exemple

pour o = %-et C = 2, la contrainte (40) n'est active que pour les valeurs

tampe

...83_.

NP . -7
de h inférieures & 10 ', dans les exemples classiques. Ceci permet, lors
de la programmation du schéma, d'éviter de tester (40) sur la plupart

des essais numériques.

On va également transformer n
9 un peu a4 0

en faisant intervenir f dans le premier terme du minimum. On prendra

défini dans (35),

n - n _ n . n n
ai+1/2 sg(ui“1 ui) Max { O,min sg(ui+1— ui)
(41) ’
no__.n ~n o
a(fw) -y ). &, o ch

Le théoréme 7 s'applique encore ; on a en effet

n _ . n n
34172 = Vigryz A(E) - 0oy )

n
avec Vi+1/2 & ]O,l[, et on retrouve (37) en posant

n

- ., n
Mvrya T 298G o) Vi

n
avec encore Ai+1/2 e‘]o,i[.

On fait enfin une hypothéée supplémentaire sur use On convient
de dire qu'il y a changement de monotonie chaque fois que la fonction uO'
passe par un minimum local ou un maximum local, et a condition que deux
optima locaux consécutifs ne soient pas de méme nature. On suppose que
u, admet sur chaque compact de IR un nombre fini de changements de mono-
tonte : c'est-a~dire que pour tout R > O, il existe une suite finie

(la moins nombreuse possible)

telle que u s0it monotone sur chaque intervalle (xi__l,xi) . Cette hypo-
thése n'est pas restrictive dans la pratigue. On note K(R) le nombre de
changements de monotonie de uo sur l'intervalle‘JnR,RE Il est alors
évident, compte-tenu des estimations établies pour obtenir la convergence,

que pour tout h et a4 t fixé, qu'il y a conservation de la monotonie, et
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ainsi uh(.,t) admet au plus K(R + t/q) changements de monotonie sur

J- RR[. on a alors le résultat suivant.

Théoréme 8 : (f non déeroissante)

On suppose vérifide la condition de stabilité (36}, et que
u admet un nombre fini de changements de monotonie sur
tout compact. Alovs la famille {uh}h>o construtte d partir
du schéma (33), (34), (41) converge dans Lioc(ln x Jo,r(),
lorsque h tend vers zéro, vers u solution faible de (89)
vérifiant la définition 2 (c'est-d-dire la condition d'en-

tropte).

Démonstration

On introduit k &€ IR, et une fonction test ¢ non négative.

Il vient

n

M,
_ n, _ n n _ofi=1/2, o, .0
q[f(ui) £ (k) f(ui_1)+f(k)][1 * Vs T (t-af ‘51-1/2’)]

On introduit k:, comme dans la démonstration du théoréme 2, tel que
n n n
flu) - £ = £ (k, . -k
(ul) (k) (kl) (ul ).

et il vient, pour !k| S |u | ©
°L¥ (IR
n+l

up ko= (k)L = gt (kD) (1

n
n Hy
1 .

-1/2 g0
i1y Tz (tmaf gy o))

n
n o R o) n '_“1—1(2 SRR .
+ (ui_1 k) gf (ki_l) 1+“i+1/2 =3 (1-af (51-1/2)) '

ou les coefficients respectifs de (uril-— k) et de (u:_l- k) sont non néga-

tifs. On passe aux valeurs absolues, pour obtenir aprés reconstitution

de certains termes, 1l'inégalité

1ur.1+1_ k| [w; - k|
i i
(42) un
n n n _od-1/2, D0
- qflewh g0 |- |ew]_D-£00 |} T aa (C- LN PR D I
Pour |k| > |u0| o ; cette inégalité est obtenue directe-~
+
ment en multipliant par LR sg(u? L k).
On introduit maintenant, pour tout 1 € Z et n < N, la quan-
AP n n
tité Si+1/2€ [0,1], telle que, lorsque ug # LY
. n n n n -’
1 si k2ui+13ui ou ksuiﬂéui '
. £ (k) ~£ (u)) nn
(43) Si+1/2 = ) -£(aM sikelugu,d o
Uiy 7Y
. n n n_ n
[¢] si k;ui 3 U,y ou kéuié Uiy ot

Oon a alors

toate

|, p-£00 [-[£@D 200 | = (1 - 28] MWy, p-gwp |

i+1/2
et
n n n
(44) uiﬂ/z (Si—l/z Si+1/2) 2 0. . B
Cette inégalité est vérifiée a 1'égalité lorsque u'il+1/2 est
nul :

n n n_n o
sgluj, g7 uy) sglu= a4 = -t

S

ou lorsque la différence S?_ est nulle :

ol

1/2 i+1/2
n n n n _ n n

k ? I(ui—i' ui) Ul(ui’uiﬂ) (= I(ui—l'ui+1))

N N n n .
Il reste a considérer le cas ol k¥ € I(u, ,ui), puis le cas

i-1
N n n - n n n - L
ot k & I(ui,ui+1). si k ?‘I(ui-l'ui)' on a Si+1/2 0, et (4:) est immé
i n i n,o,n =
diat, car Si-1/2 20, pi+1/2 2 0. Si keI(ui, u“_l), on a Si—1/2 1,

donc

n n n n n
- = - P
Wivt2 1727 Sivny2) = Vign @ = S5y 2 ©
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puisque S?+1/2 reste plus petit que 1. On peut remarquer que (44) est
vérifiée & 1'égalité sauf un nombre fini de fois, qui correspond au plus
4 deux fois le nombre de changements de monotonie de la condition ini-

tiale, sur tout compact, et ceci indépendamment de h.

n _ S
. Lorsque ui i+1' on peut prendre par exemple Sln/2 2
8l k = ugs et reprendre (43) dans les autres cas. Dans (44), le premier
membre est non nul seulement lorsque k et u? appartiennent &

I(u?_l,u }. ‘Compte~tenu du nombre fini de changements de monotonie,

n
i+1
ceci n'arrive gu'un nombre fini de fois, sur tout compact.

On fait apparaitre dans (42) la viscosité naturelle du schéma

décentré, en écrivant

leqdy - £00 ] - €]

[]f(u’i‘H) - £k |

) - (k)|

N

If(u?_l) - f(k)l]

« & []f(u:) -t | - el ) - f(k)l}
4 [ - el ey - ]
et il vient
u?*l- k| € |d} n k| -2 ew], D=0 | - le@y_p-£oa | |
+ % |f(u:+1) - f(u2)| (1 -2 SZ+1/2)
" A Vi B0 - sl ] a-2s) )

L]
Or d'aprés la construction de v i+1/2 et de ui+1/2, on a

n - n n - o
Vipryal B =g o] = F e, p-£d | (1 - g (E5r1/2)) Mir1jp

q n, n ool . R et (D
) -£0g_) @ 2811790 Uy p (1t (€1, o)),
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et il vient en posant

n = 9 g
Biv1s2 =2 £'(5 +1/2)(1 “1+1/2(1 -af' +1/2)))(1 281+1/2) ‘

et qui est borné par 1, les égalités

.‘1 £ - n n n
3| (u BELC )l (1- 2si+1/2 qvi+1/2|f(ui)—f(ui_1), (1- 2sl 1/2)
- G n n

2 BT, ) U 281+1/2)|ui+1—uil

-3 W, G E™ ) (1mqe (EP )) (1-2s" noan

2 W12 i+1/2 W o541y20) =25y o) fup ]

- n n - n n

Birtsz 1ugy il + Hiv1/2 (s7_ -1/2" 1+1/2) af! ‘51+1/2 (1-q£* (] +1/2))

On obtient donc l'inégalité

n+1

R I -k] -3 lf(u!il+1)-f(k)I—lf(u?_l)—f(k)l
4 n n - n - n n n
(45) * Biry2 Iui+1 “il Bi-1/2 I“i" gyl

+alel, p-£ g ’|“1+1/2‘31~1/2 i1/ (-t (e} +1/2))

Le passage a la limite sur (45), multipliée par h et ¢?, pro-
i

Jection de type L® de 9 sur Ii X Jn, puis sommée en i et n donne exacte~
ment

x| 9¢ - a
fu—k| e+ 89 (u-k) (£ () ~£(k)) —,()—f dxdt

rxJo,r
3 - lm I3 e}, )-f 1-g£! » oot
ﬁ - l£ (] ) [(1-q 13 172" Miv1 /20851278501 /2

n
)¢>ic

On ne pourra établir (I.25) que si le second membre de 1'iné-
galité ci-dessus est nul. En effet, d'aprés (44) ce terme est toujours
négatif. On peut cependant remarquer gque la somme en i est réduite & un

l n
nombre fini de termes, puisque (Si -1/2" 1+1/2)“1+1/2 est. nul sauf lorsque
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k et uz appartiennent a I(u?_l,u2+l), c'est-a-dire au plus deux fois sur

chaque portion monotone de uh, soit au plus

2 K(R + T/q)

fois, si R est tel que le support de ¢ soit inclus dans ]~R,R[ X JO,T[.

De plus, dans le cas ot il est non nul, on a

n

n n ‘n n n 2 n
[£eaf, p-£ap | (l'qf"€i+1/2’) Miv12885o0727 Sivag) €5 lagyy 0l

n

N
Qo

=3

qui tend vers zéro lorsque h tend vers zéro. Le théoréme 8 est démontré.

En notant in';a v§leur_de i pour laquelle
n n n .
k € I(ui,ui+1) {ui+1} s on peut obtenir que le second membre de (46)
soit minoré par

(47 S2k®e /g o] Lz [t -G |
L n n+l n

qui fait intervenir la variation de uh le long d'une ®caractéristique
approchée”, c'est-a-~dire d'une courbe de la forme x = xh(t), avec X,

monotone non décroissante et bornée, le long de laquelle u, est proche

de k. On sait que sur la caractéristique u = k, u est de variation nulle,
et il serait donc normal que le terme décrit en (47) tende vers zéro, et
ceci d'autant plus qu'une variation bornée suffit. On a méme, d'aprés le
théoréme de FRECHET KOLMOGOROV (C£. YOSIDA), que ce terme (47) tend vers

zéro dés que la fonction étagée construite a partir des “2 converge

dans LYo, . . n

_89_

4. GENERALISATION AU CAS f NON NECESSAIREMENT MONOTONE

On ne fait plus l'hypothése de monotonie sur £ ; le schéma
décentré doit &tre remplacé par le schéma de GODUNOV étudié au chapitre II.
On procéde comme précédemment & une phase d'antidiffusion, puis & une
phase de correction. On obtient ainsi, dans le cadre du probléme (29),

le schéma suivant

) n n n ) . n n
(48. 1) Y10 6:I(ui,ui+1) réalise Min n {sg(ui+1—ui)f(k)}
k€I(ui A )
+1
. ~n _q n _ n n
(48.11) ai+1/2 =3 [%(ui+1) 2f(ui+1/2) + f(ui)

n

[ n — n
Taft (g ) (g ) f(ui)):l

qui est de méme signe que (u2+1- u?) si la condition de stabilité est
vérifiée ; il s'agit du terme correcteur permettant de passer du schéma
de GODUNOV au schéma de LAX WENDROFF. On corrige ce terme de la fagon

suivante, od C et o eJO,ll:sont choisis arbitrairement

n _ n o ._.n . n. o3
ai+1/2 = sg(ui+1‘ui) M%¥ 0‘¥13[}éi+1/2| o Ch '

N n n n n n n
(48.1i4) 8904347y ) Sg 0y mup) A0y 300 E T, ) |
n n n n n n
sgluy= vy 4) sgluy,,-u)) qlf(“iu/z"f(“i-x/z)l ]
et enfin,
. n+l _ n _ n _ n _.n n
(48.1v) R N CLUAPPYE {URI D Y172 ¥ 2oy
On peut remarquer que lorsque f est non décroissante, on a
toujours

n _ n
Elug ) = £y

et dans le calcul du minimum dans (48.1ii1), les deux termes suivants

interviennent
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‘n q n _ n _ n
sl € 3 el £ | (1 af' (€L 00)

. n n n n B
et,si sg(ui+2 ui+1) et sg(ui+1 ui) sont: égaux ,

n n n n n n _ n n X
89Uy, 57 Uiy sglug - up) qlf(“i+3/2) AL al€tug, ) £ ]

il est immédiat que le premier est toujours inférieur au second, et ainsi
on retrouve le schéma (33), (34), (41). On obtient un résultat analogue

dans le cas d'une fonction f non croissante, le terme en
n _ n n _ n e . 1
I ui) qlf(ui+1/2) f(ui-l/z)l n'étant pas actif (') dans le calcul

du minimum, et on retrouve &galement le schéma (33), (34), (41). on aurait

sg (u

Pu également remplacer (48.iii) par une généralisation de (35), de fagon

4 retrouver un résultat proche de celui énoncé au théoréme 7, mais le fait
v n Ll n S .

de remplacer qf(ui+1/2) par 3 ui+1/2 ne permet plus d'utiliser (48.i), ce

qui compromet la stabilité. On peut cependant généraliser le théoréme 8 ;

c'est 1l'objet du théoréme suivant

Théoréme 9 : Sous la condition de stabilité (36), et si la condition
initiale admet sur tout compact un nombre fini de change-
mentg de monotonie, -la famille {uh}h>0 construite
d partir du schéma (48) converge dans Lioc(‘R)(]o'TD‘
lorsque h tend vers 2éro, vers u solution du probléme (29)
au sens de la définition 2 (c'est-d-dire vérifiant la con-

dition d'entropie).

E]

Démonstration

n n
i On introduit comme en (37) les quantités ki+1/2' Wir1/2 ©F
“i+1/2 telles que

n _\n n ey 0
3i41/2™ Mgy WLy, 5,0) £lug 000

n _.n q n o, n n,___,..n n o, ..n ]
(49) 34172 Miv1/2 2[f(“1+1) 28Quy )+ Elu) qf (€1p1y) (Flug, D -£0u)) ],

n . .n n PR
A e1y2” Vivry2 WEWG ) =ECay o)),

1 : n _n n_n .
(/) & condition que sg(ui+1 ui) sg(ui ui-l) soit égal & 1.
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On a alors

n
i+1/2

n

0 |A < 1t ;’oclviﬂ/z[sl;os[u | €1,

i+1/2

n n ~ :
i f£i ire.
et pour i fixeé, Ai—1/2 et vi+1/2 ne peuvent pas 8tre de signe contraire

De plus, comme les coefficients dans a?+1/2 s'annulent lors

d'un changement de monotonie, on a toujours

Al’l

n
O & 1+ V0" Ny

£ 2 .

D'aprés (48) et (49), le schéma peut &tre mis sous la forme

- un+1

n n n n
P q(f(ui+1/2)-f(u1_l/2)) (14 A ).

i+1/2” “i-1/2

La démonstration de la stabilité se rédult A considérer deux
cas essentiellement, parmi tous les cas considérés lors de la démonstra-
tion du théoréme 2.

n n n 5
: 11.24
si Wy SY € Yigyp r 0P 2 de fagon analogue & ( )

n+1 n n n R T n L
U ey T A ENE ) (= ug) KV A, )

(50) n n _ 30
S ENEG ) Gy - ) (8 VL A )

On a, d'aprés (II.22)

n ) & o .

_3n S
S (v M) TG,
n n
- £ £ 1
0 ¢ (L4 Viyn Ny TEEL ) ‘

n n -
et ainsi les coefficients de ui+1/2 et de ui_l/z_dans (50) sont non néga
tifs. On majore uz 1/2 par v, il vient, aprés regroupement, comme coef-

- n n
ficient de u: un terme non négatif. On majore alors u; par ui+1/2,>et on
obtient -

n+1 n
ui £ ui+1/2 .
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On procéde de méme pour effectuer la minoration ; on minore

n
ui+1/2 par u:, on regroupe le coefficient de u:, qui devient non négatif

R ; n n . .
et enfin on minore ui par u, 172" et il vient

i Yio1/2 ¢

n
Le cas ou ul 1/2 3 u; 3 ul+1/2 se traite de fagon analogue.

Si par exemple, ul -1/2 'Y u1+1/2 € ui, alors ai+1/2 est nul

mais ai -1/2 peut &tre non nul, et 1l'inverse pourra se produire dans un

autre cas. On est ainsi amené & procéder comme si leg a1+1/2 étaient non
nuls. On reprend (50) pour avoir comme dans le cas N°2 de la démonstra-

tion du théoréme 2,

n+1 n n n n
u, £ u +0 (u1+1/2 u) +0 (u, ui—1/2) .

n+1
Pour minorer u on commence par minorer u- par o
A 3 1 PAT Yy4y/00
ce qui donne

+
un 1 3 u

A 1e1y2 ~ 4 (1 # “1+1/2 X 1/2)(5‘“1+1/2) £ 172"

et d'apreés (36), la fonction réelle définie par

n
L M G +1/2 Aimyzz) £l

n n .
est non décroissante. On peut minorer ui+1/2 par u1~1/2 et il vient

n+l n
Yoo W 40 -

n
Tous les: autres cas ol ug ’é I(ui+1/2, ul 1/2) se démontrent
de fagon analogue & celul ~cl, et on obtient dans chaque cas

n n+1 n
I“f(“l 1/2° 1’“i+1/2) £9 g s“p‘“i -1/2" 1'“1+1/2)'

Pour établir la variation bornée, on écrit comme en (11.29),

NPT
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n+1_ n+l = un '+ “n - un
Yivlm YierT Yer72 T Vag0m Y

n n I
- qf (51+5/4) (1+ “1+3/2 Xir172) (U439 up)

v D n _.n n _ n
D E e g0 (T4 v, Aie1/2) Mgy Y4172

+

' ot n _ 40 n _.n
T E 178 (V4 V707 Mioysa) Gy pm up)

\ AD n_ n
T £y ) (14 “1+1/2 o1y By = uysp) -

Crwpe

On regroupe les coefficients respectifs de (u } et

141 i+1/2
de (ui+1/2 u; ) et on obtient que tous les coefficients sont non négatifs,
d'aprés (36) et (48.1). On passe aux valeurs absolues, et on somme en

|1} €I, pour avoir

n+l_ n+i

n n n n
YT Yy (luyeq™ “1+1/2| * l“i+1/2" ul ¥

|ijex |i|€1+1

les termes en f' disparaissant deux par deux, sauf ceux des extrémités,
que l'on majore. On conclud en remaxquant gque

n
u

n n n n ,',ﬂhv
et Siargal * 10 0 b ‘ Payyy=ughe

L'estimation de la variation bornée en temps est immédiate.
On a en effet

l n+1 n

w -l € 2q(|f(u1+1/2) £ |+ £ - £(u]_ 1/2)3 )

et il reste 4 sommer en i puis utiliser (36) pour conclure.

On peut maintenant reprendre les arguments développés dans
la partie C de la démonstration du théoréme 2 et établir que l'on peut

extraire une suite uy convergente dans L (le]O T[ vers
m

ue n”(mxJo, ) nev,__(rxJorf) .

De plus, comme au théoréme 7, on peut &tablir que u est solution faible
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de (29), et en particulier satisfait & la condition initiale. Il reste a
prouver une estimation en k analogue & (II.39).

P o -
S1 u 1/2< k <ui< u i+1/2° on se trouve dans le cas N° 3 décrit
dans la partie D de la démonstration du théoréme 2, ou f doit &tre rempla-

cée par (1 + v +1/2 Ai 1/2)f On a, en reprenant les mémes notations,

n+1

ueoom k= (- k) (1-a £ 6w (e Virtya Ne1y2))

- n - W0 - ' n n R )
Wiprem 9 Ca £, 0 (v g Mo1y2))

+ (u

ui_y/5” ) (@ £ " )

n n
1-172) VT Ny )

ou les coefficients sont non négatifs ; on passe aux valeurs absolues, et
on xegroupe, pour obtenir

n+l_ n_ - n_ n, n n
]u1 k] £ |ui kl q sg(ui k)(f(ui) £(k)) |1 + Vit1/2” Ai-l/é]

" @ sgluy,, - v )(f(“iu/z) £ ) (1 + ]

n
1+1/2 1—1/2)

+ g sg(ul 1/2 k) (f(ui 1/2) f(k)) (1 + \’i+1/2 Al 1/2)'

ce qui donne, en upilisant (11.43)

n+1 N .
8T k| € l“ Tkl - asgtug,, m k) (£, p)-E00)

+q sg(uJL 12- K (] _, )-£(k)).

(51) i-1/2

- n n - n - ; n - ¢l _
q "1+1/2[sg(“1+x/2 k) (£(uf,, ) -£(k)) sgluy_y =) (£(u}_, /) f(k))]

1/2)~f(k)i}.

L‘inégalité (51) 'peut &tre établie de:la méme fagon dans tous
les autres cas décrits lors du théoréme 2.

n n - n B _ n
ta )‘1-1/2[59(““1/2 K (00, /) -£00)) sg(ug_ ~1y270) (ECag_

On introduit une fonctlon test ¢ positlve, on multiplie par
h ¢ comme précédemment, et on somne en i et n. Il vient

-t

£ aage

_95_

n_¢n—1 : ¢)n _¢n
n i it 2
f x)i | 1—-k| o qh? + sg(ul+1/2 k) (f(u1+1/2) f(k))~—-———h qh

(52) > ):zqh¢>

n
in 1+1/2_)‘i-1/2) [59‘“ +1/2 k) (£(u} 1e1/2) "E0))

- sg(u’i‘_l/z-k) (f<u;‘_1/2)—f(k))].
‘Le passage & la limite sur le premier membre de (52) est

immédiat. Pour traiter le second membre, on introduit les quantités

Sz € ES,{], et définies en fonction de k de la fagon suivante

! si kou; i+172”%-172 Y k<“1+1/ 1—1/2_’
£(k) £ (u"
a i-1/2)
3 P » sik € IOy g0,
‘ i+1/2 “1 1/2
° siloul_y po>u) ) 0w keul | cup

Ces quantités sont analogues aux Si+1/2 introduites en (43)

pour le schéma décentré, au théoréme 8. On les note ici S:

leur caractére "centré', qui n'est d'ailleurs effectif qu'au niveau de

1'écriture. On a Sn

pour exprimer

i+1/2 8l f est décroxssante, et S = Si 1/2 si £

est crolssante, et ces deux possibilités sont celles qui se réalisent le

plus souvent dans le cas général.

Il vient alors

sgluj, s p7K) (£lug,, ) =£00)) - sg(ui _1727W (EO_y )= 0))
= u? £( Y -£( )) (1 - 28™)
= Sg(ui+1/2 412 ( “1+1/2 “x 1/72") R R
et on a toujours
n n n
lag 12l (S5,ym8) € o .

Ainsi le second membre de (52) devient, d'apreés (49),
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njn q n _ n n, ' n n
ffqh ¢i “i+1/2 2[f(ui+1) 2f(ui+1/2)+f(ui) qf (E'il“/z) (f(uiH)-f(ui))]

n L) el n _.,n _naft
[sg(“i+3/2 Yie172) U 251+1’+(sg‘“i+1/2 Yi-172) (1-28))

- n - n - n
(53) 5908543707054 ) (1 251+1’]

_ <N q n, n n, ' n n
Y1/ 2[f(ui) 280y ) ) - a (5] ) (f(ui)—fmi_l))]

n n n
39085127 Yy p) (1-28T )

ol apparait un terme de diffusion, qui peut &tre traité par intégration

par parties, et il reste un terme on apparait le coefficient

n

I n - n _ n - - n - n
Hiv1/2)39005 41 5705y ) (1-28]) 98y 1 3/5705 44 /9) (17257, )

Or

n Il .. - n n _,n = P n _n
Mivr/2 2905010007 Yioysn) = WLy 9054372701 /0) = Wiyypp S9lup, -up)

par construction, et ainsi, il ne reste plus dans (53), qu'a passer i la

limite sur la quantité négative suivante

Z z n“ n ) n - n
. 2 qn 1) I‘au%/gl Si4y™ 890 s

qui se traite comme au théoréme 8, en faisant intervenir que la somme en
i se réduit A& un nombre fini de termes non nuls. En effet, le schéma con-
serve la monotonie, puisque pour tout i, ug*l appartientla 1'intervalle

n n n n :
I(ui_l/z,ui)\/ I(ui,ui+1/2), dont l'intersection avec

n n n n n n . n
It ; I(u"
(¥ 372795 U (B 1785y ) et I(“1+1/2'“i+1)uI‘“1+1’“1+3/2)

se réduit aux extrémités en cas de monotonie. On utilise ensuite le fait
n . Qa . Lo
que chaque |ai+1/2| est majoré par ¢ h . On établit ainsi que (53) s'annule

i la limite, et le théoréme 9 est démontreé.
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Le théoréme 7 peut étre généralisé a la famille de schémas
dont la convergence est établie au théoréme 4, et donc en particulierx
pour le schéma de LAX. Ce n'est pas le cas pour le théoréme 8, dont la
démonstration utilise le fait que le terme de viscosité du schéma consi~

déré fait intervenir explicitement la fonction f.

e

5. GENERALISATION DU SCHEMA DECENTRE QUASI D'ORDRE DEUX AU PROBLEME A

p_DIMENSIONS

On sait que le schéma décentré peut &tre généralisé au pro-
bléme a p dimensions (16) lorsque chaque fj est monotone, et le résultat

de convergence est énoncé dans le théorame 6. On se propose ici d'étendre

"le résultat de convergence du théoréme 7, c'est-a~dire vers une solution

faible, au probléme multidimensionnel. L'extension du théoréme 8 est plus
délicate, dans la mesure ol la conservation du nombre de changements de
monotonie dans chaque direction n'est pas assurée.

Le schéma & p dimensions obtenu est le suivant

viez? yiel,...p} Vn <N -

c n v » : n ‘n, .
(54.1) uiﬂj/z réalise ke;ii(:n ‘ n[ E;ig(uiﬂ ui) fj(k):] )
: 1+1, 'Y 3
3
en remarquant que, fj étant monotone, on a soit u:+1 égal a u: (fj non
décroissante), soit u" égal a ul (£, non /2 croissante) ;
l+1j/2 i+l 3
(54.11) " ] (t -q, £2(8° VY (Eytal,, ) - £ D)
. i 2 + ;
1+1j/2 I e £ 1j/2 h] i+1j i i
si £f 2 ©
j i
3’? = - gj— (1+aq £1(ED 1) (£ (u? y-£ (u“))
1+1j/2 2 I i+1j/2 3 i+1j 3

si £ ¢ O ;
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ce qui correspond 4 (48.ii) dans le cas particulier ou fj est monoténe,
et exprime la différence des viscosités respectives des schémas décentrés
et du schéma de LAX WENDROFF.

La phase de correction est la suivante

n n n \n
a = sg(u - u,) Max{0O, min (la, |
i+l i+ ' !
3/2 ot y/2
1 n _.n n_n
2p Sg‘“i+1j uy) “i—1j’) stofyrog
(54.1ii1)
n n n “n
a, = sg(u, - u,) Max{ O, min ( |a |
ivl, + ’ !
/2 i lj i i+1j/2
1 n _ n.n _ n i
2p Sg(“inj u;) (“1+2j “i+1j)) st £5€0;
et enfin
n
n+1 n
(54.1v) ulo= - 3 qj(fj(u;lﬂ )-fj(u’i“_1 ) + a‘i‘H - a?__l ]
j=1 i/2 j/2 j/2 i/2

Comme au théoréme 5, on est également amené a faire une hy-
pothése @e continuité sur les a?+1 ¢+ afin d'assurer la conservation de
la variation bornée en espaCe._Cetéé hypothése peut étre de la forme

vien?P v L, d€e{t,...p} . ¥oan<N L # 3
(55) -a + a" + al - a" ‘ g clhlun - un|
1+1 +1 - 24 i N
2tly/2 i+12 1j/2 1+1j/2 i 1j/2 i+12 i

o0 C est une constante positive, indépendante de i, £ ou .
L'hypothése (55) appelle une remarque ; en effet, les coeffi-
n
cients a1 ont été définis en (54) de fagon monodimensionnelle.
2 .
De fagon a 3/ vérifier (55), on aurait pu faire intervenir plus de points,
ce qui aurait eu pour conséquence d'alourdir (54) et de rendre le schéma

moins souvent d'ordre deux. Or on vérifie qu'en fait les quantités a2+1
i/s2

sont petites, de l'ordre de h, si bien que (55), qui correspond & une

différence d'ordre deux entre les a2+1 + sera presque toujours satis-
A i/2 . s .
faite. On peut méme remarquer que dans]/ cette inégalité, le premier

membre est en fait de l'ordre de h3 oll la solution est réguliére. Elle

est ainsi largement satisfaite en pratique, et il est inutile de 1'impose

au niveau de (54).

Théoréme 10 : (Chaque fb est monotone)

5% la condition (§5) est satisfaite, et si la condition
de stabilité

(56) viel...p} g el ¢ 5=,

Sup 3
lafglu | i
L7 (IRP)
est vérifide, la famille {uh} deg solutions approchées
congtruites d partir du schéma (54) converge dans

Lioc( iR Px Jo,r[), vers u solution faible de (16).

Dbémonstration

On se raméne au cas monodimensionnel en mettant (54.iv)

sous la forme

b
n+1 1 n n n
== I Su - pq, (£, (u ) - £ )
i Pyt R R 3Ry,
(57
- p an + p an .
:I.+1j/2 i—lj/2

Tout se passe comme si, dans chaque terme de la somme, on
remplagait fj par p fj' En particulier, chaque terme de cette somme est
borné, puisque le schéma monodimensionnel conserve la borne uniforme.

nt+1
o

Comme u2+1 est la moyenne de ces p termes bornés, | est majoré par

la méme borne, et on obtient
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(58) qu”l Iu“”l € .. & u | .

° L7 )

£ Sup
ite¢ mP

Pour obtenir la variation bornée en espace, on utilise la

condition (55). Soit i € &P 2 €{1,...,p} ;ona

n+1 nti <1 1n _ n _ ) n - n
fie1 T % T ey T W TR qz(fl(ui+1£+1l/2) fﬂ.(ui+1£/2))
n n
+p ql(fl(u1+1£/2) - fl(ui—lz/z))
n + 2 p a? - a?
1+1£+12/2 l+12/2 1—12/2
{59) [,L - _ )
+ I (u u) - e ay ey (" ) - £, (] )
342 2 Lth N 1+1 j/2 3 i+1j/
n
+ p qy (f u Yy - £ (u, )i]
i+12.1j/2 3 i 1j/2
1 n n-
+ L [——(u ) a + a
342 2 1+& i+1£+1j/2 1+lj/2
+pa - p an ]
i+12 3/2 i—lj/2

' S+l n#t
et on se propose d'utillser cette expression pour majorer Ui~ Y

Le second membre de (59) est composé de trois termes, dont le premier se

traite comme dans le cas monodimensjionnel. Le second terme corvespond a

un schéma décentré ; en effet, si par exemple f  est non décroissante,

3
on a pour tout i' € zP et tout n < N

o = a
31 1]
i +1j/2 1

le second terme devient alors majoré par

1 n n n _ n - n
\E.‘“m,z‘ M) -yl 0 - g e) e gy Gy -1 Ry
1 n n n n
< = P ~u®{(1-2p q £t (" )+qu'(£_ ) -
2 ey (1-2p 373 Ly, =141y, 1+12 1,” Bi-1

3

|

N ; PR . n
Ou une sommation en i élimine les différences en ai+1 . Dans ce cas, la

différence (u
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n

1 n n n
£ 7 |“i+1l_“i| - eyl 1y )=£tu)| +p qj‘f (g -1ty )‘fj(ui-lj)l

Ces derniers termes disparaissent deux par deux au cours

d'une sommation en i € %P. on retrouve le méme résultat lorsque fj

décroissante ; on a alors pour tout i'e =P

o on - D
i'+1 R A3 :
V2 3

Le troisiéme terme de (59) se majore en utilisant (55)

1 n n n
= (u, -y o+ p (- + a, + a _ - a
2 i+l 2 l+11+1j/2 l+1j/2 i+1£ 1j/2

< 1 |un -8
2 i+1 i

l| (1+2pch .

On peut remarquer qu'on dispose dans ce troisiéme terme,
de la guantité

p-1 n . .n
2 (“1+12 u) .

faisant sur les ail+1 les hypothéses suffisantes pour avoir
i/2

est

.qui peut &tre utilisée dans les premier et second termes pour réduire la

condition de stabilité. Le troisiéme terme peut également &tre traité en

1)
-1,

L (url -un) - p(an a’ ) + p(an - )
+ - -
2 1+1£ i i 114»1:]/2 i+1j/2 i+1l 1j/2 i lj/2
1 n n n n n
€ |u u | - play + - a | + P|a - a,_
2 1+1£ 1+1£ 1j/2 i+lj/2 1+12 1j/2 i 1j/2

ne peut étre améliorée.

L1y u’i‘) est utilisée,et la condition /2 de stabilite (56)

’
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On obtient, a partir de (59), aprés un passage aux valeurs

absolues, et une sommation en Iils I, pour tout entier I fix&,

n+1t n+1 1 n _n ) 11
AP A S A Rl S AT AR T
n n
€ (1 + (p-1) C h)[i[ﬂ+1 “i+12" S

On déduit de (60) la conservation de la variation bornée en

espace, de la méme fagon qu'au théoréme 2.

L'estimation de la variation bornée en temps est plus immé-

diate. On a, comme dans le cas monodimensionnel

P
n+1 n n n n n
u, -wu, | s I Iq £olu o )-f (u, ) +a, ., -a
i 1 =1 373 i+lJ/2 il 1j/2 1+1j/2 /2

P
5 n n
& =— L ju -u .
4p =1 i+1j/2 i 1j/2

En effet, si par exemple fj est non décroissante, on a

lafer, 18 Cop lef-ul, [=) &= RO, -,
11yt S Y 2p T Y 1 w1y N "j’/z
oy, 1o G-amE, 1) - o) Lo 2
i 1j hRet 13/2 _ S § 1j 4p i+13/2 1 1j/2

et on utilise la condition de stabilité pour estimer la Qifférence en f .
' J

On a les mémes inégalités lorsque fj est décroissante.

Il vient, aprés sommation en [il <I, sachant que les indices
1+1j/2 correspondent en fait a des indices entiers, i ou i+1j, suivant la
monotonie de fj' l'estimation

+
Jug" -

ui i| &

n
l1]<r 4p IiIEI L |uy 1+1j ul

qul est borné, d'aprés (60).

[ .
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A partir de ces trois estimations, on peut établir que la

(lRp x Jo, TD, lorsque |h| tena
vers zéro, vers u solution faible de (16).

solution approchée uh converge dans L
On procade de la méme fagon
qu'au théoréme 6, en remarquant que la contribution des a"

i+1j/2
faiblemeqt vers zéro. Le théoréme 10 est démontrs.

converge

“op Ve

Pour établir la convergence vers la solution satisfaisant a

la definition 2, il faut établir une estimation en k, analogue a (45),

dans chaque direction, et introduire une différence en fj(ui+1 ) dans
la définition de a" » comme en (41). 372
i+t .
i’z

On a effectivement, en posant

n+1 n n n J

uoy = ug - pla (£ vy ) = f(u. . N+ a - a,_

1.3 3\ i+l iTiny i+l 11j/2§

l'inégalité

n+1 n ) 1 _ ] o Lo :
o,y -~ kb« o= k|- gp leytag, ) - 50|

1 n n -.n n n_ n
+3pafiu  )-£k)| +p g [Wjpg ~ugl =2 gy, Jui-ul_, |
2 R T lj i+lj/2 i+1j i i.lj/2 i i lj
+ 2 plan | (sn_ - g" ) .
i+1j/2 i 1j/2 1+Ij/2

en procédant comme en (45), et en généralisant de fagon immédiate les nota-

tions introduites au théordme 8.

En effectuant une sommation en j, il vient

P
Iun+1— k| ¢ L3 Iun - x|
i o =1 i,3
P q
n_ . 3 n . . n _
€ -kl -1 - lfj(uin)f(k)( ENT NN
I=1 3 :i
+ L g ol - ol -8 - I st a? (s, ~s%
T P e L P -1, M gu1 Ly a0 P
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o

Il reste 4 introduire une fonction test ¢ > 0, & multiplier
par

n
hy o.eoby 6

comme au théoréme 5, puis & sommer en i et n. On obtient & la limite en h

P
J IT fu-k| %%~+ I .|fj(u) - fj(k)l %%— dx at 3
& ‘o =1 3 '

(61)
n n
- limd{2 & I |ai | (s? - g Yh, ... h_¢
Lin -1 +1, 1 i
wol im 3 My il My P

et on est amené A montrer que ce second membre est non négatif. Or d'aprés
(44), ce terme ne peut pas &tre positif ; il faut donc établir que cette
limite est nulle. Si dans chaque direction lj' il y a uo nombre fini gde

changements de monotonie, et si on suppose

| € ¢n®
3/2

la}
i+l
on peut procéder comme dans le cas monodimensionnel, a cdndltion que ces
hypothéses soient uniformes en i et en h. On n'est pas assuré de cette

uni formité en ce qui concerne le nombre fini (locélement) de changements
de monotonie dans chaque ditrection. En effet, i1 ne semble pas que dans
le cas’'général, il y aitfcbn$erwation du nombre de'changements de mono-

tonie dans chaque directiqﬁ de la condition initiale.

On peut cependant préciser que dans les exemples utilisés en
pratique, ce nombre de changements de monotonie est fini, et alors le
second membre de (61) tend vers zéro. On est ainsi assuré que la solution
obtenue 4 la limite satisfait 4 la définition 2.

6. QUELQUES REMARQUES ET RESULTATS NUMERIQUES

Ce paragraphe regroupe quelques remarques provenant des expé-
riences numérigues ¥éalisées a4 partir de certains schémas étudiés dans ce
chapitre. Tout d'abord, la condition de COURANT FRIEDRICHS LEWY n'est‘pas
seulement une condition de stabilité ; en ne la respectanp pas, on peut

'

- 105 -

réaliser la convergence vers une solution faible ne vérifiant pas la
condition d'entropie. Ainsi pour le schéma décentré appliqué a 1'équation
de BURGERS (f(u) = §~ ) + avec la condition initiale (non négative)

1 si igo ’

u =
Yo st iz,
donne,pour tout n < N, et q = 2
n+i _ P
Ui i-1 !

c'est-a-dire la solution exacte, qui vérifie la condition d'entropie,

mais en 1l'appliquant avec la condition initiale non négative

o si i1go ,

1 si 131 ,

qui pe vérifie plus la condition d'entropie.

On rencontre des situations analogues, de convergence vexrs une
solution faible ne vérifiant pas la condition d'entropie, avec les schémas
d'ordre deux classiques, méme lorsque la condition de stabilité est véri-
fiée. Si on applique le schéma décentré avec une fonction f non monotone,

on retrouve aussi ce phénoméne. Enfin en appliquant la méthode Antidiffu-

sion-Correction du paragraphe 3 4 un schéma initialement non convergent

vers la solution faible vérifiant la condition d'entropie, on arrive en
général a trouver des contre-exemples prouvant que cette situafion ne
s'est pas améliorée : la solution faible peut étre mauvaise. On a méme la
situation inverse, la phase correction ne rétablit pas toujours la conver-
gence vers la bonne solution. Ainsi le coefficient %-dans (35) est essen-
tiel d'une part pour la stabilité, mais aussi pour la convergence vers la
solution faible vérifiant la condition d'entropie, ce qui se voit davan~

tage sur les schémas proposés par BOOK, BORIS et HAIN.



- 106 -

Dans le cas d'une fonction f quelconque, ce schéma peut

s'écrire ainsi (par exemple)

s

n o _ -
(62.1) uf - q(£@" 112 f(ul 1/2)). ( GODUNOV)
An
: o i+1
(62.10)  a&f, .= 2 v B G -af(®) ag,
un
: i
iy n _ no_.n M A An -
(62_1iii) ai+1/2 = sg(ui+1 ui) Max ! O,min ;sg(ui+1 ui)(ui+2 ui+1? '
an “n An, An An
lai+1/2| rSa Uy, mug) (- uy ) 2
(62.iv) Sl 0 + a®
- 1 i 1+1/2 i-1/2 °

Ce schéma effectue la correction et l'antidiffusion a partir
de quantités déjad évaluées par le schéma de GODUNOV, ce qui peut faciliter
la progrémmation de ce schéma, en séparant les différentes phases sans
retenir trop de mémoires.

En prenant la condition initiale

1 si i 31

-1 si ig-1,

et 1l'équation de BURGERS, avec un rapport q assez petit (q = %’ par

exemple), on réalise la convergence vers la solution stationnaire. Ceci
n'a plus 1ieu dés que, dans (62.iii), (u
affectés d'un coefficient %-.

s

an
1427 i+1) et (u -y ) sont

Bien qu'il en existe, on n'a pas étudié ici de version quasi
d'ordre deux pour le schéma de LAX. La différence entre les viscosgités
respectives du schéma de LAX et du schéma de LAX WENDROFF est telle qu'en
pratique le terme qui rend le schéma d'ordre deux, réalisera moins sou-~
vent le minimum au niveau de la phase de correction. Ainsi 1'analogue de

(41) serait, par exemple lorsque f est non décroissante
|

v

Vo

n
qi+1/2°

2.2
£ (€1+1

)l

(3- —2E

Pour des différences en u: voisines, on est amené a

q f'z(E)) , et ce dernier est le plus petit seulement

qf' (&) avec%— (1 -
pour

-1+ /2« q £'(E) €3

= sq(u Y ) Max {O, min sg(u

1+1 il
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I n
- uy) affca)

u

1

n
- f(ui__i))‘ '

n n o
' sg(ui+1- ui) q(f(u ) f(ul+1)),Ch ] .

4 comparer

(0.414 < qf'(E) < 0.5)

e n
pans le cas général (f non monotone), on définit ai+1/2 comme

en (48.iii) avec un produit de signes.

Dans un premier exemple,
les schémas de LAX, de

LAX WENDROFF et de GODUNOV
ont été testés dans les
mémes conditions, sur
1'éguation de BURGERS,
‘avec la condition ini-

tiale

1 x <0,
u(x.O) =

[o] x>0.

Le schéma de GODUNOV

. colncide alors avec le
schéma décentré. En
comparant les termes
de viscosité de chacun
de ces schémas, on
retient que cette vis-
cosité est proportion~
nelle & un terme de la

forme 1 S i) a
"z};‘qf Syl

u{.,1)

s

LAX WENDROFF

N L L

"X
halad do B Y N T
- -

GODUNOV

[«]
=

. SOLUTION EXACTE
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n n
entre u, et u,
i it1’

de GODUNOV, et o = 2 pour le schéma de LAX WENDROFF. Ainsi pour une

avec 0 = O pour le schéma de LAX, O = 1 pour le schéma

valeur de g assez petite (g = 1/4 pour l'exemple numérique testé ici),

la viscosité pour le schéma de LAX est importante, ce qui se traduit par

un étalement important du choc. La viscosité pour le schéma de LAX WENDROFF
est faible, et la solution approchée oscille au niveau des singularités. .
La viscosité pour le schéma de GODUNOV est indépendante de q, et le com-
portement au niveau d'un choc est trés satisfaisant. La solution exacte
pour cet exemple est donnée par u(x,t) = u(x - %uo). et est représentée

sur la figure ci-dessus au temps t = 1.

bans un second exemple, on compare entre eux quelgues schémas
quasi d'ordre deux, et les schémas de LAX et de GODUNOV sur 1l'équation de
BURGERS, et la condition initiale, pour a > O

x/a si O<x<a,

u(x,0) =

Q sinonl

dont la solution est donnée par )

x/ (t+a) si 0O<x &Vat+ a2,

u{x,t)

o sinon .

Les schémas de LAX et de GODUNOV
ont été testés avec g = 1, de thomeenoo, 'tao
fagon & avoir le meilleur résultat '

possible pour le schéma de LAX, /(:g: - "t'-}------ t=1
et avec q = 1/2 pour les schémas E

décentrés quasi d'ordre deux, :
et pour le schéma proposé par Q 5
BOOK, BORIS et HAIN, c'est-a-dire a

v

a+a2
(63} . La valeur de u au maximum

est donnée par
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et on obtient numériquement, en t = %— et en t = 1 les différents

résultats
t = 0.5 t =1
a= 0.4 maxi X = maxi X =
solution exacte 0.6666 0.6 0.5345 0.7483
LAX 0.503 0.5 0.375* o.7*
GODUNOV 0.600 0.55 0.491 0.7
Décentré Q ordre 2 0.612 0.6 0.514 0.75
BORIS BOOK HAIN 0.652 0.6 0.546 0.75
(63)
(* voir remarque page suivante)
i\ B.B.H (63)
9=3
Au(., 1) —— ~— - DECENTRE q.2
"+ -+ -4 - GOoDUNOV ,
Solution pour t=} Lax
h = 0.05 Solution exac
L.
'I
/' 7x
0l 02 0.3 0.4 05
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La différence entre les schémas de GODUNOV et les deux schémas
quasi d'ordre deux n'est pas trés importante, surtout si on tient compte
du fait qu'il a fallu deux fois plus d'étapes de calcul en temps,
compte-tenu de la condition de stabilité. L'oscillation qui apparait
pour la solution calculée par le schéma de LAX provient de la discréti-
sation de la condition initiale ; on a pris au niveau du choc, en t = 0,
u: =1 en ih = 0.4 et uz+1 = 0, et non la projection de type L2. Comme
pour calculer uz on n'utilise pas uz, tout se passe comme s'il y avait
deux maillages et deux solutions indépendantes. Ce phénoméne disparait
si la discrétisation de la condition initiale respecte (II.7). Quelques
autres résultats numérigues, ou ces schémas interviennent seront encore
détaillés au cours du chapitre IV, ol les conditions au# limites inter-

viennent.

e
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DEUXIEME PARTIE

LE PROBLEME AUX LIMITES

Cette seconde partie traite du probléme mixte, c'est-a-dire
avec conditions initiales et conditions aux limites, associé & la méme
€équation quasi~-linéaire du premier oxrdre, que dans la premiére partie,
sur Q@ X ]O,T[, ol @ est un ouvert borné de (R, dont la frontiére T
est supposée trés réguliére.

Cette partie est divisée en trois chapitres, numérotés
IV, V et VI,
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Dans le chapitre IV, on propose une définition convenable
de la solution, et l'existence et l'unicité de cette solution sont
démontrées ; ce chapitre reprend les résultats de BARDOS ~ LE ROUX ~
NEDELEC.

Les deux chapitres suivants sont consacrés a 1'approxi~

mation.

Le chapitre V est consacré 4 la convergence de quelques
schémas, dont le schéma de GODUNOV et le schéma de LAX dans le cas

général.

Le chapitre VI traite du probléme avec hypothése de mono-
tonie sur la fonction f, qui permet d'utiliser quelques schémas quasi

explicites.
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CHAPITRE 1V

LE PROBLEME AVEC CONDITIONS AUX LIMITES

1. INTRODUCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES

On se restreint dans un premier temps au probléme monodimen—
sionnel sur § =]0,1E, déterminé par 1'équation simple

(1) %é‘* 5?? flw =0 st ) €Jot[ xJo,r[,

la condition initiale
(2) ulx,0) = u_(xy si x eJo,t[ ,

et enfin, si elles sont nécessaires, les conditions aux limites

(3 u(0,t) = a(t) si te Jor[ ,

(4) u(l,t) = b(t) si te ]o)r[ .



On suppose encore
1
f € ¢ (IR '
et, pour simplifier, car ces hypothéses sont excessives,
2
ab € c“(fo,h)y .

uo (=8 Cz(ﬁ) '

Les conditions aux limites (3) et (4) ne sont pas toujours

nécessaires, et la définition que l'on proposera, devra les exclure dés

qu'elles seront inutiles. Ainsi, on ne peut pas envisager de généraliser

simplement la notion de solution faible, en &crivant que pour tout fonc-~

tion test

¢ €cl(fo,1] x [o,z)
on a

“' (u%%-&f(u)‘-%%)dxét
(s) nx_']o,'r[ :

T ' : :
+ j u_(x) ¢ (x,0)dx + r (a(t)g(o,t) - b(t) $f1,t}) dt =0 ,
a . o ,

car i1 n'y aura pas toujours existencé; ni unicité. Des contre exemples

d'unicités ont déja été présentés au chapitre I, et ils se généralisent

encore ici. En prenant f(ﬁ) = u, et les conditions initiales et aux limites

uo(X) =0 ’ At

a(t) = -1,
bit) = +1 ' | <

) a=-1 u = ~1 s
on trouve en utilisant la -

et la théorie des caractéristiques, 4
et sachant que la condition -7 u =0

d'entropie est toujours vérifiéde L~

|
1
|
|
condition de RANKINE HUGONIOT e |
I
l
1
1

dans le cas linéaire, que la o u = 0

solution convenable est donnée par

u(x,t) =
X >t et t< 1 ,

bien que la condition limite donnée en x = 1 ne soitpas satisfaite. Or u
ne satisfait pas & (5) si ¢(1,t) est non nulle ; il ne peut donc y avoii

existence.

Le fait que la condition en x = 1 ne soit pas vérifiée s'ex-
plique par la théorie des caractéristiques, en particulier par 1'équa-

tion(I.8.) qui se réduit ici &

dx

a -1
et signifie que les données (lnitiales et aux limites) se propagent vers
les x positifs ; ces données ont ainsi tendance & sortir du domaine en

x = 1,

Inversement, il est impossible & une donnée fixée en x = 1

de pénétrer A 1'intérieur du domaine.

En prenant f(u) = - u, on change le sens de la propagation,

et on obtient la solution

y
T
O si 0<g;<1-t. ' l
u(x,t) =
1 si 1-t<x<l , \ |
\\\\ .
.,
. u=1 l
qui ne se raccorde pas avec o l
~,
la condition donnée en x = O, \\\ | _
a=-1 . - b=1
et donc ne vérifie pas (5). \\\ ‘
~
— (N
u=20 ~. '
~
\\
\‘ I
. X
0 u =0 1
(e}



Lt
Il arxive aussi que toutes /
les conditions aux limites .
soient prises en compte. E '
C'est par exemple le cas E |
1
pour l1l'équation de BURGERS \
a=1 u=1 H u = -1 } b= -1
1
dJu Ju |
s tuzo=0 !
st " " Bx 1 Y |
PN I
d \ l
avec les conditions e e
v
//’ u=20 \\\\\ I
a(t) = 1 [ ,// {-/2 ‘\\I _
b(t) = -1, o} u =0 1 x
[}
u (x) =0 .
o
On obtient la solution
t 1
1 si x < Inf (5‘ Y
t t
u(x,t) =94 0 si t <1 et 5—<.x <1 - 5
t 1
-1 si X > Sup (1 - 3 5’)‘ '

qui vérifie (5). Deux discontinuités, issues de O et de 1 & l'instant
initial, se rencontrent en x = 1/2 & l'instant t = 1, pour ne former
qu'une seule discontinuité stétionnaire. La condition initiale n'es£
pratiquement p;us,infldante au~deld de t =‘1, elle n'aura servi qu'a
fixer la discontinuité en.x =:1/2.

En prenant dans l'exemple précédent
alt) = -1 ; b(t) =1 ;

aucune des conditions aux limites n'intervient, et la solution obtenue

est identiquement nulle.

Ces exemples montrent que le raccordement de la solution avec
les conditions aux limites est fonction du signe de f£°', et des valeurs de
la solution et de la céndition-limite. Ainsi, il y a raccordement en x=0
lorsque fYa) est strictement positif, et il y a raccordement en x = 1
lorsque f'(b) est strictement négatif, en général, mais il ne s'agit pas
l1a d'une conditionléuffisanteh Ceci est cepeﬁdant-toujours vrai lorsque

N
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f est monotone ; si f est décroissante, la condition en x = O est inutile.

"€t si f est croissante la condition en x = 1 est inutile.

Lorsque le raccordement n'est pas assuré, on peut estimer que

la solution présente une discontinuité le long de la frontiére du domaine

X ]O,T[; et étant en présence d'une discontinuité, on peut soulever le

probléme de l'unicité, et ceci va permettre a partir d'un exemple de
définir en quel sens la solution doit satisfaire & la condition-limite.
Il se trouve en effet qu'il n'y a pas unicité si on ﬁe fait qu'éliminer
purement et simplement la condition-limite, et que la condition d'entro-
pie devra étre adaptée 4 ce genre
de discontinuité. Donnons d4'abord ; ua("t)
un exemple, encore avec l'équation

de BURGERS, c'est-i-dire Q=1

»

N
DTy SS I . X

fiu) = u2/2.

LY
)‘..----._ -

ALY

Les conditions initiales et aux -

limites sont les suivantes e

]
|
.

x=t~o

a(t)
b(t)

L]
t
—

-

[
-
-

uo(x) = 1 .

On ne peut pas trouver de solu~

tion vérifiant ces trois condi-
tions ; en effet la condition
en x = O n'est pas réalisée.

On peut cependant, pour tout

@ € [0,1] concevoir la solution
définie par

1 si x>t-a ,

u =
a(x't) x+0

t

si x<t-q .

La solution stationnaire, qui correspond @ & = 1, doit étre
écartée parce que pour u = 1, f'(u) = 1 et la propagation, dont le sens
est déterminé par 1'équation des caractéristiques (I.8) et la condition

de RANKINE HUGONIOT (I.12), se fait vers les x > O. En effet, en retenant
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cette solution (a = 1), on introduit une discontinuité au niveau de x = O
entre la solution et la condition-limite, qui ne satisfait pas & la con-
dition d'entropie (I.14). Il en est de méme pour toutes les solutions u
proposées ci-avant, avec a Q]O,l[ .+ et il ne reste plus que la solution
corrxespondant & o = O. Pour celle-ci, on a

Sup flu(o,t))~-fk)

6) :
kK € I(u(0,t),a(t)) ulost) - k

£0 (en fait = 0) ,

ol u(0,t) est la limite de u(x,t) lorsque x tend vers zéro en décroissant.

La discontinuité qui subsiste au niveau de la limite x = O ne
satisfait toujours pas & la condition d'entropie, mais d'aprés la condi-
tion de RANKINE HUGONIOT et 15 théorie des cara'ctéristiques, la propaga-
tion de cette discontinuité a lieu vers les x < 0, et a ainsi tendance
& sortir du domaine §} X]O,T r_. On peut remarquer gue la condition-limite
apparait dans (6). )

Pour n'avoir qu'une se-ule condition, exprimant & la fois les
cas ol i1 y a raccordement et les cas ol il n'y a pas raccordement, on
multiplie dans (6) par |u(0,t) —k| avant de prendre la borne supérieure,
ce qui ne change pas le signe. Pour le raccordement en x = 1, on a une
condition analogue, ‘qui. ékpri,_me qu'une éventuelle disco,ntinuit_é'restante
a une vitesse de propagatioh'non négative, de fagon.a& ne pas pouvoir
pénétrer & l'interieur de ‘Q X]o,TE

On exprimera donc les conditions aux limites de la fagon sui-
vante, en remarquant que pour les valeurs k considérées, (u(Q,t)-k) et
(u(0,t)-a(t)) sont de méme signe,

(7) . Sup

( [ sg(u(o,t)-a(t)) {£(u(,£)) £k} ]} = O
"k eX(u(,t),a(t))

pp (Jo,t)

(8) Inf

[ sguti, 0y -ben{fu, -] = o
XEI(u(l,t),b(t))

ep (Jo,r)

c'est-a-dire presque partout sur ]O,TE

- 119 -~

Dans le cas linéaire, pour £{u) = Au, (7) et (8) deviennent

Sup Mu,ey-xlp=0
k€I(u(o,t),a(t))
Inf )\|u(1,t)—k|§= o .

k€I(u(i,t),blt))

Si X est strictement positif, pour que le "Sup" soit nul, il
faut que l'intervalle I (u(0,t),a(t)) se réduise & un seul point, clest-a-
dire que

u(o,t) = a(t) [

ce qui exprime le raccordement. La borne "Inf" est réalisée pour
k = u(l,t), sans que le raccordement soit nécessaire. Si A est stricte-

ment négatif, c'est 1'inverse qui se produit.

Pour avoir existence et unicité d'une solution, on peut re-
prendre la définition 2 avec ¢ & support compact dans Q X ]O,TE, et inter
préter les conditions aux limites par (7) et (8). C'est ce qui a été fait
dans LE ROUX [5] On peut également construire une définition qui inclut

dans une méme formulation faible l'inégalité en k (I.25) et les condition

aux limites (7) et (8).

pans le cas multidimensionnel, on note V la normale unitaire
extérieure 4 I' , et les conditions aux limites s'écrivent, presque par-—

tout sur ' XJO,'I‘[;et dans le cadre du probléme (III.16)

(9) Inf
kE I {yulx,t) ;alx,t))

sglyu(x,t)-alx,t)) (£(yulx, tI-£(k) ). v pi=

ot Tu(x,t) est la trace de la solution u sur la frontiére, & l'instant t
et a(x,t) est la condition limite. Comme dans le cas du probléme de CAUCE
la solution est A variation bornée surxr QXjO,T [, et ceci permet de défii
sa trace sur I X]O,T[:. C'est l'objet du lemme suivant.
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Lemme 3 : Soit u€BV(Q x']O,T[:) 5 on peut définir sa trace yu dans L”(Q)
pour t =0, et dane L (I' x Jo,7[j.

Cette trace Yu est atteinte par une convergence en norme L.l.

De plus, pour toute fonction h € cl(lR)

y(h(w)) = hiyw

presque partout sur T X]o,'x‘[.

Démonstration

Comme u & B V(Q X :]O,TD, pour presque tout x € 2 , la fonc~
tion u{x,.) appartient & B V( ]O,T[} et donc admet en tout point une limite
4 droite et une limite & gauche. On peut en particulier passer & la limite
lorsque t tend vers zéro en décroissant, et noter Yu(x,0) cette limite.

Or u(x,t) est uniformément bornée sur X:]O,T[} car (] étant borné,

L@ xJo,r) o Bv(axJor]

et ainsi u(.,t) converge presque partout sur § vers vyu(.,0), en restant
borné. D'aprés le théox:eme de LEBESGUE, Yu(.,Q) est mesuxable et u(.,t)

converge vers yu(.,0) dans ! (Q). Il est immédiat qu'op a aussi,
Yu(.,0) € L”(@)-

On procéde de méme sur T X]O T[ Soit {el,...,e } 1la base
canonique de wF. En presque tout point (x,t) &l x ]O,T[tel que le
|
vecteur de base e; ne soit pas tangent & ' en ce point, on peut comme
précédimment définir une trace Yiu(x,t) + atteinte par une convergence
dans L° sur un voisinage du point considéré, tel que e, n'y soit jamais

tangent & ' . De plus Y u(x,t) est mesurable et bornée sur ce voisinage
de (x,t).

Il reste & rendre cette trace indépendante de la base. On

introduit du(x,.) la mesure de RADON associée i la distribution

g

grad u(x,.) = ( g: (XY penns gz (x,.)) .

On peut en effet identifier 1l'espace (de BANACH) des mesures
de RADON & l'espace B V(0 X ]O,TD/ R (voir par exemple YOSIDA).

Il vient alors, pour toute fonction

¢ e (P

et tout vecteur de base e choisis tels que ey

a I sur le support de ¢, la formule de GREEN suivante

ne soit jamais tangent

(10) Iyu \).¢ds=Judiv¢dx+I¢.du(x,.) '
i
: r Q Q
pour presque tout t ejO,T[-_ (cf. théorie de 1l'intégrale de STIELTJES).

Si un autre vecteur e 5 est non tangent & [ sur le support
de ¢, on déduit immédiatement de (10) que Y;u et Yj“ coincident presque
partout. On peut donc définir une trace unique, atteinte par exemple le
long de la normale par une convergence de type Ll. Cette trace est notée

Yu, et appartient & Lm(I‘ x ]O,TE. Le lemme 3 est démontré.

On peut également envisager le problédme aux limites associé
a l'équation compléte (I.1). La condition (9) se généralise sans probléme
et l'existence d'une trace sur § en t = 0 et sur T X]O,TE subsiste.
On peut aussi remarquer que dans ce cas, le probléme peut étre simplifié

en prenant la condition nulle au bord.

Etant donné a € C2 (T x Jo,7[) / on peut en effet prolonger a
de fagon réguliére a Q x:]O,TE. On note a ce prolongement. Si v est la
solution de l'équation (I.16) satisfaisant & une certaine condition ini-

tiale vo et 4 la condition aux limites a,au sens de (10) , on pose

et on vérifie que u satisfait 3 une équation du méme type que (I,16),
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4 savolr

[
o]

3 _ ) -
’a%* aiv (£(ura(x,t),x,t)) + gluta(x,t) ,x,t) + %% (x,t) =

en laissant inchangée la constante de LIPSCHITZ de g en u, ce qui confére
le méme type de continuité dans Ll(Q) des opérateurs de

respectivement aux équations en v et en u.

La condition {8) devient

Min sg(yw) (£(yura,x,t) - £0,x,8)) .v§ =0
k€I(yv,a)

!

et 1l suffit de poser k' = k-a, qui décrit I{yv,a) - {a} = I(yu,0) pour

obtenir (9) avec la nouvelle fonction £, et une condition nulle au bord.

Cette remarque permet de ne considérer lors de la démonstra-—
tion de l'existence et de l'unicité que le probléme avec condition nulle

au bord, ce qui est fait dans le prochain paragraphe.

‘

2. EXISTENCE ET UNICITE POUR LE PROBLEME AUX LIMITES

{ on ’considéi:e le probléme suivant, sur Qx lo,Tt

(11) g—:-+ Av(f(u,x,t)) + glux,t) =0 i (x,0)€Q xJo,2[,
|
(12) u(x,0) = uc(x) si xef |,
(13) Min sg(vw) (E(Yu,x,t) - £(k,x,8)) . vy = 0 ,
K E€I(Yu,0)

presque partout sur [ X ]O,T[.

Les hypothéses sur f et g sont les mémes que (I.4). On suppose
2
u de classe C“ sur {l. on reprend la fonction s9p définie en (I.17), et
on pose, pour { G,IRP

semigroupe associés

t ¢ [ { { | { { l
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2 2.1/2
||5||=(51+...+Ep) '

et (IIEH

In(E) = o sqn(y)dy .

On a alors, pour tout j € {1,...,p}

L

1 £
© = sq (el -

iy [el]

oy

+
et IT\ est une fonction convexe, puisque l'application de R dans IR

définie par

2
z —-—-»J sg_(y) dy
o M

est elle-méme convexe. Ceci assure que pour tout £ et tout vecteur welRp,

on a
2
r _.E__I.U_ (£) 2 0
(15) ) W ¥ :
k,j=1 &, an k5

La fonction Inb introduite ici généralise celle introduite

en (I.19), et permet mieux de traiter le laplacien, pour la méthode de

pseudo-viscosité, ayant.le méme compoitement; dans chaque direction. -

Pour établir l'existence, on utilise la méthode de pseudovis-—
cosité. On considére uee C2 (ﬁ x]O,TD , solution unique de l'équation
parabolique quasilinéaire sur Q x ]O,TD

du
8 =
(16) Ty + div(f(uelx,t)) + g(ue,x,t) €A u,

avec les conditions initiales et aux limites

“e(x'o) = uo(x) si x € q,

(17

ue(x,t) o] si xe I, t EJO,T[.

Le second membre de (16) correspond encore & un texrme de vis-
cosité, de coefficient € strictement positif, et destiné a tendre vers

zéro, L'existence et l'unicité pour ue solution de (16), (17) sont prouvée:
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dans la littérature ; on peut voir par exemple l'article de M.I. VISIK,

ou 1l'article de O.A. LADYZENSKAYA et N.N. URAL'CEVA. On étudie ici la

convergence de uE lorsque e tend vers zéro en restant positif, ce qui,

1
par un argument de compacité dans W '1(9 GQJO,T[B,permet d'établir l'exis-
tence d'une solution au probléme (11), (12), (13) vérifiant une certaine

condition d'entropie qui assure l'unicité. Cette solution est caractérisée
par la définition suivante.

Définition 3 : Une fonetion u € B V(? x Jo,T]) est solution du probléme

(18)

(19)

(11}, (12), (13) 8i, pour tout réel k et toute fonction
test non négative 1

2 -
¢ €c,, @xJo,y,
elle vérifie l'indgalité suivante

T
J J g]“’kl g%‘* sg (u-k) (£(u,x,t)~£(k,x,t)). grad ¢
Qo 3£ . ?

- [Glusx,t) + % &i (kox,0)] sg(u—k)¢§dx at
L1

+

T
+ J J Sg(k)(f(Yu,S,t)-f(k,s,t)). v ¢(s,t) ds dt > O,
Mo

et la condition initiale (13) presque partout sur I,
clest-a~dire ‘

\ Yu(x,0) = u_ (x) pp (D).

Le lemme 3 assure l'existence de la trace yu, sur [ x ]O,T[:

et sur  pour t = 0, qui est uniformément bornée et mesurable, et

ainsi l'inéquation (18) a un sens, de méme que (19). On a le résultat

suivant, dG & ClL. BARDOS, A.Y. LE ROUX et J.C. NEDELEC.
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Théoréme 11 : Le probléme (11), (12), (13) admet une solution unique
caractériade par la définition 3. Cette solution est la
limite dans L@ x Jo,r]) de {u } sy famille des
solutiong de (16), (17).

Démonstration

On procéde en trois étapes, en commengant par établir les
estimations a ppiori qui vont assurer la convergence d'une suite {uem}
vers une -fonction u & B V(2 X]O,TD . On vérifiera ensuite que u satis-
fait &4 la Définition 3. On établira enfin 1l'unicité, A& partir d'un résul-
tat de continuité dans Ll(Q) du semi-groupe associé a (11) et (13).
Certaines parties coincident avec des passages de la démonstration du
théoréme 1.

A - Les estimations a priori et la convergence

on va estimer u_ dans L (@ xJo,T[) 0 Wil x Jo.rf.
de fagon & établir la convergence. D'aprés le principe du maximum (voir
par exemple O.A. LADYZENSKAJA et N.N. URAL'CEVA), il existe une constante
MO ne dépendant que des données, c'est-a-dire de £, g, u, et du domaine
Q x :]O,T[, telle que pour tout ¢ > O,

(22) [u M .

<
EIL°°(Q x Jo, 3 °

Cette inégalité implique de ug est uniformément borné dans

Ll(Q x]O,le. L'estimation de la norme L1 peut aussi étre obtenue direc-

tement.

u
Pour estimer la norme L1 de =5, on dérive 1l'équation (16)
Bt aue .
par rapport & t et on la multiplie par sgn(sz—) , pour n > 0, destiné

a4 tendre vers zéro. On intégre ensuite sur  pour obtenir
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du
.S

J":) t sg_(v)dv } dx
o N

. aue' du,
+ JQ dlv[-ézl- (uc,x,t) —é-t—:lsgn(sr) dx

(23)
du
af 3 €
+ [Q div [at (UEIXIt)] + % [g(uelxlt)] Sgn (at ) dax
Bue aue
=g IQ A (5€— sgn( 5;7) dax
On intégre par parties le second et le dernier terme . Il
vient

du

j div [—-(u,x,t) Btj 59, ( ) dx
du Ju Ju
= - %% (ue'x't) (562 sgr'] (?)ZE)) . grad (SE-E—) dx,
9]

la condition au bord étant nulle. Lorsque n tend vers zéro, d'aprés le
lemme 1 (SAKS), ce terme tend vers zéro, en restant uniformément borné
sur]O,TL D'aprés le théoréme de LEBESGUE, ce terme tend encore vers
Zzéro avec n , une fois qu'il est intégré sur ]O,t[. On a en effet besoin
d'intégrer en t avant le passage & la limite en 7, pour pouvoir traiter
le premier tenm de (23). Dans le second terme de (23), on peut majorer
89y (Bt ) paxr 1. Le seoond membre de (23) n'est pas positif En effet,
en intéygrant par parties, il vient :

3u€ 2
grad (-5-5—) H ax '

Bueb Bue Bue
S s L IR E

et qui reste négatif aprés intégration en t. On obtient ainsi aprés inté-

gration sur ]O,t[de (23), et passage a la limite en n , l'inégalité :

du

du
&
at

£
ot

(-lt)‘ -
LY@

.,0) {
! Q)

dx ds

as N
< Jo IQ | div (Bt (ue,x,s)) 3¢ 9lu rxss)
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< L (u_,x,s) + (u_,x,s)
olg |l y % Bt 8t € 3t Yer¥e
——-———-—azf —-—au 39 dug
* 5u ot (UgrXes) 5y S (UgrXis) 3 } ax ds.

Cette derniére intégrale peut étre majorée en utilisant les

hypothéses (I 4) faites sur f et g. On note a_ et a, les constantes de

LIPSCHITZ respectlves de g et de la fonction (a valeurs vectorielles) %‘f? '
puis Y2 le maximum de la fonction continue
2
f
3 o ate |
k%

sur le compact E—MO,MO] x § x [O,T] . Il vient

du du
3~t—5— .,t)‘ ‘5—55 .,o)‘
L (Q) L Q)
J»t Bue
+ Y, ,mes () + o = (.,8) + o grad u ds
framr v, |52 ol e
en notant 1/2
u 2
| |gxad uellLl(Q) = |z ’ 5—-8— Cas)| .
k | 9% LY ()

On a également, en reprenant l'équation (16) en t = O,

Bu
at

i < div[f(uo,x,o)] + g(uo,x,O) - € Auo

LT

(. ,0)‘

PR
qu'on peut majorer par un terme de la forme
cy +cho|u | /
1 2
oyt g

ou C'1 et Cé sont des constantes indépendantes de € {(dans la mesure ou €

est borné par 1 par exemple), et qui ne dépendent que de f(0,.,0), de
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g(0,.,0) et de Q2 pour C!, et de £, g et de leurs dérivées pour C!

On obtient finalement :
du
e .,t)’Ll(ﬂ) £ ¢t o+ Célu°|w2'1(g) + Yyt mes (9
(24 t 3u€
+ fo (?0 3 (e8) e + o, |[graa ue("S)Ilnl(g)) ds

et on concluera en utilisant le lemme de GRONWALL~-BELLMANN aprés avoir
établi une majoration analogue pour grad u. .
Pour obtenir cette majoration, on prend le gradient de chaque

membre de l'équation (16), puis on effectue le produit scalaire dans m’p

per le vecteur dont les composantes sont données par
!

{

o1 i

ygﬂ(gradue).‘ 1 €3 <p.
. .

On intégre ensuite sur Q 1l'équation obtenue. En remarguant

que par intégration par parties, il vient

BIn 'Bue
e f jaTj' (grad ue) A (-a;-j—) ax

3
‘ ox 2u B
i - 9 n e ' '
="-€ L Z'I — (——(qradu))""“"“dx ‘
;5 1 Ja ﬁxi 3€j . € 3xi 'axj
oI du
: n 3 €
+e[ I = (grad u ) ——-(—-——) ds .
9t € v
I'j % o,
-
Bue
Or, sur la frontiére grad U = wo - + et en effectuant la dériva-

tion en xi dans l'intégrale sur Q , puis en regroupant les termes dans
l'intégrale sur la frontiére pour retrouver une dérivée normale, on obtient

que ce second membre est égal a

' 2
azxn 2%u_ 3 u_
“”I Poowrars (erad ug)  mp g dx
ik T3 Tk iM% Oy 0%y

9 Bue
+€JI‘ ‘g\j(In(—WV))ds .
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On effectue également la dérivation de div f(%,x,t) en xj,
puis une intégration par parties analogue & la précédente sur le terme
en -g—E— . grad In(grad uE) qui apparait. En tenant compte de l'expression

de 31 /o0&, , il vient
n J.

[}
i f In(grad ue(x,t))dx
Q
3?1 u %
=‘X£J Z-az_—‘;‘)ﬂ—(gradu)s“—%—"a——'gh- dx
i dg g,k 985 98 € O9x; Oxy dx; dx
(25) - fgdiv BTEJ (uE,x,t)]D|grad u€| |sgn(| |graa u [h-= In(grad ue)]dx
' - du_  sg (ngadu ||)
- J div %ﬁ—— (ue,x,t):] + a—i—[g(u ,x,t)] _3—x£ L & dx
iR -7 3 € 5 | |graa uell

Ju du
LI € ]_E e
fr € 5 [In (av v) aa (0s0/E) .Y T (av V)¢ do .

+

Comme précédemment, on intégre sur ]O,t[:avec o<t< T,
de fagon a pouvoir faire tendre 0 vers zéro dans le premier membre, puis
on considére séparément chague terme du second membre.

En appliquant (15), qui exprime la convexité de In ; au vecteur
de I1R® défini par

du

w = grad (—é;g)
i

pour chaque i € {1,...,p} ,il vient

2

) t 3 In 3 u 8 u.

—XJJEZ =3 (grad u_) dx ds & O,
iy Q 3k '&;j agk € 8xi axj axi 8xk

et ce terme disparait de (25).

Dans le second terme,

[|grad u€l| sgn(ngad u€|| ) - In (grad u )
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converge vers zéro lorsque n tend vers zéro, partout sur § X jO,GTE
En appliquant le théoréme de LEBESGUE, on obtient que ce second terme

tend vers zéro avec n.

Le troisiéme terme fait apparaitre la norme de grad uE dans

LY. on a

t du_ sg (]||graa u_||)
I T J f div [%5—(u ,x,s{] + 5§~ [g(ue,x,s)] S;Q n (3 dx ds
jJoQ 3 i 3 Ilgrad ue||

t
3
< jo IQ l 53—(ue,x,s) | |graa uell dx ds

t 32f
k
+ I J b} i 5;—5;— (ue.x.S)
0/Q j.k! i

| |graa u€|| dx ds

t
+ JO JQ (||grad(g)(ue,x,s)|| + ||gradiaiv f)(ue,x,s)ll) dx ds.

Ce dernier terme est bbrné ; en effet grad (g) et grad (div f)
sont des fonct‘ions continues sur le compact [—MO,MOJ X f-z X [O,T] . Il peut
étre majoré par un terme de la forme t Y, mes () . Les deux autres termes
peuvent étre estimés en utilisant les constantes de LIPSCHITZ (uniforme) de

.g et £, et.on réélise’ainéi une majoration globale du troisiéme terme par

t
J mes (1) + (@ + o.,) llgrad u (.;S)‘l ) ds -
o (YB o 2 € (@)

On considére maintenant l'intégrale sur la frontiére, ou
n'apparaissent que des dérivations par rapport a la direction normale,
parce que la condition nulle au bord fait disparaitre toutes les dérivées
tangentielles. On a, en remarquant que sur la frontiére, 1'équation (16)
s'écrit

Ju

£ .
%\; (Orx,8) —8—\)2 = e du_ - glOxt) - (@ 00t

- 131 -
la relation
t du du

9 € f €
Jo jr €55 (In(av v ) - 3y (010:8) .V In("é’\-)— V) } 80 ds

Jt J 2uE (aue) (Bue aue -1
=€ —sg(x—) - Au_ 1 G— V) do 4
o i1 | 32 oV e “n'\av ) (av ) s

+ .

-1
t i Bue BuE
Jo JF gl{0,0,s) + div £(0,0,s) I (—33—- v) (-5;)—») do ds .

Ce dernier terme peut étre borné uniformément par rapport a €

et N ; en effet, on a toujours
3u6 Bue -1
|In (53— V) (53—) l € .

En faisant tendre n vers zéro sur l'autre terme, en remarquant

que pour tout y,

l¥l
1
lim — sg _(y')dy' = sgly) ’
mo ¥ o N

on obtient & la limite

t 2
) ] u, :
E { } ‘ 5 A uE do ds .
o T v

En exprimant Aue en coordonnées tangentielles et normales,
on vérifie qu'il existe une constance C(T'} qui ne dépend que de T
(en fait de son rayon de courbure), telle que, en tout point de la fron-

tiére I' et pour tout se¢ ]O,t[,

82u

auE
- A ue . .

€
2

g ¢ (D) I

v

On utilise maintenant un résultat di 4 Cl. BARDOS, D. BREZIS
et H. BREZIS, qui permet d'exprimer, en norme Ll, le gradient sur la fron-

tiére par le Laplacien & 1l'intérieur de (), lorsque la fonction considérée

vérifie une condition nulle au bord. On a alors pour tout s,
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< ’ € A“e‘("S) Ll(ﬂ)

On reprend maintenant l'équation (16) pour exprimer ¢ Aua
en fonction de u et de ses dérivées premiéres, et il vient une majoration
€

de la forme

b 3 llgraa u ool +x
€ {.,8) £ (.,8) +a, grad u (.8 1 2
v gy o 1F i@ L@
avec
vy, = |div £ + gf
2 ..Lm(]—uo,uofx Q xJo,mD
On obtient finalement, a partir de (25), la majoration
ngadu (.,t)ll € ngadull
€ Ll @ : o ’L1 )
£\ '
(26) + J (Y2+Y3)mes(ﬂ) +[ao+ u2(1+C(F))} | |graa us(.,s)| lLl(Q) '
(6]
3u€
+ c(l) ‘.B_t— Ces)| ds .
. EUR L™ ()
On additionne (24) et (26), pour obtenir l'inégalité s
- [ [ o
{(.,€) + grad u_{.,t) € c,+ C.lu
dt Ll @ € Ll ) » 1 2' 70 w2,1(9)
(27)
t aus
+ C J 5’{‘-("5) 1 + ngad ue(.,s)ll i ds
3 Ll @) L' @)

0

valable pour tout t 6]O,T[_, et ol Cl' C2 et_C3 sont des constantes indé-
pendantes de € ; elles ne dépendent que du domaine § X ]O,T[, et des
fonctions £, g et de leurs dérivées sur ]Mo'Mo[x Q X]O,T[. On peut remar-
quer que, dépendant de Mo' elles dépendent d'une certaine fagon de u s

mais la régularité de ug n'intervient pas.
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On applique le lemme de GRONWALL BELLMANN (Cf. H. BREZIS par

exemple) , et on obtient la majoration suivante, pour tout t e]o,'r[:

du

Cat
€ 3
s (.,t)

+ ||grad u_(..t) || g(c+c|u| )e
L@ € tra \ NP oW

Cette estimation et (22) permettent de conclure qu'il existe
une constante Ko, indépendante de €, telle que
u

£
3t

(28) K_.

+ [|grad u £
” EHLl(QX]O,TD (o}

| *

€ 1®@xjo, T ! @xJo,Tf)
Ainsi, la famille {u_} est bornée dans wl'l(ﬂ X]O TD, et
’ E €>O r

d'aprés le théoréme de RIESZ-TAMARKIN, on peut en extraire une suite {uem}m

convergente (fortement) dans LI(Q x ]O,TD . On note u sa limite.

D'aprés (22), U., converge aussi vers u dans Lw faible %, donc u est borné,

1,1

et de plus W (@ % ]O,TD s'injecte continlment dans BV(Q X ]O,TD, on

en déduit que u appartient & BV(2 X jO,TD . On peut ajouter également qu'il

y a convergence faible dans l'espace des mesures de RADON.

B - Existence

On démontre maintenant que u satisfait aux critéres de la Défi-
nition 3. D'aprés le lemme 3, u admet une trace notée <vyu(.,0) en t = O qui
appartient a Lm(Q) et est la limite dans LI(Q) de u(.,t) lorsque t tend
vers zéro. D'aprés le théoréme de FUBISI, pour presque tout t, uem("t)
converge vers u(.,t) presque partout sur (il s'agit en fait d'une
sous-suite extraite de uem)' et par le théoréme de LEBESGUE, en utilisant
{22), on établit que pour presque tout t, uem"'t) converge vers uf(.,t)
dans Ll(Q). De plus, u, vérifiant la condition initiale, on a

fu_(.,t) =~ u |
€ OLl(Q) o

d'aprés (28). On peut donc, pour presque tout t & ]O,T[:, passer & la limite

en m sur chaque terme du second membre de 1l'inégalité
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|ya(.,0) - uol ! ¢ |yu(.,0) - ul.,t}|

@ Lh@
+ Ju(.,t) - u ﬁ(.,t)| 1
L ()
+ Ju_ oty = u | (€ Kt)
€m o LI(Q) [e}
On obtient
|yu(.,0) - u | € Kt
o Ll(Q) o

f

et cecl pour presque touﬁ t G,]O,T[: On fait tendre t vers zéro et on
obtient (19).

Il reste a prouver (18). On introduit k & IR, et une fonc-
tion test

2

bec , @ x Jo,t) -

on multiplie, pour n > O et € € {e m}m , 1'équation (16) par
] sgn(u€ - k), et -on intégre par parties sur Q x IO,T[; Il vient l'ex-

pression suivante (donc chaque terme est noté Ti , i=1,..., 8)

LT u
I "J J € sg (v-k) adv %% dx dt (Tl)
a o k N :

+ Lz sqp (k) (f(ue,x,t)—f(k,x,t)).gradtb dx dt (r,)

sgp (ugk) (aiv £0,x0) + grad(u_,x,t))¢ ax at (T3

(£lugrx,t)-£(k,x,t)) .grad ug sgy (ugmk) ¢ dx de  (T,)

S Ro Ro 2o A

4
(29)
_ _ 2
= g JQ sgﬁ (u, k) |graa uEI ¢ dx dt (TS)
T
+ € I [ sgn(ua-k) grad uc - grad ¢ dx dt (T6)

e
©

Bue
sgn(k) T ¢ 4ao dt (T

i
— ——
- -
o = O
3
mv

sgn(k) (£(0,0,t) - £(k,0,t)) . v ¢ do dt
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on fait tendre n vers zéro. Les termes Tl' '1‘2 et T3 donnent

4 la limite

T
[ J [lu k| 4 sg(u k) (Eu_,x, ) -E(,x,0)) . grad ¢
oo € 3t € €
(30)
- sg(u k) (aiv £(k,x,t) + g(uE,x,t))cj)] dx dat

clest-a-dire le premier terme de (18) aprés passage 4 la limite en €,

ce qui sera fait plus tard.

D'aprés le lemme 1, le terme T3 tend vers zéro.
Le terme T5 est non négatif ; on le minore par zéro.

p'aprés (28), le terme T6 peut é&tre majoré par

(31) e ||orad ¢|] K ,
L@ °

et va tendre vers zéro avec g .

I1 reste les termes sur la frontidre, od le passage & la limit

en 1y est immédiat.

On passe'maintenant a4 la limite'en € ; pour passer a la limit
sur (30), on procéde par régularisation, en utilisant le lemme 2. On obtie
bien le premier membre de (18) & la limite. Ceci ne perturbe pas le terme
(31), qui donne encore zéro a la limite. On considére maintenant les terme
sur la frontidre, c'est-a-dire, aprés régularisation 1'expression suivante
(voir lemme 2), ol n eét le nouveau paramétre de régularisatiﬁn, destiné a

tendre vers zéro

1 T BuE
= sg' (E-k) J J € sg(f) == ¢ do dt
(IR 2 r'o v
(32)

* I r sq(&) (£(§,0,8) - £(0,0,t)) . V ¢ do dtjdg
T~ o

Il est immédiat que lorsque n tend vers zéro ,
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T .
J L sg* (£-k) I J sqg(E)(£(E,0,£)-£(0,0,t)).v.¢ avdt dE
2 n :
R r-/o
converxge vers

T
J J sg(k) (£(k,0,t) - £(0,0,t)) .V ¢ & dt ;
r’o

il suffit en effet d'introduire (-f(k,o,t) + f(k,O,t)) dans l'intégrale
sur T x:]our[, et d'utiliser la constante de LIPSCHITZ de f en u (ici

en £ ou k), comme dans la démonstration du lemme 2.

pans 1'autre intégrale, on commence par effectuer le passage
a4 la limite en €. En supposant qu'on ait obtenu une limite, le passage &
la limite en 1 devient immédiat, la limite obtenue étant indépendante de E.

On considére donc

T Bue
EII 1¢§—v— do dt
r-‘o

On introduit une fonction p(S é;Cz(ﬁ). non négative, dépendant

d'un paramétre & destiné & tendre vers zéro et telle que

pglo) =1 si oerl,
pa(x): =0 - si xe et dist(x,Iy 26 ,
(33) ‘ : - ‘
' 0&pg & 1 sur £ '
”grad pGH © & c/ 8 [
L (Q

ol C est une constante indépendante de §. Une telle fonction peut se cons-
truire par exemple en régularisant la fonction indicatrice du complémen-

taire d'un ouvert QG , défini par

Q =2x69|d%um)zw2£:

puis en utilisant la suite jm introduite au début de la démonstration du
théoréme 1. On a alors, en écrivant que ¢(o,t) est la trace sur I X ]O,Tl:

de Pg(x) d(x,t), l'égalité
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f JT Bue
€ = ¢ do dt
rlo v

T
= JQ JO € AuC ¢ ps + grad u - grad(¢ pd) dx dt

c'est~a-dire, en utilisant l'équation (16), et en intégrant par parties

S
= - JQJ U Se + f(ue,x,t).gradtﬁ— g(ue,x,t)¢ padx dt

I
i
W

On fait tendre ¢ vers zéro, le passage 4 la limite est immé-

[ el

¢ f(us,x,t) . grad Ps dx dt

=H O

¢ £(0,0,t) . V dg 4t

=B O

€ grad uE . grad (¢ p(S ) dx dt .

o]

diat sur chaque terme de l'expression précédente; car il suffit d'y changer

uE en u, sauf peut—-étre pour le dernier ol il faut remarquer que

e loxad u ||,
L™ (Q)

tend vers zéro avec ¢ ,‘d'aprés*l'estimétidn (28). On fait tendre ensuite

§ vers zéro ; le premier terme tend vers zéro, éar il s'agit de l'intégrale

d'une fonction de Ll(Q x Jo.r[)+ sur une partie de Q .X]O,T[dont la

mesure de LEBESGUE tend vers zéro. Le dernier terme est indépendant de 6.

En notant dv(x,t) la mesure de RADON associée a div [i(u,x,t)], on a la

formule de GREEN suivante, analogue 3 (10), et en utilisant le lemme 3,

car £ est continue en u,

J J,P grad Pg . flu,x,t) ¢ dx at = J r £(Yu,0,t) .V ¢ 40 dt
2 ‘o I’o

- J IT P 9 aAvix,t) - J fT Pg flusx,t) . grad ¢ dx dt.
Qo 2 ‘o

Cette derniére intégrale tend vers zéro, comme précédemment,
et il en est de méme de la précédente. En effet, pg tend vers zéro

partout sur Q x ]O,T[ , donc presque partout pour la mesure av{x,t), et



- 138 ~

on conclut par le théoxéme de LEBESGUE. On obtient donc finalement le

résultat de convergence faible suivant

3u€ T
lim J J € R— ¢ a0 dat = - J I f(Yu,0,t).v ¢ do dt
(34) €0 ‘T ‘0 ' ‘o

T
+J j ¢ £(0,0,t). vV do dt .
r ‘o

on introduit ce résultat dans (32), o le passage a la limite
ne pose aucun probléme en utilisant le théoréme de LEBESGUE une fois de
plus. On effectue ensuite le passage & la limite en n , et on obtient,
a4 partir de (29)

T 3
J I Ju-k| 5%-+ sg (u-k) (£ (u,x,t)-£(k,x,t)) . grad ¢
alo

- sg(u-k) (div £ (k,x,t) + glu,x,t))¢ § ax dt

3 J r ¢ v.E-f(Yu.c,t) + f(OIO:t)'f(O,O,t)+f(k,0,t)] sg(k)do 4t ,
T ‘o

v}

c'est-a-dire exactement (18), puisque £(0,0,t) disparait du second membre.
Ltexistence d'une solution vérifiant les critéres de la Définition 3 est
établie. '

C - Unicité

Soient u et v deux fonctions appartenant & BV(Q X ]O,T[:) , et
vérifiant la relation (18). Ces deux fonctions sont ainsi supposées satis-

faire aux mémes conditions aux limites.

En prenant dans (18) une fonction ¢ & support compact dans
Q X]O,T[, on obtient exactement (I.25), dont on peut déduire (1.34) de
la méme fagon que dans l'article de S.N. KRUZKOV. On a donc

. .
J J fu-v| %‘E + sg(u-v) (£(u,x,t) - £(v,x,t) )} . grad ¢
Q/0

(35)
- sg(u~v) (g{u,x,t) - g(v,x,t)) ¢ rax dt 2 o ,
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", 2
pour toute fonction ¢ E.Co+( Q x ]O,TD .

. 2
Soit y EZCO+ (]O,TD et § > O ; on reprend une fonction de la
p(S introduite en (33), et on utilise dans (35) la fonction test
définie sur x:]O,Tl:par

forme

$(x,t) = 'l'(t) (1 - DG (x)) -
de fagon & faire apparaitre la trace sur la frontiére lorsque & tend vers
zéro. Ce passage & la limite fait apparaitre une intégrale sur la frontieé
ol interviennent les traces respectives de u et v, qui existent d'aprés 1
lemme 3, et on obtient, comme pour établir (34), 1'inégalité suivante,
. 2
valable pour toute fonction Y g Co+(]O,TD P

T
fﬁ J fu-v[pr (t) - sgu-v) (glu,x,t)-g(v,x,t)) (&)} ax at
(o]
(36)

T
b3 JI‘ J sglyu - yv) (£(yu,0,t) - £(yv,0,t)). vy (t) do dat.
0

On veut maintenant prouver que le second membre de (36) est

non négatif. En un point (0,t) de T XjO,T[ ¢ on définit le nombre réel
k(o,t) par '

Yu(o,t) ,si yulo,t) € 1(0,yv(o,t)) '

(37) k{o,t) = (o] si O & I(yu(o,t),yv(o,t)) '
yvig,t) si Yv(o,t) € 1(0,yu(g,t)) .

Ceci signifie que des trois quantités yu(o,t), yv(o,t) et O,

on note k(o,t) celle qui appartient & 1l'intervalle fermé limité par les

deux autres. On a alors la relation suivante, valable presque partout sur
I x jO,TE, pour k = k(0,t)

sglyu - Yv) (f{yu,0,t) - £{yv,0,t)) ="
(38)

sglyw) (£(yu,0,t) - £(k,0,8)) + sg(yv) (£(yv,0,t) - £(k.0,t)

On établit cette relation en considérant 1'une aprés l'autre

chaque valeur possible de k(0,t) donnée dans (37).
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. Comme au chapitre I, on prend la fonction { de la forme
Prenons maintenant dans (18), la fonction test ¢ définie par : .
-Q
v (%) P(t) = e ° um(t) , (ao constante de LIPSCHITZ de g)
$(x,t) = ¥(t) pgix '

ot Y et pg sont les mémes fonctions que celles introduites précédemment. ol um est une approximation réguliére de la fonction indicatrice d'un

intervalle [Eo'tlj C ]O,T[; On obtient une inégalité analogue & (I.36)

en passant 4 la limite en m, qui s'écrit ici

On obtient, en passant & la limite en § , pour tout k &€ IR et presque
partout sur T X]O,T[

a (t -t )
laCepviep] | s e® 1o laCotd=viae )|, .
L (0 LHQ

(ftyu,0,t) - £(k,0,8)) . v (sgyu- k) + sgx)) 3> o. : : (39)

En prenant

: On en déduit l'unicité en faisant tendre t0 vers zéro, lorsque
! .

u et v satisfont 4 la méme condition initiale. Le théoréme 11 est démontré.

k € I(Yu,0) ,

il vient ’

sg(yu - k) = -sg(k) = sg(yu)

X
si k est différent de O ou de Yu. Dans les autres cas, on a toujours

sg(yu - k) + sg(k) = sg{yu) ’ La relation (39) appelle une remarque ; elle exprime que le

semigroupe associé & l'équation (11) et & la condition aux limites nulle
et ainsi, pour tout k € I(yu,0), on retrouve (13), c'est-a-dire

par l'inéquation (18) est une application continue dans Ll(Q). Lorsque g

) ne dépend pas de.la variable u, cette application est une contraction.
csg(yw) (£(yu,0,t) - £(k,0,8)) . v 2 O,

On retrouve ainsi les mémes propriétés que pour le probléme de CAUCHY.

On a la méme 1hégglité pour Yv et k 65'I(Yv,0). Or,dans (37),

On peut traiter également le probléme (11), (12), (13) sur
on a

un ouvert  non borné. La formulation de la définition reste la méme ,
k = k(0,t) € IL{yu,0) (\ I(Yv,0) . :

en précisant que

En multipliant par n scalairement, on vérifie ainsi, & partir

weL (@ x Jo,o) nv, (2 x Jo,o)
de (38), que pour presque tout (0,t) €T X ]O,T[_—_,

et le théoréme d'existence et d'unicité reste vrai. On procéde comme au
sg(yu - Yv) (£(yu,0,t) - £(yv,0,t)) . v 3 o.

théoréme 11 prés de la frontiére, et comme au théoréme 1 en faisant inter-

venir le cdne caractéristique, sur les parties de ouvertes sur 1l'in-

On déduit donc de (36) que fini. Ce probléme est traité dans LE ROUX Bﬂ dans le cadre monodimensionne]

I JT lu-vipre) - sgtu-v) (glux,t) = glv,x,t)) () ¢ dx at > o.
Qlo
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La formulation de la solution donnée dans la Définition 3
se généralise de la fagon suivante, dans le cas d'une condition aux
limites a(g,t) non nécessairement nulle, c'est-a-dire pour le probléme

(11), (12), (9). On conserve (19), et on remplace (18) par

.

J r |u-k|4-§—‘£-+ sg (u-k) (f(u,x,t) - f(k,x,t)) . grad ¢
‘0
(40) - E;(u,x,t) + div f(k,x,t):l sg(u-k) ¢ dx dt

+ I r sg(k-a) (f(yu,0,t) - £(k,0,t)) . V¢ do dt 3 O ;
T’o

1
le théoréme 11 reste vrai.

On peut remarquer également que (9) peut &tre déduit de (40),
de la méme fagon que (13) a été déduit de (18).

CHAPITRE V

APPROXIMATION POUR LE PROBLEME AUX LIMITES

1. LE SCHEMA DE GODUNOV

On considére le probléme suivant pour {2 =]O,1E

du . 3
(1) Ae g £ =0 si (xt) € axJosr[,

avec pour condition initiale

(2) u({x,0) = uo(x) si x€Q ,

et les conditions aux limites, presque partout sur ]O,TE -

(3) Sup sg(yu(o,t)—a(t))(f(yu(O,t)) - fk))¢ =0,
kKE€I(yu(o,t),alt)) :

(4) Inf sg{yu(l,t)~b(t)) (E(yu(l, &) - £(k))(=o0.
K& Ilyu(l,t),b(t)) '

On suppose, ce qui est une hypothése plus faible que dans le
chapitre précédent
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uo€ BV () i a,b € BV(O,T) i

et on se propose de démontrer la convergence du schéma de GODUNOV sans

faire de relévement, qui permettrait d'annuler a et b.

Soit I un entier, destiné A tendre vers l'infini ; on pose

.

h=1/1 ,

puis on reprend le maillage introduit au chapitre II, et les mémes nota-

tions. Pour tout n < N, on note

_ 1 . = 1 .
(5) u & L a(t)dt ; u = IJ bityac
n n

et pour L & I-1

oL
(6) ug =4 JI u {x) dx

i
au besoin en prolongeant a, b et u, par parité, au voisinage de O et 1.

+
Pour i € {1,...,I—1} et n < N, chaque uz ! est calculé par

le schéma de GODUNOV, construit au chapitre II

n n n :

9i41/2 e I(ui+1. ui) réalise
(N n _ n

Miﬁ . sg(ui+1 ui) £(k) B

K€I(u;,0uy)

et
ntl _ n n _ n

(8) wl o=y q(f(ui+1/2) f(ui_l/z)) . |

On note Uy la fonction égale & la constante uz sur chaque
pavé Ii X Jn ; on a le résultat de convergence suivant, '
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Théoréme 12 :  Sous la condition de stabilité de Courant Friedrichs Lewy
9 ] =
(9) q uszﬁ lf (u)l £ 1 B M= Max(]uole,]al °°.Ibl m) '

la famille {“h}h>o des solutions approchées construites
par le schéma de GODUNOV (6), (?) converge vers

u eBv(@ x Jo,r[), solution du probléeme (1), (2), (3),
(4) et caractérisée par la définition 3, dans

LI(Q X:]O,T[), lorsque h tend vers zéro.

Démonstration

‘On utilise de nombreux résultats de la démonstration du

théoréme II. Tout d'abord, d'aprés (II.20), on a pour tout couple (i,n)

n+1 n n
AL S“P('“i-l/zl'l“il'l“:+1/2l)

. . oo
et la stabilité dans L () est assurée ; il vient de proche en proche

(10) |uh|

€ Max{|u | la| /b = M.

L7 x]o,fr[) i wo,m 10,7

On a également l'analogue de (II.28) qui exprime la conser-
vation de la variation bornée en temps

I-1
n+1 n n n
L u, - u, < I Jju, -
iy luy it S n gy uy
dont on déduit
- n+1 n 1
(1 L Ju, - u n _.n ntl_ n ntl_ n
. | " SRS izo Y ui| + u u | + I I uI| P

qui fait apparaitre les variations respectives de a et de b.
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La conservation de la variation bornée en espace se démontre

a partir de (II-30), c'est-d-dire, pour i efly,...,1-2}

n+i n+1 n n n n _.n
iy -uy L& lugmuil —aeEg 0 e, Uy |
n n n n
(12) +af €y o) luj-i_y ol A (EL 5 ) 10y Biaygn]
n n
+af' (€4 boipy/2 ul,

D'autre part,

ol

4 i +1
|u?+1~ L\n+1‘ < |u?" ug - q(f(ug/2)"f(‘-{{/2))| + |u2 RN

|
(13) € |u?— “2' - qf'(Eg/d) Iu?- u?/2| + qf‘(52/4) lu?/2— uzl '
n+l n
+|u "Ul '
‘o o

en procédant comme pour établir (II.28).

De la méme fagon .

ﬂ+1 _ .o+l

n n l
by Yr-1

n ' n -

' < Juf - el - aftED g ) Iupy v

(14)
Vel n _ n -

+ o af'(Ep g, |upg pgsel * lup T oug

En sommant (12) en i 6&&,...,1-2} , puis en y ajoutant (13)

et (14), il vient

-1 n+l_ n+1l < -1

| n nl n+l_
(13 s bojyym ug

I

n+l_ n
o] o

url +

Les estimations (10), (11), et (15), ainsi que les hypothéses
de variation bornée faites sur a et b, assurent que l'on peut extraire de
la famille {uh} une suite {uh } convergente vers u€ BV(Q X ]O,TD, dans
LI(Q XJO,TD . La démonstratTon est identique & celle de la démonstra-
tion du théoréme II, paragraphe D. On sait, d'aprés le lemme 3 que u admet
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une trace 7Yu(x) en t = O, et en reprenant le paragraphe F de la démons~

tration du théoréme iI, on établit que u satisfait & (Iv.19).

Il reste & vérifier (IV,18). On reprend (1X.39), qui s'écrit
ici, pour tout k € R et pour i €{1,...,1-1}
[ k] ¢ o= x| - qsg®, k) (20, ) -£00)
i i i+1/2 itl1/2
(16)

n n
* qsgluf_| - k) (f(ui_l/z)—f(k)) )

On introduit une fonction test

2

[=3
¢ cO,+

@ x Jo,op .
qu'on approche par des projections de type L2, comme précédemment, et on
obtient en multipliant (16) par hm¢§ , en sommant en i et n puis en passa

4 la limite en hm , l'inéquation suivante

J r3lu-k| 2y sgtun (w-£m) RLlaxaes o,
X
2o ,

c'est-a~dire (18) sans le terme sur la frontiére.

Pour &tablir (18), on va maintenant vérifier (3) et (4).

Soitlxedhm} et une fonction test

q;e.cél+ (Jo.tD -
n_ L
On note o= an IJ P(t) dc ’

¢

et pour k € IR, i €{1,...,I~-1} fixés, on multiplie (16) par h wn, puis
on somme en n. Il vient, si h est assez petit ,
N

n n n
nEO sqluy,; " W (£, )-£00) W% an

N n_n-1
n _ n _ n n_ vy-u 2
§ Iisat k) (£ _y )00 0" an + Juj- k] SURE O
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On recommence l'opération pour i-1,i~2,...,etc... et il vient,

de proche en proche, pour tout ie{t, .., 1-1} ,

N
1 n I
I osaluyyym 0 (£tug,) ) "EK)) ¢ ab
N n “ n n
(17 13 n:o sgluy o= k) (f(ul/z)-f(k)) ¥ gh
N i n n-1
+ I z Iur.‘-k| y)——:c—lhl‘p——-—— qh2 .

n=0 j=1 I

On définit ’&h par rl\fh(x,t) = u:+1/2 si (x,t) € I1 X Jn .

Comme {uh} converbe vers u, on sait que {"Xh } converge aussi vers u dans
m m

Ll(Q X]O,TD ; on peut en extraire une sous-suite convergente presque

partout sur 2 X ]O,T[ vers u, et ainsi pour presque tout x € Q , cette

sous-suite encore notée '\ih (x,.) converge vers u(x,.) presque partout

sur ]O,T[__ , d'aprés le thégréme de FUBINI. De plus, ;h (x,.) reste bornée,

et donc, d'aprés le théoréme de LEBESGUE, pour presquemtout x €

(18) lim 8 (0 - b | =0 .
. m

meo L1 (0,T)

!

Soit x €.{1, tel que (18) soit vérifié. On note i l'entier tel

que x € Ii' et on vérifie gqu'alors le premier membre de (17) s'écrit

'

sg('&'h (x,t) -k) (f(?{h (x,£)) - £00))p(tyat
o m m

qui converge vers

T
I sg(ulx,t)~k) (E(uix,t)) - £(0)) y()ar .
(o]

Le dernier terme de (17) peut étre majoré ainsi

n n-1
£ T |ui- x| ﬂL:%——~ qhi ¢ (m+ |x]) |or| _miing)
n jgi Ly L

ou ihm converge vers Xx.

rap
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Pour estimer l'autre terme de (17), on remarque que pour tout

n <N, on a

n n n n
(19) sg(ul/z—k) (f(u1/2)~f(k)) & sg(u - k) (f(ul/z) - £(k)) .

n

En effet, si sg(ul/z- k) = sg(ug- k), la démonstration est

. . = uh n n
) évidente. Elle l'est encore si k. u1/2. si k. € I(u1/2,uo), alors,par

X n
construction de u1/2 , d'aprés (7),

n

12 - £(k)) € © ,

sglu] o= k) (£

! s _.n n n
et (19) est vrai si k = u,. Si k # L] k # ul/2 , alors
n _ n_
sg(ul/2 k) = sg(uo k)
si k € I(u?/z, “2) ; le premier membre de (19) est non positif, et le

second est non négatif.

On définit maintenant sur ]O,T[: , pour tout m, la fonction Bm

par

n
Balt) = 4y st ted,
puis la fonction a, par
n . .
a (t) =u si te J .
m (o} n

Il est évident que am'converge vers a dans LI(O,T) . La suite
Bm est uniformément bornée, donc aussi la suite f(Bm) . On peut en extraire
une sous-suite, encore notée {f(Bm) }m ; quil converge vers une ﬁonction

A eLw(O,T) dans Lm(O,T) faible # . Il vient alors

i sg(u?/2— X) (f(u?/z) - £(k) y" qh

T
< J sg(a - k) (£(B) - £(k)) " (B) at.
(o]
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Pour paséer a la limite sur sg(am~ k), on régularise et on
utilise le lemme 2. Les passages a4 la limite sur les premiers et derniers

termes de (17) restent inchangés, et 11 reste A passer & la limite sur

S————
(SIS

sgﬁ(&-k) IT sq(am~ 3] (f(Bm)—f(E)) Y(t)at
0

sgﬁ(&-k) Jz sgla - £) f(Bm) y(tyat

[
—
B
[NSIE

T

sga(i-k) I sgla - £) £(&) Y(r)at
o]

1
—————
=
[SIE

Lelpassage 4 la limite sur ce dernier terme est immédiat,

d'aprés le lemme 2. L'autre terme vaut

T
[O £(8,) W(E) sq (a,(0)-k) at

dont la limite en m est

[T A{t) () sg (a(t)-k) dt .
o n

On passe maintenant & la limité en N en utilisant le théoréme
de LEBESGUE, et il vient, aprés passage a la limite, & partir de (17), en
m puis en n , 1l'inégalité :

T
J sg ulx,t)-k) (£(u(x,t))-£(k)) P(t)at
0

£ JT sgla(t)-k) (A(t)-£(k)) p(r)de + (M + |k[) [y’] ST x
o L

On fait tendre x vers O, en évitant l'ensemble de mesure nulle

de ]O,l[: pour lequel (18) n'est pas valable. Il vient, pour la trace de u

enx=0,
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T
J sglyu - k) (£(vu) - £(k))p(t)at < IT sgla(t)-kx) (A(t)-£(k)) Y(t)at.
o 0

En prenant successivement k < -M et k > M, on obtient
(20) A®) = £(yuo,0)
puis pour k € I (Yu(o,t),a(t))

sg(yu-a) (£(yw-£(kx)) € o pp (0,7
dont on déduit (3) immédiatement.

La démonstration de (4) se fait de la méme fagon. Il reste
a4 prouver que (IV.18) est équivalent & (3), (4) et (IV.18) avec ¢ nulle
sur la frontiére. On sait, depuis le théoréme 11 (unicité). que (1v.18) im
pligque (3) et (4).

. 2
soit ¢ €C°'+ ([0,1] X]O,TD ; on écrit (IV.18) avec une
fonction test de la forme ¢(1-06), donc nulle sur la frontiére, puis on

passe & la limite en 8 , pour obténir

T s ‘ ,
]
j f [,lu-kl 5%‘+ sg(u-k) (£(w-£(x)) %%-] dx at 2
193]

T
(21) - J sg (Yu(0,t)-k) (£(vu(0,t)) -£(k)) é(0,t) at
Q

+ IT sg (Yu(llt)-k) (£(vu(1,e)) ~£00) $(1,t)at .
(6]

On ajoute
T

- I sg(k-a(t)) (f(Yu(O.t))—f(k)) $(0,t)at
0
T

+ J sg(k-b(t)) (£(yu(1l,£))-£(k)) ¢(1,t)dt
0

a4 chaque membre de 1'inégalité (21), de fagon a faire apparaitre le pre~-
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mier membre de (IV.40). Il reste A prouver que le second wembre,
c'est-a-dire

- F[SG(Yu(O.t)-k) + sglk-a(6))] [e(wio,))-£0)]  d(0,t)at
[o}

+ F[SG(Yu(lrt)f"k) + sg(k-b(6))] [£(yut, )~ £)] ¢(1,t)at
(o] .

est non négatif. Il s'agit de la somme de deux texmes, dont le premier
est l'intégrale sur ]O,T[_- de la fonction

- [s9 (vuto,t)-k) + sg(k-a(e))] [E(vuo,0))-£00] ¢(0,0).

|
Si ke 1 (Yu(o,t),a(t)), cette expression est nulle, et elle
est non négative si k € I(Yu(o,t),a(t)) , d'aprés (3). Il en est de méme
de l'autre terme, et on obtient ainsi (IV.40). Le théoréme 12 est démontré.

2., LE SCHEMA (III.48) (GODUNOV QUASI D'ORDRE DEUX)

On se propose d'étendre la conclusion du théoréme 12 au
schéma quasi. d'ordre deux construit i partir du schéma de GODUNOV. Ce
" schéma est décrit en (I11.48) et sa convergence est démontrée. au théoréme 9,
dans le cadre du probléme de CAUCHY ; il s'agit du schéma suivant

. n n n
22, n n
( i) ui+1/2 [ I(ui,ui+1) réalise . r:‘j;g & sg(ui+1_ui)f(k)
174+1
. wn n n
22.ii =4 - %
(22.14) 3+1/2 T 2 [f‘“in) 285,400 ¥ £l

Vel n
QE' (B, ) (EQuy, ) - f(u‘i‘))]
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n

(22.ii1) aP = sg(u,,- u") Max J0,Min||a [, o
: it/2 D8I T Y ' iv1/2t! '

n n n n n n
sg(ui+2 ui+1) sg(u:L+1 ui) qlf(ui+3/2) - f(uj.+1/2)|‘

n n n n n n
sg(u;= uy ) sglug, = up) alfluy,, ) - f(ui~1/2)']§

ntt _ n _ n _ n _.n n
(22.1v) up o=yl ) - By ) S @, YA,

avec o e]o,l[et C > 0 arbitraires dans (22.iii). On a le résultat de

convergence suivant.

Théoréme 13 : Sous la condition de stabilité
. . .
(23) q Sw [f'(w] ¢ 3
lul <M
avec M = Max Iuol . ' |a| o ' |b| © '
L (0,1) L (0,T) L (0,T)

et st la condition initiale u et les conditions aux
limites a et b admettent un nombre fini de changements
de monotonie, la f‘amille’ {qh}h>o, des golutions approchées
constryites par le schéma (22), converge lorsque h tend
vers zéro, vers u, solution du probiléme (1),(2),(3),(4)

et caractérisée par la définition 3, dans L'(Q xJo,t[).

Démonstration

En reprenant les démonstrations du théoréme 12 et du théoréme 9

on établit que la famille {uh} contient une suite {uh } convergente

h>0
dans LI(Q X :]O,T[:) , vers une fonction uwe BV({2 X]O,TD . et qui satisfait
a4 (IV.19) et & (IV.18) pour une fonction test ¢ nulle en x = O et en x = 1
pour tout t e.]O,T[:. L'hypothése du nombre fini de changements de monotonie

faite sur a et sur b intervient au méme titre que celle faite sur u ., pour

Congr
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assurer que pour tout t e,]O,T[, la solution approchée uh(.,t) admet un
nombre de changements de monotonie, qui est fini et indépendant de h.

Il reste & établix (3) et (4). Soit k € R et ie{l,..,I1-1},

on a d'aprés (III.51), l'inégalité suivante, avec q,ebcé +(]O,T[)
’

\

n

P (sg(ui‘n/2 k) (f(ui+1/2) -£(k)) + B, +1/2) ¥ gh

n - n - n n
& ﬁ(sg‘“m/z k) (£lag_y o) -£(k) + Bi_ys) ¥ an

n n+1
. |ui— k| -y - k| 2 o
gnh” y
| n ah
n n n, .n
o2 th‘ laga/el Sy s W0

n .
ol Bi+1/2 est défini par

n - 0 n n., _ n _ n
Bie1/2 = Miv1/2 2ae1/2 5903507 Yiuy ) (1= 2870

et wn est la projection L2 de 1 sur J

On obtient de proche en proche une inégalité analogue & (17),

n - n - n n
R (s9up,y/pm *) (EG,, 50 -E00) + B, ) ¥ an

< (sgtuy/p= 10 (£ p)-£00) + 67 )) ¥" an

+%Z I 2qh Ia

n n
-8 e x| BV g2
n 384 . 1

1+1/2|

Ce dernier terme peut étre majoré par (K = nombre de change-
ments de monotonie)

2|y| | kch® + e+ [k |p| ran .
1l o,m L

o e o i o i g o i s
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On a également pour tout j

£e” v an | € cn® |yl .
n 3+1/2 Yo,m

On passe & la limite en h € {h }, aprés s'étre donné x 6]0 1[

on la suite uh construite & partir de u i+1/2 converge vers u(x,.) dans
L (0,T), avec ' «x E.Ii (cf. (18)), et aprés avoir utilisé (19) et intro-
duit la limite dans I® faible # d'une sous-suite construite & partir des
f(ul/2 . On obtient, & la limite, pour presque tout x E;]O,l[, et aprés

régularisation,

T
J sgulx,t)-k) (E(ulx,t))-£(k)) Y(t)dt
o]

T 1
< J sg(a(t)-k) (A(E)=£00)) peerae + 7 ( + [x]) v | = x .
(o]

On fait tendre ensuite x vers zéro, et on obtient (20) ;
le reste de la démonstration est identique & celle du théoréme 12.
Le théoréme 13 est démontré.

3. LE SCHEMA DE LAX, A PLUSIEURS DIMENSIONS

On reprend l'ouvert  de IRP, oli on considére le probléme

(24) —-—+ aiv [£(w)] = si (x,t) € @ xJo,r[

(25) u({x,0) = uéﬁx) si x€Q

(26) Min sgyw) (£(yw-£(k))* vy =0 pp (I x Jo,T[),
k € I(Yu,0)

c'est~a-dire que la condition aux limites est prise identiquement nulle.
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On reprend le maillage utilisé au chapitre III, en notant

“

h

iex’? . 1. cCa
i o P .
(27) ro= lies® . I NT o #e et Jye

\

Ii et Ij ont une face commune } .
On suppose, ce qui n'est pas restrictif, que £(0) est nul.

On considére le schéma de LAX, c'est-a-dire

n+l _ : ;
ui =0 si i € Fh
'28) P .
n+l _ n n _ 21 n _ n
up = gt vy - 3 [y Cuyyy) = £508 9]

Sy=1

si ieﬁfh.

Pour simplifier la démonstration des estimations a priori,
n suppose que l'intersection de { par toute droite paralléle & 1'une des
recteurs de base est connexe. Cette hypothése est réalisée par exemple si

! est convexe. Le résultat de convergence est le suivant.

"héoﬁéme 14 : 87 la condition de stabilité de COURANT FRIEDRICHS LEWY

(29) vie{l..p} q Sup |f3(u)| <

1
Y luleluy | P
est satisfaite, la famille {w} des solutions approchées
construites par le schéma de LAX (28) converge dans

Ll(ﬂ x]o,'r[) vers u solution du probléme (24), (25), (26)
et caractérisée par la définition 3.

e
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Démonstration

Soit i € gh' n < N ; on a, comme pour le probléme de CAUCHY,
la stabilité de la norme uniforme (cf. CONWAY~SMOLLER, ou LE ROUX [1] )

(30) |u?+1l £ Sup Iunl
1 li-3]er 3

On convient, pour alléger les notations, de prolonger vy par

2éxo & l'extérieur de Q , c'est~a-dire de poser

u =0 si i€ jh .
On a également, comme pour le probléme de CAUCHY, l'inégalité

ntl  n 1 p n n
ug ui[ £ P jﬁl |u1+lj - uil .

qui exprime la conservation de la variation en temps.

On considére maintenant.la variation en espace. Soit § €{1..p},
ig dh' On a, si i+l G_'qh, la majoration

p .
n+1 n+1| 1 n n n
lu", - ) €= I |ud) -u;, . | (1-p q. £1(& ))
N - ) .
i+, M R P I 9%y L1 003
(31)
n n n
Iy U, [(1+p q £ (£ )
-1 .+ -1, - ’
,1 3 12 i 1J 37374 1j+12/2'3
ou £} . représente un point de l'intervalle I(un w ) tel que
SRS PPNE . i"Mis1 1
n n n n n
£, (u, ) — £.(u;) = £1(£, ) (u - u)
+1 )
joi . j i 1+1£/2,j i+12 i
On veut une majoration analogue pour les i voisins de Fh'
; . . +
Si par exemple legh, 1+1£ © I‘h, on a uri‘+} = 0, donc
n+l  nt+i ntl, = n qj n n
| " N [=lu "1 = v 33 2 (fj(“i+1j) B fj(“i—lj)) *



1 n - n 1 n
*op e, T Top Y T
3 3
qu'on majore paxr X
p Pa.
1 n _ i n _ n 1l ., n _n . n n
P jE1 9% T2 (fj(ui+1j) fj(ui-lj)) *2 <ui+1j ugd -ty ui—lj)

" pans cette somme, le terme en j = & peut étre majoré comme

. n ‘
pour un probléme a une dimension, sachant que ui est nul. On obtient

+19,
comme majorant |

Pq . pa
n n 1 L ., 4n n_ n 1 "2 .0
I“‘1+1R' ul (3 "7 5 Gy 2.2)) wlem ey G L, 0)

%/ L/2’

ce qui correspond au second membre de (31).

Pour un terme en j # %, on est assuré, d'aprés 1'hypothése

faite sur I , qu'il existe y, € & , uze Z tels que

1

] ; i - r .
i+ lj +u112e I‘h i i 1j + u21£€_ h

On écrit alors ce terme en j # £ de la fagon suivante

n n n n
ui gy tug o mea (Bt ) - £ )
i+1j i 1j 3 3 3 T4 3
n n n n
= u = u, + u R M
+1 .+ "1
i+1j 1+1j¢12 iﬂjtlz i 1J 2
+u - +u - - '
- 3 s _ 1 . e -_1.+ 1 -
ilj lljilg lljik i 3“2}2,
(32) n n
- pa, (£, (u y=£, (u I P S Vo ))
V73 i+1j 3 i+ljill ] l”jﬂ’\llk,
n n n
+ pq (£, (u,_, )-£, () R R N I I
3V 73 ilj j 1.13112 j 1.1j uzg’

;1 [“‘I"n a1, Yiet +(k+1) 1 ][1 - 2oy (5] By et a1 ):I
k=0 37 gTHE Tl T e 2,3

Y2 rn n n
. 5 [u_ - ][1+pq-(f'- £ )]
N ' 1j+k'll f1 lj”ki”la it h 1j+k'12ﬂ£/2,j !

g
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oud les coefficients sont non négatifs. On passe aux valeurs absolues et
on obtient une majoration analogue & (31), ol interviennent des sommes
de ult:ermes en i+lj et de Hptermes en i—lj ; ces sommes n'‘interviennent

que lorsqu'elles ne peuvent pas intervenir dans le cadre de (31), en pro-
n+l _ n+l
itlyg i

et i+12 [ ’.Jh, car elles correspondent & des pavés adjacents a la fron-

venant d'une majoration de différences |u telles que i « l]
tiére approchée, c¢'est-a~dire
la réunion des pavés Ii' ol i
appartient a Fh' On peut re-
marquer également que u1et1b

sont de signe contraire, et

qu'on ne l'a pas utilisé ici.

Si maintenant i & Fh et

i+12 < gh' on a une estimation
analogue & (31), qui provient
d'un regroupement de termes
semblable & (32), aprés avoir
fait apparaitre les diffé-

rences en

() - )
i i +
.L+1j+k.1£ 1t1j+(k_1) 12

jusqu'a la frontiére.

On ajoute toutes ces gstimations, et on obtient la majoration
suivante, qui exprime la variation bornée en espace au temps (n+t1)At en

fonction de la méme au temps n At, dans la direction 12

S e e, -
L itJhth [ +

~

i€ .’Jhu Fh

tous les termes en f% disparaissent, puisqu'ils apparaissent chacun deux

fois, avec des signes opposés.

On en déduit, comme pour le probléme de CAUCHY, que la famille

. . 1
{uh}h contient une sulte_ {u, } convergente dans L (R x Jo,7[) vers une
fonction u € BV(Q x ]O,T[_) B m lorsque m tend vers l'infini, et u vérifie

(IV.19). Comme au théoréme 5 (cf. LE ROUX [1]) , on vérifie que u satisfait
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V.18) pour une fonction ¢ nulle sur T X]O,T[. Ceci provient de
S o ek AP - 2 " ) qnd
égalité 2 i 2 i i -1/ ¢
n,i h
. (34)
|un+1 k| g 1 l)?.’l|un k| + [u? k| 1 .n n
. - & 57 i - . - = - n n n
i 2p 52, iy i1, * i 5 0 [sg(u0 k) (£(u))-£(k)) + sg(uj- k)(f(ul)—f(k))]qh
sglu, _, k) (£, (u, , )-£(k)) + pa, sga’_ k) (£, (" )-£00) .
3 i+1, 3L+, 3 i-1, 3 Ti-1, + 7 1 n (| n 'kl n .
i i 3 3 Eoagtn (s = luy - xDan + cf¢ | ar e[k b
se démontre de fagon immédiate.
\ } On regroupe ces deux derniers termes ; on a pour tout k ¢ iR
On se propose maintenant de démontrer (IV.13). On va considérer ;
un premier temps le probléme & une seule dimension, pour Q = JO,I[:, ' Sg(ug- k) (qf(ug)-qf(k)) + sg(urll— k) (qf(url‘) - £{k))
généraliser la technique utilisée au probléme & plusieurs dimensions. ; (35)
[ - - _ n_ n n
| + Iuo k| lu1 x| sg(u k)(qf(uo) - 2qf(k) + qf(u)) + u - ul)
A une dimension, on procéde comme au théoréme 12, ou du moins - 1
!
’ i iffici d'établi ssultat d - I
agon analogue, car il est plus di llClle établir un résultat de con ! En effet, cette inégalité est satisfaite a 1'égalité si
i . ) d L (0,T r tout a il ; . n o n .
ence de w (x,.) vers u(x, ) dans rﬁ /T) pour piesque out xod 2 ko< Ituyy u)) puisque dans ce cas sg(ug - k) et sg(ur;— k) sont égaux.
raft des différences de la forme |u. .- k| - |u; ~ k| . On introduit El1 i . n . .
: i+1 i e est encore vraie pour k = Uy de fagon évidente. Si k = u_ ou si k
: une fonction test ¢ « C0+([O'1[ X ]O,TD ¢ de la forme X appartient & 1l'intérieur de l'intervalle I(ug, u?) : On remarque,
| s e
o , si x > 1/2 , i compte-tenu de la condition de stabilité, que
pix,t) = ! n n n
pgx) wle) o, siox < 1/2 * sgluy - k) (af(u)) - af(k)) - |u1 -kl & o
i
g esg la fonction introduite en (IV.33). On effectue une projection | or sg(uo - k) vaut soit zéro, soit - sg(un_ K). On a donc
:ype L° de ¢ , sur chaque Ii X Jn' et on multiplie l'inégalité 1 1
n n
‘ sg(ug -~ k) (qf(u)) - qf(k) - u’; +k) 2 0 , d'ou (35).
n+i n 1 n n n
[y - k[ & |uy = k| + 5 (Jug, = x| = 2]ug- k| o+ o - k)
On peut maintenant passer a la limite sur chaque terme de (34),
n n en utilisant (35) pour majorer la somm i
sg(u2+1- k)(f(u;;ﬂ)—f(k)) + % Sg(ui—f x) (f(ui_1) - f(k)) 3 p ] e des deux deinlers termes, et en
notant comme au théoréme 12, A(t) la limite dans L faible % sur ]O,T[
de la suite B définie sur |o,T[
h qfi‘ , puis on somme en i et n ; il vient aprés gquelques regroupements Bm su J ! [_par
H n
n ul ]
: B () = £(u,) - si te
og & 1" - 4" ) sg™ k(D) - £00) gn? ; n T g n
R ; i+l i-1 i i
n,i 2h
On obtient & la limite, en rappelant que “2 est nul pour
1 n _ n _ n-1 2 i . . P L “Pout n .
+ nZi ™ ]ui k| (¢, - ¢; ) an + :
’
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T T
J J g%sg(u—k)(f(u)—f(k)) dx dat g J j %% |u ~ k| ax at
Q ‘0 o Q ‘0

N

T
+J sg(k)£(k) + sg(k) (£(kx) - A(t)), yp(t) at ,
(o]

car le terme

i n 1 n n n
z 2a lug= kI 55 (bgyq ~ 265+ ¢;) an
n,i h

3

(M+|k[) h, et tend vers zéro avec h.

o

2
peut &tre majoré par I |2¢
2q 2
. ox 'L

or ¢{x,t) = P(t) p(‘S(X) ; on fait tendre § vers zéro, et
il vient, pour presque tout t & ]o,T[

(36) sg(yu0,t)- k ) (£(yu(o,t)- £(k)) €  sg(x) {E(k) - %‘—t—)—

En prenant k > Max(Yu(o,t) ,0) puis k < Min{yu(o,t) ,O) '

on obtient
Ay = 2 £(yu,t)) pp Jo,t )

c'est-a-dire gue 'la suite construite & partir des

n n

1 n Yo n ui )

£ + =2 ;4 Lout

5 (£w) 3 £lup) - o

converge vers f(Yu(O,t)) .- Ce dernier résultat est conservé méme lorsque
< S s n :

la condition aux limites a(t), c'est-a-dire les ug ,est non nécessairement

nulle. On obtient donc, & partir de (36), gque pour k & I(Yu(o,t) ,O) B
sg (u(0,t) - 0) (£(yu(0,t) - £(k)) pp (Jo,r) ,
c'est-a-dire (3). On obtient (4) de la méme fagon. Ayant également (IV.18)

lorsque la fonction test ¢ est nulle sur T X]O,T[ ;» on en déduit comme au

théoréme 12 gue (IV.18) est vraie.

e
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On revient maintenant au probléme multidimensionnel. On in-
trodult la fonction test ¢ € C(Z; +(f2 X]O,TD : telle que
?

d(x,t) = Y(t,x) pg (%) P

qu'on approche par projection L2 sur chaque Ii x Jn, puis on multiplie
(33) par hl"' hp 4’2 et on somme en i€ dh' n < N. Il vient

n+l_

|
1€’Jh E Iu’“

n n
k| = Juf - kl] LARTIT W

1

€ =1 ¢ (Ju,,-k|-2]d-x]+ [, -k])¢"h,..n
%p 3=1 1€ﬂh i+1j i I i-1y I i1
(37)
« L F g (£,0u,, ) - £,00) sg@a? | - k)
- - sg (u, -
2p =1 1edh Py Ly 1+1j 3 i+l

n n n
+ pay (fj (“1—1j) - £, 00) sg(“i-lj' SN AR FRPP S

Pour £ixé, on note i
3 B note 0.9 et il,j les indices de I‘h tels

que (il,j- io,j) soit un nombre entier, non négatif, de fois le vecteur
lj. On a alors

p
L (lul,; - %] = 2]l x| + " ) ¢ h...h
1 ted 141, F i-lj—k] 11
P 11'j-1 n n n
B El i 21 i . i k—iz (P = K= 2l xl e By = )
I=14.. g1 Yyepecdp KR g . h}
1 (14="10 ¢ Byee by
1,3-1 n h,
=3 z z lai- X[ (65, - 20,* ¢°.,) —= Ath,...n.-l
. i 1+1 i Pi-g 2 17 Tp”
3 (ijfixé) k—lolj+1 3 3 hj Py
1=k
{ 3 )
+ 1 A N - x|) ¢° ho... h  +
3 (4yEixe) 1,4 a7t ot ot P
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3 (iyFixe) o3 0,3+1 Yo,3+1 P

+ L b (Iun - k| - |u2 - k|) 7 h ... h

el s'ajoute un terme majoré par

c |graa ¢ * |n| M+ |k
|

ui tend vers zéro avec h.

De la méme fagon,

b - pq, sg(ul -k)(ﬁ.(u? y-£(k)) + pq, sg(un_ —k)(f.(u?_
j'eJh 3 1+1j 3 1+1j b 3 1 1j i i 1j
h, ... h
n ¢i 1 P
) n ( n ) ¢1+1. ¢i-1.
X L I psg(u,~ k)(£, (u,)-£f(k) 2 At h,...h
1 (4,Fix6) k i 3 2 hy ! p
; ( )
: T -padsgl) o _ -k (£, _) - £ (k)
L (i, Fix6) Wy L A
+sgu’ -k (£ ™ ) - £.)p 40 h, ... h
il:j ) 11!j . J lli.j ! P
n n n X
q.98g{u, - k) (f ) - £.(k)) + sg(u - k) (£, (u y~£. (k)
] o3 i ou3 3 1,341 3,541 )
¢ h, ...nh
iolj ! P

ael on doit ajouter un terme majoré par (38).

De fagon analogue & (35), on démontre que pour tout i .éEFh,
’
[+ jé{l,...,p} ’

n n
sglu;, - k) (q, £, (u ) - q, £.(K)) + Ju - K|
lOlj 33 iolj 33 iolj
n n n
) + sgu, - k) (q, £.(u ) = q, £.(k)) - |u - x|
Yo,3+1 33 ioljﬂ 3 Yo+t
P _ n _ n o n
g luy k)(qj fj(ui ) - 2 g fj(k)+qu(u ) +u u )

¥ 0,3 ] io +1 io,j io,j+1

~-f. (k
) ]())
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et pour tout i e.Fh . 3 efltr...p}

1,3
sq(uzl'j-‘k) (ay 2500 RELT R
(40) + sg(uzi'j-l SR CHES (u] j_1) -y £500) + _luri‘ilj_l— k|
3 Sg(u‘;x,j k) (ay £, ] j) 2q) £,k + q £,(a) j_l) + u’;_lvj— u‘i‘l'j_l_

On est maintenant amené & sommer (39) et (40) en n et i

(ij fixé) c'est~a-dire & sommer dans un premier temps ,

£ I I p sg(ul - k) £ (u -24q, £,k
i n 1e.I‘h io.'j % :j 31
(41) (=)
+qf(u ) +u; - ul ¢°  hye..h
3 10,941 toi to,3+1 igy ! P

et ensuite un terme correspondant en 11 3 affecté du signe moins.
I

On note Aj(t,o) la limite dans L“jO,T[ x T faible & 'de la
suite Bm définie par

‘n 1 n : )
Bm(t,o) = fj(ui ) - P ug si o GiIi ’
o0,j+1 3 o,j+1 0,3
B (t,0) = fj(u'i‘ -1 - ;11-— o st oe1, .
1Ij j llj"l ’ llj

Il reste & faire apparaitre 1'élément de frontiére dans (41),
avant de passer & la limite en h ; pour cela on introduit la normale exté-

rieure "approchée", qu'on définit ainsi.

g

soit 3 €.{1...p}. Etant donné i 5 ELFh, on note Y, la
’
mesure de LEBESGUE superficielle de 1l'ensemble 0.3

r N V) 1, 5=T .



¢
h ] f

Cet ensemble représente

e e Ry it LT

l'intersection de la T .
v lo

frontiére [ par une

14 is 1O+IJ
réunion de pavés I, Rt b L
)
"parallale"” a la ! : H ' :
1 1 | X
direction lj' On note __:.____*_‘: _______ : _____ J' _____ ;
ensuite t ' o h !
. -1
v ==~ 1 hk(Y. ) .
oy kA * o

La normale extér...rec "approchée" est le vecteur dont les
composantes sur [' N Io sont les vy ; mais on n'utilisera ici que les
¢]
composantes séparément, la sommation en j dans (41) étant effectuée la

derniére.

Pour il je I'h, on construit vy de la méme fagon, en l'af-
I

1.3

fectant du signe +. Pour un indice iG.I‘h, tel que i ne soit ni de la

forme io' ni de la forme il' on pose v'i,j

tangentes 4 la frontiére sont paralléles & la direction 1,.

3

= 0, ce qui arrive lorsque les

Si \)j est la composante le long de la direction lj de la

mrmale_extériéure, il.y a convergence forte, dans. Ll(I‘) de la famille
{v déﬂnie ax
3] pe

v () = v si g erT
k i !
3. 0,3 o3

vers v, . En effet, les v sont uniformément bornés par un, et la fron-

J+h
tiére est supposée réguliére : \)j p converge en tout point de T vers \)j.
’
on conclut qu'il y a convergence dans Ll(I‘) par le théoréme de LEBESGUE.

On obtient, dans (41), sachant que uz est nul, et dans

0,]

l'inégalité analogue en i ¢ sachant que uz

1.3

est nul ,

1.3

> T p sg(k).(Zq £, (k) - q.f, (" y+u® Y¢8  hy... h
j n ierl 3 j j j 101j+1 iOlj+1 iO,j ! p
imi
o,]

- I p sgk) (quf.(k) - ayfy tuy )+u’i‘ ) ¢‘i‘ hy... h
€T, 3 351 tga g P
=1

n
=¥ I ‘ z P sg(k)[—Z fj(k) + 6m(t,0)] ¢i(qjhj) Vij Yi,j

j n Lel‘h

(:L=io'jou il,j)

qui converge vers

P
b IT J p sgk) (-2 £.(k) + A,{t,0)) Yt} p (o) V, do at.
=1 o r ] 3 8 3

On obtient, en passant & la limite sur les autres termes pro-

venant de (37), qui se traitent comme dans le cas monodimensionnel

J JT sg(u-k), (E(w-£(k)) . grad(pg ¥(t,x)) dxdt
o
+ JTJ sg (k) (¥§§212L-_ £0)) . v Ylt,0) do dt
o'r

+CT {9 + |k!] l%%- - log! . 3 0 .
L (]o,T[xQ) LY (Q)
On passe maintenant & la limite en & ; le dernier temme tend
vers zéro, et le second reste inchangé. Le premier terme fait apparaitre

la trace de u (qui appartient & BV(Q XjO,TD , et dont la trace existe

B d'aprés le lemme 3). On obtient

T
Ale,
J J ¥ (t,0) [+Sg(Yu-k) (evwr-£00) + sgt) (<52
r
(o)

—f(k)i].v dodt > ¢
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Comme dans le cas monodimensionnel, on prend successivement k
supérieur a Max(Yu,0) et inférieur & Min(yu,0) dans l'inégalité suivante,

qui est vérifiée presque partout sur I, x ]0,1‘[
) A
[ satu -1 (ow-200) +sga (§-£0) . v 3 o,

on obtient que

1

(42) f(yulo,t)) = 5 A(@,0) pp (I x Jos) .

et donc pour tout k & IR
[sg(vu - x) + sgx)] [E(yuto,t) - £))]. v 30 .

Cette derniére inégalité implique (IV.13), si on la restreint
ak € I (Yu,0).'comme précédemment, (IV.18) est satisfaite dés que
(IV.13) est vraie et (IV.18) pour les fonctions test ¢ nulles sur la

frontiére, La démonstration du théoréme 14 est terminée.

4. QUELQUES REMARQUES ET RESULTATS NUMERIQUES

L'hypothése d'intersection connexe par les droites paralléles
aux vecteurs de base a permis de simplifier la démonstration en deux
endroits différents. Dans la démonstration de la conservation de la varia-
tion bornée en espace, on était assuré lorsgue ieﬁﬂt“ i+12’éth, j €p
qu'il existait un ujéi % tel que pour tout k € {0,..., Uj} , les indices
i-1, + k.1 appartenaient a Uh et les I,

3 % i-1.+k.1g
des pavés indicés par des éléments de Fh. 8i Ce n'est plus le cas, on peut

étaient adjacents &

concevoir que l'existence d'un tel uj n'est plus assurée qu‘un nombre fini
(et indépendant de h) de fois, ce qui ne perturbe pas trop la variation en
espace. En effet, si on a

l“n+1 n+l

L v, ~ %
ieshul‘h [ ied ur [
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on doit encore le multiplier par Il hk pour retrouver la variation de

k#%

la condition initiale.

On a, de proche en proche

b |un —unl I h £ cn+ 3 [, - I h
i i+12 1 kit k i l 1+12 il k¥ k’
[4) o 1 . te
od T lu; - u, I £ — I u (x +h) -u ()| dax £ C
i i l i+l l‘ik#z hk hl Ql o IA [+ I
et
p-1
(43) Cn I b g C_|n| T

k#Q
et donc tend vers zéro avec |h| lorsque p 3 2.

.Cette propriété intervient également pour construire 10 3 et
I 4

il 3 uniques, mais s'ils existent en nombre fini, la démonstration reste
1

la méme.

Le théoréme 14 peut étre étendu a la famille de schémas dont
la convergence est établie au théoréme 5. La démonstration est la Qéme,
sauf pour établir la conservation dé la variation bornée en espace.

Le principe reste le méme, mais si la guantité uj qu'on fait apparaitre
au cours de la démonstration ne peut pas étre uniformément bornée par

une constante indépendante de h, on est amené soit A exiger~que ies coef-
ficients a2+1 sont constants au voisinage de la frontiére, soit a
faire une /2 étude plus précise de la variation au voisinage de la
frontiére. Dans le premier cas, la démonstration reste inchangée. Dans

l'autre cas, on fait apparaitre que la perturbation de la variation est

bornée par un terme de la forme

p-1
Cl / lhl ' p

14
N

ce qui a pour effet de conserver une variation bornée en espace (cf. (43)).



- 170 -

On peut aussi éviter l'hypothése d'intersection connexe par
les droites parall@les aux vecteurs de base, en reprenant la remarque

analogue faite pour le schéma de LAX.

Le résultat (42) exprime un passage & la limite sur la solu-
tion au voisinage de la frontiére. La fonction A(t) provient d'une con-
vergence faible # au niveau de la couche limite, lorsqu'il n'y a pas
raccordement de la condition aux bords avec la solution. Cette conver-—
gence faible doit &tre rapprochée de (IV.34), et fait intervenir la vis~
cosité. Ceci bst immédiat en comparant les éléments des suites Bm respec—

tives construites pour le schéma de GODUNOV ou pour le schéma de LAX.
Numériquement, on remarque que plus le terme de viscosité est

important, par exemple pour le schéma de LAX, et plus la couche limite

est large. Ceci est illustré par l'exemple suivant, sur JO,l[x]O,T[, T>1.

u(x,0) = )
o si x > 1/2,

a(t) =1; bt) =o.

La solution est vérifiée

ulx,t) =1 lorsque t > 1, x < 1, -

Le rapport des pas en temps et en espace est pris petit, ce

qui a pour effet d'augmenter considérablement le coefficient de viscosité

pour le schéma de LAX.

Ceci se traduit par une couche limite importante, elle s'étend
sur [%-,1 ], a4 savoir la moitié de Q . Le schéma de GODUNOV, dont la vis-

cosité est indépendante de g, donne la solution exacte.

o~

Congr
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h = Ax = 0.02
gh = At = 0.002

LAX WENDROFF

— e e LAX

S— —— GODUNOV

,;MAA/\A

Solution pour t > 1

v
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Le schéma de LAX WENDROFF a également été testé ; la faible
valeur de g a réduit d'autant sa viscosité, ce qui provoque de nombreuses

oscillations sur un voisinage important de la frontiére.

Le schéma de GODUNOV colincide ici avec le schéma décentré ; il

tient compte de la propagation et il devient normal que la couche limite
ait disparu. \
Les schémas quasi d'ordre deux présentent-également un bon

comportement au niveau de la couche limite, lorsque le schéma d'ordre un
4 partir duquel ils sont construits se comporte bien. Quelques résultats

numériques sont présentés a la fin du chapitre suivant.

pans l'exemple précédent, la condition a(t) = 1 a été prise
en compte telle guelle dans le schéma, et non sous la forme d'un reléve-
ment. On peut procéder ainsi pour tous les schémas, méme & plusieurs
dimensions, et démontrer la convergence. Dans la démonstration du théo-
réme 14, on a écrit que cette condition était nulle au derniex moment.
Pour une condition non nulle, on doit procéder & une régularisation,
comme aux théorémes 12 et 13, et on obtient (IV.9) dont on déduit (IV.40),

ayant déja (IV.40) pour les fonctions test ¢ nulles sur la frontiére.

CHAPITRE VI

APPROXIMATION DU PROBLEME
AUX LIMITES
DANS LE CAS MONOTONE A PLuSed RS
Ty M ST ONS

On suppose dans ce chapitre que f dépend de fagon monotone
de u, dans le cadre du probléme monodimensionnel. Pour le probléme &
plusieurs dimensions, chaque fj est supposée monotone.

Afin de simplifier les démonstrations, on supposera f indé-
pendante de x et-de”t. Tous les théorémes se généralisent, en reprenant
les détails de la démonstration du théoréme 2. On suppose également que

f(0) est nul, ce qui ne réduit pas la généralité.

1. LE SCHEMA DECENTRE, A UNE OU PLUSIEURS VARIABLES

On considére le probléme sur  C mp

1 g—‘é + div [E(w]= o0 sur

o x Jo,r[ .

(2) u({x,0) = uo(x) sur Q y



- 174 -

(3) Min
k €I(Yu,0)

c'est~a-dire que la condition aux bords est prise égale a zéro. Ceci peut
étre généralisé, au prix de difficultés techniques ( celles rencontrées

au théoréme 12 (schéma de GODUNOV)) .

On introduit le maillage utilisé au chapitre III pour approcher
le probléme & plusieurs dimensions (paragraphe 2), et on se propose de

généraliser le théoréme 6. On considére le schéma (III1.26), c'est-a-dire

(4.1) u’i‘+1 réalise Min_ . =sg(uri)+1 - u'i‘) £ 00
i/2 k€I(ug,  »u) 3
]
(4.11) ur.wl = u: - E;j q,(f.(ur.l‘)r1 )y - f.(uri]_1 ) ,
1 j=1 373 3/2 J /2
our i € ﬂ ;s et ur,H-l = 0 si 1& T, ’1 et ' étant les mémes ensembles
P h i n’ ‘n h

d'indice que précédemment. Chaque fj étant monotone, on a toujours

soit u = o (£, non décroissante) '
i+1, i 3 .
j/2
(5) -
it n =" (f. non crdissante)
50 Ui, i1, j
i/2 j
Théoréme 15 : On suppose que toutes les fonctions fj sont monotones,

et que la condition de stabilité de COURANT FRIEDRICHS LEWY

l£r o] ¢
P

(6) vie{t... p} q. Sup '

T llela | ’
(¢} L (

est sattsfaite. Alors la famille {uh}h des soluttions cons-—

truites par le schéma décentré (4.1), (4.17) converge dans

i x Jo,r[}, vers u solution du probléme (1), (2), (3)

et caractérisée par la définition 3.

sglyw) (E(yw) - £(x)) . v =0 pp (T XJOITD '

Démonstration

On suppose encore gue fj (0) est nul pour tout 3, et que
l'intersection de ! par toute droite paralléle a un des vecteurs de
base est connexe. Cette hypothése permet de simplifier la démonstration,
et l'extension du résultat pour les ouverts §! ne vérifiant pas cette

hypothése fait l'objet d'une remarque au chapitre précédent, paragraphe 4.

La technique utilisée est la méme que celle du théoréme 14,

et lorsque p = 1, ce théoréme est exactement le théoréme 12.

Soit i (:ﬁh ; on a pour tout n

(7 [ur.l“| < Max ] u?
1

P jexPliqi|gt
et

n+l_  n P n
(8) L |u wle & % qj|fj(ui+1

i i )£, (u) ybo.
i€ 711 + = =t ied, jr2 3 it

iz

qui se majore immédiatement en utilisant (5) et (6), et il vient

n+1i n n n
L fu, - u £ z [u - u
, i i . i+1, i !
<
i %1 j=1 1eJhU I‘h 3

T~

en convenant de prendre toujours u: =0 si i #. *jfh' méme lorsque i¢ Fh’

pour faciliter 1l'écriture.

Soit i€ dh ; sl itlyg e‘_ﬂh, avec L &{l...p} don;lé, on a encore

s n+l _.n _
(III.28), si i+l € I‘h, on a LY = U, 0= 0 , donc
L 2
n+l n+1 n+1 n n n
[uf -u = | = ol - T q. (£, (ul y=£. (u D]
i+l i i i . j i+, ) i-1,
2 g 3731 j2 3 il

1 n n n
€ =dlu |+ pqﬂif (u y=f (u,_ )|+
P i 2 i+1£/2 i 12/2

n_ n - n
jig uy qu(fj(ui+1j/2) fj(ui—l ))



|
Pour j#% fixé, on suppose par exemple fj non décroissante,

et on a
n_ n n
lui_‘qu(fj(“i) - fj(ui—lj))l
(9)
n n n
¢ il - paglegepl+ qulfj(ui_lj)l .
Or, on a toujours
TR T —
i 1+12 i
et
n n n
|fj(ui)| = ifj(ui+12)~fj(ui)l '

puisqu'on a supposé que fj(O) est nul.

‘De plus, d'aprés l'hypothése faite sur ), il existe un entier

relatif Wy tel que

ug—1j+“112 = 0 avec i-lj +u1.12€;Fh.
On a'alofs j:k
n ' ul n ) - f (un )
|fj(“i—1j)| <5 fj‘“i+k.15l-1j 3y H kD) 1y

11 vient alors une expression semblable & (III.28) prolongée
jusqu'a la frontiére, et tous les termes ajoutés ici vont disparaitre avec

des termes provenant de l'évaluation de

‘un+1 . un+1
itk.1 =1, i+ (k1)1 - 1,
i+k 11 11 i+ (kx1) 4 3

par (II12B). Si fj est croissante, (9) doit étre remplacée par

Coupe
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[o® - pq, (£, (u° ) - f.(un_ |
i b] 3 i'l‘lj/2 ji 1j/2

€ |uf]+ qulfj(ugﬂl)l -qulfj(u’i’)l .

3
. n n ; < n
ou |ui| et Ifj(ui)] sont traités comme précédemment, et Ifj(ui+1 )' est
estimé en atteignant la frontiére parallélement & la direction L .

comme |fj(uril_1 )| précédemment. On traite de wéme le cas ie.Fh,(i+1l)€£5h.
3

On obtient, en sommant toutes les inégalités (111.28) obtenues

5 un+1 _  n+l < !un “n|
iefor, ity 4 ied ur ity i

Cette dernidre estimation ainsi que (7) et (8) assurent la
convergence dans Lt x ]O,T[} d'une suite {uh } vers une fonction
u € BV(Q X ]0,113 et qui satisfait & la conditi®n initiale (IV.19)d'une
part, et & (IV.18)pour les fonctions test nulles sur T.

Il reste a prouver (3), c'est-a-dire (IV.13) ; on procéde
comme au théoréme 14, & paftir de 1'inégalité suivante, qui se déduit de

la méme inégalité vérifiée par le schéma décentré monodimensionnel.

Pour tout k &€ IR, iédh, n{£<N,ona

n+1 1 P n n n
ui - k| « P '§1 |u k| - pa sg(uiH'/z—k)(fj(uin‘/z)-fj(k))
(10) = ? ’
n n
+ Py sg(uy —k)(fj(ui_1 )-fj(k)) ’

i’2 j/2
ce qui est analogue & (V.33). On introduit une fonction test

2

vecy (@ xJorl)

de la forme ¢(x,t) = P(t,x) Ps (x), et on multiplie (10) par

n
¢y hyees b
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On obtient, avec les ﬁémes notations i0 3 et i1 j qu'au
. ’ '
théoréme 14 précédent, 1l'inégalité sujvante
|
i, .-t n n
p 1,3 n n Pi+139;
'51 L .ér k_iz (fj(uiﬂ./z)-fj (k) Sg(“in./z'k) o ayhy) by
] nolehy T 0,341 3 J J
(1, £ixé)
b}
n n .
+ I z sg (u, - k) (f,(u y-£.¢(k)) gq. h, ... h
+ +1, 1
j=1 n,iGl"h Y 1j/2 3 io 3/2 J J p
i,=1
b]
n n
- I b sgu, _ - k) (£, (v, _ )-£.(k)) @ hy ... h
3=1 i iy Y1752 Iy, ) 3 P
i E:Ph

Ny
+ ¢ T+ |k |ath(]o,T[xm | p‘s‘Ll(Q)

On utilise sur la frontiére une estimation du type (V.19) en

io' et du type correspondant en il' puis on note Xj(t,O) la limite dans

)

n
If@]o,T[ x I' faible # de la suite copstruite & pa_artirvdes‘fj(ui
' ' ‘ /2

+1
ou des:f'(u:

3

). On passe a la limite en h, et ‘il vient

-1,
j/2

en traitant comme au chapitre V l'intégrale sur la frontiére.

On passe maintenant & la limite en § sur l'inégalité obtenue,
et il vient, presque partout sur la frontiére et pour presque tout té{]O,T[,
et tout k & (R, l'inégalité

-h
P

Théoréme 16
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sg(yulo,e) k) (£(yulo,t))-£(k)) . v
(11)

+sgk) (A(t,0-£X)) . v » O,

En prenant k trés grand puis trés petit (~k grand), il vient
£(yulo,t)) = A(t,0) pp (T XJO.TD,

et pour k € I(Yu,0), l'inégalité (11) donne (3). Le théoréme 15 est
démontré.

2. LE SCHEMA QUASI D'ORDRE DEUX, A UNE OU PLUSIEURS VARIABLES

Le résultat précédent peut &tre étendu au schéma quasi d'ordre
deux construit & partir du schéma, (4i), (4.ii). On a le résultat suivant,
en convenant de prolonger w,  par zéro 3 l'extérieur de Q , de fagon a donne:

un sens & (III.S54.iii) prés de la frontiére, en annulant a2¥1 le plus
souvent. On suppose également, pour le probléme & plusieurs /2 dimensions
que la condition initiale satisfait, dans chaque direction paralléle aux
axes, a l'hypothésg du no@bre fini de changemgnts de monotonie, et que cette
hypothése est coﬁQé;véé par lé schéma. On’é'vu au chapitre III, du fait de
la conservation de la monotonie, gu'il y a conservation de ce nombre en

dimension 1.

On suppose que tous les £, sont monotones, et que la con
dition de stabilité
(12) v jeft,...p} up RN T

u|
Ol oo

L ()

q. s
7 <]

et l'hypothése du nombre fini de changements de monotonie
sur uosont satisfaites, ainsi que sa conservation, pour

le probléme d plusieurs dimensions ; alors la famille {uh}
construite par le schéma (III.54.55) converge dans Ll(Qx]()lT
vers u solutton du probléme (1),(2),(3), et earactérisée
par la définition 3.
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Démonstration

La démonstration réunit des arguments déja utilisés dans les

théorémes 10, 13, 14 et 15, et on n'en Jonne ici que les étapes essentielles.

En procddant comme aux théorémes 10 et 14, on établit la con-
servation de la borne uniforme, et de la variation bornée en temps. On a
aussi l'estimation suivante de 'la variation bornée en espace, pour tout

g &« {1,...4P}s

n+l _  n+l
loieg — 9y |

L < £ lufey - Uil
. _ U S B
ied v I 3 iedur %

en procédant comme au théoréme 10, si i et (i+12) appartiennent & éh, et

comme aux théorémes 14 ou 15 si i ou i+126 I‘h. On a par exemple, si

ie’d , i+1 €T , £, croissante, 3#%
h 27"h" 73

n n n n n
u, - pq, (£, (u)-£(u _)) -pa +pa,_
I R 1/2 /2

i+l

|- pagleged] +p qjlfjm‘;lj)I

n

+ l L o - pa; +p a;
2 i 1+1j/2 l“lj/z

et ce dernier terme peut &tre majoré, d'aprés (III.55), ou bien par une

estimation de la forme (cf. remarque théoréme 10)

N

W] - plat [ +plaj_, | -
i i+1j/2 i 1j/2

Tous ces termes disparaissent dans une éventuelle sommation,

sauf Iunl .
i

On obtient ainsi la convergence d'une suite {uh } dans

Ll @ X]O,TD vers u & BV (Q X ]o,TD , qui vérifie (IV.18) m pour les
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fonctions ¢ nulles sur I X]O,TE, et {Iv.19) Il reste & prouver (3), et

la technique étant la méme gue précédemment, il suffit de le montrer pour

le probléme monodimensionnel, ce qui revient i reprendre certains passages

du théoréme 13. On suppose, par exemple, que f est non décroissante.

On a en reprenant (II1I.45), pour tout i € {1...I-1},

n+t n
i - k|« fuls k] - Hjed, p-rm | - [£tul_)-£00) |
(13)
n n - n - n n_ n n
* Bigrya iy ugl = By plug- up |+ 2'“1+1/2|(52-1/2' SZ+1/2)’

.} -
ou Bi+1/2 est donné par

(14) n =g n _ n n ' n
Biera =2 F 1y 00 (17255 1 0) (1 g,y p (- @' (g, o)),

n DU n
et Si,y/p Vérifie +138,,,, 20 (cf (111.43))

n
donc ll—ZSi+1/2| g 1.

On introduit une fonction test ¢ de la forme

\Ul (t) pa(x) si x> 1/2,
$x,t) =
wo(t) pd(x) si x< 1/2,

L n .
ainsi que les ¢i en projetant ¢ sur chaque pavé. On multiplie (13) par

n .
h ¢i et on somme en i et n pour obtenir

I-2 n ¢,n - ¢n
o 0L I q|fh - | SH__Aml o2
n  i=2 s 2h
1 n n
1 n n . - ¢ N
+ 5 g it+1 i 2
noqop @ Bi+1/2lui+1 u; | h ah -
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n - n g_
W e § b

+ i(lf(ug)_f(k)l s leah-tm ) 60 F 0
y n n n
*I By g -yl 4 b
. n n_ n n
“I By, Il e b
n
+ T

(el 1o ] . log
L

+2 cn®x |yl

Ll(O,T

| . +cle] n MT
Lo () L

).

on doit maintenant estimer les sommes sur la frontiére.

D'aprés (111.54), on a, en utilisant

|u’;“— k| € |uf- x| - al€@) - 0| + alfq) - £+ 2 ¢C n%,

d'oll en sonmaﬁt en n,
n n
f\qlf(ul)-f(x)l ¢ I

(16)

+2crn’ + WE’IL‘”

On n'a pas, le schéma d'

analogue en x = 1 (1 = I). On majore donc le terme correspondant , qui est

non positif, dans (15) par 2éro.

les propriétés du schéma décentré,

< E al £ -£00) | ¢ b

(+ix]) Th .

origine étant décentré, d'inégalité

On a également, pour tout n

1

n
l81/2l 1 [}

Iun - u £Ch

o n n n ¢}
i ‘81—1/2‘ for- uy_y |

£ Ch.
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on peut maintenant passer a4 la limite en h sur (15) ainsi

n
majoré, et obtenir, sachant que u est nul pour tout n,

T 5 T .
(1n o ¢ [ J | £ (w) -£0) | 5;%@)( ac + | g0 | b (v) de
Q0 e}

on a en effet

h

o
L

I ¢, =,
n n _ . n i+t i 2 T i ¢
E E Bi+1/2lui+1 uil ———= gqh” & q Var(uo,EO,l]) 3%

n i

1
K

en utilisant la variation bornée en espace. On peut également majorer

e , . . o
cette quantité en utilisant le fait que a2+1/2 soit borné par C h, et
obtenir un majorant de la forme

n®,

3¢
Ix

cL
q

o

L

on fait tendre § vers zéro dans {17, sachant que o, est en

facteur dans ¢ et on obtient presque partout sur_]O,T[ '
le(yuco,t)) - £00| - Jeoal € o
|£0yul1,t)) = £0k) | 3 0 .

On en déduit immédiatement (3), avec f(yu(o,t)) = £(0) = O.
gi f est décroissante on a une estimation analogue a (16) en
x = 1, dont on déduit en passant & la limite en h et § que flyu(l,t)) es
nul presque partout. On élimine le terme en zéro en prenant par exemple
w (t) = 0. On peut également, et c 'est ce qui se généralise & plusieurs
dimensions, noter A(t) la limite dans L’ (0,T) faible 4 de la suite
(en fait la sous-sulte extraite) construite & partir des f(u ), ce qui

donnera a la limite.

- 2| g(yuto, e -£R) | + [£00 |+ IAer-£ | 20 pp (Jo, 1]
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En prenant k > Max(k(t).YU(Olt):O) puis
k < Min(A(t),yu(o,t),0) , il vient

2 f(y(o’,t)} = A(t) pp Jo,o[ .

et 1'inégalité se réduit ensuite A |f(k)| 2 0.
Cette technique se généralise a plusieurs dimensions, et on

obtient ainsi (3). Le théoréme 16 est démontré.

On peut remarquer, dans le cas monodimensionnel, qu'il est
iputile de vérifier (v.4) lorsque f est non décroissante ; cette relation
est toujours satisfaite. Il en est de méme de (V.3) lorsque £ est non

croissante.

3. UN SCHEMA QUASI EXPLICITE D'ORDRE DEUX EN TEMPS

. on suppose f non décroissante, et on considére le probléme

(1), (2), (3), qui peut étre écrit de la fagon suivante, pour Q =]0,IE

du, 3

3t + % f(u) = 0 sur 9 X]O,TE '
(18) u(x,0) = uo(x) x € Q -,
£(uo,t)) = £(a(t)) t e Jo,r[ .

on fait sur u, et a les mémes hypoth&ses qu'au chapitre V.

On veut construire un schéma quasi explicite, c'est-a-dire un

+
schéma dans lequel le calcul de u? ! est obtenu en résolvant une équation

non linéaire de la forme
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(19) u+ af(u) =c®

ol O est une constante positive fixe. Il est immédiat, £ étant non dé-

croissante, que (19) admet une solution unique.

Pour obtenir un tel schéma, on considére un schéma d'ordre
un (ici le schéma décentré), et on discrétise l'équation selon ce schéma,
de fagon & obtenir un reste provenant des différents développements de
TAYLOR. On discrétise ensuite ce reste, pour obtenir 1l'ordre deux en
temps ; le schéma ainsi construit posséde des propriétés de stabilité

o0
dans L et dans BV() analogues a celles du schéma décentré.

En prenant le schéma décentré, et en notant EE la valeur de
1a solution de (18) au point (x,t) = (ih,ngh), qu'on suppose suffisamment
réguliére dans un voisinage de ce point, on obtient en utilisant des déve-~

loppements de TAYLOR, au point (a,t),
20 1
(20) %n 2 n

Le schéma de LAX WENDROFF est obtenu en écrivant, dans le

second membre de (20) que

2 s WMo
S i vs £

et en exprimant l'erreur par une discrétisation en espace.

v Ici on va conserver la dérivée en temps, et écrire
52 n 1 Ant1 Ant+1 an an
ey £(u) ) = 5 f(ui } - f(ui—l) - f(ui) + f(ui-l)

gh

Le schéma obtenu est le suivant, avec les mémes notations que

précédemment.,
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(21) u‘i‘”+ 3 f(u”i‘”) = -3 f(u )+ & f(un+1) +dead

et il est Ad'ordre deux en temps, et 1'ordre un en espace. De plus, le
coefficient q est toujours multiplié par %—, et ceci permet d'avoir une
condition de stabilité plus large ; on aura deux fois moins d'étapes de

calcul en temps que pour le schéma décentré.

Théoréme 17 : Sous la condition de stabilité
(22) 0 £ gf'(u) € 2

s |u| ¢ Max |uo| ” . |al . '
L (Q) L (0,T)

la famille {uh}h>0 des solutions approchées construites
par (21) converge dans L' (@ x Jo,o[), vers u solution

du probléme (18), et caractérigée par la définition 3.

Démonstration

On note [Q,B] le plus petit intervalle fermé contenant u2~1,

ui et u?ti, supposés connus pour n < N et i e {1t... 1} fixés. On a alors,

la fonction
u:\qu—%f(u)
étant non décroissante, les deux inégalités

-9 n_gq n -9
a-3 f(a) € u ot 3 f(ui) £ B 3 £(B) .

I1 vient alors, dans (21), f étant monotone

q n+1 'g n+1 q
a+ 3 fla) € uy +2f(ui)< 8+2f(8) '

et donc

n+1

uwoe [o8]

1

et on en déduit la stabilité dans L (2 x Jo,T()

(23) Sup ]u?+1| £ Max Iun+1], Sup Iun]
i i o] : i

En écrivant (21) en i+! et en i, il vient

n+l - n+l n+1
Yieg T Y (f‘(u1+1) - flagt)) = uri]+1“ “? "521 (f(uril+1)_f(u?))
q n+l, n+l n n
+ 3 (f(ui ) )) + (f‘“i) - fl )

et on passe aux valeurs absolues, en remarquant que

n _ n_g n n n

UperT Wy g (B - D) = ol - el (-2 £, 1,5))

= n n
= e el - 3 e, p - s

et de la méme fagon,

n+tl_ n+l n+1 ntt +1
lui“ e (f(unl £luy N = I“ril+1 n+1‘ +g If( n“ ~£( I}H,)l.
On obtient ainsi

n+l_ n+l n+1 n+1

Ut |f(“1+1 “fluyg ] € |“ril+1" uil

-9 noy_e,.n n n 1
lEy, p-fd) | + % HCRE ORI Pt )—f(u’ilfm

On somme en i €.{1..
n+1 n+1
+1 f(ui )| d'une part et des termes en

|f(ui+1)—f(ui)| d'autre part ,

.I-1} , et il vient, aprés élimination
des termes en ]f(u
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I-3 I-1
n+1 n+1 n _ n
R T I z lufym uyl
i=1 i=1 .
+1 n+i
+% |f(u2) - f(u2)| + lf(u’I‘ I Y
On ajoute |u2+1~ u2+1| , majoré par ,
|
n n n+l, n+1
‘;”- u2+1| cful - Wl -2 |f(91)-f(u0)| - F el - g |+

n+1 n
lug " = ul
(s} o

+

’

en utilisant (21) pour i = 1 et la condition de stabilité, et on obtient
pour tout n < N
I-1 I-1

(24) I L
i= . i=0

n
i+l

n+1 n
- u
o o

n

- uzl + |ua

On a également conservation de la variation bornée en temps.

On a, en reprenant (21), pour tout i et tout n,

ux:x+1__ unl n+l l ’
p s

n n o+l
s Lolead) - sl pl+ leal™) - £wilD

qu'on majore en utilisant (22), et (24). On obtient

I-1

PGB =M P e
+ * i=0

lul, - o
[] [o]

u

I
(2%) Lo |u YiegT Yyl

i=

De proche en proche, & partir de (24) et de (25), on a

1-1 n I-1
I I VRN B PR
=0 i+l i V= i=0
et -1
I n -
ntl = n vt1 v + 5 u? ~ u?
iio M ol €2 vio I ol i=0 o™ vl
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La condition initiale u, et la condition en x = 0, a, étant &
variation bornée, ces quantités sont bornées i on avait déja (23) et donc

{uh} contient une suite {uh } convergente dans LI(Q X ]O,TW} vers une
fonction ueBV(Q x JO,T[) .mm

En procédant comme au chapitre 1II, partie F, on vérifie que

la trace de u en t = O est égale a uO presque partout sur<]0,1E

Soit k € IR ; on introduit k dans (21), pour obtenir

n+1
u

+1
ks %—(f(u? y-£(k)) = uz -k -4 (W -£00))

+1
3 (e D-m0) + 2 (£l _p-£00)

On passe aux valeurs absolues, et il vient, compte~tenu de la
condition (22), ‘

+1 +1
[WT- x|+ 4 lf@i™ - f00] < hul - k|
(26)

- Fewh-fo0] + 2 el p-f00 |+ 3 |f(u2fi)—f(k)|.

; ; 2 - .
On introduit ¢ e_CO,+ (]O,l[ x ]O,T[) , nulle en x = 1 puis~
qu'on sait d'avance que {IV.8) est vérifié. On effectue des projections de
type L” sur chaque pavé Ii X Jn, comme précédemment, et on multiplie (26)

n : ;
ar h ¢, . On somme en i et n, pour obtenir, pour
i P 1%

n n o 1 N-1 N .
¢I—1 = ¢I = ¢i = ¢i = ¢i = ¢i =0 pour tout i et n,
I-1 ¢? - ¢? !
o n i i 2
v, - k] o gh
i=t ot 4
n n
1-1 L
s ™ -]+ e - fpo lEL_TE 2
2 i=1l n * t h

1 +1 n
+ i [|f(u2 ) -t 4 g - f(k)l] ¢y ah 3 o.
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On fait tendre h vers zéro, et on obtient

T
J |u-k| ., £ - £(k) | 9 4y ae
Qo It 3x

27

T
+J [fa(t)) - £k)|  ¢lo,0) a& = o.
0

En prenant ¢ de la forme

|
G(x, ) = |P(t) pé(X) ' si x < 1/2 ,

0 f si x > /2

on obtient en passaht a la limite en § , l'inégalité
vV k € IR [ga)) - £} 2 |E(yuoit)) - £0)]

pour presque tout t G,]O,T[. En prenant k = a(t), on a immédiatement

£ (yulo,t)) = £(a(t)) pp (oD

c'est-a-dire la condition aux limites donnée dans (18). La condition (IV.7)

est maintenant évidente, et le théoréme 17 est démontré.

4. UN SCHEMA QUASI EXPLICITE POUR LES EQUATIONS AVEC MIGRATION

Parmi les équations du type

du
ot

3
+ % £(u) f

il en existe ol la fonction £ est strictement croissante, et méme ou il

existe une constante ao >0 telle que pour tout u ,

(28) £'(u) 2 o .

Ceatr

Ce n'est pas le cas pour l'équation de BURGERS, mais ceci
est vrai pour l'équation d'onde de surface d'un fluide incompressible,
donnée en deuxiéme exemple au chapitre I, la solution cherchée (notée h)
étant toujours positive. C'est encore le cas pour certaines équations ol

apparait un terme de migration, c'est-a-dire un terme de la forme
3
% (au) '

avec 0O strictement plus grand qu'un o fixe, et qui incite la solution
a se propager avec une vitesse supérieure a o - On peut citer l'exemple

du vent, et 1l'exemple de certaines équations de la convection.

Il arrive également que uo soit relativement grand, ce qui
se traduit par une grande vitesse de propagation. Dans ces cas la condi-
tion de stabilité de COURANT FRIEDRICHS LEWY rend trés petit le pas de

discrétisation en temps, par rapport & h.

On propose ici un schéma quasi explicite, qui inverse la
condition de COURANT FRIEDRICHS LEWY. Ce schéma est construit en considé-
rant 4 la fois x et t comme des variables d'évolution, et ne sera stable,

ayant (28), que lorsque ¢ ao est plus grand que 1.

Ce schéma est le suivant, pour i 2 1, n < N

n n n n-1
= — + .
(29} q flu; ) = 4q £(u) -y + oy
Il exprime W', en fonction | St
i+l i 5O
n n-1 L&
de u, et de u, . On ! k%
i i | it

n'utilise pas u?l% , et il (?9
| o?///

m__J7(__—m—%)®

faut donc que Ii+1

ne soit jamais traversé par

X J
n

e —

une caractéristique issue

n-1 ' ;
de uy , ce gu'exprime la

condition gq aoz 1.

On a le résultat suivant ih (i+1)h
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Théoréme 18 : Sous la condition de stabilité
(30) Inf qf'(u) > 1 '

luléMax(luol m,|a‘ o)
L L

la famille (uh} des solutions approchées construites a

partir du schéma (29), converge dans Rt X]O,T[) vers u

solution du probléme (18), caractérisée par la définition 3.

Démonstration
On procéde comme au théoréme 17.
. n-1 . n .
Si uy est plus petit que ug on a d'une part

n n n n n
- + =
q f(ui+1) £ g f(ui) u, tug =g f(ui)

et d'autre part, f étant monotone croissante, ainsi que gqf(u) - u,
n n-1 n~-1 n-1 n-1
- + = N .-
q f(ui+1) 3 g f(ui ) uy uy q f(ul )

On en déduit immédiatement

g £l sa 0l ) sa )

. R n-1 . L
et on a un résultat analogue si uy < uy . On obtient ainsi

n n n-1
(31) Uiy [ I(ui,ui )

On a également la conservation de la variation bornée ; on

écrit (29) en i et i-1, et il vient

n-1_

a(fl, p-£)) = a(f=£y_)) = (uf= wp )+ (uy
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il

n n n n
la(ewd-£0af_) = (- ug D] = (a f'(ig_l/z)-l)luz— ol

i-~1

_ n,_ n _ n_ n
= altwp-flag | - oy ug
donc en passant aux valeurs absolues,
n n n n n n n-1 n-1
algtaf, ) - £@D | s alfe) - £y ] - e | EA N
On effectue la somme en i € {1....I-1} , et il vient, les
n n : .
termes en lf(ui+1) - f(ui)[ disparaissant,
-1 n n -1 n-1 n-1 n n
R |ui - ui-ll < I |ui - ui_1| +q| £ - f(uo)|
i=1 i=1
Or, en reprenant le schéma,
n n n - n-1
qlfu) - f@)| = Ju - ug

On obtient donc (24). On a également une estimation analogue

a (25) ; en effet

- u?—1|
1

_ n _ n
; = alflugy) - |

'

(32}

n nl ,

< Max 3 qf'(u)s |ui+1— ug

|u|sMax(|uol oo,Ia[ oo)
L L
et il reste a4 faire la somme en i pour avoir la variation bornée en temps.

Ayant (31), (32) et (24), la famille {uh} contient une suite
% ) convergente dans LI(Q X ]O,T[} vers u € BV(Q X ]O,T[), qui vérifie

la m condition initiale. Il reste a prouver que u satisfait a (27).

Soit k € IR ; on a, & partir de (29),
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n _ n.o_ _ n_ n-1_
q(f(ui+1) - £(k)) = q(f(ui) £(k}) (u;= k) + (uy k)

Or, d'aprés la condition (30),

it

Y o n
la(fed) - £000) = (- k)| (@ £ 0 = 1) o] -k

!

= alf@) - £00 ] W - x|

et donc

\ -1
(33) alfl, V-£00 | € al€l) = €00] = o] - k[ + ok
i

On introduit ¢€Ci ([:0,1[ X ]O,TD, comme au théoréme pré-
!

+
cédent, on multiplie par h¢2 et on somme en i et n pour obtenir

n n n+1 n
; To ¢, - ¢y
q|f(u2) - £(k)]| -i-i;éh—l n? + u; - ki AE . 2

™~
[ar i o]
—

n i

+ T a |f@W) -] gnk 3 0
n

En passant & la limite en h, il vient exactement (27).
Le reste de la démonstration est identique & la fin de la démonstration
du théoréme 17. Le théoréme 18 est démontré, la condition limite (1V.8)

en x = 1 étant trivialement vérifiée.

5. QUELQUES REMARQUES ET RESULTATS NUMERIQUES

Il est possible, en utilisant le principe d'antidiffusion -
correction, de construire des versions quasi d'ordre deux pour les schémas

(21) et (29). En ce qui concerne le schéma (21), on est amené i discrétiser

2 2
- %—' é—g'{ f(u)}
ax

I
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au point (ih,ngh), ce qui, compte-tenu de la correction qu'on doit ensuite

5 ; 5 aa n n
oOpérer, revient & ajouter au second membre de (15), - 3412 + 3172 !

n . n _ n . n,__,.n q n o, _.n
avec a“l/2 sg(ui+1 ui) Max[(),mln[%(f(ui) f(ui+1))'2(f(ui+1) f(ui))] .

On remarque que les deux termes dans ce minimum sont de méme
ordre, et multipliés par la méme constante, et donc le schéma ne sera pas
"trés souvent" d'ordre deux. De plus, la condition de stabilité redevient
la condition de COURANT FRIEDRICHS LEWY (second membre égal a 1), et le

schéma, étant quasi explicite,devient moins intéressant.

On peut également opérer de fagon & retrouver le schéma de
CRANK NICHOLSON, en écrivant

2 2
23 2
-gh ) (Ew) =ahn

X

3u, n+l _ n _ n+l n
axat M U T e %

On retrouve alors un schéma qui n'est plus décentré, mais qui
reste quasi explicite si au nivean de la résolution numérigue on tient

compte du sens de propagation.

Pour le schéma (29), on est amené a discrétiser en (ih,ngh)}

2

2 2
o (Luw gy,

3x2 8t2

)

ce qui rend la résolution numérique de plus en plus implicite, f(uri]+1
intervenant dans le terme de correction, et d'autre part introduit
qf(u?_l) avec un coefficient négatif si (30) est satisfaite, et le schéma

est instable en général.

On peut, sur certains exemples, utiliser les schémas (21) et
(29) pour des fonctions f non monotones croissantes. Il est immédiat qu'on
a de tels schémas lorsque f est décroissante, en tenant compte de la con-
dition limite en x = 1. On peut donc utiliser ces schémas & plusieurs

dimensions, en les généralisant de la méme fagon que le schéma décentré,
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lorsque chaque fj est monotone. La condition de stabilité rend alors ces

schémas assez "“économiques” en pratique.

On peut également envisager d'utiliser le schéma (21) pour
1'éguation de BURGERS, quand la condition initiale et les conditions aux
limites vérifient certaines propriétés. Par exemple, pour le probléme de
CAUCHY, avec une condition initiale u, vérifiant

uo(x) %2 0 si X 2 X '
34 R
(34) H xoel

uo(x) £ 0 si X £ X% B

on peut résoudre séparément les problémes sur ]xo,hn[ avec f croissante,

et une condition nul]fe en xo, et sur ]—w,xo[ avec f décroissante, et une

condition nulle en X,-

Si maintenant, sur un intervalle ouvert Q,

uo(x) < 0 si X 3 X ’

(35) 3 x € Q -

uo(x) 2 0 si X £.x B

avec des caonditions aux limites nulles, on peut résoudre séparément, pour
tout n (t = ngh) les problémes sur {x < xn}et sur {x > xn}, puis par
exemple prendre la moyenne en X xn étant, au temps ngh, un point de
tel que uh(.,nqh) est non positif pour x 3 xn et non négatif pour x g xn.

Au bout d'un temps fini, il apparait d'ailleurs un choc le long du lieu
des x_.
n

On peut encore généraliser : s'il existe plusieurs X véri-
fiant (34) et (35), on peut découper IR ou §} en plusieurs intervalles, et

utiliser les remarques précédentes sur chacun de ces intervalles.

Quelques expériences numériques sur des schémas, dont la con-

vergence est établie dans ce chapitre, ont été menées.
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On reprend tout d'abord pour le schéma quasi explicite (21)

1'exemple

x/a si 0< x < a
-g—"é+ug—u=0 ; u{x,0) =

(o} si a<x«<i

les deux conditions aux limites étant nulles.

Le pas de discrétisation en espace a été pris successivement

€égal & 0.05 et & 0.025, et le rapport g était toujours maximal : q = 2.

Schéma quasi explicite (21)

Solution exacte

P h = 0.05%, q = 2
ceeevenraseeaes h = 0.025, g = 2
lt = QO
1 I
u |
1
|
I
|
I
| e=1
l / 1 2
l 4
b [ t=1
VAR {
V. \
& Pk i
g 7 }
5 | H i
Ve AN AN
¢ | AN
i I ARV AN
(0]
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On obtient pour t = %—et t = 1 les résultats représentés
ci-avant. On peut remarquer que l'erreur diminue également au niveau de
la discontinuité. Les pas de discrétisation en temps sont respectivement
0.1 et 0.05.

1
Ce schéma étant décentré, les couches limites éventuelles se

réduisent & un pas du maillage, comme pour le schéma décentré classique.

Ces différents schémas ont également été testés sur 1'exemple
suivant, qui représente une détente légérement perturbée en h. La condi-

tion initiale prise numériquement était

[¢) i=0o0ul
O 1 :
u, = 0,75 i= 2
i

1 i3

ce qui correspond , pour h = 0.05, a
h
o] X<011"Z v
(36) uo(x) = .
1 x > 0.1~ ry .

et les conditions aux limites a = O, b = 1.

Oon a choisi le méme pas de discrétisation en espace, et le
rapport q le plus grand possible pour chacun de ces schémas. On retrouve
un comportement “en escalier" pour le schéma de LAX, di & la perturbation

initiale, & laquelle les autres schémas sont pratiquement insensibles.

Au temps t=1., représenté sur la figure ci-contre, les résul-
tats obtenus par le schéma quasi explicité (21), aprés 10 pas de temps sont
de qualité comparable & ceux obtenus par le schéma décentré quasi d'ordre
deux, aprés 40 pas de temps, sauf peut-&tre au niveau de la légére couche
limite qui apparait en x = 1. La condition en x = 1 n'est en effet plus
satisfaite pour t > 1, ce qui apparait déja a cause de la perturbation

initiale.

Conpe

Solution au temps t =1

h = 0.05
(g=1)
(g=1/2)
Au (q=2)

(g=1) —— —— —

eerscacenscnenn

solution exacte

LAX

décentré

décentré quasi d'ordre deux

quasi explicite (21)

Le schéma décentré généralisé & deux dimensions, étudié au

théoréme 15 a été testé sur le probléme suivant

—_— e

Ju 3 u?
It ox = -

9

3y

(

2
=)

o]

’

(x,t) € @ x Jo,r[

ol  est l'intérieur du triangle rectangle isocéle déterminé par les

axes et la droite d'équation x+y = 1. Les conditions aux limites sont

non nulles, et données par



u(o,y) = 1/
u{x,x) = 0.5,

u({x,0) = O (non active).

La condition initiale est
identiquement nulle.
La condition en x=0
pénétre dans { sous
la forme d'un choc,|
et la condition en
x=1-y sous la forme
d'une détente.

Ce choc et cette
détente se rencon-
trent pour ne

former gu'une seule
détente, dont la
pente est de signe
différent de la
précédente. On a
représenté ci-contre
la solution pour

y = %-et pour y = h.
On constate qu'il
n'y a pas de couche
limite en y = 0, et
que le choc obtenu

a l'allure d'un

choc calculé pour
une équation mono~
dimensionnelle, par

un schéma décentré.
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y=0,25

e e e o o et e e D Y =0 .05

u=0

v
*

y= 0,25

0.05
0.05

{
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TROISIEME PARTIE

UNE EQUATION DES ONDES NON LINEAIRE

On applique, dans cette derniére partie, quelques idées
développées précédemment, pour approcher une solution (faible) de

1'équation des ondes non linéaire

23.‘1:__3. f(.@_‘:’_
at2 9x ox

Dans un premier chapitre, on construit une généralisation
des invariants de RIEMANN, tenant compte & la fois des chocs et des
détentes, et on l'utilise pour résoudre le probléme de RIEMANN, puis

pour construire quelques schémas numériques.
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Au chapitre suivant, on démontre la stabilité de ces

schémas, sur une équation des ondes intervenant (comme modéle simplifié)
en dynamique des céables.

On fait ensuite quelques remarques sur les conditions aux

limites et sur certains résultats nunériques.,

CHAPITRE VII

APPROXIMATION DE L'EQUATION DES ONDES

NON LINEAIRE

Pour les systémes hyperbpliques de la forme

(=4
(=4
(=4
<
(=>4

L w2 , '
9t 9x ! t 3x £lu) ! £20

on suppose habitueilement que f" est de signe constant (genuinely non:
linear systems = systeme{vraiment non linéaires). Cette hypothése permet
de résoudre de fagon simple le probléme de RIEMANN associé. On étudie
au chapitre suivant un modéle de cdble extensible, ol f" change de signe
pour u = O, qui correspond a la position du cdble au repos et qu'il est

hors de question d'exclure...

Pour résocudre correctement le probléme de RIEMANN dans le -cas
général, on commence par proposer une généralisation des invariants de
RIEMANN, qui décrive les détentes lorsqu'elles sont possibles, et les
chocs lorsqu'ils satisfont a la condition d'entropie (cf. T.P. LIU [j]:[ﬂ
Cette construction utilise la condition d'entropie liée & 1l'équation sca-
laire et notamment son interprétation géométrique détaillée aux chapitres

~

I et II.
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Une fois le probléme de RIEMANN résolu dans le cas ol aucune
hypothése de convexité n'est faite sur f, on propose deux schémas, cons-
truits de fagon analogue au schéma de GODUNOV, au chapitre II, et une
construction du schéma de LAX. La stabilité de ces différents schémas

est établie au chapitre VIII, dans le cadre du modéle d'équation de cable

extensible.

1. UNE GENERALISATION DES INVARIANTS DE RIEMANN

On considére le probléme de CAUCHY

.0 B
(1) i’—‘;——a—x &) .

2
x€R, tejo,T[,
. ‘

avec la condition initiale

{2) w(x,0) = WO(X) ' X€E R ,
(3 M (%,0) = v_(x)
at X, = v, x ' ) X € R .

On suppose que f est de classe CL(IR), et non décroissante.

Il s'agit la d'une hypothése d'hyperbolicité, qui est fondamentale ici.

#

En prenant par exemple f(u) -u, l'équation (1) devient identique &
l'équation de LAPLACE - fw = 0, en les variables (x,t), et une des deux
conditions (2) et (3) est de trop. On utilisera dans la suite le fait

que f' est non négative.

d
On suppose v et u = —— w_ sont i variati
n pp que ° t " I o 5 t ariation localement

bornée sur (R, et uniformément bornées sur |R.

On transforme (1) en un systéme hyperbolique non linéaire,

W W X .
en posant v = %E et u = %; . On obtient, en écrivant que le vecteur (u,v)

est un gradient, et en reprenant l'équation (1), le systéme
1

v

(4) ot ox

AN v{x,0)
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v _ 3
(5) 3¢ © 5% £{u) s

avec les conditions initiales

(6) u{x,0)

u_ (x) (=wl(x),

vo(x) .

On suppose aussi que f(0) est nul, ce qui ne change en rien

la généralité de (5).
Il est immédiat que les constantes sont solutions de (4), (5),

et si par exemple, u ne dépend que de l'une des variables, v ne dépend

que de l'autre, et on a nécessairement pour a # O quelconque

soit u=at + b ' v

il

ax + b'

i

soit f(u) = ax + b , v at + b* ,
ce qui est exclu par les hypothéses faites sur les conditions initiales.
Cette remarque étant faite, on ne rencontrera localement que des états

constants, des chocs oy des détentes,

On appellera "détente" une partie du graphe de (u,v),
pour t fixé, qui est connexe (pas de choc) et

strictement monotone.

Sur l'intervalle considéré, u est alors une fonction en x
‘strictement monotone, croissante ou décroissante, et réguliére, et il en
est de méme de v. On peut donc exprimer v comme une fonction de u, en

éliminant x, et obtenir une relation de la forme

(8) v = g(u) .
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v
v i
0 X
v
_____ +-= u
~
~
~ |
~
~ }
~
~ |
S~ ~ 4
\ - /\\~ choc
détente T

On peut connaitre g en introduisant (8) dans (4) et (5), et

il vient

. 1] Pl . 1] ,§_L_1_—-l _8_9__ -
9w o5 i gtw g = £ 5=

a'on - : B
g'(u) = £ /E' (u) '
et on retrouve la condition d'hyperbolicité £'(u) 3 O. On notera
. .
(9) gl(u) = J vE' (y) dy '

[e]

et on remplacera (8) par v = % g{(u) .

On peut remarquer qu'on se raméne ainsi & une équation sca-~
laire en u. Par exemple, pour f(u) = u3/3, on obtient g{u) = u|u|/2, et
on retrouve l'équation de BURGERS. Cette remarque permet de construire

des exemples explicites.
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Lorsqu'il y a choc, on peut établir une condition de RANKINE

HUGONIOT pour chacune des équations (4) et (5), et les lier par une con-

dition de compatibilité en écrivant que l& vitesse de propagation est la

méme pour les deux conditions obtenues. T1 vient les équations suivantes,

en notant (uo, vo) et'(ul, vl) les valeurs de chaque cbte de la ligne de

discontinuité d'équation x = x(t),

a V1T Y f(ul) - f(uo)

’
dat u1 uo v1 vo

dont on déduit la condition de compatibilité

(10) v mv =t \/(f(ul) - f(uo))(ul- u)
qu'il convient de rapprocher de (8) et de (9).

Dans le plan de phase, c'est-a-dire dans le plan (u,v), on

appelle invariant de RIEMANN une courbe de la forme
(11) vt g(u) =cC

avec g(u) donné en (9).

L'importance de ces invariants de RIEMANN est lide é la dia-
gonalisation du systéme (4), (5) mis sous forme non conservative (en ef-
fectuant la dérivation 5% f(u) = £'(u) %& ) i on obtient que les couples
(u,v) vérifiant (11) sont des solutions particuliéres. Bien que le systéme
soit alors non conservatif dans le cas non linéaire, le fait que les inva-
riants de RIEMANN satisfassent au systéme diagonalisé, incite & les uti-
liser au niveau de la stabilité des schémas ; on y reviendra plus loin,
en (33). On trouve dans A. JEFFREY une étude assez compléte de ces inva-
riants de RIEMANN.

On appellera courbe de choe un arc de courbe issu de (ul,vl)

L i icu-

(ou de (uo,yo)), d'équation (10) en (uo,vo) (ou en (ul,vl)). En particu
lier si (uo,vo) est relié par une courbe de choc a (ul,vl), la réciproque

est autorisée par (10), (ul,vl) peut étre relié par le méme choc & (uo,vo);
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on retrouve .la symétrie de la condition de RANKINE HUGONIOT, et il faudra
faire intervenir une condition d'entropie pour la détruire. Cette condition
d'‘entropie va étre introduite géométriquement. On va réunir les courbes ..
définies par (10) et (9), (11) en une seule équation, celle des invariants

de RIEMANN généralisés.

On considére d'abord le cas ol v est une fonction croissante

de u, valant vO pour u = uo. On a, pour une détente

u
(12) v = vo + I vV £'(y)dy = vo + g{u) - q(uo) B
u

o

et u vérifie l'équation scalaire

du ' _a_“l -
3t 9 (w) ax O

La propagation, dont le sens est donné par le signe de -g',
est négative. De fagon & s'opposer le plus possible & l'apparition d'éven-
tuelles discontinuités, on pourrait, comme pour l'équation scalaire, rem-
placer -g par son enveloppe convexe sur [uo,u] si u > u s, Ou par son enve-
loppe concave sur [u,uo] st u < u,-. Cependant, ceci ne permet pas, lors-
qu'un choc- subsiste, de retrouver la relation (10} sur ce choc. On est
en effet amehé a faire interxvenir f plutdt que g dans la construction de
ces différentes enveloppes,\ce qui peut étre effectué de la fagon suivante,

lorsque le sens de propagation est négatif.

On remplace f par son enveloppe convexe sur E%ﬂuﬂ si u, < u,
et par son enveloppe concave sur [u,uo] si u0> u, et on note f+(y;uo,u)
la valeur de l'enveloppe ainsi construite, au point y €'I(uo,u). Tout
comme £, ¥+(.;uo,u) est croissante et de classe C1 sur I(uo,u). On lui

Y -
associe une fonctibn g définie sur I(uo,u) par

L z ‘/ a -
(13) g(z;uo.g) =J - f+(y;uo.u)dy ’

u dy
(o]

puis on pose
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A,
(14) g(u;uo) = g(u;uo,u) .

e

Rappelons que le choix du sens de la convexité de 1'enveloppe

f+ en fonction du signe de (uo- u) est 1ié au sens de propagation qu'on

s'est fixé a priori.

. 8i par exemple f est convexe sur [bo,u],il y a coincidence

N
entre f(.;uo,u) et £, et donc

u

g(u;uo) = f £'(u)du .
u
o)

On retrouve la fonction g définie par (9). Si maintenant f est

concave, on obtient

£{u )-£(u)
o

¥
dy yiugew) = u - u

puis

gluju ) = ‘/(f(uo) - f(u) (u = w

c'est-a-dire le second membre de (10).

Par exemple, pour f{u) = u3/3, on obtient

/ wt wu o+ u2
(u-uo) ° si u €I{(~u

3 o/2' uo)'
(15) (wu) =1 sg) (- ud) /2  si u< u<o > us
gluin) = a 5 i u ug ou u u o,
) S5u X u
—sg(uo) (5-'+~8— si u<——29-<0 ou U>—'§9'>O

Remarquons que g croit en u et décroit en u .
o

L'invariant de RIEMANN croissant généralisé, issu de (u ,v ),
o' ’o

est 1'arc d'équation suivante dans le plan de phase :



(16) Vo=t g(u;uo) .

On considére maintenant le cas ol v s'exprime comme fonction
décroissante de u. La fonction (-g) est maintenant croissante, et la pro-
pagation est de vitesse positive ; les rdles de u et u, sont cependant
échangés car u est la valeur & droite, et Uy, le point d'appui, la valeur

4 gauche. On retrouve donc la méme fonction g que précédemment.

L'invariant de RIEMANN décroissant généralisé issu du point

(uo,vo) est, dans le plan de phase, l'arc d'équation
(17) V=~ g(u;uo) .

Si £ est convexe sur Eﬂ)ﬂﬂ , on'retrouve l'invariant de
RIEMANN classique, et si f est concave sur [?o'd] , on obtient la condi-

tion de choc (10).

On peut remarquer que pour u et v fixés, (16) donne v, comme
une fonction croissante de u et (17) donne v, comne une fonction décrois-

sante de uo.

‘

2. LE PROBLEME DE RIEMANN

On se propose de résoudre le systéme (4), (5), pour les données

initiales
\ . u, si X > 0 '
u({x,0) =
u_. si X < 0 .
(18)
v si x > 0 ‘
+
v(x,0) =
v si x < 0 '

ol (u+,v+) et (u,v_) représentent les points notés A, et A_ dans le plan

reote

de phase. Ces points sont supposés fixes. On cherche particuliérement a
connaitre la valeur stationnaire (uo,vo) que prendra la solution le long
de la demi-droite {x=0,t >0} , afin de construire un schéma qui générali-
sera le schéma de GODUNOV. Cette valeur statioﬁnaire sexrvira également de
point d'appui pour construire la solution sur les x > O et les x < O, &

partir des invariants de RIEMANN généralisés qui en sont issus.

Ainsi le point A+ doit
étre situé sur un inva-
riant de RIEMANN géné-
ralisé décroissant,
issu de (uo,vo), et on
a donc

(19) V= v g(u+;uo) B

pour assurer une propa-

gation de sens positif.

De la méme fagon, A_ est
situé sur un invariant
de RIEMANN généralisé

¢roissant, et on a -

(200 v = vt g(u’;uo). . 0o

de fagon & avoir une pro-

pagation vers les

x négatifs.

Ces deux équations (19) et (20) vont permettre d'obtenir
(uo,vo) a condition que les graphes aient une intersection, ce qui est

assuré sous l'hypothése de stricte hyperbolicité suivante.

On dira que le systéme (4), (5) est strictement hyperbolique

lorsque f est strictement croissante, et

R
(21) lim J VE'(y) dy =« .

R+ too



- 212 -

Le terme "strictement"” peut étre justifié en précisant que
(21) et la stricte croissance de f, expriment que le systéme (4), (5)
ne se rapproche jamais d'un systéme parabolique ou elliptique. En effet,
f' n'est pas trop petit ni sur un ensemble de mesure non nulle, ni &
1'infini, et f£' € O signifie que le systéme est elliptique, f' = 0 que

le systéme peut étre interprété comme étant parabolique.

Ainsi, pour les systémes étudiés par NISHIDA [1] et NISHIDA
et SMOLLER [(],[2] od £(u) = -1 /u1+€, avec u> O et € 3 0, (21) n'est
vérifié que pour ¢ = O. Pour ¢ > O, ces auteurs sont amenés a faire
une hypothése sur la variation de la condition initiale, & savoir que

[v+— v_] est petit, ce qui est une fagon d'assurer l'existence de (uo,vo).

Si le systéme (4), (5) est strictement hyperbolique, le sys-
téme d'équations (19), (20) admet une solution unique (uo,vo). La solution
du probléme de RIEMANN est obtenue, sur {x > O} en résolvant lorsque 1'in-

variant de RIEMANN coincide avec 1l'invariant généralisé, le probléme

du ; su = =
5t + JE' () % o , u(o,t) u, o u(x,0) u

pour avoir u, et v est obtenu & partir de (19). Si l'invariant de RIEMANN
colncide avec (10), un choc apparait, et sa vitesse est déterminée par la
condition de?RANKINE HUGONIOT. Son intensité dépend de la distance entre

les points de contact de la fonction avec son enveloppe.

Dans le cas général, on commence par séparer les chocs des
détentes en utilisant (19) et (20), puis on résout le probléme séparément
pour chaque cas. On procéde de la méme fagon sur {x < O}. On peut remarquer
que dans la pratique, la fonction f n'est pas trop compliquée, et il n'y a
souvent soit qu'un ghoc, soit qu'une détente sur {x > O}, et de méme sur
{x < O}. On reviendra sur cette partie au chapitre VIII pour une fonction f

plus particuliére.

Donnons deux exemples, pour £{u) = u3/3. On prend tout d'abord

(u_,v_) = (0,0), puis (u+,v+) = (0,1). Alors uo et vo doivent vérifier
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kA2
1= vy T g(O;uO) ’
QuF vy + g(O;uo)
1 Ao
VE o b o e o e
On a immédiatement o 2 :
[}
1
L .o -
oT2 0 Y% ' ~u
. o Y
et ug vérifie 1'équation

On voit apparaitre deux chocs, de vitesses respectives -vo/uo

et vo/uo' La solution est donnée par

¢
Vo
[¢] si X < - . t ’ T Q
/ o} | o] i
|
l i
Vc> Vo ‘ f
u(x,t) =¢ u si -~ — t<x<— t , { I
o u u i
(o] [e] |
{
| 0 |
v P ;
O si x> ==t ., : .
1) \ pv |
] I
. |
. Yo X v I
o] si X< - =t ' ' [} |
/ u {
° |
v |
(o]
. o o | >
vix,t) =qv si - — t<x<— t , »X
(o] u u
[¢) [}
Ya
1 si x > — t
u
o
Pour (u_,v_ ) = (0,0) et (u+,v+) = {1,0), on obtient un choc

de vitesse négative, et une détente dont la vitesse de propagation est

positive. Il vient
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e 2 +/§ 1 u
1
v = v 0,268,
° 24+ 43
et la solution est uy ‘

donnée par

o si x <oOt,

u si at<x<uot ’ , %
ulx,t)= ' 0
x/t si u t<x<t , \
o . .
1
1 si x>t , ' . '
0 | !
v 1
] 1
[¢] si x<at, l 1 !
i ]
vo si at<x<uot ’
vix,t)= x2 u% t 1y i '
v - ——§-+ 7 si uot<x<t ' . o] ) !
° 2t { \
0 si x>t , ; ° o
VO
avec g = - :— an - 0,393
(o}

On véiifie, et cecl est général pour le probléme de RIEMANN,
que la solution s'exprime en fonction de la variable £ = x/t, comme dans
le cas scalalire (cf. Chépitre 1I, paragraphe 1). En‘reprenant les articles
DJ et Eﬂ de C.M. DAFERMOS et Eﬂ de T.P. LIU (entre autres), cette re-
marque permet d'obtenir une condition d'entropie, qui correspond & celle
incluse implicitement dans la construction géométrique des invariants de

RIEMANN généralisés qu'on vient de faire.

En effet, les chocs obtenus satisfont & la condition d'entropie
proposée par T.P. LIU [3] ; en notant (u', v') et (u;, v;) les valeurs en
x = x(t) - O et x = x{t) + O de la solution de chaque c6té d'une ligne de
discontinuité d'équation x = x(t), on vérifie qu'on a, pour tout (k,R)

entre (u',v') et (u;,v;) tel que

o
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£(k) - £(u') L~ v! )
(22) T uz ok, Liut,v) ,
l'inégaliteé
(23) ol Liut v € olulviiut,v (= - 95

Supposons par exemple que O (k, &; u',v') soit non négatif.
On a alors

9 f(k) - £'(u')
Eo(k,i i UL,VL)] = TR ,

et la condition (23) exprime que

f(k) -~ f£(u') f(u}) - £{u!)
Max = b =

X €I(u;,ul) k = u' u' - ut .

(Il apparait un minimum pour un choc de vitesse positive)

On retrouve une condition d'entropie analogue au cas scalaire.
En se plagant par, exemple dans. le cas oa f est’ convexe, on a alors u, >u ,
et c'est ce qu'on obtient sur les exemples ci-dessus. On retrouve encore

(23) dans les autres cas de figure possibles.

On peut démontrer un théoréme d'existence, et de stabilité
pour le probléme de RIEMANN dans le cas général. L'existence est obtenue
par la construction précédente. La stabilité exprime que la solution est
4 valeurs dans le domaine limité par les invariants de RIEMANN contenant
la condition initiale. Ce résultat est établi au théoréme 19 dans le
cadre de l'équation des cébles, pour limiter le nombre de cas a étudier,
mais la méme démonstration s'adapte au cas général. Notons également que
la solution.obtenue satisfait a4 la condition d'entropie de T.P. LIU, ce

qui constitue un critére d'unicité.

L'utilisation essentielle que l'on fera, de cette résolution

du probléme de RIEMANN, est la construction de (uo,vo) a partir de (19)
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et (20). Numériquement, ces deux équations sont difficiles & résoudre i
en remarquant que l'invariant de RIEMANN classique est tangent en (u+,v+)
et en (u_,v_) aux invariants généralisés (19) et (20) respectivement, et
ont méme type de convexité, on peut ne prendre dans (19) et (20) que les
invariants de RIEMANN classiques, sans commettre une trop grande erreur
lorsque (u+,v+) et (u_,v_) ne sont pas trop éloignés. Par exemple, ces

invariants de RIEMANN classiques donnent pour le premier exemple

-2 -2
- Ys - Yo
= Gt — ; = - —— f
1 v, 2 o) v, 5
donc v =i (=v) et u =1 ( it u_ = 0.9306)
o 5 5 u, = on avait u_ = 0.
Pour le second exemple, il vient
vo=L1 (v =o0.28) a =i 007 it u = 0.681
o 2 o . u, = . on avai u = 0. ).

La différence est encore plus réduite lorsque (u_,v_} et

(u+,v+) représentent la valeur de la solution approchée en deux pas consé-

cutifs du maillage.

Cette reharque permet de construire un schéma numérique d'uti-

lisation plus facile. .

<

3. CONSTRUCTION D'UN SCHEMA NUMERIQUE

Soit h >|O le pas de discrétisation en espace ; le pas de dis-
crétisation en temps est encore pris égal & gh. On introduit également les

mémes intervalles que précédemment

1= [i-Dn,aelin] iewm,

i

[(n——;-) qh , (n+%) qh] n € O,...,N=[T—-] .
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On approche les conditions initiales uo et v0 par

(24) u‘? =1 f u_ (x)dx i ez |,
i h I o
et
o 1 o
{25) vi = 4§ JI vo(x)dx i ez .
i

On appellera solution approchée, un couple (uh,vh), cons tant
sur chaque pavé Ii X Jn, ol sa valeur est notée (uz,v?). Pour n = 0, ces
valeurs sont données par (24) et (25). On suppose connaitre tous les u?
et tous les v: pour n fixé, et on construit les u2+1 et v?+1 de la fagon

suivante.

On résout le probléme de RIEMANN (4), (5) avec les conditions

initiales (u_,v_) = (u?, v?) et (u+,v+) = (u? ,V? }+ pour chaque i ¢ Z

itl" i+l
sur le segment

x = (i + %0 h , t 3 ngh '

comme on l'a fait au chapitre II, pour le schéma de GODUNOV. Cette valeur
est constante pour (t - nqh) assez petit, de fagon & éviter 1'influence
des u? pour j différent de i et i+l, et ceci va constituer une condition

de stabilité. La valeur cherchée est notée (u?

n
i+1/2" vi+1/2) i elle est

solution de (19) et (20), c'est-a-dire

I - vn - (un . uﬂ )

Vitt 4172 T I P Y4000
(26)

n n n n

Vi T Viegge POy 0 ug 00 '

ce qui est assez difficile a calculer en pratique, sauf peut étre dans
certains cas ol la fonction £ s'y préte bien. Comme au cours de 1'expé-

i ri n n n n
rience numerique, (ui+1'vi+1) et (Ui, vi) ne sont pas trés éloignés dans

le plan de phase, on ne commet pas une trés grande erreur en la calculant
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non plus avec les invariants de RIEMANN généralisés, mais avec les inva-
riants de RIEMANN classiques, conformément a la remarque faite a la fin
du paragraphe précédent, oll on a vu sur quelques exemples que cette erreur

est assez faible.

On prendra donc

n _ .n _ .n n
Vitr T Vierzz T 90 y) Foalu,0)
(27)
n n n n
Vi T Viets Y 90y) - atuy o)

au lieu de (26), avec g définie par

f
¢

(28) g(u) =f JEE a

o]

n n
Le calqul de (ui+1/2,vi+1/2) par (27) est nettement plus

facile & programmer ; il suffit en effet de résoudre

n ‘1 n n n n
(29) 90120 =7 ) Vier” Ve T 9l Fglu) e

soit directement si g est assez simple, soit par la méthode de NEWTON

qui est bien adaptée ici, la dérivée de g étant connue et égale a Vf'.

n .
Le calcul de vi+1/2 est encore plus simple :

n _ 1 n n n '_ n
(30) vi+1/2 =3 vi+1 + vy + g(ui+1) g(ui) .
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n n . e
Ayant ui+1/2 et vi+1/2 pour tout i€ Z, on intégre les
équations (4) et (5) sur le pavé

o1 S|
] (i -35h , ({+3h [ x ] ngh, (n+l) qh [;

+
en utilisant une formule de GREEN. On note ensuite u? ! la moyenne de
cette solution sur Ii' au temps t = (n+l)gh. Il vient, comme pour le

schéma de GODUNOV dans le cadre des équations scalaires,

ntl _ n n n
(3h) Sp T a0t Vie)
ntl _ n n -
(32) vi =V +taq (f(ui+1/2) f(ui-l/Z)) .

On notera So le schéma (27,31,32) et S, le schéma (26,31,32).

1
La condition de stabilité peut &tre obtenue en considérant
les vitesses de propagation respectives de u et v, qui sont obtenues en

diagonalisant le systéme (4), (5) mis sous la forme non conservative

du _ 9v
3t ox
v ., 3u
T v

c'est-a-dire

2y . ° Y ™ .
t £rw) o) Y

Le systéme diagonalisé est non conservatif ; il est donné par

2 (v gw} = VE'(u) 5?‘- {v + gw?}

ot
(33) 3 3
3¢ {v - g} =-V£'(u) T {v - g} B



- 220 -

qu'on peut obtenir directement en introduisant les invariants de RIEMANN
dans (4) et (5). Ce systéme est a l'origine de l'utilisation des inva-
riants de RIEMANN ; il exprime que les quantités v + g(u) et v - g(u)
restent bornées dans Lm, et se propagent avec les vitesses respectives

vE' (u) et - VE'(u) . La condition de stabilité peut donc s'écrire

(34) g Sup Vf'(u) <« 1 .
u€ R

La diagonalisation (33) n'est autorisée que loxrsque la solu-
tion est réguliére ; s'il y a choc, on reprend la condition (10), pour

établir que sa vitesse de propagation vérifie

/f(u,) - £(u)
(35) | dx I = o ,

dt 4 - u
1 o

et conduit & la méme condition de stabilité que (34).

Pour le schéma SO ou pour le schéma Sl’ il n'y a pas stabilité
de type L” sur u et v séparément ; en effet, sur un des exemples donnés au
paragraphe précédent, on avait & la fois u, constant et égal A zéro et
u(.,t) non nul. On ne peut .concevoir de stabilité que sur les invariants

de RIEMANN (généralisés ou non). Etant donnés u et vy dans Lw(IR), on note
(36) K, ={tww | [v] +lewle w =xM€al;Evo(x)| +|9[uo(x):||] .

Cet ensbmble est un compact du plan de phase. On dira qu'il y a

stabilité lorsque la solution (u,v) est & valeurs dans Ko.

Cette solution est également envisagée dans un sens faible
comme au chapitre I, on appellera solution faible une solution de (4), (5)
au sens des distributions, qui est mesurable et borméde. On aura pour toute

fonction test

2 2
W, ¢, (w® x [o,r] '
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T
[ J (u %%-— v %%~) dx dt + J u (x) P(x,0) dx =0 ,
R [e]
(37) : ®

T
3 3%
(v % _ £(u) )dx at + I v_(x) $(x,0) dx =0 .
JIR Jo ot ox R °

Il n'y a pas unicité des solutions faibles, en général ;
l'exemple suivant le montre. On prend f(u) = u3/3, puis on résout le pro-
bléme de RIEMANN avec (u_,v_) = (0,0) et (u+,v+) = (1,0), déja traité au
paragraphe précédent. On trouve la solution déji donnée, constituée d'un
choc et d'une détente. On peut également concevoir la suivante, consti-
tuée ‘de deux chocs. On choisit u, égal a4 l'unique solution dans ]O,l['de

1'équation

u2 = (1-u) 1+ u+ u2
donc weu-t1=0, u * 0.6823
puis v, = uf//g , v, = 0.2688 ,

et on a pour solution faible, la solution suivante, qui vérifie la condi~-
tion de RANKINE HUGONIOT (10), et dont la valeur en x = O, t > O différe

de la valeur correspondante u, pour 1'autre solution faible proposée.

o] si x < Ot

u{x,t) = uy si  at < x < 8t H

—

si  x > Bt

‘ (o} si x < ot
vix,t) = ? vy si at < x < 83t i
o] si x > Bt
v v
avec a = ~ El- , B = 1‘1 .
1 Yy
(o = 0.394) (B ~ 0.846)
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4. QUELQUES REMARQUES ET RESULTATS NUMERIQUES

Ce paragraphe fait l'objet de quelques remarques concernant
le schéma So. On y donnera également quelques résultats numériques sur
ce schéma, et sur le schéma de LAX. La convergence pour ces schémas est
considérée au chapitre VIII, dans un cadre assez particulier qui permet

d'avoir KO convexe,

On fait souvent une hypothése sur la convexité de f. Ainsi
LAX a introduit la notion de "genuinely non linear systems", qu'on peut
traduire par “systé@mes vraiment non linéaires” bien qu'il s'agisse d'une
définition plus restrictive, lorsque dans (5) la fonction f admet une
dérivée monotone, croissante ou décroissante. be n'est pas le cas par
exemple de £(u) = u3/3. Pour les systémes vraiment non linéaires, le pro-
bléme de RIEMANN est plus facile & résoudre, car g(u;uo) est alors soit
donné par l'invariant de RIEMANN classique, soit par la condi;ion de com-
patibilité (10) sur les chocs. On ne fait bas cette hypothése ici ; on
étudie en effet au chapitre suivant un modéle de cdble qui généralise le
cas ol f(u) = u3/3 et ol u = O correspond & un changement de monotonie de
f' et également & une position d'équilibre, si bien qu'il est exclude

supposer u de signe constant.

Dans le cas linéaire, 1l'équation (1) correspond & 1l'équation
des ondes !
2
23
9x

3

£¥-x

2
w
a2

£

|

N

ol k est une constante positive fixée ; on a alors f(u) = kzu, et le sys~
téme (4), (5) devient

du_dv . dv_ .20
(38) 3 = 5% H % = k X .
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Les invariants de RIEMANN classiques et généralisés coinci-

dent, et le schéma So (= Sl) s'écrit

vril+1 = v2+1/2 Tk u2+1 tk uril+1/2 !
v: = v2+1/2 + k u: - k u2+1/2 '
d'ou
"Iil+1/2 = % (Vigg* VD +§ WGy U
uril+1/2 = %'(u2+1+ u?) + %f (v?+1— Vz’ °
En introduisant ces valeurs dans (31) et (32), il vient
G- e g Viey™ Vi + 5 (Wi, = 20 +u )
":H =Vt Sl}2('i (Wgpy™ ) ELK LA R AU
Ces deux relations font apparaitre des termes de viscosité.
On peut également calculer (v + ku)?+1 et (v - ku)?+1 ; on obtient

#
<

n+ku“+%lsv[vr.\ —2v2+-'v2_+vl} —vl.j ]

n+l
(v‘+ ku)i i 1

B
<

+ ku)’i‘ + gk l-:(vﬂm)’i‘+1 - v+ ku)ﬂ .
De la méme fagon,
(v - ku)ri\+1 = (v - ku)? - gk [}v - ku): - (v - ku)!i]_1 ].
On retrouve dans chaque cas le schéma décentré utilisé pour

l'équation scalaire. On peut conclure, par le théoréme 2 que 2y, = vh+ kuh

et yh = vh— kuh convergent vers z et y respectivement, dans
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1

Lloc( IR X JO,T[}, puis en posant

= L ; = e - ;
Vo %3 (zh+yh) i u, =5y (zh yh) i

établir la convergence de (uh,vh), vers (u,v) = %—(Eix~, z+y ) qui est
solution faible de (38).

On peut faire une autre remarque concernant le choix de 1'in-
variant de RIEMANN classique dans (27), plutdt par exemple que la courbe
de choc (10). Le principe de la condition d'entropie consiste essentiel-
lement a s'opposer a l'apparition de chocs. Dans le cadre de 1l'équation
scalaire, on a utilisé ce principe pour introduire les enveloppes convexes
et concaves de f, suivant le sens de la discontinuité initiale. Ici on va
s'opposer a l'apparition d'un choc en traitant a priori chaque probléme
de RIEMANN comme si sa solution n'était constituée que de détentes.

Ce procédé n'exclut pas d'obteﬁir des chocs, mais se traduit par un apport
de viscosité. Ainsi les chocs qui resteront aprés cette opération vont

satisfaire & la condition d'entropie de T.P. LIU (23).

L'application de ce principe doit étre rapproché d'un article

de CHUEH, CONLAY et SMOLLER, dans lequel le systéme parabolique du type

. dv 3%
ECa e ‘ v
(39) )
2
v I
e __3 €
3o = axlflag)) te 3
x

est étudié. Il apparait que
le fait que € soit positif o

suffit pour que les valeurs

de (us,ve) solent toutes u

situées a 1l'intérieur du

compact Ko, limité par les

invariants de RIEMANN classiques. Lorsque £ tend vers zéro, ces valeurs
(ue,ve) restent évidemment dans Ko, et ceci implique en particulier que
les courbes de chocs physiquement acceptables ne peuvent pas étre situées
a 1l'extérieur de KO. (27) peut ainsi étre interprété comme une projection

sur K , au cas ou le probléme de RIEMANN donnerait un point (uo,vo) n'ap-

partenant pas & KO.

Le schéma (27),(31),(32) (=So) se différencie du schéma de GLIMM
qui est habituellement employé. Tout d'abord on n'utilise pas de géné-
rateur de nombres aléatoires, qu'on remplace par une projection de type
L2, au niveau de (31) et de (32). Ensuite, dans (27), on ne calcule que
deux valeurs u2+1/2 et v2+1/2, au lieu de déterminer complétement la solu-
tion du probléme de RIEMANN & chaque fois. Ce schéma de GLIMM permet cepen-
dant d'établir la convergence dans le cadre d'un systéme “vraiment non
linéaire", et donne des résultats numériques satisfaisants. On peut voir

a ce sujet les travaux de NISHIDA [1], [2], de NISHIDA et SMOLLER [1],
et de cHorIN [1],[2].

L'existence et l'unicité d'une solution faible vérifiant une
certaine condition d'entropie ont été établies notamment par R. DIPERNA
D,2A,5] dans le cadre d'un systéme vraiment non linéaire. La démarche
employée est ‘constructive, mais il ne s'agit pas d'un schéma numérique.
On peut citer également les travaux de T.P. LIU ou de J.A. SMOLLER sur

ce sujet. Tous ces travaux portent sur le systéme plus général
du 3

3¢ = B (FL1V))

(40)

L) £l
5% ol (g(u,v)
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pour lequel le schéma‘So est inadapté dans la mesure ol la solution en x=0

du probléme de RIEMANN n'est pas en général obtenue aussi facilement qu'en
(27), les invariants de RIEMANN é&tant connus souvent soit sous forme im-

plicite, soit sous une forme paramétrée.

Le schéma de LAX peut aussi 8tre utilisé pour le systéme (4),

(5) . En généralisant de fagon immédiate le cas scalaire, on obtient

nti 1 n n qrn _.n
(41 uos g eyt ) v [V - Vi
(42) e 2ol e+ R ) - )]
i 2 Vis i-1 2 i+1 i-1 !

avec pour condition de stabilité

q Sup YE'(u) 5 1 .
u€ R

on peut également construire ce schéma de fagon analogue au
schénma So' en écrivant, chaque fois, que f est approchée par une fonction
|
affine de pente 13-, de fagon & vérifier la condition de stabilité.

Ainsi, (27) doit? stre remplacé par

n n 1 n‘ _.n
(43.1) Vier T Vierz2 T g M7 Yiegy0)
(43.14) V= WP Lo )

1T Vie2 Y N T Y0

d'ol, en faisant la somme et la différence,

n 1 n n q . _.n

Yierzz T3 Wt up) g vt vy ‘
o FPTUPIEE S ARt RS It

Vietza T2 Wit Vi) v og gty ‘

On introduit ensuite les v2+1/2 dans (31), et il vient

n+l1 n n
u, )
i

ivt/2 " Vi-172)

it

n
ui + g(v
donc

un+1 - u? . %'(vn

n 1 n n n
i il iet” Viegd Y F gt 2us vy )

n . g
et on retrouve exactement (41), en regroupant ui et le terme de viscosité

qui apparaft. On procéde de méme avec (32), en approchant f(u:+1/2) par
n n
u + u,
Y - Lore® Sy I I S T Wl

(45) Bluyyyyp) =7 [Ff, ) + ead] + 2 [“in/z 2 ] '

et on obtient exactement (42).

On peut également introduire des conditions aux limites adap-
tées & l'équation (1), sur un domaine borné. Par exemple sur]O,l[ X ]O,T[,

une condition du type DIRICHLET

w(o,t) = a(t) ; w(l,t) = b(t) i te]o,r[
se traduit en
vio,t) = a'(t) ; v(l,t) = b'(t) ; tejo, [

sans condition sur u. Un probléme de ce type est traité dans NISHIDA et
SMOLLER [2]. On obtient des conditions sur u dans le cadre d'un probléme
de type NEUMANN. On peut également concevoir des conditions de type mixte,
portant a la fois sur u et v. Compte-ﬁenu du probléme de RIEMANN, ces con-
ditions, qui peuvent étre écrites

. .
Au,v) = Cte en x =0 P Blu,v) = ¢°¢ en x = 1
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devront étre telles que A exprime implicitement v comme fonction non
décroissante de u et que B exprime v comme fonction non croissante de u,
pour assurer l'existence d'une solution et conserver la stabilité dans xo.
On observe des phénoménes de réflexion d'onde sur la frontiére pour  le
probléme de DIRICHLET (v donné) ou de NEUMANN (u donné). Ce n'est pas le

cas en général pour le probléme mixte, car en prenant par exemple pour

l'équation linéaire, une condition portant sur (v - ku) en x = O et sur

(v + ku) en x = 1, on retrouve,en découplant,le probléme aux limites pour

1'équation scalaire, pour lequel il n'y a pas réfléxion des ondes.

Quelques expériences numériques ont été menées sur le schéma

de LAX et le schéma So' avec,, pour conditions aux limites v = O en x = 0

et x = 1, qui est de type DIRICHLET, pour ce dernier schéma. L'exemple repré-

senté ici est le second décrit pages 213-214, avec la discontinuité initiale

en x = 0.5. On obtient pour t = 0,5 la solution proposée comme exemple

de solution du probléme de RIEMANN, avec une légére réflexion en x = 1

due au fait que la vitesse de propagation de la détente est égale a 1/2,
1

avec un choc initial "situé" sur ] %—- h, §-+ h{; On peut comparer ce

résultat avec 1a'solﬁ£ion obtenued partir du schéma de LAX dans les mémes

conditions (figure page 230 ). Les chocs sont plus raides, et les

détentes plus réguliéres que pour le schéma de LAX.

Pour t = 1 et t = 1.5, les réflexions d'onde interviennent,

pour le schéma So ; le programme a en effet tenu compte de la condition

n ; ;
v = 0O, en calculant vl/2 comme intersection des courbes

v=20 et v? = v - g(u?) + g(u).

Pour v2—1/2' a4 l'autre extrémité, on effectue un calcul analogue.

Le schéma de LAX est moins adapté & 1'introduction des condi-

. I n n
tions aux limites, car Wy ui+1, vi-l' vi+1 apparaissent explicitement
n+i +1
dans le calcul de uy et v? . On peut remarquer que les conditions

aux limites effectivement utilisées sont u =1 et v=0en x =1, et
u=v=0enx=0, ce qui se traduit par des couches limites relativement

étroites. On n'observe aucun phénoméne de réflexion d'ondes.

Au,v
£=0
t=0.5

“h
/ t=1
—— i t=1.5
TS e TS o o
’
’ Ve ///
! /
; /
! /
.
o
! / .
!
1 ’/ /
'
1I ,"I"""";‘a-w.-.«:_;_:—a_ag‘“«—nu”__i\t_l.s
i I/ ) /7 y
vy Q!
:’ , / / l: Vh
i ,/ {
1/
oy ‘/////* = ‘
X
1
Schéma de LAX
(sans réflexions) h = 0.025
q=1 2
f(u) = -3'-

Pour introduire des conditions aux limites de type DIRICHLET
ou de type NEUMANN, il faut changer de schéma au voisinage de la frontiére
(sur la premiére et sur la derniére maille), par exemple en reprenant 1'in-
terprétation faite précédemment. Cette technique est détaillée & la fin du
chapitre VIII, pour le probléme du cdble extensible fixé a chaque extrémité,

mais peut faire l'objet d'une généralisation.
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Solution en u

l \
| “ N
‘\\ \
I . \
I g AN \
| I A
| | AN
NN
* t =1
[ N oA
\
(o] } / 1 \
1Y AY x
' 1
\
\
|
| \
\
Nt = 1.5
Wv Solution en v
/f'—:j?“‘—“““\“““" t=0.5
el - _\
T R N
' \~E= 5N
/ / Teall D
/ / t = “~~“>\
o, | s -

h = 0,025
q=1 3
fl{u) =
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CHAPITRE VIII

APPLICATION
A UN MODELE DE CABLE EXTENSIBLE

On montre dans un premier paragraphe, qu'un modéle, assez

simplifié, en dynamique des cdbles extensibles correspond a 1'équation

2
) 3 aw
(1) _.—atg = ‘a—x' [f (5';)] .

oi f est une fonction croissante, nulle & l'origine, convexe sur.]O,+m[
et concave sur ]-W,O[; On étudie ensuite la stabilité des schémas intro-

duits au chapitre VII pour la classe de fonctions f ainsi définie.

1. UN MODELE DE DYNAMIQUE DES CABLES EXTENSIBLES

On considére un cdble, de longueur & & 1'état neutre ; on
note A l'aire de la section du cdble, et E son module d'élasticité.
Ce cdble est supposé fixé en x = O, et on applique & 1l'autre extrémité

une certaine tension initiale constante par une force d'intensité N 3 O.
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Le déplacement vertical est noté w, et le déplacement hori-
zontal est noté z. On suppose que le mouvement reste plan, ce qui cons-
titue une hypothése assez restrictive, qui interdit les trop grandes dé-
formations. Pour écrire les équations du mouvement, et obtenir une formule
du type de (1), on utilise une technique analogue & celle de P. JOUVE

dans le cadre des structures A barres, en statique.

L1+ gg)
L'énergie cinétique est o M
T O N | » X
L
1 22, 2
T‘E[(Z+W)pdxp | Mt) ——z
0 Wy s>z {x,t)
M M(E) = (w(x,t))

>0 pest la densité du céable.

On calcule également 1l'énergie potentielle du cdble, somme des forces
internes v, et des forces extérieures V2. On note ds 1'élément Ge longueur
dans l'état déformé, qui correspond & dx dans l'état non déformé et non

tendu (état neutre). On a alors

. _ 92 L oV
(2" =57 ¢+ W =32)

o .

2 2 2 2
_ EA [ ds _ 5 EA / 2, .2 _
V1 = J > [—dx :}.dx— f 5 (1+z") "+ w 1 dx
(g = gravité) .,

Les conditions aux limites sont les suivantes

z{0,t) =0 i z(,t) = -E% ( = constante) 1
w(,t) =0 ; w(l,t) =0 i

le cable étant supposé fixé a chague extrémité.

Supposons un instant que pour t1 < t2, on connaisse les

valeurs respectives de z et w & l'instant t1 et & l'instant t2

’
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]

z(X.tl) = 21(X) i Z(x,tz) z2(x) H

it

w(x,tl) = wl(x) H w(x,tz) wz(x) .

On applique le principe Q'HAMILTON : les fonctions z et w

doivent rendre stationnaire l'expression

(T—Vl-Vz) dt .

Pour simplifier le probléme, on va supposer que zy et 2z,
sont des fonctions linéaires de x, et ceci correspond & écrire que w
reste la seule inconnue du probléme. On a en effet, pour vérifier les

conditions aux limites

et on peut admettre, qu'il en est de méme pendqnt la durée t2- t1 H

On est ainsi amené & chercher w, rendant stationnaire 1l'ex-

pression
t
2 L 2
Mw) = [%J wzpdx-f Ez—A[/(l'FZ')2+w'2—1J2dx
€ [¢] (6]
1
2
+ I wopdg dx]dt ’
[¢]
ol z' = N est une constante.
EA

On introduit une variation Aw, telle que
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Aw(O,t) = O H Aw(l,t) =0

Aw(x,tl) =0 H w(x,tz) =0 H

.

puis on développe Il(w + Aw) - [[(w) , pour obtenir au premier ordre

t L
2 . .
J J whw p - %? (F*(w') Mi') + Aw p g $dxdt = 0 ,

t1 o
avec
v 2 2
Fu) =|x /1.4 (7:1) -1
et en posant A=l 4z =1+ 3 1
EA :

On intégre par parties, et il vient

t R’ ' |
[ 2 { - wp + %ﬁ s% 3F'(w')2 + pgiAwdx dt = 0O B

et l'accroissement Aw étant quelconque, on a immédiatement

2
: dw_ _EA v g oW
(2.1) atz = 55— vy F (5;)

dont on peut faire disparaitre g en posant Wy =W - g tz/2

= N
On pose pour A 2 1 (A =1+ ey )

—t
A1+ (%)2

La fonction f ainsi définie est strictement croissante et

(2.i1) f(u) = F'(u) = 2u (1 -

impaire. Sa dérivée est donnée par

qui est croissance, pour u > O
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fr{u) = 2 [ --—~———J———-—-], £

A+ (HP?

et donc £ est convexe sur /

Jos+ea . , A

Dans l'hypothése de déplace- /
ments assez petits, on peut
développer f(u) au voisinage /

de l'origine, et il vient

y = 2(u+l) / £'(0) =201 -

1
1 /
f(u)’\:2(1—x)u+(}-;-) .

I

On retrouve l'équation linéaire /

en négligeant le terme en u3, 4

et a condition que A soit dif-
férent de 1, c'est-a~dire
lorsque la tension initiale du
cdble est non: nulle. Pour une
tension initiale nulle, on
trouve f(u) = u3, age qui cor-
respond aux exemples. donnés précédemment. Un développement & l'ordre
supérieur donne un équivalent de f qui n'est pas monotone ; il apparait

un terme de la forme - 213— (—;\1)5 .

Le calcul de

u
g(u) = J vE' (y) dy

o]

n'est pas immédiat, et on est amené & utiliser une technique d'intégration

numérique, pour résoudre VII-27 par 'une méthode de NEWTON. Lorsque f est

de la forme

u3 2
f(u) = 3—-+ k"u B

=¥
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on a
glu) = % [u /u2 + k2 + k2 Arg sh (l%)]
montrer en détails l'existence d'une solution au probléme de RIEMANN,
et que cette solution est a valeurs dans Ko' défini par
Les conditions aux limites sont nulles en w, ce qui donne
v =
pour v = 3= (3) Ko= v vl + g ] ¢ M
v(o,t) = v(O,R) = 0O -
avec M, = Max lv_| + lgta )] [v+| + ]g(u+)| '
et on doit ajouter une condition de compatibilité sur u = %% . qui est
et
donnée par
u
'3 !Lfaw ‘ (4) g{u) = j VE'(y) dy .
J u{x,0)dx = J 5;-(x,0) dx =0 . : » o}
o ‘o
Notons que les hypothéses faites sur f assurent que K est
Cette condition est conservée pour tout t ; en effet convexe. °
a 2 2 3u
= ulx,t)dx = L= (x,t) dx Le probléme de RIEMANN considéré est le suivant
dt ot '
O o]
2
(" av C (5) 3V _ B oy ,du _dv - W aw
JO 9% (x,t) dx . 3t ax ( (U)) UYS 3% i avec v 3¢ ' u = S—X— B
= !
=0 u+ x>0 ;
u(x,0) =
u X <0 H
bu 901nt de vue numérique, le schéma devra également vérifier Lag B ) -
cette condltlon, de fagon & assurer que u et v sont les composantes du gra- v x>0
- ;
dient d'une fonction nulle aux limites. v(x,0) =
: v_ x <0 H
!
Les équations générales pour le calcul des cdbles sont données :
dans CRISTESCU, qui considére le probléme & trois dimensions. Des schémas : et était déja introduit au chapitre VII, paragraphe 2. On a le résultat
numériques sont proposés dans P. ROUSSEL, également pour le probléme & trois suivant, analogue aux résultats de T.P. LIU, J. SMOLLER ou B.L. KEYFITZ
dimensions. L'introduction de nouvelles forces extérieures se fait en ajou- et H.C. KRANZER.
tant un second membre dépendant de (u,v,x,t) & (2.1).

Théoréme 19 : Le probléme de RIEMANN (5), (6) admet une so lution faible

2. STABILITE POUR LE PROBLEME DE RIEMANN ' \ u, d valeurs dans K, « Cette solution satisfait 4 la eon-
dition d'entropie de T.P. LIU (VII.22.23) qui assure
. ‘ t . v 34
On se propose, dans le cadre de l'équation (1), avec une fonc- ! Lunicité.

i

!

|

|

. 1 : :

tion £f& C (IR), croissante, concave sur ]-—00,0[:, et convexe sur ]0,+°°[ de
X x
X
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Démonstration

On distingue quatre cas différents, suivant les positions

respectives dans le plan de phase, de A_ = (u_,v_) et A = (u+,v+).

L'hypothése de convexité sur ]O,+“4:faite sur £, assure que
le systéme (5) est strictement hyperbolique au sens de (VII.21), et on
est assuré de l'existence du point Ao = (uo,vo) tel que (VII.19) et
(VII.20), c'est-a-dire

(7)

<
i

v0 - g(u+;u0)

(8)

<
it

vt g(u_;uo)

soient vézifiées,‘avec gf{;) définie en (VII.13), (VII.14). On veut prouver

ici que les arcs de courbe

v=voo- g(u;uo) v & I(v+,v0) , u e:I(u+,uo)

et

ve=v, o+ q(u;uc) v € I(v_,vo) rou e:I(u_,uo)

sont situés entiérement dans Ko' et décrivent effectivement les valeurs

de la solution.

Cas N° 1 : v € Ilv,ev ) + uiMax(u u).

On a nécessairement

vV &v
v & o & + t

et par construction de
g(u;uo), 3 partir de
1'enveloppe concave de

£, on obtient en suppo-~

sant Min(u+,u_) 2 0,

dans un premier temps,

~ 239 -
g(u_,uo)= —/(f(u_)—f(uo))(u_~uo) '
) K vt
g(u+,uo) =-/ff(u+)—f(uo))(u+~uo) . §
| %o !
N
La solution est constituée de deux v "'?'"'L_ u
.
chocs, et prend les seules valeurs u_ g
— e e A
possibles (u~,v*),(u0,vo) et ,3 0 -
& sci V-
(u+,v+). On peut méme préciser V- j
explicitement ses valeurs
u_,v_ si x < -0t ,
(et vixe)) ={u v st x €]-at,-Be[ .
u, v, si x >-Bt f
v - v v, -V
- +
avec O = 2 ' B =
u - u u, - u
- o +

On a (udvo)e; Ko. En effet, en appliquant 1'inégalité de

CAUCHY- SCHWARTZ, on a

]

g(uo) - q(u+)

(10)

N

Donc, d‘aprés (7)

ctest~a~dire

Vo + g(uo) sv + g(u+) S Mo .

u

[e]
[ vE' (y) dy

-

Y 172 {{% 1/2

1.4y f£'(y)dy

u u '

/ho - u, /f(uo) - f(u) = - gluu)
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D'autre part, g est croissante, donc

glu) ¢ glu) et gu) < gu) t
On a également v, 2 vo z V_ . donc
+ > -
v, g(uo) 2 v_ f‘g(u_) - M P

et
vy T q(uo) v, - q(u+) g M0

En reprenant 1'inégalité de CAUCHY SCHWARTZ, comme en (8),

on montre également
|
g(u)) - glu) < - glu_iu) '
d'ol en utilisant (9),
Vo g(uo) 3 v_ = glu) 3 - MO

On obtient donc

-

vl *+ lgup| « m,

c'est-a-dire que u v .
q (O'O)EKO

Il reste & montrer que la condition d'entropie est satisfaite
sur chacun des chocs. Sur le choc de vitesse négative, la condition de
T.P. LIU s'écrit

f(k) -f(u) f(uo) = £(u))

(1) Max - = — B
k€I(u ra) k- Y T U

(o) -

ce qui est vérifié, car f est convexe et u0;> u_. Pour le choc de vitesse

positive, cette condition devient

£00) - £u)  £(u) - £lu)
(12) Min e s 0
keI{u ,u,) uO 'L1+ u
o+
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ce qui est vrai, f étant convexe et uO > u+.

Considérons maintenant le cas général ou u_ et u, sont de
signe non nécessairement positif. Il existe alors a.e,EhJ uo] tel que

1l'enveloppe concave de f

£
oInci ve r |u ,a
el cide avec f su [ L ]
et avec une droite de
. T
pente L/
. '
- H
’ 1]
f(u ) - f(a) ’,’ i
© v, a b7 :
u a : > 4 -
H (o] u

sur [},uo]. Lorsque u,

est non négatif, on a

u, = a, et lorsque u

est négatif, on a u = a.

On a alors

I

u iu
gluiuy) u u - a
+ o

- J v £' (5 ag + J —_— g
u

= q(u+) - g(a) + g(a;uo) .

Comme précédemment, d'aprés l'inégalité de CAUCHY SCHWARTZ
- S -

g(a,uo) gla) g(uo) ’
donc

g(u+;u0) g g(u+) - g(uo).

On prouve de la méme fagon qu'on a encore, en introduisant
be @_,uoj , de fagon analogue a a précédemment ,

glu_iu ) = glu) - g(b) + g(bju ) '
et donc

g(u_;uo) £g(u) - g(uo) '

et on obtient la stabilité : (uo,vo) €.Ko, puisque g est toujours croissante,
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et vo (=8 [V_.v+]. On peut remarquer que nécessairement, a et b sont néga- v
. . u_,v_)
tifs. Sur [h,ué] et Eo,ué]; on a encore (11} et (12) respectivement bien Chaque fois, g(u;uo) est obtenu (-
que f ne soit pas convexe sur ces intervalles ; le graphe de f ne traverse en prenant l'enveloppe convexe
cependant pas la corde. Sur @+,a] et @_,b] ¢+ la solution se comporte : de £ sur [uo'“+] et sur [uo,u_]
comme une détente ; u coincide alors avec la solution du probléme de » respectivement. Lorsque u, et
RIEMANN scalaire suivant, ' \ u_ sont tous les deux négatifs,
“on voit apparaitre deux chocs, >u
du Ju u 1'un de vitesse positive, l'autre
P VE (u) % = %;'+ 5%'(g(u)) =0, ® '
de vitesse négative. ‘\\(u+,v+)
(13) .
u, si x>0 ,
u(x,0] = Dans le cas général, il existe ae[u_o,uJ et bc[uo,u_]
a si XxXg£0 , tels que la solution colncide avec un choc sur Luo,a] et sur [uo,b] ’
| .
et avec une détente sur [a,u+J et sur {b,u_]. On obtient encore en uti-
C-v ' . e ‘oz .
ait
sur d(x,t) ; T > t, x > - o € , od lisant 1'inégalité de CAUCHY SCHWARTZ, la croissance de g et le £
a Y que v appartienne a [v+,v~], les inégalités,
(14) c=v - ; ' +
v, " gla; u ) ' €>v) , . v, vglu) € v +glu) €v_+glu) '
———
; . . v, -~ gf{u) € v -g{u) € v_ - g(u) .
qui est la valeur de v lorsque u est égal a a. Le probléme (13) admet v ol t ° o ° - Tt
une solution réguliére sur R x ]Oﬂr[ i en effet g, de dérivée décrois-
sante @;,est concave et O > a 3 u, . On procéde de méme sur {p , b ]: . On en déduit immédiatement la stabilité dans KO. Le choc,
pour aboutir & une détente vérifiant 1'équation au niveau de [uo,a], admet une vitesse positive, et la condition d'entro-
pie de T.P. LIU revient a écrire (12), ce qui est vérifié, car f est con-
du _ VE () du _ . cave sur [uo,a] (en effet, si a # u s nécessairement, u et a sont néga-
3t u (o] .
tifs), et u < a. On vérifie également que (11) est vérifié au niveau de
) [u ,b]. .
La valeur de v est chaque fois obtenue par (14) (oa 1'équiva- °
lent pour (u_,uo), au niveau du choc, et en écrivant au niveau de la
détente 1'équation de l'invariant de RIEMANN classique décroissant qui Cas N° 3 : u €I{u ,u) et v > Max(v ,v ) .
| — [e] -+ o= -
passe par (u*,v+), dans le plan de phase (ou par (u_,v_) avec un invariant )
de MANN i
RIE crOLSsant).‘ On a nécessairement
[
ugu o -
Cas N° 2 : voel I(v+,v_) ¢+ U g€ Min (u, ,u) .
o Si u_ est positif, on voit
: i apparaitre un choc de vitesse
On a alors nécessairement i
négative, et une détente de
v, P v, < v o, vitesse positive. Il se pro-
duit l'inverse si u, est

. ..+ ..w négatif. Dans chacun des cas,
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on a soit u, 2 0 et vy + g(uo) =v, + g(u+)f car il y a détente, soit

uo < O et vO - g(uo) = v_ -~ g(u), car il y a également détente. Dans le

premier cas, si v_ est non négatif, l'appartenance & Ko est immédiate,

o
= i 5
car v, + g(uo) = lvol + lg(uo)[ . Si v, est négatif, on a, en minorant

v, par v_ et —q(uo) par —g(u+), 1'inégalité

02 v, ~glu) (=- |vo| —-|g(uo)|) 2 v, - g) .

Dans 1‘autire cas, uo est négatif ou nul, et si vo est positif

1'appartenance a Ko est immédiate. Si v_ est négatif, on a
i o
O < —vO - g(uo) £ - v_ -glu) .

Dans le cas général, on a l'alternative suivante.
ou bien u_ est positif, et il existe b ¢ [u_,uoj tel que
g(u_;uoi = g(u_} - g(b) + g(b;uo)-

Il ¢y a alors détente au niveau de (uo,u+), et on procéde

comme dans le-prenier cas précédent.

ou bien u_ est néyatif, et il existe ae[u ,u] tel que
o o'+

gluu ) = glu) - gla) + glaiu)) .

Il y a alurs détente au niveau de (u ,u ), et on procéde
-0

comme dans le second cas précédent.

On obtient ainsi la stabilité dans K_ dans chaque cas.
[¢)

i conittion d'entrovis sur les chocs se vérific comme dans

les cas 1 et 2.
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° . £ Mi .
Cas N° 4 : uoe:I(u_,u+) , v Mln(vn,v+)

On a nécessairement u+$ uos u_, et ce cas se traite exacte-

ment comme le précédent, en inversant les rdles de u et de u .

Il resterait & considérer le cas ou uo‘et v appartiennent
respectivement & l'intérieur des intervalles I(u_,u+), I(v_,v+), mais le
fait que g soit croissante exclut cette possibilité, et le théoréme 19

est vérifie.

Comme prévu au chapitre précédent, ce théoréme 19 peut étre
généralisé au cas ol f est monotone et le probléme strictement hyperbolique.
La démonstration devient cependant plus technique car il faut tenir compte
de chaque changement de convexité de f, et écrire qu'au niveau des détentes
la solution est décrite par un invariant de RIEMANN classique, donc paral-
lele a la frontiére, et qu'au niveau des chocs, cette solution est décrite

par une courbe de choc et donc pénétre davantage dans KO, dont la conve-

xité n'est pas utilisée.

On peut en effet remarquer qu'on ne s'est pas servi de la con-
vexité de Ko,'au cours de cette démonstration. Cette propriété intervient

au niveau de la projection de type L? effectuée par les schémas.

3. STABILITE POUR LES SCHEMAS DE LAX, So et Sl.
On considére le probléme général constitué du systéme (5) et

de la condition initiale sur |R, supposée uniformément bornée et mesurable
(15) u{x,0) = u_(x) H vix,0) = v (x) .

on prend désormais pour ensemble Ko 1'ensemble suivant, dans

le plan de phase

e

K, = d v vl + g | ¢ |vo| - + lg(u0)| - 5

L (IR) L (IR)

i
=
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.

Cet ensemble est borné, et l'hypothése sur la convexité ou
la concavité de f implique qu'il est convexe. On a le résultat sulvant,

(en nctant S1 le schéma (VII.26, 31, 32) et So le schéma (VII.27, 31, 32)).

Théuréme 20 : Four tcur h > 0, les solutions avprochées construites par

ot

@ fchéru de LAX, ou par l'un des dewx schémas S et S5
o

gont stables dans K > lersque Ta condition de stabilité

(16) q Sup rf'(u) £ a
[g(u)lsMo

. . 1 . 5
est catisfaite, avee a4 = 5 pour lee schémas S ei S., ot
o

2 €L
a =1 wour le schéma de LAX.

13

On peut déduaire de ce théoréme la convergence dans
sz( IR ><:]O,'I‘D£2 faible # d'une suite (uh ,vh ; overs (u,v)e%Lm(le]O,TDgz,
qui satisfait au sens des distributions a » © la premiére équation,
c'est-a-dire Ju/dt = dv/ox, et est & valeurs dans Kn. Ce théoréme peut égale-
ment s'adapterpour le systéme (5) avec un second membre dépendant de (u,v,x,t).
On reprend les'techniques du théoréme 2, ce second nembre intervenant dans
ct

(VIIt32) i le compact KO est remplacé par un compact K(t), de diamétre 2Moe

Démonstration

A. Le schéma S

1

51 la condition de stakiliteé (16) est satisfaite, tous les u?
i
étant connus pour n < N fixé, on est assuré que le probléme de type
RIEMANN

w3 _
e R L

u? si  x > (i+1/2) h .

i+1
u{x,0) =

u"i si  x < (i+1/2) h .

(17)
n ‘
. 5 ‘

Vil si X (i+1/2) h ’
vix,0) =

v’i‘ si  x < (i+1/2) h

admet une solution unique, donnée par le théoréme 19, sur le triangle

(18) (x,t) & |x - (i+1/2)h| + gh .

L
q

En effet, la condition (i-3/2)h (i-1/2)h (i+1/2)h (i+3/2)h

de stabilité adapte le

maillage & la vitesse

maximale de propaga-

|
|
I
|
I i e

tion des données, et ! |
1}
les valeurs données »E |
' |
initialement pour ' |
'
L}
|x=(1+1/2)h]| > h D :
i 141
ne peuvent pas inter- x
n
venir pour modifier Vi+1

la solution du pro-

bléme (17).

En reprenant la construction du schéma S1 et le théoréme 19,
on a nécessairement l'appartenance a KO des valeurs prises par les solu-
tions de problémes élémentaires de type (17), et ceci est vrai méme lorsque

le second membre de (16) vaut 1.

On a une précision supplémentaire lorsque ce second membre
est égal a4 1/2 ; la solution de (17) est alors étendue au pavé

[}h,(i+1)] X E),qh] , et est toujours a valeurs dans Ko' Il en est de

""méme sur le pavé [(i-1)h,ih] x [o,qn].
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v

' +
D'aprés (VII.31) et (VII.32), uz 1 et v2+1 sont obtenus en

effectuant des moyennes de fonctions & valeurs dans KO. qui est convexe.

D'aprés 1'inégalité de JENSEN :

Si ¢ est une fonction convexe définie sur IR, et a < b ,

(19) !

1 b 1 b
Q)( bTa'fa ufx)dx) € P Ja ¢(u(x)) ax H

en prenant pour fonction ¢ successivement la frontiére inférieure
(v + |g(u)|= Mo avec v & 0) puis la frontiére supérieure (v 3 b) de Ko'

on vérifie immédiatement que

(20) viez (ui‘”.vf‘“) ex .

B. Le schéma de LAX

Supposons par exemple i pair ; le calcul des u?+1 pour i pair
ne fait intervenir que les u; pour j impair, dans le schéma de LAX. On
peut donc procéder comme si chaque u; correspondait .4 la moyenne sur un
intervalle de longueur 2h, en évitant les interférences entre deux pro-
blémes de RIEMANN élémentaires, lorsque la condition de stabilité (16)

est vérifige, avec

. D ' u?+1 C
o = 1. On peut faire 2 Y
un raisonnement ana=- / 3 i \
logue lorsque i est f : : \\
impaizx. ," : t ‘.‘
K | ] 5
Le probléme de RIEMANN f : : \
! \
woa Loala A,
v €i-2)h {(i~1)}h (i+1)h {i+2)h

3
3t~ 3 L1,
(21)

n n B
(100 1,00 ) = (ui-l'vi—l) si x < ih,

( ) si x> tih,

n &n
Yie17Vi41
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admet une solution faible unique dont la restriction au pavé défini par

](i—l)h,(i+1)h['x lo,qh[ reste inchangée si la condition initiale change

sur {x | |x-in] = 2n }.

En intégrant par une formule de GREEN le systéme (21) sur le
rectangle ABCD de la figure ci-dessus, qui correspond au pavé
](i~1)h,(i+1)h[.X ]O,qh[ , et sachant que sur AD et BC la solution est
constante,; on obtient exactement le schéma dé LAX lorsque les moyennes
en u et v de la solution du proliléme de RIEMANN (21) sur ](i—l)h,(i+1)h[

n+l

. n+l ; :
au temps t = gh sont notées ui et vi respectivement. En appliquant

S s < . + +
1'inégalité de JENSEN (19}, on établit que le couple (u? 1,VZ 1) appar-
tient & K_, puisque (uf , V0 ) et 7,00 t

of Pulsque fug hove L) e YirVie y sont.

C. Le schema §

Ce schéma ne correspond pas en général & la résolution de
problémes de RIEMANN particuliers. On est ainsi amené & prouver directe-
ment la staiilité, Pour limiter le nombre de cas a envisager, on met (31),

(32) sous la forme

n+1 n

u =u + 2q(v" -
i1 i AWVie172” i ’
(22) ' ‘ .
ntl n n e
i,0 =Y (e, -fwp)
ntl _ n n n
1,2 0 W Y Aalym vy ) ’
(23)
n+1 R cony n
vi = vt “q(t(ui) f(ui_1/2)) ,
puis
n+1 - 1 (xvl un+1
Yy 2 Y i,2
vn+1 _ 1_(vn+1 Vn+1
i 2 i,t i,2

. . P n+l n+l R 5
Ko étant convexe, il est immédiat que le couple (ui vy ) appartient &
ntl n+l n+l n+1

Ko dés que (ui,l'vi,i) et (ui,Z' vi,2) y sont.
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Dans chacune des expressions (22), (23), le rapport g se n
trouve remplacé par 2q, ce qui expligue que la condition de stabilité f(un )_f(un) _ { i+1/2 £14E) dE
i+ =
soit plus restrictive pour le schéma §. ) i+1/2 i ui

n

n Yiv1/2
17Vi- 1) (u "y %) et (ul+1 l+1) appartien- _ é'({ é-(g) a

On suppose que (u?
nent a Ko. Il est alqrs immédiat, d'aprés (VII.27), c'est-a-dire i+1/4

It

, i
n n . .n n /
v, + g(u; ) = v, + glu, ,) = VE'( - n
i+1/2 i*1/2 i+l i+1 +1/4 (g(uiﬂ/2 g(u))
(24) ‘
vt - g ) = v~ g
iv172 T T2 i 79y
= ' n
ey f (€l+1/4) (V +1/2 Vi) '
que " i+1/2° i+1/2) et de la méme fagon (ul 12" 1 1/2) appartiennent ot £1+1/4 < I(u,,u +1/2
également a Ko.
On a donc

On considére maintenant (22), cas par cas en ce guil concerne

et 0, le changement de convexité n+l + fer n
i1/2 Vi TVEt 2/, ) O, VD)

les positions respectives de u ' u

de f.

'

dont on déduit

n

n
1°/ 81 O g u, g u, a, d' & 24
/ Si g up g up .,y .oon ey aprés (24) v?+l - I(v ,vn
it 4‘1/2
n _on n B n ' ) : avec nécessai n n i i
'Yitl/E vy g(ui+1/2) g(ui) , . v b M salrement v, & Vi+1/2 car la fonction g est croissante et
by € u1+1/2
donc
ntl n n n . : P
i1 Y + 2Q(9(Ui+1/2) - g(ui)) Il vient immédiatement, en tenant compte de la croissance de g
n+1 n+1 n
A + gu, ) v, +
et par la condition de stabilité, il vient i,t i,1 £ i+1/2 g(u +1/2 '
n+1 n+1 n n
n¥1 n J/ // Vit gluy 1) 2 v, + g(u,) .
= - + i,1 i i
Wty = (-2aYered o)+l CQaYeral o) ' '
(25) n n n n _n o ' ) ! oo
= - nt+l
Ny Ty ) = [fel o] On a également, u | étant positif
n+1 -n n . n+1 n+i n+i n+i
et donc, ui'1 (;[pi, ui+1/2] .» i - g(u 1) < Vill + g(Ui’l)

On a également, d'aprés la formule de la moyenne

n n
Virra ¥ 90400




Il reste a

nt1
glug )

b,
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. n+1 nt+1
minorer vi'1 g(ui,l)' On a
n n ntl _ n
glu) + g'(&i) -(“1,1 u,) '

n n+
avec g‘l‘ €. I(ui,ui'|1 donc
+1 n
(26) V?ti - 9‘“2,1) = V - g(“ ) + 20 (/eeg 1+1/4) 9" (& ))(V1+1/2 vyl
n n
O /‘f—l?g—_—‘—‘ f(ul""l/z) - f(ul) .
¥ i+l/4 n _ n
gluy /) — 9ty

et d'aprés l'inégaliteé

n
glu,y/9)

On a donc,

de CAUCHY SCHWARTZ :

n
Y172
- g = VEN(y) ay
1 n v
94
n' - n
g “61+1/2 ui //f(ui+1/2) £luy)

en élevant au carré

o o " y - g
Fliaggg) ~ ) gluyyy ) - ety
n n = n _.n
9luy /)~ 9lyy) Yivg/z T Y%
t e, et un < un . donc pour tout ue_EL, u ]
De plus, g est convexe, i i41/2 i+1/2
n n n
g(u) - g(ui) g(ui+1/2) g(ui)
' n £ n . ’
vy Yivr72” %
n+l
On en déduit, en prenant u = ui,l 1 que

/e > g (E)

1+1/4

n
v

et comme v i+1/2 - i

est positif, (26) donne
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n+1 n+i n
27) vy g(ui,l) 2 vi glu,) .
° . N n
2°/ si uy IS ui+1/2 £ 0

La fonction f est concave, sur l'intervalle considéré,
et donc :

n _ n, _ n
g(ui i ui+1/2) = g(ui) g(ui+1/2) .

En pxenant par exemple u = un ¢+ on est dans le cadre

itl i+1/2
du schéma Sl’ avec ui_1 = u? et g remplacé par 2q. On peut appliquer le

résultat obtenu pour le schéma Sl’ la valeur ug étant prise sur un inter-

valle de longueur 2h. On a donc

n+1 n+1

e vy, €%,

et en particulier, en appliquant l'inégalité de JENSEN

n+1 n+1i n n _.n . n
(28) vi,1 - g(ui,l) < v, - g(ui)‘ (= vi+1/2 g(ui+1/2) Y.

On peut également faire une démonstration directe pour ce cas,

+ +
mais on sera amené pour &tablir (28) & utiliser le fait que (un i. v? })
’
est obtenu & partir d'un probléme de RIEMANN particulier,

n

n
o
3°/ si uy £ 0K ul+1/2

n+1l n n
1 [ I(ui, ui+1/2)- Supposons

[

On aura comme précédemment ul

tout d'abord u, +i négatif,

+1
° da
On a, comme au cas N° 1, v 1 i+1/é] onc



n+1 n
Vion Tatuy ) & v Yl
(29)
n+1 n+l n n
2 + .
Vi,l + g(ui,l) vy g(ul) '

. n+1
et pulsque ui

est négatif,
.1

n+1 n+1 n+i n+1 . .n n
- + 2 v, + glu,)
Vigg T9y ) vy vty ) 1 Foaly
n+1 n+1 N s
I1 reste 4 majorer vy 17 g(ui 1) ;i on va démontrer 1'iné-
1 I
galité suivante
© .n+l n+1 n -
- < .
(30) Vijn T 9ty Vie1/2
€ _.n
En posan X = ui+1/2 '
on a
ntl n+l, _ . n _ Ny ooa(E —£(dY
\ glu; ) = vy - glu) a(f(x) )

n
2q g[}? + 2q[§(x) - g(u?)]] - g(ui)
c'est~a~-dire

n+l ntl, _ n
vi oo g(uill) =v

i+1/2 g(x)

u? + 2q[g(x)—g(u2)]

+2qde - - YET(y) dy b .
i 2q n
. &
1
On veut établir, pour a( = u? ) £ 0 et x 2 O
a+2g{g(x) -g(a))
(31) 2q<f(x)-f(a) - Eé VE'(y)dy » - g{x) £ O .
a
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Pour x = O, cette inégalité est vraie, car on est alors dans

le cadre du cas N° 2, et on a d'aprés (28)

(32) 29

1 a-2q g(a) -
-f(a) - 9 J VE' (y) dy s 0.

On dérive en x le premier membre de (31) ; il vient

l}q % JET(x) - %a~ /%'(a + 2q(g(x) - g(a))

. 2 - 1] vE' (x)

| puisque

VEN(X) = g’ (x)

D'aprés la condition de stabilité, ce terme est négatif ou
nul ; on intégre donc l'indgalité ainsi réalisée sur {p,x], avec x 3 J,
et il vient

a + 2q(g(x)-g(a))
2 LE(x) - %ﬁ' VE'(y) dy

a - 24 gf(a)

- g(x) & 0O,

dont on déduit (31) en lui ajoutant (32).

. - n
On a donc (30), qui entraine car u,

2 ’
i+1/2 0

n+1 n+1 n

n
Vier D90y ) SV,

n
S
Viers2 T 90,0

Tous les autres cas se raménent & l'un des trois cas considérés
ci~dessus.

n n
i < <

SLOS w0 Sy

‘v applique le résultat obtenu pour le schéma Sl'

n n
f est convexe sur |[u, u, et on
! [ i+1/2' 1J

Si u2+1/2 £ 0¢% u?, on procéde comme au cas N° 3 précédent,
en remarquant qu'une inégalité du type (31) est vraie pour u2+1/2 =0 ;
s n P n
o .
v ) . n la dérive en ui+1/2 et on la réintégre sur [ui+1/2, Cﬂ
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Si u?+1/2 & uz & 0, on procéde comme au cas N°1, en dispo-
i

n n
sant d'une inégalité entre f.(€i+1/4) et g'(Ei).

Une technique analogue permet d'établir l'appartenance a Ko

n+1 n+l . L . i N n+l n+1
de (ui'2 f vi,Z) déterminés par (23) ; les inégalités sur vi,2 g(ui'z)
seront immédiates, gomme l'ont été précédemment les inégalités sur
V?+1 + g(uv+1). On a cette fois-ci :
i,1 i, 1
n+l n n n
= + N
1,279 2 vy Vi)

n+l n _ n ,
up g = up ot 2q (g(ui_1/2) g(ui))

n+1 n n, _ _/'n
Vi =Vt (f(u)) f(ui_l/z)) :
n+l _ n ; Jeu o I _on
Vi TV TR ) i), Vi) !
puisque
n n __q.no_.n
glug) = ogtug ) = s (v s v )
. .on o no .
Si 0 & u; < ui—1/2 ¢ona v, vi~1/,2 et
n+1 n+l.  n n AR IR n _.n
Vi,2 ety g = vy vgtu) o 2a (VBTG ) - gt ) (v vg)
R . oD S . on
ol »/f (E‘i—l//-l) 2 g (f,i) P
nt+i n+l n n
& A . .
donc Vi,2 + g(uilz) vy g(ul)

Les autres estimations sont immédiates.

Si un < u? 1/2 & 0, on est dans le cadre du schéma S1 , et le résultat
i i-

est donc déja acquis.

n

n
1/2' on reprend exactement (31) avec x = u
i-

i-1/2°

Les autres cas se démontrent de fagon identique. Le théoréme 20 est démontré.

. N
Si ui £ 0 <y
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On peut faire plusieurs remarques sur le théoréme 20.
La condition a = 1/2 n'est siirement pas optimale pour les schémas So et
Sl' Elle n'a servi qu'a éviter les interactions d'ondes entre deux pro-
blémes de RIEMANN élémentaires, et ainsi faciliter la démonstration.
L'expérience numérique montre que la stabilité est effective pour o = 1,

et qu'elle est perdue de fagon souvent catastrophique dés que g/E' (u)

devient strictement supérieur a 1.

Remarquons également gue la démonstration proposée ici pour
le schéma S1 aurait pu étre faite au théoréme 2 pour le schéma de GODUNOV,

mais la condition de stabilité s'en serait trouvée afraiblie : a = 3 -
L'hypothése e convexité sur ;fl sert essentiellement a deux
niveaux. D'une part au théoréme 19, elle limite les cas pour la stabilité
dans KO de la solution du probléme de RIEMANN élémentaire, mais ceci est
vral méue lorsque K, n'est pas convexe. La convexité de |f{ , et donc

celle de KO, est par contre fondamentale au niveau de l'utilisation de

1'inégalité de JENSEN,

4. YUELQUES REMARQUES ET RESULTATS HWUMERIDUES

Pour établir un résultat de convergence pour 1'un des schémas
considérés ci-dessus, ce qui constituerait également un résultat d'exis-

tence globale pour le probléme (5), (6), on a besoin de la convergence

forte de U, ,pour traiter le terme non linéaire. Il semble que, comme dans
le cas de l'équation scalaire, cette convergence puisse avoir lieu dans

Lioc('R X ]O,T[} . et en conséquence, on suppose désormais que

' n = 2
(33) (uolvo)e. BVlQC< R) L ( R}
On sait, par exemple & partir du probléme de RIEMANN que la

variation totale de ug et de v, n'est pas conservée par la solution ; ce

n'est également pas le cas pour la solution approchée calculée a partir
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de 1'un des schémas proposés ci-dessus. La variation sur les invariants
de RIEMANN n'est pas toujours conservéé, par exemple lorsqu'un choc appa-
rait, mais on n'enregistre alors qu‘une perturbation faible de la varia-
tion des invariants de RIEMANN. Pour la solution approchée, la variation
sur ces invariaﬁts de RIEMANN est également perturbée par les projections
de type L2 qu'on effectue & chaque pas, et ceci méme lorsque la solution
exacte est décrite par un invariant de RIEMANN classique (solution>régu—
liére). Ces différentes remarques montrent la difficulté, qui n'a pas été
surmontée, que l'on éprouve en voulant établir la conservation de la va-

riation bornée par le schéma numérique.

En supposant qu'il y ait une estimation de la variation sur

la solution, et donc séparément sur wet sur w, ,on est assuré de la conver-

gence dans L1 C( R X ]O.T[) d'une suite extraite (uh v, ) . Il reste &

lo
; ) am . .
vérifier que dans ce cas, la limite {u,v}est solutlonm g faible de (5).

D'aprés la stabilité dans Ko, il est immédiat que u et v sont uniformeément

bornés, et il en est de méme du couple de fonctions (Gh V. ), défini sur

h

. Cee s Ao ..o m
IR X JO,T[_par les quantités intermédiaires construites par les

schémas S ‘ou S, :
o 1

u (xet) = “ri‘n/z si (xt) € 1; <3,
m
(34)
- n N
vh (x,t) = vi+1/2 si (x,t) Ii x Jn

in

11 est immédiat également que, la variation bornée étant admise,

ce couple (Gh ';h ) converge vers la méme limite (u,v) que (uh "y )
‘ m m moom

En introduisant deux fonctions test ¢ et ¥ de Cé(cR x ]O,Tf};
. . 2
qu'on approche sur chaque pavé Ii d Jn par une projection de type L,

il vient

(35) b

Crape
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ce qui donne & la limite, aprés un regroupement des termes reconstituant

une intégration par parties

w

iR % Jo,T{

3¢ Gl -
(ugr-v o Yax at =o .

De la méme fagon, a partir de

n+1 n n n
v, - v, fu, ) f(u, )
5 i i n 2 _ i+1/2 1-1/2 n 2
o V. gh K W b, an” ,
i,n i,n
on établit
Y . Y B
(37 JJ(VBt-t(u)ax)dxdt—O.
R x]o,T|

On est assuré également que u et v satisfont aux conditions
initiales respectives uo et v0 ;i la démonstration est identique au cas

scalaire. On procéde de la méme fagon pour le schéma de LAX.

Il resterait encore & montrer que la limite satisfait a une
certaine condition d'entropie, qui serait exprimée comme pour 1l'équation
scalaire dans une formulation faible. On ne dispose pas pour encore d'une
telle formulation, mais on peut remarquer, comme BARDOS dans [}], CRANDALL
ou B. KEYFITZ [1], qu'une telle formulation, pour l'équation scalaire,
peut &tre établie en exprimant que le semi-groupe associé est une contrac-
tion pour la norme Ll. Les schémas considérés ici ne semblent pas satis-
faire de fagon immédiate & une telle propriété, et c'est d'ailleurs une
des raisons pour laquelle la conservation de la variation bornée en espace

n'est pas établie en général, la difficulté étant du méme type.

Il existe également une inégalité d'énergie, qui correspond &
une inégalité supplémentaire d'entropie proposée par LBX [4,5]. On l'ob-

tient en multipliant les équations du systéme respectivement par £(u) et
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par v, en intégrant, aprés avoir supposé par exemple v nulle a 1'in-
fini, et en introduisant la fonction convexe

u
F(u) = J f(y) ay .
o .

On a alors

d: v2
i LR ( 3+ F(w)ax =0 .

L'inégalité d'entropie correspondante est

d

(38) ac

2
f (%—- + F(u)ax £ 0 ,
(i3

qui exprime que l'énergie va en décroissant. On ne peut pas non plus éta-
blir cette inégalité a partir des schémas numériques considérés ici ;
ceci reviendrait & vouloir établir une stabilité dans L2, qu'on q'obtient
pas en général dans le cas non linéaire. De plus, il n'est pas certain .
que (38) assure 1'unicité, 1l'hypothése de vraie non linéarité préconisée

dans LAX [4] n'étant pas satisfaite.

Dans le cadre du cable attaché & chaque extiémité, les condi-

tions aux limites s'écrivent
(39) vio,t) = v(&,t) =0 ¢ pour tout t 2 o

La condition initiale doit également satisfaire a une condi~

tion de compatibilité, & savoir

L
(40) J uo(x) dx = 0 .
e}

C
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Pour les schémas So et Sl’ les conditions (39) sont intro-

. 2
duites en posant pour i = O et pour i = L =[ E-] 1, & la place de

(VII.26) ou de (VIL.27), respectivement

(41.1) v?/é =0 T “?/2’ 0 ;
(41.i1) vl;/2 =0 vi e g(ul:) g(u?/z) o
(42.1) "2+1/2 =0 vl glup “E+1/2) =0 i
(42.11) v2+1/2 =0 vio- gu) + g(uz_‘_l/z) =0

On peut remarquer que ces diverses conditions ne perturbent

pas la stabilité dans Ko' et ains: le théoréme 20 reste vrai.

De plus, si la conditior initiale discrétisée .satisfait a

‘

(43)

de fagon a veérifier la condition Je compatibilité (40), on a de proche

en proche, pour tout n

L n+l L n n n
T u, = I W+ giv. - v, )
i=1 i i=1 i i+1/2 i-1/2
L n
= I u, ,
i=t  *
car"
n n

Vi/2 T Vier2 T °

On obtient ainsi que la condition (43) est conservée.

Pour approcher la fonction w, solution de 1l'équation des ondes

c1 s ) n
(1), on utilisera des sommations de ug . Pour plus de commodité, en préci-

sant qu'il ne s'agit pas la de nouvelles conditions aux limites, on pose
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pour tout n
n_ n _
Yo = M1 0
puis pour tout i e {1,...,L+1}
i
n h n n
= 1§ b
w, i1 2 (uj + uj—l) '
(44)
W' =0 .
o

On retrouve, la condition (43) &tant conservée, que la con-

dition limite en x = 1 est satisfaite pour tout n :

On peﬁt procéder de fagon analogue a (41), (42) pour intro-
duire les conditions aux limites dans le schéma de LAX. On fait alors
appel a la construction de ce schéma proposée au chapitre précédent en
(VII.43.44.45). Il faut remarquer que cette construction est différente

de celle utilisée au niveau de la démonstration de la stabilité dans KO.

En x = O, on impose, comme en (41)

"
[e]

n
Vi/2

n
et on calcule u

1/2 en utilisant (VII.43.1i), c'est-a-dire

no_ vn _ l_(un _ un )
Vi T V2T g ™M T Yy

ce qui donne, sachant que v

1/2 est nul

n =un+ vn
Yy/2 1 TV

On introduit ces valeurs (“?/2' v?/z) dans (VII.31) et dans
(VII.32), pour obtenir les formules suivantes en approchant £ comme en

(VII.45), ou de fagon analogue pour évaluer f(uT/z)

n+1 ! * u; q n
Uy = 5 +3 (v2 + vi) '
45
! n+1 v; - v? q n n
Vi =g (fuy - £u)) .

En effectuant une opération analogue en x = 1, il vient -suc-

cessivement

Vn
I+1/2

= QO B
puis en utilisant (VII.43.ii)

un = un - Vn
Le1/2 - L T4V

On obtient

un + un
n+l L L-1 g n
W= 5 3 (v + VL_l)
(46)
vn+1 - _ L (vn - ) + q (f( n) vy n ))
L 2 LT Y- 2 Yy, YL-1

: + -
On obtient, en calculant la somme des u? ! donnés par (45),

(46) et (VII.41)

n n n n
; n+1 L~1 1 n n u1 + u, uy + u
R F AL PR S Y R maan
i=1 i=2
n n \
L-1 v, + v v, o+ v
+ 4 5 v - o )+ 1 2 _ L L~1
2 i=2 i+i i-1 2 2
= u ’

n . : no..
en remarquant que chaque w apparait deux fois, et que tous les vi dispa—
raissent deux & deux. La condition de compatibilité (43) est ainsi conser-

vée. Le calcul des wz peut €tre effectué en utilisant (44) comme indiqué

précédemment.
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Le schéma S0 et le schéma de LAX ont été testés dans les
mémes conditions pour le probléme constitué de l'équation (1) avec

3
£lu) = g’-—

et les conditions initiales

x/2 si 0 <x<1/2 P
(47) wix,0) =

(1-x)/2 si 1/2<x <1 .
g% (x,0) =0 .

Les conditions aux limites correspondent au cdble fixé a

chaque extrémité.
wilo,t) = w({l,t) = O '

qui est compatible avec la donnée initiale (47). Ces conditions aux

limites ont été interprétées numériquement comme indiqué ci-dessus.

- L'expérience numérique a été menée conjointement pour le
schéma ‘de LAX et le schéma So' avec deux valeurs différentes du rapport q :
q=1etqgs= %-. Le pas de discrétisation en espace h, est égal & 0.025,
et les calculs ont été menés jusqu'ad T = 12.5, soit 500 ou 1000 pas en
temps, suivant les valeurs de g. Pour t = 12,5, les résultats donnés pér So
pour g=1 et 0.5 sont trés proches ; ceci permet de retrouver une propriété
du schéma de GODUNOV pour l'équation scalaire. Comme pour 1'éguation sca-
laire €également, le schéma de LAX donne des résultats trés différents
pour ces deux valeurs de q. Cette différence se traduit pour q = l—paruun

2
plus grand amortissement des oscillations, que pour q =1,

Au temps t = 1, soit aprés 40 (ou BO) pas en temps, on obtient

le résultat suivani en w :

ot
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——— 8 (g=1)

[o]

R LAX (g=1)

On peut remarquer, la solution étant constituée de détentes,
que les schémas So et S1 coincident, d'une part, et d'autre part en reve-
nant aux invariants de RIEMANN établir que u est solution d‘une équation
scalaire de type BURGEKS. Ceci permet de connaitre explicitement la solu~-
tion pour t < 1, c'est-a-dire avant que la détente n'atteigne 1'extrémité

fixe et ne s'y réfléchisse. On obtient en particulier

ce qui donne en x = %’, w %-, 1) = 0.125. Le schéma SO denne 0.126

et le schéma de LAX doune, pour q = 1, 0.118.

On n'a pas reprééenté ici la solution obtenue pour g = %—par
le schéma de LAX. La différence n'est sensible que pour de plus grandes
valeurs de t. La vitesse est de signe négatif ; ainsi la vitesse en x = %,
t = 1, vaut - 0.089 pour le schéma de LAX (q = 1), et - 0.118 pour le

schéma So (gqg=1).

Au temps t = 2.5, le céble a traversé sa position au repos,
et w est devenu négatif. La vitesse est toujours négative et un certain
retard est déja accusé pour la solution construite par le schéma de LAX

pour q = 1/2.
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Ce retard est destiné i se creuser H
milieu vaut - 0.1%2 pour le schéma §
avec q = |,

en effet la vitesse au

o + =~ 0.091 pour le schéma de LAX
et - 0.0604 pour le schéma de LAX avec q = 1/2. De plus,

c'est au milieu du cable qu'on trouve la vitesge maximale.

Au temps t = 5, le céble a commencé & remonter pour le

schéma So' et est proche de son minimum pour le schéma de LAX.

Les vitesses au milieu sont 0.094 pour S s+ 0.0062 pour
LAX (g = 1) et - 0.0203 pour LAX (g = 1/2)

- On peut remarquer que pour
le schéma de LAX, q=1,

la vitesse est minimale au milieu et maximale
en x = 0.675 ou 0.325, ol elle vaut 0.0216.

Au temps t = 7 5, la différence est tras nette, entre le

schéma S et le schéma de LAX : la position calculée par S

est proche
de 1la posltlon au maximum,

de LAX n'a pas encore traversé la position du céble au repos.

tandis que la position calculée pour le schéma‘
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Les vitesses au milieu sont respectivement 0.105 pour S ,
0.037 pour LAX (q = 1) et 0.0025 pour LAX (q = %-). Pour ce dernier, la
vitesse est maximale pour x = 0.275 ou 0.725, et vaut 0.0035, c¢'est-a-dire
gue le cé@ble ne bouge presque plus. Pour les autres schémas, la vitesse

est maximale au milieu, et de signe constant.

Au temps t = 10, le cable descend pour le schéma So. et monte
pour le schéma de LAX, q = 1. La position est presque stationnaire pour
le schéma de LAX, q =

[SE

X S _,q=1 LAX,q=1 LAX.q =

Les vitesses sont maximales au milieu, et valent respective-
1

ment -~ 0.086 pour So' + 0.026 pour LAX, q = 1, et 0.0031 pour LAX, q = 7.
On peut remarquer que lcs positions calculées par les schémas de LAX,

q =1, et par So sont proches, avec des vitesses différentes.

Au temps t = 12.5, la position calculée par Sc est proche du
winimum, et celle calcuiée par le schéma de LAX, ¢ = 1 est proche du maxi-
mum, cette position minimale n'étant pas encore atteinte pour Su‘ On peut
remarquer la différence d'amplitude entre les deux positions. Les amplitudes
au milieu sont respectivement -0.155 pour So, 0.069 pour LAX,3=1 et -0.004

pour LAX,q = % .

LAX,q =

e

B =
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|
En fait, cette différence est l§gérement plus importante si
on tient compte des vitesses au milieu, qui sont maximales..Elles valent
- 0.09 pour So' + 0.0037 pour le schéma de LAX (g = 1), et 0.0017 pour
le schéma de LAX (g = %-). Ceci traduit un amortissement assez sensible
pour le schéma de LAX (g = 1) : on peut en effet estimer qu'il atteint
ici une position trés proche de la position maximale, la vitesse n'étant

pas de signe constant. Elle vaut par exemple ~ 0.0028 en x = 0.225.

Pour le schéma So' avec q = % ; on obtient pour t = 12.5,
une amplitude au milieu égale a - 0.143, avec la vitesse - 0.088. La dif-

férence avec le schéma So, q = 1 peut étre estimée comme trés faible, au

bout de 1000 pas de temps.

Cette expérience numérigue a fait également apparaitre 1le
maintien de la discontinuité initiale en u, avec cependant une intensité
allant en décroissant, pour le schéma 5,+ Cette discontinuité a diéparu
dés que l'onde réfléchie a atteint pour la premiére fois le milieu du
cable, c'est-a-dire vers t = 2.5. On peut rapprocher ce phénoméne de la
remarque suivante ¢ au niveau de la stabilité pour le probléme de RIEMANN,
seuls les chocs permettent de pénétrer davantage dans Ko et au niveau de
1'approximation par So, c'est la projection de type L2 qui joue ce rdle.
Pour 1'équation scalaire, choc' et projection de typevL?. c'est-a~dire

viscosité, avaient des effets opposés.

i

- 269 -

CONCLUSION

La construction du schéma de GODUNOV, proposée au chapitre II,
et dont le principe se résume en une résolution de problémes de RIEMANN
puis 4 des projections de type L2, s'adapte au systéme d'ordre aeux étudié
en troisiéme partie. La généralisation de cette technique au probléme a
pPlusieurs dimensions est liée & la résolution, et avant tout a4 une défini-

tion convenable du probléme de KIEMANN 4 plusieurs dimensions.

Au cours de l'étude des schémas quasi d'ordre deux, le fait
que le schéma de LAX WENDROFF soit d'ordre deux en précision, n'est pas
fondamental. Cette remarque doit permettre de généraliser le résultat a
des schémas plus précis. Cette technique peut également s'adapter a d4'au-
tres schémas d'ordre deux, tels que ceux décrits par R. PEYRET. Il faut
également préciser qu'on ne connait pas d'exemple de solutions faibles ne
vérifiant pas la condition d'entropié,Aét‘construites.par le schéma étudié

au théoréme 7.

Le probléme avec condition aux limites étudié en seconde par-
éfé peut étre rapproché de certains problémes de perturbations singuliéres
ou de couches limites. La définition 3 caractérise la solution obtenue par
la méthode de viscosité, c'est-a-dire le probléme perturbé. Au niveau de
1'approximation, cette perturbation est rétablie par de la viscosité numé~
rique, dépendante de h, et qui disparait lorsque h tend vers zéro. L'habi~
tude, en matieére de perturbations singuliéres, consiste souvent a supposer
€ petit par rapport & h", et cette hypothése se réduit & £ nul, au niveau
de la convergence, c'est-a-dire lorsque h tend vers zéro. On pourrait
peut-8tre comparer certains résultats obtenus ici, avec les techniques
classiques d'approximation de couche limites, pour de trés petites valeurs

du paramétre €.
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En ce qui concerne la troisiéme partie, le résultat de stabi-
lité pour le probléme de RIEMANN reste vrai lorsque l‘'ensemble Ko n'est
pas convexe. Ce n'est plus le cas au niveau de la stabilité des schémas,
les projections de type L2 risquant de faire sdrtir de KO la solution
approchée, lorsque Ko est non convexe, et ceci a chaque pas, compromettanp
ainsi la stabilité. Cette projection fonctionne alors en sens inverse de
la condition d'entropie. Pour éviter d'effectuer cette projection, et a
condition de savoir résoudre le probléme de RIEMANN, ce qui peut se faire
en utilisant la généralisation de 1'invariant de RIEMANN proposée au cha-
pitre VII, on peut adopter le schéma de GLIMM. De nombreux auteurs 1'ont
utilisé pour établir des résultats d'existence (GLIMM, NISHIDA, SMOLLER,
etc...) ou au niveau de 1'approximation proprement dite, en ayant des

résultats satisfaidants (CHORIN).

Méme lorsque la solution est réguliére, c'esﬁ—a—dire régie
par un invariant de RIEMANN (classique), le fait de projeter & chaque pas
a pour conséquence de faire s'éloigner la solution approchée de cet inva-
riant de RIEMANN. C'est une des raisons pour laquelle il nous mangue une
estimation sur les dérivées des composantes de ‘la solution approchée, de

fagon a établir la convergence.

Le modéle de cable peut étre généralisé, en introduisant un
déplacement variable dans chaque direction de l'espace. Le probléme obtenu
est constitué de trois équations d'ondes, couplés. par leurs seconds mem-
bres non linéairxes. Les techniques d'approximation étudiées ici peuvent
également étre étendues & des problémes hyperboliques &'ordre deux plus
généraux. Bien que la recherche des invariants de RIEMANN soit souvent
plus difficile, il existe des exemples o le schéma SO est faci;ement appli-

cable et pour lesquels 1'ensemble KO est convexe.
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