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Introduction

e Le but de cette journée est de développer des intéractions entre
deux communautés s'intéressant aux EDP:

© La communauté des analystes et du calcul scientifique:

Point de vue de Hadamard: problémes bien posés, existence et
unicité d'une solution dans un espace fonctionnel approprié,
physique mathématique, calcul scientifique.

© La communauté des algébristes et des géometres différentiels:

Point de vue de Cartan: systémes différentiels généraux, étude
de la variété formée par un systeme d’'EDP, applications a la
géométrie différentielle et a la géométrie algébrique (e.g.,
études des surfaces, (pseudo-)groupes/algebres de Lie,
symétries, théorie de Galois différentielle), calcul symbolique.
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Panorama des théories différentielles algébriques

Systemes différentiels extérieurs Algebre différentielle
Cartan Ritt
Kuranishi Kolchin
1
Théorie formelle
Cauchy I\/.Ier.ay des EDP
— Riquier — Spencer
Kovaleskaya .
Janet Quillen
Goldschmidt
!
Analyse
algébrique Bases de Janet Bases de Grobner
D-modules —
Janet Buchberger
Sato
Kashiwara
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Théoreme de Cauchy-Kovaleskaya

0z s 0z 0Zm
8X =1 <X1,X2,21,...,Zm,aX2,...,8X2>
(%)

azm:f<x1x221 z 0z 82’”)

P G SRR EL Il e EERE vl B
e Soient m fonctions analytiques ¢1(x2), ..., ®m(x2) au voisinage
de xo = 0 telles que f1, ..., f, soient analytiques au voisinage de:

<0,¢1(0), . 6m(0), <‘;ﬁ21> (0),. (%ﬁ:) (0)>

e (x) admet une unique solution analytique (z1,...,2zm) au

voisinage du point (xi, x2) = (0,0) satisfaisant les conditions:

z1(0,x2) = ¢1(x2),

zm(0, X2) = dm(x2).
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Intégrabilité formelle (Méray-Riquier-Janet, 1890-1920)

e Probleme: Extension du théoreme de Cauchy-Kovaleskaya aux
systemes généraux d'EDPs.

@ Etudes des solutions développables en séries formelles autour

d'un point (x?,...,x2):
0\vn
Z Z (1,0 0m) (x1 — x2)1 L (xy — x0)7,
v1=0 vp=

@ Détermination de conditions d'intégrabilité (saturation des
équations).

© Détermination du nombre et de |a nature des conditions
initiales (degré de généralité).

Q Preuve de la convergence des solutions formelles (méthode
des fonctions majorantes).
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Intégrabilité formelle: exemple

e f et g deux fonctions analytiques au voisinage de (0, 0).

5%z

— = f(x1, x2),

(3X12 (31, %)

P2, (*)
Ao — g(X17X2),

8X22

e Détermination des conditions d’intégrabilité et conditions
initiales de (%) afin qu'il existe une solution analytique de (%) en O:
400 400

z(x1, x2) Z Z (i) Xl ()

i=0 j=0

e A tout monéme x;j xé de (xx), on fait correspondre un point
entier (/,)) € Zi du plan. On fait la correspondance suivante:

2 2
0 2 Xt 0 2
x5 x5
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Intégrabilité formelle: exemple

X2 X2
(072) © (0’2) (f,z) e ] ® 6
(00) 20) X1 (00 20) X1
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Intégrabilité formelle: exemple

e Les mondmes multiples de x? et x3 se décomposent en 3 classes
disjointes deux a deux:

O My ={xix}xi |iJj€Zs},
Q@ My={4x3|ieZ,},
©@ Ms= {43 |j€eZ}

o M = {x2,x3,x1 x5} est un systtme complet de mondmes:
© X1 et xp sont des variables multiplicatrices de x12,
@ X est une variable multiplicatrice de x; X2,
© x» est une variable multiplicatrice de x22.

e L’ensemble des mondmes complémentaires de M est:

N = {1,X1,X2,X2X1}, i.e., MUN = Zi_.
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Intégrabilité formelle: exemple

e Nous obtenons le systeme suivant:

0%z
Ao = %),
O0x;
0%z
(*) Ox2 :g(X1’X2)> -
X2
93z 0g(x1,x2)
= . 2
Ox1 0x3 Oxy --

e Les conditions d'intégrabilité du systéme (x) s'obtiennent en
réduisant les dérivées des équations par rapport a leurs variables
non-multiplicatrices:

© () _ 0%
R \ox3) o’ _ ’*f g
@ (2 o T 02 o
Ox3 \Ox2)  0x3’
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Intégrabilité formelle: exemple

e Nous faisons les coupures suivantes:
+
z(x1, %) = > i Z % aA(2+i ) X1 + Zk 0 9(0,2+j) X
+20 20 a(1,2+j) X1 X2 !+ ag0,0) + 31,0 X1 + 3(0,1) X2 + a1,1) X1 X2

e Les conditions initiales sont alors données par les dérivées
correspondantes aux mondmes complémentaires évaluées au point
obtenu en annulant les variables non-multiplicatrices:

z(0,0) =
92 0.0)= B 200) =4
aXl 3(1,0) Ba
0z =
87)@(0’0) =C, 40,1) = C,
Pz a1 = D.
=D,
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Intégrabilité formelle: exemple

e Nous vérifions les expressions suivantes:

822 62 XX 24i J

5019 = 5z | X aeuin 7 | = fla )
i=0 j=0

5%z 92 [ IX

——5(0,x) = > a2)e | =8(0.%),

0x2
2 j=0

8x2

03z 03z = 21 og
—(0 = Q=5 i T == Oa ’
xe 8x22( ,X2) I 02 j_zo A(1,24)) X1 % 8x1( x2)

Z+OO OO (2+'»J)X1 Xé fX (f(;q f(x1,x2) dx1) dxq,
= ero (02+J)X2+J_ o (fo? 8(0,x2) dx2) dxa,

+o00 +j X2 Og
Zj 0 (1, 2+J)X1X2 = X1 0 aXI(O xp) dx2) dxo.
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Intégrabilité formelle: exemple

e Une solution analytique autour du point (0,0) du systéme

0%z f( )
5 — T'\X1,X2
2 ) )
O0x;
0%z
Ix2 :g(XlaX2)7
X2
. . .. ). , e s 92 52 JT v
existe ssi la condition d'intégrabilité oF — ‘?—% est vérifiée.
0x;3 Ox3

e Cette solution dépend de 4 constantes arbitraires déterminées par
les conditions initiales:

a0 =A, awo =B, aop1y=C au1=D.
= z(x1, %) = [o (x1 — &) F(x1, &) dé1 + [32(x2 — £2) (0, &2) &>
+x1 o200 — £)58(0,6) d& + A+ Bxy + Cxp + Dxi xe.



Intégrabilité formelle: exemple

e Etudions le systeme suivant:

0?2z =x1 z,
Lae o
5z =0.

e Nous adjoignons 0; 93 z = 0 a (x) afin d’obtenir un systéme dont

les dérivées principales forment un systeme complet {xZ, x3, x1 x3 }.

e La condition d'intégrabilité devient alors:
B(Bz—x2)-8(032)=0 = 05z=0.

e Nous obtenons le systeme complet et passif:

z(0,0) = A,

02z =x 2,
01 z)(0,0) = B,
(base de Janet) 93z =0, (012)(0,0) (%x)
2 (82 Z)(O7O) - C7
81 82 z = 0./

((91 82 Z)(O, O) = D.

= |l existe une solution analytique de (%) au voisinage de (0, 0).

Alban Quadrat Théories algébriques différentielles



Intégrabilité formelle: exemple

e Etudions le systeme suivant:
02z =x2z,
{ 02z =0. )
e Nous adjoignons 91 05 z = 0 a (x) afin d’obtenir un systéme dont
les dérivées principales forment un systeme complet {xZ, x2, x; X3 }.
e La condition d'intégrabilité devient alors:
03(02z—x2)—02(022)= x0052—20,z=0
—x05z=0 = 02z=0.

e On recommence avec le nouveau systeme:

07z =1x2,
93z =0, = z=0. (base de Janet)
8222 O,

e Conclusion: En saturant (%), nous obtenons (x) < z = 0.
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Conditions de compatibilité

e En appliquant le méme procédé que précédemment, nous
pouvons calculer les conditions de compatibilité du systeme:

{ 02z —x1z=u,

2y = Bu—0Bv+xv=0.
2 - 9

e Idem pour le deuxieme systéme:

02z —xyz = u,
93z=v,
8§u+(—8562+><2(’)2+3)v:0, (W)
=9 (0105 —2x00205+2020, + x303 —2x02+2) u
(=08 +3x0f —3x302 +x3)v=0. (t)
:>(af—2X26%+X22)W—821.’:O.
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Dualité “systemes linéaires - D-modules”

Pz—xiz=u
{ ’ 7 = Bu—-Fv+xv=0.

02
05z=v,

8% — X1

: (5" e e
0 — kerr (( 8182)(1 >> L F o2 F2 (03 —0%4x1). r
5

02 — xq u 02 — xq
( 53 >z—<v> = (02 —8%+x1)< 2 = 0.

affxl
m ' % 1x2
O—M—D D> D — 0.
= D = Q(x1, x2)[01, D2]-module a gauche de présentation fini:
M = D/(D(d? — x;) + D 93).

(BB —0%+4x)




Bases de Janet- Bases de Grobner

e Considérons D = Q(x1, x2)[01, 02] I'algébre non-commutative des
opérateurs différentiels a coefficients dans Q(xi, x2):

P = Z a,-d-(xl,x2)6{8£ € D, aj j S Q(Xl,Xg)

0<i+j<r
0; 0j = 0 0j,
Oi(ay)=a0diy+(0ia)y = 0Oi(a:)=a0; - +(0;a)-

e Une base de Grobner est en gros le dual d'une base de Janet
pour la dualité “systemes-modules différentiels”.

e || existe un algorithme similaire au calcul des bases de Janet pour
les bases de Grobner (algorithme de Buchberger).

e Implantations dans de nombreux systémes de calcul formel (e.g.,
Maple, Mathematica, Singular, Cocoa).
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Bases de Janet- Bases de Grobner

e Intéréts des bases de Janet et de Grobner:

O Intégrabilité formelle, développement en séries, généralisation
du théoreme de Cauchy-Kovaleskaya, thm. de Cartan-Kahler.

@ Calcul du degré de généralité des systemes différentiels.
© Calcul des conditions de compatibilité & calcul de kerp(.R).
@ Calcul de factorisations de matrices d'opérateurs.
© Calcul d'inverses (a gauche, a droite, généralisés) sur D.
O Elimination différentielle. . .
e Version intrinseque: théorie formelle des EDP de Spencer:

variété fibrée dans un espace des jets, prolongations & projections,
cohomologie de Spencer, involution, suites de Spencer. ..
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e Le premier systeme dépend de 4 constantes, le second est 0.
e R=(9?2 —x» 03)T. Nous avons kerp(.R) = D**? Q avec:

Q= 3 — 9 +x0+3
o5 —2x0705 420200 +:303 —2x0 0 +2 -0 4+3x0t —3x507+x3 )

ekerp(.Q)=DP, P=(0]-2x0?+x3 —0).

e La matrice R admet I'inverse a gauche (SR =1):
1
S = 5(—8%8§+XQ8§—282 07 — 2% 0% + x3).

e La matrice Q admet l'inverse généralisée (Q T Q = Q):

1 0 1
T=- .
2\ 020, —x0, 0

e La matrice P admet I'inverse a droite (P U = 1):
1
U:§(8§ afa%_2X28582+2(9%+X2282—2X2)T.
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Paramétrisations & probleme de Monge

e Probleme direct: recherche des conditions de compatibilité
Pz—x1z=u,
; ’ = Bu-03v+xv=0.
05z=v,
e Probleme inverse: recherche de paramétrisations
? = Bu-0Bv+xv=0.

V.A=0 < A=VAB, VAB=0< B=Vf
8—B+6AE‘:6, {E‘ﬁvaA,
ot & t
V.B=o, B=VAA

01 & =en

& +018L)=€nr © 0Genn—2010re10+ 05 €20 = 0.

0282 = ex

Alban Quadrat Théories algébriques différentielles



Paramétrisations & probleme de Monge

e Exemple plus difficile a trouver a la main:

{ 02z —xz = u,

03z =v,

Bu+(—020+x0,+3)v =0,
S (0103 —2x0205+2020, +x305 —2x200+2)u
+(—0% +3x0f —3x307 +x3)v =0.

e Quid du systeme grad(div A) =0 ?
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Théorie des modules

e Soit D = A[01,...,0,] un anneau d'opérateurs différentiels a
coefficients dans un anneau différentiel A

(eg, A=Q, Qx1,- .-, %), Qx1,...,xn))-
e Soient R € D9*P et le D-module 3 gauche M = D'*P/(D**9 R),

e Théoreme de Malgrange: Soit F un D-module a gauche. Alors:

kerr(R.) ={n € FP|Rn=0}

~

homp(M,F) ={f : M — F, f D-linéaire}.

e Exemple: D =R[04,...,0,], F = C>®(Q), D'(Q), §'(Q), ou Q
ouvert convexe de R".

e Version locale: faisceaux de modules différentiels, opérateurs
différentiels entre fibrés vectoriels.
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Classification des modules

e Définition: 1. M est libre si 3 r € Z, tel que M = D',
2. M est stablement libre si 3 r, s € Z tels que:
M D DlXS ~ D1><r.
3. M est projectif si 3 r € Z et un D-module P tels que:
M@ P = DY,

4. M est réflexif si e : M — homp(homp(M, D), D) est un
isomorphisme, ou:

e(m)(f)=f(m), VmeM, f&homp(M,D).
5. M est sans-torsion si:
t(M)y={meM|30#£PecD:Pm=0}=0.

6. M est de torsion si t(M) = M.



Adjoint formel & module transposé

e Définition: Soient D = A[01,...,0,] et R € D9*P. L'adjoint
formel A — R A de I'opérateur différentiel n — R 7 est défini par:

VAEDXP, <A Rn>=<RAn>.
e Nous avons: (A, R7) = (RA,n) + div(®(\, ).

e Définition: Soient R € D9*P et M = D'*P/(D*9 R). Le
module transposé de M est le D-module a gauche défini par:

N = D¥*9/(D**P R).
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e Calculons I'adjoint formel de (v v)T +—— 93 u— 02 v + xq v:

MABUu—02v+xv) =—-0AXhut+NAdv+(xx\)v
+01(=AO1 V) + Da(NDa )
= (BN u+ (03X +x1A\) v
+O1(vOLA=AOLV)+ Oo(ADau—uda ).

e L'adjoint formel est alors défini par:

T D3N =y
0%)\+X1/\:/12.
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Module Algébre F injectif
M homologique cogénérateur
avec torsion t(M) = ext}_)(ITI7 D) 1]
sans-torsion extb(N, D)=0 kerz(R.) = Q Fh
réflexif exth(N,D) =0 kerz(R.) = @ F
i=1,2 kerr(Q1.) = @ Fh
projectif extiD(N, D)=0 kerr(R.) = Q1 Fh
= ker7(Q1.) = @ Fh
stablement libre 1<i<n .
kerz(Qn-1.) = Qu F'r
libre Théoréeme de Quillen-Suslin kerr(R.) = QF!
Théoréme de Stafford AT7T: TR=1
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extL(N, D) & algorithme

e Nous suivons les étapes 1, 2, 3 et 4:

4. Q¢=n = Rn=0 L

1) 4
adjoint formel adjoint formel
1) I
3. 0= au B.J w= R\ 2

oRemarque:@oﬁzO = a)ok:Rono.
e Etape 5: Q&= BL R'n=0.
exth(N, D) = (D9 R) /(D9 R).
exth(N,D)=0 < 3JUeDY*9: R =UR (B.J).



e Le systeme 03 u — 07 v + x; v = 0 est-il paramétrisable?
e L'adjoint formel de (v v)T +—— 92 u— 92 v+ xy v est défini par:
02\ =
A 20T (%)
O] A+ x1 A = pa.
e Rendant le systéme (x) formellement intégrable (base de Janet),
nous obtenons les conditions de compatibilité suivantes:
0% H1 — X1 p1 + ()22 w2 = 0.
e L'adjoint formel de (u1 )" +—— 0% 1 — x1 pa + 92 i est:
02z —x12z=u,
Z— é ! : (**)
05z=v.

e Rendant le systeme (%) formellement intégrable (base de
Janet), nous obtenons les conditions de compatibilité suivantes:
D3u—02v+xv=0.
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e Le systéme grad(din\) — 0 est-il paramétrisable?

o L'opérateur A — V (V .A) est auto-adjoint.

e Les conditions de compatibilité du systeme V (V.A) = B sont:
VAB=0.
e | 'opérateur B+—— V ABest auto-adjoint.
e Les conditions de compatibilité du systeme V A B = A sont:
V.A=0.
e Nous obtenons oxtlD(/Tl, D) = (D div)/(D**3 (grad o div)) # 0.
=z=0A1+hA +3A3eM: 0;z=0, 1<i<3.
= z € t(M) # 0 = grad(divA) = 0 n'est pas paramérisable.



e Si I'on veut paramétrer toutes les solutions F = C>®(R3) de
grad(divA) = 0,
nous devons utiliser une paramétrisation plus générale:

CX1
VBeF3, VCeR, A=VAB+| o
0

e Cette paramétrisation est dite paramétrisation de Monge.
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e Considérons le systeme d'EDP suivant:

x103y1 + X203y =0,
—x1hyi+x0iy1—y+x03y3=0, (%)
—y1 =X 01yo +x102y2 +x103y3 = 0.

e En appliquant la méthode précédente, nous obtenons:

71 = X1y1 + X2 yo,
7= (—x{ 02+ x1 %001 — x2) y1 — X D3 y3,

03z, =0, 19
i=1,2.
(=x102 4+ x203) zj = 0,

e Le systeme () n'est donc pas paramétrisable.

Alban Quadrat Théories algébriques différentielles



e Considérons le systeme d'EDP suivant:

1 9p(x,t)
cz2 ot

+Vp(x,t) =0.

1006"7()@ t)+

0 v(x,t)
Po o

=0,
(*)

e En étudiant I'intégrabilité formelle de (%), on montre qu'il
n'admet pas de conditions de compatibilité.

Le D = Q(po, ¢)[01, D2, 03, Ot]-module associé a (*) est de torsion:

(02 —c®2N)0;v; =0, i =1,2,3,
(0?2 —c2A)p=0.
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e Le systeme V.A=0 estil paramétrisable?

e L’adjoint formel de I'opérateur A V. A est I'opérateur
A =V,

e Les conditions de compatibilité du systeme —VA= i sont alors:
V Aji=0.

e L'opérateur différentiel i — VA i1 est auto-adjoint.

e Les conditions de compatibilité du systeme V A B = A sont:

— =

V.A=0.

e L'adjoint formel de 7/ — V.U est f — V f et les conditions
de compatibilité de Vf = B sont VA B = 0.

= Le D = Q[01, 02, 03]-module défini par la divergence est réflexif.
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@ Le systetme (0] —2x0 07 +x3)w — 0o t = 0 est paramétré par:
w=03u+(—0?0+x0+3)v
t=(0{03 —2x0205+20202+ x203 —2x002 +2) u
+(—=0% +3x 07 —3x3 0% +x3) v.
@ De plus, le systeme
Bu+(—020,+x0,+3)v=0,
(0103 —2x0202 +2020, +x305 —2x002 +2) u
+(=0%+3x% 0] —3x30? +x3) v =0,

est paramétré par: { S 8y oz
— U 24,

v=203z
= le D = Q[x1, x2][01, O2]-module a gauche
M = DY 2/(D (9} —2x202 + x3 — 0)) est projectif (n = 2).



e Considérons le systeme contrdlé suivant (h # b):

hm+%nm—5wozm

h
(*)
@m+%@m—%mo:u

e Le systeme (%) est paramétrisable:

X

1(t) = (1) + 7 &(2),
(1) = h&(t) +g>&(2), (%)

X

2
u(t) = h EW(t) + g (h + k) (1) + g2 &(t).

e De plus, la paramétrisation (x) est injective car nous avons:

B /71)( _ /72
(k) = £(t) = 22 (h— h) 1(1) g2 (h — h)
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Exemple: Quid du tenseur de Ricci linéarisé?

28, 8,
28, 8
0
0
a3 — 92
—01 03
0
— 8, 05
—01 0t
—0) O
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0
28,03
28,83

0

—01 03

o — o7

—0; Ot

—8, 0,

—03 0t
0

52
0
0
03 0¢
O 03
0
01 0t
0 —28; 93
0 0
2030, —281 93
—203 8, 0
0 —0p O3
9, 0¢ 01 0,
02 +093 010
81 ¢ 83 — 0?2
—85 03 0
—01 03 —930:

9o O¢
01 O

0
20, 0t
0
—20, 8¢
01 Ot
93 01
—02 03
0
8% + 83
—01 03

07 + 83 + 83
—01 02
—8, 05

—01 03

20, 0
0
0
28, 8;
Do Ot
0
—01 03
83 0;
—01 03
03 + 03




Conclusion

e Au cours de notre courte promenade dans les théories algébriques
différentielles, nous avons évoqué:

Q Intégrabilité formelle.
@ Bases de Janet et bases de Grobner.
© Analyse algébrique (D-modules).

e Implantation des différents algorithmes dans OREMODULES:
http://wwwb.math.rwth-aachen.de/OreModules.

e La théorie des D-modules nous permettra cet apres-midi de
décomposer certains systemes linéaires d'EDP, c-a-d, de trouver
des matrices d'opérateurs inversibles U et V telles que:

0
VRU ! = 3 . ReDI*P,
*
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