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Ω

�_� b)( »P�������x� �£�n�'�x���¤¦n�n�:� �¤���'�n�
L2(Ω)
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m ≥ 0
�'�n�%�'� ¬��_�r�'�E�=¦n�Â�:�r�

p�_�´�����¤¡Ð¬��}�nµ
1 ≤ p ≤ ∞ °

Wm,p(Ω)
�r�'�n�_���¤���S�'¡U�_�n� �¤��¡Z¦n���x����� �n�

v ∈ Lp(Ω)
¡Z� �E»P�n���¸�/�'���n�t�'�§���²�´�t�n�r�¤��©´�´���«© �x�

∂αv
.Z�}�/�����a���}�¤�_�_���n¦������ �/�_�x�n�_� 8 »P�«��� |α| ≤ m

�:�r��� �nµÂ�_���_�n���_�t�´�r�
Lp(Ω)

Ä

W 1,2(Ω) = H1(Ω) =

{
ϕ ∈ L2(Ω) , ∀i ∈ {1, 2} ,

∂ϕ

∂xi
∈ L2(Ω)

}
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W 2,2(Ω) = H2(Ω) =

{
ϕ ∈ H1(Ω) , ∀i ∈ {1, 2} ,

∂ϕ

∂xi
∈ H1(Ω)

}
.
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j,Ω

8 �n�x�n�'�����n� �_��� .@�_�x�_�:�r�z����©'�r�«¬��¤�r���«¨��� �_��� 8 �}�Â�X� �:� �}�z©��_�t�´�r�r�
Hj(Ω)

°
j = 1, 2.

M��n���X� �:� �}�z©	�¤�t�'�r�
H1

0 (Ω)
.Z�_�x�_�:�r�x�_��©'�r��¬

H2
0 (Ω)

8 ���U���n�)�x�}� �¤¦n�_�)�'¡ D(Ω)
�����_�n�)�_�x�n�_�I�'¡X�_�n�S�n� �_�

‖ • ‖
1,Ω

.@�¤�r�_�:�r�z���«© �r�«¬ ‖ • ‖
2,Ω

8 ® b�·�_�n���¤�7,=¦n�r�F°
(•, •)

���r�n�'�_�r�����n���¤�¸�´�n�t�'�¤�f�}�n���r���n�_���n¦n�z�	�}�
L2(Ω)

�´�n�
〈•, •〉

−1,1

°����n�~��¦t�'�}�«�¬��n�¤�X��¦n�x�P�:�x�»I�r�x�
H1

0 (Ω)
�'�n�±���_�����'��� ��� µ ���8�'�:�n¦t�'�v�_�t�'�x�

H−1(Ω)
®Q¯D�}�n�'�}�«¬ °

γ
�¤�t�'�}�

�n�x�n�'�_�����n���_���'�x��� �:�r���º��� �D¡Z�¤� �
H1(Ω)

� � ���
H1/2(Γ)

°'� �6¡Z�_� �
H2(Ω)

� � ���
H3/2(Γ)
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'��x�
f
�:����³n�r�}���'¡�µ ��©'�r��¡Z� �_�x�r���'�n�.�_¦n����� �¤���_�t�´�

f
���x�}� �nµ'���_�

(L2(Ω))2 �´�n�%�¤�'�
f =

∂f1

∂x2
− ∂f2

∂x1�:�r��� �nµ �����
L2(Ω).

M��n���§�¸�´�_�}� �t�´�¤¬ �����'�'�r���n�¤� �n���r� �r� ���_�}�§���/��� ³t�n�n���nµ+� �¤�_�_�r�'� ¡Z¦n���x����� �
ψ

�´�n�J�
©'� �¤�_�}�r�«�¬¶³t�x�}�

ω
�_� ��¦������ �n���'¡ Ä

ω + ∆ψ = 0
���

Ω
. �	8

−∆ω =
�_�'�

f
���

Ω
. �T8

ψ = 0
� �

Γ
.0O 8

∂ψ

∂n
= 0

� �
Γ .

.�c 8

b�n���r�r�v°v���,�r� ���_�}�§�����}��³t���n�}�nµ��£© �x�}���r���¬/³n�r�}�
u
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�'¡D�&�¤�_�_�8�´� ¡Z¦n�n�z���}�'�
ψ
Ä

u = rot ψ
�}�

Ω .

eN,=¦t�´�_�}� �K. � 8 �£�r�'�n�Â���n�´�&���n�/©'� �¤�_�}�r�«�¬ ���Â���n���r¦��_���'¡�������©'�r���X�x���¬ ® e�,=¦t�º���}�'� . �T8 �}�Â�_�n���7,=¦n���}�}���_�}¦��
�-,�¦n�´����� � ¡Z� ����©��}�¤�r� ¦n�&¥t¦��}�U°$»P�����\�=�}���r�£�´�����£©��}�¤�r� �¤���¬ �-,=¦t�'�����

1
°E�'�n�+»P�n�x�_���r�'�=©'�r�z���}�'� �_�r�_�����'�¤�

�n�xµ �}�x�x�_�r�U®�M��n���:� ¦n�n�n�'�¤¬/�x� �n�n�«����� �n�]. O 8 �'�n�X.0c 8 �'�¤�~�r� ���_�7,=¦n�x�n�r�x�	�'¡�

u = 0
�'�

Γ .

¯t� ����� �¤�~�n�x���'�}���P�'���'¦������n�����n�_�'�n�}�x�·°�»��a�_�z¡Z�r�����21\H]( hTSJ6 ®

bª�I�}�)�t�´�_¦n���'�n�_�����}�_�x�_�z���+*x���_�n���n�_� ���}�r� . �	8 ¨ .0c 8 »P�«���£�a���}�n�r�'�)�'�n�£�r� � �_�}�=¦n� ¦n�)³t�n�«���P�r���r���r� �S�£�z���n���U®
? �

Ω
�}�6�_¦n����� �¤�r�Â�_�	���I���'��¬�µ � �t�´�Ø°r»I���zÅ��'�z���«¬��x�o© �r�E�«� »P�����Â�����r�_� T �r� �����'�_�r���'¡n���¤�²�'��µ ¦n�²�´���r�}�x�£�x� ���r®

M��n�����r�¤� T �}���_¦��n���'�_�r�±���������¤�rµ ¦n�}�'�].@���/���n���_�x�n�_�a�n�z³t�n�r���}� D��²�'�¤�}�z�R1ID��}� h 4 698 ®�M��n���_�x�
H1

T

�n�r���'���x�
�_�n�¶�¤�t�'�r�/�´¡P�r� � �����=¦n� ¦n��¡Z¦��n�x�_�}� �n���n�x³n�n�r�+� �

Ω
°$�:� ��¬��n� ���²�´�E�'¡P�n�rµ'�_�r�

1
�}�%�8�'�¸�+�_�_�²�´�nµ �}���'¡ T �´�n�

H1
0,T

= H1
T
∩H1

0 (Ω)
Ä

H1
T

=
{
ϕ ∈ C0(Ω) , ∀K ∈ E

T
, ϕ|K ∈ b F 1(K)

}
,
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	�  "� +(��
[��!0 �2 i

»P�n�x�_� E
T

�}�����n�&�¤�x���'¡)���¤�²�'��µ �}�x�,�}� T �´�n� b F 1 �_�n�&�_�t�´�r�&�'¡I�'���6�:� ��¬��n�'�£�}�'�}�P�'¡)���´�¸�'�6�n�rµ �¤�r� ≤ 1.
M��n�

�n���_�x�_�x�_�+*r�´����� �/�'¡$���n���n�¤� �n�}�x� . �	8 ¨ .0c 8 �x� �n�¤�}�¤�_������³t�n�n���nµ
ω

T

�'�n�
ψ

T

Ä

ψ
T
∈ H1

0,T
(
���'¦n�n�t�'�§¬/�r�'�n�n���_�}� �V.0O 8 �}���_�n�r�±���º���}�§³t�r�

)
. iT8

ω
T
∈ H1

T

. Sd8

���"������¡Z� �}���o»P�}�nµ�»��o¬'®I�%�·³t�¤�¤�/��¦n���_�}�n�«¬ . �	8 � ¬ �%�_�8�´�²�'��¡Z¦n�n�z���}�'�
ϕ ∈ H1

T

�'�n� ���=�_�rµ �_�´���·� ¬"�n�'�¤�_�
(∆ψ, ϕ)

® M6�'�=�}�nµ&�_�n����� ¦��n�t�'�§¬/�r� ���n���_�}� �V.�c 8 �}� �����'�x�r� ¦��=�r°n»��a� �����'�}� Ä

(ω
T
, ϕ) − (∇ψ

T
,∇ϕ) = 0 , ∀ϕ ∈ H1

T
.

. 4 8

M��n�x�U°t»����Â¦��������n��¬G. �T8 � ¬±�&�_�r�§��¡Z¦��n�x�_�}� �
ξ
�}�
H1

0,T

°Q�'�n���}� �_�rµ �_�´����� ¬/�t�'�§���P�:�'�����_���n�r�x® ? �
ξ
©´�'�n���_�n�x�

� �/�_�n����� ¦��n�t�'�§¬ °n»I��� �X�¸�'��� Ä

(∇ω
T
,∇ξ) = (f , rot ξ) , ∀ξ ∈ H1

0,T
.

. hd8

M��n���,¡Z� �¤�Â¦n�²�º���}�'� . iA8 ¨ . hd8 �n�'�	�:�r�r�.�¤�_¦n�n���r�f¡Z� �~����� �nµ¶�_�}���c.Z�_�r�&¡Z� �,�zÅ��'���n�}�QD��²�'�¤�}�x�§¨#(��8©X�}�'�¤� 1\DL(&4�c 6 °
H~�}�o»P�}���_�=�«¨ F ���_� ���n�8�'¦C1IH F 4j^ 6 °�1IHR( hASJ6 �'��� �nµ��'�_�n�r�¤� 8 ®Y:�¦����_�x�_¦n�«�����'�_���n�´���'�������¶�'�F®��~�������a�'�n���t�'�n�U°
�_�n�/�r� � �_�}�=¦n� ¦n�Â¡Z�'�_�Â¦n�}�´����� � �´�_�_���r�}�´���x�+�}�&�n�´�Â»��x�}�Æ¨�:� �_�x� ¡Z� �&�'� ¬

f
�}�

(L2(Ω))2.
b�n���r�r�v°Y���n�±���_� �'�x�

�n�¤� �n���r� �x� ¦n���±�:���_�x�r�f�´�P���n���t�'�¤�£� ���}�,���_� �n���r� ¡Z� �����n���§���_�r�'� ¡Z¦n���x����� � Ä

ψ ∈ H2
0 (Ω)

∆2ψ =
�_�´�

f .

b�·�Â©'�´�_�²�º���}�'�t�'�Q¡Z� �_�±°X�_�n�}���n�¤� �n���r� �r�'�������_�z»P�_�«�_���x���´�P¡Z�'�}�}�o»P� Ä

(∆ψ,∆µ) = (f , rot µ) , ∀µ ∈ H2
0 (Ω) .

M��n�����n�¤� �n�}�x� ����»I�r�}�Æ¨�:� �_�x���}�
H2

0 (Ω)
.@�_�x�]D��²�'�¤�}�z�>1\D��²� h 4 698 �n¦���© �'�¤�����r�«�¬£�r�'�n�n�´�P���	��� �¤�	�_�xµ ¦n�²�´�I���n�'�

�f,�¦n�'�_�/���=�_�rµ �_�'�n���'®��~� �_�n�/�'�_�n�r�Â�n�'�n�U°Y�«�Â�����}���:� �_�¤�}�n�����_��� ���¸�´�}� �:� ��¬��n�'�£�}�'�Y¡Z¦n�n�z���}�'�n�Â�'¡��n�xµ �_�x�
1»P�n���¸���_�r�'�}�«¬&���º���}�§¡Ð¬����´���¶�:� ¦n���t�'�¤¬��x� �n�n�«���}�'�n� . O 8 �'�n� .�c 8 »P������� ¦��I���x�}�nµa�}�n�x� ���}�r�'�}�«¬Q*x�r�_��� �¶�x�}�r���r� �_�

K
�����x� � �¸�'�z�,»P���_�

Γ
.������

∂K ∩ Γ
�n�'�,�r�����¬'°��n�'���¤�r�n¦n�x�r�f�_�¶� �n�����'�}� � 8 ® Ò ¦n���r�_���8�'����¬'°����n� Ò �x¦n�¶�´�n�

�x� �n�n�«���}�'�P.0c 8 �}�Â���x© �x�&���´�_�}�§³t�r�\�:�r�8�´¦n�_��»I�8�'�=�«¬�»P�_�«�_�_�r�U® N � �_�x�o© �r�x°E�r�¤�_� �Â�x�¤�_�}�£�´���x�Â�n�r�¤��©'�r�+¡Z� ���_�n�}�
�¤�¸�n�r���	�'�¤�����'���'�������¶�'�F®TM��n����� ¦��n�¶���I���

h1/2
T

¡Z� �E�����
L2 ¨�n�'�_� �'¡�© � �§���}�x���¬'°=»P���r�_�

h
T

���S�_�n���£�ºÅX�}��¦n�
�n�}�'���x���x�D�'¡Q�_�n���r���r���r� ���E�'¡Q�_�n�����¤�²�'�nµ'¦n�²�´�_�}� ��1è�X�¸�Y4 hZ6 °�1\H]( hTS	6 .@�¤�r��¯D��µ ¦n�_� � � �´�Y�_�n���r�����´¡:�_�n�P�'�§���}�x�}� 8 ®
Ò �x© �x�¤�_�n�r���r�_�x°X�«�)�}�)�:� �_�¤�}�n���P�_���¤�¸�´�n�}���+*r���_�n�P�=¦n�£�x�_���8�'�t�¤�¸�n�r����� ¬��'���n�}�nµ	�¤¦n���n�S�´�S�}� ���x�¤¡@�'�x�r�S�'�n���n�¤��©'�
�x� � © �r�¤µ �r���r�'°:�_�x� 1 ? : ^ ^ 6 ®

? �n��ev�x�_�r� �~»I�8�'�·¡Z� �_�Â¦��²�´�_�}� �±»��'���n�¤� �:� �_�x�.� ¬ :I�r�_�n�'�_�n�F°H~�}�_�'¦n���	�'�n� N �'�n�o¬ 1\:LH N ^ �J6 °�»P�n���}�X¨
�_�_���n¦n�r�x�±�_�n���_�t�´�r� Ä

M(Ω) =
{
ϕ ∈ L2(Ω) , ∆ϕ ∈ H−1(Ω)

}
.

bª�P�x� �n�_���¤�_�����/³t�n�n���nµ
(ω, ψ)

���
M(Ω) ×H1

0 (Ω)
»P���_�/���n�~¡Z� ���}�o»P�}�nµ��£�z���n���U®��%�~���x�¤�P���n�	³n�_�¤���-,�¦n�´����� �

. �	8 »P���_�£�~¡Z¦n�n�z����� �
ϕ ∈M(Ω)

�'�n�&�_�n���¤�r�x� �n��� �n� . �T8 »P�«������¡Z¦��n�x�_�}� �
ξ ∈ H1

0 (Ω)
® bª�S�}�Y�_�n�r���n�x�r�r�¤���'�§¬
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�_���}� �_�rµ �_�´�����»P�}�r��� ¬¶�t�´�¤���S���n�����x�_� 〈∆ψ, ϕ〉
−1,1

�}�£� �_���r�I�_�Â�}���r�}¦��n���:� ¦n���t�'�¤¬��x� �n�n�«���}�'�n� .0O 8 �'�n� .�c 8 ®
M��n�x�U°t»���µ �z� Ä

.0^ 8
{

(ω, ϕ) + 〈∆ϕ, ψ〉
−1,1 = 0 ∀ϕ ∈ M(Ω)

〈−∆ω, ξ〉
−1,1 = (f , rot ξ) ∀ξ ∈ H1

0 (Ω) .

M��n����¡Z� �_��¦n�²�´�_�}� �^. ^ 8 ���8�'�n���_�£�Â»I�r���«¨�:� �¤�r���n�_�'�n�}�x� 13:EH N ^ �J6 ®
��¾[U ��� S J���� �����
	�� �

M(Ω)
���	�� ����� ���������
	�� ��������� � ��� ����!#"

‖ ϕ ‖
M

=
√

‖ ϕ ‖2
0,Ω

+ ‖ ∆ϕ ‖2
−1,Ω

.

$ � Á T Á �8ÎÐ��Î Á:Ñ J%��� ��&��'����� ��(����
	�� �
H1(Ω)

��)�*���+�,	 ��� �.- ���
M(Ω) / ��� � �*���+� ���+0+��01� ��!�� �.-1- ����2 �435��� �*��6

( ���87 / � � 	'( �9"

∀ϕ ∈ H1(Ω) , ‖ ϕ ‖
M

≤ ‖ ϕ ‖
1,Ω

.

: ���;	'���=<>7 � �
ϕ
� �������2����?�

M(Ω) ∩H1
0 (Ω) = H1

0 (Ω)
7@� � ��3A6�� ����! �� �.BC0���(�	'� ���+�D����� � �

H1 6�� ����! �

$ � ÁUÁ-Z
¯D���_�§�8°Q»����_�x�¶�´�_�����t�´�,���n�&�}�'�n�²�´�r�²�´���'¡I�¶¡Z¦n�n�z����� ���}�

H1(Ω)
�:�r��� �nµ �,�_�

H−1(Ω)
®OM��n�x�U°v�_�±���_�o© �Â�_�n�

�x� � ���}�=¦n�«�¬��'¡$�����a���Â�:�r�n�n���nµn°�»���»P�_�«���	�����a���x³t�n�«����� �/�'¡D�_�n�
H−1 ¨ª�n� �¤�·®t¯t� ���'�}�

ϕ ∈ H1(Ω)
°n»��a�t�8© � Ä

. �_d8 ‖ ∆ϕ ‖
−1,Ω

= sup
χ∈H1

0 (Ω)

〈∆ϕ, χ〉
−1,1

|χ|
1,Ω

= sup
χ∈H1

0 (Ω)

−(∇ϕ,∇χ)

‖ ∇χ ‖
0,Ω

,

�:�r�r�'¦n�_�
ϕ
�}�����

H1(Ω)
�'���

χ|Γ = 0
®FE��_���nµ&���n� D��'¦��¸�=¬ ¨ø�X�¸� »��'�f*Â�}���7,=¦t�'�����¬ °�»��a� �����'�}� Ä

‖ ∆ϕ ‖
−1,Ω

≤ ‖ ∇ϕ ‖
0,Ω

,

�'�����_�n�r� Ä
‖ ϕ ‖

M
≤ ‖ ϕ ‖

1,Ω
.

¯D���t�'����¬ ° �«¡
ϕ
���x�}� ��µ �����

H1
0 (Ω)

°��«���_¦�<£�x�r�P�������'�'�
χ = ϕ

�}�^. �_d8 �'�n��»I�~� ���¸�´�}� Ä ‖ ϕ ‖
M

= ‖ ϕ ‖
1,Ω

®
�X�&�_�n� N ¨�n�'�_� �����7,=¦n��©´�'���r� �����&�_�n�

H1
0

¨��� �_�±®
�

M��n���'�t�'�«¬��_�}���'¡E.0^ 8 °t�x� �n�n¦��x���x�·���V1\:EH N ^ �	6 °n�����¤�_���'��µ � �_¡Z� �§»��'�¤�/»P�����±�'�¤µ ¦n���r� ���P�'¡":��¤�7*7*x� 1\:��¤� 4�c 6 ®
�%���}� ���¤�X�n¦��r�	�����a�´�r�¤�n�r� H(Ω)

�´¡6�_�n���n�}���}�n�r�'�I¡Z� �¤� 〈∆., .〉
−1,1

Ä

H(Ω) =
{
ϕ ∈M(Ω) , 〈∆ϕ, ξ〉

−1,1 = 0 ∀ξ ∈ H1
0 (Ω)

}
.

$ � Á T Á �8ÎÐ��Î Á:Ñ PHGI� 	'�J	���� ��� ��K>	'���L���5�?��� � �����
	�� � H(Ω)
�

M ���
Ω
� �N	O����0P�;- �.-QM��R�+�>� � ���K��*� ���S��0
��� ���T�?�TU=V 2 � ��� ���
7 / � � 	'( �9"

H(Ω) =
{
ϕ ∈ L2(Ω) , ∆ϕ = 0 in L2(Ω)

}
,

	'�;-W� � ��� � �JX ����Y�Z	[�\�J	�� �Q�*� ���J	'�?���87]���������^- ��� ��� �.-O�C<
γ
7F���8��! H(Ω)

���
H−1/2(Γ)

�
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$ � ÁUÁ-Z
• bª���}��� � ©��}�'¦n�����t�´���_�n���_�t�´�r� H(Ω)

���P���¤¦n�n�_�z�,�´¡6�_�n���_�t�'�x� Ä

D(∆, L2(Ω)) =
{
ϕ ∈ L2(Ω) , ∆ϕ ∈ L2(Ω)

}
.

M��n�����_�t�´�r��»��'�P�ÖÅX�_�r�n�¤��©'�r��¬��§��¦n���}�r�±� ¬2H~�_�}�§©´�'�_� 1\H��¤� h i 6 »P�n�x�
Ω

�}�P�&���'¦n�n�n�x�·�:� ��¬�µ �'�t�'�U� �:�r���¤¦n�n�_�z�
�'¡ b)( 2 °�»P�n���¤�r�8�´�}�}�x�f���t�º�	���n�&�¤�t�'�x�

H2(Ω)
���	�n�x�n�_���}�

D(∆, L2(Ω))
®�¯t� �,�r� ���n�}�z���x�n�r�¤�~�'¡S� ¦n�~�¤�_¦n��¬'°

�_�n���n�_���'¡$�'¡$���n�����¤�r�¤¦n���P����µ ��©'�r�±���x�}�o»�®
• bª�E���Y�t�'�¤�r��� �&������¡Z� �}���o»P�}�nµ��n�_� �:�r�§�¬ Ä ���¤¦n�n�¤�t�'�r� S �´¡v� ] �}�����x�¤�Y�¤�t�'�x�

M
���Y�n�x�n�_�P�}�

M
�«¡��'�n�&� �n�«¬��«¡

�z© �r�§¬��x�}�r���r� ���'¡
M ′ �_�t�´��©´�'���}�_���r��� � S �'���_��©´�'�n���_�n�x��� �

M
® '��x�

û
���x�}� �nµ����

(D(∆, L2(Ω)))′
® ? �����I�}�

� ] �}�����x�¤�S�_�n�'�r�´°X����� (P�}�r�f*��_�n�r�'�_�r� �n�¤��©'�r���_�t�´�S���n�x�_���zÅX�}�§������¡Z¦n�n�x�_�}� �v°����r�n�'�_�r�/� ¬
u
°����

D(∆, L2(Ω))�¤¦n�¸�·�_�t�´� Ä
〈û, ϕ〉

(D(∆,L2(Ω)))′,D(∆,L2(Ω))
= (u, ϕ)

D(∆,L2(Ω))
, ∀ ϕ ∈ D(∆, L2(Ω)) .

E��_�}��µ��_�n���zÅX�n�¤�r�_�¤�}� �·�'¡$���n�
D(∆, L2(Ω))

�¤�8�'�}�'���n�¤�X�n¦��x�8°n»I���t�8© ��¡Z� �P�'���
ϕ
�}�
D(∆, L2(Ω))

Ä

(u, ϕ)
D(∆,L2(Ω))

= (u, ϕ) + (∆u,∆ϕ) .

�%���_¦n�n�:� �¤���n�o»3���t�´�
û
©´�'�n�}�¤�n�r�P� �

H2(Ω)
®=M��n�r�U°t»I���'���¸�'��� Ä

(u, ϕ) + (∆u,∆ϕ) = 0 , ∀ϕ ∈ H2(Ω) .

'��x��¦n�£�n�o» �}� �_�_���n¦n�r�
ũ

�´�n�
ψ

�_�n�·�ÖÅ����r���_�}�'�n�£�_� b)( 2 °)�=¬ *x�r�¤��� ¦��_�_���n�
Ω
°)�'¡�¡Z¦n�n�z���}�'�n�

u
�'�n�

∆u
®

N �'�_�r�o©'�r�r°S�}�z��¦n���n�'�����r�/���n�´�8°Y¡Z� ���'����¡Z¦n�n�z���}�'�
ϕ̃ ∈ D(

b)( 2)
°E�«�����_�x�¤�_�_�}�z����� �"�'�

Ω
°)�_�o¬

ϕ
°E���x�}� �nµ'���_�

H2(Ω)
®�M��n�r�U°n�_�n�a�'�:��©'�a¡Z�'�_�Â¦n�}���}�r�'�n�����&�_�n�~¡Z� �}����»P���nµÂ�¤�r�²�º���}�'�n� Ä

0 = (u, ϕ) + (∆u,∆ϕ)

= (ũ, ϕ) + (ψ,∆ϕ)

= (ũ, ϕ̃)
L2( � � 2

)
+ (ψ,∆ϕ̃)

L2( � � 2
)

∀ϕ̃ ∈ D(
b)( 2) .

M��n�����7,=¦t�'�����¬/���£���}�}�x�I�_�t�´�P�}�/�_�n���n�}�§���_���n¦��_�}� �n���_�r���_� Ä

ũ+ ∆ψ = 0 in D′(
b)( 2) .

M��=¦n�x°
∆ ψ

�:�r�}�'�nµ ���_�
L2(

b)( 2)
�¤�}�n�x�

ũ
�:�r��� �nµ ���_�

L2(
b)( 2)

® N � �¤�r�o© �x�r°
ψ

�:�r��� �nµ �����
L2(

b)( 2)
�'�r°Y� ¬

�n�z³t�n�«���}�'�U°
∆u

�:�r��� �nµ � ���
L2(Ω)

®JM��n�r�v°'»����n�r�n¦��r���_�t�´�
ψ
�:�r�}�'�nµ �6�_�

H2(
b)( 2)

.@¦n�¤���������¸�t�'�_�'�x�_�r�_�W*8�´�_�}� �
�'¡��_�n�	�¤�t�'�r�

H2(
b)( 2)

»P���_�¶������¯Q�'¦n�_���r�)�����´�n�¤¡Z� �¤� 8 ® ? �
ψ

�������n�r� �����8�'����¬ *x�r�¤�&� ¦����¤�}�n�
Ω
°�»��~���r�n¦n�x�	���t�º�

ψ
�:�r��� �nµ �Â�_�

H2
0 (Ω)

.Z�_�x� 1\HR( hTS	698 ®DE��¤�}�nµ������/�n�r�n�¤���¬\�'¡ D(Ω)
�}�
H2

0 (Ω)
°Y»I�·���=�_�_���n¦n�x�����¤�7,=¦n�x�n�r�

(ψk)k≥1
�'¡ D(Ω)

���n�´�����x�n�n�P���
ψ

���
H2

0 (Ω)
®�M����r�U°t»I�a�n�o©'�a�_�n�~¡Z� �}���o»P�}�nµÂ�¤�r�}�´����� �n� Ä

ψk
k−→∞−→ ψ in L2(Ω) ,

∆ψk
k−→∞−→ ∆ψ = −u in L2(Ω) .
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E��_�}��µ��_�n�a�'�:��©'���r� � © �x�_µ �x�n�r�x�r°:»���� �����'�}�/¡Z� �P�´�}�
ϕ ∈ D(∆, L2(Ω))

Ä
(u, ϕ)

D(∆,L2(Ω))
= (u, ϕ) + (∆u,∆ϕ)

= (u, ϕ) + (ψ,∆ϕ)

= lim
k−→∞

[ − (∆ψk, ϕ) + (ψk,∆ϕ) ]

= lim
k−→∞

[ − 〈ϕ,∆ψk〉
D′(Ω),D(Ω)

+ 〈∆ϕ, ψk〉
D′(Ω),D(Ω)

] = 0 .

M��n�x� »��/�'���¸�'��� Ä
(u, ϕ)

D(∆,L2(Ω))
= 0

¡Z� ���'� ¬
ϕ

�}�
D(∆, L2(Ω))

»P�n�}�¸�+���£���}�}�x�~���t�´�
u
��� *x�r�_���´�n�

³t���}�_���r�D�_�~�n�_�o© ���_�n���n�x�n�_�«�¬Â�'¡
H2(Ω)

�}�
D(∆, L2(Ω))

® • Ò �o»�° �}�z�Y¦n�Y�¤�r�r�'�}�=���n�[H~�_�x�r��� �D¡Z� �¤�Â¦n�}��°o»P�n�}�¸�
����©'�´�}�}�/�����'� ¬����'¦n�n�n�x�G'��}���_�¸�n�«�0*~�n� �£�'���V.@�_�x� Ò ����r�'� 1 Ò ���� S 4 698 Ä

∫

Ω

(u ∆v − v ∆u)
�
x =

∫

Γ

(γu
∂v

∂n
− γv

∂u

∂n
)
�
Γ ,

¡Z� �)�´�}�
u
�'�n�

v
���
H2(Ω)

� ∂u
∂n

�}�Y�_�n�P�n� �_�£�'�X�n�r�¤��©´�´���«© �P�'¡
u
�'��� �nµ

Γ
®dM��n�x�U°=�n¦n���������n�P�n�x�n�_�«�¬&�'¡

H2(Ω)���
D(∆, L2(Ω))

°n�_�n� H��¤�r�x���è��¡Z� �¤�Â¦n�}�Â���x�_�������I�����n�x³n�n���Â�_���'�x�a�'���x���´�_� ��¡Z�_� � H(Ω)
� �

H−1/2(Γ)
®

�

�X�n° »P���r�£»I���_�r�§���¤�}�x�)�_�n��³t�_�§�I�-,=¦t�´����� ���'¡�.0^ 8 ����¡Z¦n�n�z���}�'�n�E�}� H(Ω)
° ���n���E�n�x» �n�_� ���}�r�É�}�Y»I�r�}�Æ¨�:� �_�x�

�'�x�r� �¤�n�}��µ��_�b'$��Å�¨ N �}��µ ���´��� �����r���¶� 13' N i c 6 °Q�'� Ä
$ � Á T Á �8ÎÐ��Î Á:Ñ M ��� �

L2− �>�.	'��	'� �;�8�C-'0F��� "

H(Ω) ×H(Ω) 3 (ω, ϕ) 7−→
∫

Ω

ω ϕ dx ∈ U=V

�� ����� �R�;���L�Q��� H(Ω)
�

$ � ÁUÁ-Z
¯t� �

ω
�}� H(Ω)

°t�«�P�}��� � ©��}� ¦������t�´� Ä ‖ ω ‖2
M

= ‖ ω ‖2
0,Ω

®
�

$ � Á T Á �8ÎÐ��Î Á:Ñ W�� �*�*��! �+�>� �����L��� �?� ���
	�� �
M(Ω)

�
� � � 	'( �9"

M(Ω) = H1
0 (Ω) ⊕H(Ω) .

$ � ÁUÁ-Z
�%���_�n�����

ϕ ∈ M(Ω)
�}� �_���»I���n�'�¤�_� Ä

ϕ = ϕ0 + ϕ∆ ® �	�n�±�_�n��� �n�±�t�'�n�v°S�¤�}�n�x�
∆ϕ ∈ H−1(Ω)

°Y�_�n�
�x� �£�:� �n�x� �

ϕ0 ����¦n�n�W,�¦��r��¬��n�x³t���r�����
H1

0 (Ω)
�=¬/�_�n�a¹,�}�¤�}�¸�n���x�����_� �n���r� Ä

{
∆ϕ0 = ∆ϕ

�}�
Ω

γϕ0 = 0
� �

Γ .
�	�/���n���'�_�n�r�P�t�´�n�U°n»I�a���x³t�n��������¡Z¦��n�x�_�}� �

ϕ∆
� ¬

ϕ∆ = ϕ− ϕ0 ®�M��n�r�·�����_�´�����¤³t�x� Ä
∆ϕ∆ = 0

�}�
Ω .

�X�
ϕ∆

�:�r��� �nµ ���_� H(Ω)
�'�n�±�£�'�_�r�o©'�r� Ä

γϕ∆ = γϕ
�'�

Γ ,
»P�«���

γϕ
»��x�}���n�z³t�n�r�·�}�

H−1/2(Γ)
.Z�_�x� F �¤� ���'�_���_�}� � �A8 ®

�
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� ��� �K!��	� ��$&��
���������#$��

�%�,�_�x�8�'���t���t�´�
Ω

�:�r�}��µ��:� ��¬�µ � �n�'�Q�'�}���o»P�)�_���x��©'�r���«�S�r� �����_�r�«¬&»P���_�������r�¤� T ® �����n�r���'��� E
T

���n���_�z�
�'¡$���¤�²�'��µ �}�x���}� T ° S

T

�_�n���_�x���'¡$© �x�¤�_�}�r�x���´¡ T �'�n�
h

T
= sup (

�n�}�'�
K ; K ∈ E

T
) .

f/¾ Ï Ñ ÎÐ��Î Á:Ñ J :4	'! ���=< Uσ
�?��� �L2'0���	'��! �*� � �*� �

� � ��0>�1�+�>� ��� � 	'� T � �������2����?��� � ��� ��� Uσ

�?���\� � 	'��2'0���	'� �L���
� �C	'� ��Y��< ����2 "

∃ σ > 0 , ∀K ∈ E
T

,
hK

ρK

≤ σ ,

/ � ��� � hK = diam K
	'�;-

ρK

���� � �N- � 	'! ��� ���N�?��� � �Q� ���8��� � ���
�>��� � � �.- ���
K
�

�%���n�x³t�����_�n���_�t�´�r�
ΓT

�'¡,�'�}�S���_�'�r�x�£�'¡�¡Z¦n�n�z����� �n�&�}�
H1

T

®)¹,�}���r���_�}�'�+�'¡
ΓT

�}�&�zÅ��'�z���«¬ ���n�/�=¦n�����x�
NS(T ,Γ)

�'¡$© �x�¤�����r�x���'¡$�����a���r�¤� T � �������a�:� ¦n���t�'�¤¬
Γ
®

ΓT =

{
λ : ∂Ω = Γ −→ b)(

, λ continuous on Γ

λ linear on each edge of the mesh

}
.

f/¾ Ï Ñ ÎÐ��Î Á:Ñ P ��	'��![��� �L��� � ��������2 �

H
T ,∞

=
{
ϕ ∈ H1(Ω) , ∃λ ∈ ΓT , γϕ = λ , ∆ϕ = 0 in H−1(Ω)

}
.

M��n���n�}�¤�r�¤�x�����_�n�'�r� H
T ,∞

�}�)³t�n���_�z¨ª�n�}���r�n�¤�}� �n�'�n�'���¶���S���I�x�}�8�´�)�_�t�´� H
T ,∞

�'�n�
ΓT

�t�8© ���_�n�����'�������}���r�X¨
�¤�}� �U®X�����n�z³t�n�����n�~¡Z� ���}�o»P�}�nµ��t�'�¤�£� ���}�	����¡Ð�����nµÂ� �:�r�_�´���'�

Z∞

Ä
Z∞ : Γ

T
3 λ 7−→ Z∞(λ) ∈ H

T ,∞� ¬��_�n�a¹,�}�¤�}�¸�n���x���n�¤� �n���r� Ä
{

∆Z∞(λ) = 0
�}�

Ω

γZ∞(λ) = λ
� �

Γ .

. � �	8

��¾[U ��� S P U�� ��Z01� �Y��0��9�?��� ��!�	'���)� � 	'� H
T ,∞

�� ��� ���=0
- �.- ��� H(Ω) ⊂M(Ω).
f/¾ Ï Ñ ÎÐ��Î Á:Ñ M ��	'��![��� �L��- ��>��� ������K>	'� �L���5�?�

H1(Ω)
�

� � � ���1"

. ���T8
H1,∞

T
= H1

0,T
⊕H

T ,∞
.

M��n�S�n���£�x�n�_��� �~�'¡
H1,∞

T

���U���n�S���'���)�'�
H1

T

�n¦��r°º�'�a�_�n�)��� ¦��n�t�'�§¬ °8»I�I�¤�r�n�}�'�r�)�n���r�r�z»P�}�¤�I���}�n�r�'�U�r�'�=�_�}�=¦n� ¦��
¡Z¦n���x����� �n���=¬��t�'�¤�£� ���}��¡Z¦n�n�x�_�}� ���r°�»P��� �_�Â�¤¦n�n�:� �¤�	�}�,�¤�n�_�r�'���o© �r�	�_�n�Â�x�=�_�}�¤���n� �£�'�����n¦��,»P�n� �_�Â©´�'��¦n�r�
�n�x�r�¤�8�'�¤���_�'�n�}����¬ ®
�)¾[U U � J�� �*�*� ����� < �?� H

T ,∞

�

. � O 8 ∀ϕ ∈ H
T ,∞

, ∀ξ ∈ H1
0,T

, (∇ϕ,∇ξ) = 0 .
��¾[U ��� S M ��� � ���;� ��� ������2

ϕ = ϕ0 + ϕ∆ - �*�>��� � � �.- ��� � �8�*�+�>� ��� �L����� � ��!�	 ���
�O(�	'� � -W��������0�� �����L���
� ���

H1,∞
T

� U��;- � �.-�7�������	'��� ��0�� ��� �L���
ϕ
�?�
H1,∞

T

7
γϕ

� �������2�� ���
Γ

T

� ��� ���
ϕ∆ = Z∞(γϕ)

�� ��� H
T ,∞

7�	'�;-�7@�C<
�*���
��� ��0F�����L���
7

ϕ0 = ϕ− ϕ∆ � �������2����?�Q���
	�� �
H1

0,T

�
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�%�a���_� �:� �_�~�_�n�~¡Z� �}����»P���nµÂ�t�´�_��� �n�}��©'�´�_�²�º���}�'�t�'�Q¡Z� �_�Â¦��²�´�_�}� �£�'¡6�_�n�������'�'�r���n�¤� �n�}�x� Ä
¯6�}�n�

ψ
T
∈ H1

0,T

�'�n�
ω

T
∈ H1,∞

T

�_¦n�¸�±���t�´� Ä
{

(ω
T
, ϕ) − (∇ψ

T
,∇ϕ) = 0 ∀ ϕ ∈ H1,∞

T

(∇ω
T
,∇ξ) = (f , rot ξ) ∀ ξ ∈ H1

0,T
.

. � c 8

? �
H1,∞

T

�����}�n�x�}¦n���r���}�
H1(Ω)

° ∇ω
T

�}��»I�r���U�n�x³n�n�r�U®YM��n�����x�_�n�X�v°n�n�_�'��� �¤�r�±�n�r�¤�'°t���P���n�´��¦n�_�'�U�n���_�x�_�z¨
�_�+*8�º���}�'���'¡6�n�_� ���}�r� . ^ 8 �¤�}�n�x�'°Q�'�P����»��'�����´�}���}��(P�r�£�'�_� � °

H1,∞
T

�}���&�_¦��n�_�z�,�'¡
M(Ω)

®
$ � Á T Á �8ÎÐ��Î Á:Ñ k�� X ���� ��� � ��	'�;-W0�� � BC0 ��� �*�*� �?��	��>���=0����L��� �?���;�8�'�C� ��!���� �
	 �
U��

f ∈ (L2(Ω))2 7 � � �Z�;�8�'�C� ��! ��� �
	 � 	��O	 0P� � BC0 �W�>���=0����L���
(ψ

T
, ω

T
)
��� � � �����
	�� �

H1
0,T

× H1,∞
T

/ � �L� �
- ��� ���;-��Q�*���+�����+0F��01���=< ��� � � �)-1	'� 0�!

f
� ��� ��� � �JX ����Y� 	W��� � �L��� �=<��+�>� ������( �)�*���
���,	'�+�

C
���;- ��� ���;- ���+� �?��� � �

! �*� � ��0+� � � � 	'� "

. ��iT8 ‖ ω
T
‖

M
+ ‖ ∇ψ

T
‖

0,Ω
≤ C ‖ f ‖

0,Ω
.

$ � ÁUÁ-Z
• �%�~�_���}�����'���:¡Z¦n���x����� �n�����

H1,∞
T

���=�_�Â�»��&�n�'�¤�_���'���ÖÅ����}�}�x���_�r����� . ���A8 �'�n��»I�~�_�z»P�_�«���,�_�n�	�n�¤� �n�}�x� . � c 8
¦n�¤�}�nµ¶�_¦n�¸�.�¶�¤�n�}�«�_�����nµ�¡Z� �

ω
T

= ω0
T

+ ω∆
T

�'�n��¡Z� �����n�����r�§�	¡Z¦n�n�z����� �
ϕ = ϕ0 + ϕ∆ ®v¹,�}�¤�r�_�z����¡Z¦��n�x�_�}� �n�

ω0
T

�'���
ϕ0 �:�r�}�'�nµÂ���&�����a�¤�t�'�x�

H1
0,T

»P�n���}�
ω∆

T

�´�n�
ϕ∆ �}�}�,�}�/���n���¤�t�'�r� H

T ,∞

Ä




ψ
T
∈ H1

0,T
, ω0

T
∈ H1

0,T
, ω∆

T
∈ H

T ,∞

(ω0
T
, ϕ0) + (ω∆

T
, ϕ0) − (∇ψ

T
,∇ϕ0) = 0 ∀ϕ0 ∈ H1

0,T

(ω0
T
, ϕ∆) + (ω∆

T
, ϕ∆) − (∇ψ

T
,∇ϕ∆) = 0 ∀ϕ∆ ∈ H

T ,∞

(∇ω0
T
,∇ξ) + (∇ω∆

T
,∇ξ) = (f , rot ξ) ∀ξ ∈ H1

0,T
.

¹,¦����_�b' �x�£�£� � °�»I���'���¸�'��� Ä

(ω0
T
, ϕ0) + (ω∆

T
, ϕ0) − (∇ψ

T
,∇ϕ0) = 0 ∀ϕ0 ∈ H1

0,T

. � Sd8

(ω0
T
, ϕ∆) + (ω∆

T
, ϕ∆) = 0 ∀ϕ∆ ∈ H

T ,∞

. � 4 8

(∇ω0
T
,∇ξ) = (f , rot ξ) ∀ξ ∈ H1

0,T
.

. �hd8
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Ω
���

�:� ¦n�n���r�U°t�«¡
Cp

�n�x�n�'���x���_�n� F � ���n�8�´����r� ���¤�¸�´�=� Ä

∀χ ∈ H1
0 (Ω) , ‖ χ ‖

0,Ω
≤ Cp |χ|

1,Ω
,

�_�n�r�¤�a�ÖÅX�}�¤�_����¦n���+,=¦n�
ω0

T
∈ H1

0,T

���º���}�§¡Ð¬��}�nµ2.Ð�¸�'�´�
ξ = ω0

T

���V. �hT8�8 Ä

‖ ∇ω0
T
‖2

0,Ω
= ‖ rot ω0

T
‖2

0,Ω
≤ ‖ f ‖

0,Ω
‖ rot ω0

T
‖

0,Ω
.
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��`'0�0��� '���#	',
	�  "� +(��
[��!0 �2 � �

M��n�
M

¨�n�'�_�¢�'¡
ω0

T

�}���-,=¦n��©´�'���r� ���_�����_�
H1 ¨�n� �¤�·°=�´�

ω0
T
∈ H1

0 (Ω)
.Z�_�x� F �_� �:� �_�«����� � �	8 °��'�n�¶»I�	� �����'�}� Ä

. � ^ 8 ‖ ω0
T
‖

M
≤

√
1 + C2

p ‖ f ‖
0,Ω

.

• ���a�¤�_¦n��¬±�n�o» �7,=¦t�´�_�}� � . � 4 8 »P���r�_�����n��¡Z¦n�n�z���}�'�
ω0

T

���Pµ ��©'�r�U® E��¤�}�nµ����n���r���}�}�X���}�x���¬£�'¡Y�_�n�
L2 ¨ª�_�8�´�²�'�

�n�¤�X��¦n�x��� � H
T ,∞

.Z�_�x� F �_�'��� �¤���_�}� �3O 8 °������a���_� �n���r� Ä

(ω∆
T
, ϕ∆) = − (ω0

T
, ϕ∆) , ∀ϕ∆ ∈ H

T ,∞
,

�t�´���&¦n���+,=¦n���_� ��¦������ �
ω∆

T

°n»P�n�}�¸��© �x�_��³n�r� .Z���'�'�
ϕ∆ = ω∆

T

8 Ä
. �j_d8 ‖ ω∆

T
‖

M
= ‖ ω∆

T
‖

0,Ω
≤ ‖ ω0

T
‖

0,Ω
≤

√
1 + C2

p ‖ f ‖
0,Ω

.

• ¯6�}�t�'����¬'°S�-,=¦t�´����� � . � Sd8 ���£¡Z� �¤�¶�'����¬+���n�r� �_�}�8�´���_� . �hd8 °I�¤� ���n�x�_���ÖÅ����¤�_�V. ' �ºÅ=¨ N ���}µ �_�'� �è���}�x�£�£���´�n�
F � �}�n�r�'�� �è�P���n�7,=¦t�'�����¬ 8

ψ
T
∈ H1

0,T

�_¦n�¸�±���t�º� Ä

(∇ψ
T
,∇ϕ0) = (ω0

T
, ϕ0) + (ω∆

T
, ϕ0) , ∀ϕ0 ∈ H1

0,T
.

M��n�x�U°Q¦n�_���nµ . � ^ 8 �'�n� . �j_T8 °�»I�����r�n¦n�x�a�_�t�´� Ä
. � �	8 ‖ ∇ψ

T
‖

0,Ω
≤ Cp ‖ ω0

T
‖

0,Ω
+ Cp ‖ ω∆

T
‖

0,Ω
≤ C ′ ‖ f ‖

0,Ω
.

D�� ���n�}�n���nµ2. � ^ 8 °+. �j_T8 �'�n�X. � � 8 °�»I��� ���¸�´�}� . ��iA8 ®
�

$ � Á T Á �8ÎÐ��Î Á:Ñ m V �L2'0���	'� ��� < �?� � 	'��![��� �L� � � ��� ����2�� �
M ���

ε
� �N	����\� �L��� �=<��+�>� ������( ��� �.	'�9�+0P!�� ��� � � � � 	'( �4"

. � �T8 H
T ,∞

⊂ H2−ε(Ω) , ∀ε > 0 .

s

1

0

  

λS

Sg SdS

������� � Ä�� �*	�� �����0�� ��� �L��� �

$ � ÁUÁ-Z
¯t� ���&µ �«© �x��©'�r�§���zÅ

S
�'¡ T �'���_�n�~�:� ¦n�n�t�´�¤¬

Γ
.
S ∈ S

T
∩ Γ

8 °t�&�t�'�_����¡Z¦n�n�z���}�'�
λS

�'¡
Γ

T

�����_�x�n�_�x�_�x�=�_�r�



��� �-�����	�;
���� �D���/
�����(� �0���	 �!$#/��!%�V&j�	�	#('*),+(�����/�0 1#/�.!�2 
��

� � ¯D��µ ¦n�¤� � »P���r�_�
s
���Â���n���r¦��¤©��}���}�n�r�'�&�'�n�¤�r���_���.�'��� �nµ

Γ
®NM��=¦n�r°E�_�n��µ ���'���}�r� ���'¡,�_¦n�¸� �f¡Z¦n�n�x�_�}� �\���

���r�'�Â�n�}�n�´����� � �'¡ ] �r�8©X���_���n�/¡Z¦n�n�x�_�}� ���r°Y�¤�.�:�r��� �nµ �Â�_�
H1/2−ε(Γ)

¡Z� ���'� ¬
ε > 0

��¦����n�'�&���
H1/2(Γ)1 ? �t�d4 i	6 ° 1\' NGSjhJ6 ® ? �t�'�_���£¡Z¦n���x����� � �´¡~�_�t�´�r� H

T ,∞

���£�n�z³t�n�x���=¬ ³t�n���}�nµ
ϕS : Ω −→ b)( �¤¦n�¸� ���t�º�

ϕS ∈ H1(Ω), ∆ϕS = 0, γϕS = λS

�����
ϕS = Z∞(λS)

®�M��n�r�U°X���n�~���Â���x�n�n���nµc. � �T8 �������=¦n�P�Â�x� �n�¤�7,=¦n�r���r�
�'¡6�_�xµ ¦n�}�'�_�«�¬¶�'¡$�����a�}�'�n�}�'�r�}�'��� �:�r�_�´��� ���'�·���r�'�=©'�zÅ±�n�'�¶�'��� 1IH~�_� h i 6 ®

�

M$��� �����'�}�±�r�¤�_� ���r�¤�_�}�£�´���x�,�´�n�����=¦n���r� � ©'�r�_µ'�r�n�x�'°U»I���n�x�r���£�§�¸�'���}�}�«�¬/�_�x�_¦n�«� . F �¤� �:� �_�«���}�'� �_T8 �'���
�'�����=�_�r�¤��� �}�´����� ���x�_�_�'�]. F �_� �:� �¤������� �3^ 8 ®

� � � �A$ ��� ��� � ��!����#��$�� � �=���

'��x�
Π

T
: H2(Ω) −→ H1

T

���¶�_�n��' �'µ �_�'�nµ �£�}� ���x�_�:� �²�´�_�}� �.� �:�r�_�´��� ���'�_�¤�X�x�²�´�_�r� »P�«��� �������£�x�_� T °
�'���

ΠΓ
T

: H1(Γ) −→ Γ
T

���n���'�t�'��� µ � ¦n���}� ���x�_�:� �²�´�_�}� �.� �:�r�_�´��� ��� � ���n�/�:� ¦n���t�'�¤¬
Γ
®�'��x�

h
T

�:�¶�����
�£�ºÅX�}�Â¦�� �n�}�'���x���x���'¡$���¤�²�'�nµ'�}�r���}� T .
$ � Á T Á �8ÎÐ��Î Á:Ñ�� � �8�*� �����\< �?��� � � ���+� ���,�+����	'� �L��� �*� ���.	'�����

ΠΓ
T

��� � � ������0P�;-1	'��< �
U�� T � �������2�������	T� 	'! ���=< Uσ

�?� � �L2'0���	'� ! �*� � �*�*7]� � � ���+� ���,�+����	'� �L��� �*� ���J	'�?���
ΠΓ

T

��Z- �	�D� �.- ���*��!
H3/2(Γ)

���
H1/2(Γ) ∩ Γ

T

	'�;- / � � 	'( �4"

. � O 8 ‖ µ− ΠΓ
T
µ ‖

1/2,Γ
≤ C(σ) h

T
‖ µ ‖

3/2,Γ
, ∀µ ∈ H3/2(Γ) .

M$���n�_�o© �������}���_�x�_¦n�«�8°n»I���n�r�x�·������¡Z�'�}�}�o»P���nµ������r� �¤�r� 13' NGS hZ6 Ä
Q?R ¾=Á � ¾VU J U��+� ���,�+����	'���L��� � ��� / � ���A&��'����� ��(����
	�� �*� �
M ���

si
	'�;-

ti
� �A� / � �*��0>�;� �*� �?���+�>� ������( � � �.	'�T�+0�!�� ���*�������

i = 0
���

i = 1
	'�;-

p ∈ U V ��0+� � � � 	'�

1 ≤ p <∞ �;M ���
Π
� � 	'�A�*� ���J	'�?��� �?� L(W s0,p(Ω);W t0,p(Ω))∩L(W s1,p(Ω);W t1,p(Ω))

� L �� � � � ���
	�� ���?�
	'��� � ��� �.	'� 	'�;-)�*���+� ���+0+��01�9��0P� �����L���
� 	 � ��� ���
7 ����� 	'���

θ ∈ U=V ∩ [0; 1]
7]�*� ���J	'�����

Π
� �������2��T�?��� � � ���+� ���,�+����	'� �

���
	�� �

Lθ = L(W (1−θ)s0+θs1,p(Ω);W (1−θ)t0+θt1,p(Ω))
	'�;- / � � 	'( �9"

‖ Π ‖
Lθ

≤ ‖ Π ‖1−θ
L0

‖ Π ‖θ
L1

.

$ � ÁUÁ-Z�Á-ZT$ � Á T Á �8ÎÐ��Î Á�Ñ��
? �

H3/2(Γ)
�}���r�'�=���'�}���r� �}� C0(Γ), ΠΓ

T

���&»��x�}���n�z³t�n�r� �'�n�U°)��� �_�x��©'�r�x°
ΠΓ

T
µ ∈ Γ

T

��¡
µ ∈ H3/2(Γ)

®
M��n���n��ev�x�_�x�n�r�

I − ΠΓ
T

���&�r� � �_�}�=¦n� ¦n�&¡Z�¤� �
H2(Γ)

���
L2(Γ)

�'���"�«���&�n� �¤� ���&��� ¦��n�n�r� � ¬
C1(σ) h2

T1\DL(&4 �J6 ®Gbª���}���'�}�¤�·�x� � ������¦�� ¦n��¡Z�¤� �
H1(Γ)

�_�
H1(Γ)

° ���_����� �_� �:�r���nµ��:� ¦n�n���r��� ¬��·�x� �n�¤���'� �
C2(σ)

®
M��n���}� �_�r�_�:� �}�´����� �������r� �¤�r� � �r� �n�x�}¦n���r��.Z»P�«���

θ = 1/2
8 ���n�´�

I − ΠΓ
T

���~�r� � �_�}�=¦n� ¦n��¡Z�_�'�
H3/2(Γ)

�_�
H1/2(Γ)

»P���_�±�«�����n�'�_� �:� ¦n���n�r�·�=¬ √
C1(σ)h2

T

√
C2(σ) = C ′(σ)h

T

®
�

$ � Á T Á �8ÎÐ��Î Á:Ñ g V �L2'0���	'� ��� < �?� �*��! �+��� ���+�Y���?����0P� �����L���
� ���
M(Ω)

�
M ���^0 � � �*�.	'��� � � 	'�I� � � -���!�	 ���

Ω
�� ��0>�1�+�>� �.-Z���N� ���*���+( �JX �+M ���

ϕ
� � ���

M(Ω)∩H2(Ω) = H2(Ω)
79���;� ���\� �.-

���+���D"
ϕ = ϕ0 + ϕ∆ �\� � � � �*�*�+�>� �����L��� �
	 � ��� ���

ϕ0 	'�;-
ϕ∆ � �������2W���

H2(Ω)
�
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$ � ÁUÁ-Z
�%���_�r�r�'�}�����t�´�

ϕ0 ∈ H1
0 (Ω)

�������n���_�'�}¦��_�}� �/�'¡ Ä
{

∆ϕ0 = ∆ϕ
�}�

Ω

γϕ0 = 0
� �

Γ .

bª¡
ϕ
�:�r�}�'�nµ �)���

H2(Ω)
°=���_�I�}�'�n�²�´�r�²�´�&���x�}� �nµ'�)�_�

L2(Ω)
�'�n�v°�� ¬��������¤�rµ ¦n�}�'�_�«�¬&�'¡����n���²�'���²�'�x�²�'�&� �:�r�_�´���'�

� �±���r� � ©'�zÅ±�n� �£�'���U°
ϕ0 �:�r�}�'�nµ �����

H2(Ω)
®Y:I¬/�n��ev�x�_�r���r�'°

ϕ∆ = ϕ− ϕ0 �:�r��� �nµ �P�'���_�Â�_�
H2(Ω)

®
�

f/¾ Ï Ñ ÎÐ��Î Á:Ñ W U��+� �����+����	'���L��� �*� ���J	'�����8� �
��� � ���+� ���,�+����	'� �L��� �*� ���.	'�����

φ∞
T

: H(Ω) −→ H
T ,∞

��[- �	�D� �.-S�C<
φ∞

T
ϕ∆ = ζ

7 / � ��� � ζ ∈ H1(Ω)
���� � �

�>���=0�� �L��� �?��� � � � ��� �L� � � �����;�8�'�C� ��! "

{
∆ζ = 0 in Ω

γζ = ΠΓ
T
(γϕ) on Γ .

� �W- �	�D� � � � � ���+� ���,�+����	'���L��� �*� ���J	'�?��� P
T

���8��!
M(Ω) ∩ H2(Ω) = H2(Ω)

���
H1,∞

T = H1
0,T

⊕ H
T ,∞

�C<
� � �Z� ����	'� �L���
�9"

P
T

: H2(Ω) 3 ϕ = ϕ0 + ϕ∆ 7−→ P
T
ϕ = Π

T
ϕ0 + φ∞

T
ϕ∆ ∈ H1,∞

T
.

$ � Á T Á �8ÎÐ��Î Á:Ñ \ � ���8��� �*������!�	'� �*� �
:^��� T ∈ Uσ

7 / � � 	'( ��� � �D�������� / ����2 �*������!�	'� �*�9"

. � c 8 ‖ ϕ0 − Π
T
ϕ0 ‖

M
≤ C(σ) h

T
‖ ϕ0 ‖

2,Ω

. � iT8 ‖ ϕ∆ − φ∞
T
ϕ∆ ‖

M
≤ C(σ) h

T
‖ ϕ ‖

2,Ω
.

$ � ÁUÁ-Z
• ? �

H2(Ω) ⊂ C0(Ω)
°t»I���r�'�f¦n�¤�Â���r�²�´�_�_���8�'� ���=�_�r�¤��� �}�´����� �/� �:�r�_�´��� ���'���·»I���t�8© �����n��¡Z� �}���o»P�}�nµ&���=�_�r�ø¨

�:� �²�º���}�'���r�¤�_� ���¤�r�_¦������]1\DL(&4 �J6 Ä

‖ ϕ0 − Π
T
ϕ0 ‖

1,Ω
≤ C h

T
|ϕ0|

2,Ω
.

:�¦X� ‖ ϕ0 − Π
T
ϕ0 ‖

M

���~�7,=¦n�«©'�´�}�r� ����� ‖ ϕ0 − Π
T
ϕ0 ‖

1,Ω

�:�r�r�'¦n�_�
ϕ0 − Π

T
ϕ0 �:�r�}�'�nµ �~���

H1
0 (Ω)

.@�_�x�
F �_�'��� �¤���_�}� � �	8 ®Q�X� Ä

‖ ϕ0 − Π
T
ϕ0 ‖

M
≤ C h

T
|ϕ0|

2,Ω
,

�'���±�¤�r�}�´����� �V. � c 8 �}���r�§�¸�'���}�}�¤�n�r�v®
• �����n�o»����=�_�r�¤��� �}�´�����_�n���t�'�_��� �n���P�t�'�¤�

ϕ∆ �'¡
ϕ ∈M(Ω)

® ? �
ϕ
�}�S�_¦��n���'�_�r�£���a�����}�

H2(Ω)
°=���_�)�_���'�x�

γϕ
�:�r�}�'�nµ �����

H3/2(Γ)
®�'��x�

λ = ΠΓ
T
(γϕ)

°
λ ∈ ΓT

�'�n��»����t�8©'� . F �¤� �:� �_�«���}�'�24 8 Ä
. �ASd8 ‖ γϕ− ΠΓ

T
(γϕ) ‖

1/2,Γ
= ‖ γϕ− λ ‖

1/2,Γ
≤ C h

T
‖ γϕ ‖

3/2,Γ
.
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'��x�
ζ ∈ H1(Ω)

�����¤¦n�¸�·�_�t�´� Ä
{

∆ζ = 0
���

Ω

γζ = λ
� �

Γ .

M��=¦n�x°
C

���x�}�nµ&©´�'�_��� ¦n���x� �n�¤���'� �����}�n���r�:�r�n�n�x� ���´¡
h

T

�n¦��P©´�'�§¬X���nµ&»P���_�
σ
°n»���� �����'�}� Ä

‖ ϕ∆ − ζ ‖
M

= ‖ ϕ∆ − ζ ‖
0,Ω

�:�r�r�'¦n�¤�
ϕ∆ �´�n�

ζ
�'�¤�a�n�'�_��� �n���

≤ ‖ ϕ∆ − ζ ‖
1,Ω

≤ C ‖ γϕ∆ − γζ ‖
1/2,Γ

���x�8�'¦��_�������´�r�~�r�'�=�_�_� ���P�t�'�_��� �n���r�
≤ C ‖ γϕ− λ ‖

1/2,Γ

�'�
γϕ∆ = γϕ

� �
Γ
�´�n�

γζ = λ

≤ Ch
T
‖ γϕ ‖

3/2,Γ

� ¬��¤�r�²�º���}�'� . �AST8

≤ Ch
T
‖ ϕ ‖

2,Ω

� ¬/�r� � �_�}�=¦n���¬��'¡6�_�n�~���_�'�r�
[
' NGS h

] ,

»P�n���¸�·µ'��© �x�����n�a�'�n��� ¦n�n�x�r�±�_�r�¤¦n���r®
�

� ��� � � � ��� �%d��� � !����%

�%�a���x³t�n���'�±�'¦XÅX���}�²�´�¤¬£�n�_� ���}�r� Ä
¯D�}���

(θ
T
, η

T
) ∈ H1

0,T
×H1,∞

T

�_¦n�¸�±���t�º� Ä
{

(θ
T
, ϕ) − (∇η

T
,∇ϕ) = (g, ϕ) + 〈∆ϕ,m〉

−1,1 ∀ϕ ∈ H1,∞
T

(∇θ
T
,∇ξ) = 〈l, ξ〉

−1,1 ∀ξ ∈ H1
0,T

.

. � 4 8
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g ∈ L2(Ω)
7
m ∈ H1

0 (Ω)
7
l ∈ H−1(Ω)
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(θ

T
, η

T
) ∈ H1

0,T
×H1,∞

T
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σ
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‖ θ
T
‖

M
+ ‖ ∇η

T
‖

0,Ω
≤ C

{
‖ g ‖

0,Ω
+ ‖ ∇m ‖

0,Ω
+ ‖ l ‖

−1,Ω

}
.
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H1,∞
T
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θ
T

= θ0
T

+ θ∆
T
∈ H1

0,T
⊕H

T ,∞
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(θ0
T
, ϕ0) + (θ∆

T
, ϕ0) − (∇η

T
,∇ϕ0)= (g, ϕ0) −〈∆ϕ0, m〉

−1,1
∀ϕ0∈H1

0,T

. �jhd8

(θ0
T
, ϕ∆) + (θ∆

T
, ϕ∆)= (g, ϕ∆) ∀ϕ∆ ∈ H

T ,∞

. � ^ 8

(∇θ0
T
,∇ξ)= 〈l, ξ〉

−1,1 ∀ξ ∈ H1
0,T

.
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? �
m ∈ H1

0 (Ω)
8 °t�n�'�_�}�r�	�_�t�´� Ä

−〈∆ϕ0, m〉
−1,1 = (∇ϕ0,∇m) , ∀ϕ0 ∈ H1

0,T
.
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ξ = θ0
T

�´�n�U°t�'�
θ0
T

�:�r��� �nµ ���_�
H1

0 (Ω)
°n»��a� �����'�}� Ä

‖ ∇θ0
T
‖

0,Ω
≤ C ‖ l ‖

−1,Ω
,
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H1

0−
��� �_� �'�n�

M− �n� �¤� ¡Z� �S¡Z¦n�n�x�_�}� ���
���
H1

0 (Ω)
���8�'���P�_� Ä

‖ θ0
T
‖

M
≤ C ‖ l ‖

−1,Ω
.
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ϕ∆ = θ∆

T

® ? �
∆θ∆

T
= 0

�´�n�
θ0
T
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‖ θ∆
T
‖

M
= ‖ θ∆

T
‖

0,Ω
≤ ‖ g ‖

0,Ω
+ ‖ θ0

T
‖

0,Ω
≤ C (‖ g ‖

0,Ω
+ ‖ l ‖

−1,Ω
)
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θ0
T

�'�n�
θ∆
T

���x�}�nµ��=�n�o»P�U°D»I���¸�´�'�
ϕ0 = η

T

�'���
� �X�¸�'��� Ä

‖ ∇η
T
‖

0,Ω
≤ C

(
‖ θ0

T
‖

0,Ω
+ ‖ θ∆

T
‖

0,Ω
+ ‖ g ‖

0,Ω

)
+ ‖ ∇m ‖

0,Ω
.
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(ω, ψ)
� � � � � �>���=0P���L���5�?� � � �N�*���+�����+0+��0 � �;�*�'�C� ��! ��� 	)	'�;-

(ω
T
, ψ

T
)
� � � �>���=0�� �L��� �?� ��� �
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‖ ω − ω
T
‖

M
+ ‖ ψ − ψ

T
‖

1,Ω
≤ C (‖ ω − P

T
ω ‖

M
+ ‖ ψ − Π

T
ψ ‖

1,Ω
) .
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ϕ
�}�
H1,∞

T

�¤�}�n�x�
H1,∞

T
⊂ M(Ω)�'����»P�«���

ξ ∈ H1
0,T

⊂ H1
0 (Ω)

Ä

.0O �	8
{

(ω, ϕ) + 〈∆ϕ, ψ〉
−1,1

= 0 ∀ϕ ∈ H1,∞
T

〈−∆ω, ξ〉
−1,1 = (f , rot ξ) ∀ξ ∈ H1

0,T

�%���_¦n���_���'�z� . O �	8 �´�n� . � c 8 Ä
{

(ω − ω
T
, ϕ) + 〈∆ϕ, ψ〉

−1,1 + (∇ψ
T
,∇ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ H1,∞

T

〈−∆ω, ξ〉
−1,1 − (∇ω

T
,∇ξ) = 0 ∀ξ ∈ H1

0,T
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�%�Â�}� �_�_���n¦n�r�
Π

T
ψ

���t�º�~�}� ���x�_�:� �²�º���r�
ψ

� �f�_�n�&�£�x�_� T �'�n� P
T
ω

���n�´�~�}� �_�r�_�:� �}�´���x�
ω ∈ M(Ω)

� � T.Ð���n�x�_���}� ���x�_�:� �²�´�=�_�r°n�:�'�_�±���
H1(Ω)
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T
ω

�'�n�
Π

T
ψ

�'���
� �X�¸�'���U°X¡Z� �P�´�}�

ϕ
�}�
H1,∞

T

Ä

(ω − P
T
ω, ϕ) + (P

T
ω − ω

T
, ϕ) + 〈∆ϕ, ψ − Π

T
ψ〉

−1,1

+ 〈∆ϕ,Π
T
ψ〉

−1,1 + (∇(ψ
T
− Π

T
ψ),∇ϕ) + (∇Π

T
ψ,∇ϕ) = 0 ,
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(P

T
ω − ω

T
, ϕ) − (∇(Π

T
ψ − ψ

T
),∇ϕ) = − (ω − P

T
ω, ϕ)

−〈∆ϕ, ψ − Π
T
ψ〉

−1,1 −〈∆ϕ,Π
T
ψ〉

−1,1 − (∇Π
T
ψ,∇ϕ)︸ ︷︷ ︸

=0

.
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(P
T
ω − ω

T
, ϕ) − (∇(Π

T
ψ − ψ

T
),∇ϕ)

= −(ω − P
T
ω, ϕ) − 〈∆ϕ, ψ − Π

T
ψ〉

−1,1 .
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ξ
���
H1

0,T

Ä

〈−∆(ω − P
T
ω), ξ〉

−1,1 + 〈−∆P
T
ω, ξ〉

−1,1

−(∇(ω
T

− P
T
ω),∇ξ) − (∇P

T
ω,∇ξ) = 0 ,

�'�����_�n�r� Ä

(∇(P
T
ω − ω

T
),∇ξ) = (∇P

T
ω,∇ξ)− 〈−∆P

T
ω, ξ〉

−1,1︸ ︷︷ ︸
=0

− 〈−∆(ω − P
T
ω), ξ〉

−1,1 .
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(P
T
ω − ω

T
, ϕ) − (∇(Π

T
ψ − ψ

T
),∇ϕ)

= −(ω − P
T
ω, ϕ) − 〈∆ϕ, ψ − Π

T
ψ〉

−1,1 , ∀ϕ ∈ H1,∞
T

(∇(P
T
ω − ω

T
),∇ξ) = 〈∆(ω − P

T
ω), ξ〉

−1,1 , ∀ξ ∈ H1
0,T
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g = P

T
ω−ω ∈ L2(Ω)

°
m = Π

T
ψ−ψ ∈ H1

0 (Ω)
°
l = ∆(ω−P

T
ω) ∈

H−1(Ω)
®�M��n�~���_�}�'�nµ ¦��²�'�I�}�n�-,�¦n�'�}�«�¬/�'�n� F �_�'��� �¤���_�}� � �_ ���8�'�/��� Ä

‖ ω − ω
T
‖

M
+ ‖ ψ − ψ

T
‖

1,Ω
≤ ‖ ω − P

T
ω ‖

M
+ ‖ ψ − Π

T
ψ ‖

1,Ω︸ ︷︷ ︸
interpolation error

+ ‖ P
T
ω − ω

T
‖

M
+ ‖ Π

T
ψ − ψ

T
‖

1,Ω

≤ ‖ ω − P
T
ω ‖

M
+ ‖ ψ − Π

T
ψ ‖

1,Ω

+ C
(
‖ P

T
ω − ω ‖

0,Ω
+ ‖ ∆(ω − P

T
ω) ‖

−1,Ω
+ ‖ ∇(ψ − Π

T
ψ) ‖

0,Ω

)
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‖ ω − ω
T
‖

M
+ ‖ ψ − ψ

T
‖

1,Ω
≤ C (‖ ω − P

T
ω ‖

M
+ ‖ ψ − Π

T
ψ ‖

1,Ω
)
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L2(Ω)
	'�;- T � �������2������[	[� �L2'0P��	'��� 	'! ���=<O�?��� � � 	'��2'0���	'���L��� Uσ

7D� � �N- ��>��� ��� � �;�8�'�C� ��!
��� �
	 � 	�� 	 0P� � BC0 �[�>���=0�� �L���

(ψ
T
, ω

T
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0,T
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T
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(ψ, ω) ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ×H2(Ω)
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C(σ)
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‖ ω − ω
T
‖

M
+ ‖ ψ − ψ

T
‖

1,Ω
≤ C(σ) h

T
(‖ ω ‖

2,Ω
+ ‖ ψ ‖

2,Ω
) .
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∆ω0 = ∆ω =
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f
���

Ω
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Γ .
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Ω
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°
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.0O iT8 ‖ ω0 ‖
2,Ω

≤ C ‖ ∆ω ‖
0,Ω

≤ C ‖ ω ‖
2,Ω

.
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‖ ω − ω
T
‖

M
+ ‖ ψ − ψ

T
‖

1,Ω
≤ C

(
‖ ω − P

T
ω ‖

M
+ ‖ ψ − Π

T
ψ ‖

1,Ω

)

≤ C
(
‖ ω0 + ω∆ − Π

T
ω0 − φ∞

T
ω∆ ‖

M
+h

T
‖ ψ ‖

2,Ω

)

≤ C
(
‖ ω0 − Π

T
ω0 ‖

M
+ ‖ ω∆ − φ∞

T
ω∆ ‖

M
+h

T
‖ ψ ‖

2,Ω

)

≤ Ch
T
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‖ ω0 ‖

2,Ω
+ ‖ ω ‖

2,Ω
+ ‖ ψ ‖

2,Ω
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T
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‖ ω ‖

2,Ω
+ ‖ ω ‖
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) � ¬ . O iT8
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T
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2,Ω
+ ‖ ψ ‖

2,Ω

)
,
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�n�x³t���r�.�'�:��©'�'®:���Â���r�n�'�_�
H1

Tk

�_�n�Â�¤�t�'�r�&�´¡S�'�}� �r�'�=�_�}�=¦n� ¦��
¡Z¦n���x����� �n��� �

Ω
°t�:� ��¬��n� ���²�´���'¡6�n�xµ �_�x�

1
�����8�'�¸�±���_�}�'�nµ ���,�'¡ Tk

�'�n�
H1

0,Tk
= H1

Tk
∩H1

0 (Ω)
®

f/¾ Ï Ñ ÎÐ��Î Á:Ñ k � ��>��� ��� � � 	'��![��� �L�*� �
� ��- �	�D� ��� � �����
	�� � H

T ,k

�?�Z- ��>��� ��� � � 	'��![��� �L�]��0�� �����L���
�N�C<D"

H
T ,k

=
{
ϕ ∈ H1

Tk
, ∃λ ∈ Γ

T
γϕ = λ on Γ, (∇ϕ,∇ξ) = 0 ∀ξ ∈ H1

0,Tk

}
.

�%���n�x³t�����_�n�~¡Z� �}���o»P�}�nµÂ����¡Ð�_�}�nµÂ�'���x���´�_� �
Zk

�'¡D�'�_�n�x�
k
Ä

Zk : Γ
T
3 λ 7−→ Zk(λ) ∈ H

T ,k
,

� ¬��_�n���_�r�}�´����� �n� Ä
{

(∇Zk(λ),∇ξ) = 0 ∀ξ ∈ H1
0,Tk

γZk(λ) = λ
� �

Γ .

M��n���_�n�'�r� H
T ,k

����³n�n���_�z¨���}���r�n�¤�}� �t�´�Y�'�n�.�n��� H
T ,k

=
�n���

Γ
T

®M��n���n���t�'�E©´�'�}¦��r��� � Tk ∩ Γ
�'�_��� �X¨

���'�}�n�x���=¬����}�n�r�'�����=�_�r�¤��� �}�´����� �¶¡Z�¤� � ©´�'�}¦��r���´��������©'�r�§���}�x�r���'¡6�_�n���}�n�«���}�'�����r�¤� T0 = T . b� �_�r�_�n�'��©'�´�}¦n�x��'¡6¡Z¦n�n�z���}�'�
Zk(λ)

�´�_�a� ���¸�´�}�n�x�±� ¬±�_�'��©��}�nµ����n�}�¤�r�¤�x��� ' �'�n�}�'�r���7,=¦t�º���}�'�·���·�¤�t�'�r�
H1

0,Tk

»P���_�·�:� ¦n�n�n�'�¤¬
©´�'��¦n�r��¡Z�¤� � �_�n���n�_�z©X��� ¦n�P�¤�_�r�U®
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b� ���x�_�t�'�����rµ �¤�r�r���'¡$¡Z�_�x�r�n� �
:��'¦n�n�t�'�§¬�© �x�¤�_�}�r�x���´¡D���n���_�²�'�Q���r�_�

������� O Ä 3 �*� � �����Z- ��>��� ��� � � 	'��![��� �L�*�Z	'�@� ��( ���
k = 3

�

$ � Á T Á �8ÎÐ��Î Á:Ñ J[PHG ���+�����+0F��01��- �*�*��! �+�>� �����L��� �?� ���
	�� � H
T ,k

�
:^���Z	'���

λ ∈ Γ
T

7 / � � 	'( ��� � �D�������� / ����2[- �*�*��! �+�>� �����L��� "

Zk(λ) = Zk(λ)0 + Z∞(λ) ,

/ � ��� � Z∞(λ)
7 / � �L� � �� ���;- ��� ���;- ���+� �?�

k
7 �� - �	�D� �.- ��� & �*�����L���

3.1
	'�;-

Zk(λ)0 � �������2�� ���
H1

0 (Ω)
�

3 ��� �*��( ���*7 / � � 	'( �4"

.0O Sd8 ‖ ∆Zk(λ) ‖
−1,Ω

= ‖ ∇Zk(λ)0 ‖
0,Ω

.

$ � ÁUÁ-Z
• ' �z�

Z∞(λ) ∈ H
T ,∞

���a�_¦n�¸�f�_�t�´�
γZ∞(λ) = λ

� �
Γ

.@�¤�r�����_� �n���r� . � �	8�8 ®��X�n°
γ(Zk(λ) − Z∞(λ)) = 0� �

Γ
®�M��n�x�U°t���n�	³t�x�}�

Zk(λ)0 = Zk(λ) − Z∞(λ)
�:�r��� �nµ ���_�

H1
0 (Ω)

®
• :I¬/���x³t�n�«����� �U°�»I���t�8© � Ä

‖ ∆Zk(λ) ‖
−1,Ω

= sup
ξ∈H1

0
(Ω)\{0}

〈∆Zk(λ), ξ〉
−1,1

‖ ∇ξ ‖
0,Ω

.

? �
Zk(λ)

���x�}� �nµ'�����
H1(Ω)

°n»I�a�£�8¬/�_�z»P�_�«���	�����a��¦t�'�}�«�¬��n�¤�X��¦n�x� Ä

‖ ∆Zk(λ) ‖
−1,Ω

= sup
ξ∈H1

0
(Ω)\{0}

(∇Zk(λ),∇ξ)
‖ ∇ξ ‖

0,Ω

= sup
ξ∈H1

0
(Ω)\{0}

(∇Zk(λ)0,∇ξ)
‖ ∇ξ ‖

0,Ω

.
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Zk(λ)0 �:�r�}�'�nµ �Y���

H1
0 (Ω)

° »I�,�r�'���¸�n�X�'�_�
ξ = Zk(λ)0 �}�&�����,�'�:�o© �P�_�x�²�´�_�}� ���'�����_�n�P�7,=¦t�'�����¬

.0O Sd8 �}���x�¤���'�n�}���_�n�x�U®
�

M$�¶�}���}¦n�§���_�´���,�_�n����� �X¨�n�'�_��� �n���~�t�'�¤�
Zk(λ)0 �'¡D¡Z¦n�n�x�_�}� ������� H

T ,k

°Q»I���£�'�n���¤� �£�a�=¦n���r�_���8�'���ÖÅX���Ö¨
�¤�}���r� ���x®�'��x� T �:�~���n�����r�_�·�t�'���r�

A
�n�r�¤�r�¤�}�:�r�����±¯D�}µ ¦��_� i °

S
���a�Â© �x�¤���ÖÅ·�'¡ S

T
∩ Γ

�'�n�
h

S
∈ H

T ,0�:�	�����}�_�x�_�z���	�t�´�_��� �n�}�P¡Z¦n�n�z����� �¶�'¡ ���x©'�r�
0
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(∇h

S
,∇ξ) = 0 ∀ξ ∈ H1

0,T

h
S
(T ) = δ

ST

�'�
Γ .

bª�±���8�'�n�
γh

S
= λS

»P�n�r�¤�
λS

�}���_�n�.�r� �¤�_�r�¤���'�n�n�}��µ"�t�´�_�}��¡Z¦n�n�z����� � .@�_�x� ¯D��µ ¦n�¤� �	8 ®EM��n�.�n�¤�x©��}� ¦��
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h
S

= Z0(λS)0 + Z∞(λS) .

'��x�
ηS,k ∈ H1

0,Tk

�:�Â�´�f�'�n���_�8ÅX�}�£�´����� �·�´¡Y���n���n� �·�t�'�_��� �n�����t�'�¤�
Z0(λS)0 �'¡

h
S

°:���x³t�n�x��� ���_�n�����r�¤�
Tk

� ¬ Ä
{

(∇ηS,k,∇χ) = (∇h
S
,∇χ) ∀χ ∈ H1

0,Tk

ηS,k = 0
� �

Γ .

? �
Z0(λS)0 © �x�_�«³t�r� Ä

(∇Z0(λS)0,∇χ) = (∇h
S
,∇χ) , ∀χ ∈ H1

0 (Ω) ,

»I���t�8© � Ä
ηS,k

k−→∞−→ Z0(λS)0 ®
M��n�¶�r� ���n�}�z���£�_�t�'�:���'¡

ηS,k

�}�a»��x�}�����r�_�x�_�����x�U°Y�'��»���»P���}�)�n�_�o©'�¶¡Z¦n�¤�_�n�r�x°Y�´¡Ð�_�r�a���n� � R ÎZ�ºÃ �¤�x³t�n�x�£�x� �
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ηS,3

� �������	�}�n�«���}�'�t�£�x�_� T = T0
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= 0.19
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S
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7I� ���
Π

T
ϕ
� � � � �TM�	>2'�.	'��2 � ���+� ���,�+����	'� ����� T 7 / � �L� �

�� / �����^- �	�D� �.-O��� H1+η(Ω)
�����

η > 0
� ��� ���
7 / � � 	'( �4"

∀ ε ∈ ]0, 1[ , ∀η ∈ ]0, 1 − ε[ , ∀ ϕ ∈ H2−ε(Ω) , ∃ θ ∈ [ε, 1] ,

∃ C(σ, η, ε) > 0
��0F� � � � 	'� ‖ ϕ− Π

T
ϕ ‖

1,Ω
≤ C h1−θ

T
‖ ϕ ‖

2−ε,Ω

.0Od4 8
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ϕ−Π

T
ϕ ‖

1,Ω
≤ Ch

T
‖ ϕ ‖

2,Ω

�� � ��� �*����� �*���^	�����0�� �����L���
� ��� H
T ,∞

	'� � � ��� ���
H2(Ω)

�C0P�]���+�=< ���
H2−ε(Ω)
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/ � �L� � ��0�� �����L���
� ���+�=<W� � �.-��?�[� � ��� H1(Ω)
�\� � � �L&	� � � � 	 �

$ � ÁUÁ-Z
:��x�8�'¦��_�

H2−ε(Ω) ⊂ C0(Ω)
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ϕ
� � ���n�·�£�x�_� T ®

:�¦X�
ϕ

�:�r�}�'�nµ �~� �n�«¬f���
H2−ε(Ω)

®$¯t� �	���n���¤�8�'�E�=¦n�Â�:�r�
2 − ε

°U»I���8�'��³t�n�����n�'���'���x�_�r�
θ
�_¦��¸�����t�º� Ä

2 − ε = θ(1 + η) + 2(1 − θ)
®�b�n�n�r�x�

θ
�����_¦n�¸�±���t�´�

0 < θ < 1
°t�«¡

1 + η < 2 − ε
°Q�'�n���}���n�z³t�n�x��� ¬ Ä

.0O hd8
θ =

ε

1 − η
.

M��n�x�U°D»I�/�t�8© ���_�n��¡Z� �}���o»P�}�nµ±�}�Â�:�r���n�}�nµ'� Ä
H1(Ω) ⊂ H1+η(Ω) ⊂ H2−ε(Ω) ⊂ C0(Ω)

®5M��n�/�n�We��r�¤�r�n�x�
I −Π

T

�}�I�r� � �����=¦n� ¦n�S¡Z�_� �
H2(Ω)

�_�
H1(Ω)

»P�«�����«���S�n� �_�¢�:� ¦n�n���r�/� ¬
C1(σ)h

T

®Vbª���}�I�'�}�¤���r�'�=�_�}�=¦n� ¦��
¡Z�¤� �

H1+η(Ω)
���
H1(Ω)

»P�«���f�«�����n� �¤� �:� ¦n���n�r��� ¬��£�r�'�n�¤���'� �
C2(σ, η)

®v�X�n°Q¡Z� �
θ
�¸�n� �¤�r�.�'�,��� .0O hd8 °

I −Π
T

�}�S�r�'�=�_�}�=¦n� ¦���¡Z�_� �
H2−ε(Ω)

�_�
H1(Ω)

�'�������_�I�n�'�_�¢�}�I��� ¦��n�n�r�¶�=¬
(C1(σ)h

T
)1−θ(C2(σ, η))

θ =

(= C(σ, η, ε)h1−θ
T
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7D� � ��� � �JX ����Y�N	'� ���+� �L2 ���
K(δ, T )

7���0+� � � � 	'�1"

.0O ^ 8 ∀k ≥ K(δ, T ) , ∀ϕ ∈ H
T ,k

: ‖ ϕ ‖
0,Ω

≥ δ ‖ ∆ϕ ‖
−1,Ω

.
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k
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k
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$ � ÁUÁ-Z
�%�P�¤��¦���¬Â�������_�´����� ‖ ∆ϕ ‖

−1,Ω

‖ ϕ ‖
0,Ω

¡Z� �
ϕ
�'�_�n�«���_�'�¤¬��}� H

T ,k

® ¯D���_�§�8°'»I�P�8�'��»P�_�«���
ϕ = Zk(λ)

¡Z� �Y�'�¶�´�_�n�«�����´�¤¬

�n���_�x�_�x�_����� ¦��n�t�'�§¬�¡Z¦n�n�z���}�'�
λ ∈ Γ

T

�'�n��»����_�z�
ρ(λ) =

‖ ∆Zk(λ) ‖
−1,Ω

‖ Zk(λ) ‖
0,Ω

®
• �%��³n�_�¤���:� ¦n�n�������a�=¦n���r�_�´���'���'¡

ρ(λ)
Ä

‖ ∆Zk(λ) ‖
−1,Ω

= ‖ ∇Zk(λ)0 ‖
0,Ω

�=¬��¤�r�}�´����� �
(36)

≤ 1√
1 + C2

p

‖ Zk(λ)0 ‖
1,Ω

(Cp

�������n� F �'�}�n�r�'�� �è�P�r�'�n�¤���'� �
)

≤ 1√
1 + C2

p

‖ Z∞(λ) − Zk(λ) ‖
1,Ω

.

�%���t�8© �a¦n�_�x� Ä
Zk(λ) = Zk(λ)0 + Z∞(λ)

.Z�_�r� F �_�'��� �¤���_�}� � ���A8 °�»P�n�x�_�
Zk(λ) ∈ H

T ,k

�}���_�'�}¦��_�}� �/�'¡ Ä
{

(∇Zk(λ),∇ξ) = 0 ∀ξ ∈ H1
0,Tk

γZk(λ) = λ
� �

Γ ,
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Z∞(λ) ∈ H

T ,∞
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{

∆Z∞(λ) = 0
�}�

Ω

γZ∞(λ) = λ
�'�

Γ .

• �X�r�x� �n�U°
Zk(λ)

�}�a�'���'�n�n�¤�oÅX���¶�´�_�}� ���´¡������£�x� � ���}�=¦n�'¦n���t�´�_��� �n�}�Â¡Z¦��n�x�_�}� �
Z∞(λ)

� �.���n�����r�_� Tk.D �r� �è�P���r���¶�c1\D��²� h 4 6 ���n�_¦n�¤�r�����n�´� Ä

‖ Z∞(λ) − Zk(λ) ‖
1,Ω

≤ C ‖ Π
Tk
Z∞(λ) − Z∞(λ) ‖

1,Ω
.

�%�~³�Å
ε > 0

°t�}�n�n�x���x�n�n�x�=���'¡ T ∈ Uσ

®n�%���n�o©'���ÖÅ����r���n�r�f�x�²�'�¤�_���8�'�U�¤�r�¤¦n�����'¡L1IDL( 4 �	6 �_�£���_� �n���r����»P���_�
���r�_���¤�rµ ¦��²�'�¤���¬£�}� F �_� �:� �¤������� � � OX°t�'�

Z∞(λ)
� �n�«¬��:�r��� �nµ ���_�

H2−ε(Ω)
.@�¤�r���}�Â�:�r���n�}�nµc. � �T8f8 ®�M��n�r�U°t»I�

�¸�n��� �¤�
0 < η < 1 − ε

�'�n�
θ ≥ ε

����µ ��©'�r��� ¬��_�r�}�´����� � .0O hd8 ®t�X�n°n»I�a�'���¸�'��� Ä

‖ ∆Zk(λ) ‖
−1,Ω

≤ C ‖ Z∞(λ) − Zk(λ) ‖
1,Ω

≤ C h1−θ
k ‖ Z∞(λ) ‖

2−ε,Ω
,

»P�n�x�_�
hk ≡ h

Tk
=
h

T

2k
.
¯D���t�'����¬ °U�'� H

T ,∞

�}�a³t�n�«���z¨ª�n�}���r���_�}�'�t�'�Ø°U�'�}�Y�_�n���n� �¤�£���'�¤�¶�7,=¦n�«©´�'�}�x�=�r® b���t�'�§¨
�_�}�r¦��²�'�x° �_�n�

H2−ε− �n� �¤� �}���7,=¦n��©´�'���r� ���_�f���n�
L2− �n� �¤�·° ���n�/�x� �n�§�¸�'� ���}� ©'� ��©'�r�+�n�x���x�n�n�}��µ.�'�+�_�t�'�x�

�n���£�x�n�_��� �����=¦n�P� �
h

T

Ä

‖ ∆Zk(λ) ‖
−1,Ω

≤ C ‖ Z∞(λ) − Zk(λ) ‖
1,Ω

≤ C h1−θ
k ‖ Z∞(λ) ‖

0,Ω
.

• M��n���_�U°n»I����� ¦��n�·�:�r���o» ‖ Zk(λ) ‖
0,Ω

Ä

‖ Zk(λ) ‖
0,Ω

≥ ‖ Z∞(λ) ‖
0,Ω

− ‖ Z∞(λ) − Zk(λ) ‖
0,Ω

≥ ‖ Z∞(λ) ‖
0,Ω

− ‖ Z∞(λ) − Zk(λ) ‖
1,Ω

≥ ‖ Z∞(λ) ‖
0,Ω

− C h1−θ
k ‖ Z∞(λ) ‖

0,Ω
.

• M��=¦n�r°���¡
hk

�}�)�¤¦=<��r�}�x� ����¬��¤�¶�´�}�t� �
k
�_¦=<��r���r� ���«¬��²�'�¤µ ���}��� �¤�n�r�)���a�t�8© � Ä

1−Ch1−θ
k

���'�_���_��©'�'° »I�,�t�8© � Ä

ρ(λ) =
‖ ∆Zk(λ) ‖

−1,Ω

‖ Zk(λ) ‖
0,Ω

≤
Ch1−θ

k ‖ Z∞(λ) ‖
0,Ω

(1 − Ch1−θ
k ) ‖ Z∞(λ) ‖

0,Ω

≤
Ch1−θ

T
(2−k)1−θ

(1 − Ch1−θ
T

(2−k)1−θ)
≤ 1

δ
,

»P�n���¸�·�����}�n���r�:�r�n�n�x� �,�'¡
λ
»P�n�x�

k −→ +∞ ®
�

:I¬/����»�°
δ
�����¸�'�´�r�±�7,=¦t�'���_�

1
®

f/¾ Ï Ñ ÎÐ��Î Á:Ñ m � ��>��� ��� � � 	'��![��� �L� ������!Q0���	'���L���5�?��� � ��&F��� � �*� �;�8�'�C� ��! �
:^���Z	'����! �*� � T ∈ Uσ

	'�;-O	'��� ���+� �L2 ���
k ≥ 0

7 / ��� ��� "

H1,k
T

= H1
0,T

⊕H
Tk

.
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ψ
T ,k

∈ H1
0,T

, ω
T ,k

∈ H1,k
T

such that :
.0c _d8

(ω
T ,k
, ϕ) − (∇ψ

T ,k
,∇ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ H1,k

T

.�c �	8

(∇ω
T ,k
,∇ξ) = (f , rot ξ) ∀ξ ∈ H1

0,T

.�c �T8
��¾[U ��� S � �Z�����L� ��� � 	'�

ψ
	'�;-

ω0 	'� �W- ��>��� ������K �.- ��� � � � ��� ����� 	'� ! �*� � T 	'�;- � ��� ��� Tk.
�Z�����L� �W	'�R�>�

� � 	'�
H1

0,T
⊂ H1

0,Tk

� �*�.	'01� ��! �*� � �*��	'� � ��!�� �.-1- �.- �

M��n���Â¡Z� �_�Â¦��²�´�_�}� �%�r� ���n�r���n�r��»P�«��� . � c 8 »P�n�x�
k = +∞ °D�'�n�+»P���_� . iT8 ¨ . hd8 »P�n�x�

k = 0
®"M��n���n�ÖÅX�

�n�¤� �:� �_�«���}�'�Â�_�n�o»P�)���t�º�I�«¡
k
���E�¸�n� �¤�r�¶�¤¦=<��r���r� ���«¬&�²�'�¤µ �'°'�¤¬��¤�_�r� .0c _d8 ¨ .0c �T8 �t�'�S�~�_� ��¦������ �Â»P�n�}�¸���n�x���x�n�n�

�x� � ���}�=¦n�'¦n�_�«¬/� �/���n���t�º��¦n�±®
$ � Á T Á �8ÎÐ��Î Á:Ñ J W � X ���� ��� � �Z	'�;-W0P� � BC0 ��� �*�*� �?��	��>���=0�� �L���A�?� � � � 	�6 � � � 	 �
U��

f ∈ (L2(Ω))2 7 � � T ∈ Uσ

	'�;- � �
k ≥ K(1, T )

7 / ��� � K - �	�D� �.- ��� ��� �*��� ��! 
 7@� � � �;�8�'�C� ��!�� � � 	�6 � � � 	
� 	���	W0P� � BC0 � �>���=0����L���

(ψ
T ,k
, ω

T ,k
)
���A� � � ���
	�� �

H1
0,T

×H1,k
T

/ � �L� � - ��� ���;-����*���+� ���+0+��01���=< ���S� � �Z-1	'�\0�!

f
"

∃ C > 0 , ‖ ω
T ,k

‖
M

+ ‖ ∇ψ
T ,k

‖
0,Ω

≤ C ‖ f ‖
0,Ω

.
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H1
T ,k

���¶��¡Z¦n�n�z���}�'�
ϕ0,k �´¡

H1
0,T

�n��¦n�P�Â¡Z¦n�n�z���}�'�
ϕ∆,k �}� H

T ,k

Ä

ϕ = ϕ0,k + ϕ∆,k .

E��_�}��µ��_�t�´�P�r�'�¸�·¡Z¦n���x����� �
ϕ
�}� H

T ,k

© �r�¤��³t�x� Ä

(∇ϕ,∇ξ) = 0 , ∀ξ ∈ H1
0,T

⊂ H1
0,Tk

,

»I���_�x»P�¤���_���_�n���¤¬��¤�_�r� .�c �	8 ¨ .0c �A8 �'�n�±� �����'�}� Ä

(ω0,k
T
, ϕ0,k) + (ω∆,k

T
, ϕ0,k) − (∇ψ

T ,k
,∇ϕ0,k) = 0 ∀ϕ0,k ∈ H1

0,T

.�c O 8

(ω0,k
T
, ϕ∆,k) + (ω∆,k

T
, ϕ∆,k) = 0 ∀ϕ∆,k ∈ H

T ,k

.�c c 8

(∇ω0,k
T
,∇ξ) = (f , rot ξ) ∀ξ ∈ H1

0,T
.

.�c iT8

Ò �'�����r�����t�´��¡Z¦n�n�z����� �n���}� H
T ,k

�'�_�a�n�'���t�'�¤�£�'�n�}�´°t�_�¶�_�n�
M

¨�n� �¤� �}���n�¶��� �_�������
L2− �n� �¤�·®t�%���n�x�r�

M��n�x� �_�x� OÂ�����r� ���r�}¦��n�~���t�´�r°n��¡
k ≥ K(1, T )

°X»��a�t�8© � Ä

∀ϕ ∈ H
T ,k

, ‖ ϕ ‖
M

≥
√

2 ‖ ∆ϕ ‖
−1,Ω

,

»P�n���¸�+�}���n�}���r�����t�º�Â���n�
L2− �n�¤�X�n¦��x�

(ω∆
T
, ϕ∆)

�}���r�}���}���_�}��� � H
T ,k

¡Z� �a���n�
M

¨ª�n� �¤�·®5M��n�r�U°6���n�/�_�'�£�
�'�¤µ ¦n���r� �����'���}���_�n�~�n�_���'¡ �'¡ F �_�'��� �¤���_�}� � i �r�'�����,¦n�_�x�·�n�x�_�´°t�'�n�/»I�~� ���¸�´�}�������~�zÅX���x�x�_�r�±�}�n�-,�¦n�'�}�«�¬ ®
�

��¾[U ��� S g �N��� ��� �*������01� �9"

H1,k
T

3 ϕ = ϕ0

︸︷︷︸
∈H1

0 (Ω)

+ ϕ∆

︸︷︷︸
∈H

T ,∞
(Ω)

= ϕ0,k

︸︷︷︸
∈H1

0,T

+ ϕ∆,k

︸︷︷︸
∈H

T ,k

.
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φk
T

���8��!

H(Ω) ∩H2(Ω)
��� H

T ,k

��0F� � � � 	'� "

‖ ϕ− φk
T
ϕ ‖

M
≤ C h1−θ

T
‖ ϕ ‖

2,Ω
,

/ � ��� � θ �� 	'� 	'� � ��� �.	'��< � �.	'�@�+0P!�� ���W��0+� � � � 	'�
0 < θ < 1

	'�;-
C

	 �*���
���L	'�+� ���;- ��� ���;- ���+���?�
k
�C0P�

- ��� ���;- ���+� ���
θ
�

f/¾ Ï Ñ ÎÐ��Î Á:Ñ��
M ��� - �	�D� � Pk

T
: M(Ω) ∩H2(Ω) = H2(Ω) −→ H1,k

T
= H1

0,T
⊕H

T ,k

"

Pk
T

: H2(Ω) 3 ϕ = ϕ0 + ϕ∆ 7−→ Pk
T
ϕ = Π

T
ϕ0 + φk

T
ϕ∆ ∈ H1,k

T
.

$ � ÁUÁ-Z
�%���t�8© �a�_¦n�n�:� �¤�r�·�_�t�´�

ϕ
���x�}� ��µ �����

H2(Ω)
®Q¯t�_�'� F �_� �:� �¤������� �3^�°

ζ = φ∞
T
ϕ∆ ���P�'�·�'�n�n�¤�oÅX���¶�´�_�}� �¶�'¡

ϕ∆ �´�n�±©'�r�¤��³t�x��� ¬��n�z³t�n�«���}�'� Ä
{

∆ζ = 0
���

Ω

γζ = ΠΓ
T
(γϕ)

�'�
Γ .

? �
λ ∈ H3/2−ε(Γ)

°D¡Z� ���'���
ε > 0

°E�´�n� �'�
Ω

�������x� � © �ÖÅ ��� �«¬�µ � �U°
ζ
�:�r�}�'�nµ �Â���

H2−ε(Ω)
1 ? ¹ Ò i ^ 6 °1\H��¤� h i 6 ®Q�%�a�8�'�·�}� ���x�_�:� �²�´�_�

ζ
� �±���n�

k
�_�}���r�P�_�z³t�n�x�f�£�x�_� Tk

�:�r�r�'¦n�_�
H2−ε(Ω) ⊂ C0(Ω)

®t�%���¸���X� �¤�
ε ≤ θ

�}��� �_���r���������º���}�§¡Ð¬ .0O hd8 �'�n��»I�a�'���¸�'��� Ä

‖ ζ − Π
Tk
ζ ‖

1,Ω
≤ C h1−θ

k ‖ ζ ‖
2−ε,Ω

.

�X��°�»��a�t�8© �a�_¦��r�r�x�_�¤��© �x��¬ Ä

‖ ζ − Π
Tk
ζ ‖

M
≤ ‖ ζ − Π

Tk
ζ ‖

1,Ω

�=¬ F �¤� �:� �_�«���}�'�
1,

≤ C h1−θ
k ‖ ζ ‖

2−ε,Ω

≤ C h1−θ
k ‖ λ ‖

3/2−ε,Γ

� ¬��r� � �_�}�=¦n���¬¶�'¡$���n���}�«¡Ð�����nµn°
≤ C h1−θ

k ‖ γϕ ‖
3/2−ε,Γ

≤ C h1−θ
k ‖ γϕ ‖

3/2,Γ

� ¬��r� � �����=¦n���¬¶�'¡6�_�n�~���_�'�r��� �:�r�_�´��� �
¡Z�_� �

H3/2−ε(Γ)
���
H3/2(Γ),

≤ C h1−θ
k ‖ ϕ ‖

2,Ω

� ¬/�x� � ���}�=¦n�«�¬/�'¡$���n�~�_���'�x�'®
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T
ϕ = Π
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ζ = Π
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(φ∞

T
ϕ)
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‖ ϕ− φk
T
ϕ ‖

M
= ‖ ϕ− Π

Tk
ζ ‖

M

≤ ‖ ϕ− φ∞
T
ϕ ‖

M
+ ‖ φ∞

T
ϕ︸︷︷︸

=ζ

−Π
Tk

(φ∞
T
ϕ)

︸ ︷︷ ︸
=Π

Tk
ζ

‖
M

≤ C h
T

‖ ϕ ‖
2,Ω

+ ‖ ζ − Π
Tk
ζ ‖

M

� ¬ F �_� �:� �_�«����� �3^

≤ C h
T

‖ ϕ ‖
2,Ω

+ C h1−θ
k ‖ ϕ ‖

2,Ω

≤ C (h
T

+ h1−θ
T

(2−k)1−θ) ‖ ϕ ‖
2,Ω

.
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hk ≤ h

T
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hk ≤ h
T
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M ���

δ = 1
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7 	'�;-
K(1, T )

� � �>� ���)	�� ��� ��� �*��� ��!�
 ��M ���
(η

T ,k
, θ

T ,k
) ∈

H1
0,T

×H1,k
T

� ��� � ���>���=0�� �L��� �?��� � �N	'0 X ��� � 	'��<��;�8�'�C� ��! "
{

(θ
T ,k
, ϕ) − (∇η

T ,k
,∇ϕ) = (g, ϕ) + 〈∆ϕ,m〉

−1,1 ∀ϕ ∈ H1,k
T

(∇θ
T ,k
,∇ξ) = 〈l, ξ〉

−1,1 ∀ξ ∈ H1
0,T

.�c Sd8

/ � ��� � g = Pk
T
ω − ω ∈ L2(Ω)

7
m = Π

T
ψ − ψ ∈ H1

0 (Ω)
	'�;-

l = ∆(ω − Pk
T
ω) ∈ H−1(Ω)

� Pk
T

��)� � �
���+� ���,�+����	'� �L��� �*� ���.	'����� ���8��!

M(Ω)
�?�
H1,k

T

7 - �	�D� �.- ����� �	�D� �����L��� �N	'�;-
Π

T

� � �N����	��*� �L�.	'� ���+� ���,�+����	'���L���
�*� ���J	'�����N��� T � ��� ���
7 � �

k ≥ K(1, T )
7�� � ��� � �JX �������	 �*���
���,	'�+�

C
���;- ��� ���;- ���+� �?�

σ
	'�;-

k
��0F� � � � 	'� "

‖ θ
T ,k

‖
M

+ ‖ ∇η
T ,k

‖
0,Ω

≤ C
(
‖ g ‖

0,Ω
+ ‖ ∇m ‖

0,Ω
+ ‖ l ‖

−1,Ω

)
.
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θ∆,k
T

∈ H
T ,k

°n�����
L2 ¨��� �_� �}�P�n���£� �¤�~���n�

M
¨��� �_�±®��%�

�n�x�r�2M��n�r�'�_�r� OÂ�_�£�x� �n�r��¦n�n�~���n�´�P��¡
k ≥ K(1, T )

°n»I���t�8© � Ä

‖ θ∆,k
T

‖
0,Ω

≥ ‖ ∆θ∆,k
T

‖
−1,Ω

.
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�_�n�a©'� �¤�_�}�x���¬±�'�n�±¡Z� �P���n�a�¤�_�_�8�´� ¡Z¦��n�x�_�}� � � F �¤� ���'�_���_�}� � ��i ¡Z� �P���n�a�t�'�¤�£� ���}���t�'�§� 8 µ ��©'�r�P���n��¡Z� �}���o»P�}�nµ
�¤�r�_¦���� Ä
Q?R ¾=Á � ¾VU W G ���+( ���\2 ��� � ��� �*��0��=� �
� �8�'�C� ��! � � �'6 � � 	 � 	��)	A0P� � BC0 � �>���=0�� �L���

(ψ
T ,k
, ω

T ,k
) ∈ H1

0,T
× H1,k

T

�]UY�
(ψ, ω)

7T� �������2 ����2 ���
(H2(Ω) ∩
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∀ θ ∈ ]0, 1[ , ∃ C = C(θ) > 0 , ∀ T ∈ Uσ , ∃ K(1, T ) ,
� �
k ≥ K(1, T )

‖ ω − ω
T ,k

‖
M

+ ‖ ψ − ψ
T ,k

‖
1,Ω

≤ C h1−θ
T

(‖ ω ‖
2,Ω

+ ‖ ψ ‖
2,Ω

) .
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Ò ¦��£�x�_�}�r�'�Q�zÅX�:�r�_���£�x� �����n�o©'�	�:�r�r�/�:�r�§¡Z� �_���r�£� �/�a¦n�n���I��,=¦t�´�_�,»P�«���/�'�¶�'�t�'�«¬=���}�r�'�Q�_� ��¦������ �G.Z���x�¤���'¡
:��x�_�x��©����r�§¨*eE�nµ �r���¶�´� 1\: e 4j^ 698 ®

f1(x, y) = 256
(
x2(x− 1)2(12y − 6) + y(y − 1)(2y − 1)(12x2 − 12x+ 2)

)

+ (y − 0.5)

f2(x, y) = −f1(y, x)

ψ(x, y) = −128(y2(y − 1)2x2(x− 1)2)

ω(x, y) = 256(y2(y − 1)2(6x2 − 6x+ 1) + x2(x− 1)2(6y2 − 6y + 1)).

? �&���&���&���'���+�}� M��n�x� �_�x� O�°
K

�n�r�:�r���n�£�'�\�_�n�/���r�_�v°Y�_��»����t�8©'��»I� �¤�'�r� »P���_� ���n�¤�r���n�We��r�¤�r� ��¦n�X¨
�§���_¦��x��¦��_�r���£�x�_�n�x�,� �����'�}���r��»P������e N D � °:�£�x�_�·µ �r�n�x���´�_� �P�'¡ N ���n¦n���x¡E. :��x�_�t�'��� ¦f�'���f�'�F®1\:LH ] + h hZ6U8 ®
Ò �'�����r���_�t�´�)�¤�_�_¦n�z��¦n�¤�r���£�x�_�n�x�)µ ��©'��µ �X���&�_�x�_¦n�«���Y»P�«���n� ¦X�)�'� ¬&�¤���'�n���}�+*r�´����� � .@�_�x�]1è¹~����^ hA6 °�1IHR( hTSJ6U8 ®TM����
¦n���r� ¦n���}�r�·�'��µ � �_�«���n�¢�������n�~¡Z� ���}�o»P�}�nµ Ä

¯D�}�n�
ω0,k

T
∈ H1

0,T

�_¦n�¸�±���t�´�
(∇ω0,k

T
,∇ξ) = (f , rot ξ) ∀ξ ∈ H1

0,T¯D�}�n�
ω∆,k

T ,k
∈ H

Tk

�¤¦n�¸�·�_�t�´�
(ω∆,k

T ,k
, χ) = −(ω0,k

T
, χ) ∀χ ∈ H

Tk¯D�}�n�
ψ

T ,k
∈ H1

0,T

�¤¦n�¸�·�_�t�´�
(∇ψ

T ,k
,∇ξ) = (ω0,k

T
+ ω∆,k

T ,k
, ξ) ∀ξ ∈ H1

0,T
.

? �\�'��©´�'� �¸�'µ'���'¡P���n���&�'��µ � �_�«���n� �����_���o©'� �}� �_�n��»I�r�}�Æ¨�=�n�o»P�+�n��<£�x¦n���_�}�x���_�x�²�´�_�r� �_�f���n���¤�r�¤� �}¦��_�}� ���'¡
���«ÅX�r�����}�n�r�'���¤¬��§���r��� .@�¤�r� � �=2 �;13:�¹ N h iZ6 °1deS��^ SZ6U8 ®
��¾[U ��� S J o U�� ��Q��� �.	'��� � 	'�

ω0,k
T

-�� �*��� ��� - ��� ���;- ���
k
�

M��n���}� ��µ �r�)�'���£�ÖÅ��:�r���_��©'���§���x�¶�}�E�_�n�P�_�r�x� �n�£� �n�'®B:S¬&���n��»��o¬'° »����t�8© �P���a�8�'���r¦n�}�´��� �tÍFÍ ���n�P�n���_�r�¤�x�_�
�t�´�_��� �n�}��¡Z¦n�n�z���}�'�n�].F�'���£�'� ¬/�´���r�nµ �x�P�'¡ ���n�~���n���_�²�'�t���¤�²�'��µ ¦n�²�º���}�'�¶� ���_�n����� ¦��n�t�'�§¬ 8 Á:Ñ � R ¾ � ¾ Ï Ñ ¾ Ã
U�¾ � R ¾ � ®��%�Â�n�¤�r�¤�r� �~���n�����n�¤�r�&�n��ev�x�_�r� �~���n���_�²�'�����r�¤�n�r�,¦n�_�x�.��������� �_�&�ÖÅn�´�£�n���r�,¯D�}µ ¦��_�r� i ° S �'�n�f�����
�=¦n�Â�:�r�P�'¡$© �x�¤�_�}�r�x�P�'¡Y�r�'�¸�·�¤�x³t���r�����r�¤�n�r� . MD�'���}� �	8 ®

M��n�£�'�t�'�«¬=���}�r�'�D©'� �¤�_�}�r�«�¬��´�¤�¸�'���n�~���_�a�ÖÅ����_�x�Â¦n� � �������£���}�n���}�Â�'¡��8�'�¸�%�r�nµ'�£�'¡I���n����,=¦t�´�_�£�'�n�.�����
©´�'��¦n�f�}���_�n�r�

+16.00
.@�_�x�.¯D�}µ ¦��_� 4 8 ® b��¡@�'�x�r°�»P���_�n� ¦��/�'� ¬��¤���'�n�}���+*r�´����� �U°)�zÅ����¤�r�£�+�'¡��_�n�f© �'�¤�����r�«�¬

�ÖÅ����}���n�r��� �����n���:� ¦n�n�n�'�¤¬'®OMD�´�n�}� � µ �«© �r���ÖÅX�_�_�x�¶���'¡S���n�Â©'� �¤�_�}�r�«�¬f� �X�¸�'���n�r�.�´¡Ð�_�r�
0

.@�x� �_�¤�r�¤��� ���n�a�_�
�_�n�P�n� �X¨ª�¤�¸�´�n�}���+*r�x�&�_�¸�n�x�£� 8 °

1, 2, 3
�'���

4
�_�z³t�n�x�£�x�=�_�I�´¡v���������r�¤�U®dM��n��¯D��µ ¦n�_�[4	µ �«© �x�)�_�n�P©'�´�}¦n�x�E�'¡��_�n�

©'� �¤�_�}�r�«�¬·�'�}� ��µ��_�n�Â�:� ¦n�n�t�´�¤¬ ® '��x�	¦��	�_�x�8�'���$�_�t�´�,�_�n�Â�=¦n�Â�:�r���'¡)�n���_�r�¤�x�_�Â�t�'�¤�£� ���}��¡Z¦n�n�x�_�}� ���,�}���7,=¦t�'�
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N �r�_�
k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4?
270 1021 3969 15649 62145:
832 3225 12697 50385 200737D
1667 6521 25793 102593 409217

����� � � Ä � 0�!�� ���Q�?� ( �������L� �*�Q�?��� � � ��� ��! �*��� �	�D� �.-�! �*� � �*� �

N �r�¤� Ò ¦n�Â�:�r�P�'¡
k = 0 1 2 3 4�n�}�¤�r�_�z���

�n�'�_��� �n���r�
?

: 482
�x�}�x�£�x�=�_� iAS

26.52 20.37 17.34 16.37 16.10:
: 1562

�x�}�x�£�x�=�_� �_ _
27.08 20.78 17.41 16.34 16.05D

: 3188
�x�}�r���r� �_� � c c

31.77 22.94 18.20 16.60 16.15

����� � � Ä � X � � ��!Q0P! �?��� � �Z('����� �L� ��� <[	J��� ���
k
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h1−ε

T
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