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RESUME : On se propose de prouver le résultat suivant (obtenu aussi indépendamment

par Abrashkin) :

THEOREME. — Soit X une variété propre et lisse sur Q ayant bonne réduction partout.
Alors H'(X, Q%) =0 si 4,5 € N vérifient 1 #jeti+7 <3.

Ceci se déduit d’un théoréme montrant que l'action de Gal(@z, /Q,) sur un sous-
quotient tué par p d’une représentation cristalline & poids de Hodge-Tate entre 0 et p—2
n’est pas “trop ramifiée” (voir un énoncé précis plus bas) en utilisant le théoreme de
comparaison entre cohomologie cristalline et cohomologie étale p-adique d’une part et les
majorations de discriminants & la Odlyzko d’autre part.

ABSTRACT : We prove the following results (see also Abrashkin [Ab5]) :

THEOREM 1. — Let X be a proper and smooth variety over Q. Assume X has good
reduction everywhere. Then HI(X, Q%) =014f1,7 EN satisfyi #j and i +j < 3.

THEOREM 2. — Let K be a field of char. 0 complete with respect to a discrete valuation,
with perfect residue field of char. p > 0, absolutely unramified. Let K be an algebraic
closure of K and G = Gal(K/K). Letr € Z satisfying 0 <r <p—1and V be a p-adic
crystalline representation of G whose Hodge- Tate weights € [0,7]. Let U a sub-quotient
of V, stable under G and killed by p. Let H the kernel of the action of Gg on U and

b= I_{H. If vo denote the valuation of L such that vo(p) =1 and if Drx 18 the different
of the extension L/K, then

vw(Pr/x) <1+r/(p-1).

Mots-clés : Représentations p-adiques, cohomologie cristalline, cohomologie étale, coho-
mologie de de Rham, discriminant, ramification.

Code matiere AMS 1980 (version 1985) : 11 G 25, 11 G 35, 11 S 20, 14 F 30, 14 F 40,
14 G 20.



Schémas propres et lisses sur 7
Jean-Marc FONTAINE

INTRODUCTION

On sait ([Abl], [Fol]) qu'il n’existe pas de schéma abélien sur Z non trivial. Ce
texte reproduit une lettre adressée & William Messing dans laquelle je montre que,
plus généralement, si X' est un schéma propre et lisse sur Z et s1 X = X @ Q, alors
HI(X, QY)=0si7,7 €N vérifient 1 # j et 14+ j < 3 (et méme un résultat un peu plus
fort, cf. théoreme 1 ci-dessous).

Ce résultat est obtenu comme une application de la théorie des périodes p-adiques (cf.
le rapport [FI] dans ce volume). Plus précisément, soit K un corps de caractéristique 0,
complet pour une valuation discréte, & corps résiduel parfait de caractéristique p > 0,
absolument non ramifié. Soient K une cloture algébrique de K et G = Gal(K/K).
Utilisant le théoréme de comparaison entre cohomologie cristalline et cohomologie
étale p-adique que j’avais obtenu avec Bill Messing [FM] - théoreme qui a été depuis
considérablement généralisé par Faltings [Fa] - le résultat annoncé se déduit du résultat
suivant (cf. théoréme 2 ci-dessous) :

THEOREME. — Soit r € Z vérifiant 0 <r < p—1. Soit V une représentation p-adique
de Gk qui est cristalline, d poids de Hodge-Tate € [0,7]. Soit U un sous-quotient de V

stable par Gy et tué par p. Soient H le noyau de laction de Gy sur U et L =1L . i
vy désigne la valuation de L normalisée par vo(p) = 1, et s1 Dk est la différente de
Vextension LK, alors

vo(Dr/ry <1+7/(p—1).

Les théoremes 1 et 2 ont été obtenus indépendamment par Abrashkin ([Ab2], [Ab3],
[Ab4], [AbS]) qui utilise essentiellement la méme méthode. Abrashkin a obtenu depuis
une jolie généralisation du théoréme 2 ([Ab6]).

Afin de faciliter la lecture de la lettre qui suit, terminons cette introduction par
quelques rappels sur les modules de Dieudonné filtrés ([FL], [Fo2)).

Notons & le corps résiduel du corps K introduit plus haut, W = W (k) I'anneau des



vecteurs de Witt & coefficients dans k (c’est donc Panneau des entiers de K)etole
Frobenius absolu agissant sur k (via z — a?), W et K.

Pour tout entier » > 0, notons MF[‘?V’T] la catégorie suivante :
— un objet est un W-module M muni

a) d’une msuite décroissante de sous-W-modules
M=Fil®M D Fil’!M > - D> FillM > --- > Fil" M,
b) pour tout entier ¢ vérifiant 0 < i < r, d’une application
vi: Fil M — M,

o-semi-linéaire; on demande que,si 0<i <retsize Fil'*1)M | alors Wil = PP}
— un morphisme est une application W-lindaire qul respecte la filtration et
commute aux ;.
Notons M F [g,’:]f (resp. M F [S}?) la sous-catégorie pleine de M F [v(%,’r] formée des M qui
sont des W-modules de type fini (resp. de longueur finie) tels que les Fil*M sont des
facteurs directs de W et que

> @i(FillM) = M.
0<i<r

C’est une catégorie abélienne.

L’anneau Agp;s (cf. [FI], n.1.3.1) est muni d’une filtration décroissante (FiliAcris)ieN :
ona A.;s C B;’;is C Bgr et on prend Fil'A,,;; = AcrisNFil'Byg. Pour 0 <:<p-—1,0on
a @(F’iliAcr,-s) C p'A,ris; comme Acris est sans p-torsion, on peut, pour tout r < p—1,
munir A..;; d’une structure d’objet de _]\ﬂ’[‘g}r] en posant @;(z) = p~iyz, pour tout
x € Fil'A,,;,. Par réduction modulo p”, on munit aussi I’anneau Acris/P" Acris, qui est

noté szris(of) dans cette lettre, d’une structure d’objet de MF[S,’T].



le 15 janvier 1986

Cher Bill,

Je pense avoir fait quelques progrés en ce qui concerne tant les bornes pour le
discriminant que les applications aux variétés algébriques sur @ ayant bonne réduction
partout.

Plus précisément, je sais démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 1. — Soit X wune variété propre non singuliére sur Q. On suppose que
X a bonne réduction partout. Alors, si 1,57 € N vérifient i # j et 1 + 35 < 3, on a
HI(X, 5 =10,

Remarques :

a) “bonne réduction partout” signifie que, pour tout nombre premier p, il existe
un schéma propre et lisse Y sur Z, tel que Y ®z @, = X ®z Q, (ce qui est a priori
moins fort que Iexistence d’un schéma propre et lisse sur Z qui prolonge X); en fait,
j’al seulement besoin de savoir que, pour tout p, il existe Z propre et lisse sur W(F,) tel
que Z ® Frac I/V([F ) =X ® Frac W([F ), mais j'imagine que les experts sont plus ou
moins convaincus que si une variété sur un corps local acquiert bonne réduction apres
une extension non ramifiée, elle avait déja bonne réduction au départ.

b) Le théoreme implique que si dim X < 3, toute sa cohomologie est algébrique.

¢) La démonstration utilise Odlyzko et la méthode se casse la figure complétement
pour ¢ + 7 > 4.
Il y a deux parties bien distinctes dans la démonstration :

I: La conjecture pour la majoration du discriminant® est vraie pourn=1letr<p-—1;
plus précisément :

THEOREME 2. — Soient k un corps parfait de caractérisation p # 0, W = W(k).
K = Frac W, K une cléture algébrique de K, r un entier vérifiant 0 < r < p — 1. Soit

M un objet de /\/[F[W t] tué€ par p. Soient U = HomMp(.M 0!

f cris

galoisienne assoczee3 et H le noyau de l'action de G = Gal([x/K) sur U. Soient

(O%))? la représentation

L= FH, D/ la différence de lextension L/K | v, la valuation de L normalisée par
vo(p) = 1. Alors

UO(@L/K) <1+ —1'

L et [Fol], n® 2.2, voir aussi [Ab6].

Dans la suite, pour alléger I’écriture, j’écris Hom 7 p au lieu de Hom v oD il n’y aura pas de risque
‘—“/

de confusion sur r.
° Onadimg U = dimj M (cf. [FL], [Fo2]).



IT : Le théoréme 2 (avec bien siir notre théoreme de comparaison entre cohomologie
étale et cohomologie cristalline) implique le théoréme 1.

Plan :
§1 : Rappels sur les représentations cristallines
§2 : Le théoréme 2 implique le théoreme 1

§3 : Démonstration du théoréme 1.

§1.— Rappels sur les représentations cristallines

Soient k, W, K, K, p, r et G comme dans le théoréme 2. Pour toute extension F de
I contenue dans K, O désigne ’anneau des entiers de E.

Pour tout n € N, et pour 0 < ;i < r, on dispose d’une application ;
FiliOflris(D?) — O,C.Lris(Df) et, par passage a la limite, d’une application ¢;
Filfogg“(gﬁ) — Ogg“(of) (ou (922”(07(-) est la limite inductive des (’)ff”(D?)).

Pour tout M dans ]\_IIWO,’;], je pose U*(M) = Homps (M, Ogg”(of)) (ona U*(M) =
Hom (M, Oflris(D—R—)), st M est tué par p". Alors U* est un foncteur contravariant
additif qui induit une anti-équivalence entre la catégorie M[S,r} et la catégorie des
“représentations cristallines finies & poids compris entre 0 et r”. i.e. la sous-catégorie
pleine de la catégorie des représentations linéaires et continues de ¢ i a valeurs dans
les groupes abéliens finis d’ordre une puissance de p dont les objets sont ceux qui sont
isomorphes a un sous-quotient d’une représentation p-adique cristalline® dont les poids
de la décomposition de Hodge-Tate sont compris entre 0 et r°.

§2.— Le théoréme 2 implique le théoréme 1

2.1.— Je choisis K = Q7 et Q = la fermeture algébrique de @ dans Q@; = K, ce qui me
permet d’identifier G; = Gal(@-;/Q—,-) a un sous-groupe de G = Gal(Q/Q).

PROPOSITION 1. — Soit V une représentation 7-adique de G (de dimension finie, bien
sur); on suppose que V est non ramifiée en dehors de T et que, en tant que représentation
de G7, V est cristalline, avec les poids de la décomposition de Hodge- Tate appartenant a
0,1,2,3. 51 l'on pose Vy =0, et, pouri=3,2,1,0, V; = {v e Vigv—x"(g)v € Vig1, pour
tout g € G} (ou x est le caractére cyclotomique), on a V, = V.

Bien siir, cette proposition implique le théoreme 1 : Soient m € {1,2,3} et V' =
Hé’E(X @ Q,Q7) : les hypotheses faites (et notre théoreme) impliquent que le dual V
de V' satisfait les hypothéses de la proposition; les conjectures de Weil impliquent que
V! =0, sauf peut-étre pour m = 2, auquel cas V' o~ (Q;(—1))™. Le théoréme 1 s’en
déduit immédiatement®.

4oer par exemple, [FI], n® 2.2.3.

” Clest essentiellement le résultat principal de [FL], voir aussi [Fo2].
6 . , 0 = » @ s 5.
Parce que, si C7 désigne le complété de Q7, le théoreme de comparaison entre cohomologie étale

p-adique et cohomologie cristalline implique que, si X=x ® Q7, alors HJ (?,Q’;\ Q ) s’identifie a
X/Q7



Remarque :

a) Conjecturalement’, la représentation 7-adique associée a A devrait fournir un
exemple de représentation semi-simple non “stupide” de G, non ramifiée en dehors de 7
et cristalline en 7; mais, ses poids dans la décomposition de Hodge-Tate sont 0 et 11.

b) Il me semble que l'on peut démontrer aussi la proposition 1 en remplacant 7
par 5; je n’ai pas tout vérifié.

c¢) En se fatigant un peu plus, on devrait pouvoir décrire explicitement toutes les
représentations du type de celles considérées dans la proposition 1; par exemple, si V
est de ce type et est une extension non triviale de Q7(2) par Q7(7), on a nécessairement
t=0et 7 =3.

d) En se fatigant nettement plus, la méme méthode devrait permettre de montrer
que si X est une surface sur Q(1/3) ayant bonne réduction partout, alors sa cohomologie
est algébrique.

2.2 Dans la suite de ce paragraphe, j’appelle module galoisien la donnée d’un groupe
abélien fini d’ordre une puissance de 7, muni d’une action linéaire et continue de G, non
ramifiée en dehors de 7. Ils forment une catégorie abélienne C. '

Pour tout module galoisine U, je pose Us = 0 et, pour + = 3,2,1,0,
Ui ={u € U/gu — x*(9)u € Uiy, pour tout g € G};
Je pose aussi ¢;U = {u € U/gu = x(g)u, pour tout ¢ € G}.

Je note C'g’ii] la sous-catégorie pleine de C formée des U vérifiant :

il existe M objet de JWF[]?’3] tel que U ~ U*(M) (en tant que G7-module) (et ol
(0,3 _ (0,3]
MFE = MF5%).
Il est clair que C’E;f;] est stable par sous-objet, quotient, somme directe.
La proposition 1 résulte bien évidemment de :

PROPOSITION 1’. — Si U est un objet de C% on o U, = U.
2.3.- LEMME 1. — Si
0 —U —U—U"—0

3]

est une suite ezacte de C! s €t st G opere trivialement sur U' et U", alors G opére

OY
o cri
trivialement sur U.

En effet, cette suite exacte induit une suite exacte

0 —M'—M-—M 90

(H(X®Q, Q7)®C7(7))¥7 qui est nul si i+j=1oudetaussisii+j=2aveci#jcar (C7(i))%7 =0
si i # 0 [Tal.

T Clest un théoréme, conséquence des théorémes de comparaison entre cohomologie étale et cohomologie
cristalline ([Fa], [FM], voir aussi [Sc]).
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d’objets de A/IF[fO‘SI et Fil'! M' = Fil' M" = 0, douc Fil' M = 0, donc U est non ramifiée
en 7% donc partout, donc triviale.

(0,3]

eris @ que 4 objets simples qui sont

LEMME 2. — A isomorphisme prés, la catégorie C
les F7(2), pour 1 =0,1,2,3.

Démonstration : Soit U un objet simple, soient H le noyau de l'action de G sur U,
EzﬁH,F:E(Z/I),nZGn':[F:Q] (et doncn':[F:Q(z/I)]‘ OnaF:@H en
notant H' le noyau de laction de G sur U @ F7(1). Comme U & F7(1) est un objet tué
par 7 de C’c[g’ii], le théoreme 2 implique

ldp['/™ < T1HG/8) = 715 < 1852026

et les tables de Diaz y Diaz ([Di], méthode d’Odlyzko-Poitou-Serre) impliquent n < 208.

Si F/Q n’est pas modérée, on a n' = Tn'' avec n” € {1,2,3,4}. Il en résulte que le
7-Sylow de Gal(F/Q( Z/I)) est unique et donc invariant; le sous-corps F' de F fixe par
ce 7-Sylow est donc une extension modérément ramifiée de Q, non ramifiée en dehors de
7, donc |dp VI Q) < 7 donc d’apres Diaz y Diaz

6n" =[F':Q] <10, dou n"=1.

Mais un groupe d’ordre 6 x 7 ne peut pas opérer simplement sur un Fr-vectoriel sans
que le sous-groupe d’ordre 7 opére trivialement et F/Q est modérée, d’ott 6n' < 10, d’ou

n'=1letF = Q \7/T) Ceci implique que U est isomorphe & un et un seul F+(2), avec
0 <2< 6; mais U objet de ol

cris

implique alors 0 <7 < 3.

Remarque : Tu remarqueras que ’on a en fait démontré un peu plus : si U est un objet
, , : N —H 5 g
de €27 44 par 7, le degré de I'extension E/Q (o0 E=Q ', H = noyau de l'action de

cris

G sur U) divise 42. En regardant les choses un peu plus soigneusement, on peut vérifier
que E C E, z/I), ou E, est 'unique extension diédrale d’ordre 14 de @ non ramifiée en
dehors de 7 (et le lemme 3 va dans ce sens).

2.5. LEMME 3. — Dans C’B’Z-gs], toute extension tuce par 7 de F7(7) par F7(5) est scindée
sauf peut-étre si on a simultanément i = 0 el =23,

Sii = j, je peux, quitte & tordre par F7(—:), supposer 1 = j = 0 et cela résulte du
lemme 1.

Si¢ > j, et si je note M; (resp. Mj) le module filtré associé & F(2) (resp. F7(7)),
j'observe qu’il n’y a pas d’extension tuée par 7 non triviale de M; par M; et qu'il n’y a

pas non plus d’extension cyclique de degré 7 de Q( :{/i) non ramifiée partout et je gagne.

8 si FillM = 0, U = U*(M) s’identifie, en tant que G7-module, a Homy (,)(M, k) et est non ramifiée.



511 < J, je peux, quitte & tordre par F-(—1), supposer ¢ = 0. J'obtiens alors une
représentation de Galois dans GLy(F7) du type

X
0 1)/)°
.. . —H .
Si je pose H = Ker de cette représentation, E = Q ,F=E Z/I), un calcul facile me
montre que, si ’extension n’est pas scindée, alors F/Q( \7/1) est cyclique de degré 7, non

ramifiée en dehors de 7 et totalement ramifiée en 7 avec J comme unique nombre de
ramfication (i.e. localement en 7, si 7 est une uniformisante du complété 7-adique de F

et z un élément non trivial de Gal(F/Q( \7/I)), alors I'idéal engendré par (27 — 7)/7 est
'idéal engendré par 7.

On en déduit |dp| = 7A2-D+6G+1) — 741465 < 73 sij < 2 done Idp,l/[F:Q] =
753/42 < 11.66, d’ot1, d’apres Diaz y Diaz [F : Q] < 28, ce qui contredit [F: Q] =42.
0,3]

2.6. I:EMME 4. — Si U est un objet de cl

eris QU m'a pas de quotient isomorphe a4 F

3
(comme module galoisien), alors U = @ ¢;U.
1=0

Démonstration : D’abord, c’est clair si U est cyclique comme groupe abélien, parce
que I'action de G sur U se fait & travers un caractére dont la restriction au sous-groupe
d’inertie de G7 est la restriction d’un y’, avec i € {0,1,2,3}, ce qui implique que c’est
X}, donc que U = iU (et les autres g;U sont nuls).

On termine par récurrence sur ordre de U (c’est clair si U est d’ordre 7); d’aprés les
lemme 2, je peux trouver une suite exacte courte de la forme

0 —U —U-—F;(j)—0

ouj € {1,2,3}. Je prétend que U’ n’a pas non plus de quotient isomorphe a F7; sinon
U aurait un quotient U qui serait une extension de F7(j) par F7; comme U ne peut pas
étre cyclique, U est tué par 7; d’apres le lemme 3, cette extension est scindée, donc U,
quotient de U, est isomorphe & F; @ Fz(;) et U aurait un quotient isomorphe & F.

3
Par hypothese de récurrence, U’ = @ g:U’, en particulier, U’ est soit décomposable,
1=0

soit cyclique.

S1 U’ est décomposable, U’ = U} @ U}, avec U! et U, non réduits & 0; Phypothese de
récurrence implique que U/U! et U/U, vérifient le lemme 4, donc aussi leur somme-directe
et aussi U qui s’injecte dedans.

Si U’ est cyclique, j’ai une suite exacte du type

0 — (Z/T"T)(i) — U — Fq(j) — 0,

avec ¢ € {1,2,3}.



Si 'extension n’est pas scindée comme suite exacte de groupes, U est cyclique et j’ai
gagné; si elle est scindée, en regardant les noyaux de la multiplication par 7, j’obtiens
une suite exacte

Comme j # 0, cette suite est scindée (lemme 3), ce qui implique U ~ (Z)7)(2)BF7(7)
et j’ai gagné.

2.7~ Fin de la démonstration de la proposition 1

On procede par récurrence sur ’ordre de U (le cas ou U est d’ordre 7 est clair). Si U
n’a pas de quotient isomorphe & F7, c’est gagné d’apres le lemme 4. Supposons donc que
I'on ait une suite exacte

0 —U —U-—F; —0.

Par hypotheése de récurrence on a U’ = U}. Soit U = U/U! ; on a une suite exacte courte
) 0—U'/U, — U/U] — F; — 0.

Il est clair que G opére trivialement sur le sous-truc et sur le quotient; le lemme 1
implique que G opére non moins trivialement sur U /U;. Comme U; = Uj, on voit que

U="U,. Cay est!

§3.— Démonstration du théoréme 2

3.1.— Je vais appeler 7 un élément de O tel que 77 = —p et a l'image de 7 dans
~ . (o o] -~
Ox = O%/pO%. Je te rappelle’ que O™ (Ox) = D O% - vpm(a) et que, pour

m=0

~ ~

0<i<p-—1,ona FillO{ (D) = Ox-a'+ @ O vpm(a) et
m=1

pi(ac’ + ) amypm(a)) = aP(1 = yy(a))'.

m=1

3.2.— Pour toute extension algébrique E de K, je note v, la valuation de E normalisée
par v,(p) = 1, bg I'idéal de O g formé des z vérifiant vo(z) >r/(p—1)et Ap = Og/bg.
Je munis Ag d’une structure de ¢-module filtré en posant

FillAp = {z € Oglv,(z) > t/p}/bgp, pour 0<i<rp

et iz = I'image dans Ag de 27 /(—p)*, ol Z est un relevement dans OE de « (tu vérifieras
facilement que ¢a ne dépend pas du choix de 7 et que c’est bien o-semi-linéaire).

C’est un calcul facile, compte tenu de ce que (’)f"‘s(D-l?) est I’enveloppe & puissances divisées de D-R—

relativement a I'idéal engendré par a.



Bien sir, si tu y tiens, je peux rconvenir que Fil'Ap = 0 si ¢ > r. Jal un
0

homomorphisme de O™ (O5) sur Az qui envoie a 4+ 3 am7Ypm(a) sur 'image @ de a
m=1

dans A ; il commute avec les Fil' et les @i, pour 0 <z < 7, et induit un homomorphisme

U™ (M) = Homy p(M, Of"*(9%)) — Hompr(M, A%),

pour tout objet M de ]\/[Fgco’fr] (sous-catégorie pleine de MF[SV'} formée des objets tués

par p).
3.3. LEMME 1. — L’application U"(M) — Hompy r(M, A7) définie ci-dessus est un
wsomorphisme

Je pourrais le démontrer par dévissage, dans le style Fontaine-Laffaille. Je préfere le
déduire d’un autre lemme qui me reservira une autre fois.

3.4~ Pour cela, j’ai besoin de quelques notations : je peux toujours trouver une base

(e1,€2,.7.,eq) de M sur ket des entiers i1,%2,...,14 € [0,7], tels que Fil'M = P kes.
i >i

Si je pose ;, ¢4 = > As,t€s, la matrice des Ay, est dans GL4(k).
S
Pour toute extension algébrique E de K, je pose J(E) = Hompr (M, Ag). Il est clair
que J(E) s’identifie au sous-groupe des (a1,as,...,aq4) € AL tels que a, € Fil'* A, pour

tout s et o;,a; = )~ A, 1a5. Je choisis des relévements As,t des Ay dans Of et je note
S

f(E) Uensemble des (z,,z,,. .. ,2q) € DL vérifiant

2} = (—P)i(z Xs,txs), pour tout t.
S

J’ai une application évidente de f(E) dans J(E).
LEMME 2. — L’application f(E) — J(E) définie ci-dessus est bijective.
Démonstration : Comme f(E) (resp. J(E)) est la réunion des f(E) (resp. J(E")),
pour E' parcourant les extensions finies de K contenues dans E , 11 suffit de le démontrer

lorsque E/K est finie. Je vais noter m I'idéal maximal de OE et e 'indice de ramification
absolu de E. Il est clair qu’il suffit de vérifier le

SOUS-LEMME. — S§i n est un entier > re/(p—1) et st xy,...,zq sont des éléments de
OE vérifiant
l‘?/(*P)it = Z/\s,tﬂfs(mod m"),  pour tout ¢,
S

U eziste yy,...,yq € M", uniquement déterminés mod mn+! tels que

@+ y)/(=p)" = > Al +y5) (mod m™*1),
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3.5. Démonstration du lemme : Je vais montrer que tout élément de Hom g (M, Azz) =

J(K) se reléve de maniére unique en un élément de U*(l\/f). Tout d’abord si je munis O
d’une structure de yp-module filtré “de la méme maniere que A7", le lemme précédent
(ou plutét la démonstration, j’exagere) montre que tout élément de Hompp(M, A%) se

releve de maniére unique en un élément de Homp p(M,O+). Si Vimage de e, par cet

élément est x, I'image de e, dans le relévement doit étre T+ Y Ts,mYpm(@). Mais il
m>1

est clair que ¢y, (z: + 3 Tt mYpm(a)) = @i () =D Agezs(1 — 7p_(a))i‘ qui peut encore
m2>1 s

s’écrire

Z )\s,t-'L's + Z atm')’pm(a),
38 m=1

~

ou les a;m, sont des éléments de O+, presque tous nuls, qui ne dépendent pas du choix

des z ,, dans O%. On a donc & résoudre, pour tout m > 1, le systeme linéaire de d
équations & d inconnues

Z Ky 188 1 = atm (pour t=1,... d)
S

qui a une solution et une seule et on a gagné.

3.6.— Je reprends les notations du théoreme 1, et, comme au n° 3.4, pour toute extension

algébrique E de K, je pose J(E) = Hompy r(M, Ag).

LEMME 3. — Soit d = dimy M. Alors, pour toute eztension algébrique E de K, ona
#J(E) < p?, avec Iégalité si et seulement s’ eziste un K -plongement de L dans E.

Démonstration : Si ’on choisit un plongement de E dans K, il induit une application
injective de Ap dans Az, donc de J(E) dans J(K), donc #J(E) < #J(K) =
#U™ (M) = p? puisque U™(M) est un F,-espace vectoriel de dimension d. Si maintenant
H' = Gal(K/E), on a J(B) = J(E) = JE" ) = (JE)H = (JE)H qui est égal &
U*(M) = J(K) si et seulement si H' ¢ H ie st ED L.

3.7~ Comme dans [Fol], n° 1.5, pour tout nombre réel m 2 0, je dis que L/ satisfait
la propriété (P,,) si
pour toute extension algébrique E de K, s'il existe un homomorphisme (de O -
algebres) de O dans DE/ag‘/K, alors il existe un K-plongement de L dans E

(ou az/ ik = {¢ € Oplvy(z) > m}).

LEMME 4. — Pour tout m > 1 + 13L1’ L satisfait la propriété (P )
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Preuve : Pour simplifier, je suppose que E et K ont le méme corps résiduel ; c’est facile
de se ramener a ce cas la et, en plus, j’aurais trés bien pu supposer k algébriquement clos
dans tout ce paragraphe.

Soient e 'indice de ramification absolu de E, a une uniformisante de E et P(X) =
e—1
Xe —i—p( > utX?) le polynéme minimal de a sur O .
t=0

Soit n : O — DE/ag/K un homomorphisme de O g-algebres. Le fait que m > 1
implique que 7 induit un homomorphisme injectif

ﬁ:AL_’AE

qui vérifie j(Fil'Ar) C Fil'Ap, pour i =0,1,...,r.

Je prétends que, pour tout = € Fil*Ay, N(piz) = pi(z). Soit en effet b un relevement
de 77(@) (ou @ = image de a dans A1) dans O jai vo(P(b)) > 1+ ;){—1 et je peux donc
écrire P(b) = pc avec ¢ € Ker(Op — Ag).

Pour tout y € O (resp. Of), je note T son image dans A7, (resp. Ag). Il est clair
que Fil'Ap est engendré comme 9 g-module par les @, pour J 2 e/p, et il suffit de le
verifier pour z égal & un tel @. Si je pose pj = ie +4',j'ai (@) = aP? = a’ - (a®) =
o (=p) - (Swat)i et oi(@) =@ - (D ua')', done qi(@)) = F - (T ub').

D’autre part 7(@) = b se releve en b7 et jal

(WP =07 =p"- (1) =" (=p)' - (P ued") — o'

et
S, ' Tt - g
Pi@(@) = - (Y ub )’ =7(i(@)).

Autrement dit %7 : A, — Ap est un monomorphisme de p-modules filtrés : il-induit
donc une application injective de J(L) = Hompy (M, Ar) dans J(E) = Hompy r(M, AE).
On a donc #J(E) > #J(L), ce qui, d’aprés le lemme 3, implique existence d’un
plongement de L dans E.

3.8~ Fin de la démonstration du théoréme 2

C’est clair si l’extension L/K est non ramifiée; sinon avec les notations du 61 de
[Fol], on a (loc. cit. prop. 1.5) ur/g —e™' < m, pour tout m > 1 + ;{—1, donc
up g —e <14 5=7 et en étant un peu plus soigneux (cf. Pargument de la fin du

n® 1.8 de loc. cit.), on en déduit que

"
P L
UL/K S +p_17

d’ou (loc. cit. prop. 1.3) Vo(Dr/i) =up K — ik <up/g <1+

T
p—1’
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Remarque : Si 'on a la flemme d’étre solgneux, on a upwy —e ' <14 pTrl, d’ou
vo(Dp/x) < 1+ ;—:—1, puisque 77/ < e”' (du moins si I'extension est sauvagement
ramifiée ; mais sinon la majoration est triviale). On récupere I'inégalité large qui suffit
pour les applications. Mais 'inégalité stricte se déduit de I'inégalité large, car si on a
I’égalité cela implique ir/x = e~ '; on en déduit que le p-Sylow du groupe d’inertie a un
seul nombre de ramification et un calcul direct montre que 1’égalité est impossible.
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