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PREFACE
LA COURBE DE FARGUES ET FONTAINE

par

Pierre Colmez

La courbe de Fargues-Fontaine a changé () la maniére dont on pense a la théorie
de Hodge p-adique en introduisant des idées géométriques 1a ou il n’y avait que de
I’algébre semi-linéaire : beaucoup de catégories apparaissant dans la théorie (?) comme
les ¢-modules ou les (¢,T')-modules sur 'anneau de Robba et ses variantes, les B-
paires, les Espaces de Banach de Dimension finie ®) ou les presque C,-représentations
sont étroitement liées & la catégorie des fibrés sur cette courbe ce qui explique, en
grande partie, leurs bonnes propriétés. J’ai eu le privilége d’assister a la naissance de
cette courbe et je suis heureux de pouvoir raconter cette histoire. Pour confirmer mes
souvenirs de ces événements remontant a plus de 7 ans, j’ai relu les courriels que nous
avions échangés a 1’époque ainsi que les nouvelles que je transmettais a Wiestawa
Niziol; j’ai inclus certains des passages les plus significatifs de ces messages.

1. L’anneau B,

1.1. B, est principal !— Le premier acte se passe en juillet 2009, dans le train qui
nous ramenait de Roscoff & Morlaix. Nous étions tous les trois, Fargues, Fontaine et
moi, et Fontaine nous déclare : « j’ai regardé ’article de Berger sur les B-paires, et il

1. Que cette courbe introduise un point de vue intéressant est devenu indubitable avec la
preuve [FF, §10.5] de la conjecture "faiblement admissible implique admissible" esquissée au § 5.2
de cette préface, mais ce qui a suivi, a savoir la géométrisation de la correspondance de Langlands
locale [19, 20, 21, 22, 54|, est assez inattendu et totalement fascinant.

2. Tous ces objets sont définis au chap. 2 : les B-paires (n°2.5.8), les ¢o-modules (n°2.5.3) ou les
(¢,T)-modules (n°2.5.4) sur 'anneau de Robba sont en équivalence de catégories avec la catégorie
des fibrés (équivariants) sur la courbe de Fargues-Fontaine (th.4.7, rem.4.9 et 5.10). Ce n’est pas
le cas des Espaces de Banach de Dimension finie ou des presque C-représentations, mais on pourra
consulter [44] pour le lien entre ces catégories et celle des fibrés sur la courbe de Fargues-Fontaine.

3. Connus aussi sous le nom d’espaces de Banach-Colmez.



2 PIERRE COLMEZ

prétend que 'anneau B, est de Bézout () ; ca ne peut pas étre vrai; il faut que je lui
écrive ». J’étais un peu embété pour Berger mais, heureusement, le lendemain ) :

Fontaine — Colmez, Fargues, Wintenberger samedi 18/07/2009

[...] Par ailleurs, j’ai dit & Pierre dans le train hier que je ne croyais
pas que l'anneau B, était de Bézout, comme 'affirme Berger. En fait,
I’argument que je donnais est canulé, je me suis fait avoir par ’analogie
trompeuse avec ’anneau des polyndémes en une variable & coefficients dans
C dont le terme constant est dans Q,,. La preuve de Berger repose sur un
résultat de Kedlaya et j’y crois. En fait, me semble-t-il, non seulement B,
est de Bézout, mais il est principal! C’est un exercice (¢) une fois que 1’on
sait qu’il est de Bézout.

1.2. Anneaux de Fontaine. — Avant de continuer, rappelons la définition de
I’anneau B, et des anneaux Aj.¢, Beris, Bar de Fontaine.

Soient k£ un corps parfait de caractéristique p, Ko = W(k)[%] le corps de caracté-
ristique 0, complet, non ramifié, de corps résiduel k£, K une extension finie totalement
ramifiée de K, K une cloture algébrique de K, Gx = Gal(K/K) et C le complété
de K, ce qui fait de C' un corps algébriquement clos, complet pour v, dont le corps
résiduel k¢ est une cloture algébrique de k. (Si k =F,, ona Ko = Q, et C = C,;
on ne perd pas grand-chose a supposer que l'on est dans cette situation.)

Soit ()

C" ={z = (z")pen, (V)P =2 vne N},
On munit C” des lois + et - définies par :
n n n n : n+k n+k ke
(™) + (y™) = (s™), avec 5™ = kgrfw(x( TR 4y tRyet
(x(n)) . (y(n)) - (m(n)y(n))

Six= (x(”)) e C° soit ! = 29, et si z € C, on note z* n’importe quel élément
de C” tel que (2°)* = 2 (et donc 2” n’est bien déterminé qu’a e%r prés, ol £ =
(1,¢p,...) et p est une racine primitive p-iéme de l'unité; cela est source de bien
des complications). Alors C” est un corps algébriquement clos de caractéristique p,
complet pour la valuation ves (x) = vy, (2*), de corps résiduel ke» = k.

4. 1l s’agit de [5, prop. 1,1,9]; Panneau B est ’anneau Bfrizsl.

5. Extrait d’un message au sujet de la soutenance proche de la thése de son étudiant Jérome Plat,
these soutenue le 29/09/2009, devant le jury composé de P. Elbaz-Vincent, L. Fargues, J-M. Fontaine,
E, Ullmo, J-P. Wintenberger et moi-méme.

6. Effectivement! Cf. note 8.

7. La construction C' +— C? est une vieille construction de Fontaine [26], et s’applique & n’importe
quelle algébre munie d’une topologie plus faible que celle définie par la valuation p-adique. Les
notations sont celles de Scholze [53] qui a globalisé cette construction en introduisant les espaces
perfectoides; dans la terminologie de Scholze, cette opération s’appelle le basculement (tilting), et

C" est le basculé de C en caractéristique p.
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Soit Ajuf = W (Ogs), anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans C°. Si
x € O¢w, notons [z] son représentant de Teichmiiller. Tout élément de Ajys peut
s’écrire, de maniére unique, sous la forme ), p¥lxy], ot les zy sont des éléments
arbitraires de & . Par fonctorialité des vecteurs de Witt, A;ye est muni d’un frobenius
¢ donné par ©(3"on P [2k]) = 3 pen PF[2]], et d’une action de Gk commutant & ¢.
On définit 0 : A ¢ — O¢ par

00> prlae)) = Y phaf.
keEN keN

Alors 0 : Ay — O¢ est un morphisme surjectif d’anneaux dont le noyau est engendré

par (p— [p’]) (|24, prop. 2.4)).
Soit B = 1im(Ainf[l]/(p— [p°])¥). C’est un anneau de valuation discréte de corps
[M, k € N] pour la topologie

p-adique. L’action de Gk s’étend a tous ces anneaux et, si on pose

t=logle] == 3 4l
keN

résiduel C' qui contient A5, complété de Aj,¢

alors t est une uniformisante de B(J{R appartenant & Ags, et o(t) = x(o)t, ou x :
Gk — Zy est le caractére cyclotomique, ce qui fait de t un analogue p-adique de 2i.

Le frobenius ¢ s’étend par continuité a A, et ¢(t) = pt. L’action de ¢ s’étend
donc au sous-anneau B = Acms[ ] de Bgr = BIR[ |, et on note B, le sous-anneau

Bfml L’inclusion de B, dans Bggr induit alors la suite exacte fondamentale [26] :

0— Qp — B. — Bagr/Bl; — 0.

Comme Bgg est muni de la filtration par les puissances de ¢ (i.e. Fil* Bgr = tiBCTR)7
ceci munit B, d’une filtration (® et 1’algébre graduée associée est Q,® %C’ [%]

1.3. Questions sur B.. — Le message de Fontaine a été suivi, le lendemain, d’'un
message intitulé « Devoirs de vacances » avec les mémes destinataires.

Fontaine — Colmez, Fargues, Wintenberger dimanche 19/07/2009

Cet anneau B, est trop rigolo. Comme il est principal et B = Q, les
idéaux non nuls de B, correspondent bijectivement aux Q,-droites de B,
(prendre l'idéal engendré par un élément non nul de la droite). On a une
fonction degré sur B, (le degré d’un élément non nul b est le plus petit
entier m > 0 tel que b est dans Fil”"Bgr) donc aussi sur les idéaux. Si [
est un idéal de degré m, le Qp-espace vectoriel sous-jacent a une structure

8. Et d’une fonction degré : si x € Be, le degré dega de z est le plus petit entier d tel que
T € tidBjR. On a degxy = degx + degy, et = est inversible dans Be si et seulement si degx = 0.
Maintenant, si on sait que Be est de Bézout, 'existence de cette fonction degré implique que B est
principal : si I est un idéal, et si a est un élément de I, de degré minimal, alors a est un générateur
de I’idéal principal (a,b) pour tout b € I, et donc a est un générateur de I.
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d’espace de Banach-Colmez de dimension m et de hauteur 0, mais ce n’est
pas clair qu’il est "constructible", ni que la multiplication est analytique
(il me semble que si quand méme).

Les idéaux de degré 1 sont tous maximaux.

Question 1 : Soit I un idéal de degré 1 de B.. Le corps F = B, /T est-il
isomorphe a C'?

C’est assez concret : si je choisis un générateur ¢ de Z,(1) et un généra-
teur by de I, je peux écrire by = b/t avec b dans U et j’ai une suite exacte
de Qp-espaces vectoriels 0 = Q, = U — F — 0 (ou 1 s’envoie sur b et u
sur 'image c(u) de u/t).

La multiplication s’obtient ainsi : si u et v sont dans U, il existe toujours
un = dans U tel que 6(u)0(v) = 0(b)0(x). Alors (uv — bz)/t appartient &
U et c(u)c(v) = c((uv — bx)/t).

Si vous y voyez quelque chose, je veux voir aussi!

Question 2 : L’anneau B, ressemble beaucoup a un anneau de polynémes
a coefficients dans le corps algébriquement clos C. Est-ce que les éléments
irréductibles sont tous de degré 17 Par exemple, un élément de degré 2
peut-il s’écrire comme un produit de deux éléments de degré 17

C’est difficile d’y croire, mais c’est encore plus difficile de ne pas y

croire !
Question 3 : Si la réponse aux questions 1 et 2 est “oui”, montrer que,
pour tout idéal non nul I de B., le quotient B. /I est un anneau de Banach-
Colmez (i.e. la multiplication est analytique) effectif et est isomorphe a ©)
By, X By X+ X By, pOUr my, ma, . .. ,my des entiers convenables (bien
sir, en tant qu’algébre abstraite, B,, est isomorphe a C[t]/(t™), mais pas
en tant que Banach-Colmez).

Le simple fait d’avoir écrit ce que je viens me convainc que la réponse a
ces questions doit étre “oui” et que la preuve ne doit pas étre si dure. Soit

(10) de Pierre, soit cela

cela sort tout seul de I’étude du gros corps gauche
résulte de ce qu’il ne devrait pas y avoir d’autre corps de Banach-Colmez
que Q, et C. Cependant, il semble peu probable que I'isomorphisme de C

sur B./I soit canonique!

Nous avons probablement discuté de ces questions avec Fontaine début aott, lors
d’une conférence a Loen (Norveége), mais je n’ai pas souvenir que nous ayons fait quel
que progrés que ce soit 1V, et j’ai dii écrire a Fontaine, un peu plus tard, que j’avais

9. Bm = BJ/t"™.
10. 11 s’agit du corps € du n°®2.2.1.
11. Disons tout de suite que la réponse a la premiére est “non” (cf. [40]), la réponse a la seconde est

“oui” et la réponse a la troisiéme est “non” & cause du “non” a la question 1, mais devient “oui” si on
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une preuve « simple », sans utiliser le théoréme de Kedlaya, de la principalité de B,
ce qui m’a valu la réponse suivante.

Fontaine — Colmez samedi 25/08,/2009

Je me suis effectivement convaincu que je savais prouver que B, est
principal sans me servir de Kedlaya, mais outre 'argument de degré que
je t’ai vendu, je me sers du lemme fondamental (12) (en dimension 2 semble
suffire). Je ne vois pas bien comment tu pourrais éviter un argument de ce
genre (j’ai une application Q,-linéaire "analytique" de C, dans C,/V (ou
V est de dimension 2 sur Q,) et je veux montrer que le noyau n’est pas
nul). Le fait que BY_

cris

! est principal est un résultat profond. Il me semble (il
me reste des détails a vérifier et mon cerveau déconne) que l'on en déduit
avec un argument Harder-Narasimhan que faiblement admissible implique
admissible, ce qui est la plus jolie preuve que je connais... si ¢a marche. Et
pourquoi pas aussi de Rham implique pst (je n’y ai pas encore réfléchi).
En plus cela devrait expliquer la différence entre faiblement admissible et
admissible dans le cas ot la valuation n’est pas discréte. Il faut jouer avec
des objets que j’avais essayé de vendre & Plit et qui est une variante sans
action de Galois des « B-paires » de Berger. Du coup cela devrait trés
bien a la fois expliquer les trucs de Berger et se mélanger avec ce dont on
discutait ces derniers temps. Je suis un peu tenté de raconter une partie de
cela dans mon cours & Trieste la semaine prochaine mais c’est sans doute
un peu prématuré |...|

1.4. La courbe. — Le second acte se passe a Trieste, lors d’une école d’été organisée
par 'ICTP du 31 aotlt au 18 septembre 2009 : deux semaines de cours suivies par
une semaine de conférences. A coté de la résidence ot nous étions logés se trouvait un
petit restaurant avec une terrasse trés agréable, des petits calamars délicieux, du vin
local fort sympathique, et la grappa du patron. Nous avons passé de longues soirées
sur cette terrasse a discuter de mathématiques.

Je suis arrivé le dimanche 6 septembre tard dans la soirée ; Fontaine était 1a depuis
le début car il avait fait un cours la premiére semaine, et Fargues était arrivé le samedi.
Le lundi matin, je les croise I'un aprés 'autre, trés excités : ils avaient découvert LA
COURBE dans la nuit de samedi & dimanche, aprés un diner au petit (13) restaurant :

modifie la question en tenant compte de ce probléme (cf. rem. 3.14 (i) pour la question 2, et rem. 3.14
(iii) pour la question 3).

12. Cf. rem 2.7. Ma preuve “simple” utilisait les mémes arguments si j’en crois mes notes d’'un
exposé « Vector bundles on a strange curve » sur les travaux de Fargues et Fontaine que j’ai donné
au Tata Institute en juillet 2010, mais elle comporte un trou (cf. n° 2.3.3), et peut-étre n’avions nous
de preuve ni 'un ni 'autre & ce moment-la.

13. Il est possible que la courbe n’aurait jamais vu le jour sans ce petit restaurant : aprés tout,
on obtient déja une jolie théorie en utilisant seulement les propriétés de B ; c’était d’ailleurs 'idée
initiale de Fontaine (le programme esquissé ci-dessous était trés optimiste!).
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manifestement, la conversation avait porté sur la catégorie des B-paires, en particulier
sur le fait qu’elle ressemblait fort a une catégorie de fibrés sur une courbe projective du
fait de l'existence de filtrations de Harder-Narasimhan. Si on commence & réfléchir en
ces termes, il y a une courbe affine « naturelle » qui vient a Pesprit (%), a savoir Spec B,
vu qu’une B-paire fait intervenir un B.-module libre et que B, est de dimension 1
puisque c’est un anneau principal, mais une courbe projective ? Mystére, mais :

Fargues — Colmez, Fontaine dimanche 06/09/2009, 02:26

Suite & une conversation hier soir a Trieste avec Jean-Marc je me suis
mis & penser a la catégorie introduite par Jean-Marc et je suis tombé sur
la chose suivante (cf. fichier attachement). Je n’ose pas penser qu’une telle
monstruosité existe (ceci dit on aurait pu dire de méme pour le fait que
B. soit principal).

Voici le contenu du fichier envoyé par Fargues :

La courbe étrange (et les fibrés sur celle-ci)

Soient k£ un corps et X une courbe projective lisse sur k géométrique-
ment connexe. On fixe un point x € X. Soit U = X \ {z}, un ouvert
affine de X. Je pose A = Ox ,, B=T(U, Ovy) et K = k(X), le corps des
fonctions rationnelles sur X. On a le dictionnaire suivant :

k+—Qp A<—Bl;, B<+—B. K<+ Bgr.

En effet, A est un anneau de valuation discréte comme BIR . De plus
B est un anneau de Dedekind comme B, (si on veut, on peut prendre
X = P! pour avoir B principal comme B,). Il y a de plus des plongements
canoniques

A— K < B.

Fontaine — Colmez vendredi 28/08/2009

Concernant cette histoire de B¢ principal = (faibl. adm. => adm.), je n’ai plus aucun
doute, tout est d’une simplicité biblique et Berger n’en n’est pas passé loin puisqu’apreés
avoir introduit les « B-paires » avec une définition des morphismes qui ’empéche de
travailler avec, il fabrique un théoréme de comparaison avec les (¢, I')-modules et déduit
de Kedlaya que (faibl. adm. = adm.), alors que c’est complétement immédiat. En fait,
il me semble qu’on doit pouvoir retrouver Kedlaya comme cela, probablement aussi,
avec une variante de ce jeu les trucs de Kisin sur les modules a la Breuil (tout comme
ceux de Berger avec les modules de Wach), refaire plus simplement les Banach-Colmez,
comprendre pourquoi (faibl. adm. = adm.) est faux quand la valuation n’est plus
discrete, etc, etc... et retrouver aussi bien stir une nouvelle preuve de deRham = pst.

14. Personnellement, 7 ans plus tard, je suis encore stupéfait que 'on puisse penser a considérer
le spectre d’un anneau comme B, ou Aj,¢ : ces anneaux n’ont vraiment pas ’air d’avoir un lien

raisonnable avec la géométrie.
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On a la propriété

ANB=T(X,0x) =k,

analogue de
Bi; NB. =Q,.

On a de plus

B* =T(U,0y)" =k~
car si f € I'(U, Oy)*, alors div(f) = m[x] pour un entier m € Z, mais
deg(div(f)) =0 = m =0, et donc f € I'(X, Ok )* = k* . Cela est bien
siir 'analogue de I'égalité B = Q. .

Soient I(A), resp. I(B), le groupe des idéaux fractionnaires de A,
resp. B, par exemple I(B) consiste en les couples (&, s) formés d’un fibré
en droites & sur U et d’une section rationelle s de & au point générique
de U. Il y a alors deux fonctions additives degré sur I(A) et I(B) données
par les valuations.

La catégorie des fibrés vectoriels sur X est équivalente a celle des triplets
(M, F,1) ou :

— M est un A-module libre de rang fini i.e. un germe de fibrés au
voisinage de z,

— 7 est un fibré vectoriel sur U ou encore un B-module projectif de
type fini N =T'(U, %),

*L:M®AKgﬁn=N®BK,
et de plus la filtration de Harder-Narasimhan des fibrés vectoriels sur X
est obtenue grace aux fonctions degrés sur I(A) et I(B).

La on pourrait se dire que la catégorie de Harder-Narasimhan introduite
par Jean-Marc est donc ’analogue de la catégorie des fibrés sur une courbe
« X = Spec(BlR) Hspec(Bar) Spec(Be) » mais c’est un peu différent car
Frac(B.) et Frac(BJy) sont différents.

Qu’a cela ne tienne : on a le résultat élémentaire suivant (da a Beauville-
Laszlo et qui est & la base de I'uniformisation du champ des fibrés sur une
courbe par les Grassmaniennes affines) qui est un exercice de descente fpqc.
Le résultat est que I'on peut remplacer Ox , par 72 x,z- Plus précisément,
la catégorie des fibrés vectoriels sur X est équivalente & la catégorie des
triplets (M, N,¢) ou :

— M est un A-module libre de rang fini,

— N est un B-module projectif de type fini,

1 M®jz Frac(;l\) > N®pg Frac(g),

oll je ferais remarquer que si z est un point k-rationnel alors & X,z = k[[t]]
qui ressemble beaucoup plus a B(TR que Ox , qui n’était pas complet...
(d’ailleurs ce n’est pas pour rien que j’ai noté ¢ 'uniformisante en x).
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Voici donc la question finale : peut-on constuire un schéma régulier X
de dimension 1 sur Spec(Q)) (il ne sera bien sir pas de type fini), muni
d’un point C-rationnel x € X(C) (point donné par Papplication 6, qui
ne sera pas un point Q,-rationnel), d’un isomorphisme 5)(@ >~ BIR et
d’un isomorphisme I'(X \ {z}, Ox) = B, ? Si c’est le cas on peut définir
des filtrations de Harder-Narasimhan sur les fibrés vectoriels sur X et
on obtient une équivalence de catégories de Harder-Narasimhan avec la
catégorie construite par Jean-Marc.

En tous cas si la courbe étrange X n’existe pas, la catégorie des fibrés
vectoriels sur celle-ci existe bien! Si la courbe étrange X existe le mot
étrange est faible pour la décrire, il faudrait un terme encore plus fort
qu’étrange, je n’ose pas imaginer une telle monstruosité...

Au moment méme ot Fargues écrivait son message, Fontaine réalisait que ’on pou-
vait parfaitement donner un sens a Spec(By) Hspec®ar) SPec(Be), et donc obtenir
une courbe compléte de cette maniére : si on pose X, = Spec(B,) et X = X, U {oc0}
avec la topologie évidente, il suffit de définir le faisceau Ox par :

I'(U,Ox,) siU C X,

DU, Ox) =
0. 0x) {{beF(UmXe), deghb> 0} siocoeU.

Il s’est ensuite rendu compte que I'on pouvait méme obtenir X comme une courbe
projective : pour construire une courbe projective, il faut une algébre graduée, et
comme B, = B:rris[%]“’:l et ¢©(t) = pt, il y a une algébre graduée naturelle P a
considérer, a savoir,

P = @nen(Bl;)7 ™"

Poser
X =Proj P

définit une « variété projective » d’un genre un peu bizarre puisque son corps des
constantes est Q,, et que le corps résiduel en t = 0 est C, et donc n’est pas de degré
fini sur Q. L’ouvert affine ¢ # 0 n’est autre que Spec B, et donc X est une courbe
puisque B, est principal.

Quand je suis arrivé, on disposait donc de la courbe et d’une description de ses
fibrés. Les soirées suivantes ont été largement consacrées a la courbe et aux propriétés
de B., en particulier aux questions posées par Fontaine dans son courriel « Devoirs
de vacances »

Colmez — Niziok Mardi 08,/09,/2009

[...] Fontaine est surexcité au sujet de B,, et n’arréte pas de trouver
de nouveaux résultats que Fargues s’empresse de traduire en termes de
fibrés vectoriels sur P! (on aboutit & des objets franchement étranges en
regardant Spec B,). [...]
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Une piste que nous avons contemplée pour répondre a ces questions consistait & faire
agir le groupe des automorphismes de C°. Si ce groupe avait eu la bonne idée d’opérer
transitivement sur 1'idéal maximal mgs» de O, alors il aurait opéré transitivement
sur les éléments de (BT, )#=P car un tel élément est de la forme log[l + ], avec
T € mew, et la réponse a la question 1 aurait été “oui”. Notons que, si C” avait le bon
gotit d’étre maximalement complet, alors Aut(C”) opérerait transitivement sur mgs.
Malheureusement, C” n’est pas maximalement complet... Cela suggére qu’il peut étre
profitable de remplacer C' par une cléture maximalement compléte (C? est alors aussi
maximalement complet), car alors Paction de Aut(C”) sur les points de X induit une
bijection |X| 2 Aut(C”)/(Aut(C) x p%).

2. Représentations de G et objets dérivés

Avant de passer aux travaux de Fargues et Fontaine, je vais essayer de décrire les
objets qui sont apparus dans les courriels du chapitre précédent, et la maniére dont
ils sont utilisés pour prouver les conjectures « fa = a » et « dR = pst » de Fontaine.
Disons tout de suite que les preuves de « fa = a » sont relativement directes, alors
que celles de « dR = pst » comportent trois étapes, dont deux utilisent des apports
extérieurs :

e [’étape 1 consiste a faire le chemin inverse de ce que 'on fait pour « fa = a ».

e [’étape 2 traite les objets “isoclines”, et utilise un résultat extérieur : le théoréme
de Sen [51] ou celui de Tsuzuki [55] rappelés ci-dessous (th. 2.4 et 2.44, la théorie des
(¢, T')-modules permet de passer de I'un a l'autre [3, §5.6]).

e [’étape 3 est une récurrence et demande un résultat plus ou moins facile selon le
contexte, disant qu’un objet de Rham, extension d’objets semi-stables, est semi-stable
(ie. Hy = HY).

2.1. Les conjectures

2.1.1. Les anneaux Ejig et ﬁfgg.

« dR = pst » fait intervenir Panneau By = Beis[u], avec u = log[p’]. Mais tous
les objets jouant un role vivent dans des sous-espaces de dimension finie, stables

— L’énoncé originel des conjectures « fa = a » et

par ¢. On peut donc remplacer B et By par les anneaux BT [1] et B [1], o

riglt loglt
B, = Nuen¢™(Acis[3]) et By, = B, [u] : ces anneaux sont plus proches de ceux

B Ep —_ (BTt [11)e=1
utilisés dans les preuves, et on a encore B, = (B}, [$])¥7".

On étend les actions de ¢ et Gx sur E:g[%] A ]A?;fgg[%], et on munit Biog[1] d’un

opérateur N « de monodromie », en posant
o(u) =pu, o(u) =u+loglo(’)/p’], N = —4

Alors Ny = ppN, et Gg commute & ¢ et N.
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igg[%] dans Bgg, prolongeant Iin-

]
p

On fabrique un morphisme G équivariant de B

[1] € Bais C Bar, en envoyant u sur log(21) (la série définissant log([’%)

clusion B 3

rig
o ~
converge car 9([‘%) = 1). Ce morphisme induit une injection K @, B;" [1] < Bgr ;

log[t]
(cf. [26, th.4.2.4]).

2.1.2. Faiblement admissible implique admissible. — Un (p, N)-module filtré sur K
est la donnée de :

e un (¢, N)-module D sur Ky, i.e. un Kyp-espace vectoriel D de dimension finie,
muni d’une action semi-linéaire bijective d’un frobenius ¢ et d’un opérateur N véri-
fiant Ny = ppN,

e une structure de K -module filtré sur D = K ® D, i.e. une filtration décroissante
sur Dx par des sous-K-espaces vectoriels le, pour i € Z, avec Dzk =Dgsii0
et Di =0sii> 0.

Si D est un (¢, N)-module filtré sur K, le rang rg(D) de D est la dimension de D
sur Kg. Si D est de rang 1, on définit le degré deg(D) de D par la formule

deg(D) =tn(D) — tu(D),

ou ty(D) et ty (D) sont définis en choisissant une base e de D sur Ky :
o il existe A € K} tel que p(e) = Xe, et on pose tn(D) = v,(A);
e il existe ¢ € Z, unique, tel que e € D — D}?‘l, et on pose ty (D) = i.
Si D est de rang r > 2, alors det D = A" D est de rang 1, et on définit le degré de
D par

deg(D) = deg(det D) = tn(D) — tu (D),

tn(D) = ty(det(D)), tg(D)=tp(det D)= idimg Dj/Di}".
i€Z
Munie des fonctions rang et degré, la catégorie des (¢, N)-modules filtrés sur K est une

®-catégorie de Harder-Narasimhan. Si on définit la pente u(D) d’un (¢, N)-module
— deg(D)
T oreg(D)
sur tout D, d’une filtration canonique 0 = Dy C Dy C --- C D, = D (la filtration

de Harder-Narasimhan), strictement croissante, telle que D;/D;_1 soit semi-stable
pour tout i = 1,...,r (ce qui signifie que pu(D’) < p(D;/D;_1) pour tout sous-objet
strict D’ de D;/D;_1) et telle que la suite des pentes p(D;/D;_1) soit strictement
décroissante.

Un (¢, N)-module filtré sur K est dit faiblement admissible s’il est semi-stable de
pente 0 (c’est une reformulation [17] de la notion originelle [23]).

filtré non nul D par la formule p(D) € R, cela pour conséquence ’existence,

Si D est un (¢, N)-module filtré sur K, on définit une représentation Vg (D) de

Gk par :
V(D) = Ker[(B,[}] @k, D)¥=¢=" = (Bar ®x Dx)/Fil’] |

et on dit que D est admissible si dimq, V(D) = rg(D).
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Conjecture 2.1. — (« fa = a», |27, conj.5.4.4]) Si D est un (¢, N)-module filtré
sur K, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) D est faiblement admissible.

(ii) D est admissible.

2.1.3. De Rham implique potentiellement semi-stable. — Si V est une représentation

de Gk, on associe & V les invariants

D (V) = (Bl [}]@V)9%, Dpu(V) = lim (B [1]@V)7*, Dar(V) = (Bar@V).
[L:K]<o0

e Dy (V) est un (¢, N)-module sur Ky, de dimension < dim V, et on dit que V est
semi-stable (ou log-cristalline) 8'il y a égalité.

e Dy (V) est un (¢, N)-module sur Qp*, muni d’une action lisse de Gk (I'inertie
agit & travers un quotient fini), de dimension < dim V, et on dit que V est potentiel-
lement semi-stable (ou potentiellement log-cristalline) s'il y a égalité.

e Dyr(V) est un K-module filtré, de dimension < dimV, et on dit que V
est de de Rham s’il y a égalité. Si V est de de Rham et si ¢ est un entier, alors
dim (Dt (V)/Dig‘ (V) est la multiplicité de i comme poids (de Hodge-Tate) de V
et on dit que ¢ est un poids de V si cette multiplicité est non nulle.

On a de plus des injections naturelles

_ Cx
K @5, Dat(V) C (Q, @qu Dpst(V)) ™ € Dar(V)

dont on tire les implications

semi-stable = potentiellement semi-stable = de Rham

Conjecture 2.2. — («dR = pst», [27,0°6.2.2]) SiV est une représentation de G,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) V est de de Rham.

(ii) V' est potentiellement semi-stable.

Remarque 2.3. — Si V est semi-stable, le (¢, N)-module Dg (V) est filtré sur K
grace & l'isomorphisme K ®k, Dg(V) = Dar(V), et le (¢, N)-module filtré ainsi
obtenu est admissible. De plus, V' est naturellement isomorphe & V(D (V)).

Si D est un (g, N)-module filtré admissible, alors Vg (D) est semi-stable et D est
naturellement isomorphe a Dg; (Vg (V).

Les conjectures « fa = a » et « dR = pst » fournissent donc une description com-
pléte de la catégorie des représentations de de Rham, en termes d’objets provenant
de I’algébre semi-linéaire.

Un des premiers résultats relatifs & cette conjecture est la traduction suivante d’un
théoréme de Sen [51] :

Théoréeme 2.4. — SiV est une représentation de G, les conditions suivantes sont
équivalentes :
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(i) V est de de Rham, a poids de Hodge- Tate tous nuls (i.e. Bl @V = (Bjz)4™ V).
(ii) L’inertie agit & travers un quotient fini.
Elles impliquent V' potentiellernent non ramifiée (et potentiellement semi-stable).

2.2. Le lemme fondamental

2.2.1. Le corps €. — Soient Oc{T} le complété p-adique de la cloture intégrale de

Oc{T} dans une cloture algébrique de son corps des fractions, et C{T'} = ﬁC{T}[%].

On muni C{T} de la norme spectrale, ce qui en fait une algébre de Banach. L’espace

Spm(C{T}) est un revétement profini de la boule unité fermée, et on voit les éléments
de C/’t{\ﬁ comme des fonctions multivaluées sur la boule unité.

On fixe 0 € Spm(C/’—{\ﬂ) au-dessus de 0. On appelle correspondance analytique
additive de rang fini, un élément f de C/*—{\T/} tel que :

e £(0) =0 (et donc 0 € {f(0)})
o {f(x+y)}—{f(@)} —{f(y)} est 1) inclus dans un Z,-module de rang fini ne
dépendant pas de x et y.

Le graphe TG de f, ensemble des (z,y) € C* avec y € {f(z)}, est alors un sous-
Z,-module de C?, ce qui permet de Q,-linéariser la situation et de définir une corres-
pondance Q,-linéaire sur C, encore notée f, dont le graphe I'; est le sous-Q,-espace
vectoriel de C? engendré par F(}. On appelle correspondance analytique Qy-linéaire
de rang fini une correspondance sur C? obtenue de cette maniére, et on note € ’en-
semble de ces correspondances. On voit f € € comme une fonction multivaluée sur C,
et on définit le rang de f comme la dimension du Q,-espace vectoriel :

U ={f(0)}.

Les correspondances de rang 0 sont les f., avec f. = ¢T', pour ¢ € C.
On alors les résultats suivants ([12, chap. 5|, en particulier les §§5.5, 5.6, 5.7, et
[12, chap. 9], en particulier le th. 9.5).

Théoréme 2.5. — Si f € € — {0}, alors f est surjective 19 et
Vi={zel 0e{f(x)}}
est un Qp-espace vectoriel de dimension le rang de f.
Sif,ge €, ilexiste f+g€ et f-g€F, uniques, telles que, pour tout = € C,
{(f+9) @)} c{f(@)}+{g(x)} et {(f-9(x))}C f({g(x)}).
Théoréme 2.6. — (i) Muni des lois + et - ci-dessus, € est un corps de centre Q.

(ii) ¢ — f. identifie C' & un sous-corps commutatif maximal de €.

15. Si X, Y C C, on note X +Y l'ensemble des x +y, avecz € X et y € Y.
16. Siy € C, il existe z € C tel que y € {f(x)}.
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(i) St g est Uinverse de f, alors Ty est le transposé de T'y (ie., I'y =
{(y,x), (z,y) €T¢}), et f et g ont méme rang.

Remarque 2.7. — On a une surjection 6 : (ﬁxg(é‘{\T/}))*D:p — C/’{T\/} SiceC,

—_—~—

alors ¢T' a un unique relévement ¢I' dans (]~3Ig(C{T}))¢:p tel que C/T(()) = 0; on
choisit aussi un relévement ¢ de c.
Soit Tr : €' ®q, C — C définie par Tr(a ® ) = af. Si A = ), o; ® f; vérifie

Tr(A) = 0, alors 3, B; o T € (Exg(g'{\ﬂ))“":pz, est divisible par ¢, et :
fa=0(""> BiaiT) €.

Le « lemme fondamental » auquel il est fait allusion dans les courriels de Fontaine est
le th. 2.5 appliqué & un élément de € de la forme f4. (En fait (th. 2.8), tout élément
de @ est de cette forme, a addition prés de f. avec ¢ € C.)

Théoréme 2.8. — Tout élément f de € s’écrit sous la forme f = f.+ fa, et si on
définit 6(f) € C ®q, C par 6(f) = A, alors 6(f) ne dépend pas de I’écriture de f, et
on a la suite exacte

05C— ¢ —>Caq,C—=C —0.

2.2.2. Représentations voisines. — Soit V; une représentation de dimension finie de
Gy ; soit My = BXR ® Vi, et soit Ms un sous BjR—module de Bgr ® V4, stable
par Gk, tel que (M + Ms)/M; et (M; + Ms)/Ms soient des C-espaces vectoriels de
dimension 1. Siey, ..., eq est une base de V; sur Q,, il existe donc (a1, ..., aq) € C%et
(61, - ,,Bd) e C9 tels que (M1+M2)/M1 = C’t‘l(a161—|—~ . -+ozded), et (MlﬂMg)/tM1
est le sous espace de C ® Vi des x1eq + - - - + xgeq d’équation f1xy + -+ - + Bgrg = 0
(en particulier Sy + -+ - + Bgag = 0).

Soit X = (B, ® Vi) N (M; + Ms), et soit u; : X — (My + Ms)/M; Papplication
naturelle. On déduit de la suite exacte fondamentale que ’on a une suite exacte

0—)V1—>X—>(M2+M1)/M1—>O,

et des th. 2.5 et 2.8, que :

Proposition 2.9. — (i) Si f1 @ a1 + -+ B4 @ aq # 0 dans C ®Rq, C, alors uy est
surjective et Kerus est une représentation Vo de G, de dimension d.

(i) Si 1 ®@ar + -+ Ba ® ag = 0, alors dimg,(Imuy) < d et Kerug est de
dimension infinie sur Q,.
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Remarque 2.10. — Supposons que lon est dans le cas (i), ce qui est automa-
tique 1) si V4 est irréductible.
(i) On a des isomorphismes

B.®Vo=B.®@Vi, Bar®Vo=Baqr®Vi, Blz®Vi=M, sii=1,2.

On en déduit en particulier que « V5 de Rham » < « V5 de Rham ».

(ii) Si Vi = Vg (D,Fily), alors M; = Fil?(BdR ®K Dk) si i = 1,2, ou Fily est
une filtration sur Dy voisine ™® de Fil;. On en déduit que, si Fil; et Fil, sont deux
filtrations voisines de D, alors « (D, Fily) admissible » < « (D, Fily) admissible ».

2.2.8. Un critere d’égalité de sous-catégories. — Les démonstrations des conjectures
«fa = a» et « dR = pst » reposant sur le lemme fondamental [14, 30] utilisent, de
maniére implicite, le critére suivant d’égalité de sous-catégories.

On se donne une catégorie 7 dans laquelle les notions de dimension et suite exacte
ont un sens, que l'on suppose munie d’une relation de voisinage (symétrique). On
suppose que l'on dispose de sous-catégories 7' D 7" de . vérifiant :

(0) Les objets de .7’ (et donc aussi ceux de 7") sont de dimension finie.

(1) Si T € 7 est de dimension 1, alors « T € I' = T € T" ».

(2) Si Ty et Ty sont voisins dans .7, alors :

a) si T} et Ty sont de dimension finie, alors T}y € " & Ty, € T,
b) Ty irréductible dans 7' = Ty € J.

(3)Si0— Ty - T — Ty — 0 est exacte dans T/, et si T1,To € T", alors T € T

(4) Si T € 7', 1l existe une chaine T = Ty, T, ..., T, d’éléments de T telle que
T;11 soit voisin de T} pour tout 4, et T, € J".

Alors " = 7.

(La preuve se fait par récurrence sur la dimension, et ne pose pas de probléme.)

2.2.4. La conjecture « fa = a ». — On peut appliquer le critére ci-dessus en prenant
pour  la catégorie des (¢, N)-modules filtrés avec la relation de voisinage sur les
filtrations, et pour 7' et 7" les sous-catégories des objets faiblement admissibles et
admissibles. Tous les énoncés sont relativement élémentaires [14] a part le (2a) qui

17. La C-droite engendrée par @ = aje; + - - - + ageq est stable par Gi. Soit W C Vi minimal, tel
que @ € C® W. Si W est de dimension 7, et si f1,..., fg est une base de V telle que fi,..., fr soit
une base de W sur Qp, onaa =af fi+---+aj.fr, ot &,..., ] sont linéairement indépendants sur
Qp, par minimalité de W. Si o(f;) = >_; a;,if;, avec aj,; € Qp, on a o(a) = 32,(3, ajio(al))fj,
et comme la C-droite engendrée par o est stable par G, cela implique >, aj 0 =0sij > r+1,
et donc aj; =0 sij > r+ 1, puisque les o sont linéairement indépendants sur Q. Autrement dit,
W est stable par Gk, et si V1 est irréductible, cela implique que r = d et donc que ayq, ..., a4 sont
linéairement indépendants sur Qp. Il en résulte que f1 @ a1 + -+ + B4 @ ag # 0.

18. Cela signifie que 3,5 dimg (Filj + Fil})/(Fil] N Fil}) = 2. L’application qui & une filtration
Fily sur Dk associe My = Filg(BdR ®k Dg) induit une bijection de I’ensemble des filtrations de
D voisines de Fily sur celui des BIR-résaux Mz de Bar ® Vi = Bar ®k Dk, stables par G, tels
que (M1 + M)/M; et (M1 + Ma)/M> soient des C-espaces de dimension 1.
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résulte du (ii) de la rem. 2.10 et le (4) sur Pexistence d’une chaine aboutissant a une
filtration admissible. Mais la relation de voisinage permet d’augmenter de 1 un des
poids de la filtration et de diminuer de 1 un autre, ce qui permet, en un nombre fini
d’étapes d’arriver a une filtration dont tous les poids sont de la forme k£ ou k+ 1, avec
k € Z, et on peut de plus s’arranger pour que la filtration soit définie sur Ky auquel
cas les résultats de [31] impliquent que cette filtration est admissible.

2.2.5. La conjecture « dR = pst ». — On peut aussi essayer d’appliquer le critére en
prenant pour 7 la catégorie des Qp-espaces de Banach munis d’une action continue
de G, avec la relation de voisinage : « X; voisin de X5 » s'il existe une représentation
de dimension finie V de Gk et des B(TR—réseaux My, My de Bgr ® V, avec (M7 +
Ms)/M; de dimension 1 sur C, si i = 1,2, tels que X; = (B,®V)NM,. On prend alors
pour 7" et 7" les sous-catégories des représentations de de Rham et potentiellement
semi-stables respectivement.

(1) est alors immédiat, (2a) suit du (i) de la rem. 2.10, (2b) du (i) de la prop. 2.9,
(3) est un résultat du type H) = HJ, pour lequel on peut référer a [36] ou [46,
prop. 1.24] si kg est fini, et & [2, th. VI.2] dans le cas général. Le probléme principal
est de construire une chaine reliant une représentation de de Rham quelconque a
une représentation potentiellement semi-stable. Comme le seul résultat général dont
on dispose est le th. 2.4 dont une conséquence est qu’une représentation dont tous
les poids de Hodge-Tate sont égaux est potentiellement semi-stable, on cherche a se
ramener A ce cas, mais ce n’est pas possible si la somme des poids t5 (V) n’est pas
divisible par dim V' puisque ¢ (V') ne change pas par voisinage.

Pour résoudre ce probléme [30], on utilise le fait que V' est de Rham (resp. poten-
tiellement semi-stable) si et seulement si Q,» ® V' I'est. Maintenant, si h est multiple
de d = dimV, on peut tordre Q,« ® V par une puissance du caractére de Lubin-Tate
associé a (Qypa,p) pour obtenir une Q,q«-représentation vérifiant ¢t = 0. Comme ce
caractére de Lubin-Tate est cristallin, la torsion par ses puissances n’altére pas les
propriétés “de Rham” ou “potentiellement semi-stable”. On est donc amené a rempla-
cer .7 par la limite inductive des Q,» ® .7 (et pareil pour .7 et .7"), la limite étant
prises pour les fleches V' — Q,» QQ,n V si h| k. (On demande alors que les réseaux
de Bqr ® V utilisés pour la relation de voisinage soient stables par I'action de Q,n.)

2.3. Les Espaces de Banach de Dimension finie. — La théorie des Espaces
de Banach de Dimension finie a été modelée sur celle des presque C-resprésentations
exposée au § 2.4. Elle correspond en gros a faire de I’algébre linéaire sur le corps €
du th. 2.6. La démonstration de « fa = a» qui en résulte (cf. n°2.3.1) est celle que
Fontaine avait en vue quand il a développée la théorie des presque C-resprésentations,
celle de « dR = pst » (cf. n°2.4) a été inspirée par les travaux de Berger [3] et
Kedlaya [37].
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Une algebre sympathique A est une algébre de Banach p-adique munie de la norme
spectrale, telle que x — 2P soit surjective sur {z, |z — 1| < 1} (une telle algébre est,
en particulier, perfectoide). Un Espace de Banach W est un foncteur A — W(A) de la
catégorie des algébres sympathiques dans celle des espaces de Banach p-adiques. Des
exemples triviaux sont :

e les espaces V' de dimension finie sur Q,, (foncteur A — V, pour tout A),

e les espaces affines V¥, avec d € N (foncteur A — A?, pour tout A).

Un exemple moins trivial (et fondamental) est celui du Graphe Gy C V? d’un
élément f de € : si A est une algébre sympathique, alors G;(A) est 'ensemble des
(A1, A2) € A? tels que (s(A1),s(\2)) € Ty, pour tout s : A — C. Les deux projections
naturelles de V2 sur V! induisent des suites exactes [12, cor.6.9] :

0-U; =Gy —V =0, 0=V, =Gy =V -0,

ot Uy et Vy sont les Q,-espaces de dimension le rang de f apparaissant dans le th. 2.5.

Un Espace de Banach est de Dimension finie si « il est égal 4 V¢ 4 un Q,-espace
de dimension finie prés ». Plus formellement, on dit qu’une suite 0 - W; — W —
Wy — 0 est exacte, si 0 = Wi (A) — W(A) = Wy(A) — 0 est exacte pour toute
algébre sympathique A, et on dit que W est de Dimension finie s’il existe d € N, des
espaces Vi,V de dimension finie sur Q,, et des suites exactes

0-Vi=Y=Vis0, 0-Va—=Y W0,

de sorte que W est obtenu & partir de V¢ en « rajoutant V; et quotientant par V5 ».
Une telle description s’appelle une présentation de W.

Remarque 2.11. — La définition ci-dessus est la définition originelle [12]. Un point
de vue plus naturel [29, 48, 49, 50, FF| (ou [18], dans un contexte proche) consiste
a isoler les objets effectifs (ceux de la forme 0 — V3 — W — V< — 0, sans passage
au quotient), qui peuvent se définir comme des variétés « analytiques » — réunion de
spectres d’algébres de Banach (non noethériennes) — munies d’une structure de groupe
analytique. On définit un objet général comme le quotient d’un effectif par un Q,-
espace de dimension finie. Le cadre naturel pour considérer de tels quotients est celui
des diamants [54, 22], et les Espaces de Banach de Dimension finie en fournissent des
exemples non triviaux [54, 44].

Théoréme 2.12. — (i) St W est un Espace de Banach de Dimension finie,
DimW = (dim W, ht W),  avec dimW = d et ht W = dimq, Vi — dimq, V2,

ne dépend que de W et pas de la présentation.
(ii) Si f : Wy — Wy est un morphisme d’Espaces de Banach de Dimension finie,
alors Ker f, Im f et Coker f sont des Espaces de Banach de Dimension finie, et :

DimW; = DimKer f + DimIm f et Dim Wy = Dim Coker f + Dim Im f.
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(iii) Si dimW = 0, alors ht W > 0.
(iv) Si W est une extension successive de V1, et si W' est un sous-Espace de
dimension finie de W, alors ht W' > 0.

Remarque 2.13. — On a W = 0 si et seulement si W(C') = 0. 1l en résulte, grace
a lexistence de noyaux et conoyaux que f : W; — W, est un isomorphisme si et
seulement si fo : Wy(C) — Wy (C) est un isomorphisme. Autrement dit, W est
déterminé par W(C), ce qui permet de penser & W comme étant 'espace de Banach
W(C) auquel on a ajouté des structures « analytiques » supplémentaires. En général,
c’est espace W(C) qui nous intéresse, mais sans ces structures supplémentaires, il
serait impossible de parler de sa Dimension.

Remarque 2.14. — Le corps € peut se voir comme ’anneau des endomorphismes de
la limite projective des V! /V, ot V décrit les sous-Q,-espaces vectoriels de dimension
finie de C' = V!(C). Que ¥ soit un corps est une traduction de ce que cet objet est
un objet simple (on a quotienté par tout ce qui était possible!).

2.3.1. La conjecture « fa = a ». — Soit D un (¢, N)-module filtré sur K, de rang
h. Si r € N, on pose
XL(D) = ("B}

he @, D)N=2=1 et Xar(D) = (t7"Bj; @k Di)/Fil’.
Alors X, (D) et Xqr (D) sont les C-points d’Espaces de Banach de Dimension finie
X%(D) et Xqr(D), et on a ([12, prop. 10.1 et 10.7]) :

Dim X[, (D) = Z (r —ri, 1), ou les r; sont les pentes de ¢, avec multiplicité,

ri<r

Dim X}z (D) = (r dimg Dg — le dimg Dig, 0)

En particulier, si r(D) est le plus petit entier r vérifiant D}}H =0 et r; <7 pour tout
r;, et sir > r(D), alors

Dim X", (D) = (rh — ty(D),h) et DimXig(D) = (rh — tg(D),0).

L’application naturelle X7 (D) — XJi(D) (induite par I'inclusion ]~31Jgg — Blp)
s’étend en un morphisme X7, (D) — Xgr(D) d’Espaces de Banach. Par ailleurs, si
r > r(D), alors Vg (D) est le noyau de X[ (D) — X}i(D). On déduit alors du
th. 2.12, le résultat suivant.

Proposition 2.15. — Sity(D) =tn(D), sont équivalents :
(i) Va(D) est de dimension finie sur Q,.
(i) X5 (D) = Xir(D) est surjective pour r = r(D).
(it") XL (D) — XJr(D) est surjective pour tout r > r(D).
De plus, ces énoncés impliquent :
(iii) D est faiblement admissible.
(iv) dimq, V(D) = rg D.
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Comme on sait que « D faiblement admissible » implique que V(D) est de di-
mension finie sur Q,, avec égalité si et seulement si D est admissible (en fait, on
montre que Vg (D) = Vg (D'), ou D’ est le plus grand sous-objet admissible de D,
cf. [14, prop. 4.5] ou [12, prop. 11.11]), cette proposition permet d’en déduire que « D
faiblement admissible » implique « D est admissible ».

2.3.2. La conjecture « dR = pst ». — La théorie des Espaces de Banach de Dimen-
sion finie peut étre utilisée pour démontrer le résultat ci-dessous (la preuve est trop
combinatoire — le probléme est qu’il n’y a pas moyen de prédire a I’avance quel h va
marcher — pour étre résumée ici).

Théoréme 2.16. — ([13, prop. 0.3]) Soit M un sous-Bj-réseau de (BIz)? et soit

M, = {z € (B, ¢"(x) € M, Vn € Z}.

rig

Alors J\ZJ{g est un ﬁjig-module libre de rang d, et posséde une base ey, . .., eq vérifiant :
o il existe h € N et a; < --- < ag € N, tels que " (e;) = p*e;, pour tout i,
o ©(e1),...,¢0"(eq) est une base de M sur Bl pour tout n € Z.

On utilise ce résultat de la maniére suivante pour démontrer « dR = pst ». Soit V'
une représentation de de Rham a poids de Hodge-Tate < 0 (on peut s’y ramener en
tordant par une puissance convenable du caractére cyclotomique). Soit

Nig(V) = Big @x Dar(V).

Cest un sous-Bj;-réseau de Bl ® V, isomorphe & (Bj;)? en tant que G g-module.
Soit N;Eg(V) le sous-G g-module de B:gg ® V défini par :

NIg(V) ={ze B;Eg ®V, VneZ, o "(x) e Njx(V)}.
Le th. 2.16, appliqué a M = N1 (V) (aprés avoir identifié Bjz @V a (B1z)?), fournit
une base e, ...,eq de ng(V) sur qug vérifiant " (e;) = pie;, si 1 < i <d.

Si tous les a; sont égaux & un méme a, alors W = Qne; - - -DQ,neq est 'ensemble
des x € N;ﬁg(V) vérifiant " (z) = p®x; c’est donc un Q,n-espace de dimension d
stable par G . Par ailleurs, Bl ®q, W est le sous-Bjz-module de (N} (V)) engendré
par les (0,...,0,¢7(e;),0,...,0), pour 0 < j < h—1,1<i<d,le ¢(e;) étant en
j + 1-iéme position. Comme les ¢’ (e;), pour 1 < i < d, forment une base de N (V)
pour tout j, et comme NIR(V) est un BIR [G k]-module trivial, on en déduit que W
est une représentation de de Rham dont tous les poids de Hodge-Tate sont nuls. Il
existe donc, d’aprés le th. 2.4, une extension finie L; de K telle que l'inertie de G,
agisse trivialement.

Dans le cas général, on démontre, par récurrence sur le nombre de a; différents,
en utilisant la prop. 2.17 ci-dessous, qu'’il existe une extension finie L de K et des
a;j € (ﬁ[‘(‘)g)‘f’thaﬁa" , tels que f; = ei+23;11 ; je; soit fixe par Uinertie de G, Cela
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prouve que la restriction de V' & G, est semi-stable, et donc que V' est potentiellement

semi-stable, puisque les f; sont des éléments de Bf oV.

log

Proposition 2.17. — ([13, prop. 0.4]) Soit o — ¢, un 1-cocyle continu sur Gg, &
valeurs dans (Bigg)“’h:pa, et tel que o — N¥(o™"(c,)) soit un cobord dans B, pour
tous k € N et n € Z. Alors il existe ¢ € (Bltg)"’tha, tel que c; = (0 — 1) - ¢, pour
tout o € Gg.

2.8.8. B, est principal. — Pour déduire le fait que B, est principal de la théorie
des Espaces de Banach, on a besoin, en plus du lemme fondamental (rem. 2.7), du
résultat suivant (qui intervient aussi dans la preuve du th. 2.16).

Proposition 2.18. — SiW est un sous-Espace de Banach de (IB%;R)‘Z, de Dimension
finie, et si Bl - W(C) désigne le sous-Bl;-module de (BJ3)? engendré par W(C),
alors ht(W) > Igp (Big - W(C)). En particulier, Bj ne contient pas de V*.

Sim € N, soient U, = (Exg)“’:pm et B,, = B(}LR/tm, Alors U, et B,, sont les C-
points d’Espace de Banach U,, et B,,,, de Dimensions (m, 1) et (m, 0), et application
naturelle U,,, = B,,, est surjective, de noyau Q,t™.

L’anneau B, est presque euclidien : si a € B, et si b € B, est non nul, il existe
q,7 € B, avec degr < degb et a =bg+ r. Si dega < degb, on prend ¢ =0 et r = a.
Si dega — degb = k > 1, on choisit un relévement gy dans Uj, de I'image de t*(a/b)
dans B(J;R/thjpL7 et on pose ¢ = f—fj et 7 = a—bq. Alors tF+dr € Uy 4 et a une image
nulle dans t*B1;, et donc t*+9r € U, et degr < d.

Soit I un idéal non nul de B, et soit a € I de degré minimal d. On veut prouver
que a est un générateur de I, et donc que tout b € I est un multiple de a. Quitte
A retirer & b un multiple de a comme ci-dessus, on peut supposer que degb = dega.
Soient ag = t%a et by = t% de telle sorte que ag, by € Uy. Il y a, a priori, deux cas :

o Si 0(ag) et O(by) sont colinéaires sur Q,, il existe u,v € Q,, non tous deux nuls,
tels que O(uag + vbg) = 0, ce qui implique que uag +vby = tb’, avec b’ € Uy_1, et donc
que I contient t! %y’ qui est de degré < d et donc nul par minimalité de a. Il s’ensuit
que b est un multiple de a.

o Sif(ap) et O(bo) ne sont pas colinéaires sur Q,, la correspondance f,, », n’est pas
nulle, et il résulte du lemme fondamental (cf. rem. 2.7), que (u,v) — agu — bov est
une surjection de Uy x U; sur BjR / tQB:{R dont le noyau V' est un Q,-espace vectoriel
de dimension 2. Par ailleurs, il existe (ug,v9) € V tel que agug — bovg # 0, sinon
application (u,v) — agu — bov se factoriserait & travers (U; x Up)/V = B, /t*Big
et on aurait une injection d’Espaces de Banach de t]BjR / t2IB§R =~ V!dans Ugy; C Bng
ce qui n’est pas possible (prop 2.18). On a donc construit un élément ¥%a — $%b de I,
de degré < d, contrairement & '’hypothése, et donc ce cas n’est pas possible.
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Remarque 2.19. — Notons Py = t~%U, Vensemble des éléments de degré < d de B..
Soient a,b € B, premiers entre eux, de degrés n et m respectivement, et g, ’ap-
plication (x,y) — ax + by. Alors g : Ppm & P, — Pt est surjective de noyau
Q, - (—b,a) (comme pour les polyndmes), mais gop : Pm—1 ® Pr—1 — Ppim—1 n'est
pas surjective (contrairement au cas des polyndmes). (Si gqs(z,y) = 0, alors b di-
vise x, et donc x = bu et y = —au, avec u de degré 0 dans le premier cas et —1 dans
le second ; il s’ensuit que le noyau est Q, - (—b,a) dans le premier cas, et 0 dans le
second. Pour étudier la surjectivité, on passe aux Espaces de Banach associés et on
regarde les Dimensions : Py est de Dimension (d,1).)

2.4. Les presque (C-représentations. — Soient K une extension finie de Q, et
C' = C,. La theéorie des presque C-représentations [29] de G a été développée par
Fontaine dans son cours & 'IHP, pendant le semestre p-adique, en 1997, avec pour but
une preuve de « fa = a» selon les lignes esquissées au n° 2.3.1 (cf. rem. 2.27). Elle était
conditionnelle au th. 2.25 ci-dessous, dont la preuve utilise la prop. 2.9, conséquence
du lemme fondamental (th. 2.5). Elle présente de grandes similarités avec celle des
Espaces de Banach de dimension finie, ce qui s’explique, a posteriori, par le fait que la
catégorie des presque C-représentations se plonge dans celle des Espaces de Banach
de Dimension finie.
Un joli 1) résultat & la base de la théorie est le suivant [28, prop. 6.2] ou [34] :

Théoréme 2.20. — Si A : C — C est Qp-linéaire continue, et commute & l’action
de Galois, alors il existe ¢ € K tel que A(x) = cx, pour tout x € C.

Combiné avec la classification des C-représentations en termes de 'opérateur de
Sen [52], ce résultat permet de prouver [28, th.6.1] que beaucoup d’information est
encodée dans 'action de G :

Théoréme 2.21. — Si Wy, Wy sont deux C-représentations de G, toute applica-
tion Qyp-linéaire continue, Gk -équivariante, de Wy dans Wa, est C-linéaire.

Une presque-C représentation W est un Q,-banach muni d’une action continue de
G tel qu’il existe une C-représentation W’ de Gk (i.e. un C-espace de dimension
finie, muni d’une action semi-linéaire de Gk ) et V! C W/, V. C W des Q,-espaces
vectoriels de dimension finie stables par Gk, tels que W/V = W’'/V' en tant que
représentations de ¢ . On a donc des suites exactes :

0=V =W W'V -0, 0=V ->W—=W/V =0,

de telle sorte que W est obtenu & partir de W’ « en quotientant par V' et en rajou-
tant V' ». Une telle description s’appelle une présentation de W.

19. Ce résultat est frappant car il devient archi-faux si on remplace C par Q,,.
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Théoréme 2.22. — (|29, th.5.1])
(i) Si W est une presque-C-représentation,

Dim W = (dim W, ht W), avec dim W = dim¢ W' et ht(W) = dimq, V — dimq, V',

ne dépend que de W et pas de la présentation.
(ii) Si f : W1 — Wy est un morphisme de presque-C-représentations, alors Ker f,
Im f et Coker f sont des presque-C-représentations, et :

Dim W; = DimKer f + DimIm f et Dim W5 = Dim Coker f + Dim Im f.

Ezemple 2.23. — (i) U = (ﬁig)“’:p est une presque-C-représentation de Dimen-
sion (1,1) puisque U/Q,t = C.

(ii) Bo = BIz/t? est une presque-C-représentation de Dimension (2,0) : si
V = Qut & Qpa, avec a = log[l erb], alors V' est une sous-Q,-représentation de
dimension 2 de U, et P'application U ® V — By envoyant u ® v sur uv (mod t?)
réalise By comme le quotient de la presque-C-représentation U ® V', de Dimension
(2,2), par la Q,-représentation de dimension 2 engendrée par tQt et t @ a—a .

Remarque 2.24. — (i) Que ht(W) ne dépende pas des choix peut se démontrer en
utilisant les calculs de cohomologie galoisienne de Tate : les groupes H* (G, W) sont
de dimension finie sur Q,, nuls si i > 2, et

dimq, H*(Gk,W) — dimq, H' (Gx, W) + dimq, H*(Gx, W) = —[K : Q,|ht(W).

Bizarrement, il est beaucoup plus difficile de prouver que dim W ne dépend pas du
choix de la présentation.

(ii) De maniére surprenante, on peut imposer & W' d’étre la représentation triviale
C? dans la définition de presque C-représentation (cf. [29], corollaire du th. 5.13,
p.355), ce qui donne une définition complétement analogue a celle des Espaces de
Banach de Dimension finie.

Théoréme 2.25. — (|29, th.4.1]) Soit V' une Q,-représentation de Gk de dimen-
sion h, et soit E une extension de C par'V. Soit f : E — C, continue, G équivariant,
telle que f(E) # f(V). Alors f est surjective et Ker f est une Q,-représentation de
Gk de dimension h.

Démonstration. — Si V est une Q,-représentation de G, et si a € (C ® V(—1))9x,
on peut considérer 'image inverse F, de C' - « dans U(—1) ® V qui vit dans la suite
exacte 0 > tV(-1) = U@V (-1) - C®V(-1) = 0. Alors E, est une extension de
C par tV(—1) =V, et le point crucial est de prouver que toute extension de C' par V
est de ce type; cela se fait par des calculs de dimensions de groupes de cohomologie
galoisienne (ce qui impose de travailler avec une extension finie de Q,) du genre de
ceux de la prop. 2.28 ci-dessous.

Maintenant, soit 3 : V — C, un morphisme G g-équivariant, i.e. 3 € (C ® V*)9x.
Fixons une base ey, ..., e, de V et notons e7, . . ., e} la base de V* duale; on peut écrire
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B sous la forme fref + - - -+ frej et a sous la forme ajer(—1) +-- - + apen(—1), avec
i, Bi € C. Alors u =Y. (Bief ® ae;) € (C ® End(V)(—1))%%, et donc la trace de u
appartient & C(—1)9% = 0; on en déduit que Y, B;c; = 0. Ceci permet, en choisissant
des relévements Bl des B; dans U, et en voyant F,, comme un sous-espace de UV (—1)
(c’est Vespace de x1e1 + -+ + cpep, tels que (0(xy),...,0(xp)) € C - (a1,...,ap)), de
définir fg : Eo — C, par fg(d ,_, wie;) = 9(% > lel) Alors la restriction de
fa & V n’est autre que 3, et on a construit une section de 0 — Homg, (C,C) —
Homg, (Eq,C) — Homg, (V, C). Tout morphisme G g-équivariant de F, dans C est
donc de la forme étudiée dans la prop. 2.9. Le résultat s’en déduit. O

Remarque 2.26. — (i) Comme U est l'espace des C-points d’un Espace de Banach
de Dimension finie, 'extension F, construite dans la preuve du th. 2.25 est aussi 'es-
pace des C-points d'un Espace de Banach de Dimension finie. Le fait que toute exten-
sion de C' par une représentation finie est de la forme E, implique que toute presque
C-représentation peut « s’analytifier » : la catégorie des presque C-représentations
peut se plonger dans celle des Espaces de Banach de Dimension finie.

(ii) Soit Zk l'anneau des endomorphismes de la limite projective des C/V, ou V
décrit les sous-Q,-espaces de dimension finie et stables par G . Alors Z est un corps

et on a une suite exacte (20)

0= K= Pk = (C®0)° - K =0,
qui est la suite obtenue en prenant les G g-invariants 1) de la suite du th. 2.8.

Remarque 2.27. — La catégorie des presque-C-représentations contient celle des
BIR—représentations (i.e. des B:{R—modules de longueur finie, munis d’une action semi-
lindire continue de Gg), cf. [29, th.5.13]. Elle contient donc aussi celle des presque
BIR-représentations. En particulier, si D est un (¢, N)-module filtré sur K, les espaces
X5 (D) et Xqr(D) introduits au n°2.3.1 sont des presque-C-représentations dont la
Dimension est la méme que celle de I’Espace de Banach correspondant. On peut donc

20. Fontaine utilise (C ® Cy)“K au lieu de (C ® C)9K, ot Cy est la réunion de toutes les sous-
représentations de dimension finie de G contenues dans C, mais les deux espaces sont égaux. En
effet, soit z=>_1" ; \; ® z; € (C ® C)¥K. Quitte a changer d’écriture, on peut supposer que les \;
forment une base de ¢ N (QpA1 + - -+ + QpAd), ce qui permet de compléter A1, ..., A, en une base
de Banach (Aj);>1 de C sur Q. Alors tout élément de C' (resp. de C@)C’) peut s’écrire, de maniére
unique, sous la forme Y.<, a;A; (resp. > .51 A ® x;), avec a; € Qp, (resp. z; € C) et az,x; — 0
quand i — +oo. En particulier, on peut écrire o(A;) sous la forme 2_j>109;A; et o(2) sous la forme
251 ® (r, agja(zi)). L’invariance de z par Gk entraine alors que ; = > i ; af jo(w;), et
donc J’l(xj) =>", agjxi. On en déduit que le Qp-espace engendré par les x; est stable par G,
ce qui permet de conclure.

21. On peut munir ¥ d’une action de Gx par la formule f& = f — f(0), ot & est n’importe
quel relévement de o dans Autcont (C/{\T/}/K{X}) sona {f%(x)} =a(f{o~(z)})), ce qui permet
de montrer que, si f est une correspondance analytique additive, alors f? aussi et que f° ne dépend
pas du choix de &.
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prouver « fa = a », via la théorie des presque-C-représentations, de la méme maniére
que via celle des Espaces de Banach de Dimension finie.

Terminons ce paragraphe par un résultat général sur les extensions de presque C-
représentations ; des cas particuliers de cet énoncé sont présents dans la preuve du
th. 2.25.

Proposition 2.28. — (Fontaine) Soient X, Y des presque C-représentations de G .
(i) Les Ext'(X,Y) sont des Qp-espaces de dimension finie, nuls si i > 2, et

> " dimg, Ext’(X,Y) = —[K : QuJht(X)ht(Y).
=0

(ii) Ext’(X,Y) et Ext> (Y, X (1)) sont en dualité.

Remarque 2.29. — Si X est une variété algébrique propre et lisse sur K, les groupes
de cohomologie syntomique Héyn(X ,7) de X sont les C-points d’Espaces de Banach
de Dimension finie [15, 47]. Si X est définie sur K, alors ce sont en plus des presque-
C-représentations.

2.5. Les (¢,I')-modules sur ’anneau de Robba. — L’équivalence de catégories
de Fontaine [25] et le théoréme de surconvergence [9] permettent de traduire les
problémes concernant les représentations de Gi en termes de (¢,I')-modules. Les
démonstrations de « fa = a» et « dR = pst » obtenues par cette voie résultent d’une
interaction entre les travaux de Berger [3, 4, 5] et de Kedlaya [37, 38, 39]. Juste aprés
sa these, Berger [3] a réalisé que I'on pouvait utiliser les bonnes propriétés de anneau
de Robba pour modifier un (p,T')-module en un nombre infini de points et réduire
«dR = pst » a la conjecture de Crew [16] sur les équations différentielles p-adiques.
Cela semble avoir donné I'impulsion nécessaire pour la preuve de cette conjecture
puisque, peu aprés, trois preuves (par André [1], Mebkhout [45] et Kedlaya [37]) ont
vu le jour (cf. [11] pour un résumé de ces travaux). Un des apports de Kedlaya est
I’existence d’une filtration canonique sur un ¢-module sur 'anneau de Robba.

Quelques années plus tard, Berger [4] a réalisé que sa technique de modification de
(¢, T')-modules, mélangée avec les propriétés de la filtration de Kedlaya, permettait
d’obtenir une preuve trés élégante de « fa = a ». Cette technique a été reprise par
Kisin [41] dans le cadre des « modules de Breuil-Kisin » pour fabriquer encore une
preuve de « fa = a». Kedlaya [38, 39] a ensuite rendu plus naturels un certain
nombre des ingrédients précédents en interprétant, inspiré par un travail de Hartl et
Pink [35], sa filtration comme une filtration de Harder-Narasimhan sur la catégorie
des p-modules sur I’anneau de Robba.



24 PIERRE COLMEZ

2.5.1. L’anneau de Robba. — Si I est un intervalle de ]0, +oc], on note & 'anneau
des fonctions holomorphes sur la couronne C(I) = {v,(T) € I} (cette couronne est un
disque fermé si 400 € I et un disque épointé si +o0o ¢ I mais sup I = +00), définies
sur Q.

Sir €]0,+oc], et si f =Y, apTF € Qp[T, T, soit v, (f) = infy vp(ax)+kr. Alors
v, est une valuation d’algebre sur Q, [T, T~ 1], multiplicative (v,(fg) = v (f) +vr(9)).
Si J est un intervalle compact de |0, +00], on note v la valuation v; = inf,.c y v, (c’est
une valuation d’algebre, i.e. v,.(fg) > v.(f) + v-(g), non multiplicative sauf si J est
réduit & un point) ; on a aussi vy (f) = 3-,cc(s) vp(f(2)). Alors &1 est le complété de
Q,[T, T~ pour la famille de valuations vy, ot J parcourt 'ensemble des intervalles
compacts de I. Il s’ensuit que &7 est une algébre de Fréchet, et méme une algébre de
Banach si I est compact.

La structure algébrique de ces algébres a été identifiée par Lazard [43]. On appelle
diviseur sur C(I) une somme formelle D = }_ - na(2), avec ny € N. On dit que
D est localement fini si, pour tout intervalle compact J C I, la somme erC(J) Ng
est finie, et que D est Gq,-invariant si ny ;) = ng, pour tous € C(I) et 0 € Gq,.

Théoréme 2.30. — Soit I un intervalle de 0, +0o0].

(i) &1 est un anneau de Bézout (et méme principal si I est compact), et un idéal
de & est fermé si et seulement si il est principal.

(ii) L’application qui, & un idéal fermé, associe le diviseur d’un de ses générateurs
est une bijection de Uensemble des idéaux fermés de &1 sur U'ensemble des diviseurs
localement finis sur C(I), qui sont Gq,-invariants.

Remarque 2.31. — (i) Un des ingrédients principaux des preuves de ces résultats
est la théorie des polygones de Newton qui permet de localiser les zéros des fonctions
holomorphes d’une variable.

(ii) On peut remplacer Q, par un corps valué complet arbitraire L dans la définition
des anneaux ci-dessus, et le résultat reste inchangé si I est compact ; par contre, si I
n’est pas compact, le résultat n’est vrai que si L est sphériquement complet.

On définit 'anneau de Robba % comme la limite inductive

# = lim &1°7]

r>0

des &1971 pour r > 0. On peut le voir comme 'anneau des fonctions holomorphes

sur la « couronne surconvergente » C(]0,0])t = fm o C(]0,r]). C’est un anneau de

Bézout, mais ses seuls idéaux fermés sont {0} et Z.

2.5.2. Extensions de l’anneau de Robba. — Un élément x de W(ﬁcb)[%, ﬁ] s’écrit,
de maniére unique, sous la forme z = Y, p*z;], avec z, € (p°)N@ 0. Si
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r > 0, on pose alors

w, ( Z pk[xk]):ir]if(k—krvcb(xk)),

k>—o00

ce qui définit une valuation d’algébre, multiplicative ([38, lemme 2.1.7 et def. 2.1.8]).

Si 0 <71 < 7, on pose alors wy, ) (z) = infeepr, ) ws(x), et wy, ., est aussi
une valuation d’algébre sur W(C’b)[l} (non multiplicative). Si I est un intervalle de
10, +00[, on note B’ le complété de W(C’b)[ ] pour la famille de valuations wi,. ), pour

[r,s] C I. Alors B! est une algebre de Fréchet (de Banach si I est compact).
Enfin, on note Brlg la limite inductive Brlg lﬂ Bl des BIO: T], pour r > 0.

Alors Panneau ]AS;Ig du §2.1 est Padhérence de W(ﬁcb)[p] dans Brlg.

Remarque 2.32. — (i) Comme wy /(¢ (x)) = wy(s), le frobenius ¢ s’étend par
continuité en des isomorphismes ¢ : B! 3B et p: ﬁrig 5 ﬁrig

(ii) L’action de G sur W(ﬁcb)[p o b]] est isométrique pour w,, et s’étend donc
par continuité a tous les anneaux ci-dessus; l’action ainsi obtenue commute & ¢.

(iii) On aurait envie de penser (22) | par continuité, que tout élément z de ﬁrig peut
s'écrire, de maniére unique, sous la forme z = Y, _, p*[x}], avec z), € C” vérifiant
des conditions de croissance convenables, mais c’est FAUX! La vie aurait été plus
facile si, par exemple, tout élément de (]~3;'i’g)*":p2 avait eu une écriture unique sous
la, forme Zkezp%[xp_k] + p2+1[yP""], mais ce n’est pas le cas : I'Espace de Banach
(B:jg)“’:p2 est vraiment un diamant, et pas un espace analytique.

Proposition 2.33. — (|3, prop.3.2]) Si z € ]~3r1g, et si les ™ (x), pour v € N,
engendrent un Ko-espace de dimension finie, alors x € Brlg

Soit m = [¢] — 1. On note Byig,q, (resp B{Qp) I'adhérence de Qy[m, 7~ '] dans ﬁrig
(resp. B! ). Alors f — f() induit un isomorphisme d’anneaux topologiques de % sur
Biig,q, (resp. &' sur Bl/p7 avec I' = ;B 1, si 1 CJ0, 1]).

Si K est une extension finie de F', on note K, le corps K ((pn), et Koo = UpenK,
I'extension cyclotomique de K. On note x : Gr — Zj le caractére cyclotomique. Si
K est une extension finie de F', on note Hx C Gk le noyau de x et T'x = Gx/Hk,
et donc Hx = Gal(F/K,) et ' = Gal(K /K).

On note f’)rig)K et ﬁ% les anneaux (B“g)HK et (BI)HK Alors il existe r(K) > 0
tel que, si I CJ0,r(K)], alors ]§§< contient une unique extension étale BL de Bép

telle que I'application naturelle EI ®Bz BI — ]§§< soit un isomorphisme. On pose

0 " ~
rng lg <r (K) U Brig,K — Brig,K.

; alors Brlg Q, ®B

rig, Qp

22. Je suis tombé dans ce piége, et ne suis pas le seul...
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Théoréme 2.84. — (1) Si0<r <s (resp. 0 <r < s <r(K)), les anneaux E[I?r] et
Bls] (resp. B[I?T]) sont principaur.

(ii) BIOT] et ]§]IO<’T] et, sir < r(K), B]Ig’ﬂ, sont de Bézout, et un idéal est fermé si
et seulement si il est principal.

(iii) Brig, k> ]§rig7K et f&rig sont de Bézout.

Les cas de B[I?S}, B]Ig’r] et Byig,x découlent du th. 2.30 car ces anneaux sont du
méme type que 'anneau correspondant pour K = Q. le reste de I'énoncé est dii (23)
a Kedlaya [37, th. 3.20] ou [38, prop. 2.6.8, th. 2.9.6].

Terminons ce numéro par un résultat fort utile sur les modules de rang fini ([32]
pour B][(;,r} et [38, §2.8] pour B]Ig’r] et BIOT]),

Théoréme 2.35. — Soit R = B]Ig’ﬂ, ﬁ]}g,r]’ E]O’T}, et soit M un R-module libre de

rang d. Un sous-R-module de M est libre si et seulement si il est fermé, et alors son
rang est < d.

2.5.8. Le théoreme de Dieudonné-Manin et ses variantes. — Rappelons I’énoncé du

classique théoréme de Dieudonné-Manin (Q, = W(Fp)[%]) :

Proposition 2.36. — Un p-module M sur Qp admet une décomposition canonique
M= @)\EQQP(A)mkv

on, si A= % € Q, on note Qp(/\) le p-module sur Qp de base ey, ..., ep, avec p(e;) =

eir1 811 < h—1, et p(ey) = nle;.

Un p-module M sur ]~3rig est un ﬁrig—module libre de rang fini muni d’un frobenius
semi-linéaire et bijectif ¢. Si A € Q, on note Bz () le p-module By, ®gq, Q,(\).

Théoréme 2.37. — (|37, th.4.16], [38, th.4.5.7]) Si M est un @-module sur ﬁrig,
alors M admet une décomposition

M = EB)\EQErig()\)mA .

Les A pour lesquels my # 0 sont les pentes de frobenius de M ; si A = %, la
multiplicité de A comme pente est hmy. On dit que M est isocline s’il n’a qu’une
pente et étale s’il est isocline de pente 0.

Remarque 2.38. — (i) La décomposition ci-dessus n’est pas canonique, contrai-
rement au cas classique; ce qui est canonique est la filtration croissante par les

M, = @/\Zu~:|3rig()‘)mA .

(ii) Soit Bf c ]~3rig le sous-anneau des éléments bornés de ﬁrig : ¢’est 'intersection
de B,z et de W(C’b)[%], ce qui permet de munir B de la valuation v, existant sur

23. (Ko est perfectoide, et les anneaux E]}%T], E]O’”], Erig,K et Erig correspondent aux anneaux

b b
K b K b
Fanaﬁ’" an,'rv Fano,%on et an,con de Kedlaya).
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W(C")[%], et on a v,(p(x)) = v,(z), pour tout = € BT, Par ailleurs, (f’)rig)* = (Bf)*.
Il en résulte que, si M est un p-module de rang 1 sur ﬁrig, et si e est une base de
M, alors p(e) = e, avec A € ]§T, et v,(A) ne dépend pas du choix de e; on note
deg M cette quantité. Si M est de rang d, alors A?M est de rang 1, et on définit le
degré deg M de M par deg M = deg(AYM). Munie des fonctions rang et degré, la
catégorie des ¢-modules sur ]~3rig a une structure de catégorie de Harder-Narasimhan,

et la filtration du (i) n’est autre que la filtration de Harder-Narasimhan [38, 39].

La canonicité de la filtration de Harder-Narasimhan a la conséquence suivante
([37, th,6.10], [38, th.6.4.1] ou [39, th.1.7.1]) pour un ¢-module A sur By i (les
pentes de A sont celles de Erig @B,y A, et B}( = Biig,x N ]~3T)

Théoréeme 2.39. — Si A est un p-module sur Byig ik, alors A admet une unique
filtration 0 = Ay C Ay C --- C A, = A par des sous-p-modules saturés, telle que :

e Si1<i<r, alors A;/A;_1 est isocline.

e Si \; est la pente de A;/A;—1, alors A\ < Ag < -+ < Ay

De plus, A;/A;—1 admet un unique sous—Bk—module D;, stable par p, tel que
B.ig, x ®pi D, = A;/A;_1.

Remarque 2.40. — Si A est un (¢, T')-module, alors tous les objets du th. 2.39 sont
stables par I" (par unicité).

2.5.4. Représentations de Gy et (¢,T')-modules. — Comme p(7) = (1+m)? — 1 et
oq(m) = (1 +7)% — 1, les anneaux Byig,q, et Biig x sont stables par ¢ et Gk (qui
agit a travers I'k).

Théoréme 2.41. — (i) Si A est un (p,I')-module étale sur Biig x (resp. Byig i),
alors V(A) = (ﬁrig OB, A)P71 (resp. V(A) = (ﬁrig DB, A)?=1) est une repré-
sentation de Gk, de dimension le rang de A.

(ii) Si V est une représentation de G, alors A(V) = (ﬁrig ®@ V)Hx est un (p,T)-
module sur ﬁrig’K, de rang dimV , et A(V) contient un unique sous-Biig x-module
A(V), stable par ¢ et T, tel que ﬁri&K @By AV) — A(V) soit un isomorphisme.

(iii) Les foncteurs Vs A(V) et A V(A) (resp. V = A(V) et A — V(A)) sont

imverses l'un de lautre, et induisent des équivalences de catégories :

{représentations de G} = {(¢,I')-modules étales sur B,z x }

Il

{
{(¢,T')-modules étales sur ]~3rig,K}

Ce théoréme se démontre en combinant 1'équivalence de catégories de Fontaine [25],
le théoréme de surconvergence de [9] (ou [8]) et le th. 2.39 ci-dessus.
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2.5.5. Localisation. — Soit
W= oy T E e

Alors w est un générateur de ker  dans Aj,¢, et comme ¢ est bijectif sur Ajuf, on a
Aint/(¢"(w)) = Oc, pour tout n € N, et le complété du localisé de Aiye[] en ™ (w)
est isomorphe a B;fR, pour tout n. On en déduit que, si p~™ < r, le complété du
localisé de BI®"] en " (w) est isomorphe & Bl; (sip™" > r, alors ¢™(w) est inversible
dans E]O”']). On note ¢, : BI%7) — B la localisation en ¢"(w). Alors ¢, commute
a Gk et tni1(e(x)) = tn(z).

Onai,(r) = Qpnet/pn —1. On en déduit que Ln(B]Ig’T]) C Kp[[t]],sip ™ <r <r(K).

Si A est un (g, I')-module sur B, i, alors A est la limite inductive de sous B]}Q”-

modules A%l pour 0 < r < 7(A), vérifiant les propriétés suivantes :

® Big ®glo.rl Ao 5 A0 et un isomorphisme ;

K
o Al97] est stable par T et B]Ig’r/p] @, Bloy (Al 5 AlOr/p]
K

Sin €N, on pose r, = v,((pm — 1) = W et, si 7, < r(A), on note A(Jirifm le

complété K, [[t]] @ g1o.rn) Alo7] du localisé de Al0™] en o™ (w), et v, = Al0T] 5 AT
o :

la localisation.
2.5.6. (¢, N)-modules filtrés et (p,I')-modules. — On note Biog i anneau de poly-
nomes Byig i [log 7], que 'on munit d’actions de ¢ et I'x en posant

p(logm) = plogm + log % et ~(logm) =logm + log @,
et d’une dérivation B,z g-linéaire N, définie par N(logm) = p%pl. On a v, (logm) =
log(Cpnet/P" — 1), et donc ¢, (Biog.x) C K [[t]]-

Soit Blog = Brig ®B,,,. x Blog,k = Brig[log 7] ; alors ﬁlog contient
log[p’] = 721 (log ™ + log ([(p*) = V/?]/7)),

et donc aussi I'anneau ﬁltg = Bﬁg[log[pb]] du n°2.1.1 (actions de ¢, N et Gk com-

prises).
Si D est un (¢, N)-module, de rang h sur K, on définit un (¢, T')-module A(D)
sur Byig i, par
Do(D) = (Biog,x @1, D)V,
Si D est un (¢, N)-module filtré sur K, et si r < r(K), on définit les B]Ig’r]—modules
AYTI(D) = (Bl flog ] @i, D)
APT(D) = {2 € APUD)[Y, ta(2) € Fil’(Ka((t) @k Di), Yn > n(r)}

t
Théoréme 2.42. — (i) Le Byig x-module

A(D) = Buig x @ Al”7(D)
K
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ne dépend pas du choiz de r, et est un (p,I')-module de rang h sur B¢ i -
(ii) Le foncteur D — A(D) est un ®-foncteur exact, qui respecte les filtrations de
Harder-Narasimhan.

Remarque 2.43. — (i) Le (i) correspond au th.I1.1.6 de [4] et le (ii) correspond aux
th. I1.2.6 et IV.2.1 de [4].

(ii) I résulte du (ii) de ce théoréme que D est faiblement admissible si et seulement
si A(D) est étale. La conjecture « fa = a » s’en déduit en remarquant que Vg (D) =
(ﬁrig ®@ A(D))?=1, et en utilisant le th. 2.41.

Démonstration. — Commencons par remarquer que, comme N est nilpotent,
on a A]OO’T}(D) &~ B]Ig’r] ®K, D, en tant que B]Ig’T]—module (et méme en tant
que @-module sur B]Ig’r]), I’isomorphisme réciproque étant donné par la formule
a® x> Zizo(p% logm)ia ® 2=, En particulier, A]Oo’r] (D) est un B]Ig’r]—module de
rang h.

Quitte & tordre D, on peut supposer que D% = 0 si i > 0, auquel cas
Fil’(K,,((t)) ®x Dx) C Ku[[t]] @k Dx. Le « théoréme des restes chinois » pour les
modules de type fini sur B]Ig’r] fournit la suite exacte :

0 — Al°7I(D) = A™(D) - H || @k Dg)/Fil° — 0.

n>n(r)

(La suite est exacte & gauche par définition de Al®7l(D) et a droite par le théoréme des
restes chinois.) En particulier, Al®"(D) est un sous—B]Ig’T}—module fermé de A]OO’T] (D)
qui contient tNA]OO T]( D) si D" = Dg. Tl en résulte, grace au th. 2.35, que Al%"1(D)
est un B]Ig’T]—module de rang h.

Maintenant, Ag(D) = Byig i ®plo. A]OO’T] (D) = (Biog, ik @1, D)VN=0 est un (p,I)-
module sur B,z x qui ne dépend pas de r; on en déduit 'indépendance de A(D)
et ce qui précéde montre que A(D) est un sous-Byiz x-module de rang h de Ay(D).
De plus, A(D) est stable par I'x puisque ¢,, commute a 'k, et on déduit de ce que
tnt1(p(x)) = tn(x) et de la suite exacte ci-dessus que B]Ig’r/p] ®¢(BL§”'])SD(A]O’T] (D)) —

AlO7/P(D) est un isomorphisme. Il s’ensuit que A(D) est un sous-(p, I')-module de
rang h de Ag(D), ce qui prouve le (i).

Pour prouver que D — A(D) est un ®-foncteur exact, on utilise intensivement la
suite exacte ci-dessus et le fait que D — Fil®(K,,((t))®x Dx) est un ®@-foncteur exact.

Enfin, pour montrer que D — A(D) respecte les filtrations de Harder-Narasimhan,
il suffit de vérifier que :

e Tout sous-(p, I')-module A’, facteur direct de A(D), est de la forme A(D’), avec
D' sous-(¢p, N)-module de D : de fait, on a D' = (Blog,k[1] @B, A).

e deg(A(D)) = deg(D), ce qui est immédiat si D est de rang 1, et le cas général
s’en déduit car deg(D) = deg(det D) et deg(A) = deg(det A). O
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2.5.7. La conjecture « dR = pst». — Si V est une représentation de G, et si A(V)
est le (¢,I')-module sur B,z i associé, I'opérateur X(V%)il a une limite V, quand
v — 1, et V est une connexion sur A(V), 'action de V sur B,z x étant donnée par
V =td,ond= (1+7r) 4= (cf. [3, §5.1]).

Supposons maintenant que V' est de de Rham, de dimension d, et que les poids de
Hodge-Tate de V' sont < 0 (on peut se ramner a ce cas en tordant par une puissance
convenable du caractére cyclotomique), de telle sorte que Dgr(V) C Bjﬁ ®V, et
K,[[t]] @k Dar (V) est un sous-K,,[[t]]-réseau de A dlf s 1 < 1r(A). Ceci permet de
définir un modifie N1 de Al%"] en les ¢™(w) en posant :

NIOTT = {z € Ao tn(2) € Kp[[t]] ®x Dar(V), Vn > n(r)}.

Alors N1 est un sous—B]Ig’T]—module de AI%7] stable par I' et V; de plus il est de
rang d car fermé et contenant tV A" si Dgg(V) = Fil " Dgr(V).
Le théoréme des restes chinois fournit une suite exacte

0— NI — AT =TT Ady ./ (Kallt]] @ Dar(V)) — 0,

n>n(r)

dont on déduit que V(NI®) c tN07 car V = 0 sur Dgr(V) et V = t4 sur

K, [[t]], et, comme ci-dessus, que N107/Pl = B]O’T/p]

S8BT @(N1971) 11 s’ensuit que
N(V) = Byig,x ® B0 NIOTT est un go—module sur B.ig i, et comme do @ =ppod
la filtration de Kedlaya 0=Ag C Ay C--- CA, = A est stable par 0, ainsi que
les Bk—modules D; du th. 2.39. 1l resulte alors du théoréme de Tsuzuki [55] rappelé
ci-dessous (th. 2.44), qu’il existe une extension finie L de K telle que la connexion 9
(Ai/Ai—1)~ On en
déduit que 0 est triviale sur Biog 1 ®B,;, x A, car 0 : Biog, . — Biog,1 est surjective.
L’action de I'z, sur (Biog,z ®B,, «
action infinitésimale est nulle; il existe donc n tel que T’ 'L, agisse trivialement, ce qui

devienne triviale sur BTL ®BL D;, et donc aussi sur Byig 1 ®B,, «

A)azo est alors localement constante puisque son

implique que (B1og ® V)Gn est de dimension d sur (Blog) , puis, en utilisant la
prop. 2.33, que (Bltg ® V)%n est de dimension d sur (Blog) Ln et donc que V est
semi-stable comme représentation de Gy, . Ceci termine la preuve de « dR = pst ».

Théoréeme 2.44. — Si D est un (¢, d)-module étale sur B;{, il existe une extension
finie L de K telle que O soit triviale sur BTL ®D.

Remarque 2.45. — La représentation V' ne joue pas vraiment de role dans ce qui
précede, et le résultat s’étend [4, th. I11.2.4] aux (¢, I')-modules A non nécessairement
étales : la condition « V' de Rham » étant remplacée par « (Bar ®@x.,[[1] A;rif’n)GK de
dimension rg A sur K ».
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2.5.8. Les B-paires. — Berger [5] définit une B-paire comme la donnée de :
e un B.-module libre M., de rang fini, avec action semi-linéaire continue de G,
e un sous BXR-réseau M;R de B4r ®B, M., stable par G.
Nous appellerons (Gg, B)-paire un tel objet pour insister sur lexistence d’une
action de G, et une B-paire sera juste la donnée de :
e un B.-module libre de rang fini M.,
e un sous BIR-réseau M;R de Bgr ®B, M.

Exzemple 2.46. — On peut associer a une Q,-représentation V de Gk, un (p, N)-
module filtré D sur K ou un (¢, I')-module A sur B,z i, des (Gx, B)-paires M (V),
M(D) ou M(A), en posant :

M(V) = (M(V), M} (V) = (BEL @ VB @ V)
M(D) ( o(D), Mjx (D)) = (B[] ® D)N=0¢=1 Fil’(Bar @k D))
M(A) = (Me(A), M{z(A)) = ((Buig[2] ®B., x D)~ Blg @k, (1) tn (A7)

OnaV = M.(V)N Mz (V), ce qui prouve que V ~— M(V) est une équivalence de
catégories de la catégorie des représentations de G sur une sous-catégorie de celle
des (Gk, B)-paires.

Théoréeme 2.47. — ([5, th.2.2.7]) Le foncteur A — M(A) est une équivalence de
catégories de la catégorie des (¢,T")-modules sur Byig i sur celle des (G, B)-paires.

3. Les courbes Xpg, Yy et les espaces analytiques associés

Il se trouve que comprendre les idéaux de B, demande de commencer par com-
prendre ceux de Ajys. Comme Ajne/([p°] — p) = Oc, et comme ([p°] — p)” — 0 dans
Ainr quand n — +o00, relever une base de Banach de ¢ sur Z, dans A;,¢ fournit un
scindage s : Oc — Ajys de la projection Ajnf — Oc¢, et permet d’écrire tout élément
de Ajnf, de maniére unique, sous la forme ) s(an)( [pb] —p)". Ceci fait que Ajn¢
ressemble beaucoup a O¢[[T]].

Cette ressemblance est utile pour beaucoup de questions (par exemple pour démon-
trer la convergence de séries dans Bj{R), mais n’est pas assez fidéle pour comprendre
Iarithmétique dans Aj,¢ en particulier pour déterminer ses idéaux premiers. La clé
pour résoudre ce genre de questions est de prendre vraiment au sérieux l’analogie avec
le cas d’égale caractéristique, et de considérer p comme une variable (par exemple,
si on fait du 3-adique, il faut considérer 3 comme une variable!), ce qui demande
d’écrire, comme dans [38], un vecteur de Witt sous la forme Y, n[zi]p* au lieu de la
forme standard Y-, p*[2;].

3.1. L’anneau Ag. — Soit E une extension finie de Q, contenue dans C'. On note
O Vanneau de ses entiers, kg son corps résiduel, et on choisit une uniformisante
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7. Soit ¢ = p/ le cardinal de kg (et donc kg = F,). Soit £ = E Qw (k) W(ke),
Iextension maximale non ramifiée de £ dans C. Soit

Ap = O ®w (ky) Aint.

C’est un anneau local d’idéal maximal Ker(Ag — Ogv — ko), séparé et complet
pour la topologie (7, [7°])-adique. On note ¢ g 1’automorphisme 1 ® ¢/ de Ap. Tout
élément de Ap peut s’écrire, de maniére unique, sous la forme z = ZkeN[xk]ﬂk , ol
les zj, sont des éléments arbitraires de C°, et on a 0E(penlTr]™) =3 enlzi] .

8.1.1. Idéaux premiers de Ap.— L’écriture ci-dessus fait ressembler Ag a 'anneau
Oc|[T]], ot l'on a pris comme variable T' 'uniformisante 7. Par analogie, on définit le
polygone de Newton NP, de x = 3", _[@]m" comme la plus grande fonction convexe
f: Ry = Ry U{+oo} telle que f(k) < inf,<yves(2;), pour tout k£ € N. Alors NP,
est une fonction convexe décroissante, linéaire par morceaux, et on dit que A < 0
est une pente de NP, s’il existe un intervalle sur lequel la dérivée de NP, est X; la
multiplicité de A est alors la longueur de cet intervalle (c’est un entier). Le polygone de
Newton de x peut fort bien comporter une infinité de pentes; c’est le cas par exemple
de z =Y [a? "nk, si a € mes.

Le résultat suivant [FF, th.2.4.6 et n°1.5.2] est crucial pour I’étude des zéros des
éléments de Ag.

Théoréme 3.1. — (i) Si NP, est constant, alors x est inversible dans AE[ﬁ]

(ii) Si A est une pente de NP, de multiplicité d, il existe ay,...,aq € Opy vérifiant
vew (a;) = —Avp(m) tels que . = (1 — [a1]) -+ - (7 — [aq])y avec y € Ag. De plus, NP,
est obtenu en enlevant**) de NP, le segment de pente .

Remarque 3.2. — Dans I'énoncé analogue sur O¢[[T]], les a; sont uniquement dé-
terminés ; ce n’est pas le cas ici. Par exemple, I'idéal Ker 6 est engendré par 7 — [7”]
pour n’importe quel choix de 7”. Il est un peu difficile d’expliciter la relation d’équi-
valence a ~ b exprimant P'égalité des idéaux (m — [a]) et (m — [b]); cela revient &
décrire *®) ¢ A partir de 7.

Corollaire 3.3. — Les idéaux premiers fermés 2% de Ag sont :
e (0), de corps résiduel Fr(Ag),
o [idéal mazimal, de corps résiduel kqv = ke,
e (), de corps résiduel C”,

24. NPy (t) = NP(t) si t > 0, et les pentes de NP, sont celles de NP, (avec les mémes multipli-
cités) privées de .

25. On peut obtenir une description en utilisant le corps des normes de 'extension E(ppoc, wl/pm) :
si @ en est une uniformisante, il existe des séries P,Q € Fy[[X? " ]] telles que 7” = P(w) et
€ = Q(w). Il n’est pas str qu’expliciter P et @ soit trés utile (ou méme faisable...).

26. Sion n’impose pas aux idéaux d’étre fermés, le lemme de Zorn permet de fabriquer des idéaux

maximaux exotiques & partir d’éléments dont le polygone de Newton comporte une infinité de pentes.
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o (m—|[a]), pour a € mgs — {0} & équivalence pres, de corps résiduel C, algébrique-
ment clos de caractéristique 0, complet pour v,, et tel que CZ ~ P,
o W(mes), noté ([7°]), de corps résiduel E.

(Tout résulte facilement du th. 3.1, a part le fait que C, est algébriquement
clos [FF, prop. 2.2.19] ou [53, prop. 3.8].)

3.1.2. L’ensemble |Yg|. — Les idéaux 7 et [r°] sont clairement de vilains petits ca-
nards, et on définit 27) |YE| comme 'ensemble des idéaux fermés, non triviaux, de
AE[%, [le]} On note oo € |Yg| Iidéal Ker 0p, ott 0p =id®0 : Op @w (k) Aint — Oc.

Siy € |Yg| (et donc y est de la forme (7 — [a])), et si K = AE[%]/(T( —la]) = C,
est son corps résiduel, alors K, contient E, et I'isomorphisme Ok, /7 = Ocs/a se
prolonge, de maniére unique, en un isomorphisme ¢, de KZ sur C”; autrement dit,
(Ky,ty) est un E-débasculé®® (untilt) de C°. Réciproquement, si (K,:: K* = C°)
est un E-débasculé de C?, on peut lui associer I'idéal (7 — [¢(7°)]) de Ag. On en déduit
le résultat suivant [FF, cor.2.2.22 et 2.2.23].

Proposition 3.4. — |Yg| est U'ensemble des E-débasculés de C”.

On peut donner une description agréable de |Yg| en utilisant la théorie de Lubin-
Tate. Soit donc @ une loi de groupe formel de Lubin-Tate associée (39 a (E,x) On
dispose alors, pour tout a € Og, de 0, € oT + T?Og|[[T]] telle que 0, (X ®Y) =
0a(X)®04(Y), et on a o, = X? modulo 7. Ceci munit me» d’une action de €y, que
I'on prolonge en une action de F par o4 /() = oozt ).

Théoréme 3.5. — (|[FF, prop.2.3.9|) Soit x € mes.
(i) [ac},r = limy, 400 oxn([29 ")) est lunique relevement de x dans Ap tel que
pu([t]x) = ox([z]).
(ii) Si a« € E, alors oo([x]x) = [0a(®)]x-
(iil) =+ & = [2]/[xY ), induit une bijection de (mgs» — {0})/O% sur |Yil.

Remarque 3.6. — mp, est, par construction, I’ensemble des points classiques de la
boule perfectoide Do sur C' ou Dgs sur C” et donc me» — {0} est I'ensemble des
points classiques de la boule perfectoide épointée, et le (iii) du th. 3.5 nous fournit
des bijections :

Ye| = DS/ 0% = D, |/ 0%

27. La notation est justifiée par le fait [19] que |Yg| est I’ensemble des points de type I d’une
courbe analytique (adique) Y34 (cf. §3.3).

28. Un E-débasculé de C” est un couple (K, ), ou K est un corps perfectoide contenant E, complet
pour vp, et ¢ un isomorphisme de K" sur CP.

29. Une telle loi n’est unique qu’a isomorphisme prés; en changer modifie les constructions qui

suivent de maniére parfaitement transparente.
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3.1.8. L’anneau Bg. — Sir €]0,+o00[, notons v, la valuation
vr(g[xk]wk) = i]gf (ves (@) + kroy(m)).

Cette valuation est multiplicative [FF, prop.1.4.9] : v.(zy) = v.(z) + v,(y). Si z €
AE[%, [Tr—l,,]], la fonction r +— wv,.(x) est croissante, concave, linéaire par morceaux, a
pentes enticres; elle admet donc des limites & gauche 9yv,(x) et & droite dqv,(x)
vérifiant dgv,(x), dgvy(x) € N et dyv,(x) > Oqvr(z). La fonction r — v,(x) est la
transformée de Legendre de NP, et on récupére NP, en prenant la transformée de
Legendre inverse (cf. [FF, §1.5]) : la multiplicité de —\ comme pente de NP, est
Ogux(x) — Oqua(x). Notons que v,(x) admet une limite vo(z) quand z — 0, mais la
dérivée a droite en 0 peut étre +oo.

Si I est un intervalle de ]0, +oc[, on note Bg(I) le complété de Ag[L, L

w [7°]
famille de valuations v,., pour r € I. Alors Bg(I) est une algébre de Fréchet (et méme
de Banach, si I est compact, avec vy(z) = inf,ecy v.-(x)). On note simplement B et

| pour la

BE les anneaux :

Bg = Bg(]0,400[), Bf; adhérence de Ag[L] dans Bg.
Alors ¢ se prolonge par continuité en des isomorphismes g : Bg(I) = Bg(ql),
vp : Bg = Bg, op : BE =5 Bg. Sir >0, on a Bg = Npene "(Bge([r,+0[)) et,
pour faire bonne mesure, on définit I’anneau de Robba Z(C”) relatif A cette situation
par Z5(C”) = Upeny"™ (Bg([r, +00l)).

Remarque 3.7. — (i) Si E = Q,, les anneaux ci-dessus sont reliés a ceux du
n°2.5.2 : soit ¢ :]0, +00[—]0, +-00[ donnée par  +— L. Alors
Bq,(I) =B, B =B, et #(C’)=Bug.
(ii) Dans [FF], les normes sont préférées aux valuations, et notre Bg(I) correspond
au By de [FF], ot ¢ :]0, +-00[—]0, 1] est la fonction z +— ¢~*.

3.1.4. Localisation des zéros. — Si x € Bg(I), on définit son polygone de Newton
NPaI7 par passage a la limite : si x,, est une suite d’éléments de AE[%, ﬁ] ayant pour
limite = dans Bg(I), la suite de fonction r — v,(x,) tend vers r — v,(z) sur I (la
suite des restrictions a un sous-intervalle compact J de I est méme constante a partir
d’un certain rang [FF, lemme 1.6.10]). Concrétement, si a, b sont les bornes inférieure
et supérieure de I, alors NPL est définie sur |0,vp(x), Oqva(z)[, intervalle qui peut
étre 0, est convexe décroissante, & pentes dans —I et, si A € —I, la multiplicité de \
comme pente est Ogvx(x) — Ogur(x).
On a alors le résultat suivant ([FF, prop. 1.6.25]) et [FF, prop. 2.4.10]).

Théoréeme 3.8. — (i) x est inversible dans Bg(I) si et seulement si NP:IE est vide.
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(ii) Si X\ est une pente de NPL, de multiplicité d, il existe ay, ..., aq € Ocs» vérifiant
vev (a;) = —Avp(m) tels que x = (7 — [a1]) - (7 — [aq])y avec y € Bg(I). De plus,
NPZII est obtenu en enlevant de NP le segment de pente .

Siy = (7 — [a]) € |YEg|, notons K, le corps résiduel de y; c’est un corps algébri-
quement clos, complet pour v,. Posons §(y) = v,(7)/v,([x"]) €]0,+oc[ (on considére
les images dans K, pour évaluer v, ; on a aussi §(y) = ves(a)/ves (7). Si I est un
intervalle de ]0, +o0|, on note |Yg(I)| 'image inverse de I par 6.

Un diviseur sur |Yp(I)| est une somme formelle D = -, .y, 1) 1y (y), avec ny, € N.
On dit que D est localement fini si, pour tout intervalle compact J C I, la somme
ZyE\Y,;ZI n, est finie. Le th. 3.8 permet d’associer & * € Bg([I), son diviseur Div(z),
qui est un diviseur localement fini sur |Yz(I)|. Si N est un idéal principal, de Bg(I),
on note Div(NNV) le diviseur de n’importe lequel de ses générateurs.

Le résultat suivant (combinaison des th. 2.5.1, 2.6.1 et 2.7.4 de [FF]), que l'on
comparera au th. 2.30, précise les résultats de Kedlaya du th. 2.34.

Théoréeme 3.9. — (i) Si I est un intervalle compact, alors Bp(I) est un anneau
principal et application N — Div(N) induit une bijection de l’ensemble des idéaux
de Bg(I) sur l’ensemble des diviseurs & support fini sur |Yg(I)].

(i1) Si I est de la forme [r,+oo[, avec r > 0, alors Bg(I) est un anneau de Bézout,
un idéal est fermé si et seulement si il est principal, et Uapplication N +— Div(N)
induit une bijection de l’ensemble des idéaux fermés de Bgr(I) sur l’ensemble des
diviseurs localement finis sur |Yg(I)).

Remarque 3.10. — (i) Si I = [r,+oo[, avec r > 0, et si D = >, n;(m — [a;]) est
un diviseur localement fini sur |Yg(I)], alors J],(1 — %) converge dans Bg(I) et le
diviseur du produit est D.

(ii) Si I =]0, +oc], le produit n’a aucune raison de converger (il peut y avoir une
sous-suite de a;, avec v (a;) — 0), et il semble raisonnable de penser, par analogie
avec le cas d’égale caractéristique, que Bg n’est pas de Bézout (au moins si C" nest
pas maximalement complet). En tout cas, B}, n’est pas de Bézout [5, rem. 1.1.3].

3.2. La courbe algébrique Xp. — [FF, th.6.5.2]

_d
3.2.1. Factorisation des éléments de BE"~" . — Soit ¢ le logarithme de la loi de
Lubin-Tate introduite ci-dessus. Si € me», soit

ty =0(z]z) = lm 7 "0 ([z? ]) = [2]x H %.

n— 00
n>1

Théoréme 3.11. — (i) Si a € E*, alors t, () = aty.
(ii) @ — t, induit une bijection de me» — {0} sur BEP~" — {0}.
iii) A multiplication par E* pres, t, est lunique élément de BEF™" divisible par &,.
E
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(iv) Sid > 1, tout y € B};E:ﬂd est le produit de tq,...,tqg € BE"~", uniques a
permutation et multiplication prés par des éléments de E*.

(v) Tout élément y de Fr(Bg)¥E=" peut s’écrire sous la forme y =
ti,... tog € BEP=" et donc Fr(Bg)?*=' = Fr(BE"~").

t1--tg

Taiiiag s avec

Remarque 3.12. — (i) Le diviseur de ¢, est Y., 5 (0% (&)). Réciproquement, si
D € |Yg| est invariant par g, il existe z1, ..., x4 tels que D = Zle >rez(@h (),
ce qui permet de déduire les (iv) et (v) du th. 3.11 du (ii) du th. 3.9.

(ii) En combinant des arguments de diviseurs, le (i) du th.3.8 et le (i) de la re-

_d 1
marque, on montre que BE"~" = (BE)“’E:“d, pour tout d € N.

(iii) On peut aussi utiliser des produits de Weierstrass pour construire des éléments

de BEP~" de diviseur donné. Si a € mes, le produit [],,~, (1 - £e(4)) converge dans
™

m—|a]
de pg(x) = (7 — [a])z. Alors Div(¢; ) est a support dans |Yz(]0,7])|, avec © > 0, et
satisfait op(Div({;)) = Div(¢;) + (7 — [a]), et donc Div(¢;) =3, - ok (m — [a]).
Il s’ensuit que, si £, = (]l , alors pp(ly) = ml, et Div(l,) =3, oz ¢" (7 — [d]).

a~a”?

B}, vers un élément ¢} vérifiant pp(0F) = ¢F. Soit £, une solution dans Ag

SiE=Qpetsia= p”, on obtient de la sorte un élément ayant méme diviseur
que t = log[e]. On en déduit que, si x € Ap — {0} vérifie p(z) = (p — [p°])z, il existe
byp™
c€Qptelquet=cx]], 5, (1- L;]).

8.2.2. La courbe Xp. — Remarquons que Pg = EBdENBgE:”d est une algébre gra-
duée. On définit la courbe algébrique X par :

_d
Xg = Proj(Pg) = Proj( Gaen BT )

Notons | X | 'ensemble des points fermés de Xg. On déduit du th. 3.12 que | Xg| est
en bijection avec ((Bf)?2="—{0})/E* :si z € | X/, l'idéal homogéne correspondant
est engendré par t, € (Bg)‘PE:”, bien déterminé & multiplication prés par E*.

Théoréme 3.13. — (i) H*(Xg, 0) = E, mais X n'est pas de type fini sur E.
(ii) Si v € |Xgl|, et si t, € (Bf)?E=™ est un générateur de l’idéal homogéne

correspondant, alors :

a) O(Xg —{z}) = (BE[%])‘pE:l est un anneau principal (et donc X est une
courbe car recouvert par des spectres d’anneaux de Dedekind).

b) Le corps résiduel K, est un corps algébriguement clos de caractéristique 0,
complet pour vy, t; est un paramétre local en x, et ﬁAXE@ = B(J{R(Km).

c¢) Tout élément non nul de O(Xg—{x}) est un produit % e ;—T, avec t; ¢ E*t,,
et ty,...,tq uniques a permutation et multiplication par E*.

Remarque 3.14. — (i) Si E = Q, et t, = t, on a (BL[£])?#~! = B,. La principa-
lité de B, est donc un cas particulier du (ii) a) et le (ii) ¢) répond (positivement) a
la question 2 des « devoirs de vacances » de Fontaine.
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(ii) On a une suite exacte
0— HO(XE, ﬁ) — ﬁ(XE - {(L’}) — ﬁXE,z[;:]/ﬁXE,x —0

induite par I’application qui & une fonction associe sa partie principaleen x. Si £ = Q,,
et t, = t, on retrouve la suite exacte fondamentale.

(iii) Si xg,21,...,2q sont des points fermés de Xp, distincts deux a deux, et si
togs- - toy € (BE)PE=™ sont des générateurs des idéaux homogenes correspondants,
le théoréme des restes chinois couplé avec le (ii) b) impliquent que la réponse a la
question 3 des « devoirs de vacances » est “oui”.

(iv) Siy € |Yg|, il existe t, € (B};)?2=", bien déterminé & multiplication prés
par E*, dont le diviseur est >, ., (¢%(y)), et ¢, détermine un élément z de |Xg|. On
en déduit des bijections naturelles

| Xp| 2 |Yp|/o® = |D|/E* 2 |Dg,|/E*,
Paction de E* sur |[D}| = |l~)é,,| =mg — {0} étant donnée par la loi de Lubin-Tate

comme dans le th. 3.5. On note oo € |Xg| I'image de oo € |Yg|.

Théoréme 3.15. — (|[FF, th.8.6.1])

(i) Si E’ est une extension finie de E, alors Xg = E' @ g Xg. En particulier X g
est un revétement étale de degré [E' : E| de Xg.

(ii) Tout revétement étale fini de Xg est de cette forme, i.e. Xg est géométrique-
ment simplement connexe.

Si kg = Fya, alors ppr = ¢4 et Fr(Bp) = E' ®q,..r Fr(Bg), avec Qqa - £ =
Qqe ®q, F, et donc

Fr(Bp)?®=' = E' @ Fr(Bg)¥® =" = E' « ® Fr(Bg)#*="') = E'QFr(Bg)?"="
r(Bg) ijEr( E) QS{EKQq % r(Bg) ) ® r(Bg)

On en déduit le (i). Le (ii) est un résultat profond, dont la preuve utilise la classification
des fibrés sur X (th. 4.5).

3.3. La courbe analytique Y3! et son quotient X%!. — La bijection |Xg| =
|YE|/p% provient d’'un morphisme de variétés analytiques : on a le résultat suivant.

Théoréme 3.16. — (|[FF, th.2.1]) Si I = [r1,72], avec r1,72 € Q, alors Y2(I) =
Spa(B(I), B(I)") est un espace adique, i.e. le préfaisceau O est un faisceau.

On définit Y24 comme la limite inductive des Y34 ([r1,2]), pour r1,79 € Q et, plus
généralement, si I est un intervalle de ]0, +oco[, on note Yz (I)*? la limite inductive
des Yg([ri,2])®d, pour r1,79 € Q, avec [ry, 73] C I. Alors

o(Yp') =B o(p'(I) = B().

Il résulte du th. 3.9 que |Yg(I)| est U'ensemble des points classiques de Y24(I).
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Remarque 3.17. — On peut méme analytifier Spec(Ag) ([54, prop.13.1.1]). Soit

0 : SpaAg — [0, 00| défini par §(z) = vf?[(:b)]), ol T est la valuation a valeurs réelles

déterminée par z. L’espace Ygd est alors I'image inverse de |0, +o00[ par 4.

On a 6(p(z)) = gd(z), et donc ¢ opére proprement sur Y34, ce qui permet de
considérer I'espace quotient

X3 = Y§/".

Remarque 3.18. — (i) X&' est 'analytifiée de Xp.

(ii) Le (v) du th.3.11 peut se traduire sous la forme : toute fonction méromorphe
sur X2 est une fonction rationnelle, ce qui est une manifestation du principe GAGA,
la courbe X g étant une courbe propre.

(iii) Ecrire X3! sous la forme Y34/p? fait ressembler X! 4 une courbe elliptique
de Tate. Par ailleurs, Xz ressemble & P! puisque tout diviseur de degré 0 est principal
(i.e. X est de genre 0), mais il s’agit d'un P! un peu spécial car il a des quotients
qui ne sont pas de genre 0 : Si F un sous-corps fermé de C”, on peut associer a
F une courbe Xg r en remplagant c’ par F' dans les formules. L’anneau Bg (F)
correspondant est alors seulement un anneau de Dedekind [FF, prop. 7.2.1], et pas un
anneau principal, et on a [FF, prop. 7.2.4]

Pic’(Xg r) = Hom(Gp, EX).

Remarque 3.19. — La bijection |Yp| = |DJ|/0% peut aussi s’analytifer, mais il
faut sortir du cadre des espaces analytiques (ou méme adiques), et utiliser celui des
diamants [54, 22]. Un certain nombre des énoncés ci-dessus prennent tout leur sens
dans le monde des diamants (et ont fortement motivé son introduction).

e On a E° =~ E° /Gal(Eq /E), et comme Gal(E/E) = 0%, la bijection |Yp| =
|D%|/ 0% est une manifestation de 1'égalité de diamants

B x C° = (EL)° x (C°)° = (Dg,)° = (D§)°
e La prop. 3.4 est une manifestation de I'égalité de diamants E° x C° = YZ.
e Le th. 3.15 (ou sa version [56] pour X2?) se traduit par

(B x C%)/(1x ¢)) =Gg.
Comme C°/Gg = E°, on a aussi
m((E° X E°)/(1 x ¢)) = Gg x GEg.

Ce dernier énoncé est un analogue arithmétique d’un lemme de Drinfeld a la base
de la construction des représentations galoisiennes associées aux formes modulaires
sur les corps de fonctions. Il réalise un vieux fantasme de pouvoir faire des produits
« absolu » (dans le monde des schémas, F x E = E...). C’est un des points de départ
de la géométrisation de la correspondance de Langlands locale [19, 20, 21, 22, 54].
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4. Fibrés sur Xg

Si & est un fibré sur Xg, on peut associer & & deux invariants additifs dans les
suites exactes : son rang rg(&’) et son degré deg(&’) défini par deg(&) = deg(det &)
o, si .Z est un fibré de rang 1 sur X et si s une section rationnelle de £, on
définit deg(.¢’) comme étant 3, o v, vz(s), ce qui ne dépend pas du choix de s car
ZmG\XE\ v (f) =0si f € Fr(Be)*.

Munie de ces deux invariants, la catégorie des fibrés sur Xg est une catégorie de
Harder-Narasimhan (comme celle des fibrés sur une courbe projective lisse). Tout fibré
sur Xg est donc muni d’une filtration canonique, croissante, telle que les quotients
successifs soient semi-stables et la suite des pentes strictement décroissante.

4.1. Modifications de fibrés. — Siyy,...,yx € Xg, et siU = Xg—{y1,-- -, Ur},
on peut décrire un fibré & sur Xg, a la Beauville-Laszlo, en utilisant le recouvrement
de Xg formé de U et de voisinages infinitésimaux des y;. Soient t1, ..., t; les éléments
de (B})?2=" de diviseurs respectifs (y1),...,(yx), et K; le corps résiduel en y;, de

telle sorte que O(U) = (Bg[tl__l_tk])“”?:1 et 5)(}”, = B (K;). Alors & est équivalent

a la donnée de :

e un O (U)-module projectif M de rang fini,

e pour 1 < i < k, un sous-BJ; (K;)-réseau Z\Z de Byr (K;) @pw) M.
L’application & — (M, (J\/fi)lgigr) est celle obtenue en posant

M =HU,&), M;=0x,, @0y, &

Cette description des fibrés rend totalement transparentes les modifications d’un
fibré & en des points y1,...,y; : une telle modification revient juste & changer les
sous—BjR(Ki)—réseaux M;, pour 1 <i<k.

Remarque 4.1. — (i) Nous n’aurons besoin que de modifications en co dans la
suite, mais les modifications en un nombre arbitraire de points [19, 20, 21, 22, 54|,
analogues aux chtoukas multipattes de V. Lafforgue [42], semblent devoir jouer un
role important pour la géométrisation de la correspondance de Langlands locale.

(i) Si{y1, ..., yr} = {00}, et sionnote By . et B, les anneaux (BE[1])?2=! (avec
t =ts) et BIz(Ko), on obtient une B-paire (cf. n°2.5.8). Il résulte de la discussion
ci-dessus que la catégorie des fibrés sur X est équivalente a celle des B-paires.

4.2. Le fibré 0x,(\). — Sih est un entier > 1, on note Ej, 'extension non ramifiée
de F/, de degré h. Si A\ = % € Q, avec d, h entiers premiers entre eux et A > 1, on note
D, lalgébre centrale simple de centre E et d’invariant A :

Dy = B[]/ (1" = 7%), Tzl = pp(z), si z € Ey,.
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Si A = £ € Q, on définit un fibré Ox,(\) sur Xg de la maniére suivante. On
h ___d+n
considére le P-module gradué @,enBy?" ", et on note Ox,(A) le fibré associé : si

0 17\ PE=" +r17)PE=T"
y € |Xpl, alors H*(Xg — {y}, Ox,(\)) = (Bzl;]) = (Bgl3,)) :

Remarque 4.2. — Il 'y a une définition plus conceptuelle [FF, n°8.2.2] de Ox, () :
X, est un revétement fini étale de degré h de Xg, et Ox,, (\) est I'image directe du
fibré en droites Ox,, (d) sur Xp,.

Proposition 4.3. — (i) Ox,()\) est de rang h, de degré d, et de pente A.
(i) Les groupes de cohomologie H (X g, Ox()\)) sont donnés par (|FF, prop. 8.2.3]) :

BH)$E=m" g\ >0,
e HO(Xp, Ox,(\) = (Br) , ,
0 si A <0,

0 siA>0,
.Hl(XEvﬁXE()‘)):{ + A+ A
Bir/(t"Bir + En) siA <O,
o Hi(Xp,Ox,(\)=0sii>2.
(iii) End(@x, (X)) = Da (|[FF, prop.8.2.8]).

Remarque 4.4. — (i) On a privilégié le point co mais, si A < 0, on a, pour tout
y € |Ye|, HY(Xg, Ox,(\) = le'R(Ky)/(thgR(Ky)qLEh), ce qui est un peu troublant
car BJ (K,) dépend de y (en tant qu’anneau topologique [40]).

(ii) Les groupes de cohomologie de Ox ., (\) sont les C-points d’Espaces de Banach
de Dimension finie H!(Xg, Ox,()\)), et on a

DimH(Xg, Ox,(\)) — DimH (Xg, Ox,(\)) = (d, h).
4.3. Classification des fibrés sur Xp. — [FF, chap. §]

Théoréeme 4.5. — (|[FF, th.8.2.10]) Si & est un fibré sur Xg, il existe des nombres
rationnels A\ > Ao > --- > X, uniquement déterminés, tels que

= Ox,(M) @ ®Oxy(\).

Remarque 4.6. — (i) Il résulte de ce théoréme que la filtration de Harder-
Narasimhan de & est scindée, et que I'on a une décomposition de & sous la forme
& = Breqbh ol &)\ = Ox,(N)"™, est semi-stable de pente .

(ii) Un fibré semi-stable de pente 0 est trivial.

(iii) En utilisant le (ii) de la prop. 4.3 et la décomposition ci-dessus, on voit que :

dimp(H®(XEg, &)) < +0o & toutes les pentes de & sont < 0.

(iv) Il résulte du (ii) de la rem. 4.4 que, si & est un fibré sur Xg, les groupes de co-
homologie de & sont les C-points d’Espaces de Banach de Dimension finie H(X g, &),
et que la caractéristique d’Euler-Poincaré de & est :

DimH(Xg, &) — DimH(Xg, &) = (deg(&), rg(&)).
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4.4. Fibrés et p-modules. — [FF, chap. 11].

Un ¢-module M sur A = E , B;C est un A-module libre muni d’un morphisme semi-
linéaire ¢ : M — M, tel que a ®@x — ap(z) induise un isomorphisme A ®,,x) M = M
(autrement dit, la matrice dans une base appartient & GL4(A)).

Théoréeme 4.7. — On a des foncteurs naturels :
{B-paires}

{Fibrés sur Xg} = {¢-modules sur B};} == {¢-modules sur E}

(Les foncteurs du triangle sont des équivalences de catégories, les autres sont essen-
tiellement surjectifs mais pas pleinement fideles.)

On a déja expliqué comment marchait ’équivalence { B-paires} = {Fibrés sur Xpg}.
Les autres foncteurs sont obtenus de la maniére suivante.

e La projection Op» — kv induit des projections Ag — Oy et Bf, — E com-
mutant & ¢g. Réciproquement, le choix d’une section k- — ﬁcb permet d’identifier
E & un sous-anneau de B+ D’ou des foncteurs Bg ®p — et E ®B+ — d’extension
des scalaires. La preuve de la surjectivité essentielle [FF, n° 11.1.5] utlhse un nouveau
venu dans le monde des anneaux de Fontaine, & savoir 'anneau By, qui est & la fois
un quotient de BE et un quotient de A[%] par des idéaux sur lesquels g est trés
topologiquement nilpotent.

e Si MT est un ¢p-module sur BE, la B-paire associée est

(Me7M:R) = ((B+[ ]®B+ MT)#= ' B+ ®B+ M)
o Si (M., M, ;R) est une B-paire, le ¢-module sur B} associé est
Mt ={z e Bf[}® M., ¢"(z) € My, Vn € Z}.

e Si M est un p-module sur E,
¢ le p-module sur BE associé est simplement MT = BJr Qp M,
¢ la B-paire associée est ((Bf[] @z M)¥=!, Bl; ®5 M)
o le fibré &(M) est celui défini par le P-module gradué G,en(Bf, ® 5 M)9="
siy € |Xgl, alors H(X — {y}, &(M)) = (Bg [~ } ® M)?=t,

Il est élémentaire de vérifier que, si on part d un ¢-module sur E, le diagramme
obtenu en considérant les objets associés commute. Par contre, il n’est pas clair que le
M™ obtenu a partir d’'une B-paire (M., M;'R) soit, libre sur BE ni que, si Mt est un
¢-module sur B, le B.-module ((Bf[1] ®p+ MT)#=1 ait le bon rang (ou méme qu’il
soit non nul si M+ est non nul); cela résulte ®®) du théoréme de classification des
fibrés sur Xg (th.4.5), de ’équivalence entre p-modules sur BE et E’, et du classique
théoréme de Dieudonné-Manin (prop. 2.36).

30. On peut aussi utiliser le th. 2.16 qui contient un certain nombre des énoncés précédents.
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Remarque 4.8. — Vialéquivalence {Fibrés sur Xp} = {¢-modules sur £}, le fibré
Ox(N\) correspond & E(—\). Autrement dit, les pentes de Harder-Narasimhan sont
les opposées des pentes de Frobenius.

Remarque 4.9. — Le diagramme du th. 4.7, peut s’étendre en un diagramme faisant
intervenir la courbe analytique X&'

{B-paires}
{Fibrés sur Xg} = {¢-modules sur Bt} = {p-modules sur £}
GAGA\LZ J/z i
{Fibrés sur X" {-modules sur B} = {p-modules sur Z(C”)}

Dans ce diagramme, la fleche {Fibrés sur Xg} — {Fibrés sur X2} est lanalytifi-
cation (que ce soit une équivalence de catégories est une manifestation d’un prin-
cipe GAGA, mais les preuves existantes ne sont pas directes). Les p-modules sur B
sont les B-modules localement libres, de rang fini, munis d’une action semi-linéaire
de ¢ telle que B ®,p) ¢(M) — M soit un isomorphisme. Les fléches non en-
core décrites s’obtiennent juste par extension des scalaires, en utilisant les injections
Ec Bt c Bc 2(C").

5. Fibrés Gi-équivariants et représentations de Gg

Comme il transparait des extraits des courriels de Fontaine reproduits dans le
chap. 1, mieux comprendre les diverses démonstrations des conjectures « faiblement
admissible = admissible » et « de Rham = potentiellement semi-stable », ainsi que
les objets qu’elles font intervenir, a été une motivation puissante pour I'introduction
de la courbe Xg et I’étude des fibrés sur Xg.

L’utilisation des fibrés sur X g fournit une preuve de « fa = a » complétement na-
turelle ([FF, § 10.5] ou § 5.2 ci-dessous). Cette preuve est trés proche dans sa structure
de la preuve de Berger (cf. n°2.5.6), mais l'utilisation des modifications de fibrés en
trivialise I’étape la plus délicate, i.e. celle consistant & modifier un (¢, T')-module en
un nombre infini de points.

Supposons dorénavant que F = Q, et notons X et Y les courbes Xg et Yg.

5.1. Fibrés Gx-équivariants et (G, B)-paires. — Le groupe G agit sur C°,
et donc aussi sur Y et X. Le morphisme 0 : Aj,y — O¢ définit un point co € |Y]
(correspondant & 1'idéal (p — [p’]), qui est invariant par G

On note oo € | X/, Pimage de oo € |Y]. C’est le zéro du 2im p-adique ¢ = log[e] de
Fontaine. Alors co est fixe par G et tous les autres points de X ont une orbite infinie
sous l'action de Gk ([FF, prop.10.1.1] ou [5, lemme 1.1.8]). De plus, les anneaux
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O(X — {o0}) et ﬁAX’m s’identifient aux anneaux B, et BJ; du §1.2, avec leur action
naturelle de Gg.

Si & est un fibré G g-équivariant sur X, sa filtration de Harder-Narasimhan est
constituée de fibrés G g-équivariants (car 'action de Gk respecte les pentes des fibrés).
Il découle du th. 4.5 que, si & est semi-stable de pente 0, alors H°(X, &) est une Q,-
représentation de G, i.e. un Q,-espace de dimension finie muni d’une action linéaire
continue de G k. On déduit du (ii) de la rem. 4.6 le résultat suivant.

Théoréme 5.1. — Les foncteurs
Vi VR, Ox e &~ H(X,8)

induisent des équivalences de catégories inverses l'une de l'autre entre la catégorie des
Q,-représentations de Gk et celle des fibrés G i -équivariants sur X, semi-stables de
pente 0.

Remarque 5.2. — (i) Si & est un fibré G g-équivariant sur X, et si &’ est un fibré
obtenu par modification de &, alors &’ est G i-équivariant si et seulement si la mo-
dification n’a lieu qu’en co (c’est une traduction du fait que co est fixe par Gk et est
l'unique point de X ayant une orbite finie sous I'action de G ).

(ii) Si E est une extension finie de Q,, Xg est un revétement de degré [E : Q,)]
de X, et la fibre au-dessus de oo est stable par Gk et finie. Une modification G-
équivariante peut se faire en chacune des orbites de cette fibre sous I'action de G,
ce qui complique un peu ’étude des E-représentations de G .

Si A= %, on fait agir Gx sur Dy = Q,[II] & travers son action sur Q.. Une
Dy -représentation V de Gk est alors un D) module & droite de rang fini muni d’une
action semi-linéaire de Gk :sio € Gk, v € V, et a € Dy, alors o(z-a) = o(z) - o(a).

Théoréeme 5.3. — (|[FF, th.10.1.7]) Les foncteurs
Vi—=V®p, Ox(A\) et &+ Hom(Ox(A),&)

induisent des équivalences inverses l'une de l’autre entre la catégorie des Dy -représen-
tations de G et celle des fibrés G i -équivariants sur X, semi-stables de pente .

Remarque 5.4. — Vial’équivalence de catégories entre fibrés sur X et B-paires, un
fibré Gi-équivariant sur X correspond a une (G, B)-paire (cf. n°2.5.8), et le th. 5.3
est équivalent a [5, th. B].

5.2. (p, N)-modules et fibrés G g-équivariants. — Comme on I’a vu (ex. 2.46), &
un (¢, N)-module filtré sur K, on peut associer une (G, B)-paire (M.(D), M (D)),
et donc un fibré Gi-équivariant & (D) sur X, en posant

M.(D) = (B[} @K, D)N=0¢=1 ot M (D) = Fil’(B}; ®x Dk)

log
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On a alors
V(D) = H(X,&(D)).

Il en résulte que D est admissible si et seulement si &(D) est semi-stable de pente 0.

Remarque 5.5. — (i) On dit que & est log-cristallin si (ﬁﬁ)g[%] @ Mo (&))C% est de
dimension rg(&’) sur Ky. Alors D — & (D) induit une équivalence de ®-catégories de la
catégorie des (p, N)-modules filtrés sur celle des fibrés G g-équivariants, log-cristallin.

(ii) Si D est un (¢, N)-module sur Ky, on peut voir D comme un (¢, N)-module
filtré sur K en mettant la filtration triviale sur Dk (i.e D% = Dk et D} = 0). Le
fibré & (D) associé est celui associé au P-module gradué @kez(ﬁfgg ® K, D)N:(’szk.
Si Fil® est une filtration sur Dy, on obtient &(D,Fil®) a partir de &(D) par une

modification en oo.

Proposition 5.6. — Soit D un (¢, N)-module filtré sur K.

(i) re(£(D)) = 1g(D), deg(&(D)) = deg(D) et u(&(D)) = u(D).

(ii) Si0=Dg C Dy C--- C D, = D est la filtration de Harder-Narasimhan de D,
alors celle de &(D) est 0 = &(Dy) C &(Dy1) C --- C &(D,) = &(D).

(iii) D est faiblement admissible si et seulement si & (D) est semi-stable, de pente 0.

Démonstration. — L’égalité des rangs repose sur les ingrédients suivants :
ea®v—a® (v+uNv+ Z—TNQU + --+) induit un isomorphisme de ¢-modules de
B.ig[1] ® D sur (B, [1] @ D)N=0.

hd Brig[%] B K D= Brig[%] ®Qp (Qp QKo D) et QP XK, D= @)\QP()‘)mA'

e SiA= % alors (ﬁrig[%] ®Q,(A)?=" est un B,-module naturellement isomorphe
a ﬁrig[%]‘foh:pd =~ 9Q,n ®q, Be, et donc est libre de rang h = rg(Qp(A)).

Si la filtration sur Dy est triviale, ’égalité des degrés résulte de la décomposition
ci-dessus et de la rem. 4.8. Le cas général s’en déduit en utilisant la formule reliant
le degré d’un fibré et celui d’une de ses modifications ([FF, lemme 10.5.5]). L’égalité
des pentes est alors immeédiate, ce qui prouve le (i).

Pour prouver le (ii), commengons par remarquer que la filtration de Harder-
Narasimhan de &(D) est stable par Gx (par unicité). Il suffit donc, compte-tenu
du (i), de prouver quun sous-fibré &’ de & (D), stable par G, et facteur direct, est
de la forme &(D'), avec D’ sous-(¢, N)-module filtré de D.

Pour cela, introduisons le foncteur s associant a une B,-représentation M (i.e. un
B.-module libre de rang fini muni d’une action semi-linéaire de Gx) le (¢, N)-module
Dt (M) sur Ky défini par Zs (M) = (ﬁﬁ)g[%] ®p, M)¢x. Comme Efzg[%] est G-
régulier et Fr(ﬁltg[%])cf‘ = Ko, on a dimg, (Zs(M)) < rgg_(M) et, s’il y a égaliteé,
lapplication naturelle ﬁgg[%] ®r, Dst(M) — ﬁfgg[%] ®B, M est un isomorphisme.

Soient alors M = M. (D), M' = H°(X — {0}, &”) et M" = M/M’. Comme & est
facteur direct, M" est un B.-module libre, et on a une suite exacte 0 — P (M') —
D (M) = Zt(M"). Or D (M) = D et donc dimg, st (M) = rgg, (M) ; il s’ensuit
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que les inégalités dimg, (Zsi(M')) < rgg, (M) et dimg,(Zs(M")) < rgg_(M") sont
des égalités et donc, en particulier, que si on pose D' = P (M'), alors M’ = M (D’).
Comme & est facteur direct, cela implique que & = &(D’), ce qui prouve le (ii).

Le (iii) est une conséquence immédiate des (i) et (ii) et des définitions. O

Théoréeme 5.7. — Soit D un (¢, N)-module filtré sur K.
(i) Si p(D) >0, alors dimq, V(D) = +o0.
(i1) Si p(D) = 0, les conditions suivantes sont équivalentes :
e D est faiblement admissible,
e dimq, V(D) < +oo,
e dimq, V(D) = dimg, D (i.e. D est admissible).

Démonstration. — Soit 0 = Dy € Dy C --- C D, = D la filtration de Harder-
Narasimhan de D. On rappelle que V(D) = H°(X, &(D)).

e Si (D) > 0, alors p(Dy) > 0, et donc u(&(Dy)) > 0, et dimg, H*(X,&(D)) =
+00, d’aprés le (iii) de la rem. 4.6, puisque H°(X, & (D)) contient H°(X,&(Dy)). On
en déduit le (i).

e Si u(D) =0, alors pu(Dy) > 0 sauf si D est semi-stable (et donc de pente 0, i.e. D
est faiblement admissible), ce qui équivaut, d’aprés le (iii) de la prop. 5.6, & ce que
&(D) soit semi-stable de pente 0, et donc a ce que D soit admissible. O

5.3. Le théoréme de monodromie p-adique. — Si & est un fibré Gg-
équivariant sur X, de rang d, on dit que & est de de Rham si dimyg Mggr(&)%% = d.
On dit que & est potentiellement log-cristallin s’il existe une extension finie L de
K, telle que &, vu comme fibré Gp-équivariant, soit de la forme &(D), ou D est un
(¢, N)-module filtré sur L. Il est élémentaire que « & potentiellement log-cristallin »
implique « & de de Rham », et on a le résultat ci-dessous qui montre que la réciproque
est vraie; compte-tenu du lien entre représentations de Gi et fibrés G g-équivariants
sur X, cela fournit une preuve de « dR = pst ».

Théoréme 5.8. — (|[FF, th.10.6.10]) Si & est de de Rham, alors & est potentielle-
ment log-cristallin.

Démonstration. — La preuve comporte trois étapes :

e Quitte & modifier & en oo, ce qui ne fait que changer les pentes et la filtration
finale, on peut supposer que M (&) = B @k Mar(&)9x.

o Le cas isocline : si & est semi-stable de pente A, alors & 2V ®p, O(N), ou V est
une D{P-représentation de G de dimension finie (th. 5.3). Maintenant, M (0(\))
est une B;-représentation triviale, et comme il en est de méme de MJ; (&) par
hypothese, on en déduit que Bji'R ® V est une Bji'R—représentation triviale. D’apres
le th. 2.4, cela implique que V est potentiellement non ramifiée, et donc que & est
potentiellement cristallin.
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e Le cas général se traite par récurrence sur le nombre de pentes de &. Si & n’a
qu’une seule pente, on est dans le cas isocline qui a déja été traité. Si & n’est pas
isocline, on peut ’écrire comme une extension & — & — &5 ou les pentes de &
sont strictement supérieures a celles de &5. L’hypothése de récurrence implique que,
quitte a remplacer K par une extension finie, il existe des (¢, N)-modules D1, Dy tels
que & = &(D;), et on cherche a prouver que & = &(D), o D est une extension
Dy — D — Dy de (¢, N)-modules sur Ky. On peut, pour ce faire, supposer que kg
est algébriquement clos.

Si A = D3 ® Dy, ’hypothése sur les pentes de &1 et &3 implique que les pentes
de frobenius de A sont < 0 et, en particulier, que ¢ — 1 est bijectif sur A. On a
Ext!(Dy, Dy) = Ext'(1,A) = A*=?"" [FF, lemme 10.6.12] :

Eth(DQ,Dl) _ Eth(l,A) ~ {(SC,y) € A x Aa (pﬁ,@ B 1)$ = Ny} o~ A(p:p71
{(Nz,(p—1)z), z € A}
linverse du dernier isomorphisme envoyant a sur la classe de (a,0), le précédent
envoyant une extension A — E — 1 sur (Ne, (p — 1)e), ot e € E est un relévement

de 1 € 1. En particulier, Ext'(1, A) est un Q,-espace de dimension finie.
Par ailleurs (cf. [FF, prop.9.2.3]),

Ext'(&, &) = H'(Gx, Hom(&, &) = H' (G, (Bf, @ A)N=0e=1),

L’hypothése que & est trivial en oco se traduit par le fait que sa classe est nulle dans
H'(Gg,Bjg ® A), et donc appartient a

Z =Ker(H'(Gk, (B, ® A)N=0¢=1) & HY Gk, Bl ® A)).

log

Soit o ++ ¢, un 1-cocycle sur Gk, & valeurs dans (Egg ®@A)N=0¢=1"dont la classe ap-
partient & Z. Comme kg est algébriquement clos, on peut décomposer le G g-module
(ﬁfg,g@A)N:O’*’:l comme une somme directe d’espaces de la forme (]?.?»lf)g)Nkzo’“"h:pd7
et on déduit de la prop. 2.17 qu'il existe ¢ € f’)ltg ® A tel que ¢, = (0 — 1) - ¢ pour
tout o € Gk. Alors (p — 1)c et Nc sont fixes par G, et donc appartiennent a A, et
(Ne¢, (p — 1)¢) définit un élément de Ext' (1, A) qui est nul si et seulement si o — ¢,
est un cobord, ce qui fournit une injection de Z dans Extl(l, A).

Comme &(D) est trivial en oo, si D est un (p, N)-module, 'application natu-
relle Ext!(Dsy, Dy) — Ext!(&, &) fournit une injection de Ext!(Dy, D) dans Z, et
comme Ext'(1,A) est de dimension finie et isomorphe a Ext!(Ds, D;), les injections
Ext!'(Dy, D1) — Z — Ext'(1,A) sont des bijections. On en déduit que & est de la

forme &(D), ce que l'on voulait. O

5.4. Descente a une extension de type de Lie. — Soit K., une extension
galoisienne de K, infiniment ramifiée, de type Lie (ce qui signifie que le groupe de
Galois I' = Gal(K/K) est un groupe de Lie p-adique). Une telle extension est
perfectoide, et son basculé Kgo est un sous-corps fermé de C” muni d’une action
continue de T', et on a Gal(C*/K" ) = Gal(C/K).



LA COURBE DE FARGUES ET FONTAINE 47

L’anneau B, (K”_) n’est plus principal, mais il est de Dedekind [FF, prop.7.2.1].
Il s’ensuit que
(K2))9=")

XKoo = Proj(@neN(f)’;;g

est une courbe compléte, et comme I' agit sur K, la courbe Xg__ est munie d'une
action de I'.

Par ailleurs, I'inclusion de K°_ dans C” induit un morphisme Oxy.. — Ox de
faisceaux, et donc un morphisme X — Xg__.

Théoréme 5.9. — ([FF, th.10.1.5]) Le morphisme X — Xg_ induit une équiva-
lence de catégories de Harder-Narasimhan :

{Fibrés I'-équivariants sur Xk __} = {Fibrés G x-équivariants sur X }.

Remarque 5.10. — (i) Si on combine ce résultat avec le th. 5.1, on obtient une
classification des Q,-représentations de Gx en termes de fibrés I'-équivariants sur
XK., semi-stables de pente 0.

(ii) Dans le diagramme de la rem. 4.9, on peut rajouter une action de Gk partout,
et utiliser le th. 5.9 pour descendre & K ; on obtient le diagramme de catégories
suivant :

{Gx-Fibrés sur X} —— {(Gx, B)-paires}

)

{I-Fibrés sur Xx__ } <— {(¢,T)-modules sur B (K% )} == {(¢, T')-modules sur Ky}

anca s I I

{I-Fibrés sur X3, } == {(¢,I")-modules sur B(K%,)} —=> {(¢,T')-modules sur Z(K2%)}

Notons que { (i, I')-modules sur B (K" )} — {(¢,T)-modules sur B(K” )} n’est pas
essentiellement surjective contrairement au cas algébriquement clos.

(iii) Si V est de de Rham, et si &(V) désigne le fibré I'-équivariant sur X qui
lui correspond, alors HO(X _ —{oo}, &(V)) = (B, @ V)Cal(E/Kx) est lie de preés a la
cohomologie d’Iwasawa de V', que ce soit dans le cas cyclotomique [10] (ot ce module
est noté Diy, (V) ou dans le cas d’une extension du type Lubin-Tate [33].

(iv) Si K, est I'extension cyclotomique, on a Z(K?%,) = ]~3rig,K, et on peut décom-
pléter un (¢, T')-modules sur f’»rig x en utilisant des traces de Tate, ce qui permet de
compléter le diagramme précédent en rajoutant I’équivalence de catégories

{(¢, T')-modules sur ﬁrigJ(} = {(¢,I')-modules sur B, i }

qui entre dans la preuve des th. 2.47 et 2.41. Si la dimension de I" est > 2, on ne dispose
plus de traces de Tate (et on n’a pas d’équivalence de catégories comme ci-dessus),
mais [7] propose une solution alternative.
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CHAPITRE 1

FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA VARIABLE p ET
ANNEAUX DE PERIODES

Introduction

L’un des anneaux de base intervenant en théorie de Hodge p-adique est I’anneau
B} .. (C,) des périodes cristallines. L'étude de I'arithmétique des représentations ga-
loisiennes amene souvent & introduire une variable auxiliaire provenant de la théorie
du corps des normes, par exemple :
— [p] € B/, oupest tel que Q(O) = p et est associé a ’extension arithmétiquement
profinie Q,(p/?™).
— U =14 [P [e%] € BT, ol € est un générateur de Z,(1) associé a

I'extension cyclotomique Qp((pes ).

L’un des principes de base pour I’étude des représentations galoisiennes consiste alors a
+

Ccris
auxiliaire. C’est un des procédés de base de la théorie des p-modules sur 'anneau de
Robba : a certaines fonctions holomorphes a coefficients dans @Q, sur une couronne
on associe une période par évaluation sur une des variables auxiliaires précédentes.
Il se trouve que pour I’étude de 'aspect arithmétique de la théorie de Hodge p-
+ o), le plus
grand sous-anneau sur lequel le Frobenius cristallin est bijectif. Un de ses premiers

interpréter les éléments de B . en termes de fonctions holomorphes de cette variable

adique on peut remplacer I'anneau B}, par 'anneau B;rig = Np>09™ (B

avantages est qu’il ne dépend que du corps valué complet algébriquement clos de
caractéristique p

F={(a™),50 | 2™ € Cp, (") = 2™}

Mais de plus, il peut s’interpréter comme une algebre de < fonctions holomorphes de
la variable p & coefficients dans F' >. C’est le point de vue que nous développons ici.
Plus précisément, d’'un point de vue <« classique > on interpréterait la période

u™
§ € +

anﬁ S Bcris’ a, € Zp
n>0 ’
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comme la fonction holomorphe 3, - aan—;L évaluée en u.. Du point de vue de ce
texte, la variable n’est pas u. mais p et les coefficients sont les [z], z € F. L’un des
avantages est que cette variable est intrinseque.

Plus précisément, nous définissons et étudions dans ce chapitre de telles algebres
de Fréchet de < fonctions holomorphes > a partir de n’importe quel corps F' valué
complet parfait de caractéristique p. Il se trouve que de nombreuses propriétés des
fonctions holomorphes « classiques » d’une variable sur une couronne, telles qu’elles
apparaissent dans [49], se transposent dans ce contexte (on renvoie au chapitre 1 de
[22] pour une introduction aux résultats de [49] de notre point de vue). Bien sir, la
plupart de ces anneaux ne sont pas nouveaux et apparaissent déja dans les travaux de
Berger, Colmez et Kedlaya sous d’autres noms ([11],[4],[42] par exemple). Ceci dit, le
point de vue qui consiste a les étudier comme fonctions de la variable p est nouveau.
Ce point de vue est particulierement agréable grace a la multiplicativité des normes

de Gauss (def. [1.4.1} prop. [1.4.9)) qui n’avait apparemment pas été remarquée avant
ce travail. Gréace a cela on dispose d’une bonne théorie des polygones de Newton et
de nombreux résultats concernant les fonctions holomorphes non-archimédiennes sur
un disque épointé s’adaptent a ce contexte.

1.1. Hypotheses et notations

La donnée de départ est la suivante. Soit F un corps valué complet de valuation
discrete de corps résiduel le corps fini Fy, ¢ = p/#. On choisit une uniformisante 7
de Op qu’on notera parfois g lorsqu’on voudra souligner sa dépendance en E. Si F
est de caractéristique p alors E = F,((m)). S’il est de caractéristique 0 alors E|Q,.
On notera Frob, le morphisme de Frobenius & la puissance fr d’une Og-algebre de
caractéristique p.

Soit F' un corps parfait de caractéristique p extension de F,, valué complet pour
une valuation non triviale

v: F — RU{+o0}.

On note |.| = ¢*0) la valeur absolue associée, mp = {z € Op | v(x) > 0} l'idéal
maximal de Op et kg son corps résiduel. On utilise parfois la notation wpg pour
désigner n’importe quel élément de F' vérifiant 0 < |wp| < 1.

1.2. Og-vecteurs de Witt

Dans cette section on suppose E de caractéristique zéro. Tous les résultats de cette
section ne seront pas utiles dans la suite. Le but est de faire le point sur les vecteurs de
Witt ramifiés. Lorsque R est une Fy-algebre parfaite on a Wo, (R) = W(R)®w r,)OF
et le lecteur peut sauter cette section et prendre ceci comme définition des vecteurs
de Witt ramifiés lorsqu’on les évalue sur une telle R.
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1.2.1. Le cas < classique »([15]). — Pour tout n > 0 posons
Wn,ﬂ' = ZWngn_i S OE[X(), . ,Xn]
i=0

Soit le foncteur
F : O — algebres —— Ensembles
A — AN

On notera [x;];>0 un élément de Z (A), ou pour tout i, z; € A.

Lemme 1.2.1. — Il existe une unique factorisation

Og-algébres = Ensembles

m
Og-algebres

telle que la transformation naturelle en A

Wra: Wop<(4) — AN

lai)izo > (Wha,x(ao, ... 7%))“20

soit un morphisme de Og-algébres.
Démonstration. — Cela résulte de ce que si A est une Og-algébre sans p-torsion

munie d’un endomorphisme ¢ relevant Frob, modulo 7, W, 4 est injectif d’image
{(z:)iz0 € A | 2iy1 = p(2;) mod 71}
O
La description précédente de I'image de Wi 4 lorsque A est sans p-torsion munie
d’un relevement de Frobenius ne fait pas intervenir 7 mais 'idéal engendré par celui-
ci. II en résulte que si 7’ est une autre uniformisante de Og, il existe un unique
isomorphisme de foncteurs en Og-algebres

Urn t Wopa — Wog x
tel que le diagramme suivant commute

WOE,TF(_>

WOEJT/ (7)

On a bien SUr Uy 77 O Ug x/ = Ug v
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Définition 1.2.2. — On pose

Wop, = lim Wo, » : Og — algebres — O — algebres
—

T

ou la limite projective est prise suivant toutes les uniformisantes de Og. On note
W:Wo, (A) — AN

pour le morphisme composé Wo,, (4) — Wo,, - (A) RNy

Comme 'anneau We,,, le morphisme
W Woy(=) — (=)"

ne dépend pas du choix d’une uniformisante.

Soit A une Og-algebre. Pour a € A on notera [a] = [a,0,...,0,...] € Wo, »(A).
On vérifie aussitot que ur -/ ([a]) = [a] qui définit donc une application relevement de
Teichmiiller

[—]: A= Wo,(A)
indépendante du choix de I'uniformisante 7. Il existe un unique endomorphisme
F: WOE(_) — WOE(_)

tel que si a € Wo,(A), W(a) = (z;)i>0 alors W(Fa) = (zi+1)i>0. Comme le
relevement de Teichmiiller [—], cet endomorphisme F' ne dépend pas du choix d’une
uniformisante. Notons

Va: WOE(_) — WOE(_)

déduit du décalage [a;)i>0 — [0,a1,...,0a;,...] sur Wo, » et de l'isomorphisme
Wo, — Wo, ». Contrairement a [—] et F il dépend du choix de 7. On a alors les
propriétés :
— FV,.=nx
— Ve =TV,
— Va(F(2)y) = 2.V (y)
— des deux propriétés précédentes il résulte que pour tout n > 1, V'We,, est un
idéal de Wo,, indépendant du choix de I'uniformisante
— Wo, (A) est Vr-adiquement séparé complet : si Wo,, n(A) = Wo, (4)/VEWe,, (A)
alors
Wo,(A) — l<£n Wo, n(A).
n>1
— tout élément a € Wo,, (A) s’écrit de fagon unique sous la forme Y, < V' [a,]
— si A est une Fg-algebre, Vo F =7 et F( 50 Valan]) = > 50 Vr [ad]
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— si A est une F,-algebre parfaite, Wp, (A) est m-adiquement complet sans 7-
torsion et tout élément s’écrit de facon unique sous la forme >, < [z,]7". De
plus, Wo,(A) est & isomorphisme unique preés I'unique relévement m-adique
sans m-torsion de la Og-algebre parfaite A.

Soit E’|E. On vérifie facilement le lemme qui suit.

Lemme 1.2.3. — Il existe un unique morphisme naturelle de Og-algebres en la O -
algebre A
u:Wo,(A) — Wo,, (A)

tel que la diagramme suivante commute

——Wo, (4)

& / Jn>0

On a u([a]) = [a], w(Vzz) = 5V0 (FfE’/Eflu(x)) et w(FTe/eg) = Fu(z).

Wop(A
WfE’/E

Rappelons qu’il y a un unique morphisme naturel de Og-algebres
A WOE(_) — WOE (WOE(_))

tel que W(A(x)) = (F"2)n>0-

Si E'|E comme précédemment, F,/|Fy est I'extension résiduelle et Ej|E est 'exten-
sion maximale non-ramifiée de £ dans E', il y a une identification Wo, (Fy) = Og;.
Si A est une Opr-algebre il y a donc un morphisme

OE(’) = WOE (Fq’) L WOE (OE(/)) - WOE (A)

qui fait de Wo, (A) une Op;-algebre. Le morphisme naturel Wo,, (A) = Wo, (A) est
alors un morphisme de O gy-algebre et on en déduit donc un morphisme naturel en la
Op/-algebre A,

Woy(A) B0 Op — Wo,, (A).

Via ce morphisme, F' éEl/ ¥ ® Id correspond & Fg.

Si A est une F-algebre parfaite, la réduction modulo 7’ des deux algebres
précédentes coincide avec A. Utilisant que WOE (A) est I'unique relévement 7’-adique
sans 7’'-torsion de A, on en déduit que dans ce cas la ¢’est un isomorphisme :

Woy (4) ©o,, O = Wo,, (A).

Ainsi, si Ey désigne l'extension maximale non-ramifiée de Q, dans E, W = Wy,
les vecteurs de Witt-usuels, pour toute F,-algebre parfaite A on a un isomorphisme
canonique

W(A) ®(9E0 Og - WOE(A)
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via lequel
[a]®@1 — [a]
Flegld < F
1.2.2. Le cas <« tordu » : déformation du relevement de Teichmiiller. — Le

relevement de Teichmiiller sur les vecteurs de Witt est adapté au groupe multiplicatif
Gy, au sens ot [zy] = [z][y]. Cependant lorsqu’on travaille avec les Op-vecteurs de
Witt, Weo,,, il est parfois plus commode de travailler avec un autre relevement de
Teichmiiller adapté a un groupe de Lubin-Tate associé au corps F.

Soit @ € Og[X] un polynéme tel que @ = X? modulo 7. Posons Qg = X et pour
n>1,

Qn=Qo-0Q.
—_——

n-fois

Soit

Wh,Qn = Zﬂ'iQn—i(Xi) € OplXo,...,Xn)
=0

Posons comme précédemment

% . Op-algebres — Ensembles
A — AN

Proposition 1.2.4. —

1. Il existe une unique factorisation

Og-algébres FEnsembles

Og-algébres
telle que la transformation naturelle en A

WQ,W,A : WOE,Q,TK‘(A) — AN

[ai]izo — (WTL,Q,ﬂ(a07 s 7an))n20

soit un morphisme de Og-algébres.
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2. 1l existe un unique isomorphisme ug = : Wo,.Q,n — Wop « tel que le diagramme
suwant commaute

WOEvaﬂ'(i)
Wq,

WOE ,TF(_)
Cette proposition résulte du lemme qui suit.

Lemme 1.2.5. — Soit A une Og-algébre sans w-torsion munie d’un relévement
de Frob, mod w. Alors, Wq » a est injectif d’image
ImWg ra = {(i)ien | Tit1 = (x;) mod 71}

On déduit ce lemme du lemme élémentaire suivant.

Lemme 1.2.6. — Soit A une Og-algébre, i > 1 et x,y € A tels que x = y|[n'].
Alors, Q(z) = Q(y) ["].

Composant les isomorphismes Wo, 0.x A Wogx = Wo,, on déduit la proposi-
tion suivante.

Proposition 1.2.7. — Il existe une unique application naturelle en la Og-algébre A
[l A— Wo,(A),
vérifiant :
— W(ldlq) = (Qn(a))n>0
— Qo) = [Q(a)lq

— Tout élément de Wo, (A) s’écrit de fagon unique sous la forme
Z Vi'lan]q-
n>0
— Si A est une F,-algébre parfaite, tout élément de Wo,(A) s’écrit de fagon
unique sous la forme >, <olzn]om™, le Q-relévement de Teichmiiller x — [x]q
est lunique relévement vérifiant Q([z]g) = [z et on a

[z]g = lim Qn([mq_n]).

n—-+4oo

s, . N N —-n
Plus généralement, si x € A, &, est un relévement quelconque de x9 = alors

[zlo = lm Qn(Zn,).

n—-+o0o

Exemple 1.2.8. —
— SiQ(X) = X%o0na [alg = [a].
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— SIE=Q,etQ(X)=(1+X)?—-1onalag=I[14+al -1

Le relevement de Teichmiiller classique est multiplicatif, [xy] = [z][y] et se comporte
donc bien vis a vis de la loi du groupe G,,,. Supposons maintenant de plus que Q(X) =
7X mod X2. Soit LT g € Og[X,Y] la loi de groupe formel de Lubin-Tate telle que
[T]c7o = Q. Soit A une Fy-algebre parfaite. Soient x,y € A tels que A soit séparé
complet pour la topologie (z,y)-adique. Il est aisé de vérifier qu’alors, Wo, (A) est
séparé complet pour la topologie ([z]g, [y]g)-adique (car Wo, (A) est séparé complet
pour Ia topologie ([z], [3], 7)-adique et ([z)o, [slg, ) = (2], [y], 7))-

Lemme 1.2.9. — Sous les hypotheses précédentes,
LT (=], We) = [£LTo(=.y)],-
Démonstration. Pour tout n, z, = £TQ([33‘17"]Q, [yq_"}
LTo(z? ",y "). On a donc
LT 9)]g = lim Qulz).

n——+0oo

Q) est un relevement de

Le résultat s’en déduit facilement puisque @, (LT ¢(X,Y)) = LT (Qn(X), Qn(Y)).
O

Corollaire 1.2.10. — Le Q-relevement de Teichmdiller définit un morphisme de
Og-modules
) H W )
(e 5,)  (Woulme), 1)
z — [z]g.

Plus généralement, si L7 est n’importe quelle loi de groupe formelle de Lubin-
Tate associée a E, c’est & dire telle que [7]z7 € Og[X] ne soit pas nécessairement
un polynoéme, on peut définir pour x € mp

[z]cT = nli)rfoo[ﬂnhrr([xqin])y

suite qui converge pour la topologie faible (cf. [1.4.3). Cela définit un morphisme de
Og-modules

(me, x) < (Wog(mr), +)

T [x}ﬁ'r.

1.3. Les anneaux &, BY et B®*

Dans cette section on définit les anneaux que nous utiliserons plus tard pour
définir nos algebres de < fonctions holomorphes > par un procédé de complétion.

Puisque F est parfait, la définition suivante a bien un sens.
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Définition 1.3.1. — On note Og 'unique Opg-algebre m-adiquement complete sans
m-torsion tel que Og/7Og = F. On note & = Og [%]

En d’autres termes, &'|E est 'extension compléte non-ramifiée induisant I’'extension
F|F, au niveau des corps résiduels. Il existe un unique relevement multiplicatif
[—] F— Og.
et tout élément de O s’écrit de fagon unique sous la forme

Z [xp]7™, x, € F.

n>>>—oo

Définition 1.3.2. — On note

B = { Z [z, € & | sup |z, <+oo}
n>>—oo "
Bht — { 3 el € & | an eop}
n>>—00
A = {Z[mn]wn €& |z, € Op}.
n>0

Dans la littérature < classique > de théorie de Hodge p-adique ’anneau A est noté
Ainy, on a préféré ici I'écriture plus compacte A. On a les formules

Bb — Bb,+[#]

[wr]
B¥F = A[L]
™
Deux cas se présentent :

1. Si E est de caractéristique p alors E = Fy((m)) et [—] est additif. Il définit un
plongement de F' dans Qg et

O¢

F®]FQOE: lim F®]Fq OE/W"(QE
—
n>1

= F[n]

ou dans la complétion F' est muni de la topologie discrete et O de la topologie
m-adique. De plus,

& = F((n)
A = 0F®0E:0F[TFH.

2. Si E|Q,,
Os = Wo,(F)

>
I
5
o]
Q
2
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Les lois d’addition et de multiplication des éléments de Wp,, (F') sont données
par des polynémes généralisés :

Z[mn}ﬂ'”—&—Z[yn]W" = Z[Pn(xo,...,xn,yo,...,yn)]ﬂ'”

n>0 n>0 n>0
(Z[mn]w")(Z[yn]w") = Z [Qn (05, Ty Yo, -5 Yn) | 7"
n>0 n>0 n=>0

avec

1/p*® 1/p™
P, Qn qu[Xi Y ]ogi,jgn‘

Convention : dans la suite, lorsqu’on voudra marquer la dépendance de ces anneauz
en E, F' ou bien les deuz on écrira 6, g, EF ...

Définition 1.3.3. — On note ¢ 'unique automorphisme de Og relevant Frob, sur
F.

Il stabilise tous les anneaux précédents. On a alors

o( X )= Y et

n>>—oo n>>—oo

Remarque 1.3.4. — 1l faut penser aux élément de B® comme étant des fonctions
holomorphes de la variable 7. De ce point de vue, ¢ est un Frobenius arithmétique.

Remarque 1.3.5. — Soit K|F, un corps. Puisque F, est parfait, K est une limite
inductive filtrante de F,-algebres lisses et donc

]LK/]Fq ‘N—) Q}(/]Fq [0]

Puisque H’z(LK/Fq) =0, K|F, se releve en une Og-algébre m-adique plate Og,, un
anneaw de Cohen. Puisque H _I(LK/Fq) = 0 deux tels relevements sont isomorphes
et de plus le Frobenius Frob, de K se releve a Og,. Néanmoins si K n’est pas
parfait, Q}(/Fq peut étre non-nul et deuz tels relévements ne sont pas canoniquement
isomorphes. De méme, il peut exister plusieurs relevements du Frobenius. C’est par
exemple le cas si K = Fo((T)) et Og, = Op[X][+] : on peut prendre X — X7 ou
bien X — (1+ X)? — 1 comme relévements de Frobenius. Dans notre situation F'

parfait, tout est défini a isomorphisme unique pres et le relevement ¢ de Frobenius
sur Og, est canonique.

On remarquera également que si ¢ est un relevement de Frobenius sur Og, il y a
alors un isomorphisme canonique

h_II>1 OgK — OgK

1/p> "

@

Cela induit une bijection entre les couples (Og, , ) ol ¢ est un relevement de Fro-
benius sur un anneau de Cohen et les couples (Og,,¢) ot ¢ est un plongement dans
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I’anneau canonique (’)gKl Jpoo

t:Og —> OgK

1/p>°
induisant linclusion K1/7~ | K modulo 7 et dont 'image est stable par le Frobenius

canonique de OgKl /oo - Dans les deux exemples précédents, cela correspond aux plon-
gements X — [T] et X — [T +1] — 1.

1.4. Normes de Gauss

Dans cette section on définit et étudie les propriétés de base des normes de Gauss
que nous utiliserons afin de définir par complétion nos < algebres de fonctions holo-
moprhes >. Le résultat principal est la proposition [1.4.9

1.4.1. Définition et premiéres propriétés. —

Définition 1.4.1 (Normes et valuations de Gauss). — Pourx = Z [zn)7" € B®

n>-—oo
et p €]0,1], r € [0, 4+00[, on note

|, sup [zp[p"
n

ve(z) = info(z,)+ nr
n
Onadoncsip=gq7", ||, = ¢~ (). On remarquera que pour p < 1, resp. 7 > 0,

la borne supérieure précédente, resp. la borne inférieure, est atteinte. Ce n’est pas le
cas en général pour |.|1 et vg. Remarquons les formules suivantes

ol = lim Ja],

<
S
—

8
N

I

iy o)

T‘ETOO r = Un ($) '

Le comportement vis a vis du Frobenius est donné par les formules
@, = lal%,
u(p(@) = qus(a).
Afin d’établir les propriétés de base de ces fonctions nous aurons besoin du lemme
suivant.
Lemme 1.4.2. — Pourk >0 etz =73, 5q[r,]7" € A posons

Ni(z) = sup |zpl
0<n<k
1. Pour v € [0,1] N |F|, Ni(z) < 7 si et seulement si pour a € Op satisfaisant
v=la| on a
z € A.la] + Arht?
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2. La fonction Ny ne dépend pas du choix de l'uniformisante 7.

3. On a Ni(z +y) < sup{Ny(z), Np(v)}.

4. On a
Ni(zy) < sup Ni(z)N;(y).
it+j=k
5. Ona
2], = sup Ny (@)
k>0
Démonstration. — Le point (1) résulte de la multiplicativité du Teichmiiller et de

l'unicité du développement m-adique. Le point (2) résulte du point (1) car I'idéal
Ala]+ Am**1 ne dépend pas du choix de 7. Pour le point (3), siz = 3, [#,]7" et y =
STalynlm™, (@) = (zn)n<k €t (b) = (bp)n<k comme idéaux de Op, (T, Ym)n,m<i =
(a,b) = (c), alors @ +y € Alc] + 7" A et [c| = sup{|al, |b]} = sup{Ny(z), Ni(y)}-
Pour le point (4), on a

Ty = Z [Zn Y7 ™ mod 7F A

n+m<k

Mais si (a) = (ZnYm)n+m<k, la| = sup;y;_ Ni(x)N;(y). On conclut puisque xy €
Alc] + Ar*T1. Le point (5) résulte de ce que

sup Ni(z)p" = sup sup |a,|p"

k>0 k>0 0<n<k

— sup sup ogl"
n>0 k>n

= sup |z,[p"
n>0

puisque p € [0, 1]. O
Les normes de Gauss sont entierement caractérisées par leur restriction a A ainsi

que les propriétés |[a]z|, = |a|.|z|,,a € F,x € B® et |7"z|, = p"|z|,,n € Z,x € B.
Le lemme précédent permet d’obtenir immédiatement la proposition suivante.

Proposition 1.4.3. — La définition précédente des normes de Gauss est indépendante
du choix de luniformisante w. De plus ce sont des normes d’algébre
[z +yl, < sup{|zy, [yl,}
lzylo < [2lolyl,-
Remarque 1.4.4. — Pour p €]0,1], la restriction de |.|, & £ induit la topologie

non-archimédienne de £ : ||,z = p~(). 11 faut faire attention que par contre |.|;|p
est la valuation triviale et la topologie induite est la topologie discrete.

On a en fait la caractérisation intrinseque suivante des normes de Gauss lorsque le
rayon est dans |0, 1[.



1.4. NORMES DE GAUSS 63

Proposition 1.4.5. — Soit p €]0,1[. On note |.|, l'unique valeur absolue sur E
définissant la topologie de E telle que |m|, = p. On a alors pour x € B®

|z|, = inf { igpo |z ]| Anl, ) T = T;[wn]Anyl'n eEF N\, € E,sip || < +oo,ngr}rloo An = 0}.

Démonstration. — Une telle série },,~q[r,|\, est convergente pour |.|,. On a donc
siz =5, [rn] A, comme dans I'énoncé

|~T|p < sup |[xn])‘n|p = Sup |$n|-|>‘n‘p~
n n

Dans I’énoncé le membre de gauche est donc plus petit que celui de droite. On obtient
I'inégalité dans 'autre sens en écrivant x = >, < [#,]7" et en prenant A, = 7. O

Remarquons que pour = € B?, la fonction

[0,4+00] — RU{+o0}

r — v.(x)
est concave. Il en résulte que si 0 < p; < p < p2 < 1 alors

2], < sup{|z|p,, 7], }

ce qui se traduit en un principe du maximum sur la < couronne > de rayons dans
[p1; p2]-

Remarque 1.4.6. — D’apres Hadamard, si f est une fonction holomorphe sur le
disque épointé {z € C | 0 < |z| < 1} et pour 0 < r < 1, M(R) = sup {|f(2)|}, la
|z|=R

fonction R +— log M (R) est une fonction convexe de log R. La concavité de la fonction
r +— v,.(x) précédente est un analogue non-archimédien de cette propriété.

On rajoute a nos définitions la définition suivante.
Définition 1.4.7. — On note |.|o = ¢~*=) sur BP.

On a également un principe du maximum faisant intervenir |.|p en supposant que
< la fonction méromorphe de 7 est holomorphe en 0 ». On vérifie en effet aussitot le
lemme suivant.

Lemme 1.4.8. — Soit x € BY tel que |z|o < 1. Alors, si0 < p' <p<1lona
2| < |z,

Il s’en suit que pour p € [0, 1] la topologie définie sur B® par la famille de normes
(I.]p)o<p'<p est la méme que la topologie définie par la norme sup{|.|o,|.|,}
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1.4.2. Multiplicativité. — Le résultat qui suit est un point clef de ce texte qui sera
utilisé & de maintes reprises (par exemple pour vérifier que le polygone de Newton d’un
produit de < fonctions holomorphes > est obtenu par concaténation des polygones de
Newton des éléments dont on prend le produit, cf. sec. et [L.6.3). Bien que la
preuve de ce résultat soit élémentaire, ce résultat est nouveau (la sous-multiplicativité
de normes du type de celles que ’on considere apparait a divers endroit dans la
littérature de théorie de Hodge p-adique, mais pas la multiplicativité).

Proposition 1.4.9. — Pour tout p € [0,1], |.|, est multiplicative, |xy|, = |z|,|y],-
En d’autres termes, les v,., r > 0, sont des valuations.

Démonstration. — D’apres la formule de passage a la limite donnée précédemment il
suffit de le faire pour p €]0, 1[. On peut également supposer que z,y € A car la formule
de multiplicativité est connue lorsque = = [a]7*,a € F,k € Z et B® = A[%7 [w—lF]]

Soient donc z = >, [z,]7" et y = >, [ym]m™ non nuls. Soit ng, resp. mo, le plus
petit entier tel que

no _—

[T |p 2], 1€SD. [Ymo [P = [yl,-

On peut écrire z et y sous la forme
r = 2+ [z, )7 4wty
y = Y+ [ymlm ™+ 0ty

1

avec 2/, 2",y y" € A satisfaisant |2/|, < |z|,, |7 Tl2"|, < |z|, et |¥], < |ylps
|rmotly’| < |y|,. Utilisant la propriété de sous-multiplicativité de |.|, on en déduit
en développant le produit que

TY = 2+ [TngYmo T 00 + gotmotly,

avec |z|, < |z|,|yl, et w € A. Posons, avec les notation du lemme Il =

Nig+mop™ 1™ qui est une semi-norme sur A. Puisque ||.|| < [.|,, [|z]| < |z|,|yl,- On
a donc

12 + [ZnoYmo |7 | = [2],[y] -
On conclut aisément. O

1.4.3. Topologie définie par les normes de Gauss sur A. —

Définition 1.4.10. — On appelle topologie faible la topologie de A définie par la
convergence des coefficients dans le développement de Teichmiiller i.e. la topologie
produit via

oF = A
(Tn)n>0 +— Z[xn]ﬂ'"
n>0

On vérifie facilement la proposition qui suit.
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Proposition 1.4.11. — 1. La topologie faible de A coincide avec la topologie
([wr], 7)-adique.

2. La topologie faible de A est définie par la famille de semi-normes (Ng)ip>0 du
lemme[1.7.3

3. Pour tout p €]0, 1], la topologie induite par |.|, sur A est la topologie faible.
4. A est séparé complet pour la topologie faible.

Remarque 1.4.12. — Supposons que E|Q,. Il faut faire attention lorsqu’on travaille

avec |.|; pour la raison suivante. Pour tout e € 1 +mp \ {1} on a |[¢] —1|; = 1. En
effet,

[ -1

=1 (ld-1)

et donc |[e]—1|}_1/p = |14 [€"/P] 4 -+[epT?1]|1. Mais I'image de 1+ [¢'/P]+- - -+[e%]
dans We, (kr) est p et donc ce dernier nombre vaut 1.

On a donc oltl—% I[1+ a] — 1|1 # |[1] — 1]1 = 0. De cela on déduit que 'application

p—1

=1+ [P 4 4[]

#
relevement de Teichmiiller x — [z] n’est pas continue pour la topologie définie par

|.]1. C’est 1& une tres grosse différence avec le cas d’égales caractéristiques (F =
F,((m))). Lorsque E = F,((7)) la topologie définie par |.|; sur A est la topologie de
la convergence uniforme des coefficients de Teichmiiller. Lorsque E|Q, il n’y a pas de
description simple de cette topologie en termes du développement de Teichmiiller.

On a tout de méme la proposition suivante.

Proposition 1.4.13. — L’anneau A est séparé complet pour la topologie définie par

l|1-

Démonstration. — La topologie définie par |.|; est la topologie [wr]-adique. Puisque
A est séparé complet pour la topologie ([wr],m)-adique il I'est pour la topologie
[wr]-adique en vertu du lemme qui suit. O

Lemme 1.4.14. — Soit R un anneau séparé complet pour la topologie I-adique.
Alors pour tout idéal de type fini J C I, R est séparé complet pour la topologie J-
adique.
Corollaire 1.4.15. — Pour tout p € [0,1], A est complet pour |.|,.

1. Si p =0 la topologie induite est la topologie w-adique.

2. Si p €]0,1] la topologie induite est la topologie ([wr], w)-adique.

3. Si p =1 la topologie induite est la topologie [wr|-adique.
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1.5. Polygones de Newton des éléments de B

1.5.1. Transformée de Legendre. — Pour une fonction ¢ : R - R U {+00} non
identiquement égale a +o0, sa transformée de Legendre est

ZL(p): R — RU{-o0}
A — inf{p(z) + Az | € R}.

C’est une fonction concave. Si ¢ est convexe, on peut retrouver ¢ a partir de £ ()
en appliquant sa transformée de Legendre inverse :

p(a) = sup{.Z(p)(N) — Az | A € R},

Appelons pente d’un polygone 1'opposé de la dérivé de la fonction affine par mor-
ceaux associée (cette convention est nécessaire si ’on veut que les pentes des polygones
de Newton soient les valuations des racines). Une fonction convexe ¢ : R — RU{+o0}
non identiquement égale a 400 est un polygone a abscisses de ruptures entiéres
si et seulement si Z(p) est une fonction localement affine sur le segment ouvert
Z(p) # —oo a pentes dans Z. Les pentes de .Z () sont alors les abscisses des points
de rupture de ¢ et les abscisses des points de rupture de Z(y) sont les pentes de
Z(p). Ainsi la transformée de Legendre met en dualité

Pentes <2+ Abscisses des points de rupture.
Pour @1, ¢ : R — R U {—00} posons

prxpe R — RU{—00}
x +— inf{p1(a) + p2(b) | a + b=z}

Alors,
ZL(p1xp2) = ZL(p1) + ZL(p2).

De cela on déduit que si ¢ et 2 sont des polygones décroissants convexes a abscisses
de rupture entieres bornés inférieurement, @1 * o en est également un et de plus ses
pentes finies strictement positives sont obtenues en <« concaténant > celles de ¢; et

©2.

Remarque 1.5.1. — L’opération de convolution précédente est un analogue tropical
de l'opération de convolution usuelle ou 'on a remplacé 'addition par des bornes
inférieures et la multiplication pas l'addition. La transformée de Legendre est un
analogue tropical de la transformée de Laplace. De la méme fagon que la transformée
de Fourier met en dualité des positions et des fréquences, la transformée de Legendre
met en dualité des positions et des pentes.
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1.5.2. Polygone de Newton. —

Définition 1.5.2. — Soitz =3, o[z,]7™ € B®. On note N'ewt(x) le plus grand
polygone convexe décroissant de R? en dessous de I'ensemble de points (n, v(z,))nez-

Le polygone Newt(z) est donné par v.(z) et ses pentes (\;);cz ol A; est la pente
sur le segment [i,¢ + 1], A\; = +00 pour i < v.(x) et pour tout i, A; > Ajy1.
On a les formules
vo(z) = t_l}]_fknoc Newt(z)(t)

J =00, vn(z)[ = Newt(z)™'({+o0}).

Pour z =", s _[zn]m" € B® non nul, la tranformée de Legendre de son polygone

de Newton, c’est a dire de la fonction affine par morceaux associée, est donnée par
va(z) si A >0
L (Newt(x))(N) = { Coo SiA<O

On en déduit en particulier que le polygone de Newton de ne dépend pas du choix
de l'uniformisante 7. On renvoie a la figure [1| pour une visualisation du polygone
précédent.

Soient maintenant x,y € B’ non nuls. Utilisant que pour tout r > 0, v,(zy) =

v () + v, (y) on déduit que
Newt(zy) = Newt(z) x Newt(y).

On peut donc calculer Newt(zy) en fonction de Newt(z) et Newt(y). Les pentes
finies strictement positives de N ewt(xy) sont obtenues par concaténation des pentes
finies strictement positives de Newt(z) et de celles de Newt(y), avec multiplicité.

Exemple 1.5.3. — Soient ag,...,aq € mp \ {0} et [[io(m — [ai]) = 3, >0lzn]n".
Alors, 4 € Opf et les pentes non-nulles du polygone convexe enveloppe des

(i, U(Z’i))ogigd sont les (’U(ai))ogigd.

Remarque 1.5.4. — Soit f une fonction holomorphe sur le disque {z € C | |z| < 1}
et 0 < R < 1. Supposons que f ne posséde pas de zéros sur le cercle |z| = R et
f(0) # 0. Notons ay, ..., a, les zéros de f comptés avec multiplicités dans le disque
|z| < R. La formule de Jensen donne alors

n 1 27 )
log | £(0)] = ;log |ai| — nlog R + 27r/0 log | f(Re')|df.
Soit maintenant x € A non nul et » > 0. Soient (\;);>0 les pentes finies de Newt(z)
ol \; est la pente sur le segment [i,7 4+ 1]. Soit n Uentier tel que A,—1 > ret A\, <7
(n=0si Ag <7). On a alors

n—1

v(zp) = Z Ai — nr + v (2)

=0
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Legendre

FIGURE 1. Le polygone de Newton de z € B® et sa transformée de Le-
gendre A — vx(z). En général, la valuation de F n’étant pas discrete, la
borne inférieure définissant vo(x) n’est pas atteinte, le polygone de Newton
peut avoir une infinité de pentes tendant vers 0 au voisinage de +oco et le
comportement de la fonction A — vx(z) peut étre < assez compliqué >au
voisinage de 0.

qui est un analogue de la formule de Jensen.

1.6. Les algebres de Fréchet Bj

1.6.1. Définition et premiéres propriétés. — Par définition, dans ce texte, un
intervalle dans [0, 1] est non-vide. On adoptera la terminologie suivante.

Définition 1.6.1. — Soit K un corps topologique dont la topologie est définie par
une valeur absolue non-archimédienne. Une K-algebre de Fréchet est une K-algebre
topologique complete A dont la topologie peut étre définie par une famille de fonctions
(I-ln)nens I-ln A — Ry satisfaisant

— |z, =0 2=0

— =z +ylln < sup{llz|ln, [yl }

— 1l =1

— llzylln < lllln-llylln

— la topologie induite par (]|.||n)nen sur K est sa topologie originelle.
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Une K-algebre de Banach est une K-algebre de Fréchet dont la topologie peut étre
définie par une seule de ces normes.

Définition 1.6.2. — Pour un intervalle I C [0,1] on note B; le complété de B®
relativement & la famille de normes (|.|,),er. On note
|.IIr =sup]|.|, : Bf — [0, +o0].
pel
On note B := Bjg y|-

Dans tous les cas, By est une F-algebre de Fréchet ou F est muni de la topologie
induite par la restriction de |.||; & E. On note E%*¢ pour E muni de la topologie
discrete induite par la valuation triviale. Plusieurs cas se présentent :

— Si 1l ¢ I alors By est une E-algebre de Fréchet.

— Si 1 €I alors By est une E%5¢-algebre de Fréchet.

De plus, si I est compact :
— Si 1 ¢ I alors By est une E-algebre de Banach telle que
— si 0 ¢ I=[p1,p2] alors ||.||r =sup{|.|p,,|-|p, } qui définit la topologie de By
— si 0 € I =0, p] alors d’apres le lemme la topologie de B; est définie

par sup{|.|o, ||} »
— Si 1 e I alors By est une Ed“c—algébre de Banach.

On note ¢ : [0, 1] — [0, 1] défini par ¢(p) = p?. L’automorphisme ¢ de B® s’étend
alors en un isomorphisme
(Y2 B[ L> BLP(I)'

1l induit en particulier un automorphisme de B.

Bien stir, si J C I il y a un morphisme continu By — B et
B[ —:—> lim BJ
—
J

ou J parcourt les intervalles compacts dans I. Cela permet d’écrire l'algebre de
Fréchet B; comme limite projective d’algebres de Banach.

Enfin, notons que d’apres le corollaire [1.4.15| A C By est fermé.

Exemple 1.6.3. — Supposouns que I = [p1, p2] CJ0,1] avec p1, p2 € |F|. Soient a,b €

F tels que |a| = p; et |b] = p2. La boule unité de ||.||; dans BY est A[[%], [%]] On a

donc

B = A, 512]

ol e

ou la complétion est pour la topologie m-adique.

Ezemple 1.6.4. — On a Byg, = &.
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Exemple 1.6.5. — Supposons que E = F((7)). Alors si 0,1 ¢ I, By est 'anneau
des fonctions holomorphes de la variable w & coefficients dans F sur la couronne de
rayons parcourant [

B[:{anw”|xneF7 el

lim |z,|p" = 0}.
ne”Z oo

\
Si I # {0} et I # {1} il s’agit des mémes fonctions holomorphes sur I\ {0,1} en
ajoutant les conditions

— la fonction est méromorphe en 0 si 0 € 1

— la fonction est < bornée a 'extérieur de la couronne > si 1 € 1.
L’anneau

B{l}:{ E xn’ﬂ'n |£L’n€F, hm xnzov Sup‘xn|<+oo}
n— —oo n
neZ

n’a pas d’interprétation géométrique.

Remarque 1.6.6. — Lorsque E|Q,, il n’y a pas de bonne notion de fonction holo-
morphe de la variable 7 a coefficients dans F' sur des couronnes de rayon extérieur

> 1. L’ensemble
{Z[mn]ﬂ" € B’ | lim |z, = 0}
et n—-+oo
n’est pas stable par I’addition.

Remarque 1.6.7. — Soit (,,)nez une suite de F' telle que pour tout p €]0, 1 on ait
limy,| o 4o0 |[Tn]p™ = 0. Alors, la série

Z [p]7"

neEZ
converge dans B. Si E = F,((m)) alors tout élément de B s’écrit de fagon unique sous
cette forme mais si E|Q, :
— on ne sait pas si tout élément de B est de cette forme i.e. < admet un
développement en série de Laurent au voisinage de 0 >
— pour un tel élément on ne sait pas si une telle écriture est unique
— on ne sait pas si la somme ou le produit de deux tels éléments est encore de
cette forme.
Le méme probléme se pose pour tous les By lorsque 0 ¢ I. On envoie tout de méme
a la section pour un sous-ensemble de B sur lequel la remarque précédente est
contredite.

1.6.2. Changement du corps E. — Soit E’|E une extension de degré fini. On
suppose que le corps résiduel Fy de E’ est plongé dans F'. On a donc F|Fy |F,. Soit
Ej{, Pextension maximale non-ramifiée de E dans E’. Lorsque E|Q, on a

Ey =Wo, (Fy)g
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tandis que si E est de caractéristique p, By = E ®p, Fyr.
On a alors

Ap = Ap®o, Op
b _ b ’
By = BhomE.
Lemme 1.6.8. — Soient p € [0,1] et eg /g Uindice de ramification de E'|E. Alors,
via lidentification
By = By @p; E'
on a
|'|E/,p1/eE’\E = |'|E',p ® |'|E/7p1/eE’/E'
Démonstration. — Cela est clair lorsque p = 0. Lorsque p €]0, 1] cela se déduit de la
proposition Le cas p = 1 se déduit du cas précédent par passage & la limite. [

De cela on déduit la proposition suivante.

Proposition 1.6.9. — Pour un intervalle I C [0,1] il y a un isomorphisme
BE71®E6E' - BE/,Il/eE/‘E.
Lorsque I est compact

, o~
BE,I®E6E —_— BE,’Il/cE,‘E.

Il faut maintenant remarquer un point important. Via les isomorphismes précédents

e
PIEE S 1d = g
En particulier, lorsque E'|E est non-ramifiée, B = Bpg/.; mais op = SOBEE :B]

Donc, méme dans le cas d’une extension non-ramifiée, le changement de corps E
apporte un changement non-pas a l’algébre mais au Frobenius.

1.6.3. Polygone de Newton des éléments de B;. —

1.6.3.1. Convergence des valuations de Gauss et de leurs dérivées. — Pour x € B®
non nul et r €]0,1[ on note dyu,(z) et Jgv,(x) les dérivées & gauche et & droite
de la fonction continue affine par morceaux r’ — wv,v(z) en r. On note de méme
Oqvo(x) € Z U {+00}.

Lemme 1.6.10. — Soit r €]0, +00] et (2, )nen une suite de Cauchy dans B® pour v,
ne tendant pas vers 0. Alors, les suites (Ogvy(n))n>0 €t (Oqvr(xn))n>0 sont constantes
pour n > 0. De plus, si (yn)n est une suite tendant vers 0 pour v, alors pour n > 0,
Ogr (T + Yn) = Ogur(2r) et Ogur(Tpn + Yn) = Oavr(x,). Le méme énoncé s’applique
a ad’l)o.
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Démonstration. — Soit N tel que pour n > N on ait v, (Tpr1 — n) > vp(TN).
Alors, pour tout n > N, il existe un voisinage U de r tel que pour ' € U on ait
Upr (T, — xn7) > v (zn). On en déduit que la fonction 7 — v, (x,) coincide au
voisinage de r avec 1’ — v,v(zy). Tous les résultats annoncés s’en déduisent. O

Soit I un intervalle de [0, 1]. La définition qui suit a donc bien un sens.

Définition 1.6.11. — Soit © € By non nul et p = ¢" € IN|0,1[. On définit
vy (z) et Oqu,(z) de telle maniere que si lim, io0 2, = ¥ avec x, € B alors
Ogvr(z) = limy 400 Ogvr () €t Ogur(z) = limy, 400 Ogvr(z5,). On définit de méme
Oqvo(z) lorsque 1 € 1.

On vérifie aussitot le résultat suivant.

Proposition 1.6.12. — Munissons R @ Z de lordre lexicographique. Si ¢~" € I\
{0,1} alors les fonctions
B/\{0} — RaZ
x —  (vp(x),0qv,(x))
. — (or(x), —0gv.(x))

définit une valuation sur By.

Remarque 1.6.13. — Une fagon d’interpréter la preuve du lemme [I.6.10] est de dire
que Lon a vérifié que les valuations précédentes de hauteur 2 sur B? sont continues
relativement a |.|,-~ et donc s’étendent a By des que ¢~" € I. Ces valuations sont en
fait des spécialisations de v, et cette propriété d’extension est donc automatique. On
remarquera qu'elles appartiennent & Spa(Br, O + B$°) \ Spa(By, BY).

Exemple 1.6.14. — Si F =TFy((7)) et f =5, czxnm"™ € By est non nul alors

Our(f) = supln | v(e) + nr = v,(2)}
Oqur(f) = Tllrelt%{n | v(xy,) +nr =v(x)}.

On a de plus lorsque 1 € T

dqvo(f) =

+o0 si pour tout n v(z,) > vo(f)
inf{n | v(z,) = vo(f)} sinon.

Proposition 1.6.15. — Si J C I l'application B — By est injective.

Démonstration. — On peut supposer que I n’est pas un singleton. Soit rg €]0, +00[
tel que ¢~ € I. Soit (), une suite de Cauchy de B’ pour (|.|,),cr. Supposons que
limy, - 4 oo Vg () # +00. D’apres [1.6.10] il existe N tel que pour n > N et * € {d, g}
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on ait Owvp,(xn) = Owvp,(zN) €t vp(2n) = vp,(xn). Par concavité de la fonction
r +— v.(2,,) on en déduit que pour r > rg, ¢ " €l et n > N

Up (X)) < Upg (X N) + Oqvrg (XN ) (r — 10).
De méme pour r <rg, g "€l etn> N,
U (T5) < Vo (TN) + Ogvry (TN ) (r — 10).

On a donc pour r € [0, +oo[ tel que ¢~ € I, limy, 400 U (T5) < +00. Cela permet de
conclure si 0 ¢ I.
Si 0 € I, de la premiere inégalité on tire que pour r > rg et n > N

. V(T
'Uﬂ'(xn) :TEI_POO T(T n)

< davr, (TN)

et on conclut ainsi lorsque 0 € I.
O

Proposition 1.6.16. — Soit I un intervalle de ]0,1] et (z,)n>0 une suite de B®
convergeant vers x € By non-nul. Alors, pour tout compact K de I, il existe N tel
que pour n > N et p € K on ait |z,|, = |z|,.

Démonstration. — On peut supposer que K = [¢g7", ¢ "2]. Soit N tel que pour
n > N on ait dyvy, (z,) = Jgvr, (x) et vy (zn) = vp, (2) (ce qui et possible d’apres
1.6.19)). Un argument de concavité montre que pour n > N et ro <r <7; on a

Vr(@n) < 0py (@) + (1 = 11)0gvy, (2) < 0y () + (11 = 72)[Davr, ()]

Notons A la quantité de droite dans les inégalités précédentes. Soit N’ > N tel que
pour n > N’ on ait

Upy (Tl — Xp) > A et Upy (X1 — ) > A.

et donc pour ro < r < rq,
Up(Zpg1 — @) > A.

Alors, pour n > N’ et 19 <r <71 on a

vp(y) = vp(x).
O
Corollaire 1.6.17. — Si I = ¢~/ est un intervalle compact de |0,1[ et x € Br non

nul alors J o r +— v.(x) est un polygone concave ayant un nombre fini de pentes
entieres.
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1.6.3.2. Polygone de Newton d’un élément de By. —

Définition 1.6.18. — Soit I = [¢~"™, ¢ 2] un intervalle compact de ]0,1] et € By
non nul. On note Newt?(x) la fonction convexe décroissante dont la transformée de
Legendre en A € [0, +o00[ vaut

oa(z)sigrel
L Newt(x))(A) = vy, (@) + (r — 12)Dgvr, () st A < 1
(z) +

vy (@) 4 (r = 11) g0, () 8T A > 7.

On définit Newt;(z) comme étant le polygone obtenu & partir de Newtd(x) en ne
gardant que les pentes \ vérifiant ¢~* € I. On pose en particulier Newtr(z) = ) sil
n’existe pas de telle pente. On pose également Newt;(0) = +oo.

Une autre fagon de reformuler la définition précédente est de dire que Newt)(x)
est la fonction convexe dont la transformée de Legendre est donnée par les formules
précédentes lorsque A > 0 et vaut —oo sur | — oo, 0].

La fonction NewtY(x) vaut +oo sur | — 0o, d4vy, (z)[ et est une droite de pente
0 sur [Jyvr, (), +oo[. En dehors de ces intervalles ses pentes sont dans —log, I =
[ro,71]. Il s’en suit qu’a une translation verticale prés Newtr(z) est le polygone défini
sur le segment [0qvr, (), Ogvr, (x)], dont les pentes varient dans [ro,11] et tel que la
multiplicité de la pente \ est (cf. ﬁgure@)

Ogr () — Oqua(x).

davx(z) Agva(z)

FIGURE 2. Les fonctions dgu(\) et dqv(N).
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De la proposition |[1.6.16[ on déduit ceci.

Corollaire 1.6.19. — Si I est un intervalle compact de 10,1] et © € By il existe
y € BY tel que Newt(z) = Newt;(y). En particulier, si I C|0,1[, Newt;(x) est un
polygone ayant un nombre fini de pentes a abscisses de rupture entiéres.

Du fait que v, (zy) = vr.(z) + v, (y) et Osvr(zy) = Osvr(z) + Ouvy (y) pour * € {g,d}
on a le résultat suivant.

Proposition 1.6.20. — Pour un intervalle compact I de ]0,1] et x,y € By on a
Newty(zy) = Newt)(z) x* Newt? (y)

et donc les pentes de Newtj(ry) sont obtenues par concaténation de celles de
Newtr(x) et de celles de Newtr(y) avec multiplicités.

Soit maintenant I un intervalle de [0,1] et € Br. Pour des intervalles compacts
J et J' satisfaisant J' C J C I\ {0}, Newt  (x) est obtenu a partir de Newt j(z) en
ne gardant que les pentes \ vérifiant ¢~ € J'.

Définition 1.6.21. — Si I est un intervalle de [0, 1] et € By on pose
Newty(x) = UNeth(x)
J

ou J parcourt les intervalles compacts de I\ {0}.

Lorsque I est ouvert dans R on vérifie qu’en fait Newt;(z) est obtenu & partir de la
transformée de Legendre inverse de la fonction A + vy () définie sur —log,(I\{0}) en
ne gardant que les pentes dans —log, (I \ {0}). Par exemple, pour = € B®, Newt(z)
est obtenu & partir de Newt(z) = Newt 1)(z) en ne gardant que les pentes dans

—log,(I'\ {0}).

Exemple 1.6.22. — Pour x € B, Newt) () est la transformée de Legendre in-
verse de la fonction A — vy (z) définie sur ]0, +oo[ & laquelle on enléve éventuellement
la pente 0 si celle-ci intervient.

1.6.4. Le cas particulier ot 0 € I. — Si0 € I, d’apres[I.6.15]il y a un plongement
Br C B{o} =&.

Proposition 1.6.23. — Supposons que 0 € I. On a alors si 1 ¢ T

— n 3 n o __
B; = { > loaln €& | Vo e I\ {0}, lim_|zlp" = o} cé.
n>—oo

Démonstration. — Soit R le membre de droite. Il est clair quesiz = >, 5 _ [za]7" €
R alors cette série est convergente pour (|.|,),er. Puisque [z,]7™ € B® on en déduit
que R C Bj. Dans l'autre sens, soit @ = ) ~qyx € By avec yi € B? et pour tout

p €I, limg, o |yr|, = 0 (et donc en particulier limy_, o v (yx) = +00). Quitte &
multiplier par une puissance de m on suppose que pour tout k, v.(yx) > 0 et donc
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z € Og. Berivons © = > nsolza]m" dans &. Soient p € I'\ {0} et € > 0. Choisissons
N tel que pour k > N on ait |yx|, < e. Posons

N
z= Zyk e B
k=0

Puisque limg_ 400 Ux(yx) = 00, pour tout entier n le n-itme coefficient de
Teichmiiller dans le développement de x ne dépend que de
N/
z+ Z ye, N> N.
k=N+1
Avec les notations du point 2 de (qui reste valable dans Og) pour tout n,

N’

Nn(2+ Z yk) < Sup{Nn(z)aNn(yk)}N<k§N’
k=N41

< sup{|zfo, ep™"}.

Si Dentier n est tel que |z|o < ep™" on a donc si z = 3, 5ol@a]7", avec N’ > N,

N/
2] p" < Nn(z+ > yk)p" <e.
k=N+1
Cela étant valable pour tout €, on conclut. O
11 reste & traiter le cas ou I = [0,1].
Proposition 1.6.24. — On a
By = B
By = A
Démonstration. — 11 s’agit de vérifier que B est complet pour (|.|,),e[0,1]- Mais cela
résulte immédiatement de ce que A Dest (coro. [1.4.15]). O

1.6.5. Caractérisation des éléments inversibles de B; en termes de poly-
gone de Newton. — Soit I C [0, 1] un intervalle. Rappelons que pour z,y € By
non nuls les pentes de ANewt;(zy) sont obtenues par concaténation des pentes de
Newtr(z) et de celles de Newt(y). On en déduit que si z € B} alors Newtr(z) = 0.
La réciproque est vraie.

Proposition 1.6.25. — On a pour I C [0,1]
B} ={x € B;\ {0} | Newt(x) = 0}.
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Démonstration. — Soit J un intervalle compact dans [0, 1[. Commengons par montrer
que si x € B®\ {0} vérifie Newts(x) = 0 (i.e. Newt(x) ne possede pas de pentes \ €
10, +-00[ vérifiant ¢~ € J) alors z est inversible dans Bj. Ecrivons = > s oo 0]
et J =[qg7",q "2]. Soit N € Z Uentier vérifiant :
— les pentes A de Newt(x) satisfaisant A > r; apparaissent dans 'intervalle | —
o0, NJ,
— les pentes A de Newt(z) satisfaisant A < 7y apparaissent dans l'intervalle
[N, +ool.
Notons

L’abscisse N est un point de rupture de Newt(x) et donc xy # 0. Ecrivons y sous la

Y= [IN]?TN(l + Z [a:n:c#]w”’N).

n<N

forme

Si A est la pente de Newt(z) sur Pintervalle [N — 1, N] on a pour 0 < r < rq,

UT< Z [a:na:&l]ﬂ'”fN) =A—-7r1>0

n<N

(on laisse le lecteur s’en convaincre sur un dessin). L’'élément >, [asnxj_vl}ﬂ'”’N

est donc topologiquement nilpotent dans B ce qui implique que y € B} avec pour
ped
ly ™, = lan| "7

On peut maintenant écrire dans By

r=y(l+y '2).
Afin de montrer que z est inversible dans By il suffit de vérifier que y~'z est topolo-
giquement nilpotent dans Bj. Soit P le polygone égal & +oo sur | —oo, N + 1 et &
Newt(z) sur [N + 1, +oo[. On a I'inégalité

Newt(z) > P.

Cette inégalité induit une inégalité entre les transformées de Legendre de Newt(z) et
celle de P. Or, pour r > ry, la transformée de Legendre en r de P vaut

P(N +1) — (N +1)r

(comme précédemment on laisse le lecteur s’en convaincre sur un dessin). On a donc
pour r > ro,
vr(2) > Newt(z)(N +1) — (N + 1)r.
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Au final on obtient que pour p €

|y712|p < q./\fewt(:z:)(N)f./\/'ewt(w)(N+1)p <1

puisque la pente de Newt(x) sur le segment [N, N + 1] est strictement plus petite
que 7. On a donc bien que y~ 'z est topologiquement nilpotent dans By et x € B7.

Soit toujours J C [0, 1] un intervalle compact et soit maintenant € B; non nul
vérifiant Newt ;(z) = 0. Ecrivons z = lim,, | o0 Z,, avec x,, € B. Pour un entier N,
on a Newty(xz,) = Newty(x) lorsque n > N. D’apres le cas traité précédemment,
z, € B} lorsque n > N. Remarquons maintenant que pour p € J et n > N

|xr;1r1 - ‘r;1|ﬂ = |xn+1|;1'|xn|;l'|xn - xn+1|ﬂ'

On en déduit que la suite (z,,'),>n converge vers un inverse de x dans Bj.

On conclut la proposition en écrivant
By = lim By
-
JCI

ou J parcourt les intervalles compacts dans I. O

Lorsque 1 € I la caractérisation des inversibles de Bj est plus subtile a cause des
pentes strictement positives des polygones de Newton pouvant s’accumuler en 0. On
laisse au lecteur la preuve de la proposition suivante (que nous n’utiliserons pas dans
la suite).

Proposition 1.6.26. — Soit I un intervalle de [0,1] tel que 1 € I. Alors, Bf est
l’ensemble des x € By non nuls tels que Newtr(z) # 0 et posséde pour unique pente
0.

On peut reformuler la condition de la proposition précédente en disant que
Newtp 13 (x) =0 et dguo(x) < 400,

Corollaire 1.6.27. — On a By = {x € B; \ {0} | dqvo(z) < +00}.

1.7. Les cas F = k((wll,/poc)) et F' maximalement complet

Lorsque F' = k((wl{/ P oo)) ou bien F est maximalement complet ([53]) on dispose
d’une description des anneaux de fonctions holomorphes de la variable 7g précédents
comme perfectisés d’anneaux d’anneaux de fonctions holomorphes d’une variable auxi-
liaire, par exemple [r]. Le but de cette section est d’expliquer le lien entre notre point
de vue ou la variable est mg et celui utilisé d’habitude en théorie de Hodge p-adique
ol cette variable auxiliaire provient de la théorie du corps des normes. Pour cela nous
regardons deux cas :
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1. celui ou la variable est de la forme [rr] qui correspond par exemple au corps
des normes de I'extension Q,(p'/?™) avec 7p = (p'/P"),>0 (sec.[1.7.2)

2. celui ol la variable est de la forme [¢] — 1 olt ¢ = 1 4+ 7p qui correspond par
exemple au cas du corps des normes de I'extension cyclotomique Q,({p) avec
€ un générateur de Z,(1) (sec.|1.7.3).

1.7.1. Le cas F = k((w},/pw)). — Soit k|F; un corps parfait et F' = k((wll?/pw))
le complété du perfectisé de k((mr)). On le munit de la valeur absolue telle que
|7r| =¢ . Ona

F = { Z aamh | aq € k,lim |ag|q”* = 0}.
aGZ[%]

ol k est muni de la valuation triviale (|z|] = 1 si  # 0 et |0] = 0) et la limite
précédente est prise selon le filtre du complémentaire des parties finies de Z[}%]. En
d’autres termes, pour tout C' > 0, {« € Z[%] | ol < C et aq # 0} est fini.

Notons Wo (k) = E®Fqk lorsque F est de caractéristique p. On a alors pour tout
E (de caractéristique p ou 0)

Ap

{ E ao T ‘ ao € Wo,(k), limlaq|¢g™ = O}
[0
aEN[%]

{ Z aoT* | Vk € N, {a | vr(aq) = k} C Ry est discret}
aEN[%]

= Wo, (k) <TY?P” >
le complété m-adique de Wo,, (k)[T/?7], ot
T = [ﬂ'F},

|.| sur Wo, (k) est n’importe quelle valeur absolue définissant la topologie m-adique,
et la limite précédente est prise selon le filtre du complémentaire des parties finies
de N[%]. En effet, il suffit de vérifier que le membre de droite est une Og-algebre
mp-adiquement compléte sans wg-torsion dont la réduction modulo 7g est k[[w},/ p Oo]].
Lemme 1.7.1. — Pour f =5 ,a,T* € A et pc[0,1] on a

_Jsupy |aal, ¢ sip#0
[flo =

sup,, laalo sip=0

ot lorsque p # 0,1, |.|, est l'unique valeur absolue sur Wo, (k)q définissant sa topo-
logie satisfaisant |7g|, = p, |.lo = |.|q-1 et |.|1 est la valeur absolue triviale.
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Démonstration. — Le cas p = 0 est immédiat. On suppose donc que p €]0,1]. On
utilise le lemme Avec les notations de celui-ci, pour § € N[%]
Ni(f) <|T°| & feA[T’]+ Arttt
& Ug(ag) > ksi0<a<i

En faisant varier § on en déduit que

0 si Vo, vr(an) > k
N, —
W {sup{q-a | vn(aa) < ).

Supposons f non nul. On a alors pour K > 0 tel qu’il existe a vérifiant v, (ay) < K,

|fl, = sup Ni(f)p*
E>K

= sup sup ¢ *p"
k2K | (am<n

= sup( sup pf)g

o k>ve(aa)

= suplaalpq”*
(e}

O
On obtient alors que pour I C [0,1], I # {0} et I # {1},
—si0,1¢171
Bi={ 3 T | s Wo,(Klg. ¥p€ I lmlasl, g =0}
a€Z[ ]

ou la limite est prise suivant le filtre du complémentaire des parties finies de
Z[3],

P
— sinon By se décrit comme les f = 3", a,T* € By (0,1} vérifiant les conditions
additionnelles
e sup, |aalo < +0osi 0 € I ie. inf, vr(ay) > —00

e sup, |aa]1g”* < +oosilelie. inf, oo > —o0.

1.7.2. Interprétation comme perfectisé d’anneaux de fonctions holo-
morphes de la variable [rr], le cas ¢(X) = X9 — Notons K = k((7p))
et
Ax =Wo, (k)[X] C Os =Wo, (K)[X] < % >
comme sous-anneau de 'anneau de Cohen Og, (cf. exemple . Munissons les du
Frobenius ¢ tel que
o(X) = X1

Cela induit un isomorphisme

lim Ag AN AK1/p°° CAp
—

%)
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ou la complétion est pour la topologie m-adique. Le morphisme Ax — Ap est donné
par
X +—T=[rp]
Soit I C [0,1] un intervalle différent de {0} et {1}. Puisque Ar est le complété de
A ;1/p pour la topologie faible (sec. [1.4.3]) on en déduit que A est le complété de
lim Ag pour la topologie définie par les normes de Gauss (|.|,)yer. Soit alors
—
©
B = Ak[+].
On le munit des normes de Gauss (|.|,),e[0,1] via le plongement
t: BY% — B

Notons By ; le complété de BY via a vis de (|.|,),e; comme E-algebre de Fréchet.
Alors,

lim BK#,n(I) L> BF,].
—
n,p
Pour p € [0, 1] on note
g Vrsip=q"#0,1
p=4q1lsip=0
0sip=1.

Pour un intervalle I comme précédemment notons

I={p|pel}.
Posons pour p € [0,1] et f =3, 50ar X" € Ak

T supy, [ag|p* sip # 0
P ¢ *x sip=0.

ott la valeur absolue sur Wo,, (k) est telle que |7g| = ¢~1. Lorsque p # 0 il s’agit
de la norme de Gauss associée au rayon p ou f est vue comme une fonction rigide

. . . _ 1
analytique de la variable X sur le disque ouvert DWoE(k)@ ={|X| <1} C AWoE(k)@'
On a alors le lemme suivant qui découle du lemme [1.7.1

Lemme 1.7.2. — Pour p € [0,1], via le plongement v : B% — B% on a
L(F)lo = [1£1l5-

Sio,1¢ I, soit Oj l'anneau des fonctions holomorphes de la variable X & coeffi-
cients dans Wo,, (k)g sur la couronne de rayons définis par I

Oi: {ZanT” | an EWOE(k)Q7 Vpej |

lim |a,|p" = O}
—+o0
neZ

n|

- On définit plus généralement O comme étant les f € Op gg 1) satisfaisant
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e f est méromorphe en 0si 0 € [
e f est bornée & l'extérieur de la couronne définie par I\ {1} i.e. lim, 1 || f]|, <
+00.
Considérons I’endomorphisme du disque ouvert épointé de rayon 1 sur F défini par
»(X) = X9 C’est un morphisme étale fini. Si D; désigne la couronne

_ i 1
D; = {IX] € 1\ {0,1}} € Al g,
On a alors une tour de morphismes étales finis surjectifs
D; R Dy(1) L Dgn (1) o
qui induit une suite de plongements isométriques pour p € I

(Oi7 Hllp) — (090(1)%

On vérifie alors que B est le complété de

‘.le/q) — ... = (Own([)', H.le/q“) — ...

li n(I)”
im Oun (1)

n>0
pour la famille de normes précédentes lorsque p parcourt I. Ainsi, on peut penser a
B comme étant 1’algebre des fonctions holomorphes sur

” i n ”

lim D 1)

n>0
Par exemple, on peut penser a B comme étant ’algebre des fonctions holomorphes

sur la limite projective de disques épointés

? lim D7
P
n>0

ouD* ={0< |X| <1} C Ail/Vo (k), €t les morphismes de transition sont étales finis
E
de degré gq.

1.7.3. Interprétation comme perfectisé d’anneaux de fonctions ho-
lomorphes de la variable [rp|, le cas ¢(X) = (1 + X)? — 1. — Soit
A =Wpo, (k)[X] comme dans la section précédente. On pose cette fois-ci

e(X)=(1+X)1-1.
Ce choix de relevement de Frobenius définit un plongement (cf. exemple
t:Ag — Ap
X — [1+7p -1
On reprend les notations précédentes concernant les normes de Gauss sur A .
Proposition 1.7.3. — Si p € [0,1] vérifie p > g~ T alors pour f € Ak on a
£l = k()5
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Démonstration. — Posons € = 1 + 7 et notons 7. = [¢] — 1. Le polygone de Newton

de 7 vaut 400 exactement sur | — oo, 0[ et a pour pente (;,;11)1](6— 1) = W sur

lintervalle [n,n+1], n € N (cf. sec. cela résulte de ce que < e = [],,<o " (ue) >).
.

On en déduit que lorsque p < ¢~ "¢

Te
|? -1f, <L
Il est facile d’en déduire que si f =Y 5qar X" € Wo, (k)[X] alors

[f (o = 1F (D)l
O

Comme dans la section précédente, on en déduit que si I C [0, gV (q_l)] alors By
s’'interprete comme les fonctions holomorphes sur

h;n Dyn (1)-
n,p

avec une condition d’étre bornée au voisinage du rayon |X|=1si 0 ¢ I (ie. 1 € I).

1.7.4. Interprétation de la symétrie entre E et F. — Supposons que E est de
caractéristique p. On a vu dans 'exemple[I.6.5 que By s’interpréte comme une algébre
de fonctions holomorphes a coefficients dans F' de la variable mg. Cependant on vient
de voir que lorsque F = k((wl{/ P 0<D)), By s’interprete comme une algebre de fonctions
holomorphes a coefficients dans E de la variable mp. Ce phénomeéne est expliqué par

la proposition suivante dont la démonstration élémentaire est laissée au lecteur.

Proposition 1.7.4. — Soit k un corps parfait, E = k((7g)) et F = k((7F)) munis
de leurs valeurs absolues telles que |mg| = |mp| = ¢~'. Notons D%, resp. D}, le disque
rigide analytique épointé sur E, resp. F, de la variable wg, resp. wg. Il y a alors un
isomorphisme d’algébres de Fréchets

O[Dy) — O(Df)
Z (Zanykﬂf})w?p — Z (Zan,kw}%)w%
no ok ko n

r

Via lequel la norme de Gauss associée au rayon q~" correspond a la norme de Gauss

associée au rayon q~ /" .
Remarque 1.7.5. — Posons
R = 0Op®yOF = k[rg,7F|
et X = Spf(R) le schéma formel associé sur k. L’espace adique associé est

x%? = Spa(R, R).



84 CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA VARIABLE p

Les deux algébres de fonctions holomorphes précédentes ne sont rien d’autre que
I’algebre de Fréchet des fonctions sur 'ouvert

3€“d \ V(’]TE’/TF).
Il y a deux morphismes

Spa(F, OF)

7

%ad \ V(’/TEﬂ'F)

S

Spa(E, Og)

qui identifient X%¢ \ V(rgmr) soit & l'espace adique D%, soit & D% (qui sont donc
isomorphes comme k-espaces adiques ol k est muni de la topologie discréte).

Bien sir, les algebres de fonction holomorphes que nous étudions dans ce texte ne
sont pas nouvelles. Elles sont déja apparues sous d’autres noms dans les travaux de
Colmez ([11]) Berger ([4]) et Kedlaya ([42]). Cependant nous prenons un nouveau
point de vue sur celles-ci plus intrinseque qui consiste a les penser comme des fonctions
holomorphes de la variable p et non 7, = [¢] — 1 pour un € € mg \ {0} (une variable qui
provient de la théorie du corps des normes lorsque F' est le corps des normes parfait
de Qp(¢p=) et € un générateur de Z,(1)). La conséquence de cela est que comparé

—1/r

aux travaux précédents < le rayon ¢~" correspond aux rayon ¢ >. On renvoie par

exemple a la remarque [I.8.5] pour un exemple de ce phénomene.

1.7.5. Le cas maximalement complet. — Soit k|F, un corps parfait et I' C R
un sous-groupe non-nul vérifiant pI" = I'". Soit ([53])
F = k((mp))
= {Z 0T | G €k, {a | ay # 0} est bien ordonné}
acl

muni de la valeur absolue
|Zaa7rj’§} = sup q_ *.
o «@

e #£0
On vérifie qu’alors

A= { Z ao T | aq € Wo,(k), lgn Qo :O}
aclp

ou .# désigne le filtre du complémentaire des sous-ensembles bien ordonnés de I'. On
vérifie alors que pour I CJ0, 1] différent de {0} et {1}

Br = { ZaaTo‘ | 6o € Wo,(k),Vpe Tl lién\aah)q_a = O}.
acl
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1.8. Le corps valué hensélien &' et ’anneau de Robba

Définition 1.8.1. — On note
&1 = lim By,
p—0
>
# = lim By,
p—0
>
D’apres la proposition [1.6.23
& = { Z [xn]7™ € & | p €]0,1] sup |z, |p" < —l—oo}.
n>—o00 n
Proposition 1.8.2 ([11] 11.4.1 et 11.4.2). — L’anneau &' muni de la valuation

vy est un corps valué Hensélien de complété &.

Démonstration. — Si x € Bjg, est non nul avec 0 < p < 1 alors ./\/'ewt[o’p] (x)
possédant un nombre fini de pentes, Newty ,(z) = 0 pour 0 < p' < p avec p'
suffisamment proche de 0. On conclut que z est inversible dans &t en appliquant la
proposition L’anneau &' est donc un corps. Soit I’anneau

Bjy ; ={x € By, | vx(z) =0 et |z[, < 1}

On a
— ] 2 !
Ogt = lim Bjo o [=m7)-
p~>0
>
et

li_n’)l B[%,p]/’/TB[OO’p] = OF C F = Og\‘/ﬂ-og“r.
p—0
>

Soient maintenant P € Og:[X] unitaire et z € Og+ tels que P(xz) = 0 mod 7 et
P'(z) ¢ 7Ogt ie. P'(z) € OF;. On veut montrer qu'il existe y € Ot tel que
x =y mod 7 et P(y) = 0. Quitte & remplacer P par [a]degPP(%) pour un a € O
non nul, on peut supposer que la réduction modulo 7 de P est dans Op[X]. Ecrivons
P(xz) = 7z pour un z € Ogi. Soit py €]0,1[ tel que P € By [X], x € B, et

FAS B[O,po]' On a
. Tz
li |5, =
0L, | P'(@) e

car P'(x) € O, et pour un w € By ,,) N Ogt de réduction w € F modulo T,

lim  fwl, = [@]
0<p<pg

Soit donc p; satisfaisant 0 < p; < pg tel que
Tz

Bl <L

P1
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Dans 'anneau By, on a donc
(0,p1]
P(x) oo
P'(z) € Blo,p)-
La méthode de Newton permet de conclure par complétude de By ,,]- O

Corollaire 1.8.3. — Si L|F est de degré fini alors é"LT|<§"); est finie de degré [L : F).
Si de plus L|F est galoisienne alors @‘"ﬂé"} l’est également et

Gal(L|F) = Gal(&]|&})).

Remarque 1.8.4. — La proposition [11.2.15[ fournit une généralisation du résultat
précédent.

Remarque 1.8.5. — Soit é"FTq((ﬂF)) I’anneau de Robba borné <« classique > des
germes de fonctions holomorphes bornées de la variable X & coefficients dans E

sur des couronnes de rayons [p,1[ lorsque p — 1. Alors, 5’}; (/7)) est < un
AN
complété > de

ot
Hm & ((xp))-
7]
au sens ol
¥ T h R
Cra(ryr=y = 1 e Opureny

p—1 n—-+oo

ot si Dy, 1) désigne la couronne {p" < |X| < 1}, O, 1) désigne les fonctions bornées
sur cette couronne munies de la norme sup et les morphismes de transition dans la
deuxieme limite inductive sont induits par le morphisme étale fini Dy, /qn 1p — Dy, 1
associé & X — X% On renvoie a la section[I.7.2| pour plus de détails. De méme, d’apres
la section [I.7.3] on a la méme interprétation en remplacant le relevement de Frobenius
précédent par X — (1 + X)? — 1.

De la méme facon on a

P, (wir=y = - lim Opura g
p—1 n—-+4o0

Enfin, notons la conséquence suivante de la proposition [1.9.1

Proposition 1.8.6. — On a ’égalité

x* = (6"
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1.9. Extension des fonctions holomorphes au bord
Proposition 1.9.1. — Soit I C]0,1] un intervalle vérifiant 0 € 1. Alors
Brugoy = {x e Br|3A, Newt(}(x)H,OO,A] = +o0}
= {x € Br|3A, Newtr(z) C {(t,u) € R* | t > A}}
= {x e By | 3N eN, 7"z est borné au voisinage de 0}.

Démonstration. — Pour x = 35 _ [zx]7" € B® on note
= Z[mk]wk
k>0
xT = Z[zk]ﬂk.
k<0

Soit ® € By satisfaisant les hypotheses de I’énoncé. Soit (z,)n,>0 une suite de B
tendant vers z. Ecrivons z, = x} + z;. Pour montrer que x € B 1u{0} on affirme
qu'il suffit de montrer que (x;, ),>0 tends vers 0 dans B;. En effet, si c’est le cas alors
() n>0 tends vers z dans B;. Ecrivons alors
T, —ah = Z[znk]wk
k>0

La suite double ([z,%]7")n>0k>0 tends vers 0 dans Brugoy pour le filtre du
complémentaire des parties finies de N2. La série double

> lnslr”

n,k>0
converge dans Brygoy et définit un élément de Bjugoy s’envoyant sur xg + z via
BIU{O} — Bj.

11 reste donc & montrer que (z;, ),>o tends vers 0. Quitte & multiplier x par une
puissance de 7 on peut supposer que Newt(x)‘]_oqo[ = 400. Cela se traduit en termes
de valuations de Gauss en l'existence d’un nombre « ainsi que de rg > 0 tels que pour
r>rget qg”" €I on ait

ve(z) > a.
Soient maintenant r > 0 tel que ¢7" € I et A € R fixés. Soit r’ > sup{r, ¢} satisfai-
sant
r—r>A-a
Il existe un entier N tel que pour n > N on ait vy (z,) = v (x). Remarquons

maintenant pour y € B? satisfaisant y =y~ on a, utilisant que r’ > r,
vr(y) > v (y) + (1 = 7).

De la on tire que pour n > N
ve(z),) > a+1 —r> A

Cela étant vrai pour tout A on conclut. O
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Proposition 1.9.2. — Soit I un intervalle de [0,1] satisfaisant 1 € 1. Alors,

Bropy = {x € Br | Newtr(x) est borné inférieurement }
= {x € By | x est borné sur une couronne de rayons [p, 1[ pour un p € I'}

= {xeBs| ;Lml |z|, < +o0}.

Démonstration. — Pour x =3, € B® on note

tr = Z [x,]7"

n>—oo
v(zn)>0

T = Z [zp )™

n>3>—oo
v(2n)<0

Soit x € Bj satisfaisant les hypotheses de ’énoncé. Quitte & multiplier z par un
[a],a € F*, on suppose que Newt;(x) > 1. Soit (x,),>0 une suite de B® tendant vers
z. Ecrivons z,, = *z,, + ~z,. Pour montrer que z € Biugiy on affirme qu'il suffit de
montrer que (T,),>0 tends vers 0 dans By. En effet, si c’est le cas alors (T2,)n>0
tends vers & dans Bj. De plus, si

+xn+1 - +-Tn = Z [Zn,k]ﬂ-k
k>—oc0
notons pour [ € N,
An,l = {k S/ ‘ ’U(Znyk) > l}

Soit alors

W, = Z [2n.k]7" € BY.
k€A, 1

Alors, la suite double (wp i)n>0,1>0 tends vers 0 dans Bjug1y et sa somme
D> tn
n,[>0

définit un élément de Byyq1y s’envoyant sur x + zo dans Bj.
11 reste donc & montrer que (~,),>0 tends vers 0 dans By. Remarquons d’abord
que pour y € B? satisfaisant y = "y et 0 <’ <rona

or(y) = Sow(y).

Soient maintenant r > 0 tel que ¢=" € I et A € [1,400[. Choisissons " < r tel que
0<7r <r/Aetv(x)>1/2 (ce qui est possible puisque Newt(x) > 1). Soit N € N
tel que pour n > N on ait v (x,) = vy (2). On a alors pour n > N

v (T ) >

Cela étant vrai pour tout A on conclut. O
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Remarque 1.9.3. — Dans I'énoncé précédent on a écrit Iexpression lim, i |z|,.
Cette limite existe toujours comme élément [0, +00]. En effet, la fonction r — v,.(z),
q~" € I, est concave et possede donc toujours une limite dans R U {—oco} en 0.

En mettant ensemble [T.9.2] et on obtient également le résultat suivant.

Proposition 1.9.4. — On a
B" =By, ={z€B|3neZ, t"z est borné}.

Le corollaire suivant montre la puissance de 'outil que forment les polygones de
Newton et de I'intuition géométrique qu’ils sous-tendent au sens ou il serait assez dur
de les obtenir avec la simple définition des Bj.

Corollaire 1.9.5. — Soit I un intervalle de [0,1].

1. Si0 €I alors B} = BIXU{O}.
2. 8i1€l alors Bf = B1><u{1}'
3. On a

B* = (BY*

= { Z [Zp]7" | 0 € Fyxny # 0, Y0 > ng v(z,) > v(xno)}

Z
n>mo no€

Remarque 1.9.6. — Les résultats d’extensions précédents sont bien str faux lors-
qu’on remplace I par un intervalle relativement compact dans ]0, 1[. Plus précisément,
si I =]p1,p2[ avec 0 < p1 < pp < 1 alors By C By est plus petit que les fonctions
bornées dans By (comme on le vérifie lorsque E = Fy((7))). Les propriétés d’extension
précédentes sont tres particulieres aux extrémités de < notre disque épointé >.

1.10. L’anneau B*
1.10.1. Définition et premiéres propriétés. —
Définition 1.10.1. — On note

Bb = { Y [zan" € & |V fa < 1}.

n>—oo

On a donc
BYt
= {z¢€ Bt | |zl < 1}.

Définition 1.10.2. — Pour I un intervalle de [0, 1] on note B} le complété de B>+

relativement aux normes de Gauss (|.|,),er. On note B := B{t}} et

Bt = 3]3,1['
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Ainsi, BI+ est 'adhérence de B> dans B;. On a par exemple
B(—)‘r — Bb,+
et en fait B;r = Bt dés que 0 € T d’apres|1.4.15] On supposera donc désormais que
0¢1.

Exemple 1.10.3. — Supposous que p € |F*| et soit a € F' tel que p = |a|. La boule
unité de |.|, dans B»T est A[[a]] et donc

a1r1
B = A[4][L].
On vérifie aussitot le lemme suivant.

Lemme 1.10.4. — Pour x € BbT etO< 7' <rona

7,,/

, > — .

v (x) > . vy ()
On en déduit qu'en fait si I C]0,1[ est tel que p =inf 7 € I et p > 0 alors
+ _ pt _ pt
Br =B, =B

On a en fait plus.

Proposition 1.10.5. — On a B} = B[t -

Démonstration. — Soit

m:ZmneB:

n>0
avec ¥, € B"T et lim, y o0 |Tnl, = 0. Pour y = Yo o[yk]m® € B"T notons
yt = Zkzo[yk]ﬂ'k et y~ = Zk<0[yk]7rk. Remarquons que

ly~ |1 < |yl,-

pIEN

n>0

La série

converge donc dans By, ;). Puisque A est complet pour |.|,, Y >0 x} € A. On a donc

xr = ZZE; +Z.T;t € B[071].

n>0 n>0
O
Remarque 1.10.6. — 11 faut faire attention quant a la signification de 1’énoncé
précédent. Il dit que ’application de restriction a la couronne de rayon p, B[‘; = B;‘,

est un isomorphisme d’algebres. Mais ce n’est pas un isomorphisme d’algebres de Ba-
nach. Cela pourrait sembler étre en contradiction avec le théoreme de I'application
ouverte, mais ¢a ne l’est pas car B; est un F-espace de Banach tandis que B[+p,1] est
un E%sc_espace de Banach.
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On a donc lorsque p < p

+ +
B,y C B,
et pour tout I,
+ _ +
Bf =B/
pel
Ainsi par exemple
+ _ +
Bt = () B}.
p>0

Puisque
¢:By — B), C Bf,
on peut voir ¢ comme un endomorphisme de B:{ etpour 0 < p<1
B =) ¢™(B)).
n>0

Ainsi, Bt est le plus grand sous-anneau de B; sur lequel @ est bijectif.

Proposition 1.10.7. — On a pour tout p € [0, 1]

Bj = {z€ Byl Newt[ml[(x) >0}
{:E S B[p71] | |l‘|1 < 1}

On a également

BT = {z€B| Newt(z) >0}
= {zeB|[z)h <1}

Démonstration. — Traitons le cas de B;‘, le cas de BT étant identique. D’apres
1.9.2, si # € B, non nul vérifie Newt[p,l[(a:) > 0 alors x € B, . Puisque
Newt,q)(x) est obtenu en ajoutant éventuellement une pente 0 & Newt, [, on
a encore Newt,1)(z) > 0 et donc vo(z) = limy o Newtp,1(x) > 0. Maintenant,
d’apres si (Zn)n>0 est une suite de B® convergeant vers z alors vy (2,,) = vo(x)
pour n > 0 et donc z,, € B®*. O

Remarque 1.10.8 (Suite de la remarque [1.6.7). — Soient p €]0,1[. et (z,)nez
une suite de Op satisfaisant lim,_, o |z,|p™ = 0. Alors, Y, czl2s]m"™ converge dans
Bj mais lorsque E|Q, on ne sait pas si tout élément de B;‘ s’écrit sous cette forme la,
ni si une telle écriture est unique, ni si la somme ou le produit de deux tels éléments
est de cette forme. La méme remarque s’applique & B+.

Remarque 1.10.9. — L’anneau BT apparait dans la littérature < classique > de

théorie de Hodge p-adique sous le nom de B;_"ig.



92 CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA VARIABLE p

Remarque 1.10.10. — D’apres la section [1.7.2) B s’interprete comme les

Fo((m/"™))
fonctions rigides analytiques sur
” lim DE”
—
©

ol Dg désigne le disque ouvert de rayon 1 sur E et si la coordonnée est X ¢ est le
relevement de Frobenius X — X?. Ainsi, I'inclusion B;,;((ﬂl/pm)) C BFq((Wl/poc)) est
induite par
lim D C lim Dg
— —
® ®
ou D7 est le disque épointé.

1.10.2. Les bivecteurs. — On va définir un sous-Og-module de B* sur lequel la
remarque [1.10.8] précédente est prise en défaut. Si R est une Fy-algebre muni de la
topologie discrete on note

CWE,(R) = lm Wo, n(R)
n>1

le groupe des covecteurs de Witt unipotents, les applications de transition dans la
limite inductive précédente étant données par le Verschiebung, Vi : Wo, (R) —
Wop nt1(R). Les éléments de CW¢_(R) se décrivent de la fagon suivante,

CWg_(R) = {[...7ai,...7a,1,a0] | a; € R, a; =0 pour i < 0}.
Ce groupe s’étend en un groupe des covecteurs de Witt ([24], chap.II pour le cas
E=Qp),
CWo,(R) = {[ cs @iy .yaz1,a0] | @ € R, AN <0, T'idéal engendré par les (a;)i<n
est nilpotent}.
Celui-ci est muni d’un Verschiebung V; : CWo, (R) = CWo, (R) et on pose
BWop(R) = lim CWo(R),

N
les applications de transition étant données par V. On a donc,
BWo,(R) = {Z Via;] | ai € R, AN, Tidéal engendré par les (a;)i<n est nilpotent}.
=
Définition 1.10.11. — On pose
BWo,(OF) = lim BWo,(Or/a)
a

lorsque a parcourt les idéaux non nuls de Op.
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On a alors
BWo,(0OF) = {Z[an]ﬂ" | an, € OF, ilinlrég q"v(a,) > 0}
nez
= {Z[an]ﬂ" | an, € Op, s >0, 3C, v(ay) > q*”s—i—C}.
nez

Les séries précédentes sont convergentes dans Bt. Cette description fournit un plon-
gement de Opg-modules

BW@E(OF) — B;,E'
Pour tout entier n > 0 notons

Sn € OE[XQ,...,XR,Y(),...,Y”]

le polynome universel tel que la loi d’addition sur les vecteurs de Witt tronqués de
longueur n + 1 soit donnée par

[XOa"'vXn]+[Y07"'7Yn]:[507“';577,]

Alors, pour deux éléments

a= Z[ai]ﬂ'i, b= Z[bi]ﬂi € BWo,(OF)

1E€EZL 1€L
on a
a+b= E [ei]m
i€L
avec
o . g gt g ! g gt g ! ,
e = tim Sy (al al el BB ),

limite qui existe grace aux conditions de convergence imposées dans la définition

de BWo,(OF) (cf. [24], chap.II). Si 'on relache ces conditions de convergence en

imposant seulement que pour tout r > 0, lim v(a,)+nr =+occet lim wv(b,)+nr =
n——oo n——oo

+oo alors une telle limite n’existe pas forcément, ce qui explique partiellement la

remarque [1.6.7

1.10.3. Lien avec les anneaux de périodes cristallines. — On suppose dans
cette section que E = Q,. Soit p € |F|N]0, 1] et notons

ay = {o € Op | Jz] < p}.
Il y a une application surjective
W(Op) — O — OFf/a,
ou la premiere application est simplement ", ~q[x,|p" + xo. Notons

bp = ker(W(OF) — OF/CIP).
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Soit alors Acpis,p le complété p-adique de I'enveloppe & puissances divisées de b,. Si
§ =" n>olénlp™ vérifie |§o| = p alors

Acris,p - W(OF)[%}

L’épaississement p-adique Acris , — Op/a, définit un pro-objet final du site cristallin
Cris(Spec(Or/a,)/Spec(Zy)) et donc

Acris,p = HO ((Spec((’)F/ap)/Spec(Zp))CM-S7 0).

Considérons
By = Arino[3].
Proposition 1.10.12. — Il y a des inclusions naturelles
B}, € BY..,C B}
Démonstration. — Si p = |a| cela résulte de ce que A..;s est le complété p-adique de
W(Or) [ [(::!’] ] n>1

et la boule unité de B;‘ le complété p-adique de

W(Op)[14].

p

On déduit de cela que
B+ = ﬂ Son(B:;is,p)
n>0

+

et donc BY est le plus grand sous-anneau de B, ,

p est bijectif.

sur lequel le Frobenius cristallin

On en déduit en particulier le corollaire suivant qui justifie le remplacement de
B+

cris

de Dwork qui dit que les solutions d’équations différentielles ayant une structure de

par B en théorie de Hodge p-adique. Il s’agit d’un analogue de la remarque

Frobenius on tendance & surconverger : les périodes cristallines qui vivent & priori dans

B+

cris,p < S'étendent en fait en des fonctions holomorphes sur tout le disque épointé .

Corollaire 1.10.18. — Soient k un corps parfait tel que k C Op et (D,¢) un k-
isocristal. Sit € B satisfait p(t) = pt alors

cris,p

1\ + g\
(Powwe BRI) = (Dowwe Bhu,lll) -
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1.10.4. L’anneau B. —
Définition 1.10.14. — Notons p I'idéal de B>+
p={z € B*" | vy(x) > 0}.

On note alors
B = B"*/p.

L’application de projection sur le corps résiduel O — kp induit une projection
BT — Wo,, (kr)g

dont on note m le noyau, un idéal maximal de B®*. On a

m= { Z [xn])7"™ | Y v(x,) > 0}

n>-—oo
tandis que
p= { Z [x,])7" | 3C >0, Vn v(z,) > C’}.
n>-—oo
Lemme 1.10.15. — L’anneau B est local intégre d’idéal mazimal m/p et de corps
résiduel Wo,, (kr)g-
Démonstration. — Le fait que p soit premier résulte de ce que vy est une valuation.

Vérifions que B est local. Soit z = 3,5 _[z,]7™ € B»T \ m. Il existe donc n tel
que z, € OF et soit ng le plus petit entier satisfaisant cette propriété. On a alors

x = Z [y = Z [x,])7"™ mod p

n>>—oo n>ng
et le membre de droite est une unité de B»*. On en déduit que z devient inversible
dans B. L’anneau B est donc local. O
Remarquons que 'on a des factorisations
+ + _ p+ + + -
BT C By =B, — B — B /{vo >0} =B.
Remarquons finalement que puisque vy o ¢ = ¢, ¢ agit bijectivement sur B et les
morphismes précédents sont compatibles a ’action de .






CHAPITRE 2

ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES : LE CAS F
ALGEBRIQUEMENT CLOS

Introduction

Pour un intervalle I C]0, 1[ on a défini dans le chapitre [l| une algebre de Fréchet By
< de fonctions holomorphes de la variable m >. Lorsque E = F,((7)) il s’agit de vrais
fonctions holomorphes sur la couronne rigide analytique Dp; = {|7| € I} C AL. On
dispose alors de 'espace topologique |Dp ;| de Tate. Pour y € |Dp| il y a un corps
résiduel k(y) qui est une extension de degré fini de F. Pour f € B; on peut alors
évaluer f en y et définir

fly) € k(y)
If(y)] € Ry.

De plus, les pentes du polygone de Newton N ewt;(f) sont exactement les valuations
des y (i.e. —log,|m(y)|) dans [Dg | tels que f(y) = 0 comptées avec multiplicité
[k(y) : Fl.ord,(f). Enfin, remarquons que l'ensemble [Dg | est en bijection avec les
classes d’équivalence de couples

{(K,0)}/ ~
ou K|FE est un corps valué complet tel que || € I, ¢ : F — K est isométrique et fait
de K une extension de degré fini de F'.

Dans ce chapitre et le suivant on définit un tel espace topologique de points |Y7|
lorsque E|Q,. En un point de cet espace on peut évaluer nos éléments de Bj et
définir leur valeur absolue dans un corps perfectoide K, associé & y € |Y7|. On montre
également que les pentes des polygones de Newton définis dans le chapitre [l s’in-
terprétent en termes de zéros en ces points. On donne également une interprétation
de 'ensemble |Y;| comme étant les classes d’équivalences de couples (K,¢) ou K|E
est un corps perfectoide tel que |7| € I, 1 : F < K’ est isométrique et fait de K”
une extension de degré fini de F' (dans le cas précédent, lorsque E = Fy((7)), on a
K’ = K puisque que K est parfait).
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L’idée est la suivante. Lorsque E = Fy((7)), |Dp,7| s’identifie aux polyndmes uni-
taires irréductibles P € Op[r] satisfaisant |P(0)|'/ 98 ¥ ¢ I. Les polynémes & coeffi-
cients dans Op forment un sous-anncau de A = Op[r]. Néanmoins lorsque E|Q, il
n’y a pas de bonne notion de tels polynomes, les éléments de la forme 3, <[z ]7"
dans A avec x,, = 0 pour n > 0 ne sont pas stable par addition. Ceci dit, d_’aprés le
théoreme de factorisation de Weierstrass, lorsque E = F,((7)) et I =|0, 1[, & multipli-
cation par un élément de Op[r]*-pres, les polynémes irréductibles précédents sont
en bijection avec les séries formelles irréductibles

Z " € Op[n]

n>0

qui sont primitives au sens ot 0 < |zg| < 1 et il existe un entier d tel que |z4| = 1. On
va montrer que si E|Q, et a € A est une telle série primitive alors A/(a)[1] est un
corps valué complet perfectoide extension de F sur lequel on peut évaluer nos éléments
de B. Ce chapitre est essentiellement consacré au cas ou F' est algébriquement clos.

Le cas F' parfait général est traité dans le chapitre

On reprend les hypothéses et notation du chapitre [} Dans ce chapitre on suppose
que E|Qy, ce qui est le cas qui nous intéresse au final. Il y a stirement moyen d’unifier
les notations avec le cas E = F,((w)) mais cela présente quelques lourdeurs. On
adopte les notations de [56] concernant le basculement des anneaux. Dans une version
préliminaire de ce travail qui précédait [56] on notait & ce que I'on note maintenant

(=)

2.1. L’anneau A’ et le morphisme 6

2.1.1. Généralités. — Soit Q € Og[X] tel que Q@ = X? mod 7 et Q(0) = 0. On
note Qo = X et pour n > 1,

Qu=Qo0Q.
—_———

n-fois
Par définition une Og-algébre m-adique est une Og-algébre m-adiquement séparée
compléte.

Définition 2.1.1. — On définit le foncteur

(—)b’Q : Op-algebres m-adiques — Ens
A — A =1(@),50 | 2™ € 4, Qz"TY) =2},

On note A := A»X",

La proposition suivante est bien connue lorsque £ = Q,, et @ = X?.
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Proposition 2.1.2. — Soit A une Og-algébre mw-adique et I un idéal fermé de A.
Supposons A séparée compléte pour la topologie I + (m)-adique. Alors, Uapplication
de réduction modulo I induit une bijection

A"Q = (A)T)9.
Son inverse associe a la suite (x(™),>o € (A/T)>9 la suite (y™),>0 € (A)"? définie
par
y(n) = lim Q (:L-(n+k)>

k—+oo

—

0w pour tout n, (M € A est un relévement quelconque de z(™ € A/I et la limite
précédente est pour la topologie I + (m)-adique.

Démonstration. — On vérifie par récurrence en appliquant le lemme qui suit
que si z,y € A sont tels que x = y mod I alors
Qr(z) = Qrly) mod (I + (m))**'.
De cela on déduit que si (2(™),, (™), € (A)*? ont méme réduction dans (A/I)*?
alors pour tout n et k
2™ = 4™ mod (I + (x))FH!
et donc z(™ = 4" puisque A est I + (m)-adiquement séparé. Cela montre 'injectivité.

Passons & la surjectivité. Soit (2(™),>q € (4/1)*?. Puisque

Q(m) = W mod 1
on obtient - -
Qi1 (2 Hr D)) = Q) (2(+R)) mod (I + m)* 1.
A n fixé, la suite (Qk (x(”+k)))k> est donc de Cauchy pour la topologie I + ()-
>0

adique. Elle converge vers un un élément z(") € A tel que lorsque n varie (z("))n €
(A)»9 se réduisant sur (2™ mod I + (7)), dans (A/I + (r))>?. On conclut par
injectivité de Papplication de réduction (A/I)"% — (A/I + (r))>® qui résulte de ce
que A/I est m-adiquement séparé. O

Lemme 2.1.3. — Soit A une Og-algébre et J un idéal de A. Si x,y € A vérifient
x =y mod J alors Q(x) = Q(y) mod nJ + J>.

Appliquant cette proposition a l’idéal engendré par 7 on obtient le corollaire sui-
vant.

Corollaire 2.1.4. — Le foncteur (f)be se factorise canoniquement en un foncteur
(=)*Q : Og-algebres T-adiques — F, — algébres parfaites

isomorphe au foncteur
Ar— lim A/TA,
P
N
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les applications de transition dans la limite projective précédente étant données par
Frob, : A/pA — AJpA. Les lois d’addition et de multiplication sur (A)* sont
données par

n n : n+k n+k
@)+ ), = (i Qe +y ) )
MY (™) — ( li (n+k), (n+k) ) )
(@), (™), G Qe (") )
Remarque 2.1.5. — Bien siir lorsque Q(X) = X9, la formule de multiplication

précédente est bien plus simple puisque (x("))n.(y(”))n = (ac(”).y(”))n.
Par exemple, si R est une F,-algebre parfaite,
R =5 Wou(R)™?
x — ([xl/q /}Q)nZO'
ou [—]g désigne le Q-relevement de Teichmiiller de la proposition m De plus,
d’apres le lemme si I est un idéal fermé de Wp, (R) tel que Wp,, (R) soit séparé
complet pour la topologie I+ (7)-adique, A = Wp, (R)/I et 0 : Wp, (R) — A désigne
la projection,
R = AC
z = (0(7Q)) 50
Bien stir, si Q1 et Q2 sont deux polynomes tels que @ il y a un isomorphisme canonique
(A)b,Q1 i (A)'%Qz
s (i Qaa )
déduit par composition de la suite d’isomorphismes

(A)P@ 25 (A/m AP = (A/mA)X" = (A/mA)Q2 <= (A)»Q2,

n>0

2.1.2. Le morphisme 6. — Reprenons les notations de la section Soit n > 1
un entier. Il y a un morphisme

Wn : W@E’n — Ga
n—1 n—1
S Ve — Y 7 Quorklak).
k=0 k=0

Soit A une Opg-algébre munie d’un idéal I tel que pour tout entier k vérifiant
0<k<n-—1ettout x €I on ait

n—1—k
kya =0.

T
Cette hypothese est satisfaite dans les deux cas suivants :

1. Lorsque 7" 1A = 0 et I'idéal I est muni de puissances 7-divisées (on peut définir
”%” pour tout x € I, cf. [16]).
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2. Lorsque 7"A =0 et I = (7).

k

Lemme 2.1.6. — On a Q,(X) € (7" 77X

Démonstration. — On procede par récurrence sur n. Si Qn(X) = > 1_ =k x4 p, (X)
alors

Que(X) = 7" FQX)T P(Q(X)).
k=0

Mais d’apres le lemme [1.2.6
Q(X)= X% mod 7 = Q(X)? = X7 mod 7+

ce qui permet de conclure. O

D’apres le lemme [2.1.6] cette hypothese implique que pour tout z € I et 0 <
k<n-1onan"Q, 1_x(r) = 0 Le morphisme Wh.o : Wopn = G, donne alors
naissance < par relévement > & un morphisme de Og-algebres

W@E’n(A/I) — A
z — Who(Z)

ou T € Wo, n(A) est un relevement quelconque de x.

Pour toute Op-algebre A, en appliquant la construction précédente & A/m™A et
I = (), on déduit un morphisme de Og-algebres

On : Wogn(A/TA) — A/n"A
n—1 n—1
Z Velaklg +— Z ™ Qn_1-1(ay)
k=0 k=0

ot ap € A/m" 1A est un relevement quelconque de az. On a de plus 6; = Idg/za et
lorsque n varie les 6, vérifient la relation de compatibilité suivante : le diagramme

Oni1

Wouni1(A/mA) —— A/ 1A

0n
Woun(A/TA) ——— A/ A.
est commutatif. Si A est une Og-algebre m-adique on en déduit par passage a la limite
un morphisme
0:Wo, (A9 — A
Z[In]Q o Z zOnm,
n>0 n>0

Cela définit un morphisme de foncteurs sur la catégorie des Opg-algebres m-adiques

0:Wo, o(—)»? — Id.
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On a déja vu qu'il y a de plus un isomorphisme naturel de foncteurs sur les anneaux
parfaits de caractéristique p,

Id =5 (=) o Wo,.
On vérifie alors aisément la proposition qui suit.

Proposition 2.1.7. — Les deux foncteurs

Wop
Fy-algebres parfaites Og — algébres m-adiques
(=)

sont adjoints l'un de l'autre. Les applications d’adjonctions sont données par 0 :

Wo, o (—)»9 = 1d et Uisomorphisme canonique Id = ()9 o Wo,, qui d = associe

([2"/9"]Q)nz0-
Si Q1 et Q2 sont des polynomes analogues a @, lisomorphisme canonique can :
(=)@ = (—)2@2 est tel que le diagramme

O )b ,Q1
Wop(can) | ~ \
WOE o b Q2
commute.
Remarque 2.1.8. — La commutativité du diagramme dans la proposition

précédente dit que I'on peut calculer 6 soit < comme d’habitude > lorsque @@ =
X via la formule 0(3°,, >o[za|m") = 3,50 2O si @, € AP, soit via la formule

0(Xns0lynl™) = Snso ys) " si yn € A,

Soit A une Og-algebres m-adique comme précédemment. On dispose du critere
suivant permettant de calculer le noyau de 6, critére qui est bien connu lorsque £ = Q,
et Q = XP.

Lemme 2.1.9. — Supposons A sans w-torsion. Soit x =Y ;5lxi]on’ € ker(6).

1. Si x(o) € wA* alors ker 0 = ().
2. S’il existe m € A»Q vérifiant 1°) = 1 alors ker§ = ([x] — 7). De plus, ker§ =
() = 2" € rA*.

Proposition 2.1.10. — Soit A une Og-algébre w-adique telle que le Frobenius de
A/mA soit surjectif. Alors, 0 : Wo, (A>?) — A est surjectif.
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Démonstration. Puisque Wo, (A>?) et A sont m-adiques, afin de montrer que
est surjectif il suffit de montrer qu’il ’est modulo w. Mais modulo = 'application
s’'identifie a la projection sur la premiere composante

lim A/mrA — A/mA
—

Frob,
qui est clairement surjective par hypothese. O
2.1.3. Le cas de I’anneau des entiers d’un corps p-adique. — Soit K|F un
corps valué complet pour une valeur absolue |.| = ¢~ V"), Remarquons que d’apres la

proposition si p € R vérifie |1| < p < letb,={xc Ok ||| < p}, alors O}
s'identifie & (Ox /b,)". Soit
v:0% — RU{+o0}
r v(x(o)).
On vérifie aisément que cela définit une valuation sur (93(. Deux cas se présentent
alors :
1. soit la valuation v de O% est triviale, auquel cas O ~ k% = ﬂnzlk%

2. soit la valuation v de (’)Z( est non-triviale, auquel cas K := (93( est un corps
valué complet parfait de caractéristique p qui s’identifie aux suites (ac(”))nzo de
K vérifiant (z("t1)7 = 2" L’anneau de valuation de K° est 0% : O = O5...

Proposition 2.1.11. — Supposons K algébriquement clos. Alors, K® Uest également.

Démonstration. Soit P =T%+ ag_1T4 1+ +a1T +ag € (93( [T] un polynoéme.
Notons pour tout entier n > 0

Py =T +a{ T+ 0T +al" € O%[T].
Lorsque n varie ces polynomes sont liés par la relation
Po1(T)? = P,(T9) mod 7.

Pour un n donné soit x € Ok une racine de P,,. Choisissons y € O tel que y? = x.
La relation précédente implique que

Ur(Pry1(y) =

Q| =

Notons z1, ..., 24 les racines de P,,4+1. On a donc

d
> vely—z) >
i=1

Il en résulte qu’il existe i tel que

SHE
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et donc

U(z —28) >

ISH

A partir de la on construit par récurrence une suite (x,),>0 de Ok telle que pour
tout n, z,, soit une racine de P, et v, (z? 41— Tn) > é. Cette suite définit un élément
de
lim O /b= Oj
N
ou b ={x € Ok | vr(x) > 1/d}. Cet élément est bien str une racine de P. O

2.2. Etude de certains idéaux et valuations des vecteurs de Witt

2.2.1. Elements primitifs. — Par analogie avec la théorie de Weierstrass on prend
la définition suivante.

Définition 2.2.1. — 1. Un élément z = Y solz,]nm™ € A est dit primitif si
2o 7 0 et il existe un entier d € N tel que J;d7€ OF. On appelle alors degré de
x le plus petit entier d tel que z4 € OF.
2. On note Prim ’ensemble des éléments primitifs et Primg ceux de degré d.
3. Un élément primitif est dit irréductible s’il est de degré > 0 et ne peut pas
s’écrire comme un produit de deux éléments primitifs de degré > 0.

Notons x — Z Dlapplication de réduction A — Wp,(kr). Si z € A, sont
équivalents :

— x est primitif de degré d,

— x ¢ A et v, (T) =d,

— le polygone de Newton de = vaut +oo sur | — 0o, 0[, est a valeurs dans Rsq sur

[0,d[ et vaut O sur [d, +o0].
L’ensemble Prim forme un sous-monoide de (A, x). Il est gradué par le degré
Prim = H Primg
d>0
avec Primg.Primg: C Primgyq . De plus,
Primg = A*.

On va s’intéresser aux idéaux de A engendrés par un élément primitif i.e. au monoide

quotient
Prim/A*.

Ezxzemple 2.2.2. — Lorsque E = F,((7)) et donc A = Op[n], d’apres Weiers-
trass, chaque élément primitif irréductible possede un unique représentant modulo
la multiplication par A* qui est un polynéme unitaire irréductible dans Op[n]. Ainsi,
Prim™*d /A% s’identifie aux points de Tate de I'espace rigide D% = {0 < |x| < 1} C
AL,
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On suppose désormais dans le reste de ce chapitre que I est algébriquement clos.

2.2.2. Idéaux de A engendrés par un élément de degré 1. — Commengons
par remarquer que
Primy = {[a] —7u | a # 0, v(a) >0et uec A*}.

Soit maintenant a = 3" ;5¢las]7" € Prim; et I = (a). Posons

D=A/I.
On note
0:A— D.
Notre but est de montrer que D [%] est un corps valué complet algébriquement clos.
Lemme 2.2.3. — L’anneau A est séparé complet pour la topologie I+ (m)-adique et

donc en particulier pour la topologie I-adique. L’anneau D est séparé complet pour la
topologie w-adique sans w-torsion.

Démonstration. La premieére assertion résulte de ce que I + (m) = ([aolg, ) =
(lao], ) (cf. prop. . Siz,y € A vérifient 7z = ya, puisque ag # 0, y € TA.
L’anneau D est donc sans m-torsion. Il est clairement m-adiquement complet. Reste a
voir que

(N I+7"A=1

n>1
Soit « € A tel que pour tout entier n on ait z = y,a + 7"z, avec yn, 2z, € A. Alors,
pour tout entier n, utilisant encore que ag # 0,

(yn—i-l - yn)a = ’/Tn(zn - 7TZn+1) = (yn—H - yn)a enm"A
= Yn+1 — Yn € TTA.

La suite (yp), est donc de Cauchy pour la topologie m-adique. Notons y = lirf Yn-
n—-+0oo
Alors
T = ngrfoo(yna +7"2,) =ya € 1.
O
De la proposition [2.1.2] on déduit le corollaire suivant.
Corollaire 2.2.4. — L’application
OF — Db
T > (9([331/(1 ]))nzo
est un isomorphisme.
Lemme 2.2.5. — Tout élément de D s’écrit sous la forme ), ~¢ 9([mna6’]) ou Ty, €

OpF vérifie x, = 0 ou bien v(zy,) < v(ao).
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Démonstration. Ecrivons a = [ag] — mu ott u € A*. On a O(wu)D = nD. L’anneau
D est donc O(mu) = 6([ag])-adiquement complet. De plus D/0(wu)D = D/xD =
Or/apOp. On en déduit le résultat. O

Proposition 2.2.6. — Pour tout entier n > 1, tout élément de D posséde une racine
n-téme dans D.

Démonstration. — Supposons d’abord que l'extension E|Q, est non-ramifiée et donc
Wop(Or) = W(OF). Soit € A et non nul n est premier & p. On peut écrire & sous
la forme

& = 8(laol) (8([=)) + 8([ao0)
avec v(z) < v(ag). L’élément 0([ag))? posséde une racine n-itme dans A car ag en
possede une dans Op. De plus,
0([2]) + O(lao)w = 0([=]) (1 + O([z™ " ao))w).

L’élément 6([z]) posséde une racine n-itme dans D. L’anneau D est 6([z"1ao])-
adiquement complet car une puissance de 6([z71by]) est un multiple de 8([a]).
Alors,

(14 0(= aolyw) " =7 (%”)9([%%])%’“
k>0

est une racine n-ieme de 1+ 0([z" ag))w.

Montrons maintenant que x posseéde une racine p-ieme (on suppose toujours que
E|Q, est non-ramifiée). Ecrivons

=3 0([xaf)
n>0

avec pour tout n, 2, = 0 ou bien v(x,) < v(ap). On peut supposer x # 0. Soit ng € N
le plus petit indice tel que x,, # 0. Alors,

&= 0wy a3 ). (1+ 3 0([wnsnoaien)])).
n>1
L’élément 0([x,,aq°]) possede une racine p-itme tandis que
y=1+ Z 9([$n+noagx;01])
n>1

vérifie

y=1+ xnﬂagxgol mod p
dans Op/agOp. Or,

1+ .’En+1a0x,;01 € Of.

Quitte a remplacer x par y on peut donc supposer que

.’1?()60;;.
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Montrons maintenant qu’il existe z € O tel que
z = 6([2]) mod p?.
Ecrivons
z = 6([xo] + p[z1]) mod p*.

Quitte a multiplier a par le représentant de Teichmiiller d’une unité de Op, on peut
supposer que

a = [ag) + p mod p?.
Soit
Sy (X,Y) = %((X LY - XP_YP) € ZIX, Y],
Pour tout A € O on a dans W5(OF)
[zo] + pla1] + [Na = [zo + Aag] + p[z1 + A+ S (x(l)/p, Al/pa(l)/p)} mod p?.

Le polynéme en T

)} + TP + S1(zo, Tag) € Op|[T]
est unitaire de degré p. Puisque F' est algébriquement clos, il existe donc A € Op tel
que

[z0] + p[z1] + [Na = [2] mod p?
avec z =z + Aag € OF. On a alors

z = 6([2]) mod p?.

Puisque [z] est une unité de W (Op) et posséde une racine p-itme on peut supposer
que
z =1 mod p?.

Mais si p # 2, tout élément de 1 + p?W (Op) posséde une racine p-itme, pour w €

W(OF)7
1/p
1+ p2w)/P = 2k, k-
(L+pw)? =3 (7 )
£>0
On a donc montré le résultat lorsque p # 2. Si p = 2, il faut travailler encore en
revenant & I'étape précédente et montrer qu'il existe une unité z € O telle que

x = 0([z]) mod 8.

On laisse cela en exercice au lecteur.

Voyons maintenant comment déduire le cas d’un corps E quelconque du cas
précédent. Notons Ey = W ([F,)g l'extension maximale non-ramifiée de Q, dans E.
On a alors Wo, (OF) = W(OF) ®o,, Op. Il y a une application norme

NE/EO : WOE(OF) — W(OF)
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induisant la norme de 'extension Wo , (kr)o|W (kr)g apres projection via We , (OF) —
Wo,(kr) et W(Op) — W(kp). Puisque lextension Wo, (kp)o|W (kr)g est tota-
lement ramifiée, 'élément b = Ng g, (a) € W(OF) est primitif de degré 1. De
plus, image de b dans Wp,(Op) appartient & ’idéal engendré par a. Notons
D’ =W (Op)/(b) qui d’apres le cas étudié précédemment est un anneau dans lequel
tout élément possede une racine n-ieme. L’inclusion W(Or) C Wo, (OF) induit un
morphisme D’ — D. Montrons que ce morphisme est surjectif, ce qui conclura la
démonstration. Puisque les anneaux D’ et D sont p-adiques, il suffit de montrer que
le morphisme D’/pD’ — D/pD est surjectif ou encore que le morphisme composé
W(Or)/pW (Or) — D'/pD’ — D/pD est surjectif. Si e = [E : Ep] ce morphisme
s’'identifie au morphisme

Op — Op[n]/(7°, iami).

Puisque a; € O}, ce morphisme est bien surjectif. O

Remarque 2.2.7. — Cette démonstration, qui est un résultat intermédiaire clef
pour le reste de ce texte, est la seule concernant la structure des anneaux By et la
construction de la courbe qui utilise la structure des vecteurs de Witt (I’explicitation
de la loi de groupe de W5). Plus précisément, pour toutes les autres démonstrations, on
n’utilise seulement le fait que tout vecteur de Witt s’écrit de fagon unique 3,5 o[z ]7"
mais on n’utilise pas d’information précise concernant la loi d’addition ou de multi-
plication de deux tels vecteurs autre que la multiplicativité du Teichmiiller.

Corollaire 2.2.8. — Pour tout x € D il existe y € O tel que x = 0([y]).

Démonstration. D’aprés la proposition [2.2.6| précédente il existe z € D° tel que
20 = 2. Le résultat découle donc du corollaire [2.2.4] O

Du lemme on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.9. — Via Uidentification Op = D’ il existe 7 € O tel que 70 = 7.
De plus, [x] — 7 engendre I. En d’autres termes, il existe v € A* tel que

xa = [x] — 7.

Corollaire 2.2.10 (Factorisation et division de Weierstrass)
Soit x =Y ;solzilm’ € A tel v(xy) = inf{v(x;) | i € N} et v(zo) > v(z1).

1. 1l existe alors b,c € Op et u € A tels que
x = ub]([c] — 7).
2. Supposons v(x1) = 0. Pour tout y € A, il existe d € Op et w € A tels que
y = wz ~+ [d].
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Remarque 2.2.11. — Contrairement au cas des séries formelles usuelles, ce qui est
le cas lorsque E = F,((7)), la décomposition/division de Wierstrass précédente n’est
pas unique.

Puisque pour a € Prim;, A est a-adiquement complet on obtient également le
corollaire suivant.

Corollaire 2.2.12. — Soit a € Primy, par exemple a = [ag] — 7 avec ag € mp \ {0}.
Tout x € A s’écrit, de facon non unique, sous la forme

xr = Z[xn]a".

n>0

Lemme 2.2.13. — Si x € OF vérifie 6([z]) =0 alors x = 0.

Démonstration. Si [z] € (a) et x # 0 alors les pentes de Newt([z]) contiennent les
pentes de Newt(a) ce qui est impossible puisque Newt([z]) a pour seule pente 0 et
Newt(a) posséde un pente strictement positive. O

Lemme 2.2.14. — L’anneau D est intégre et l’idéal I est donc premier.

Démonstration. Si x,y € Op vérifient 0([zy]) = 0([z])0([y]) = 0, d’apres le lemme
2.2.13] on a zy = 0 et donc z = 0 ou bien y = 0. O

Proposition 2.2.15. — La fermeture intégrale de O dans D contient Up>1Zp[Cy)
i.e. pour tout n > 1, le polynome X™ — 1 est scindé dans D.

Nous donnons deux démonstrations indépendantes de ce fait.

Preuve via la théorie du corps des normes. — D’apres le corollaire[2.2.9|on peut sup-
poser que a = [ag] — 7. Soit Fy((ap)) C F, un sous-corps valué complet de valuation
discrete. Notons

F'=F,((ap)) C F,
le complété de la cloture algébrique de Fy((ag)) dans F. Il y a un morphisme
Wo,(OF)/([ao] — m) — D.
Soit E une cloture algébrique de E. Notons 7 € O% un élément tel que 79 = 7.

E
D’apres la théorie du corps des normes ([61]) appliquée a l’extension arithmétiquement
profinie Un>0E(g(”)) de E, O% est le complété d'une cloture algébrique de F,((x)).
= E

Il existe donc un isomorphisme continu
0% =5 Op
E
envoyant  sur ag. Celui-ci induit un isomorphisme continu

Wo, (O%) /(] = m) = Wo,(Or)/(lac] — ).
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Mais,
0:Wop (O%)/([ﬂ] —-7) = O%.
Donc,
Wo, (Or)/(lao] = m) = O=.

Puisque A est sans p-torsion, tout morphisme

O~ —D
E
est injectif. On en déduit le résultat. O
Preuve indépendante de la théorie du corps des normes. — Soit LT la loi de groupe
formel de Lubin-Tate sur Og de logarithme
T
loger =2 —-
n>0

On note Q = [r]z7 € Op[X] et G le groupe formel associé. On munit D[X] d’'une
structure de F-espace de Banach en utilisant le réseau m-adique D C D [%] Iy aun
morphisme de E-espaces de Banach

g(OF)Z(mF,;}) — D[]

1
™

€ — IOgLT(G([e]Q))ZZQ([ﬁqin])W@

neE”Z
(on renvoie au chapitre . Montrons que ce morphisme est surjectif. Pour cela posons
p = lao| et
Gpin(Or) = ({e€mp | || <7}, +) € G(0r),
un réseau définissant la topologie de Banach de G(Op). On vérifie que
IOgLT of o [*]Q : gpl/q(OF) — D.

Il suffit alors de montrer que cette derniere application est surjective. Puisque
gpl/q (OF) et D sont m-adiquement complets il suffit de vérifier que sa réduction
modulo 7 est surjective. Or, pour € € G,1/4(OF), si ¢ > 2,

log,7(0([e@)) = ¢%ag ' +¢ mod w

comme élément de Op/ayOp = D/mD. Utilisant que F est algébriquement clos on
conclut quant a la surjectivité lorsque ¢ > 2. Lorsque ¢ = 2,

log,7(0(lg)) = €'ag® + €%ay ' +¢ mod 7

et on conclut de la méme fagon.
Soit maintenant € € O non nul tel que

€l +agpe =0

sig>2et
et +ape? +ate=0
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: 1
avec |e| = p si ¢ = 2. Dans tous les cas, || = pa-T. On a alors

log, 7 (lelg) € 7D.

D’apres l'assertion de surjectivité précédente, il existe € € G1/4(OF) tel que

log 7 ([elQ) = mlog,r([€]e)-
Alors, si
n=e . €€ G(Or)
onan##0et
log . 7(6([n]q)) =0.

Pour n > 0, le logarithme log, est injectif sur 7”D. On en déduit que 6([n]q) est
un point de torsion de LT, [*]27(6([n]q)) = 0 pour k > 0. On en déduit que

kL>Jo 9([[a}£7(771/qk)]) cD

acOp

forment les points de torsion de la loi de Lubin-Tate £7 dans une cloture algébrique
de E. O

Proposition 2.2.16. — Soient x,y € OF tels que 6([z]) = 0([y]). Alors, v(z) =
v(y)-

Démonstration. D’apres le lemme [2.2.13] on peut supposer x et y non nuls. Pour
tout n > 0, notons €™ € Frac(D) tel que

O([«"/7]) = € 0([y"/""]).

Alors, €™ est une racine ¢"-itme de l'unité dans Frac(D). D’apres la proposition
2.2.15|précédente €™ € D. De plus € = (e("))n>0 € D”. Via lidentification O = D,
€ € 1 +mp et en particulier v(e) = 1. Puisque z = ey et v(e) = lonav(z) = v(y). O

Définissons une fonction
v:D— RU{+o0}

en posant pour x € D,
v(x) =v(y) si z=0([y)).

Proposition 2.2.17. — La fonction v est une valuation étendant la valuation -
adique de E multipliée par v(ag), v(w) = v(ag). L’anneau D est 'anneau de valuation
de v dans Frac(D).

Démonstration. 1l est clair que v|p,, est la valuation m-adique usuelle multipliée par
v(ap). Montrons que v est une valuation. La formule v(zy) = v(z) + v(y) est claire.
Soient z,y € D non nuls. Montrons que v(z + y) > inf{v(z),v(y)}. On se rameéne
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facilement au cas ot on peut supposer que z ¢ 7D. Ecrivons z = 0([z']) et y = 0([y']).
On a donc v(z') < v(ag). Soit 2 € OF tel que

z+y=0([]).
On a en particulier
2+ =2 mod agOF.
On a alors

v(z) = inf{v(a), v(z" +3')} > inf{v(ao), v(z'),v(y")} = inf{v("), v(y)}.

Il reste a vérifier que D est 'anneau de valuation de v. Mais si z = % € Frac(D),

x = 0([z']) et y = 0([¢']) alors v(z) = v(z’) —v(y'). Donc, I'inégalité v(z) > 0 implique
que z = 0([z'y'~1]) € D. O

Ainsi, (D,v) est un anneau de valuation complet extension de Op et de corps
résiduel k.

Remarque 2.2.18. — Via lidentification O = D”, la valuation v sur D définit une
valuation (x("))n>0 — v(2(?)) sur F. Cette valuation coincide avec la valuation de F
dont on est partie.

Proposition 2.2.19. — Le corps valué complet Frac(D) est algébriquement clos.

Démonstration. D’apres la proposition [2.2.15| Frac(D) contient Qp(too). L’énoncé
résulte alors de la proposition de la théorie de Kiimmer et de la proposition

[2:2220] qui suit. 0O

Dans le cas de valuation discrete la proposition qui suit résulte de la théorie des
groupes de ramification ([59] chap. IV).

Proposition 2.2.20. — Soit L|K une extension galoisienne de degré fini de corps
valués complets pour des valuations a valeurs dans R. Si ’extension associée de corps
résiduels est triviale le groupe de Galois Gal(L|K) est résoluble.

Démonstration. On se ramene facilement & montrer que si L|K ne posséde pas
sous-extension abélienne non triviale, c’est & dire Gal(L|K) est égal & son groupe
dérivé, alors L = K. On note v la valuation de L étendant celle de K. On note
G = Gal(L|K). Puisque les corps résiduels de L et K coincident

Vo € G, Yz € Oy, v(o(z) —z) > 0.
Commencgons par un lemme intermédiaire.

Lemme 2.2.21. — Pour A\ € Ry, soient py ={x € Op | v(z) > A} et pry = {z €
O | v(z) > A}. Alors, G agit trivialement sur py/pxs -
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Démonstration. Si A ¢ v(L) on a py = pay et le résultat est clair. Sinon, soit
7wy € Ok de valuation A. Tout élément de p, s’écrit sous la forme myx avec z € Oy,.
Alors, pour 0 € G, o(mx) = o(my)o(x). Or, v(o(z) — z) > 0. L’action de G sur
px/Pa+ est donnée par la multiplication par le caractere

G — kf
o +— 77 " mod poy.

Puisque G ne possede pas de quotient abélien non trivial, ce caractere est trivial. [J

Revenons a la preuve de la proposition [2.2.20] Il faut prendre garde qu’en général
O n’est pas un Og-module de type fini. Soit donc M un sous-Ok-module de type
fini de Oy, stable sous G. Posons pour A > 0,

Gr={0ceG|VreM, vioc(z)—x)> A}

et
Gay ={oceG|VzeM, vio(z)—x) > A}

Puisque G agit trivialement sur le corps résiduel de L, G = Gpy. On a pour A > 0,

Gr= ()G,
159\
et puisque M est de type fini,
G = | G-
w>A

Montrons que pour tout A, G5/Gxs est abélien. Soient 0,7 € G. Pour x € M on a
d’apres le lemme précédent,
vio(x) —xz) > A= v(1t(o(x) —x) —o(z) +x) > A

c’est a dire

v(to(z) — 7(z) —o(z) +x) > A\
De méme,

v(or(z) —o(x) — 7(x) + ) > A
Combinant les deux inégalités précédentes on obtient

v(oT(x) — To(z)) > A

et donc [o71, 771 € Gy+. Le groupe G, /G est donc abélien.
Supposons maintenant qu’il existe A tel que G\ # G. Soit I U'intervalle de R,

I={\|G\=G).

Il est de la forme [0,a] avec @ > 0. On a G = G, # Ga4, mais puisque G/G, est
abélien c’est impossible. On en déduit que pour tout A\, G = G, et que donc G fixe
tous les éléments de M.
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Puisque tout élément de Op est contenu dans un sous-Og-module de type fini
G-invariant on conclut que G est triviale. O

Remarquons le corollaire suivant des résultats précédents. Si (C,|.]), C|E, est un
corps non-archimédien algébriquement clos on note (C”,|.|) le corps non-archimédien
algébriquement clos de caractéristique p associé ot |(z(™),,| = [2(©)| (cf. [2.1.3).

Corollaire 2.2.22. — Considérons ’ensemble des couples (C,1) ou C|E est non-
archimédien complet algébriquement clos et 1 : F —= C” est isométrique. Il y a alors
une bijection

~

Primp1 /AL — {(C,0)}/ ~
qui associe a l’élément a primitif de degré 1 le corps valué complet A[%]/(a) muni de
¢ défini par v(x) = ([xq_n] mod (a))n>0, L’inverse de cette bijection associe a (C,t)
la classe d’équivalence d’un générateur du noyau de
Ar =5 An -5 0c
ou la fléche de gauche est induite par ¢.

Corollaire 2.2.23. — Les foncteurs (F,a) W(OF)[%J/([(Z] —p) et (C,p) —
(C",Q) induisent des équivalences de catégories inverses entre :
— la catégorie des couples (F,a) ot F est un corps valué complet algébriquement
clos de caractéristique p et a € F* vérifie v(a) > 0,
— la catégorie des couples (C,p) ou C est un corps valué complet algébriquement
clos extension de Q, et p € (’)bC vérifie }3(0) =p.
Lorsque F est un corps mazximalement complet de caractéristique positive, C =
W(OF) [%]/([a] — p) est maximalement complet et on retrouve ainsi la construction

donnée dans [53)] des corps maximalement complets de caractéristique 0.

2.3. L’espace Y des idéaux de degré 1 des vecteurs de Witt
2.3.1. Définition et structure métrique. —
Définition 2.3.1. — 1. On note
Y| = Pmmirred/AX
I’ensemble des idéaux de A engendrés par un élément primitif irréductible.

2. Pour y € |Y|4¢e=! on note p, I'idéal premier de A associé, m;‘ =Py [%] I’idéal

maximal associé de A[%] = B4t et my, = p, [[ﬂ, ﬁ] I'idéal associé de BP.
On note O¢, = A/p, de corps des fractions C, = B®/m,, et 6, : A — O, la
projection.

3. Si f € BY on utilise parfois la notation abrégée f(y) := 0,(f).
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4. On note v, la valuation de Cy telle que v, (6([z])) = v(z). On note |.|, = ¢~
la valeur absolue associée. Pour f € B® on utilise parfois les notations abrégées

v(f(y) ==vy(f(y) et |f]:=I[fY)ly

11 faut prendre garde a ce que v, n’étend qu’un multiple de la valuation 7-adique
de E :sia=Y;[a;]7" € Primy et y = (a) alors v, (7) = v(ap).

Dans la suite on aura besoin d’une structure métrique sur |Y]9¢=! afin de
construire des zéros de fonctions holomorphes par approximations successives.

Proposition 2.3.2. — Posons pour y1,ys € |Y|98=1 d(y1,y2) = vy, (04, (py,)) i-e.
si Py, = (a’2)7 d(ylva) = Uy, (9'!!1 (G‘Q))' AZOTS,
1. d est une distance ultramétrique sur'Y

2. Sil'on note pourr >0, a, = {x € A |vo(x) > 1}, eta,, ={r € Og, | vy(z) >
r} =0,(a,), on a

Py1 1 d(ys,y2) = Pyz T Ad(y1,y0)

et donc un isormorphisme canonique

Ocyl /uylvd(yl,yz)

A ~
Ocyz /ay2’d(y17342)'

De plus, d(y1,y2) est le plus grand r > 0 tel que p,, + a, = py, + a,.

Démonstration. Soient p,, = (a) et p,, = (b). D’apres le corollaire [2.2.12] on peut
écrire

Appliquant 8, on obtient

dans Oc¢, . Raisonnant dans le corps valué Cy, on en déduit que

d(yg, yl) = ’U(Z‘()) = Uy, (eyl([xo])) 2 Uy, (9y1 (b)) = d(y1’y2)

avec égalité si et seulement si v(x1) = 0. Par symétrie on a donc d(y2,y1) = d(y1, y2)
et x1 est une unité. La proposition s’en déduit facilement. O



116 CHAPITRE 2. ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES : LE CAS F ALG. CLOS

Remarque 2.3.3. — Supposons que E = F,((7)). Via I'identification mp \ {0} —
|YF| qui & a associe (7 — a), la distance précédente est la distance usuelle sur mpg \ {0}
donnée par la valeur absolue de F'.

La fonction < distance a ’'origine >
YRt 0, oo
y — v(r(y))
est continue. Pour r > 0 notons
Y, |95t = {y e [Y 957" | u(a(y)) <7},

la < couronne > associée au segment ]0,7]. On a donc si r < 7/, |Y,.|4¢8=1 C |V, |dee=1
et [V[18=! =, [V |81

Proposition 2.3.4. — Pour tout v > 0, Uespace ultramétrique (|Y,|18=1 d) est
complet.

Démonstration. Soit (yn)nen une suite de Cauchy de (Y}, d). Pour tout ' > 0, si
a, ={x € Wo,(Or) | vo(z) > 1'}, la suite d’idéaux

((pyn + ar/)/aT')neN

de Wo,(OF)/a, est constante pour n > 0. Elle définit donc un idéal I, de
Wo,(Op)/a,. Lorsque 7’ varie ces idéaux (I,),»>o sont compatibles et fournissent
un idéal I de
WOE (OF) = {iﬂ WOE (OF)/aT’/
>0
tel que pour tout 7/, (I + a,v)/ap = L.

Soit ' > r et n tel que p,, + a» = I + a,v. Soit a primitif de degré 1 tel que
Py, = (a). Il existe z € a,v tel que a +x € I. On a alors a + & € Prim; car si
a=>Y;lailm", v(ag) <7 < r'. Notons b = a + z et montrons que I = (b).

Sil’on avait (b) C I, puisque Wo, (Op)/(b) est un anneau de valuation, il existerait
ro > 0 tel que (b) + a,, C I. Soit 7’ > sup{rg,r} et n € N tel que I + a,» = p,, + a,.
On a donc a,, C a7 +p,,. Cela implique que 8, (a,,) = 6,, (a,/) ce qui est impossible
car v’ #£ r.

On, a donc [ € |Y|48=1 et on vérifie aussitot que p,, — 1. O

n——+oo
2.3.2. Paramétrisation par les points d’un groupe de Lubin-Tate a valeurs
dans Op. — Pour tout y € |Y|4e=1 il existe a € mp \ {0} tel que y = ([a] — 7).
Néanmoins, on ne sait pas déterminer quand est-ce que ([a] — 7) = ([b)] — 7) en
fonction de a,b € mp \ {0} et cela ne donne donc pas une bonne paramétrisation
de |Y|48=1. Pour obtenir une telle paramétrisation on a recours aux groupes de
Lubin-Tate.
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Soit Q € Og[X] tel que Q@ = X? mod 7 et Q(X) = 7X mod X2.

Lemme 2.3.5. — Sie e mp )\ {0}, [[16/]% est un élément primitif de degré 1 dans
€
Q
Wo,(OF).
Démonstration. Soit P = Q(X)/X € Og[X]. On a [e]Q/[el/q]Q = P([el/q]Q). De
plus, P =7 mod X et P = X% ! mod 7. Le lemme s’en déduit facilement. O

Définition 2.3.6. — Pour € € mp \ {0} on note

v = e
[el/q]Q

et y. € |Y|4°8=1 le point correspondant.

Exzemple 2.3.7. — SiE=Q,, Q(X)=(1+X)? -1, a =1+ € alors

p—1

ue=1+[a]+ [aP] + -+ [a7 ]|
On a donc défini une application
mp\{0} — Y
€ — Y.

Le corps C,, est algébriquement clos valué complet pour v, . Le corps résiduel de C,,_
est kp et il y a une identification

Ocye /ﬂ'OCye = OF/EEOF.

-1

ou U, = e cmp.

Soit LT ¢ la loi de groupe formel de Lubin-Tate sur Og associée a @, c’est a dire
telle que [7]z7, = Q. Soit G = Spf(Op[X]) le groupe formel associé. Via l'identifi-
cation

Op = 0%

z o (0 ([27 ]Q))nZO
du corollaire 2:24] € est un générateur du Opg-module de rang 1

Tx(G) C 0¢,
le module de Tate du groupe de Lubin-Tate G.
La loi de groupe formel LT ¢ munit mp = G(Op) d'une structure de Og-module.

Le Og-module G(OF) est en fait un E-espace de Banach. Plus précisément, action
de 7 sur mp est donnée par Frob, et cela en fait un E-espace vectoriel.

Proposition 2.3.8. — Soient €1,¢2 € mp \ {0}. Sont alors équivalents :
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1’ yﬁl = y€2

2. vy, 00, =wvy, ob,, comme valuations sur Wo, (Or)

€2

3. Il existe a € O tel que €3 = a.€;.

Démonstration. On a p,, C py, siet seulement si 0, (uy,, ) = 0. Cela est encore
équivalent ce que 6, ([e2]q) soit un point de m-torsion de la loi de groupe formel
LT g sur (’)cye1 . Via l'identification Op = (’)bcf , cela est équivalent & dire qu’il existe

€1
a € O tel que e2 = a.e; € T (G) C Obc? . On obtient ainsi facilement ’équivalence
Yeq

entre les assertions (1) et (3). Le reste ne pose pas de probleme. O

Proposition 2.3.9. — L’application
(G(Or)\{0})/05 = (mp\ {0})/05 — [V[d=!
Op€ —r e
est une bijection.
D’aprés la proposition [2.3.8] précédente c’est une injection. Maintenant, si
y € |Y|48=1 puisque C est algébriquement clos, il existe € € (’)ELQ tel que €©

soit un générateur des points de m-torsion de G(Oc). Le lemme [2.1.9] permet de
conclure que (a) = (u). O

Remarquons enfin qu'il y a une action de ¢? sur |Y|. De plus, si k € Z et I est un
idéal de A,
OF AT s AJOR(D).
Via la paramétrisation précédente cela correspond & l'action de ¢? = E*/ Oj sur
(mp\ {0})/O%. De plus si ez = 7*.¢; alors " induit une isométrie de corps valués
(Cy617vyel) — (Cy627vy52)'
Exemple 2.3.10. — Lorsque E = Q,, Q(X) = (1+X)P—1, le groupe de Lubin-Tate
associé est G,,. On a alors une bijection
(1+mp\ {1})/ZpX s |y|des=t
ou l'action de a € Z;; sur 1+ mp est donnée par
(1 + x)a — Z a Ik
& .
k>0

Définition 2.3.11. — On munit mp \ {0} de la distance ultramétrique (e1,€3) —
v(er — €2) et (mp \ {0})/O% de la distance ultramétrique quotient :

Va,y € (mp\ {0})/0%, d(z,y) =sup{v(e; — &) | x = OF.c1, y= Of.€2}.

Proposition 2.3.12. — Les propriétés suivantes sont vérifiées :
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1. Il y a une inégalité pour €1,€e3 € mp \ {0},
d(OE.el, OE.GQ) Z %d(yelvyefz)'

2. La paramétrisation € — y. induit un homéomoprhisme

(mp \{0})/OF — |y]==t.

; ‘ — — (™ — ()
Démonstration. Posons C = C,_ et voyons e; = (€ )nZO et e = (e )nzo

comme éléments de Zo(Oc¢). Considérons pour un entier n > 1 le polynéme

@n(X)

_ @n(X) . 6(n) a )
P = 7 f"(X)'aquHoE)x(X (2))

olt fr(X) € Op[X] vérifie f,(0) € Of. On a

d(y61 ) ysz) = Uysz (Pl (651))) :

De plus, on a la formule

d(@g.el,og.eg) = sup lim q¢"v,,, (6(111) — (6(2"))(1).

aEOE n—+4oo

Posons 7 = d(ye,, Ye,). Soit n > 1 un entier. Puisque P (egl)) =P, (egn)),

7= Uy, (Pn(€§n))) = Z Vye, (én) - (egn))a)_

ae(OE/Tr”OE)X

Il existe donc a,, € OF tel que
(n) (n)yan r
o, (67 = (&7)7) 2 e
et donc
00, (47 = (7)) = Lo,
q
Cela étant vrai pour tout n, on en déduit le point (1).

Montrons le point (2). D’apres le point (1) linverse de 'application OF.e + y.
est continue. La topologie sur (mp \ {0}/O} est la topologie quotient. Il reste donc &
voir que Papplication € — gy, est continue. Or, si €, est une suite de mg \ {0} tendant
vers € € mp \ {0}, u., tends vers u. pour la topologie faible de Wy, (OF). On en
déduit que pour tout entier k et tout r > 0, il existe N tel que pour n > N on ait
Ue, — U € T*Wo, (OF) +a, ot a, = {z € Wo,(OF) | vo(x) > r}. Cela entraine que
pour n > N,

ver (0 (e, ) > inf{kve (p), 7}

Cela étant vrait pour tout k et r, on en déduit aussitot que lir_{l Ver (U, ) = +o0. O
n—-+oo
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Corollaire 2.3.13. — Si V = G(Op) vu comme E-espace de Banach, il y a un
homéomorphisme
P(V) = (V\{0})/E* = [Y |97t /",

2.3.3. Point de vue de Berkovich. — Notons M (B?) I’ensemble des valuations
de B étendant la valuation m-adique de E et continues pour la topologie définie par
les valuations (|.|,),ej0,1;- On le munit de la topologie induite par la topologie faible
sur les applications de B® & valeurs dans R U {+00}. Cet espace topologique coincide
avec M(B), les valuations continues sur I'algébre de Fréchet B°.

Lemme 2.3.14. — Pour tout y € |Y[%€=! v, 00, : B® - RU {400} est continue.

Démonstration. Soit r = vy(m). Si z = 3,5 _lza]m™ € Bb on a 0,(z) =
S s —oo Om ([xn])7™. 11 en résulte que vy () > v(z). O
Remarque 2.3.15. — Si r = wvy(m), Uinégalité v, > v, établie lors de la

démonstration du lemme précédent dit que l'on peut penser aux (v,),>o comme
des < valuations de Gauss > sur des couronnes de rayon g~" lorsque 'on voit les
éléments de B® < comme des fonctions holomorphes sur Y .

On dispose donc d’une injection
Y o M(BY)
1

v vy ()

v
On remarquera également que pour tout r > 0, — € M(Bb).
T

Proposition 2.3.16. — La topologie induite par celle de M(B®) sur |Y|4°8=! est la

topologie définie précédemment par la distance d sur |Y|4%e=1.

Démonstration. Montrons d’abord que I'application Y — M(B?) est continue. II

faut montrer que pour tout f € B?, Iapplication y zygg est continue. Il suffit pour
Y

cela de montrer que pour tout f € Wo,(Or), application y — v,(f) est continue.
Or, il résulte facilement de la proposition que pour f € Wo,(OF),

vy, (f) = vy, ()] = d(y1,y2)-

La continuité de [Y'|4¢8=1 — M (B®) en résulte aussitot. Cette application est ouverte

|4ee=1 est donnée par

car une base de voisinages de y dans |Y
M eY | vw(a) >r}

lorsque r varie. O

Remarque 2.3.17. — On peut penser a lespace M(B) comme un disque ouvert

épointé dont |Y[4¢e=1 C M(B) formerait 1’'ensemble des points classiques et (v;),>0

les valuations de Gauss associées aux couronnes de rayon (¢~ "),>o.
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2.3.4. Effet d’un changement du corps E. — Soit E’|E une extension de degré
fini de corps résiduel Fy C F. Si E) = Wo,(F,)q désigne l'extension maximale
non-ramifiée de F dans F’,

Ap =Ag®o,, Op.
0
Si on veut comprendre le lien entre les idéaux de Ap engendrés par un élément
primitif de degré 1 et ceux de A s on est donc ramené au cas o 'extension E'|E est

totalement ramifiée.
On suppose donc maintenant E’|E totalement ramifiée. On a donc

AEI = AE ®(9E OEI.
Il y a alors une application norme
NE’/E :Ap — Ag.

Il s’agit tout simplement de la norme déduite de ce que A g: est une A g-algebre finie
et libre de rang [E’ : E]. En termes galoisiens, si E’ désigne une cloture galoisienne
de F'|E,
Gal(E'|E
Npopl)= [ @den@eaZ™"” =Ag.
TGHomE(E’,E)

Le lemme suivant a déja été observé a la fin de la preuve de la proposition
Lemme 2.3.18. — La norme d’un élément primitif de degré 1 est un élément pri-

mitif de degré 1.

Notons |Yg|, resp. |Yg/|, 'ensemble noté précédemment |Y| qui était associé & E.
La proposition qui suit est laissée en exercice au lecteur.

Proposition 2.3.19. —
1. Siy € |Yg/|%e=1 alors p, N Ap € |Yg|48=1. De plus, sip, = (a) alors

Ainsi Uapplication Spec(Ag) — Spec(Ag) induite par Uinclusion Ap C Ap
duit une application

PEE |YE/|ng:1 — |YE|ng:1.
2. Siy=pr g(y') le morphisme canonique
Ocy — Ocy,
est un isomorphisme.

3. L’application pp g est surjective. Ses fibres sont de cardinal [E' : E]. Si E'|E
est galoisienne, il y a une action de Gal(E'|E) sur |Yg:|98=1/|Yg|d8=1 et les
fibres de pg/ g sont des ensembles principaur homogénes sous cette action.
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2.4. Factorisation de Weierstrass des éléments primitifs de degré > 1
Le théoréeme qui suit est un ingrédient fondamental de ce texte.

Théoréme 2.4.1. — Soit f € A primitif de degré d > 1. Il existe alors ay,...,aq €
A primitifs de degré 1 tels que

f = H ;.
i=1
Démonstration. Voyons f comme une < fonction rigide analytique sur Y ». On
vérifie quil suffit de montrer qu'il existe y € |Y'|4¢8=1 tel que

fly) =0

i.e. < la fonction rigide analytique f > possede un zéro dans |Y'|4¢8=!. Ecrivons

f= Z[xn]ﬂ'"

On connait a 'avance la valuation des zéros de f, ils sont donnés par les pentes de son
polygone de Newton (cf. section et plus particulierement ’exemple . Soit
donc Newt(f) le plus grand polygone convexe en dessous des points (i, v(z;))o<i<a €t
A > 0 sa plus petite pente non nulle. Nous allons construire par récurrence une suite
(Yn)n>1 de |Y|4ee=1 vérifiant

o v(f(yn)) = (d+n)A

® d(Yn,Yn+1) > ngTn)‘

e v(m(y1)) = A
Le théoréme résultera alors de la proposition [2.3.4]

Commencons par construire y1. Soit z € Op une racine du polynoéme Zfzo x; T €
OFr[T] de valuation A, la plus petite pente de son polygone de Newton. Posons

y1 = ([2] = m) € [y[de=t.
Puisque A est la plus petite pente du polynéme précédent, pour 0 < ¢ < d on a
v(z;) > Md — 7). On peut donc écrire pour 0 < i < d, ;2" = w;z? avec w; € Op.
Notons 6 = 6,,. Alors,
d

fln) = 7> 0(wi) + 7 S o([w)r

=0 i=d+1

Mais puisque Z?:o w; = 0,
d

Z[wz] € TA.

i=0
Donc, f(y1) € 71 O¢, cest & dire

v(f(y1)) = (d+ DA
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On a donc construit .

Supposons construit y,,. Notons y,, = (§) avec £ primitif de degré 1. On peut écrire

(cf. corollaire [2.2.12))
f=3 laje".

i>0
Projetant cette égalité dans Wy, (kr) et utilisant que £ est de degré 1 et f de degré d,
on obtient que ag € O et pour 0 < i < d, v(a;) > 0. L’hypothese v(f(yn)) > (d+n)A
se retranscrit en
v(ag) > (d+n)A.
Soit z € Op une racine du polynéome ZLO a;T* de valuation maximale. L’élément
& — [2] est primitif de degré 1. Posons alors

Ynt1 = (§ = [2]).

Puisque z est une racine de valuation maximale du polynome Z?:o a; T?,
v(ag) < d+n
d — d
Remarquons que cela implique que vy, ., (7) = A. Il reste maintenant a voir que
v(f(yn)) = (d +n + 1)X. Puisque v(z) est la plus grande pente du polygone de
Newton de S ¢ a;T%, pour 0 < i < d on a v(a;) + iv(z) > v(ag). Pour un tel i on

A

d(Yns Ynt1) = v(2) >

peut donc trouver b; € Op tel que a;2° = agb;. Notons 0 = 0y,..- On a alors
Flynrr) = > 0([a)b([=])
>0
d .
= 0(lao))- Y_6(b:]) + 0D Y 6(lasz "),
i=0 i>d+1
Puisque 2% o b; = 0, Y24, 0([bi]) € 7Og¢,, - On a donc
d
Vg (0Cac])- D 0(])) = v(ao) + vy, ()
i=0
> (d+n)A+A=({d+n+1)A
De plus,
Vo (O(DTY) = (d+1)u(z)
> (d—i—l)cgd—&-n))\
> (d+n+1)A
On conclut que vy, (f) > (d+n+ 1) O

On obtient donc le résultat suivant (sous la condition faite depuis le début que F'
est algébriquement clos).
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Corollaire 2.4.2. — Les éléments primitifs irréductibles sont exactement les
éléments primitifs de degré 1.

De la classification des éléments de degré 1 on déduit le corollaire qui suit.

Corollaire 2.4.3 (Décomposition de Weierstrass). — Pour tout f € A primi-
tif de degré d > 1, il existe x1,...,xq4 € mp et u € A tels que

f=u(z1] —7)...([xg] — 7).
Nous aurons besoin du lemme suivant dans la preuve du théoreme |2.4.5

Lemme 2.4.4. — Soit f € B® ety € |Y]98=1 tel que A = v, (7) ne soit pas une
pente de Newt(f). On a alors I’égalité

o(f(y)) = valf)-

Démonstration. Ecrivons f = > i —ool@ilT. Soit
Q= Z 0, ([z:))T" € C,[T][#].
>>—00
On a alors Newt(Q) = Newt(f). De plus,

u(f(y)) = vy (Q(m))

et A = vy () n’est pas une pente de Newt(Q). Le résultat est alors un résultat < clas-
sique > concernant les séries formelles & coefficients dans un anneau de valuation
complet. O

On étend maintenant nos résultats de factorisation & tout les éléments de A.

Théoréme 2.4.5. — Soit f € A tel Newt(f) posséde une pente strictement posi-
tive. Il existe alors a € A primitif de degré 1 et g € A tels que f = ag. On peut
de plus choisir a de la forme [z] — 7 ot v(2) est nimporte quelle pente de Newt(f)
strictement positive.

Démonstration. Comme dans le théoreme précédent, il s’agit de montrer que f vue
comme <« fonction rigide analytique sur Y » possede un zéro de valuation préscrite a
lavance par une pente de Newt(f). Notons

f= Z[xn]wn
n>0

ou 'on peut supposer xg # 0. Pour d € N posons
d

fa= Z[xn]ﬂn

n=0
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Soit A > 0 une pente de Newt(f). Il existe un entier D tel que pour d > D, la
pente A apparait dans Newt(f;). De plus la multiplicité de A dans les polygones
(Newt(fq))a>p est bornée par un entier M. Notons pour d > D,

Xa=A{y € Y]] faly) = 0 et v,(m) = A},

un ensemble fini non vide d’apres le théoreme Pour d > D et y € Xg,

far1(y) = Oy ([wag])w?.

Ecrivons alors
a,r
fan=9 ] &
Yy EXdt1
ol g € A n’a pas la pente A dans son polygone de Newton, a,» € N>; et pour tout
Y € Xat1,&y est primitif de degré 1 et engendre p,/. On a donc pour y € Xy

v(far1 () =vlg@) + D ayv(& () > dA.

y' €Xat1

D’aprés le lemme
v(9(y)) = valg) < va(far1) < Newt(f)(0) = v(xo).
On obtient donc que
Z ay/’l}(gy/ (y)) Z d\ — ’U(l‘o).
y'€Xat1
Il s’en suit qu’il existe 3’ € X411 tel que
dly.y") = v(&y®)
dX — v(xo)
—

On déduit de cela que I'on peut trouver une suite (yq)q>p dans [[;>p Xa de Cauchy.
D’apres la proposition une telle suite est convergente. On conclut aisément. [

>

Le théoreme précédent entraine le théoreme suivant.

Théoréme 2.4.6. — Soit f € B® et A\i,..., \q un ensemble fini de pentes stricte-
ment positives de N'ewt(f), comptées éventuellement plusieurs fois avec multiplicités.
On peut alors écrire

ot g € B et (v(z1),...,v(24)) = (A1, ..., Aa).

2.4.1. Zéros des éléments de B;. —
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2.4.1.1. La fonction holomorphe associée a un élément de By. — Pour y € |Y| on
note

Iyl = I (y)] €]0,1[-

Si I est un intervalle de 0, 1] on note
il ={y e [Y] |yl €1}.

Commengons par voir que pour y € |Y|, les fonctions f — f(y) et f — |f(y)] se
prolongent par continuité a By

Lemme 2.4.7. — Soit I un intervalle de [0,1]. Pour tout y € |Y;|, le morphisme
0y : B’ — Cy s’étend naturellement en un morphisme continu

ay:B]—>Cy,

ot By est muni de sa topologie de Fréchet et Cy de la topologie de sa valuation.

Démonstration. On a vu dans le preuve du lemme [2.3.14| que si p = ||y|| et f € B®
alors | f(y)| < |f],- Le lemme en résulte. O

Lemme 2.4.8. — Soit y € |Y;|. Alors, le noyau de 0, : By — C,, est By.m,,. Il est
en particulier principal. De méme le noyau de 0, : B?' — Cy est B?'.m;.

Démonstration. Le noyau de 0, : By — Cy est 'adhérence de m, C B’ dans BP.
Soit f un élément de cette adhérence. Soit a € B® un générateur de m,. Ecrivons
f= liI_E fn dans B® ot f,, € B® s’écrit lui-méme f,, = ag, avec g, € B®. Pour tout

n—-+0oo

pel,
‘gn+1 - gn‘p = |fn+1 - fn|P'|a|;l'

On en déduit que la suite (g, )nen est de Cauchy et converge donc vers un élément
g € By qui est tel que f = ag. La démonstration est identique pour B?‘. O

Remarque 2.4.9. — Supposons que E = Q,. Soit p = ||ly||. On a alors, avec les
notations de la section [1.10.3|
+ _ pt
Bcris,p - Bcris(cy>

ou le membre de droite est I'anneau de période usuel associé¢ & C. La structure
Cy) — Cy est compliquée a cause des puissances divisées.
Néanmoins, d’apres le lemme précédent il devient tres simple lorsqu’on restreint 6, a
B C B}, ¢ < p? ou bien BY.

du noyau de 0, : B

cm’s(
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2.4.1.2. Zéros des fonctions holomorphes définies par un élément de By. —

Théoréme 2.4.10. — Soit I un intervalle de [0,1] et f € By non-nul. Soit A une
pente strictement positive de Newtr(f). Il existe alors z € OF tel que v(z) = X et
g € By tels que
f=(z]=m).g.

Démonstration. D’apres le lemme il faut montrer qu’il existe y € |Y7| vérifiant

vy(m) = A et f(y) = 0. Ecrivons f = lirJrrl fn avec f,, € B 1l existe un entier N tel
) n——+oo
que pour n > N, la pente \ intervienne dans Newt;(f,) avec une multiplicité bornée
par un entier M indépendant de n > N. Pour n > N soit
Xn={y € Vil | fuly) =0 et vy(m) = A},

un ensemble fini non vide d’apres le théoreme de cardinal borné par M. Soit
n > N ety € X,,. D’apres le théoréme [2.4.6| on peut écrire

a,r
fari=g9. I] &
Y €Xnt1
ot £, € A est un élément primitif de degré 1 générateur de my, a,» € N>j et g € B
ne possede pas la pente A dans son polygone de Newton. On a alors
V(fir() =vg@) + > aydy.y).
Yy EXnt1
Le lemme montre que
v(9(y)) = valg) < vA(fns1)-

On a donc

S aydyy) = v(far1(®) = valfar)

Yy eEXni1

O(far1(y) = fa(y)) = oa(fry)
OA(fat1 = fn) — a(fat1),

ou 'on a utilisé la remarque [2.3.15| pour obtenir la derniere inégalité. Il existe donc
y' € X,41 tel que

Y

Aw,9') > 3 (03 — fa) = valfun)).

Remarquons maintenant que la suite des (vx(fn+1))n est bornée et que vy(frnt1 —
fn) —+> +00. De cela on déduit que ’on peut construire par récurrence sur n une
n—-+0oo
suite de Cauchy dans [],,> x X». Le théoréme résulte alors de la proposition O
Du théoréeme précédent on déduit facilement le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.11. — Pour f € By non nul, les pentes non-nulles de Newty(f)
sont

{=log, Iyl | y € |Yz], f(y)=0}.
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2.5. Les Bj sont principaux pour une couronne compacte
Nous pouvons maintenant commencer a collecter les fruits de nos résultats de
factorisation.
Théoréme 2.5.1. — Supposons que I C [0,1] soit compact.
1. 8i I = {0} ou bien I = {p} avec p ¢ |F| alors By est un corps valué complet.
2. Sinon, By est un anneau principal tel que |Y7| = Spm(Bp jo3)-
Démonstration. — Si I = {0} alors By = &. Si I = {p} avec p ¢ |F| alors B est un
corps d’apres la proposition [1.6.25] Supposons donc que l'on est dans la situation du

point (2). Remarquons que pour tout f € By non nul, Newt;(f) ne posséde quun
nombre fini de pentes. Le résultat est alors une conséquence du théoreme|[2.4.10|couplé

a la proposition [.6.25] et au lemme [2.5.2] qui suit. O

Lemme 2.5.2. — Soit A un anneau intégre muni d’un sous-ensemble E C Spm(A)
formé d’idéaux principauzr. Supposons que pour tout x € A non nul il existe une
factorisation x = u[[;c; @i avec u € A* et pour tout i € I, (a;) € E. Alors A est
principal.

Lorsque 0 € I on a en fait un résultat un peu plus précis concernant < les fonctions
holomorphes en 0 > dont la démonstration est identique.

Théoréme 2.5.3. — Soit p € [0,1[. Alors, l'anneau {x € By, | ve(z) > 0} est
principal d’idéaux mazimauz donnés par {(m)} U [Y, |-

Notons le corollaire suivant qui donne une définition intrinseque de |Y| < apres
coup .

Corollaire 2.5.4. — L’applicationy — Bwmy, est une bijection entre |Y| et les idéaux
mazimaux fermés de B. De méme, pour tout I C|0,1[, |Y7| s’identifie auz idéaux
mazimaux fermés de By.

2.6. Factorisation de Weierstrass au voisinage de 0
Soit (#;);>1 une suite de mp tendant vers 0. Le produit infini
+oo
2
(-2
i=1 g

est alors convergent dans B7T.
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Théoréme 2.6.1. — Soient I un intervalle de ]0,1] tel que 0 € I et pg € I. Pour
tout f € By il existe une suite (2;);>1 d’éléments de mp tendant vers 0 ainsi que
g € Biugoy ne possédant pas de zéros dans |Yo .| et

o (4]
_ _
r=oJ10-50)
=1
Démonstration. On peut supposer f ¢ Brygy. Soit N € Z tel que les pentes
de Newt;(f) sur l'intervalle ] — oo, N| soient plus grandes ou égales que —log, po
et qu’elles soient strictement plus petites sur [N, +oo[. Soient (\;);<o les pentes de
Newtr(f) sur ] — oo, N] ot A; est la pente sur le segment [N +i — 1, N +i]. D’apres
la proposition puisque f ¢ Bru(oy, pour tout i, A; # +o0. Le théoreme [2.4.10
nous dit alors que pour tout entier n > 1 on peut écrire

- fl0- )

i=1

ou z; € mp, v(z;) = A_; et g, € Br. On a donc

9n = gn+1~<1 - M)7
e

formule de laquelle on déduit que pour tout r > 0 tel que ¢=" € I,

UT(gn-H - gn) = vr(9n+1) + A1 — T

On a de plus
-1

Ur(gnt1) = or(f) — Z inf{0, \; — r}.

i=—n—1

et puisque lim \; = 400, la suite (v,(gn+1))n est bornée. On a donc
11— — 00

Vp(gnt1 — gn) = A1 — 7+ O(1) —  +o0.

n—-+o0o

La suite (g, ), converge donc dans B vers un g € By tel que

il

Il est immédiat que g n’a pas de zéros sur |Y]g ,,| et donc, d’apres la proposition
9 € Brujgoy- O

Exemple 2.6.2. — Tout f € Bjg ), resp. B, s’écrit sous la forme

o105
=1

avec g € B® resp. g € B®T.
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2.7. Diviseur d’une fonction holomorphe
2.7.1. L’anneau B, associés & un point de Y. —
Définition 2.7.1. — Soit y € |Y]. On note Bd+R,y le complété m,-adique de BP.

Des que y € |Y7|, cet anneau coincide avec le complété Brm,-adique de By ainsi
que le complété B}”‘m;—adique de B}". C’est un anneau de valuation discrete complet

et on a en quelques sortes < B;R v = (/9\y7y >. On notera
ordy : Bjp , = NU {+o0}

la valuation de cette anneau de valuation discrete. On 1’étend en une valuation sur
By dés que y € |Y7|. Pour f € By avec y € |Y;|, ord, (f) < lordre d’annulation de f
en y >.

2.7.2. L’application diviseur. — Notons
= 1Y — ]0,1]
y — [7(y)l

la fonction <« distance a l'origine dans note disque épointé .
Définition 2.7.2. — Soit I un intervalle dans [0, 1].
1. On note Div*(Y7) le monoide formé des sommes formelles D ==, ¢ |y, ay[y] €
NI telles que si J C T est compact supp(D) N |Y;| est fini.
2. Pour f € B; non nul on note
div(f) = ordy(f) [y]

yey

Le support de div(f) est 'ensemble des y € |Y7| tels que f(y) = 0. La proposition
qui suit est une conséquence du théoréme 2.4.10]

Proposition 2.7.3. — Pour f € Br\ {0}, les nombres —log, ||yl comptés avec
multiplicités (ordy(f))ye|y,| sont les pentes finies strictement positives de Newt(f)
comptées avec multiplicité.

De plus, div(f) détermine Newtr(f) & translation pres par un élément de Z x R.
La proposition se traduit alors par exemple en le résultat suivant : si 0 € I alors
[ € Bruqoy (i-e. < est méromorphe en zéro >) si et seulement si supp(div(f)) C [Y, 1]
pour un p > 0. La proposition se traduit en disant que si 1 ¢ I alors f € Bf
ssi div(f) = 0.

L’application diviseur induit un morphisme de monoides
div : (B \ {0})/B} — Div(Y7).

Le monoide de gauche est le monoide des idéaux principaux non-nuls de Bj.



2.7. DIVISEUR D’UNE FONCTION HOLOMORPHE 131

Théoréme 2.7.4. — Soit I un intervalle de [0,1] différent de {1}.
1. Pour f,g € By non nuls on a l’équivalence
f € Br.g < div(f) > div(g).
2. Le morphisme de monoides
div : (B; \ {0})/B} — Div(Y7)

est injectif.

Il en est de méme en remplacant By par Bf[[w—lF]}

Démonstration. Le point (1) implique le point (2). Soient donc f, g € By non nuls
tels que div(f) > div(g). Supposons d’abord que 1 ¢ I. Ecrivons I = Un>odn avec Jy,
un intervalle compact et J, C J,+1. D’apres le théoreme pour tout n il existe
un unique h,, € By, tel

Ty, =gy,
ou la notation restriction a Y désigne l'image via By — B, . D’apres 'unicité de
hy on conclut qu’il définit un élément h de
B[ ;> lim BJn
—
n>0
tel que f = hg.

Si maintenant 1 € I, d’apres le cas précédent il existe h € Bp 1y tel que f|y1\{1} =

h.g)v; (1, - Mais alors pour p € I'\ {1}

£l

e =1,
On conclut en faisant tendre p vers 1 et en appliquant la proposition [[.9.2] que h €
Bruqy-
Lorsque f,g € Bf = Bj, ot I’ est 'enveloppe convexe de I U {1}, il suffit d’utiliser
la proposition [1.4.5] et la formule limite précédente lorsque p — 1. O
Remarque 2.7.5. — Comme dans le cas des fonctions rigides analytiques sur la

boule unité sur un corps non maximalement complet, on ne sait pas caractériser
I'image de I’application diviseur (cf. [49] section 8). Le point est que 1'on ne sait pas
définir d’analogue des produits de Weierstrass pour B ou de Blaschke pour BT « au
bord extérieur » de |Y| lorsque |ly|| — 1.

Plus précisément, si D € Div*(Y) est tel que supp(D) C [Yj | pour un p €]0,1]
il existe alors f € BT tel que div(f) = D. Un tel f est construit comme un produit

infini convergeant [];- (1- [27:]) oll z; € mp et z —+> 0. Le probléme de savoir si
11— o

un diviseur donné est principal se situe donc au <« bord extérieur > du disque épointé
Y et non au voisinage de l'origine.






CHAPITRE 3

ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES : LE CAS F
PARFAIT QUELCONQUE

Introduction

On continue dans ce chapitre ’étude des algebres < de fonctions holomorphes de
la variable 7 > Bj faite dans le chapitre précédent lorsque F' est algébriquement
clos. On suppose maintenant F' parfait quelconque. On obtient des résultats simi-
laires au cas F' algébriquement clos a la différence pres que les éléments primitifs
ne sont plus nécessairement de degré 1. La méthode utilisfz\e consiste a se rame-

ner au cas algébriquement clos par descente galoisienne de F' & F en utilisant des
techniques de descente < a la Sen ». On obtient également une interprétation des
corps résiduels intervenant dans les anneaux principaux By comme paramétrant des
< débasculements > du corps F et de ses extensions de degré fini (cf. théo. 3:3.1)).
On obtient également une nouvelle preuve du théoreme de presque pureté de Scholze
pour les corps perfectoides (théo. [3.2.1) (cf. [21] prop. 2.5.1).

3.1. Etude de I’ensemble |Yr| par descente galoisienne

On ne suppose plus que F est algébriquement clos. Soit F une cloture algébrique
de B de complété F'. On note G = Gal(F|F) le groupe de Galois de F'|F'. Rappelons
que d’apres Ax, F¢F = F et donc

ASF = Ap.
F
On reprend les notations de la section [2.2.1| et on note
|Yr| = Pm’mm'ed/A;.
On va étudier |Yr| & partir de |Y§| par descente galoisienne.

3.1.1. Un calcul de cohomologie galoisienne. — Le lemme qui suit dit que
toute extension de degré fini de L est presque étale.
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Lemme 8.1.1. — Soit L|F une extension de degré fini. Alors,
mp C trL/F(OL)-

Démonstration. — La trace try/p commute avec le Frobenius ¢ = Frob,. Soit z € O,
tel que trz,/p(x) # 0. On a alors
Hm ltrr/r (97" (2))] = 0.

O

La méthode de Tate ([60]) couplée au lemme précédent fournit le corollaire suivant
(la cohomologie galoisienne est la cohomologie continue).

Corollaire 3.1.2. — On amF.Hl(GF,Og) =0, Hl(GF,m%) =0 et H(Gp,1+
m%)zo.

Rappelons (sec. ) que 'on munit A% de la topologie faible. Pour cette topo-
logie les éléments topologiquement nilpotents sont

%3 = { Z[ajn}ﬂ” € A% | zo € mﬁ}
n>0

Puisque A% est complet,

1+ AL C AX.

F F
Il y a un morphisme surjectif
A% — W@E (kf)
déduit de la projection (91% — k%. On a alors
U := ker (Aé — WOE('I’CF)) =1+ WOE(m%) Cl+AZ.
F F

On munit % de la topologie induite par celle de A%

Lemme 3.1.3. — Muni de la topologie précédente % est un groupe topologique. Si
p €]0,1] est fizé, une base de voisinages de 1 est formée des sous-groupes

{lrew ||z— llp < €feso-

Démonstration. — On vérifie facilement que les ensembles annoncés pour ¢ > 0
forment des sous-groupes. On utilise maintenant le fait que la topologie faible de
AI% est induite par |.|,. Le lemme résulte alors de ce que pour z,y € %,
-1 -1
[z —ylp = [zlp- L =27 yl, = L =27y,

par multiplicativité de |.|, et car |z|, = 1. O
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Posons maintenant pour un entier £ > 1
U, =1+ WkWoE (m%\),

un sous-groupe fermé de U (car T*Wo,, (mﬁ) est fermé dans Aﬁ) On laisse le lemme

suivant en exercice au lecteur.

Lemme 3.1.4. — Il y a des isomorphismes de groupes topologiques
wU = lim U|U
Pl
E>1

02//02/1 = 1+m1%
%k/%kJrl L) m§

En mettant ensemble ce lemme et le corollaire [3.1.2] on obtient la proposition
suivante.

Proposition 3.1.5. — On a H' (Gp,1+ W@E(m%)) =0.

3.1.2. Description de ’ensemble |Yr| par descente galoisienne. —

Proposition 3.1.6. — Soit a € A% primitif tel que pour tout o € Gp on ait
(o(a)) = (a) comme idéal de A%' Il existe alors b € A primitif tel que (a) = (b).

Démonstration. — Quitte a multiplier a par un unité on peut supposer que 'image
de a dans Wo,, (k&) est égale & m4°8(9). D¢s lors, la fonction

a
définit un 1-cocyle de G a valeurs dans 1 + Wp,, (m%) Ce cocyle est continu. En
effet, la fonction de G a valeurs dans A% définie par o — o(a) est continue pour la
topologie faible de A% De plus pour un p €]0,1],

o—1 _

@ p=a” ~ a7l

car |a|, = 1. On conclut en appliquant O

On considere maintenant I’ensemble |Y%| muni de son action de Gr. Rappelons
(prop. i que |Y%| est muni d’une distance. On vérifie aussitot que 'action de G g
est isométrique pour cette distance et que donc 'action de G est continue. Notons
Div}"m (Yf) les diviseurs & support fini de Yf (le monoide abélien libre sur |Y§ ). 1l
y a une application

Yr| — DiVJTm(Y%)GF
(a) +— div(a).
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Proposition 3.1.7. — Si a € Ap est primitif irréductible alors div(a) €
Div}"m(Y%)GF est de la forme

> W]

o€ Gal(L|F)

avec y € |Y§|, G, = Stabg,(y) et [L: F] = deg(a).

Démonstration. — Si ce n’était pas le cas on pourrait écrire comme idéaux de A%

oub,c € A% sont primitifs de degré > 0 et les idéaux (b) et (c) sont stables sous

I’action de Gr. D’apres la proposition [3.1.6| on pourrait alors supposer que b,c € Ap.

On aurait alors a = ubc dans AI% avec u € (AX)9F = AY ce qui contredirait
F

I'irréducibilité de a. O

Théoréme 3.1.8. — Notons |Y§|GF_ﬁn les éléments de |Y%| ayant une Gp-orbite

finie. Il y a alors une application surjective Galois invariante
B V2|9 s [y

dont les fibres sont les Gg-orbites
Y2 |Sr=i/Gp = Y|

et telle que pour y € |Yr|, deg(y) = |87 (y)|.

Démonstration. — Soit y € |Y§ |Gr—fin de stabilisateur G, L|F finie. Si y = (a) avec
a primitif de degré 1, soit
b= H o(a)

o€Gal(L|F)

qui est primitif de degré [L : F]. D’apres la proposition il existe b’ € A tel que

(b) = (V). Cet élément b’ est nécessairement irréductible. De plus, Iidéal engendré

par b’ dans Ay ne dépend que de y (utiliser encore que (AX)YF = A¥). On pose
F

alors

Bly) = ().
La proposition permet de conclure facilement. O

3.1.3. Corps résiduels. —
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3.1.8.1. Rappels sur les corps perfectoides. — Dans une version préliminaire de ce
travail (cf. [21] sec.2.4), nous utilisions la terminologie de corps strictement p-parfait.
Entre temps est apparu [56] et nous utilisons désormais la terminologie de [56].

Soit K|E un corps valué complet. Rappelons qu'il est dit perfectoide s’il n’est pas
de valuation discrete et le Frobenius de Ok /mpOf est surjectif. Rappelons (sec. [2.1.3))
que I'on munit K° de la valeur absolue |(#(™),>o| = |2(?].

Proposition 3.1.9. — Soit K|E perfectoide. Alors, K* est un corps valué complet
parfait satisfaisant |K| = |K°|. De plus,

0:Wo, (0k) — Ok
est surjectif de noyau engendré par un élément primitif de degré 1.

Démonstration. — Le fait que @ soit surjectif résulte de [2.1.10}
Puisque la valuation de K est non-discrete, il existe z € O tel que |71g| < |z] < 1.
Via la bijection
O?( :—> (OK/T('EOK)b
on en déduit Pexistence de y € 0% tel que y(® = 2 mod 7g et donc |y| = |[y?| = |z|.
Maintenant, si z € K*, il existe n € Z tel que |rg| < |z|"|2] < 1. Via la bijection
0% = (Ok /TEOK)’ on en déduit I'existence de w € 0% tel que w(®) = 2"z mod g

et donc |w| = [w®| = |2"2| = |y|*|z|. Alors, wy~™ € K” est de valeur absolue |z|.
Ainsi, |K| = |K?|.
Soit maintenant ag € 0% tel que |ag| = |7g|. On a donc en particulier

0([ag]) = 0 mod 7.
D’apres la surjectivité de 0, il existe b € Wp, (Oi() tel que
ooy — o).
T

Alors [ag] —mgb € ker 0. De plus, si b = 3", [bi]7};, puisque aéo) —7b® =0 mod 72,

et \a(()o)\ = |mg|, on a |b®| = 1. Cela implique que [ag] — 7gb est primitif de degré
1. D’apres le point (1) du lemme on sait également que cet élément engendre
ker 6. O

Notons déja le corollaire suivant que nous exploiterons plus loin dans la section
0.2

Corollaire 3.1.10. — Un corps perfectoide K est algébriquement clos si et seule-
ment si K° Uest.

Démonstration. — On a déja vu que si K est algébriquement clos alors K° Pest (prop.

2.1.11f). La réciproque découle de la proposition précédente et de la proposition
2.2.19 O
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3.1.8.2. Corps résiduels. — On va maintenant voir une réciproque a la proposition
précédente.

Théoréme 3.1.11. — Soit a € A primitif irréductible de degré d. Alors,
K = Bp/(a)
est un corps perfectoide extension de E. De plus, lapplication
F — K
T — ([xqfn] mod a)n>0

induit une extension K°|F de degré d.

Démonstration. — Si div(a) = S>%, [yi] dans Div}"m (Y%),

Cy..

k3

.

B%/(a) =

i=1

Pour tout o € Gp et i € {1,...,d} il y a un isomorphisme o : Cy, — Cy(y,). De la
proposition |3.1.7] on déduit alors que si G, est le stabilisateur de y,

Gr
b c
()" -t
qui est un corps valué complet que 'on note K. D’apres le corollaire [3.1.2] on sait que
o] H' (G, Az) =0

(la preuve est identique a celle de la prop. par dévissage). On en déduit que le

conoyau de 'inclusion
Gr

Ar/(a) c (A= /(2))
est annulé par [cwr] mod a. Il en résulte que
By/(a) = K.

On a de plus,
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Il reste & montrer que K est perfectoide. Puisque y; est stable sous 'action de G,
d’apres il existe b € Ap, primitif de degré 1 tel que y; = (b). On a alors

O = (A= /()" = Ar/(b).
En effet, il y a une suite exacte longue de cohomologie galoisienne
0— AL/(b) — (A=/(0) 7" — H'(G1, Az) =" HY(GL, A=),
D’apres le corollaire [3.1.2] pour tout € € my,,
[e].Hl(GL,A%) =0.
Mais b étant primitif de degré 1, b = [by] + mu avec u € AY et |by| < 1. Le noyau de

la multiplication par b sur H' (G, Al%) s’identifie donc au noyau de la multiplication

par m qui est nul puisque
(A:/WA:)GL = OgL = OL = AL/WAL.

F F F
Maintenant, il suffit de constater que

OK/TFOK = AL/(b,’iT) = OL/b()OL
sur lequel Frobenius est surjectif. O

Notons le corollaire suivant qui n’était pas évident a priori.

Corollaire 3.1.12. — Il existe un corps perfectoide K|E tel que K’~F.

Démonstration. — 1l suffit par exemple de prendre K = B%/([a] — ) avec 0 < |a] <
1. O
Définition 3.1.13. — Soit y € |Yr|, y = (a) avec a € Primi="*?.
1. On note my, = BYa et mf = B"*a.
2. On note K le corps perfectoide
K, = By/m, = B"" /m}.
3. On note 0, : B% — K, et on normalise la valeur absolue |.|, de K, de telle
maniere que
10y ([z])]y = ||
et ainsi KZ|F est isométrique.

Remarque 3.1.14. — L’application 0, : Ap — Of, n’est surjective que si deg(y) =
1.

Remarque 3.1.15. — Contrairement au cas ou F' est algébriquement clos, il est
faux que tout y € |Yp| de degré 1 est de la forme ([a] — 7). C'est le cas si et seulement
si il existe ™ € KZ tel que 70 = 7.



140 CHAPITRE 3. ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES : LE CAS F PARFAIT

3.2. Le théoréme de presque pureté

Le théoréme suivant est contenu dans [56]. La preuve que nous en donnons
est différente. En retragant tout ce que nous avons fait jusqu’a maintenant, on
constate que les deux points cruciaux de notre preuve sont le lemme [2:25] et la
proposition qui permettent de montrer que si K est perfectoide tel que K’ est
algébriquement clos alors K est algébriquement clos (coro. .

Théoréme 3.2.1. — Soit K|E perfectoide de basculement K”. Alors, tout extension
de degré fini de K est perfectoide. De plus, le foncteur (—)b induit une équivalence de
catégories entre K -algébres étales finies et K-algébres étales finies.

Démonstration. — Prenons F := K°. On a alors K = K,, pour un y € |Yp| de degré

1. Soit F le complété d’une cloture algébrique de F. Au point y est associé z € |Y§ |GF

tel que K,|K,, soit algébriquement clos. Notons K, la cloture algébrique de K, dans

K. Puisque Fy est algébriquement clos, il est perfectoide et d’apres la proposition
—~b

2.1.11 Fy est algébriquement clos. Mais puisque

= b
K;=F|K,|F=K,
—~b
on a KE = K, ce qui implique que

o~

K,=K..
L’action de G sur K, définit un morphisme
Gal(F|F) — Gal(K,|K,).
Dans l'autre sens, le foncteur (—)” induit un morphisme
Gal(K,|K,) = Aut(K,|K,) = Aut(K.|K,) — Aut(K?|K?) = Aut(F |F) = Gal(F|F)

ou < Aut > désigne les automorphismes continus. On vérifie aussitot que les deux
morphismes précédents sont inverses 'un de l'autre et donc

Gal(F|F) — Gal(Fy|Ky).
On conclut facilement. O

Du théoreme précédent on déduit le résultat suivant que nous exploiterons via la
méthode de Sen-Tate afin de calculer des groupes de cohomologie galoisienne continue.

Proposition 3.2.2. — Soit K|E perfectoide et L|K une extension de degré fini. On
a alors

myg C tTL/K(OL)-
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Démonstration. — Soit a € Wo,, (0% ) un générateur primitif de degré 1 de ker 6. On
a alors

O = Wo,(0})/(a).
Si ag € mp désigne la réduction modulo 7 de a on a
Or/mn0r = Oy /agOrp et O /7O = O /agOpes .
Via ces identifications
trp g mod m = trps g mod ag 1 Opy /aoOp — Ok fagOke.

On conclut grace au lemme [3.1.1 O

3.3. En résumé

En mettant ensemble tout ce que 'on a fait on arrive au théoréme suivant.

Théoréme 3.3.1. —
1. Il y a une application

B 1 Yz [0r 0 — [V

induisant une bijection |Y§|GF_ﬁ“/GF = |Yr|. Siz € ‘Yﬁ‘ a pour image
y = B(z) alors
(a) C, est algébriquement clos et K, est perfectoide,
(b) (K} : F]=|Gp.z| = |37 (y)| = deg(y),
(C) OZ - Fya
(d) Gal(Ky|K,) — Gal(F|K}).
2. Soit
Eg={(K,0)|t:F— K}/ ~
ou :
— K|E est perfectoide
— 4 fait de K" une extension de degré d de F.

1l y a alors une bijection

Eq = |Yp|ie=d,
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3.4. Zéros des fonctions holomorphes
3.4.1. Extension a B; de ’application d’évaluation en un point. —

Définition 3.4.1. — 1. On note
Il = [Yr| —]0,1]
la fonction qui associe a la classe de a = }";5qla;]7* primitif irréductible de
degré d le nombre |ag|'/?.
2. Pour un intervalle I de [0, 1] on note
Yrrl ={y € [Yr| | [lyll € I}.
Lemme 8.4.2. — 1. Poury € |Yr| on a
Iyl = Imly-

2. Siy=(a) aveca € Primif,gi‘é(y) alors le polygone de Newton de a vaut +oo sur

] —00,0[, 0 sur [deg(y), +oo] et est une droite de pente —log, ||y|| sur [0, deg(y)].
Démonstration. — Choisissons z € |Y%| tel que 5(z) = y. On a alors
7y = [l
Notons G, = Stabg, (z), [L : F] = deg(y). Si y = (a) et z = (b), comme idéaux de
A~
F
ceGr/GL
et donc a = ul_[?igl(y) bioulue AX,b; € Pm’m§ ) et les (bi)1<i<deg(y) SONt conjugués
F . ==
sous l'action de Gr. On en déduit facilement le résultat. O

Du point (1) du lemme précédent on déduit que f : |Y§\ — |Yp| vérifie

IBOI = 11l
On en déduit également le lemme qui suit.

Lemme 3.4.3. — Pouryc |Yp| et f€B® ona

10y (F)ly < |f||\y|\'

Soit I un intervalle de [0,1]. Comme précédemment (lemme [2.4.7) on en déduit
que si y € |Yr|, Papplication 6, se prolonge par continuité en

0, : By — K.
On a de plus (cf. lemme la preuve est identique)

ker (B =5 K,) = Bm,

ker (Bf 4 K,) Bfm?.

Y
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Comme précédemment, on utilise les notations abrégées

fly) = 0y(f)
PRI

I

>
<
—
~
P
<

Pour y € |Y| on note alors
+
BdR,y
le complété m,-adique de B. C’est un anneau de valuation discrete dont on note
ord, : By , — NU {+oc}

la valuation.

3.4.2. Zéros et polygones de Newton. — Soit I un intervalle de [0, 1].
Théoréme 8.4.4. — Pour f € B non nul, les pentes non-nulles de Newtr(f)
sont

{llvll | v € lYr1l, fly) =0},

chaque pente étant comptée avec multiplicité deg(y)ord,(f) : la multiplicité de \ est

> ordy(f)deg(y).

lyll=a—*

f(y)=0

Démonstration. — D’apres le point (2) du lemme il suffit de montrer que si
A est une pente strictement positive de Newt;(f) alors il existe y € |Yr ;| tel que
lyll = ¢* et f(y) = 0. D’apres le théoreme [2.4.10] il existe 2 € |Y%I\ tel que

g =|2|| et f(z) = 0. Des lors, pour o € Gp,
f7) = 17(z7) = f(2) = 0.
Or,
ezl 12 =a7 ) = 0)

est fini de cardinal borné par la multiplicité de A dans Mewt(f). On en déduit que la
G p-orbite de z est finie. On vérifie alors aussitot y = §(z) € |Yp| convient. O

3.4.3. Produits de Weierstrass. —

Lemme 3.4.5. — Soit (y;)i>0 une suite d’éléments de |Yr| telle que | lir+n lly:|| = 0.
- 1—>+00
Il existe alors une suite (a;);>o d’éléments primitifs dans Ap telle y; = (a;) et
. a;
hm T =
i——+oo TACBYi

dans B;.
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Démonstration. — Soit a € Primi;ZEd. Il existe u € AX ainsi que 21,...,2q4 € m
’ F
non nuls tels que
d
a= UH(’R’ — [z]).
i=1
Notons w = 5, (7 — [2i]). On a alors, pour tout 4, |z = ||y||* et donc

w =7l < |yl
Notons pour « €]0, 1],
aa:{IEA% | |o:|1§oz}CA°%°.
Pour tout ¢ € G,
w'lel + Ay 4 C Aé
F

Comme dans la preuve de la proposition [3.1.5] on montre que si 0 < a < o/ < 1, le
morphisme
HY(Gp,14a,) — H' (Gp,1+ay)
est nul. En prenant o = [|y||4, il existe un unité
uel+ An1/2

telle que

u'we ASF = Ap.

F

On a de plus pour une telle unité v’

lu'w — 7], < ot/

Cela entraine que pour p €]0,1],

o @ _ (I
p? p '
On a donc montré que pour tout y € |Yr/|, il existe a € A p primitif tel que y = (a) et
1/2\ deg(y)
‘ a _1‘ < (Ilyll ) e
ﬂng(y) p p

des que p €]0, 1]. Le résultat s’en déduit. O

—1‘ <
7Td p_

On définit le groupe des diviseurs Div' (Y ;) comme dans la section m

Proposition 3.4.6. — Soit p €]0,1[. Pour tout diviseur D € Div* (Yo ;) il ewiste
f € Bt tel que div(f) = D.

Démonstration. — Etant donnée une suite (a;)i>o comme dans le lemme le
produit infini
a;
H 71'ng Yi
i>0

est convergeant. La proposition s’en déduit. O
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On a également le résultat suivant lorsqu’au lieu de se rapprocher de l'origine on
tend vers le < bord extérieur de Y >.

Proposition 3.4.7. — Pour p €]0,1[ et D € Div* (Y], 1) il existe f € B non nul
tel que

div(f) > D.
Démonstration. — Soit a € Priml};ffd, a=Y";>olai]m". D’apres le calcul du polygone
de Newton de a (lemme [3.4.2)) le polygone de Newton de a — [ag] est au dessus du
polygone valant 400 sur | — 0o, 1[, qui est une droite de pente v(ag)/d sur [1,d] et
vaut 0 sur [d, +oo[. De cela on déduit que des que r > wv(ag)/d,
d—1
vr(a — [ag]) > 7 v(ag) + 7.
Cette inégalité se traduit en
/
-] <
[ao] I = Ilyll

des que p’ < [lyl|.

Soit maintenant D = },5;[yi] € Div*(Y[,1]) un diviseur de support infini (si
le support de D est fini alors D est principal et alors la proposition est évidente).
On a donc lim; 4 ||yi]| = 1. Notons y; = (a;) avec a; primitif de terme constant
aio € Op. D’apres le calcul précédent, le produit infini

(- (-5)

i>1

est convergeant dans B. Le diviseur de cet élément de B est alors plus grand que
D. O

3.5. Diviseurs et idéaux

3.5.1. Les B; sont principaux pour I compact. — La preuve des théoréemes
25T et s’adaptent aussitot pour donner le résultat suivant.

Théoréme 3.5.1. — Supposons que I C [0,1] soit compact.
1. SiI = {0} oubien I = {p} avec p ¢ |F|*/> alors By est un corps valué complet.
2. Sinon, By est un anneau principal tel que |Yp, | = Spm(Bp (0y)-
3. 8510€ I etI+#{0} alors
{z € By | vz(z) > 0}

est un anneay principal d’idéaur mazimauz en bijection avec |Yr | U {(m)}.
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3.5.2. Diviseurs positifs et idéaux fermés. — Soit I un intervalle de ]0, 1[. On
pose
Div'(Y7) = lim Div'(Yy)
—
J
ot1 J parcourt les intervalles compacts de I et Div' (Y}) est le monoide abélien libre
sur Spm(By) i.e. le monoide des idéaux non-nuls de B;. On a donc

Div*(Y7) = {D = Z m(y)ly] | VJ C I compact, supp(D) N [Y;] est ﬁni}.
ye|Yi|
Si D=3, m(y)ly] € Div*(Y;) on pose
a_p ={f € By | div(f) = D},
un idéal de By. Cet idéal est fermé car pour tout y € |Y;|, ord, est continue comme

fonction sur Bj.

Proposition 3.5.2. — L’application D — a_p identifie DivT(Y;) avec les idéaux
fermés non-nuls de By.

Démonstration. — C’est une conséquence de ce que si a est un idéal fermé de By
alors

a - lim BjaC lim Bjy = By
— —
J J
ou J parcourt les intervalles compacts de I. O

Corollaire 3.5.3. — L’ensemble |Y7| s’identifie aux idéauz maximauz fermés de By .

Remarque 3.5.4. — De la méme facon, si I C [0,1] et 0 € I alors |Y;| U {(m)}
s’identifie aux idéaux fermés de {x € By | v(x) > 0}, les < fonctions holomorphes en
0 >.

Si I est un intervalle de [0,1] non réduit & {0} ou {1} on note encore Div' (Y7)
pour Div+(Ym]0,1[). La preuve du théoreme s’adapte aussitot.

Théoréme 3.5.5. — Soit I un intervalle de [0, 1] non réduit ¢ {0} ou {1}. Soient
f,9 € By non nuls.
1. div(f) > div(g) si et seulement si f € Bjg.
2. div(f) = div(g) si et seulement si f € BJg.
3. L’application diviseur induit une injection
Br\ {0}/Bf — Div*(Y7)

telle que via la correspondance de la proposition [3.5.2, image corresponde aux
1déaur principaur de By.
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3.5.3. L’anneau de Robba est de Bezout. —

Proposition 3.5.6. — Soit I un intervalle de ]0,1[. Soient f,g € By. Sont
équivalents :

1. L’déal By f + Brg est principal.

2. Le diviseur inf{div(f),div(g)} est principal.

Démonstration. — Si Brf + Brg = Brh alors pour tout y € |Y7], via le morphisme
Br — B;_R,y
B;R,yf + BJR,yg = B;R,yh

et donc ord, (h) = inf{ord,(f),ord,(g)}. De cela on déduit que div(h) = inf{div(f),div(g)}.

Réciproquement, supposons que inf{div(f),div(g)} = div(h). Puisque div(f) >
div(h) et div(g) > div(h), f/h € By et g/h € By (théo. [3.5.5). On peut donc se
ramener au cas ou div(f) et div(g) sont premiers entre eux. Pour tout intervalle
compact J C I il y a alors une suite exacte

0—B;—B;®B;y— B;y—0

ou la premiere fleche est x +— (gz, — fx) et la seconde (a,b) — af + bg. On conclut en
appliquant lim et en utilisant
—

J
R'lim B; =0
—
J
puisque pour J C J', By, — By est d’image dense ([31] remarque 0.13.2.4). O

On peut maintenant redémontrer le théoreme suivant de Kedlaya dans notre
contexte.

Théoréme 3.5.7 (Kedlaya [42] theo.2.9.6). — Pour p €]0,1[, l’anneau By ) est
de Bezout. De plus, les idéauz fermés de Bjg ,) sont exactement les idéauz principauz.

Démonstration. — C’est une conséquence des propositions [3.5.6] [3.4.6] et [3.5.2l [

Corollaire 3.5.8. — L’anneau de Robba Zr (def. est de Bezout.

3.5.4. Fonctions méromorphes et leurs diviseurs. —

Définition 3.5.9. — On note
M(Y) = lim Frac(By)

R
I

ou I parcourt les intervalles compacts de |0, 1].

Le résultat suivant dit que toute fonction méromorphe sur Y est le quotient de
deux fonctions holomorphes. 11 se déduit immédiatement de la proposition
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Proposition 3.5.10. — On a
M(Y) = Frac(B).

Les résultats du théoréme R.7.4] s’étendent alors facilement aux fonctions
méromorphes. Plus précisément, il y a un morphisme diviseur

div: M(Y)* — Div(Y)
[ ) ordy()ly)-

yelY|
En posant div(0) = 400 on a par exemple
B={feM(Y)|div(f) > 0}.
Théoréme 3.5.11. — Le morphisme diviseur induit une injection
M(Y)*/B* — Div(Y)
telle que pour f,g € M(Y)*,
div(f) > div(g) <= f € Bg.

3.6. Calcul des invariants sous Galois de B%

Théoréme 3.6.1. — On a des égalités

BS" = Bp
F
BX)“" = B
(52) ;
Démonstration. — Soit f € BZ¥. Fixons p €]0,1[. Le diviseur
F
D= d, € Divt (Y=
> o)l €Divt(vs )
2€|Ya \
F,]0,p]

est G p-invariant. 11 descend donc en un diviseur D’ € Div+(YF’]0’p]), D = p*D'.
D’apres le lemme il existe g € B;,t tel que

div(g) = D'.

On a donc en particulier div(g) < div(f). D’apres le théoréme cela entraine
I’existence de h € B% tel que

f=gh.
Puisque f et g sont galois invariants on a en fait h € BgF . Remarquons maintenant
F
que g n’a pas de zéros dans |Y= |. D’apres la proposition cela entraine que
F,10,p]

h e BE\F = BF,[O,I[
F,0,1]
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F

d’apres la proposition [1.6.23| qui donne une description explicite de B% [ comme

)Yy

sous-anneau de éa%\ .

Remarque 3.6.2. — On démontre plus généralement, et de maniere différente, dans
la section [L1.2.4 que pour tout intervalle I C [0,1] on a
BE* = Bpy.

F.I






CHAPITRE 4

Q,-ESPACES VECTORIELS FORMELS ET PERIODES
DES GROUPES p-DIVISIBLES

Introduction

Ce chapitre est a part dans ce livre au sens ol nous n’utiliserons dans la suite qu'une
partie de ses résultats. Le but est de faire le point sur les théoremes de comparaison
pour les groupes p-divisibles et d’introduire un point de vue géométrique sur les
espaces de Banach B¥"=r" lorsque 0 < d < h tel qu’envisagé dans la section 4 de
[27]. On montre en effet que cet espace de Banach de dimension finie au sens de
Colmez ([12]) n’est pas seulement un foncteur défini sur certaines algebres de Banach
p-adiques mais admet une structure géométrique. Plus précisément, si F = C” avec
C|E algébriquement clos et G est un Og-module formel 7-divisible on montre que
lon peut donner un sens a la limite projective X (G) du systeéme projectif

X X X

g g

comme schéma formel et que celui-ci ne dépend que de la fibre spéciale de G. C’est
ce qu'on appelle un FE-espace vectoriel de dimension finie. On donne également des

X

g

formules explicites pour la < fibre générique » de ce schéma formel c’est a dire la
limite projective du revétement pro-étale de boules ouvertes

X7 X7 X7 X7

rig rig rig
g g g

en montrant que 1'algébre de Hopf de Fréchet complétée de lim T'(G"9, Ogrig) ne
—

X7
dépend que de la fibre spéciale de G. Lorsque cette fibre spéciale est isocline de pente

d/h les C-points de cette limite projective coincident avec B#"=7"_ Ces résultats
sont utilisés dans [57] ou la limite projective précédente est appelée le revétement
universel de G et notée G pour ce que 'on note X (G). Remarquons de plus que nous
n’avons pas apporté de changement & ce chapitre comparé a sa version préliminaire.
Ainsi, on utilise une notion ad-hoc <« d’espaces spectraux > afin de donner un sens a
la limite projective précédente d’espaces rigides. Entre temps est apparue la théorie
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des espaces perfectoides qui donne un sens beaucoup plus naturel a cette limite.
Néanmoins cela n’est pas tres important puisque ces espaces sont < de Stein > et
sont donc compléetement déterminés par 'algebre de Fréchet de leurs sections glo-
bales et lintroduction d’un faisceau strucural n’est donc pas si importante pour les
considérations qui nous intéressent.

On reprend les notations des chapitres précédents. On suppose que F' est parfait
non-nécessairement algébriquement clos. On suppose de plus que E|Q, et que que
F contient une cloture algébrique de F, i.e. la cloture algébrique F, de F, dans
F est algébriquement close. On note alors pour tout A > 1, Fon = F Frobgn=Id oy
Ey, = Wo, (F ) Pextension non-ramifiée de degré h de E associée.

4.1. Les E-espaces de Banach pe=r*

4.1.1. Quelques calculs préliminaires. — Avant d’attaquer la structure de nos
espaces de Banach commengons par récolter les fruits de nos résultats sur les polygones
de Newton obtenus dans le chapitre [ Avec les notations de la section [I.6.3] pour
x € B non-nul on note Newt(z) pour le polygone N ewt?oﬁl[(a:) qui est la transformée
de Legendre inverse de la fonction ]0, +00[> r — v,(z) (il s’agit de Newt)o 1((x) auquel
on a éventuellement rajouté une pente 0 a droite de son domaine de définition et qui
vaut éventuellement +oo & gauche de son domaine de définition).

Proposition 4.1.1. — On a l’égalité

B = E.

Démonstration. Soit x € B¥=!¢ non nul. Puisque Newt(p(z)) est obtenu & partir
de Newt(z) via la transformation du plan (z,y) — (z,q"y), les pentes de Newt(x)
sont nulles. On en déduit que pour ¢t < 0, Newt(z)(t) = +o0o. D’apres la proposition
cela entraine que x € Bjg | C & et donc z € £°=14 = E. O

Pour d, h € Z on note dans la suite
B¢~ = {z € B | ¢"(x) = nz}.
Proposition 4.1.2. — Pourd € Z<y et h € N>y on a
B =" = .

Démonstration. — Pour x € B non-nul, soit N € ZU{—o00} tel que Newt(z) prend la
valeur 400 exactement sur | — oo, N|. Soient (\;);>n les pentes de Newt(x) ot \; est
la pente sur le segment [i,7 4+ 1]. On a alors lim;_, - A; = 0. Supposons maintenant



4.1. LES E-ESPACES DE BANACH B¥"=7" 153

que ¢"(x) = 7%z, On en déduit tout d’abord que N = N + d et donc N = —o0. On
en déduit ensuite que pour i > N,

Xica = q"\i.

En itérant cette relation on en déduit que si A; > 0 alors limy_, 1 oo A\i—xq = +00 ce qui
est impossible. On a donc pour tout 4, A; = 0 ce qui est impossible car lim;_, ., A\; =
~+00. O

Proposition 4.1.3. — Pourd €N ethe N>y on a

BSD}L:‘"(! _ (B+)¢}L:ﬂd-

Démonstration. — Si d = 0 cela résulte de la proposition Supposons donc
d > 0. Soit € B?"=™" non nul. Comme dans la preuve de la proposition on
constate que Newt(x) ne prend pas la valeur +00. Notons (\;);cz ses pentes oll \;
est la pente sur le segment [i,47 + 1]. Ses pentes satisfont I’équation fonctionnelle

Nita =q "N\

Le polygone est donc completement déterminé par ses valeurs en les abscisses
0,...,d — 1. Puisque la série ) ;g g " converge on en déduit que Newt(z) est
borné inférieurement. D’apreés la proposition @ cela implique que = € By ;). Mais

vo(z) = limy o Newt(x) satisfait

¢"vo(z) = vo().

On a donc vg(z) = 0 et donc & € BT (prop. [1.10.7). O
4.1.2. Structure d’espace de Banach sur B?'="". — Soient d,h € N>;.

Puisque l'action de ¢ sur B est continue B"="" est un sous-Fp-espace vectoriel
fermé de B. C’est donc un sous espace de Fréchet de B.

Lemme 4.1.4. — Pour p,p’ €]0,1[ la topologie topologie induite par |.|, sur Be"=n"
coincide avec celle induite par |.|, .
Démonstration. Remarquons que pour x € B*"="" on a

h
mzl/qh = Pdmp

(et de méme pour p’ bien siir). Soit k € Z tel que " e [pl/qh,p]. On a alors

kh k —kh
x|, }

|$|p/ = pkd|m|z,qkh < »p dsup{‘x|p1/qh,

_n _n —kh
= pMsup {p™ "|z|9 ", |a],}"
La topologie définie par |.|, est donc plus fine que celle définie par |.|,,. Par symétrie

entre p et p’ on conclut. O
De cela on déduit immédiatement la proposition suivante.
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Proposition 4.1.5. — Pour d,h > 1, B"="" est un Ep-espace de Banach dont la
topologie est définie par n’importe quelle norme de Gauss |.|,, p €]0,1].

4.1.3. Description via ’anneau B. — On rappelle (sec. |1.10.4) que I'on a défini
un anneau B qui est un quotient de B*. On a

B =B /{vy >0} = B /{vg > 0}.

Proposition 4.1.6. — Pour d,h € N>1, Uapplication Bt — B induit un isomor-

phisme
d

(B =" = (B)7

Démonstration. Soit x € BT. Pour tout k > 0 et tout p €]0,1] on a

kh
q

ﬂf(k+1)d(p(k+1)h(x) _ ﬂ_fkdgokh($)‘p _ pfkd.‘x . ﬂ_fdgoh(x)

pl/qkh :
De plus,

lim |z — 7 %" () = |z — W_daph(m)‘l.

k—4o00

pl/qkh

S h___d
De cela on déduit facilement que le morphisme (B*)‘Ph:”d — (B)w " posséde un
inverse naturel donné par

zmod pr— lim 7 FM (1),
k—+oo

O

4.1.4. Changement d’uniformisante. — Soit 7’ une autre uniformisante de E.
Notons F, la cloture algébrique de F, dans F. Il existe u € Wo,, (F,)* tel que

7T/

™

h7
uf Tl =

Le choix d’un tel w induit un isomorphisme de E},-espaces de Banach

h___d ~ h____/d
pe'=" Xy pelem

T Udil'.

On peut écrire cet isomorphisme de maniere plus intrinseque en considérant le
FE-espace vectoriel de dimension 1

Lo ={ue€ Wo,([F,) | ¢"(u)m = ur'}.

Il y a alors un isomorphisme canonique

h____d ~ h____rd
B =" ®p, L®jr, Eady -1

™
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4.1.5. Changement de corps E. — Soit E’'|E de degré fini et de corps résiduel
F, |F, contenu dans F. Soient 7/ et mg des uniformisantes.

Supposons d’abord E’|E non-ramifiée, E' = E,, = Wo,, (7q)6221d et choisissons
mgr = mg. On a alors By = Bg, et g, = ¢} (cf. sec.|1.6.2).

Proposition 4.1.7. — Soit n > 1 un entier. Le morphisme naturel
nd

h d h
CR=TH YE,~TE
(Bg) ®g, Eun — (Bg,)" ™"
est un isomorphisme.
) P —r
Démonstration. Le E,p-espace vectoriel (BEH) En="E  est muni d’une action

semi-linéaire de Gal(E,;|Ey) via Daction de (mp%p%)%/"%. La proposition résulte
alors du théoreme de Hilbert 90. O

Supposons maintenant E'|E quelconque. Soit fg/ g le degré résiduel. L’élément
[E,:E]/ﬂ_fE//E .

Ty " étant une unité de O, il existe u € Wo, (F,)* tel que
[E":E]
uw}é’71 = ﬂ—E,
fer/e”
TE
Considérons I'application
(BE)WE:TF% — (BE/)“D};J’ = 771[5 Eld
r — ulaz.
Proposition 4.1.8. — L’application précédente induit un isomorphisme

wh:_”d ;) o~ Soh :ﬂ_[E’:E]d,
(Bg)?#="8 ®@p, E, — (Bp:)%= " "#

Démonstration. Utilisant la proposition [4.1.7] précédente on se ramene au cas ou
E'|E est totalement ramifiée. On a alors Bgr = Bg ®g F’, identification via laquelle
prr = pr ® Id. Le résultat est alors aisé a démontrer. O

4.2. L’espace de Banach B#"="" vit dans les bivecteurs lorsque d < h
Proposition 4.2.1. — Supposons 1 < d < h.

1. L’inclusion naturelle BWo,(Or) C B} induit une égalité

. h_d
BWo, (Op)#:=" = (BE)* 7.
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2. 1l y a une bijection

fd,h:m‘} —:—> (BE)¢%:W%

d
—nh .
(2o, .- Tg_1) — ZZ R s an

=0 n€Z

Démonstration. Le point (1) entraine clairement le point (2). Utilisant la proposi-

tion on est ramené & montrer que pour tout x € B>+ dont I'image dans B est
- h___d
dans (B)‘p =il existe 2/ € BWo,, (0p)?" =™ tel que vo(z — 2) > 0.
. . h____d

Soit donc x € B»t dont limage dans B est dans (B)So =" . Considérons

I’opérateur
T =n"4" . B — B>,
Soit y = T'(x) — x, qui vérifie donc vo(y) > 0. On a alors pour tout entier k > 1,
Tha) =z +y+T)+ -+ T (y).

Notons

y= lylr' = Vily!].

i>N i>N
pour un N € Z. On a alors
i i+kh
Tk(y) = Z Vi {y;}+kd }
i>N—kd

On voit désormais les (T*(y))x>o comme des éléments de BWo, (OF). Regardons
d’abord le cas d < h qui est plus simple. Soit s > 0 et a5 = {x € Op | v(x) > s}.
Puisque d < h et vo(y) > 0, il existe un entier k(s) tel que pour k > k(s) on ait

T*(y) € ker (BWo,(Or) = BWo, (0Op/a,)).

On peut alors définir

2= ( 3 T*(y) mod BW@E(aS)) L€ lim BWo,(Or/a.) = BWo,(Or).
0<h<k(s) =P o

Considérons alors x4z € BWe,(Or). On a V,_¢F"=4(z 4 2) = (z+ 2), puisque cette
égalité est vérifiée dans BW (Op/a,) pour tout s > 0. On a donc, si 'on considere
x+ 2z comme un élément de BT, p"(z+2) = 7%(x+z). Pour conclure il faut donc voir
que vg(z) > 0. Mais on peut toujours écrire y sous la forme y = [a]y’ avec vg(y’) > 0
et v(a) > 0. On voit alors facilement que z = [a]z’ pour un élément 2’ € BWo . (OF)
défini par un procédé limite comme précédemment pour z :

d=( 3 [0 THY) mod BWoyl(a,)) € lim BWo,(Or/a,).
0<k<k!(s) =0 o
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Regardons maintenant le cas d = h. Pour tout s > 0, d’apres la proposition 1.1 du
chapitre II de [24] (tout du moins lorsque E = Q,, la preuve étant identique pour E
quelconque), on peut donner un sens & la somme

—+o0

> _(T*(y) mod BWo,(as)) € BWo,(Op/as).
k=0

Plus précisément, soit 7% (y) mod BWp,, (as) = S icz Vilyik] avec y; x € Op/a, et

!
SN Vilwikl = Vilzidl.

k=0 i€Z 1€Z

D’apres la proposition 1.1 du chapitre 1T de [24], utilisant toujours que vo(y) > 0,
pour tout 4 il existe [(i) € N tel que la suite (2;,);>(;) soit constante. On pose alors

+oo
Z(Tk(y) mod BWo,(as)) == Z vz [Zi,l(i)]-
k=0 =4

Notant z, € BWo,(OF/as) cet élément, on vérifie comme précédemment que si
2 = (25)s>0 € BWo,(OF), vo(2) > 0 et ¢ (z + 2) = 7¢(x + 2). O

La bijection Lg,j précédente induit une structure d’espace de Banach sur mé. Dans
les sections qui suivent on va interpréter géométriquement cette structure d’espace de
Banach.

Remarque 4.2.2. — Soient h > 1 et d > 0 des entiers. Dans ce chapitre nous
étudions entre autres le Ej-espace vectoriel (B?E")*”%:”%. Bien sir, posant g, = 7g,
cet espace vectoriel coincide avec (th YFER =", et on pourrait donc se ramener, quitte
a remplacer E par Ep, a supposer que h = 1. Néanmoins, lorsque d < h, on va voir
que (BE)*"%:’T% admet une interprétation géométrique en termes de Og-modules 7-
divisibles et que de plus, comme on vient de le voir, il est contenu dans les bivecteurs
BWo,(Op). Cela n’est pas le cas de (Bj, )?" =78, qui n’admet pas d’interprétation
en termes de O, -modules m-divisibles et n’est pas contenu dans BWo,,, (OF) lorsque
d > 1. C’est pourquoi nous traitons le cas général de (BE)*DZ“:”% sans forcément se
ramener a h = 1.

4.3. O-modules m-divisibles

4.3.1. Généralités et théorie de Dieudonné. — Si S est un Og-schéma sur
lequel 7 est nilpotent, resp. un Spf(Og)-schéma formel, un O-module 7-divisible est
un groupe p-divisible H sur S, muni d’une action de O telle que 'action induite sur
le Og-module Lie H soit I'action déduite du morphisme structural S — Spec(Og),
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resp. S — Spf(Og). La hauteur d'un O-module 7-divisible est un multiple de [E : Qp).
On appelle alors O-hauteur la quantité

ht(H)
ol =g,y
Si k est un corps parfait extension de I, et H un O-module 7-divisible sur &, le module
de Dieudonné contravariant du groupe p-divisible H, D(H), est un W (k)-module muni
d’une action de Og commutant a ’action du Frobenius et du Verschiebung F et V.
On a une décomposition
D(H) = @ D(H),
T:Fg—k

ou Og, = W(F,) agit sur D(H), via le plongement W (7) : Og, — W (k). Si o désigne
le Frobenius de W (k), F est o-linéaire et V est o~ !-linéaire. On a de plus

F:D(H); > D(H)yr et V:D(H); — D(H)y-1,.

Puisque £ est une extension de [y il y a un plongement canonique can : Fy < k. On
pose alors
Do(H) =D(H)can-

Puisque Wo, (k) = W(k) ®oy, OF, c’est un Wo, (k)-module libre de rang hto(H).
Notons o le Frobenius relatif de Wo,, (k), c’est a dire 0/ ® Id ot ¢ = p/. On note Fg,
I’endomorphisme de Do (H) égal & F/. Avec les notations précédentes, Fi est o'~
linéaire. Puisque l'action induite par Og sur Lie H est 'action déduite du plongement
canonique,

wir = VD(H)/pD(H) = ) VD(H)or/pD(H),
T:Fq—k

= V]D(H)acan/pD(H)Ca"'

On a donc si 7 # can, VD(H)yr = pD(H), et pD(H)ean C 7VD(H)gean. Cela
implique que 7D(H) C FgD(H). On pose alors V, = nF5". On a donc

FEVWZVWFE:W.

On note désormais F pour Fp agissant sur Dp(H). La correspondance H +—
(Do (H), F,V;) induit alors une équivalence de catégories entre les O-modules 7-
divisibles sur k et les triplets (D, F,V;) ou D est un We, (k)-module libre de rang
fini, F': D — D est og-linéaire, V : D — D est agl—linéaire et FV, =V, F =m.

La théorie de Dieudonné covariante des O-module 7-divisibles est bien développée.
Plus précisément, la théorie de Cartier des (O-modules formels m-divisibles est
développée dans [15], [35], [38], [37] et le chapitre V.29 de [36]. Le point de vue
cristallin de Iextension vectorielle universelle est développé dans [16] et I’appendice B
de [18]. Nous utiliserons dans la suite la version contravariante suivante généralisant
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la théorie développée dans [24]. Si H est un O-module 7-divisible sur & on peut
montrer que le O-module de Dieudonné précédent Dy (H) s’identifie &

HOIII(;)(I‘L CW@).

De plus, F : Dp(H) — Do (H) est induit par le morphisme F : H — H@ qui est
la puissance f-ieme du morphisme de Frobenius du groupe p-divisible H. Il y a une
isogénie V, : H@ — H induisant Vj sur Do (H). Le O-module 7-divisible H se
retrouve alors via la formule

H = HOIHWOE (k)[F,Vx] (]D)O (H), CW@)

Lorsque H est formel on peut de plus remplacer CW¢y par les covecteurs de Witt
formels, CW o.

4.3.2. Exemple. — Nous utiliserons dans la suite 'exemple qui suit. Soient d,h > 1
avec d < h. Soit

ph—d_yd
Ga,n = ker (CWo ———— CWo).
C’est un O-module formel w-divisible de dimension d et de O-hauteur h sur F,. Un
systéme de coordonnées formelles est donné par (zg,...,zq—1) avec
a(i)(h—d)
Gan = {[xg(i) ]i§0 € CWo}

ol —i = a(i)d +b(7) est la division euclidienne de —i par d. Si e € Homo (Gg,n, CWo)
désigne le plongement canonique alors

Do (Gan) =< e, Fe,...,F'"% Ve, ..., Vi le >= Hom(G4, CWo)
qui forme une base du @-module de Dieudonné. Au systéme de coordonnées formelles

précédent (xo,...,x4—1) est associé une loi de groupe formel sur Fy,

Sd.n = (32?;)1, e 73&7;;1)) €F,[z0, -y Ta—1,Y05- - Ya-1]"

ol

(x07"'7xd—1) + (yOa"'ayd—l) = (3',(10})13’3,(5}71))

Sd,n
et avec les notations précédentes

[ qa('i)(hfd)

(D) (h=a)
qa
0] ]igo [

_ (d—1) (0)
) i< R RN
+ W) lico=1-- San Sih)

dans CWo (Fqlzo, ..., Ta—1,Y0, - - -+ Yd—1])-

Du point de vue de la théorie de Cartier covariante, le module de Cartier covariant
de Gg  est

M = HOIH(W(Q, gd,h)
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qui est un module sur 'anneau de Cartier Eo r, = End(W@)Om’. L’anneau de Cartier
Eor, est le V-complété de Wo (Fy)[Fr, V], c’est a dire

{ Z V™ anm)FL | anm € Fq et Vn, anm =0 pour presque tout m}

n,m>0

OEZWO(Fq) — Eoqu

> Vian] Y V'anFY,

n>0 n>0

l'action de V' € Epr, = End(ﬁ/\o)om’ sur W@ est donnée par l'opérateur F' usuel
agissant sur Wo, celle de [a] est la multiplication par [a] et celle de F; € Eo, est
donnée par ’action de V. Soit

€ /WO — CWO

T — Z v prth=d g mod We
n>0

ou la somme infinie précédente est a valeurs dans les bivecteurs BW¢ et on la réduit
modulo Wo, BWo/Wo = CWe. On a € € M et comme Wy (F,)-module
M=<¢eVe,.. Vi Fe ..., Ffri_le > .

qui forme une base du module de Cartier comme O = Wo, (F;)-module. Une V-base
de ce module de Cartier est donnée par (e, . ..,€eq4—1) ot pour 0 <i < d—1, ¢ = Fle.
Les équations structurelles de M associées a cette V-base sont

F.KE?;ZEH_l si0<i<d-—1

Freq 1 = Vhidéo.
Elles fournissent une présentation du module de Cartier

0 —Ebs —Ebp — M —0
ol
(g, wa—1) = (Xg—1Fr — 20V 20 Fr — a1, ..., 24—0Fx — 24-1).

L’application

M=H0mo(WO,gd¢h) — Gan(F[TT)
u > u([T])

induit un isomorphisme entre M et le sous-Og-module de Ggr(F,[T]) formé des
courbes 7-typiques. Puisque (e, ..., €q—1) est une Vy-base de M,
d—1

7= e€il[x]) € Gan(Fqlwo, ..., xa-1])
i=0



4.3. O-MODULES =-DIVISIBLES 161

définit un isomorphisme
v Spf(Fq[[l‘m e ,xdfl]]) L} gd,h.

On vérifie par un calcul immédiat que ces coordonnées formelles sont celles utilisées
précédemment pour définir la loi de groupe formel §q .

Soit maintenant M le module de Cartier sur Op de Vy-base (€, ...,€4-1) et ayant
pour équations structurelles

ngi:€i+1 sio<i<d-—1
Fréq_1 = Vh_dg().

Il admet la méme présentation que la présentation précédente de M en remplacant
Eor, par Ep,0,. Soit Gy, le O-module n-divisible sur O associé,

gd,h =Wo REo,0, M.
On a donc Gy, @ F,y = Gy 4 et une résolution sur Spf(Og)
0—>W5—”»Wg—>g~d,h—>o
ol
VYo, - Ya1) = (Vaya—1 — F*"yo, Vayo — y1, -+, VaYa—z — ya—1)-
Pour i € {0,...,d — 1}
&([T]) € Gan(Op[T])

est une courbe m-typique. Notons

a;: Og[T] — Og[zo,...,za-1]

T — z;.
Alors, si
d—1 -1 N
7= au&([T) =) &) € Gan(Oplro, ... za1]),
=0 i=0

puisque (€;)o<i<d—1 est une V-base du module de Cartier de QNd’h, il induit un iso-
morphisme

7 : Spf(Oplzo, .., xa-1]) = Gan
c’est a dire un systéme de coordonnées formelles sur le groupe formel ’gvd’h et donc
une loi de groupe formel en d variables. Ce systeme de coordonnées formelles de Gg 1,

releve celui utilisé précédemment pour Gg .
Il existe alors un unique isomorphisme de O-modules formels sur £

log : éd,hé?E ;) @Z
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tel que I'isomorphisme induit au niveau des espaces tangents envoie la base de Lie g~d, h
déduite de la V-base (€;)o<i<a—1 sur la base canonique de Lie Gg = E<. Un tel iso-
morphisme est donné par des séries formelles

f="(fo,--»fa-1) € E[xo,...,x4-1]"

ou (fo,..., fa—1) forme une base des logarithmes de notre loi de groupe formel que
nous allons calculer explicitement. Pour 0 < i < d — 1 soit

gi = (9105 - > gi.a—1) = log &([T)) € GL(E[T]) = E[T]"
Alors,

d—1
= gi(w).
=0

De plus, pour 0 < 4,5 <d —1, g;; est une courbe m-typiqge de @a vérifiant :
1. Flgij = git1,;s10<i<d—1
2. Flgg—1;= V;L_d.go’j
3. 9ij(T)=0mod T? si i # j et g; ;(T) =T mod T?.
Les courbes m-typiques de @a(E [T]) = TE[T] sont les séries de la forme
Z a, T
n>0
dans E[T]. L’opérateur V agit sur ces séries via g(T) — ¢(T9) et F via
Z anT? — 7 Z anHT‘I".
n>0 n>0

On vérifie par un calcul explicite que les conditions (1), (2) et (3) imposent les formules

nhtj—i

11 Do
> g siizi
_ ) n>0
9ij = anh+j—7:
W S1 ) < 1.
n>1
On en déduit la proposition suivante.
Proposition 4.3.1. — Considérons pour 0 < j < d —1 la série
nh4j—i nh+j—1
zy z
fi= 2 D Sammt Dl 2 e € Blvos o wanal.
0<i<jn>0 j<i<d—1n>1
Alors, (fo,-.., fa—1) sont les logarithmes d’une unique loi de O-module formel de

dimension d sur O, §q,n, relevant la loi de O-module formel §qn sur Fg.
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Exemple 4.3.2. — Sid=1, Q~1,h est un groupe de Lubin-Tate associé a ’extension
non-ramifiée F;, de E. Une loi de groupe formel associée a pour logarithme

anh
n>0

Cette loi de groupe formel est §1,h =Y f(X)+ f(Y)) € Op[X,Y].

4.3.3. Quasi-logarithmes et leur interprétation rigide analytique. — Soit
K|E un corps valué complet pour une valuation de rang un étendant la valuation
m-adique de E. Soit G un O-module formel 7-divisible sur Og.

Ecrivons G = Spf(R) ot R ~ Ok|[x1,...,x4] avec d = dim(G). Soit a C mg un
idéal contenant mQOpk. Soit R[%] le complété de 'anneau R[ﬂ relativement a son

idéal d’augmentation noyau du morphisme R[1] — K,
R[] ~ K[z1,...,24]

et GRK = Spf(R[%]) est le groupe formel fibre générique de G.

Définition 4.3.3. — On note Quasilog(G) les éléments f dans 'idéal maximal de
R[L] tels que A(f) — f®1—1® f € R[%] et pour tout a € O, si [alg € End(R)
désigne I'action de a sur le O-module G, f o [alg —af € R[%].

Le groupe des quasi-logarithmes contient 1’idéal d’augmentation de R[%] On note

Quasilog(G)/ ~

le groupe quotient des classes d’équivalences de quasi-logarithmes. Le lemme qui suit
dit que la définition précédente des quasi-logarithmes coincide avec celle que 'on
trouve dans le chapitre IV de [24] et dans le chapitre V de [41] (définition qui est
donc trop forte).

Lemme 4.3.4. — Fizons des coordonnées R ~ Okl[x1,...,xq]. Soit f € K[x1,...,24]
un quasi-logarithme. Alors pour 1 <i <d, % € Oxlay,...,za] [].

Démonstration. Soit GRK ~ Spf(K[z1,...,z4]) le groupe formel fibre générique
du groupe formel G. Voyons f comme un morphlsrne de schémas formels f GRK —

G envoyant la section unité de GRK sur celle de G Soit O resp. Qg /0K les

GRK/K’
formes différentielles sur GRK, resp. G. Le lemme équivaut alors & ce que la forme
e . * Al s
différentielle f*dT € ) CEK/K vérifie

f I’ e QQ/OK[I]

Soit (w1,...,wq) une base des formes différentielles invariantes sur G. On a alors
—_—

O} j0 = Rur ® - ® Rwg C R[Hwn @ - @ R[Hwg = Olg 1
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Considérons le morphisme de K-schémas formels
g: 99K x GOK — G,
Spf(K)
(@,y) — fle+y) = flx) = f(y)
Notons

m:GRK x GK — GRK
Spf(K)

la loi de groupe et pour i = 1,2,

pri: GROK x GRK — GRK
Spf(K)

les deux projections. On a donc
g=fom—fopri— foprs.
L’invariance des formes w;, i = 1,...,d, se traduit en I'égalité

m*w; = priw; + praw;.

Si
d
i=1
avec \; € R[%] on a donc
gtdT = Z [(Xi om — Xj o pry) priw; 4+ (A om — Aj o pra) pryw|

i
= Qé@mg@xm = P"TQQM/K b pr;ﬁg@K/K :
Mais puisque g € (ROR)[1],
AT € B0, [2] = 2o, (1] @1 R[2] & R[] e O, [2]

T

On en déduit que pour tout i, \; om — \; o pr;1 € (R®R) [%] ie. la < fonc-
tion > (z,y) — Ai(z 4+ y) — Ai(x) est dans (R®R)[L]. Spécialisant en z = 0 on en
déduit que pour tout i, \; € R[%] O

Soit GHK la fibre générique du groupe formel G comme K-groupe formel. Il y a
un isomorphisme
Homo(g@K,@Q) AN (Lieg[%])* = wg[ﬂ
f o~ f*dT.
Le K-espace vectoriel wg [%] se plonge donc dans Quasilog(G)/ ~. Ce sous-espace
vectoriel de I'espace des classes d’équivalence de quasi-logarithme est l'espace des
logarithmes, c’est & dire les f € R[%] tels que A(f) = f® 14 1® f. La filtration
déduite sur les quasi-logarithmes est la filtration de Hodge.
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Prenons maintenant un point de vue rigide analytique. On note G la fibre générique
de G comme K-groupe rigide analytique. En tant qu’espace rigide analytique, G est
isomorphe & une boule ouverte de dimension dim G.

Définition 4.3.5. — On note QuasiHom(G, G""9) les morphisme f : G — G
d’espaces analytiques rigides vérifiant f(0) = 0,

[f(z+y) = f(z) = f(Y)lloo <+o0
ot flx+vy)— f(z)— fly): G x G — G et pour tout a € Op,

1f(az) — af(z)[loc < +o00.

On note QuasiHom(G, G")/ ~ le quotient par le sous-groupe formé des f : G — G
tels que || flloo < +00.

Le groupe formel GRK se retrouve & partir du groupe analytique rigide G comme
étant Spf(@g)o) ot Og o désigne 'anneau local des germes de fonctions anaytiques
rigides au voisinage de ’élément neutre de G. Tout morphisme d’espaces rigides f :
G — G tel que f(0) = 0 définit donc naturellement un morphisme de schémas
formels GRK — @a. On vérifie en utilisant le lemme que l'application naturelle

QuasiHom(G, GI") — Quasilog(G)

est un isomorphisme.

Soit I un idéal de définition de R, via un isomorphisme R ~ Og[x1,...,2z4] on
peut prendre I = (m,x1,...,2,) (on considére le groupe formel G comme un groupe
formel sur Spf(Og) et non Spec(Ok), auquel cas on aurait pris I = (z1,...,2,)). On
a alors

OWo(R) = lm CWo(R/I™)
n>0

et donc

CWo(R) = {[yili<o | v € R, 3N, 3k, (Y Rys)* C I}.
i<N

Il y a un morphisme Og-linéaire ([24], IL.5 lorsque E = Q,)
w:CWo(R) — R[Z]

Wulnco — D7 "yl
n>0

Soit maintenant a un idéal de Ok contenu dans son idéal maximal et tel que 7 € a.
Notons G, = G ® Ok /a d’algebre Ry = R/aR. On a alors

Homp (Gq, CWo)
= {[yn]nSO € CWO(RG) | [A(yn)]nio = [C‘/n ® 1]ns0 + [1 ® yn]nSO € CWO(Ra®Ra)}
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ot A : R — R®R désigne la comultiplication de notre groupe formel. D’aprés [24]
chap. IV, il y a une application Opg-linéaire

Homp (G4, CWp) — Quasilog(G)/ ~
ou & € CWo(R) est un relevement quelconque de x € CWeo(R,). Notons kg le corps
résiduel de K que l'on suppose parfait et supposons fixé une section du morphisme
Ok /7O — ki (lorsque la valuation de K est discrete le relevement de Teichmiiller
fournit canoniquement une telle section). Soit G, la réduction de G sur le corps

résiduel. Faisons ’hypothese suivante : I'identité de Gy, de releve en une quasi-isogénie
(nécessairement unique)

P Grx Ok Ok /1O — G ®0, Ok /70 .

Par rigidité des quasi-isogénies, lorsque la valuation de K est discrete cette hy-
pothese est automatiquement vérifiée. Alors, toujours d’apres [24] chap. IV, si D =
Homo (G, , CWp) est le module de Dieudonné de la fibre spéciale de G, p et le mor-
phisme précédent induisent un isomorphisme

D ®WOE (kx) K ;> Quasilog(g)/ ~.

Exemple 4.3.6. — Soit Qvl,h le O-module formel sur O de 'exemple Une
base de ses quasi-logarithmes est

nh4i

K
>

n>0

lorsque ¢ varie entre 0 et h — 1.

4.4. Description de B¥"=™" en termes de O-modules r-divisibles lorsque
d<h

On va maintenant décrire géométriquement la structure d’espace de Banach sur
m¢. déduite de la bijection %, de la proposition Soit G un O-module formel
m-divisible sur F,. On note G(Or) = Hom Spf(OF),G). Pour tout s > 0, si
as = {zx € Op | v(x) > s}, soit

gé(OF) = ker (Q(OF) — Q(Op/as))

On vérifie aisément la proposition qui suit.

Spec(F,) (

Proposition 4.4.1. — Le groupe G(Op) est un E-espace vectoriel. De plus, pour
tout s > 0, Gs(OFp) est un sous-Op-module m-adiquement complet de G(Or) qui
définit une structure d’espace de Banach sur G(Op), c’est a dire est la boule unité
d’une norme de Banach sur G(Op). La topologie de Banach ainsi définie ne dépend
pas du choix de s > 0.
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Soit
G = (G&OFp)™
la fibre générique du Spf(Or)-schéma formel GOF comme F-espace analytique ri-
gide. Il s’agit d’un groupe analytique rigide sur F' tel que
G(OF) = G(F).
Pour tout s > 0, s € v(F*), il y a un sous-groupe affinoide G5 C G, tel que
Gs(OF) = G5(F).
Apres avoir fixé des coordonnées formels sur G, c’est & dire un isomorphisme
Spf(k[x1,...,24]) — G, on a
G ~ B,
la boule ouverte unité rigide analytique de dimension d = dim(G) sur F et
Go = B(0,477)
la boule fermée de rayon ¢—° dans la boule ouverte. La multiplication par w, x7 :
G — G, vérifie alors que pour tout s > 0, on a un recouvrement admissible
Urrc.=¢
n>1
et pour s >t > 0, il existe n € N tel que
7TnG3 C Gt~

Remarquons enfin que le foncteur G — G(Op) de la catégorie des O-modules
formels m-divisibles sur Fq dans celle des F-espaces de Banach se factorise par la
catégorie O-modules formels w-divisibles a isogénies pres.

Considérons maintenant le module de Dieudonné contravariant de G,
D = Homp(G,CWo).

Notons F, V. : D — D son Frobenius et son Verschiebung. Il y a alors un isomorphisme
naturel
G(OF) = Homy, | & yipv,) (D,CWo(Op)).
ousias;={re€Op|v(x)>s},
G(Op) = 1{111 G(Op/ay)
s>0
OWO(OF) = lim OW(OF/ag) = {[mi]i<0 | z; € Op, hmlnf ’U(Z‘i) > O}
— - i——00
s>0
Puisque G est formel, dans les formules précédentes on pourrait remplacer CWep

par CW o et en particulier CWe(Op) par

CWo(Or) = {[zii<o | i € mp, 1,i§1_inf v(z;) > 0}.
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Proposition 4.4.2. — L’application de réduction BWo(Op) — CWeo(Op) induit
un isomorphisme de Og-modules

Homy, & ip.v,)(D: BWo(Or)) = Homy, i (v, (D, CWo(OF)).
Démonstration. Puisque F est bijectif sur BWo(OF) et CWo(OF) on a pour
* € {BWo(OF),CWo(OF)},

HomWO(?q)[F](D,*) = Hom D, %).

Wo (F)[F,Va)

La suite exacte
0 — Wo(Op) — BWo(Op) — CWp(Op) — 0
induit une suite exacte
0 — HOIHWO(E)(D,WO(OF)) — HomWo@q)(D,BWo(OF)) —
—  Homy, g ,(D,CWo(OF)) — 0.

Pour x € {Wo(OF), BWo(Or),CWo(OF)}, le Wo (F,)-module Homwo(ﬁq)(D, ) est
muni d'un opérateur o~ !-linéaire 1) en posant 1)(u) = F~1 owu o F. La suite exacte
précédente est une suite exacte de Wo(F,)-modules munis d'un tel opérateur. En
prenant les invariants sous un tel opérateur elle induit donc une suite exacte

0 — Homy, & p (D, Wo(OF)) — Homy, & )(r) (D,BWo(OF)) —
— HomWO(E)[F] (D, CWn(0OF)) - A
olt
A = coker(Homy, = (D, Wo(Or)) ~—% Homy, & (D, Wo(OF))).
Puisque F est topologiquement nilpotent sur D et bijectif sur Wo (OF),
HomWo(Fq)[F] (D, Wo(OF)) = 0.
La nilpotence topologique de F' sur D implique également que l'opérateur 1 agissant

sur le Wo(Op)-module libre Homy, | ) (D, Wo(Or)) est m-adiquement topologique-
ment nilpotent. On en déduit que Id — ¥ est bijectif et donc A = 0. O

Remarque 4.4.3. — Par définition, BWx(OFp) = 1{21 CWeo(OF) ot les applica-

neN
tions de transition sont données par V; : CWp(Op) — CWeo(OF). Soit n > 0

tel que F"D C V,D. Posons v = V._!F™ I’endomorphisme associé de D. Alors, si
u:D — CWo(Op) commute a F et Vy, 'unique relévement donné par la proposition
précédente est
(F™"ouoy")y>0: D — 1{211 CWo(OF).
neN

De la proposition précédente, du théoréme de Dieudonné-Manin et du point (1) de
la proposition on déduit le corollaire suivant.
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Corollaire 4.4.4. — Il y a un isomorphisme de E-espaces vectoriels
G(Or) = Homy, & ipv. (P[5], BWo(OF)) = Homy, & i (D[], BY)

ouD [ﬂ est le O-module de Dieudonné rationnel contravariant de G.
Soient 1 < d < h et

Gan = ker (CWo 7Y%, CWo),

le O-module formel de la section Soit e : Gg, — CWo le générateur canonique

de son module de Dieudonné, c’est & dire le plongement canonique. Soit (zg, ..., Z4-1)

les coordonnées formels sur G4 5, de la section c’est a dire 'isomorphisme
Spf(k[zo, ..., za-1]) — Gan

tel que composé avec e : Gg, — CWo ce soit

(h—d) a(i)(h—d)
[...,2d s Td—1y- -, T0] = [xg(i) L‘go € CWol(k[zo, ... ,x4-1])

ou —i = a(i)d 4 b(7) est la division euclidienne de —i par d. Ce choix de coordonnées
formelles induit une bijection

m% :—> Qih(Op).

De plus,
)y~ 4y =
Homy, @y, (D BY) — (BT)
u +—  u(e).
Proposition 4.4.5. — Soit Tq,p, la lot de groupe formel associée a Gy et au choix
précédent de coordonnées formelles. Via ces choizx, l'isomorphisme de E-espaces vec-
toriels .y
(m, +) = (BY)" 7
Sd,n
est donné par
—d qdfl q
(o, ..y xg—1) — 1 “Lyn(xh_y ..., 27, 20)

ot Ly est application de la proposition |4.2.1]
Démonstration. La bijection
mb 5 CWo(Op)#" =T

d

est donnée par

d—1
o a(i)(h—d) L —n(h—d)
(o)., Tg—1) — E V;[xz(i) | = E g ynd HES |
i=0 n<0

i<0
La bijection
mé = BWo(Op)? ="
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associe donc a (zg,...,T4—1)
! (h—d) " (h—d)—(nd—1)
nd—if,q """ _ IR BT A
E E |25 ] = E [ ks
1=0 n€Z 1=0 n€Z
d—1 s
_ q " nd—1i
= [‘Ti ]
1=0 n€zZ
Le résultat s’en déduit immédiatement. O

On a défini sur le E-espace vectoriel Gy ,(Op) une structure d’espace de Banach
(prop. . De plus (cf. section B#"="" est un sous-espace de Banach de I’es-
pace de Fréchet B. Utilisant la formule explicite fournie par la proposition précédente
on vérifie facilement la proposition qui suit.

Proposition 4.4.6. — L’isomorphisme précédent Gy n(Op) — B"="" est un
homéomorphisme d’espaces de Banach.

On a donc obtenu une interprétation géométrique de ’espace de Banach Be =",

Exemple 4.4.7 — Supposons E = Q, et d =h = 1. Soit la loi de groupe formel 3
sur Z;, de logarithme 3, % et § sa réduction sur F,. Il y a un isomorphisme de
F-espaces de Banach

ﬁ;(mF,Jg) — (BH)""
—

> [2h e

ne”Z

T

Soit .
o
E =exp ( Z %) € Zp[TT]
n>0

I’exponentielle d’Artin-Hasse. Elle induit un isomorphisme de lois de groupe formel
E:§ =5 Gy
On en déduit que 'on a un diagramme commutatif d’isomorphismes d’espaces de

Banach
mpg,

sl (B

~

log([-1])
(1 + mpg, X)
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4.5. Lien avec ’application des périodes d’un groupe p-divisible

4.5.1. Un résultat de relevement. — Soit A une Og-algebre m-adique et G un
O-module formel m-divisible sur A.

Définition 4.5.1. — Si B est une A-algebre adique pour un idéal contenant m,
posant G(B) := Homgys4)(Spf(B),G)), on note

X(G)(B) = {(zn)nez | xn € G(B) et Trni1 = Tn}.

Remarquons que X (G)(B) est un E-espace vectoriel ne dépendant que de la classe
d’isogénie de G.

Proposition 4.5.2. — Soit B une A-algébre J-adique avec (w) C J. Soit I C J un
idéal de B fermé pour la topologie J-adique. Munissons B de la topologie J-adique et
B/I de la topologie J/I-adique. L’application de réduction modulo I induit alors un
isomorphisme de E-espaces vectoriels

~

X(9)(B) — X(G)(B/1).

Démonstration. On a

Ik

G(B) lim G(B/J")
k>1
lim G(B/I + ).

k>1

Ik

g(B/I)

qui induisent donc des bijections
X(@)(B) ~+ lm X(G)(B/IY)
E>1
X(G)(B/I) — lim X(G)(B/I+J").

E>1
Quitte & remplacer B par B/J*, I par I + J*/J* et G par G ® B/J* pour un k > 1
on peut donc supposer qu’il existe un entier k tel J*¥ = 0. On a donc en particulier
I* = 0 et 7B = 0. L’application de réduction

G(B) — G(B/I)
se dévisse en
G(B) = G(B/I*) — G(B/I*') — G(B/I"?) — .- — G(B/I*) — G(B/I).
Pour un indice ! compris entre 1 et k, puisque 7B = 0 et donc 7%LieG = 0,
ker (G(B/I') — G(B/I'™))
est annulé par 7%. On en déduit que
ker (Q(B) — Q(B/I))

A k2
est annulé par 7" .
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Soit maintenant
& = (Zn)nez € ker (X(G)(B) — X(G)(B/1)).

On a donc pour tout n, ﬂkzxn = Zpik2 = 0. Cela étant vrait pour tout n, x = 0.
L’application de réduction

X(9)(B) — X(9)(B/1)

est donc injective.
Soit maintenant (,,)nez € X(G)(B/I) et pour tout n, &, € G(B) un relevement
quelconque de x,. D’apres le résultat précédent, pour tout n la suite
(Wmi'ner)mZO

est constante pour m > 0. On vérifie alors facilement que I’application

x —  lim 7#™Z%
( n)nEZ m——+oo ntm

induit un inverse a ’application de réduction modulo I. O

4.5.2. Interprétation de l’isomorphisme G,,(Or) — B?"=™" en termes
de quasi-logarithmes. — Soit maintenant G un O-module formel 7-divisible sur
Wo,(F,). On note Qﬁq sa réduction sur le corps résiduel. Munissons Weo(OF) de la
topologie faible (cf. sec. . D’apres la proposition I’application de réduction
modulo 7 induit une bijection

X(9)(Wo,(OF)) — X(Gz,)(OF).
De plus,
X(G5)(0F) — G5 (OF)
(Tn)nez +— To-

On dispose donc d’un isomorphisme de F-espaces vectoriels
X(9)(Wo,(OF)) — Gz, (OF).

Soit G = G" la fibre générique de G comme Wo (F,)g-groupe rigide analytique. Soit
I'(G,0g) = Hom(G,G""¥). Muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
domaines affinoides de G c’est un FE-espace de Fréchet. De plus, I’espace vectoriel
F(Q,Og)[%] = Hom(g,@a) [%], les fonctions rigides analytiques bornées, est dense
dans cet espace de Fréchet. Si v € G(Wp(Op)) il y a une application d’évaluation

Hom(g,@a)[%] — BbF
fo— f).
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Lemme 4.5.3. — Pour v € G(Wp(Op)), Uapplication d’évaluation précédente
s’étend en une unique application continue entre espaces de Fréchet

Hom(G,G"9) — BT
fo— f).
Démonstration. — Pour r > 0 notons w, la valuation de Gauss qui est la borne

inférieur de la valuation d’une fonction rigide analytique sur la boule de rayon ¢~" dans
Pespace rigide G. On vérifie par un calcul en coordonnées que pour f € I'(G, O¢)[1],

’Ur(f(.’L')) > wvr(z)(f>
O
On peut donc définir pour f € Quasilog(G) = QuasiHom(G,G"%¥) (cf. section
4.3.3) et * € Wo(Or), f(z) € Bt. Concrétement, si (T1,...,Ty) est un systeme

de coordonnées formelles sur G, f = Y cna oIy ... Ty et @ = (21,...,24) €
G(Wo(Or)) € Wo(Op)4,

flz) = Z aaxit .. xy?

aeN?

dans BT ou
GWo(Op)) = {(x1,...,2q) € Wo(Op)? | Vi, z; mod 7 € mp}
puisque pour la topologie faible
Wo(Op)®° ={z € Wo(Op) | x mod w € mp}.

Lemme 4.5.4. — Soit f: G — G un quasi-morphisme. Il existe alors A € R tel
que pour tout m €N, |7 f — fom™ |0 < A.

Démonstration. 11 suffit d’écrire
|7 f = fon™ oo < sup{[[m(n™f = fom™) oo [|(7f — fom) om™ |}
pour en déduit par récurrence sur m que
7™ f = for™|loe < Imf = fomoo.

O
Lemme 4.5.5. — Soit (xp)nez € X(G)(Wo(Or)) et f € QuasiHom(G,G9). Les

propriétés suivantes sont vérifiées :
1. La suite (7" f(2n))nez est convergente dans BT.
2. Si f est borné, lim w"f(x,) =0.
n—-+oo

3. Siy est un autre élément de X(G)(Wo(OF)) alors

DIpT n o) = R fon) + Lip " ).
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Démonstration. Soit r > 0. On reprend les notations de la démonstration du lemme

53] Pour n,m > 0,

Ur(ﬂ'nerf(In-&-m) - an(xn)) = nr+ vr(ﬂmf(xrﬁm) - an(xn))

> A Wy (o) (T = fom™)
>

nr+ inf w. (7™ f — for™).
>0

Puisque f est un quasi-morphisme, d’apres le lemme il existe une constante A
indépendante de m telle que inf,. <o w, (7™ f — f ox™) > A. On en déduit ausstdt
que la suite (7" f(z,,))n>0 est de Cauchy dans BT, d’ott le point (1). Le point (2) est
immédiat et le point (3) ne pose pas de probléeme. O

Du lemme précédent on déduit que 'on dispose d’un morphisme de FE-espaces

vectoriels
X(G)(Wo(OF)) — Hom(QuasiHom(G7GZig)/ ~,B+)
(@n)nez +— [fr lm 7" f(wn)].
Soit

D= Homo (gﬁq,CWo)

le module de Dieudonné contravariant de G. Rappelons (cf. fin de la section [4.3.3))
qu’il y a un isomorphisme

D[L] = QuasiLog(G)/ ~ .
On a de plus vu qu’on a un isomorphisme canonique
X(G)(Wo(Or)) — Gr(Op).
On obtient donc un morphisme
gﬁq (Op) — HomE(D[%],BJ“).

1
™

Proposition 4.5.6. — Le morphisme gﬁq (Or) — Homg (D[], B%) construit via
les quasi-logarithmes de G coincide avec le morphisme du corollaire|].4.4)
Démonstration. Soit G = Spf(R) et G, = Spf(R/mR). Si
9 = [gnln<o € Homo (G, CWo) C CWo(R/TR),

on note pour tout n, g, € R un relevement quelconque de g, dans 'idéal d’augmen-
tation de R et

S a5l TG 06)

n<0
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le quasi-logarithme associé. Remarquons que la série précédente est convergente pour
la topologie de Fréchet de T'(G,Og). Pour tout € G(Wp(OF)), 'évaluation du
quasi-logarithme précédent sur = vaut donc dans BT

PREAACIER
n<0

Si 2 = (Tn)nez € X(G)(Wo(Op)) il lui correspond lapplication qui au quasi-
logarithme précédent associe
lim ZW""'m G (z)? "

m——+00
n<0

Commengons par vérifier que cette application D E] — Bt commute au Frobenius.
Du point de vue des classes d’équivalence de quasi-logarithmes, ’action du Frobenius
sur le module de Dieudonné est donnée par

n,\q—n nAq—n,+1
E ™ 9n ? § ™ Gn .
n<0 n<0

Il s’agit donc de montrer que

ml_lg_loo Z 7Tn+m (P(/g\n(!Em))qﬂL _ ml_lg_loo Z 7Tn+m (/g\n(xm)q)q
n<0 n<0

Or on a dans W (OF)

—-n

@@n(xm)) = gn(zm)? mod 7

= @(gn(l'm))q = (§7L($m)q)q7n mod 7T7n+1

et donc

Z ontm (p@\n(xm))qf" _ Z antm (’g\n(;cm)q)q% € m"Wo(OF)

n<0 n<0

qui tend vers 0 lorsque m tend vers l'infini. On a donc montré que notre morphisme
commute au Frobenius.

Puisque le morphisme de Frobenius du module de Dieudonné D est m-adiquement
topologiquement nilpotent, deux morphismes de D & valeurs dans BT compatibles aux
Frobenius coincident si et seulement si leur différence est & valeurs dans Wo (Op). A
(n)nez € X(G)(Wo(Or)) est associé Ty := zp mod m dans G5, (Op). Pour montrer
le théoreme il suffit donc de montrer que

Z VI gn(To)] — lim ZW”J”” Gn ()T " € Wo(Op).

m——+00
n<0 n<0

Z 724 [gn(fO)] = Z " [gn (EO)qin] .

n<0 n<0



176 CHAPITRE 4. Q,-ESPACES VECTORIELS FORMELS

Puisque [gn]n<o est un morphisme de G, & valeurs dans CWp il commute & 'action
de 7. Ecrivant 7" = V" F* comme endomorphisme de CWp et utilisant le fait que
., = xo on obtient que lorsque n <0, m>0etn+m < 0on a

m

gn(xm)q = §n+m($0) mod

[9n+m(To)] mod .

On a donc sous les conditions précédentes

—n

—~ o —(ntm)
Gn(Tm)? = [9n+m (To)? ]

mod 7~ (tm)+L

Ecrivons pour m >0

- n+m -~ - n+m/\ -n
§ " xm q = § ™ gn -rm q + E gn xm)q .

n<0 m+n<0 —m<n<0

Le second termes est dans Wo(Op). De plus, d’apres la congruence établie
précédemment

Z G ()T — Z V' [gn(T0)] € Wo(OF).

m+n<0 n<0

Puisque Wo(Op) est fermé dans BT on en déduit le résultat en passant a la limite
sur m. O

Exemple 4.5.7. — Soit (Tp,...,Ty—1) un systéme de coordonnées formelles sur G
et § la loi de groupe formel associée. Soit f € E[Tp,...,T4—1] un logarithme. Si
(Yn)nez € X(G)(Wo(Or)), 7" f(yn) = f(yo). Le morphisme défini par f,

(m$,+) — BT
K3
est donc donné par

(o, .., T4—1) +— f( lim [ﬂ'"]g([zgn)],...,[:r((in)l]))

n—-+4oo
- ngr—ir-looﬂ- f([ )]’ ['rgln)l])
ou [x™ ]g(x(()n), ... ,a:((jnjl) = (z0,...,74-1) € m&.

Exemple 4.5.8. — Soit %1, n la loi de groupe formel de I’exemple de réduction
k
$1,, modulo 7. Soit f(T) =3 4 % son logarithme. On a [r]z, , = T9. L’isomor-

phisme associé

(mp, +) — (B*)"”h:”
S1,n
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est donc donné par

z— lim f([a:qin]) = lim ZW

n—-+oo n—-+oo

kEZ

On retrouve donc bien la formule donnée par la proposition lorsque d = 1. On
peut vérifier plus généralement en utilisant les formules données par la proposition
3.1 que l'on retrouve bien la formule de la proposition [£.4.5]lorsque d est quelconque.

4.5.3. Application des périodes. — On suppose F' algébriquement clos. Soit C|E
un corps valué complet algébriquement clos muni d’une identification C* = F (cela
ne signifie rien de plus que C' = C, pour un y € |Yz|, cf. . Soit G un O-module
formel m-divisible sur O¢. Notons Gy sa réduction sur le corps résiduel k de O¢. On
suppose fixée une section de la projection O¢/pOc — k et on voit donc k comme
plongé dans O¢ /pO¢. Remarquons que cela induit également un plongement k& C Op.
Nous ferons I’hypothese suivante : il existe une quasi-isogénie

p: G @ Oc/pOc — G ®o, Oc/pOc

relevant I'identité de Gy, apres réduction via O¢/pOc — k. Une telle quasi-isogénie
est alors unique. Cette hypothese est équivalente a demander l'existence un idéal a
dans m¢o contenant pO¢ et un isomorphisme

pa: Gr @k Oc/a — G ®o. Oc/a

déformant l'identité de Gi. En effet, étant donnée une quasi-isogénie p comme
précédemment, pour un idéal a suffisemment grand dans mg contenant pOg, la
réduction modulo a de p est un isomorphisme. Réciproquement, utilisant la rigidité
des quasi-isogénies, un isomorphisme p, induit une quasi-isogénie p. Cette hypothese
est par exemple vérifiée ’il existe un sous-corps valué complet de valuation discrete
K de C, tel que G provienne par extension des scalaires d’un groupe p-divisible sur
Ok a Oc¢.

Considérons maintenant
X(g)(OC)a
un F-espace vectoriel. Si G = g™ ~ B? est la fibre générique de G comme espace

analytique rigide en groupes, il s’agit de la limite projective des C-points du systeme
projectif de boule ouvertes
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L’espace vectoriel X (G)(O¢) ne dépend ainsi que du groupe rigide analytique G. On
a donc X(G)(O¢) = X(G)(C) ou

X(G)<C) = {<xn)n€Z | Ty € G(C)7 TTp4+1 = wn}
Proposition 4.5.9. — Posons pour r €]0, +o0],
X(G)r(Oc) = {(#n)nez € X(G)(Oc) | zo € ker (G(Oc) = G(Oc/a,))}.

ot a, ={y € O¢c | v(z) > r}. Cest un sous-Og-module w-adiquement complet du E-
espace vectoriel X(G)(C) définissant une structure d’espace de Banach sur X (G)(C).
La topologie de Banach ainsi définie ne dépend pas du choiz d’un tel r.

Si G, C G désigne le sous-groupe analytique rigide affinoide tel que G,(O¢) =
ker (G(O¢) = G(Oc¢/ar)), apres choix d'un systéme de coordonnées formelles sur G,
G, s’'identifie & la boule fermée de rayon ¢~ " dans G ~ B<. Le morphisme d’espaces
rigides G =% G est étale fini, c’est un revétement galoisien de groupe G[r](O¢).
Notons pour tout n € Z, #"G, C G I'image réciproque de G, par le morphisme
G X Gsin < 0 et l'image par le morphisme G X G ode G, sin > 0.
C’est un sous-groupe affinoide de G. Alors, le réseau X (G),.(O¢) de X(G)(O¢) =
X (G)(C) s’identifie a la limite projective des C-points du systéme projectif de groupes
analytiques rigides affinoides

X X X — X
L gmtG. & 1t G  aE

ou les morphismes de transition sont des revétements galoisiens de groupe G[r](O¢).

Soit
log : G — LieG ® G"Y
le logarithme de G. C’est un revétement étale au sens de de Jong ([39]) < galoisien
de groupe le groupe discret G[7*°](O¢) ». En restriction au sous-groupe affinoide G,
log|i, : G — log(G) est un revétement étale galoisien fini de groupe G, NG[r*](C).
En particulier, si rg = inf{r | G,NG[r] = 0}, en restriction & la boule ouverte U, G,
log est un isomorphisme sur son image, d’inverse donné par I’exponentielle du groupe
formel (dont le plus grand domaine de convergence est justement U, log(G,)). Le
logarithme définit un morphisme de E-espaces vectoriels

log: X(G)(C) — LieG= Lieg[%]
(Tn)nez +— log(wo)
de noyau le module de Tate rationnel de G,
Va(G) = {(xn)nez | Tn € G(O¢), TTpi1 = T, T, =0 pour n K 0}.
On a donc une suite exacte d’espaces de Banach

0 — Vi(G) — X(G)(C) 225 LieG — 0
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ou V(G) est un E-espace vectoriel de dimension finie et Lie G un C-espace vectoriel
de dimension finie. Une fois de plus, cette suite exacte ne dépend que du groupe
rigide analytique G.

De la proposition on déduit que pour tout idéal non nul a C m¢, application
de réduction modulo a

X(9)(Oc) — X(9)(Oc/a)

est un isomorphisme de F-espaces vectoriels d’inverse donné par

— ( 1l kg )
(yn)nEZ (k—irfooﬂ- Yn+k ez

ol Jn € G(O¢) est un relevement quelconque de y,,.
Choisissons a tel que 7O¢ C a et la réduction modulo a de p,

pa:Gr®0c/a — GROc/a

soit un isomorphisme. Composant I'isomorphisme précédent avec p; ! on obtient un
isomorphisme canonique de E-espaces vectoriels

X(6)(0c) — X(Gr)(Oc/a).

Considérons maintenant le systeme projectif des (Q,(Cq_n))nzo avec comme morphismes
de transition le morphisme de Frobenius :

G gl L g

La limite projective des O¢ /a-points du systéme projectif précédent est canonique-
ment
Gu((Oc/a)) = lim G " (Oc/a).
N
Remarquons maintenant qu’il y a un morphisme de systémes projectif

gk X gk X o X gk X
- v
gk F g](cqil) F o F glgq7") <L
Lemme 4.5.10. — Le morphisme de systémes projectifs précédents induit un iso-

morphisme de F-espaces vectoriels
: ~ : (™) _ b
lim Gr(Oc/a) — lim G* *(Oc/a) = Gr((Oc/a)’).
N, X7 N,F

Démonstration. Cela résulte de ce que G étant formel, pour n grand on peut écrire
F™ = 7u ou u est une isogénie. O
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Puisqu’on a des identifications canoniques O = 02, = (O¢/a)” on a donc défini
un isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(G)(C) = X(9)(Oc) — Gi(OF).
Rappelons (section que l'on a défini une structure d’espace de Banach sur le

E-espace vectoriel G (Op). On vérifie alors aisément la proposition qui suit.

Proposition 4.5.11. — L’isomorphisme de E-espaces vectoriels
X(9)(Oc) — Gr(OF)

est un homéomorphisme d’espaces de Banach.

Soit D[%] le module de Dieudonné contravariant rationnel de Gi. Des résultats
précédents on déduit donc que I'on a des isomorphismes d’espaces de Banach

X(g)(oc) i gk(OF) AN HomWO(k)Q[F,V,r](D [%])B"‘) ~ @ (Bgoh:ﬂ—d)@mx
N

ou my est la multiplicité de la pente A dans la décomposition de Dieudonné-Manin
de (D[L], F). A Tidentification 02, = Op est associée un morphisme
0 : W@(OF) — OC
qui s’étend en
6:B" — C.

On peut alors interpréter géométriquement le morphisme composé

~ ~ 0.

X(g)(OC) — gk(OF) — Homwo(k)Q[Fyﬂ](D [%] s B+) — HomW@(k)Q (D[%] y C)
Plus précisément, on dispose du lemme suivant analogue du lemme |4.5.5

Lemme 4.5.12. — Si f € QuasiHom(G,G"9) et (xn)nez € X(G)(O), la suite

(7™ f(zn))n>0 est convergente dans C. Cela définit un morphisme de E-espaces vec-
toriels

X(G)(C) — Homc(QuasiHom(G,G}9)/ ~,C)

(xn)nEZ — ngr_{_looﬂnf(mn)'

La proposition qui suit donne linterprétation géométrique annoncée dont la
démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 4.5.13. — Via Uidentification D[] ® C = QuasiHom(G, Gy, le

morphisme composé

X(G)(C) = Gu(Op) = Homomygpva (D[L], BY) 5 Homyg,(D[2].0)

= Homc(D[%] ®C,C)

coincide avec le morphisme (xy,)n lirf 7" f(x,) du lemme précédent.
n—-+4oo
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Des résultats précédents on déduit la proposition suivante.

Proposition 4.5.14. — Soit Do = D ®Qw, ) C. Si l'on note Fil D¢, la filtration de
Hodge du dual de D¢ et

Fil Homy,, (k)7 (D[ 2], BT) = 6, '(Fil D¢),

1
™
il y a un isomorphisme de suites exactes d’espaces de Banach

0o V(G X(G)(C) — 5 LieG——>0

- - ~

00— FllHomWO(k)[F] (D [%] 5 B+) — Homwo(k)g[p](D[l],B"') — DC/FII DC —0.

T

Exemple 4.5.15. — Soit 517;1 le O-module 7-divisible sur Of de ’exemple Si
C =E, F =", la suite exacte
0 — Ve(Gin) — X(Gip) — LieGip[L] @ C — 0

s’'identifie a la suite exacte

hiﬂ,

0 — ker(0 gon—r) — (B)" ~ L0 —o.
h*7r

Les morphismes 6,60 0 ¢,...,0 0 "1 : (B*)W "~ — C sont donnés par les quasi-
logarithmes de @,h, 0 correspondant au logarithme.

4.6. Espaces vectoriels formels et spectraux

Dans cette section on va encore plus loin dans l'interprétation géométrique des
espaces de Banach des sections précédentes.
4.6.1. FE-espaces vectoriels formels. —

4.6.1.1. Définition. — Soit R une Opg-algebre anneau I-adique pour un idéal I conte-
nant 7. Considérons le Spf(R)-schéma formel

I&d = Spf(R[[ﬂfl, e ,Idﬂ)

ot R[z1,...,x4] est muni de la topologie I + (z1,...,24)-adique. Comme faisceau
fppf sur Spf(R), pour un Spf(R)-schéma U,

AYU) = {(x1,...,2q) € (U, Op)? | Vi, x; est nilpotent}.
Soit
a: A — A
défini par a*z; = . Considérons le systéme projectif

Ad & A LE 2 A
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Sa limite projective ;@z comme faisceau fppf sur Spf(R) est représentée par le schéma
formel qui est le spectre formel de I’anneau

—~

( U R[[x}lfn, e ,xginﬂ)

n>0
ol la complétion est pour la topologie I 4 (x1, ..., z4)-adique. Concrétement,
(U R[«} ..., ]])
n>0
= { Z aox? . .25t [VA> 0, VEEN, {a||a] < A, ay ¢ I*} est fini }
aeN[%]d

En particulier, si la topologie de R est la topologie discréte il s’agit des séries for-
melles & exposants fractionnaires dans N [%] a support localement fini dans Rff_. Nous
adopterons la notation suivante.

Définition 4.6.1. — Si R est un anneau adique nous noterons

—~

R{{zV ", 2l T} = ( U RIY ... ety 1])
n>0
Définition 4.6.2. — Un E-espace vectoriel formel de dimension d sur Spf(R) est
un Spf(R)-schéma formel en E-espaces vectoriels isomorphe & A‘}% en tant que Spf(R)-
schéma formel pointé.

4.6.2. FE-espace vectoriel formel associé 4 O-module formel w-divisible en
caractéristique positive. — Soit R une Opg-algebre adique.

Définition 4.6.3. — Soit G un O-module formel w-divisible sur R. On note X (G)
le faisceau fppf
X(G)= lim G
—
N

ou les applications de transition sont G X7, g.

Supposons maintenant R annulé par 7. Alors, .;l\‘é = lim A? ou les applications
—
N
de transition sont données par le Frobenius relatif de A?/Spf(R). Si de plus R est
parfait alors

—~

R{{x1,...,xq}} = (R[[xl, . ,xdﬂperf)

Proposition 4.6.4. — Supposons R parfait. Soit G un O-module formel m-divisible.

1. X(G) est un E-espace vectoriel formel
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2. Comme foncteurs
R-algébres adiques — E-espaces vectoriels
il y a un isomorphisme canonique
X(G) =+ Go(-)

o

(=)" : R-algébres adiques — R-algébre topologiques

A — Iim A
i
N, Frob,

muni de la topologie limite projective.

183

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme [£.5.10] il y a un morphisme de

systemes projectifs

g X g X7 o X7 gk X
T
Gt guHh E  F g E

qui induit un isomorphisme

lim ¢ =5 lim Q(qfn).
— —

neN, xmT neN,F
O
Bien str, si A est une R-algebre adique parfaite
X(G)(A) = G(A) =G(A).
4.6.3. Relevement canonique en caractéristique 0. — Toute F-algébre par-

faite A possede un unique relevement en une Opg-algebre m-adique sans m-torsion,
Wo(A). Si de plus A est [-adique alors Wp(A) est adique relativement & idéal

(m) + ([a])aer- Cela définit un plongement de catégories

Wo : Fg-algebres adiques parfaites < Og-algebres adiques sans m-torsion.

Lemme 4.6.5. — Soit R une Fy-algébre adique parfaite et Wo(R) la Og-algébre

adique associée. Le morphisme de Wo(R)-algébres

UWo®[ah ",....25 T — Wo(R{{a} ... af

n>0
" —n

Ty — (2] ]

s’étend en un isomorphisme de Wo(R)-algébres adiques

Wo(R){{z} —,....a }} =5 Wo(R{{z} ,....20

)

1.
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Démonstration. Le morphisme est continu et s’étend donc aux complétés. Les deux
algebres sont m-adiques sans w-torsion de réduction modulo 7 des algebres parfaites.
Il suffit donc de vérifier que le morphisme annoncé induit un isomorphisme modulo
. [

De ce lemme on déduit que si R est une Fg-algebre adique parfaite et € = Spf(A) est
un FE-espace vectoriel formel sur Spf(R) alors Spf(Wen(A)) est un E-espace vectoriel
formel sur Spf(Wo(R)).

Définition 4.6.6. — Soit R une F,-algebre adique parfaite et € un E-espace vec-
toriel formel sur Spf(R). On note & le E-espace vectoriel formel sur Spf(Wo(R)) égal
a Spf(Wen(A)) que 'on appelle le relévement canonique de €.

Proposition 4.6.7. — Soit R une Fy-algebre adique parfaite et € un E-espace vec-
toriel formel sur R.

1. Comme foncteurs
Wo(R)-algébres adiques — E-espaces vectoriels,
il y a un isomorphisme
€~ €o(— By (r) R)-
2. Comme foncteurs

R-algébres adiques —> E-espaces vectoriels

il y a un isomorphisme
¢~ é o W(g.
ot
Wo : R-algébres adiques — Weo(R)-algébres adiques.
Démonstration. Cela résulte de la propriété d’adjonction de la proposition [2.1.7]

(tout du moins une version améliorée de cette proposition pour des anneaux topolo-
giques). O

Par exemple, si G est un O-module formel 7-divisible sur R et X (G) désigne le
relevement canonique de X(G),

X(G) ~ X(G) o (- ®wor) B) 2 Go (=) o (— Owor R) = Go (),

Visomorphisme (—)” o (— @, (r) R) = (—)° résultant de la proposition m
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4.6.4. Espace vectoriel formel associé a un O-module formel 7-divisible en
inégales caractéristiques. —

Proposition 4.6.8. — Soit R une Og-algébre adique et G un O-module formel -
divisible sur R. Supposons qu’il existe une F;-algébre adique parfaite A munie d’un
morphisme A — R/mR ainsi qu'un O-module formel w-divisible H sur A et une
quasi-isogénie

p:HR®4sR/TR— GQr R/TR.
Alors :

1. X(G) est un E-espace vectoriel formel.

2. Soit Wo(A) — R le relévement canonique du morphisme A — R/mR. La quasi-
1sogénie p induit un isomorphisme
X(H)ewo R X(9)
ol X(H) désigne le relevement canonique de X (H).

Démonstration. Il suffit de montrer le point (2). La proposition se traduit en
disant qu’il y a un isomorphisme de foncteurs sur les R-algebres adiques

X(G) = X(G) o (— ®r R/TR).

Maintenant, si B est une R-algebre adique, il y a une suite d’isomorphismes fonctoriels
en B

X@)(B) —  X(G)(B/mDB)
=¥, X(H)(B/xB)
~ X(H)(B).

On en déduit facilement la proposition. O

Corollaire 4.6.9. — Soit K|E un corps valué complet de corps résiduel ki parfait.
Soit G un O-module formel m-divisible sur O de fibre spéciale Gy, sur le corps
résiduel. Fizons une section de la projection Ok /1O — ki . Supposons que l'identité
de G, se reléve en une quasi-isogénie (nécessairement unique)

0 G Qkp Ok /70 — G Qo Ok /70K.
1l y a alors un isomorphisme
X(g) = j\(/(gkk)(§§‘/‘/(9(l€1r<)(/)K'

En particulier, 1’espace vectoriel formel X(G) ne dépend que de la fibre
spéciale de G.
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Exemple 4.6.10. — Considérons le cas de @m sur Z,. Soit le systéme inductif
(Zp[Ui])ien o U; = (1 4+ U;41)P? — 1. Il y a alors un isomorphisme

—~

U™y — (Uzul)

i>0

—n . k
TP — lim U},
k—+oco TV

ou la complétion est pour la topologie (p,Up)-adique. La loi de Qp-espace vectoriel
formel associée au systeme de coordonnées précédent sur X(G,,),

A Zy{{T7 T} = Z{{X? T YT T},
est alors donnée par

A(Tpfn) _ Z aa)ﬁXapfnyﬁpfn

o, BEN[F]N[0,1]
a+pB>1

n

. p
a3 = lim )
B n~>+oo(p”(1—0{),p"(1 - 8),p(a+ B — 1))
un entier p-adique qui lorsque p # 2 et @ # 1 ou bien 5 # 1 est de valuation
1 — inf{uy(a), vy (8), vp(a + B)}.

4.6.5. Espaces spectraux. — Etant donné un systeme projectif d’espaces rigides

analytiques (X, )n>0 dont les morphismes de transition sont finis et surjectifs, en

général l'espace lim X, n’a pas de sens dans le contexte de la géométrie analytique
—

neN
rigide de Tate. Dans cette section on donne un sens a ces objets lorsque chacun des

X, est un espace rigide réduit quasi-Stein, le point étant qu'un espace rigide réduit
quasi-Stein X est complétement déterminé par 1'algebre de Fréchet I'(X, Ox) munie
de la topologie de la convergence uniforme sur les ouverts admissibles quasicompacts.
On adopte pour cela le point de vue de Berkovich concernant la géométrie analytique
p-adique ([6]).

4.6.5.1. Généralités. — On fixe K|Q, un corps valué complet pour une valuation &
valeurs dans R étendant la valuation p-adique.

Définition 4.6.11. — Soit A une K-algebre topologique.

1. On note
M(A)
I'ensemble des valuations v : A — RU {400} continues étendant la valuation de
K.

2. Sixz e M(A) et f € Aon notera v(f(x)) :=x(f) et |f(z)] := p @),
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3. SiQC M(A) et f €A on note
[ flle = sup{|f(2)| | = € Q}.

4. Un sous-ensemble Q@ C M(A) est dit borné s’il existe un voisinage U de 0 dans
A tel que sup{|f(z)|| f €U, 2 €U} < +o0.

Dire que les valuations que ’on considere sont continues est équivalent a dire que
pour tout € M(A), 'ensemble {z} est borné. Bien stir, si & C M(A) est borné la
quantité || f||q est finie. Cela définit alors une semi-norme sous-multiplicative

o s A — Ry

vérifiant de plus pour tout entier positif n, || f™|lq = || f||q. Remarquons qu’une union
finie d’ensembles bornés et bornée et que bien sur, 2 C Q5 avec 25 borné implique
que 27 l'est également.

Définition 4.6.12. — Une K-algebre spectrale est une K-algebre topologique A
telle que M(.A) soit union dénombrable d’ensembles bornés, la topologie de A soit la
topologie définie par la famille de semi-normes (||.||q)aBorné €t A soit séparée compléte.

Nous adopterons la définition suivante concernant la topologie de M(.A).

Définition 4.6.13. — Soit A une K-algebre topologique. Munissons tout sous-
ensemble borné de M(A) de la topologie faible des applications de A & valeurs dans
R U {+o0}. La topologie de M(.A) est alors la topologie limite inductive obtenue en
écrivant M(A) = U Q.
Q) borné

Les algebres spectrales A telles que M(A) soit borné sont les algebres de Banach
spectrales. Dans ce cas 1a, M(A) est compact non vide ([6] 1.2.1). On notera alors
[-llo == Il pca)-

Il résulte de la définition des algebres spectrales que ce sont des espaces de Fréchet.
On vérifie facilement la proposition suivante.

Proposition 4.6.14. — Soit A une K-algébre topologique.
1. Tout sous-ensemble borné de M(A) est compact.

2. 851 Q C M(A) est borné alors le complété (A, ||HQ)A est une algébre de Banach
spectrale de spectre un sous-ensemble borné Q¢ C M(A) contenant Q@ (< l’en-
veloppe convexe holomorphe > de ). De plus, comme normes sur (A, ||.||Q)A,
e = |l -lloo et comme normes sur A, ||.|la = ||-|la--

3. Supposons que M(A) s’écrive comme une union dénombrable d’ensembles
bornés. L’algebre

A= lim (A, a)

Q borné
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est une algébre spectrale munie d’un morphisme continu A — A®P qui induit un
homéomorphisme M(AP) — M(A). De plus, A est spectrale si et seulement
si A — AP est un isomorphisme. Le foncteur A — AP est un adjoint a droite
a Uinclusion de la catégorie des algébres spectrales dans celle des K-algébres
topologiques dont le spectre est union dénombrable d’ensembles bornés.

4. 81 (Ap)nen est un systéme projectif d’algébres de Banach spectrales alors A =
lim A, est spectrale. Si de plus les morphismes de transition A,y1 — A,
Pl
neN

sont d’image dense alors M(A,,) C M(A) est borné, M(A) = U,>oM(A,) et
(A lmeany)  — An.

Rappelons que si (V,,)nen est un systéme projectif d’espaces de Banach & applica-

tions de transition d’image dense et V = lim V), est 'espace de Fréchet associé alors
nen

les projections {in V,, 2 V; sont d’image dense et pour tout espace de Banach

n

W,
lim Hom(V,,, W) — Hom(V, W).
—
neN

De cela on déduit la proposition suivante.

Proposition 4.6.15. — La catégorie des K-algebres spectrales est équivalente a la
pro-catégorie des systémes projectifs de K -algébres de Banach spectrales (A, )nen dont
les morphismes de transition sont d’image dense ou par pro-catégorie on entend la
relation
Hom( lim A,, lim By)= lim lim Hom(A,,Bp)

— — —

neN meN neN meN
pour (Ay)n et (Bun)m deux systémes projectifs du type précédent.

Nous adopterons la définition suivante.

Définition 4.6.16. — La catégorie des K-espaces spectraux est la catégorie opposée
a celle des K-algebres spectrales. On note M(A) lespace spectral associé & A. Si X
est un K-espace spectral on note |X| espace topologique associé

Tout systeme inductif (X,,)n>0 = M(A,,) d’espaces spectraux bornés possede une
limite inductive M( lim .A,) dans la catégorie des espaces spectraux. De plus, si 'on
—

se restreint aux Systégles inductifs du type précédent en supposant de plus que les
images des morphismes A,,+1 — A, sont denses, cela définit une équivalence entre la
ind-catégorie de tels systemes inductifs et la catégorie des espaces spectraux.

Tout espace spectral X définit un foncteur

K-algebres de Banach spectrales —— Ensembles
A — X(A).
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qui caractérise completement ’espace spectral X. Si X = lim X,, avec X, =
—

n
sp(An) = sp(Ant1) = Xpp1 et A1 — A, d’image dense alors le foncteur précédent
est une limite inductive

X(-) = lm X,(-).

Soit X un espace spectral. Tout x € X définit un corps valué complet K(z). Si
X = M(A) et z correspond a la valuation v : A — RU{+00} soit p, = v~ ({+oc}) €
Spec(A) son support. Alors, K(x) est le complété du corps des fractions de A/p,
relativement & v. Si L|K est une extension valuée complete, M(L) est réduit a un
seul point et il y a une application

Hom(M(L), X) = X(L) — |X]|.

Chaque z € | X/, est 'image d’un élément canonique dans X (C(z)) qui s’envoie sur z
via 'application précédente. En particulier,

X(K) C[X]
qui est un sous-espace topologique totalement discontinu égal &
{z € |X]| | K(z) = K}.
Enfin, d’apres ([6] 1.3.4) |X| est réduit & un seul point si et seulement si il est de la

forme M(L) avec L|K valuée complete.

La catégorie des espaces spectraux possede des produits fibrés. Plus précisément,
si X = M(A) et Y = B) sont des espaces spectraux bornés alors

X XY = M((AGxB)™),

ott (A& B)*? est le complété spectral de AR g B qui est également le complété spectral
de la K-algebre normée A®x B. Si X = lim X,,, Y = lim Y,, avec pour tout n X,
— —

n n
et Y,, borné alors

X xY = lim X, xY,.
—

n

Remarquons enfin que si L|K est une extension valuée compléte on dispose d’un
foncteur extension des scalaires des K-espaces spectraux vers les L-espaces spectraux

X }—>X®KL

défini par M(A)@xL = M((A®xk L)*).



190 CHAPITRE 4. Q,-ESPACES VECTORIELS FORMELS

4.6.5.2. Espaces spectrauxr associés aux espaces rigides quasi-Stein. — Soit X =
sp(A) un K-espace rigide affinoide réduit. Alors, A est une K-algebre de Banach
spectrale ([8] 6.2.4) et définit donc un espace spectral que nous noterons X". Cela
définit un foncteur pleinement fidele

K-espaces rigides affinoides réduits — K-espaces spectraux bornés.

L’espace topologique associé a ’espace spectral est 1’espace sous-jacent de l’espace
analytique de Berkovich.

Soit plus généralement X un K-espace rigide quasi-Stein réduit. Rappelons que cela
signifie que X possede un recouvrement affinoide admissible X = U,,>oU,, avec U,, C
U,+1 un domaine de Weierstrass (c’est & dire I'(Up,41,0x) — T'(U,, Ox) d’image
dense). Munissons I'( X, Ox) de la topologie de la convergence uniforme sur les ouverts
admissibles quasicompacts de X. Alors, I'(X, Ox) est une K-algebre spectrale. Nous
noterons X" = M(I'(X, Ox)) l'espace spectral associé. L’espace topologique | X"
est celui de l'espace analytique de Berkovich associé a X. Cela définit un foncteur
pleinement fidele

K-espaces rigides de Stein réduits <— K-espaces spectraux.

Les sous-ensembles bornés de | X %"| sont ceux contenus dans un domaine affinoide. De
plus, si X = Up,>oU, est un recouvrement affinoide admissible de X avec U,, C Up4+1
un domaine de Weierstrass,
X" = lim U™
—
n
dans la catégorie des espaces spectraux.

Exemple 4.6.17 — L’espace spectral associé a la boule ouverte de dimension d, B¢
est le spectre de ’algebre de Fréchet
{ Z Aot .z [ Yp <1, lim |aa|pl® =0}
|ae] =+o00
a€ND

munie de la famille de normes de Gauss (||.||,),<1 associée aux limites précédentes.
4.6.5.3. Espaces spectrauz étales. — Soit X un espace topologique compact tota-
lement discontinu. Considérons ’algebre de Banach des fonctions continues sur X a

valeurs dans K, C°(X, K) munie de la norme sup. Il s’agit d’'une K-algébre de Banach
spectrale. De plus I'application naturelle

X — M(C°(X,K))

est un homéomorphisme. De tout cela on déduit que I'on a un foncteur pleinement
fidele

Espaces topologiques compacts tot. discontinus < Espaces spectraux bornés

On notera
X = X% = sp(C°(X, K))



4.6. ESPACES VECTORIELS FORMELS ET SPECTRAUX 191

ce foncteur.

Plus généralement, soit K une cloture algébrique de K et C = K. Notons Gx =
Gal(K|K). Soit X un espace topologique compact totalement discontinu muni d’une
action continue de Gi. Dans la suite le symbole C*> désigne les fonctions localement
constantes. Faisons agir G sur les fonctions de X & valeurs dans K via la formule
(0.f) (@) = o(f(c~1(x))). Considérons la K-algebre

A=C®(X,K)%
munie de la norme de la convergence uniforme. Il y a un homéomorphisme
X/Gr — M(A) = M(A*P).

On note alors
X .= M(A%P).

Comme précédemment, la correspondance X +— X est fonctorielle. Remarquons de
plus que 'on a X**&@rC = X o dans le membre de droite on a oublié I’action de
Gk . Néanmoins on prendra garde qu’a priori en général AxxC # CY(X,C).

Plus généralement, soit X un espace topologique localement compact totalement
discontinu union dénombrable de compacts et C°(X, K) la K-algebre des fonctions
continues sur X a valeurs dans K. Munie de la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts de X c’est une algebre spectrale. De plus

X = sp(C*(X, K)),

les sous-ensembles bornés étant les sous-ensembles relativement compacts de X. No-
tons

X =sp(C°(X, K))
comme espace spectral. Alors,

X¢ = lim Q¢
—
Q

ou {2 parcourt les sous-ensembles compacts de X. Comme précédemment, ce foncteur
s’étend en un foncteur X — X ¢ de la catégorie des espaces topologiques localement
compacts totalement discontinus union dénombrables de compacts munis d’une action
continue de G vers les K-espaces spectraux.

4.6.5.4. Limite projective de tours d’espaces rigides quasi-Stein. — Afin de construire
de nouveaux espaces spectraux a partir des espaces rigides nous avons besoin de la
construction suivante. Supposons donné un systéme projectif (X,),>0 de K-espaces
rigides réduits affinoides dont les morphismes de transition X, 41 — X, sont finis
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et surjectifs. Notons X,, = sp(A,). L’hypotheése sur les morphismes de transition
implique que les morphismes induits d’algebres de Banach

(A, [[lloo) — (Antr, [l-llo0)

sont des isométries. Munissons 1’algebre limite inductive
A = lim A,
—
n

de la norme associée ||.||» telle que pour tout n le plongement
An = Ax

soit une isométrie. Notons

—

Aoo
le complété de A, relativement & cette norme. On vérifie alors aisément que :
— (Z;, |-[loc) est une K-algebre de Banach spectrale.
— L’application naturelle d’espaces topologiques M(A,) — {El M(A,) est un

n
homéomorphisme

— Si X = M(.A/\oo) comme espace spectral borné alors les morphismes naturels
X — X2 n e N, identifient X a une limite projective du systeme (X%"),>0
dans la catégorie des espaces spectraux.

Plagons nous maintenant dans un cadre plus général. Faisons les mémes hypotheses
que précédemment concernant le systéme projectif (X, ), >0 mis & part le fait que 'on
suppose seulement que les (X,,), sont des K-espaces rigides réduits quasi-Stein qui
ne sont pas nécessairement affinoides. Ecrivons Xy sous la forme

Xo = U Ui,
i>0
un recouvrement affinoide admissible avec U; C U;41 un domaine de Weierstrass. Si
Pn : X — Xo, notons
Uin =9, (U)).
Pour tout i, le systeme projectif (U; »)n>0 satisfait les hypotheses précédentes et on
peut donc considérer I'espace spectral borné
lim Ui,n-
—
n>0
Lorsque ¢ varie ces espaces spectraux forment un systeme inductifs. De plus si on
note sp(B;) cet espace spectral alors les morphisme B;; — B; sont d’image dense.
On vérifie alors que
lim lim U;, = sp( lim Bi)
— —
i>0 n>0 i>0
est une limite inductive du systeme projectif (X, ),>0 dans la catégorie des espaces
spectraux. Cette limite projective s’écrit également de la facon suivante. Soit pour
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tout n, X, = sp(Ay). La norme sup sur ensemble U, ,, définit une semi-norme ||.||; »
sur A,,. Les inclusions (A, ||.|lin) < (An, ||-||lint1) étant des isométries cela définit
une semi-norme ||.||; sur

Ase = JAn.
n
Alors, lim X, est le spectre de I'algebre spectrale complétée de Ao, relativement a
—
n
la famille de semi-normes (||.||;)i>o0-

Ezemple 4.6.18. — Soit K une cloture algébrique de K. Supposons donné un
systéme projectif (X,,)n>0 de K-espaces rigides étales ayant un nombre dénombrable
de composantes connexes & morphismes de transition finis surjectifs. Chaque X,, étant
un espace rigide de Stein cela définit un systeéme projectif d’espaces spectraux (Xt),,.
Soit X = lim X, (K) muni de son action continue de Gx. Alors,
—
n
lim X3 = (lim Xa(K))™.
n
Exzemple 4.6.19. — Soit G un groupe p-divisible sur Spec(Ok) de fibre générique
Gy = (G[p"] ® K)p>1 sur Spec(K). Pour tout n, G,[p"] est un K-schéma étale fini et
I = lim G,[p"]"" définit donc un K-espace rigide étale en groupes. Alors,
—
n
lim T ~ V,(G)%

«
N

ol les morphismes de transition dans la limite projective sont I'*" ZP, pan,

4.6.5.5. Fibre générique de certains schémas formels. — 1l y a un foncteur fibre
générique

Xr— X9
de la catégorie des Spf(Ok )-schémas formels affines formellement de type fini, c’est a
dire dont l'algebre est de la forme

Oklz1,-- s zn]{y1, - . - Ym)/Idéal

avec pour idéal de définition (p,z1,...,z,), vers les K-espaces rigides quasi-Stein. Si
X = Spf(A), I est un idéal de définition de A alors I’algeébre de Fréchet I'(X™%9, Oxrig)
admet la description suivante :
T4, : ol
P, 0x) = lm ((4[2],e0) [])
E>0

comme limite projective d’algebres de Banach ou la complétion dans la formule
précédente est la complétion m-adique.
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Définition 4.6.20. — Soit X un Spf(O¢)-schéma formel affine, X = Spf(A) avec A
adique et I un idéal de définition de A. Pour tout k£ > 0 considérons la Og-algebre

A= 4[2)

zelk

et Ek son complété m-adique. Soit Z;[ 1] I’algebre de Banach associée et

™

lim A (7],
>

B =

—

ko
(=}

une K-algebre de Fréchet. Soit B*P son complété spectral. On note alors
X" .= sp(BP)

comme K-espace spectral.

Ainsi si X est un Spf(Ok )-schéma formel affine formellement de type fini réduit, via
le plongement X — X" des K-espace rigides réduits quasi-Stein dans les C-espaces
spectraux on retrouve la définition classique de X", c’est a dire avec les notations
précédentes (XT9)n = xan,

Comme foncteur

X% . K-Algebres de Banach spectrales — Ensembles
A — X(AY

ot A° = {a € A | ||al|oc < 1}. Cela caractérise completement 1'espace spectral X,

Proposition 4.6.21. — Soit (X,,)n>0 un systéme projectif de Spf(Ox )-schémas for-
mels affines formellement de type fini dont les morphismes de transition sont adiques
finis libres et surjectifs. Il y a alors un isomorphisme canonique
(lim xn)“” = lim X"

— —

n>0 n>0
ot st X, = Spf(Ay,), I est un idéal de définition de Ag, lim X, est le spectre formel

—

n>0
du complété I-adique de | J,,>o An-
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Démonstration. Les projections lim X, — Xj lorsque k varie induisent des mor-
—
n>0

)*" — X¢" lorsque k varie et donc un morphisme na-

phismes compatibles ( lim X,
—

n>0
turel comme dans I’énoncé. Si A est une K-algebre de Banach spectrale on a

. an o . 0
(lm %,)"(4) = (lim %,)(4°)
n>0 n>0
= lim X,(A%
—
n>0
= lim X% (A).
—
n>0
Le morphisme précédent est donc un isomorphisme. O]

oo

Définition 4.6.22. — Onnote K((«? ..., 2% ) la K-algtbre

Z aqxit ...yt ag € K, Vp <1

lim  |aq|pl®l = O}.
aGN[%]d a|—+oo

Pour une série f =", aqx{' ... 25" dans cette algebre et p < 1 on pose
_ lal 14
| fll, = sup {|aa|p°‘ | a € N[p} }
On vérifie alors aisément la proposition qui suit.

Proposition 4.6.23. —

1. La K-algebre K{(z¥ ... ,mz_m» munie de la famille de normes (||.||,)o<p<1
est spectrale.
2. On a
Spf(Or{{ay . aly TN = M(K (Tl ).
3. Ona _ _
ML ™) = tm B

ot BY est la boule ouverte de dimension d spectrale et les morphismes de
transition sont donnés sur les coordonnées de cette boule par (xi1,...,xq) —
(«F,...,2h). Via cette identification, pour 0 < p <1 la norme ||.||, est la norme
sup sur le compact

lim |B(0,p?" )| C | lim BY|

— —

n>0 n>0

ot ]B%d(O,ppfn) désigne la boule spectrale fermée de dimension d et de rayon

—n

PP
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4.6.5.6. Lien avec les algébres de Fréchet BY. — L’anneau B défini précédemment
(1.10) admet la généralisation suivante.

Définition 4.6.24. — Soit R une F;-algebre adique parfaite. Si J est un idéal ouvert
de R notons

—~

B = (WooB[%],c,) [3,
une F-algebre de Banach ou la complétion est pour la topologique m-adique. Si I est
un idéal de définition de R on pose alors

Bt = lim B},
R m Bk
k>1

comme FE-algebre de Fréchet.

Bien siir la définition de BT précédente ne dépend pas du choix de l'idéal de
définition I choisit. On vérifie que le Frobenius des vecteurs de Witt s’étend en un
Frobenius bijectif ¢ sur B¥. L’anneau noté B' précédemment n’est rien d’autre que

+
B

On vérifie aussitot la proposition suivante en utilisant le lemme [4.6.5

Proposition 4.6.25. — Il y a un isomorphisme canonique d’algébres de Fréchet

—oo —oo

BT e 2 Wo, (Bl ..., 20 .
ey, = Wou Bl )

4.6.6. Espaces de Banach spectraux associés aux espaces vectoriels for-
mels. — Soit K|E une extension valuée complete et G un O-module formel m-
divisible sur Og. Notons kg le corps résiduel de Ok et G, la réduction de G sur ce
corps résiduel. On suppose que kx est parfait et on fixe une section kx — Ok /7Ok
de la projection Ok /mOkg — kg. Comme précédemment on fait ’hypothese que
I'identité de G, se relevre en une quasi-isogénie

p: ng & OK/WOK —G® OK/’JTOK.
Notons
G = (grig)an — gan
le groupe spectral associé & la fibre générique G™9 de G.
Définition 4.6.26. — On note

X(G) = lim G
m
N

dans la catégorie des K-espaces spectraux ou les applications de transition dans la
limite projective sont G —— G.
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Bien stir X (G) est un groupe dans la catégorie des espaces spectraux et méme un
E-espace vectoriel dans cette méme catégorie. Le plongement X (G)(K) C |X(G)|
et la topologie de | X (G)| munissent X (G)(K) d’une structure d’espace topologique
dont on vérifie qu’il s’agit d’une structure de E-espace de Banach. Plus précisément,
si U C G est un sous-groupe affinoide du groupe rigide G™9 alors

lm (p~"0)"" C X(C)

neN
est un sous-Opg-module spectral borné compact du E-espace vectoriel spectral X (G)
dont les K-points forment un réseaux définissant la topologie de Banach de X (G)(K).

Proposition 4.6.27. — Soit )?(ng) le relévement canonique sur Weo(kg) de les-
pace vectoriel formel X(Gy,.). Il y a un isomorphisme canonique d’espaces vectoriels
spectrauzx

X (G, )"&K ~ X(G).
En particulier, X (G) ne dépend que de la fibre spéciale G, de G.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition et du corollaire
4.6.9 O

On vérifie également que cet isomorphisme induit un homéomorphisme d’espaces
de Banach

X(Gr)(R(Ok)) =~ X(G)(K).

4.6.7. Interprétation géométrique de 'application des périodes. —

4.6.7.1. Morphismes de Banach spectrauz associés aux quasi-logarithmes. — Soit
K| E une extension valuée complete et G un O-module formel m-divisible sur O . No-
tons G = G comme O-module spectral. Soit f : G™9 — Gj;”g un quasi-morphisme
(def. . Soit U C G"% un sous-Og-module affinoide et U%" le groupe spectral
compact associé. Notons

X(U) = tim (57"U)" = M(Av).
N
Pour tout enier n la fonction rigide

_ fo—nu ;
p nrr P ngg

définit par composition avec la projection
X(U) — (o)™
une fonction fy, € Ay.

Lemme 4.6.28. — La suite (p" fun)nen est convergente dans l'algébre de Banach
spectrale Ay . Si f est un quasi-morphisme borné cette suite tend vers 0.
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Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme |4.5.5 O

Notons
gu = lim fy, € Apy.
n—4o0o

Faisant varier U on obtient un élément

g€ lim Ay.
—
U
Cependant,
X(6) = lm X(U) = M(lm Ay)
U U
et donc g définit un morphisme
X(G) — GI"

dont on vérifie aisément qu’il s’agit d’'un morphisme de E-espace vectoriels spectraux.

On a donc défini un morphisme de K-espaces vectoriels

QuaSiHom(gMg, Gglg)/ ~— Hompg_e.y. spectraux(X(G)7 ng)'

Ezemple 4.6.29. — Reprenons 'exemple [1.6.10] c’est & dire le cas du groupe mul-
tipicatif formel. L’isomorphisme Spf(Z,{{T? ~}}) — X(@m), c’est & dire la loi
de Qp-espace vectoriel formel de I'exemple induit un isomorphisme d’espaces
spectraux sp(Q, (TP 7)) — X(@;ﬁg), ou encore une loi de groupe spectral en une
variable. Dans ces coordonnées, le logarithme

log : X(G%") — G
est donné par la série

> o) e QT ))

1
aeN[p]
a>0

ot e(a) € {£1} est égal & 1si p=2et (—1)* ™42 sinon.

4.6.7.2. Interprétation géométrique de l'application des périodes et géométrisation des
espaces de Banach-Colmez. — Soit G un O-module formel 7-divisible sur O comme
précédemment. Il y a une suite exacte pour la topologie étale de O-modules rigides
analytiques

0 — GTi9[r™] — "9 22, Lie G @ GII9 — 0,

Elle induit une suite de O-modules spectraux

. lo
0 — G"9[x™]"" — GO 2 LieG ® G" — 0.
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Appliquant le foncteur lim (—) a cette suite, ol les morphismes de transition sont
-
N
donnés par (—) =% (=), on obtient une suite de E-espaces vectoriels spectraux

0 — Va(G)* — X(Gr, )" @K — LieG ® G2 —s 0.

Cette suite est exacte au sens suivant. Dans la catégorie des groupes spectraux, V; (G)¢*
est le noyau du morphisme de droite. De plus, si C| K est une extension valuée complete
algébriquement close alors le morphisme induit

X(Gr, )™ (C) — LieG ® C

est surjectif. On vérifie en fait que si K = C est algébriquement clos et A une C-
algeébre de Banach sympathique au sens de [12] alors la suite associée d’espaces de
Banach
0 — Vi(G) — (X(Gr)™&C)(A) — LieG © A — 0

est excate. La suite précédente est donc une suite exacte d’espaces de Banach de
dimension finie au sens de Colmez ([12]). Le point supplémentaire que 'on a gagné
par rapport & [12] est que les espaces de Banach-Colmez précédents ne sont pas
seulement définis comme foncteurs abstraits sur des C-algebres sympathiques mais
possedent un faisceau structural. Ainsi, si X (Gy) = Spf(R) alors

X(Gr)*"&C = M(Bf&C).






CHAPITRE 5

COURBES

Introduction

Dans ce chapitre on développe la notion de courbe en un sens généralisé dont nous
aurons besoin dans la suite. On y explique également dans ce cadre la le formalisme
des filtrations de Harder-Narasimhan que nous utiliserons dans le théoreme de classifi-
cation des fibrés. On a essayé de mettre systématiquement en avant la différence entre
la courbe que 'on va étudier dans la suite et la droite projective. Donnons quelques
exemples si X est la courbe que nous définirons et étudierons dans les chapitres qui
suivent :
— Sioo € |X]| est un point fermé alors 'anneau I'( X\ {co}, Ox ) muni de la fonction
degré —ord., est principal < presque-eulcidien > non-euclidien contrairement au
cas de Al = P!\ {oo}.

— Tly aun fibré en droite tautologique Ox (1) sur X. Il est tel que H' (X, Ox(d)) =
0 lorsque d > 0 comme P! tandis que H*(X,Ox(—1)) # 0 contrairement & P!.

— Il y a des fibrés semi-stables de pente non-entiere sur X contrairement & P!.

De nombreux rappels faits sur les filtrations de Harder-Narasimhan et les courbes
dans divers contextes sembleront évident aux spécialistes de géométrie algébrique,
nous les avons inclus pour les arithméticiens (et réciproquement de nombreux rappels
des chapitres précédents concernant les divers anneaux en théorie de Hodge p-adique
ont dii sembler évidents aux arithméticiens). Le résultat original principal du chapitre
est le théoreme qui va nous permettre dans la suite de ramener le théoreme de
classification des fibrés a des résultats connus concernant les périodes de groupes p-
divisibles. Ce dévissage du théoreme de classification repose lui-méme sur le dévissage
intermédiaire qui est le théoréme|5.6.26] fortement inspiré des travaux de Kedlaya ([43]
par exemple) et Hartl-Pink ([34]).
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5.1. Généralités
Nous adopterons la définition suivante dans ce texte.

Définition 5.1.1. — Une courbe est un couple formé de la donnée d’un schéma
noethérien régulier X connexe de dimension 1 séparé sur Spec(Z) et pour tout point
fermé x € X d’un entier deg(z) > 1.

Les courbes sont donc les schémas connexes séparés sur Spec(Z) obtenus par re-
collement d’un nombre fini de spectres d’anneaux de Dedekind munis d’une fonction
degré sur leurs idéaux maximaux. Si X est une courbe nous noterons |X| I’ensemble
de ses points fermés, 1 son point générique et E(X) = Ox , son < corps des fonctions
rationnelles ». On vérifie que si X est une courbe alors les ouverts non-vides de X
sont exactement les complémentaires des ensembles finis de points fermés de X . Tout
x € | X| définit une valuation

ord, : B(X) — Z U {+o0}

normalisée de telle maniere a ce que la fonction ord, soit surjective. Si U est un ouvert
non vide de X,

I'(U,0x) = {f € E(X) [ Ve € [U], vz(f) = 0}.

Définition 5.1.2. — Si X est une courbe on note Div(X) le groupe abélien libre
sur |X|. Pour D = Z my[z] € Div(X) on note
z€|X]|
deg(D) = Z m, deg(z).
z€|X]|

Comme d’habitude, Div(X), le groupe des diviseurs de Weil, s’identifie aux classes
d’isomorphismes de couples (.2, s) ot .Z est un fibré en droites sur X et s € £, \ {0}
une section rationnelle de . génériquement non nulle, le groupe des diviseurs de
Cartier. La loi de groupe sur les diviseurs de Cartier est donnée par (£, s).(Z’,s') =
(Z®L", s®s"). Le diviseur de Weil associé au couple (£, s) est div(.Z, s) = >, mga[z]
ol m, est I'ordre d’annulation ou l'opposé de 'ordre du pole de la section s en x. Si
D € Div(X) on note Ox (D) le fibré en droite tel que pour tout ouvert U,

[(U,0x (D)) = {f € E(X)* | div(fjy) + Du = 0} U{0}

ou si D = Y mylz], Dy = > cpymglz] € Div(U). Il est muni de la section
rationnelle donnée par 1 € F(X) et définit donc un diviseur de Cartier. L’application
D +— (Ox(D),1) définit un inverse a application (&, s) — div(.Z, s).

Si f € F(X)* on pose
div(f) = div(Ox.f,1) = > ords(f) € Div(X).

z€|X]|
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Cela définit un morphisme de groupes
div: E(X)* — Div(X).
On dispose alors de la suite exacte usuelle
0 — T(X,0x)" — B(X)* “2% Div(X) — Pic(X)—0

D — [Ox(D))

Définition 5.1.3. — Une courbe complete est une courbe X telle que
Vf e E(X)*, deg(div(f)) =0.

Exemple 5.1.4. — Si k est un corps et X est une courbe projective lisse connexe

sur k au sens usuel, posant Vo € |X|, deg(x) = [k(z) : k], cela définit une courbe
complete au sens précédent.

Si X est une courbe complete la fonction degré d’'un diviseur définit une fonction
degré, deg : Pic(X) — Z.
Lemme 5.1.5. — Si X est une courbe compléte, T'(X,Ox) est un sous-corps de
E(X) algébriquement fermé dans E(X).
Démonstration. — Pour f € E(X)*, puisque deg(div(f)) =0
feT(X,0x) < div(f) > 0 < div(f) =0.
On en déduit que T'(X,Ox) est un corps E. Pour tout = € | X|, puisque la valuation

E( w=E(X) O

.. .. —E(X ,
ord, est triviale sur F elle est triviale sur £ ). Il en résulte que £ = F

Définition 5.1.6. — Si X est une courbe complete on appelle corps de définition
de X le corps I'(X, Ox).

Exzemple 5.1.7. — Reprenons 'exemple [5.1.4] Le corps de définition de X au sens
précédent est la cloture algébrique de k dans k(X).

5.2. Construction de courbes

5.2.1. Anneaux presque euclidiens. — Rappelons qu'un stathme euclidien sur
un anneau B est une fonction deg : B — N U {—oo} vérifiant :

1. deg(a) = —oo si et seulement si a = 0,
2. sia € B\{0},b € B\ {0} alors deg(a) < deg(abd).

Rappelons également qu’'un anneau euclidien est un anneau integre B muni d’un
stathme euclidien vérifiant : Va,y € B avec y # 0, il existe a,b € B tels que

x=ay+b et deg(bh) < deg(y).

Remarquons que dans un anneau euclidien les éléments de degré 0 sont inversibles.
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Définition 5.2.1. — Un anneau presque euclidien est un anneau integre B muni
d’un stathme euclidien deg vérifiant :

1. tout élément de degré 0 dans B est inversible,

2. Vx,y € B avec deg(y) > 1, il existe a,b € B tels que x = ay + b et deg(b) <
deg(y).

Bien stir, tout anneau euclidien est presque euclidien. Notons la proposition sui-
vante que nous n’utiliserons pas dans la suite.

Proposition 5.2.2. — Soit (B,deg) un anneau presque euclidien dont le stathme
est multiplicatif, deg(ab) = deg(a) + deg(b). L’anneau B est principal si et seulement
si pour tout x,y € B\ {0} de méme degré, il existe a,b € B vérifiant

o soit —oo # deg(az + by) < deg(z),

e ou bienar+by =0 etbe B*.

Démonstration. Supposons B principal. Soient x,y € B non nuls de méme degré.
Si (z) = (y) il existe b € B* tel que x = by est le résultat est clair. Sinon, écrivons
x = 0z’ et y = dy’ avec 2’ et y' premiers entre eux. Si l'on avait deg(d) = deg(x),
cela impliquerait que deg(z’') = deg(y’) = 0 et donc z’,y’ € B*. Cela est impossible
puisque 'on suppose (z) # (y). On a donc deg(d) < deg(z). Si a,b € B sont tels que
ax’ 4+ by’ = 1 on obtient alors ax + by = 0.

Montrons la réciproque. Soit I un idéal non nul de B. Soit « € I de degré minimal
parmi les éléments de I\ {0}. Montrons que I = (x). Siy € I'\{0}, écrivant y = ax+b
avec deg(b) < deg(z), quitte & remplacer y par b si b est non nul on est ramené au
cas ol deg(y) = deg(x). Par minimalité de deg(z), il n’existe pas a,b € B tels que
ax + by # 0 et deg(ax + by) < deg(zx). Il existe donc a € B et b € B* tels que
ar +by =0 et donc y € (). O

Exemple 5.2.3. — Avec les notations des chapitres précédents, supposons F

algébriquement clos. Soit t € BE " et y € [Yp| tel que t(y) = 0. Nous montrerons

. =Id .
dans le chapitre |§| que 'anneau (BRE[%])w C Bgygr,y muni du stathme —ord, est
presque euclidien principal.

5.2.2. Construction de courbes affines. — Soit B un anneau integre de corps
des fractions K.

Lemme 5.2.4. — Les données suivantes sont équivalentes :
— Un sous-anneau de valuation discrete A C K tel que AN B soit un corps.
— Une valuation ordss : K — Z U {400} vérifiant orde(K*) = Z, Yb € B\
{0}, ords(b) <0 et ordoo (b) = 0 implique b € B*.

Démonstration. — Si O
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Soit donc une donnée telle que dans le lemme précédent. Notons F' le corps BN A.
Remarquons que B* = F*. Posons

deg = —ordy|p : B — N U {—o0}
qui est un stathme euclidien. Notons (Fil; B);cz la filtration croissante
Fil,B={b € B | deg(b) <i}.

Ainsi, FilgB = F et Fi;B = 0 lorsque ¢ < 0. Faisons ’hypothese suivante : pour
1 > 1, application
Fil; B/Fil;_1B — m}"/m "'

est surjective ou my désigne I'idéal maximal de A.
Proposition 5.2.5. — Sous Uhypothéses précédente (B, deg) est presque euclidien.

Démonstration. 1l suffit de montrer qu’étant donnés z,y € B avec deg(z) >
deg(y) > 1, il existe a,b € B tels que © = ay + b et deg(b) < deg(y). On procede pour
cela par récurrence sur deg(x) — deg(y), le cas ou deg(x) = deg(y) étant évident.
Soient i = deg(z) et j = deg(y). Notons Z € m;"/m;"*! et j € m 7 /m;7*". Puisque
(A,my4) est un anneau de valuation discrete, il existe ¢ € mz(i_j)/m;(i_ﬁl) tel
que T = cy. D’apres I'hypothese faite, il existe a € Fil;_;B tel que @ = c. Posons
B =2x — ay. On a donc deg(B) < deg(z). Si deg(3) < deg(y) on a terminé. Sinon, il
suffit d’appliquer I’hypotheése de récurrence au couple (8, y) pour conclure. O

Supposons maintenant B principal et notons X = Spec(B). Posons pour z € X
un point fermé, deg(x) = deg(f) si f € B est un élément irréductible associé & z. On
a donc défini une courbe que 'on aimerait compactifier en une courbe compléte en
ajoutant la valuation v et en posant deg(oco) = 1. Dans la section qui suit on va voir
un procédé permettant de construire naturellement une telle compactification.

Exemple 5.2.6. — Soit K un corps valué complet, de valuation discrete a corps
résiduel parfait, extension de Q. Soit K une cloture algébrique de K. Notons C' =

K. Soit B, Vanneau des périodes cristallines associé et Beris = B, [1] ([25]).

Notons B, = Bf;; 4 Considérons I’anneau de valuation discréte Bgr d’uniformisante
t. Le plongement B, C B..;s C Bgr composé avec la valuation de Bygr définit une
valuation v, sur B.. La filtration par le degré sur B, induite par v, est alors Fil; B, =
B. N Fil_chm-S. Il résulte alors de la suite exacte fondamentale ([25], th. 5.3.7) que

Filp B, = Q, pour tout 7 > 1,
Fil; B, /Fil;_1B. — t "Bl /t "Bl = O(—i).

Le couple (B.,deg) est donc presque euclidien. On verra plus tard qu'en fait B, est
principal et que de plus ses éléments irréductibles sont les éléments de degré 1.
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5.2.3. Construction de courbes complétes. — Supposons nous donné un an-
neau gradué integre
P= EB P,
i>0
tel que Py soit un corps que nous noterons également F. On suppose que dimp P; > 2.

Posons maintenant
X = Proj(P),

un F-schéma.
Théoréme 5.2.7. — Faisons les hypotheses suivantes :

1. Le monoide multiplicatif

(U Pa\{0})/F*

d>1
est libre sur les éléments de Py /F*.
2. Pour tout t € Py \ {0}, il existe un corps C extension de F tel que
P/Pt={f ¢ C[T] | f(0) € F}
comme F-algébres graduées.
On a alors les propriétés suivantes :

a) Pour tout t € Py \ {0}, le lieu d’annulation de la < section hyperplane t >, V1 (t),
est constitué d’un seul point {oo;}.

b) Si |X| désigne les points fermés de X, Uapplication t — ooy induit une bijection
(P \{0})/F* — |X]|

¢) Posons pour tout point fermé x de X, deg(x) = 1. Alors, munie de cette fonction
degré, X est une courbe compléte.

d) Pour tout point fermé co € X, X \ {oo} est un ouvert affine Spec(B) avec B
principal, i.e. Pic(X \ {o0}) =0, et anneau (B, —vs) est presque euclidien.
Démonstration. Soit t € Py \ {0} et C|F tel que

P/Pt~{feC[T]| f(0) e F}.
Notons D l’algebre de droite dans I'isomorphisme précédent. On a alors
V*(t) = Proj(P/Pt) ~ Proj(D)

qui d’apres le lemme qui suit est réduit a un seul point, ’idéal premier homogene

nul de D. Notons V*(t) = {oo}. Soit maintenant B = P[+]o, X \ {00} = Spec(B).

On vérifie immédiatement que B est un anneau factoriel d’éléments irréductibles les

% lorsque x parcourt P; \ F.t. Pour un tel z il y a une identification

B/B.S = (P/Px)[H
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olt t € P/ Pz désigne la réduction de ¢. Mais si
P/Px~{f € C'[T] | f(0) € F}

ot C’ est un corps extension de F, on vérifie que pour tout élément homogene de
degré 1 non nul y dans 'algebre graduée D' = {f € C’'[T] | f(0) € F},

D/[%}O =~ CI.

L’idéal engendré par z dans B est donc maximal. L’anneau B est factoriel, les idéaux
engendrés par les éléments irréductibles sont maximaux ; il est donc principal.

Montrons maintenant que 'anneau B satisfait aux hypotheses de la section [5.2.2
et que donc, d’apres la proposition il est presque euclidien. Il est muni de la
filtration (Fil; B);>o ou

Fil, B = {tf |z e Pi}.
En particulier, FilgB = F. Soit

deg: B — NU {—oc0}
la fonction degré associée a cette filtration. On vérifie que v, = — deg est une valua-
tion.

Notons K le corps des fractions de B. Soit S la partie multiplicative de P/t P formée
des éléments homogenes non-nuls. Pour tout entier ¢ € Z graduons le P/tP-module
t'P/t 1P en posant que t'P;/t"T1P;_; est de degré i + j. Cela munit t'P/t'F1P
d’une structure de P/tP-module gradué sur 'anneau gradué P/tP. Il y a alors un
isomorphisme naturel d’anneaux gradués

P i, /mifs = PSP/ P,

iz =
Celui-ci se décrit de la fagon suivante. Un élément de mf ., s’écrit sous la forme

=
Y
avec z,y € P homogenes, x € P, et y € P,4; \ tP,1;_1 pour un entier a. On associe
alors & un tel élément
y Ltz € STHHP/HTIP).
De plus, via cet isomorphisme 'application naturelle
Fil,B — my, /mH

est donnée par, si x € P;,

% s t~ix € [t7" P/t P], placé en degré — i.

Pour vérifier que la condition de la section est vérifiée il suffit donc de vérifier
que pour ¢ > 0, 'application naturelle

Pi/tPi,1 — [S_I(Pi/tpifl)]()
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est surjective. Par un calcul explicite on vérifie que c’est le cas pour 'algebre graduée

{feClT] | £(0) € F}. O

Lemme 5.2.8. — Soit C|F une extension de corps et D = {f € C[T] | f(0) €
F}, une F-algébe graduée. Alors, Proj(D) est réduit a un seul point, I’idéal premier
homogeéne nul.

Démonstration. Soit DT = T'C[T] I'idéal d’augmentation de D et p un idéal premier
homogene non nul de D. Soit aT* € p \ {0}. Sii =0, a € F* et donc p = D. Sinon,
la relation a.T® € p couplée & la primalité de p implique que soit a € p auquel cas
a € F* et donc p = D, soit a ¢ p auquel cas a € C'\ F. Supposons donc a € C'\ F.
La relation aT.T"~! € p implique alors que soit aT € p, soit T € p. Dans les deux
cas, on a immédiatement que T?C[T] C p. On a donc que VA € C, (A\T)? € p duquel
on déduit que AT € p. On obtient donc au final que DT C p. O

Ezxemple 5.2.9. — Reprenons les notations de 'exemple Soit h > 1 un en-
tier. Nous montrerons plus loin que l'algebre graduée @dzO(B;is)“"h:pd satisfait aux
hypotheses du théoreme précédent.

5.3. Fibrés vectoriels sur les courbes

Soit X une courbe de corps de définition F' et de corps de fonctions rationnelles
K. On note F'ibx la catégorie des faisceaux de Ox-modules localement libres de rang
fini sur X que l'on appelle encore fibrés vectoriels.

5.3.1. Classification par recollement. — Soit U C X un ouvert non vide et
X\U ={z1,...,2.}. Considérons les catégories suivantes. Tout d’abord,

C={(&, (Mi)i<i<r, (ui)r<i<r) }
ou & € Fiby, pour 1 <i <r, M; est un Ox ;,-module libre de rang fini et
u; » M; R0Ox,q, K = &y
Puis,
C={(&,(Mi)1<i<r, (ui)1<i<r) }
ou & € Fiby, pour 1 <i <7, M; est un (/Q\X,mi-module libre de rang fini et
i Mi®g K., = & 0k K,

La catégorie C consiste en la donnée dun fibré sur U , de fibrés sur les < disques
formels > (Spec(Ox z,))1<i<r €t de données de recollement sur les < disques formels

—~

épointés > (Spec(Ky,))1<i<r. La proposition qui suit ne pose pas de probleme (on
renvoie & [3] pour un énoncé beaucoup plus général).
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Proposition 5.3.1. — Les foncteurs
Fiby — C
& — (Gu, (En)i<i<r (cani)i<i<y)
et
Fiby — C
& (8, (Eu)r<izr, (cani)i<i<y)
sont des équivalences de catégories.

Corollaire 5.3.2. — Supposons U affine et Pic(U) trivial. Soit B = T'(U,Ox). La
catégorie des fibrés vectoriels sur X est équivalente a celle des triplets

(M, N, (ui)i1<i<r)
ou :
— M est un B-module libre de rang fini,

— N est un (/Q\Xx -module libre de rang fini,

1l en est de méme en remplacant k\z par K et 5)(@ par Ox g, .
En particulier, les classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels de rang n sur X
s’identifient a l’ensemble

GLu(B)\(T] 6L (Ke)/GLu(Ox.) )

5.3.2. Opérations sur les fibrés en termes de données de recollement. —
Supposons maintenant que U soit affine, Pic(U) = 0 et X \ U = {oo}. Soit & un fibré
vectoriel sur X et (M, N,u), resp. (M, N ,u), la donnée correspondante comme dans
le corollaire c’est a dire

M =T(U,&), N = & et N = &y
On vérifie aisément la proposition suivante.
Proposition 5.3.3. — Il y a des identifications canoniques
HY(X,&) =uM)NN=a(M)NN,
HY(X,6) =N@K/u(M)+ N =N ® Ku/i(M)+N.
Plus généralement, RT'(X, &) est isomorphe au compleze
MeN — NoK
(z,y) — u(@) -y
ou encore au méme complexe obtenu en remplacant N par ]/\7, K par f(\oo et u par u.

On a également :
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Proposition 5.3.4. — Pourk € Z, sity, désigne une uniformisante de Ox o, si le
fibré & correspond aux données (M, N,u), resp. (M, N, ), alors le fibré tordu & (koo)
correspond auxr données

(M, t-FN,u), resp. (M, t;okl/\]\, u).

5.4. Sur quelques courbes particuliéres

Bien que facile & démontrer la proposition qui va suivre est importante pour com-
prendre la différence entre la courbe que nous allons étudier en théorie de Hodge
p-adique et la droite projective usuelle sur un corps. Plagons nous dans la situation
suivante. Soit X une courbe compléte possédant un point co € X tel que

e deg(o0) =1
e X \ {oo} est affine.
On vérifie aussitot le lemme qui suit.

Lemme 5.4.1. — Sont équivalents :

— Pic(X \ {o0}) =0

— la fonction degré induit un isomorphisme deg : Pic(X) — Z.

Nous supposerons dans la suite que X vérifie les hypothéses équivalentes du lemme
précédent. Pour £ € N on note Ox (k) = Ox(k.c0). Soit X \ {c0} = Spec(B) ou
I’anneau B est donc principal. On note

deg = —ords : B — NU {—o0}.
Puisque associé au diviseur de Weil [00], le fibré en droites Ox (1) est canoniquement
muni d’une section génériquement non nulle. Le produit avec cette section fournit des
injections
F=H0Ox)c H(Ox(1)) C---Cc H(Ox(k)) c H(Ox(k+1)) C---
qui correspondent a la filtration par le degré sur B,
F = Bdees0 ¢ pdeesl - ... c psdegk - psdeghtl -

On a de plus bien siir que H%(Ox(k)) =0 si k < 0.
Pour k € Z le cup-produit avec cette section de Ox (1) induit une surjection

HY(X,0x(k)) - HY(X,0x(k+1)).

Si A = Ox o d’'uniformisante t, K = F(X), cette surjection s’identifie & la surjection
canonique

K/(B+t*A) — K/(B+tF1A).
Ainsi, si H'(X,Ox(d)) = 0, alors pour tout k& > d, H*(X,Ox(k)) = 0. Notons
i:{oo} — X. Pour tout k € Z il y a une suite exacte

karl)

0 — Ox(k—1) — Ox (k) — i, (m"/m*1) — 0.
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De celle-ci on déduit que si H'(X,Ox) = 0 alors pour tout k > 1, I'application
Bdchk/Bdchk—l N m—k/m—k+1
A [Ty
est surjective i.e. la condition (1) de la section est vérifiée.

Lorsque X = Proj(P) comme dans le théoreme t € Py est distingué et
V*F(t) = {oco} il y a des identifications pour k € N,

P = BEsk— gO(X, Oy (k)
b
b — tfk

On a donc

X = Proj ( Prx, Ox(d)))

deN
et la suite d’inclusions précédentes est donnée par le produit par t € H°(Ox (1)),

Xt Xt Xt Xt

Py Py

t
P Pk+1><—>....

On remarquera de plus que pour tout d € Z, Ox (d) ~ P[d].

Revenons aux hypotheses précédentes, avant les digressions sur le cas X = Proj(P).

Proposition 5.4.2. —

1. Sont équivalents :
— (B, deg) est euclidien
— HY(X,0x(-1))=0.
Si c’est le cas alors, Vk > —1, HY(X,Ox(k)) = 0.

2. Sont équivalents :
— (B, deg) est presque euclidien
— HYX,0x)=0
Si c’est le cas alors, Yk >0, HY(X,Ox(k)) = 0.

Démonstration. Notons A = Ox « d’uniformisante t et K = F(X). On a
HY(X,0x(-1)) = K/(B+tA), H (X,0x)=K/(B+ A),
égalités desquelles on déduit facilement la proposition. O

Exemple 5.4.3. — Avec les notations de 'exemple on montrera plus tard que

X = Proj( (B, )

d>0

satisfait aux hypotheses du point (2) de la proposition précédente mais pas du point

(1).
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5.5. Filtrations de Harder-Narasimhan

5.5.1. Formalisme général. — Rappelons le formalisme suivant des filtrations
de Harder-Narasimhan utilisé dans [19], formalisme qui se déduit lui-méme du
formalisme plus général de [2].

Supposons que l'on dispose d’une catégorie exacte C munie de deux < fonc-
tions > degré et rang sur les classes d’isomorphisme d’objets de C

deg : ObC — R,
rg : ObC — N,

additives sur les suites exactes de C. On fait ’hypothese qu’il existe une catégorie
abélienne A ainsi qu'un foncteur < fibre générique >

F:C— A

vérifiant :
e F est exact et fidele,
e il induit une bijection

F : {sous-objets stricts de X} — {sous-objets de F(X)}.

ol par sous-objet strict on entend ceux pouvant s’insérer dans une suite exacte.
On aime a penser a l'inverse de la bijection précédente comme une opération
< d’adhérence schématique ». Ce sera le cas dans les exemples que nous avons
en vue.
On suppose également que la fonction rang sur C provient par composition avec F
d’une fonction additive rg : A — N vérifiant

rg(X) =0 X =0.

Enfin, on fait I’hypotheése cruciale suivante : si u : X — X' est un morphisme dans
C tel que F(u) soit un isomorphisme alors deg(X) < deg(X') avec égalité si et
seulement si u est un isomorphisme.

Une telle catégorie est quasi-abélienne au sens de André ([2]); tout morphisme
possede un noyau et un conoyau. Plus précisément, si v : X — Y, keru est 'unique
sous-objet strict X’ de X tel que F(X') = ker(F(u)), Imu est 'unique sous-objet
strict X” de X tel que F(X") = Im(F(u)) et coker u = X /Im(u). Néanmoins elle n’est
pas abélienne en général, il peut exister des morphismes dans C de noyaux et conoyaux
triviaux qui ne sont pas des isomorphismes. On remarquera que le morphisme

X/ keru — Imu,

bien que n’étant pas en général un isomorphisme, en est un < en fibre générique > i.e.
apres application du foncteur F. Ainsi, c’est un isomorphisme si et seulement si
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deg(X/keru) = deg(Imu).

Pour X € C, X # 0, on pose

deg(X)
wX) = eR.
(%) rg(X)
Définition 5.5.1. — Un objet non nul X de C est semi-stable si pour tout sous-

objet strict non nul X’ de X
p(X') < p(X).

On a alors le théoreme suivant dont la preuve consiste a suivre celle de Harder-
Narasimhan pour les fibrés vectoriels ([33]). On renvoie & [2] pour plus de détails.

Théoréme 5.5.2. — Sous les hypotheses précédentes tout objet X de C possede une
unique filtration dans la catégorie exacte C
0=X0CX1C--CX, =X

telle que :

o pour 1 <i<r, X;/X, 1 est semi-stable,

e la suite des pentes (,u(XZ-/XZ-,l))ISZ,ST est strictement décroissante.

Pour X comme dans 1’énoncé précédent on note HN(X) 'unique polygone concave

d’origine (0,0) et ayant pour pentes (1(X;/Xi—1))
(rg(Xi/Xi*l))lgigr'

Théoréme 5.5.3. — Si X' C X est un sous-objet strict, le point (deg(X'),rg(X’))
est situé en dessous du polygone HN(X).

1<i<y AVeC multiplicités respectives

On obtient donc que HN(X) est 'enveloppe concave des points (deg(X'), rg(X"))
lorsque X’ parcourt les sous-objets de X.

Soit A € R. Considérons les catégories suivantes.

e Soit C=* la sous-catégorie pleine de C formée des objets dont la plus grande
pente de leur polygone de Harder-Narasimhan est inférieure ou égale a A. On
a donc pour X € C, X € C=* si et seulement si pour tout sous-objet strict non
nul Y de X, p(Y) <A

e Soit C> la sous-catégorie pleine de C formée des objets de C dont la plus petite
pente de leur polygone de Harder-Narasimhan est supérieure ou égale a A\. Un
objet X de C appartient & C> si et seulement si pour tout épimorphisme strict
X Y telque Y #0,0onapuY)> A\

e Soit C3° =C SANCs la sous-catégorie pleine de C formée des objets semi-stables
de pente \ a laquelle on ajoute ’objet nul.

Théoréme 5.5.4. — Les assertions suivantes sont vérifiées.
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1. Pour tout A € R, les catégories C=* et C>x sont des sous-catégories exactes
stables par extensions dans C.

2. Lorsque A > pu, Hom(CZA,CSN) = 0. En particulier, si X est semi-stable de
pente A et Y semi-stable de pente p avec A > p, Hom(X,Y) = 0.

3. Pour tout A € R, C3° = =4 C> est une catégorie abélienne stable par exten-
sions dans C.

Les filtrations de Harder-Narasimhan fournissent donc un dévissage canonique de
la catégorie exacte C par la famille de catégories abéliennes (C5*)rer. On peut aller
plus loin dans la structure des catégories abéliennes (C3°)a.

Définition 5.5.5. — Un objet X € C est stable si pour tout sous-objet strict non
nul X' de X, pu(X') < p(X).

On a alors la proposition suivante qui ne pose pas de probleme.

Proposition 5.5.6. — Soit A € R. Tout objet de la catégorie abélienne C3° est de
longueur finie. Les objets simples de C3° sont les objets stables de pente .

5.5.2. Exemples. —

5.5.2.1. Fibrés vectoriels. — Soit X une courbe complete définie sur F' et C la
catégorie des Ox-modules localement libres de rang fini sur X. Il y a deux fonc-
tions additives rang et degré sur X. Soit de plus A la catégorie abélienne des F'(X)-
espaces vectoriels de dimension finie. Il y a un foncteur fibre générique évident C — A.
On vérifie qu’il possede les propriétés demandées précédemment. Par exemple, si
u:& — & est un morphisme qui est un isomorphisme en fibre générique alors,

deg(&") = deg(&) + deg(&" [u(£))
ol le degré du faisceau cohérent de torsion .# = &’ /u(&) est défini par
deg(F) = Z deg(z).longp (Fz).
z€|X|
On dispose donc de filtrations de Harder-Narasimhan dans C.

5.5.2.2. Espaces vectoriels filtrés. — Soit L|K une extension de corps et VectFily /x
la catégorie exacte formée des couples (V, Fil*V}) consistant en un K-espace vectoriel
de dimension finie V' ainsi qu’une filtration décroissante Fil*Vy de V @ L telle que
FiliVL =0 pour 7 > 0 et FiliVL = V1, lorsque ¢ < 0. Posons

rg(V,Fil*Vy) = dimgV,

deg(V, Fil*Vy) > i.dimy, gr'Vy.
1E€EZ
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Soit Vecty la catégorie des K-espace vectoriels de dimension finie. Le foncteur

F : VectFil i  — Vectg
(V,Fil*Vy) +— V

satisfait aux propriétés demandées précédemment. Cela résulte de la formule

deg(V,Fil*Vy) = ndim Fil"Vy, + Z dim Fil'v;,

i>n
pour n < 0, formule de laquelle il résulte que si
w: (V,Fil*Vy) — (V/,Fil*V))
induit un isomorphisme V' =5 V' alors

deg(V/,Fil*Vy) = deg(V,Fil*Vy) + > dim Fil'V; /u(Fil'Vy).
€L
On dispose donc de filtrations de Harder-Narasimhan dans cette catégorie. Le
théoreme dit dans ce cas la que tout morphisme entre objets semi-stables de
méme pente est strictement compatible aux filtrations.

5.5.2.8. Isocristauz. — Soit k un corps parfait de caractéristique p, Ko = W (k) [%]
Notons o le Frobenius de K. Soit ¢-Modg, la catégorie abélienne Q,-linéaire des k-
isocristaux, c’est a dire la catégorie des couples (D, ¢) ou D est un Ky-espace vectoriel
de dimension finie et ¢ : D ——+ D un isomorphisme o-linéaire. Il y a deux fonctions

additives hauteur et point terminal du polygone de Newton

ht : ¢-Modg, — N
tn : @p-Modg, — Z

ou ht(D,p) = dimg, N et tn(D,p) = d si det(D,p) = Ky.e avec p(e) = a.e et
vp(a) = d. Prenant pour fonction rang la fonction ht et fonction degré la fonc-
tion ty, les hypotheses précédentes sont facilement vérifiées (la catégorie est déja
abélienne) et on a donc des filtrations de Harder-Narasimhan dans ¢-Modg,. On
vérifie aisément que la filtration de Harder-Narasimhan associée est la filtration de
Dieudonné-Manin et le polygone de Harder-Narasimhan, qui est concave, est obtenu a
partir du polygone de Newton, qui est convexe, en renversant ’ordre des pentes. Il se
trouve que cette filtration est canoniquement scindée (décomposition de Dieudonné-
Manin). En fait, comme on le vérifie immédiatement, il y a également une filtration
de Harder-Narasimhan associée aux fonctions rang et degré (ht, —ty). Cette filtra-
tion est une filtration opposée a la filtration précédente et fournit le scindage de la
filtration précédente. La décomposition de Dieudonné-Manin est donc donnée par le
couple de ces deux filtrations de Harder-Narasimhan opposées.



216 CHAPITRE 5. COURBES

5.5.2.4. p-modules filtrés. — Voici un exemple qui est formé a partir d’'une combi-
naison des deux exemples précédents. On reprend les notations de l’exemple [5.5.2.2
précédent. Soit de plus K|K( une extension de corps. Soit ¢-ModFilg k, la catégorie
formée des triplets (D, p, Fil*Dg) ou (D, p)p-Modg, et Fil®*Dg est une filtration
décroissante de D ®p, K vérifiant FiliDK = 0 pour 7 > 0 et FiliDK = Dy lorsque
1 < 0. 11 s’agit d'une catégorie exacte, les suites exactes étant les suites exactes
d’isocristaux strictement compatibles aux filtrations. Soit la fonction additive point
terminal du polygone de Hodge

ty s -ModFilg/, — VectFilg, g, —2 7
(D, ,Fil*Dg) > (D,Fil*Dg).

Prenons pour fonction rang la fonction (D, ¢, Fil* D) + ht(D, ¢) et pour fonction
degré la fonction ty — ty. On vérifie que le foncteur d’oubli de la filtration

p-ModFilg/k, — Mod(f(O

vérifie les propriétés précédentes i.e. est un foncteur < fibre générique >». On a donc
des filtrations de Harder-Narasimhan associées. La catégorie abélienne des objets
semi-stables de pente 0 est alors celle des p-modules filtrés faiblement admissibles

(7D

On peut pousser 'exemple précédent encore plus loin. Soit la fonction degré
(tg —tn, —tn) : (p—MOdFﬂK/KO — 72

Munissons Z? de I'ordre lexicographique. Prenons pour fonction rang la fonction hau-
teur précédente. Il se trouve que le formalisme évoqué précédemment s’étend aux cas
ou la fonction degré prend ses valeurs dans un groupe abélien totalement ordonné.
On obtient alors des bi-filtrations de Harder-Narasimhan étudiées dans [23].

5.5.2.5. p-modules sur l'anneau de Robba. — Soit R un anneau de Bezout, c’est a
dire un anneau integre dans lequel tout idéal de type fini est principal. Supposons
que 'on dispose d’un sous-corps & C R, muni d’une valuation non triviale v : & —
Z U {+c} et tel que

EX =TR*.
Supposons donné un endomorphisme o de R stabilisant & et tel que Vzr €
&, v(o(x)) = v(x). Soit C la catégorie exacte formée des couples (M, ) oun M

est un R-module libre de rang fini et ¢ un endomorphisme o-linéaire ¢ : M — M tel
que le morphisme R-linéaire induit

b:0"M — M
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soit un isomorphisme. Les objets inversibles dans la catégorie tensorielle C sont les
couples (M, ¢) avec M de rang 1. Il y a alors une identification des classes d’isomor-
phisme de tels objets

Pic(C) ~ H (o2, £X).
A la classe du cocyle ¢, on associe la classe d’isomorphisme de 'objet (R, ) ou
Ve € R, p(x) = coo(x). Puisque la valuation v est invariant sous o elle induit une
fonction additive degré

deg : Pic(C) — Z

normalisée de telle maniere qu’avec l'identification précédente, ce soit la fonction
[cs] = —v(cs) sur les classes de cocyles. Pour (M, ¢) € C posons

deg(M,p) = deg(det(M,p)).
Ce sont deux fonctions additives. Soit A la catégorie abélienne formée des couples
(V, ) ou V est un Frac(R)-espace vectoriel de dimension finie et ¢ un endomorphisme
o-linéaire. Le foncteur
c — A
(M,¢) — (M @Frac(R),¢®1)

est un foncteur < fibre générique > au sens précédent. Cela résulte de ce que si M est
un R-module libre alors les sous-R-modules libres facteurs directs dans M sont en
bijection avec les sous-Frac(R)-espaces vectoriels de dimension fini de M ® Frac(R)

via les correspondances N — N ® Frac(R) et V — VN M (cette propriété est vérifiée
pour tout anneau de Bezout). De plus si

u: (M,QD) — (Mlvsal)
est un morphisme dans C qui est un isomorphisme « en fibre générique >,
detu : det(M, @) — det(M’, )

en est également un. Faisons maintenant I’hypotheése supplémentaire suivante : si
A € R\ {0} vérifie A2~ € & alors v(A\771) > 0 avec égalité si et seulement si A € &.
De cela on déduit aisément que

deg(M, ) < deg(M’, ")

avec égalité si et seulement si v est un isomorphisme.

Le formalisme précédent s’applique et on dispose donc de filtrations de Harder-
Narasimhan dans C. Lorsque R est 'anneau de Robba et & le sous-anneau des fonc-
tions bornées, on retrouve les filtrations étudiées dans [43] (cependant la convention
de signe dans [43] est opposée & la notre).
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5.5.2.6. Modules de Breuil-Kisin. — Soit X un schéma noethérien irréductible de
dimension 1 muni d’un morphisme fini et plat 0 : X — X de degré deg(c) > 1.
Soit C la catégorie formée des couples (&, ) ol & est un faisceau cohérent sur X
sans composantes immergées (i.e. si j : 7 — X désigne le point générique de X,
& — juj &) et v : & — & est un morphisme o-linéaire tel que le morphisme linéaire
associé
b:0"8 = &

soit un isomorphisme au point générique de X. Il s’agit d’une catégorie exacte; c’est
une sous-catégorie stable par extensions dans la catégorie abélienne formée des couples
(&,¢) ou & est un faiceau cohérent sur X muni d’un morphisme o-linéaire. Posons
pour (&,¢) € C,

rg(g? 90) = 1ong0){,n (Cgo?'])
deg(&,¢) = long(coker(®)).

ou le faisceau cohérent coker® est supporté en un nombre fini de points et on peut donc
définir sa longueur. Ces deux fonctions sont additives. Soit A la catégorie abélienne
formée des couples (N, ¢) ou N est un Ox ,-module de type fini et ¢ un morphisme
o-linéaire de N dans lui-méme. Alors, le foncteur fibre générique

(&,0) — (&y, )
satisfait les hypotheses précédentes. De plus, si
u:(&,0) — (6",¢)
est un morphisme dans C qui est un isomorphisme générique, alors
deg(&”,¢") = deg(&, ¢) + (deg(o) — 1) long(coker(u)) > deg(&, ¢)

avec égalité si et seulement si v est un isomorphisme. On dispose donc de filtrations
de Harder-Narasimhan dans C.

Soit maintenant R un anneau local régulier de dimension 2 et p un idéal premier
de hauteur 1 dans R. Supposons R muni d’un endomorphisme ¢ : R — R fini et
plat de degré > 1. On fait également 'hypothese que o(p) = p. Soit un entier n > 1.
Posons X,, = Spec(4/p™) et 0 : X,, — X,, le morphisme induit par o sur R. Soit
C, la catégorie de Harder-Narasimhan précédente précédente associée a (X,,0) et
<C= U Cn > qui est également une catégorie de Harder-Narasimhan. D’apres la

n>1
formule d’Auslander-Buchsbaum, un R-module annulé par une puissance de p est

sans composantes immergées si et seulement si il est de dimension projective 1. La
catégorie C s’identifie donc & celle des couples (M, p) ot M est un R-module annulé
par une puissance de p de dimension projective 1 et ¢ : M — M un morphisme
o-linéaire qui est un isomorphisme o-linéaire au point générique de Spec(R/p). Si
u € mp \ p, on peut reformuler les conditions précédentes en disant que M est un
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R-module annulé par une puissance de p, sans u-torsion, et ¢ : M — M est un

morphisme o-linéaire tel que ¢ ® o : M[1] — M[1] soit un isomorphisme o-linéaire.
Munie des fonctions

1
rg(M,p) = IOHgR[%]M[E]
deg(Mv 90) = IODgRM/R(p(M),

la catégorie C est de Harder-Narasimhan.

Lorsque R = Wu] on W désigne les vecteurs de Witt d’un corps parfait de
caractéristique p > 0, o est 'endomorphisme continu de R tel que o(u) = u? et
oyw est le Frobenius de W, p = pR, on retrouve les catégories d’objets étudiées dans
[10] et [46].

5.5.2.7. Schémas en groupes finis et plats. — Les catégories exactes considérées dans
les exemples précédents sont toutes des catégories tensorielles. De plus, la fonction
degré sur ces catégories est obtenue par composition d’'un morphisme degré

deg : Pic(C) — Z,

ou Pic(C) désigne le groupe formé des classes d’isomorphisme d’objets de rang 1, et
d’une application déterminant

det : ¢ — Pic(C)

additive sur les suites exactes de C.

Soit maintenant K un corps valué complet pour une valuation non triviale a valeurs
dans R. Notons p la caractéristique du corps résiduel de K. Soit C la catégorie des
schémas en groupes commutatifs finis et plats sur O, d’ordre une puissance de p et
étales en fibre générique. Elle est munie de deux fonctions additives hauteur et degré
([19]) on

ht(G) = log, |G|
et
deg(G) = Zv(ai) si wg ~ ®;0k/a;0k.
1
Soit A la catégorie abélienne des schémas en groupes commutatifs étales sur K. Il y
a un foncteur fibre générique

c — A
G — GoK.

Il est démontré dans [19] que les axiomes précédents sont satisfaits et que I'on dispose
donc de filtrations de Harder-Narasimhan pour les objets de C relativement a la
fonction pente %.

Supposons K de valuation discrete, de caractéristique p et a corps résiduel k parfait,
K ~ E((u)). On peut alors montrer que la catégorie C est équivalente a celle des
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couples (M, ¢) ot M est un W (k)[u]-module annulé par une puissance de p sans u-
torsion et ¢ un endomorphisme o-linéaire de M induisant un isomorphisme o-linéaire
apres inversion de v (on a déja rencontré cette catégorie dans la section . Via
cette équivalence de catégories les filtrations de Harder-Narasimhan se correspondent.
Cette catégorie est munie d’un produit tensoriel. La fonction degré est définie via une
application degré sur les objets de hauteur 1 et une application déterminant.

Supposons K de valuation discrete, de caractéristique 0 et a corps résiduel k parfait.
On a donc K ~ Kyu]/(E(u)) ou Ko = W(k) [%] et E € Og,u] est un polynéme
unitaire d’Eisenstein. D’apres [46] la catégorie C est équivalente & celle des couples
(M, ) ou M est un W (k)[u]-module annulé par une puissance de p sans u-torsion
et ¢ un endomorphisme o-linéaire de M tel que M/W (k)[u].o(M) soit annulé par
E(u). Ce n’est donc pas une catégorie tensorielle, on ne peut définir une application
déterminant sur celle-ci. Néanmoins, on dispose d’une telle application sur la catégorie
formée des couples (M, ) comme dans la section précédente. On peut donc définir
le déterminant, det G pour G € C, comme objet de la catégorie précédente mais pas
de C. Les filtrations de Harder-Narasimhan dans C sont alors un cas particulier des
filtrations dans la catégorie précédente (via ’équivalence de [46]).

Supposons que la valuation de K ne soit pas discrete ou bien le corps résiduel non
parfait. La fonction degré précédente ne provient pas alors a priori d’une fonction
degré sur des objets de rang 1 composée avec une application déterminant.

5.6. Classification de fibrés

5.6.1. Classification des fibrés sur les sphéres de Riemann. — Avant de nous
lancer dans la classification des fibrés sur les courbes qui nous intéresse, on revisite le
théoreme de classification des fibrés sur la droite projective de Grothendieck.

Définition 5.6.1. — Une sphere de Riemann est une courbe complete X possedant
un point oo € X de degré 1, tel que X \ {oo} soit affine, vérifiant Pic(X \ {oo}) =0
et telle que

HY(X,0x(—)) =0.

Une telle courbe satisfait aux hypothéses de la section On a donc deg :
Pic(X) = Z. On notera pour tout entier k, Ox (k) = Ox(k.0o) pour un point de
degré 1, co. Remarquons que si k € Z et & est un fibré sur X,

(& k) = (&) +k

et que & est semi-stable si et seulement si &(k) 'est. Enfin, pour une telle courbe,
HO(X,0x(k)) = 0 lorsque k < 0 et H'(X,Ox(k)) = 0 lorsque k > —1. En particu-
lier, H'(X,Ox) = 0 et on peut penser & X comme une < courbe de genre nul .
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Dans la suite on appellera sous-fibré un sous-fibré localement facteur direct i.e. les
sous-objets stricts de la catégorie exacte des fibrés. Si u : & — % est un morphisme
de fibrés on notera Im(u), un sous-fibré de %, 'image de u dans la catégorie des
fibrés i.e. 'adhérence schématique de I'image de u en fibre générique.

Voici la réinterprétation du théoreme de Grothendieck de classification des fibrés
sur P! ([30]).
Théoréme 5.6.2. — Soit X une sphére de Riemann.

1. Les fibrés semi-stables sur X sont les fibrés isomorphes a un fibré de la forme
(’)X(d)@“ pour des entiers d € 7. et a > 0.

2. La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.

8. Pour tout entier n, ’application

{(d1,...,dn) €Z" | dy > --->d,} —> {fibrés de rangn sur X}/ ~
(di,...,dn) — [@Ox(di)}
i=1

est une bijection.

Démonstration. — Commengons par remarquer que le point (1) entraine le reste du
théoreme. En effet, pour des entiers dy,dy € Z

Ext' (Ox(d2), Ox(d1)) =~ H'(X,Ox(d — da))

qui est nul si d; > dy. Cela entraine facilement 'assertion (2) & partir de (1). La
dernieére assertion s’en déduit aussitot.

Montrons le point (1). Tout d’abord constatons que si a € N et d € Z, le fibré
Ox (d)®* est semi-stable puisque somme directe de fibrés semi-stables de méme pentes
(cf. théoreme . On montre maintenant I’assertion suivante par récurrence sur
Ientier n : tout fibré semi-stable de rang inférieur ou égal a n est isomorphe & un fibré
de la forme Ox (d)®™ pour des entiers d € Z, 1 < m < n. Supposons I'hypothese de
récurrence vérifiée au rang n. Soit & un fibré semi-stable de rang n + 1. Soit £ C &
un sous-fibré en droites de degré maximal. On a donc

deg & < p(&).
Posons
E'=81%L.
La premiere pente du polygone de Harder-Narasimhan de & est supérieure ou égale

a u(&"). D’apres hypotheése de récurrence appliquée au premier cran de la filtration
de Harder-Narasimhan de &”, il existe un sous-fibré en droites .’ C &’ vérifiant

deg(L") > p(&").
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On a, par semi-stabilité de &, u(&”") > wu(&). On obtient finalement que
deg(-Z) < (&) < deg(L”).

Soit & le sous-fibré de & image réciproque de £’ par la projection & — &’. On
dispose d’une suite exacte

0—%—&" —% —0.

Soient d = deg.Z et d' = deg Z’. On a donc £ ~ Ox(d) et £’ ~ Ox(d"). Distin-
guons maintenant deux cas.

e Supposons d > d', cest a dire d = d' = p(&). Alors, £ et & étant

semi-stables de méme pente, &’ est semi-stable de pente u(&). L’hy-

pothése de récurrene entraine donc que &' =~ Ox(d)™. Mais, puisque
Ext'(Ox(d)",Ox(d)) = HY(X,0x)™ = 0, la suite

0— % —>&—& —0

est scindée et donc & ~ Ox (d)"*!. On a donc conclu dans ce cas 1a.
e Supposons d < d' — 1. Appliquons Hom(Ox (d + 1), —) & la suite exacte

0—%—&"—< —0.
On obtient une suite exacte
0 — Hom(Ox(d+1),¢) — Hom(Ox(d+1),&") — Hom(Ox(d +1),%")
~HO(X,0x(—1))=0 ~HOY(X,0x (d'—d—1))
—  Ext'(Ox(d+1),.2")

~HL(X,0x(~1))=0

et donc
Hom(Ox (d+1),&") ~ H(X,0x(d —d —1)) # 0.

Siu:Ox(d+1) — & est un morphisme non nul, Im(u) est un sous-fibré en
droites de &”, et donc de &, de degré

deg(Im(u)) > deg(Ox(d+ 1)) =d + 1.

Cela contredit le fait que .Z soit un sous-fibré en droites de degré maximal dans
&. Ce cas la est donc impossible.
O

5.6.2. Une remarque sur les fibrés de rang 2. — Dans cette section on explique
différentes formulations équivalentes du point de divergence entre les courbes qui nous
intéressent et P! de trois point de vue :

1. en termes de semi-stabilité,
2. du point de vue cohomologique,

3. du point de vue presque-euclidien/euclidien.
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Soit X une courbe compléte possédant un point oo € X de degré 1 tel que X \ {oo}
soit affine et Pic(X \ {oo}) = 0 (cf. section [5.4)).
Proposition 5.6.3. — Supposons que H*(X,0x) = 0. Sont équivalents :
1. Il existe un fibré semi-stable de rang 2 sur X qui n’est pas somme directe de
deux fibrés en droites.
2. HY(X,0x(-1)) #0.
3. Pour co € X un point de degré 1 tel que X \ {oo} soit affine égal a Spec(B),

Uanneau principal (B, —vs) n'est pas euclidien.

Démonstration. L’équivalence entre les deux derniers points résulte de la propo-
sition Soit maintenant & un fibré semi-stable de rang 2 ne pouvant s’écrire
comme somme directe de deux fibrés en droites. Soit .Z un sous-fibré en droites de &
de degré maximal et &' = &/.%Z. Notons d; = deg(.Z) et do = deg(£’). Il y a donc
une suite exacte

0 — Ox(dy) — & — Ox(d2) — 0.
La semi-stabilité de & induit les inégalités
d < (&) < dy.
Par hypothése cette suite exacte n’est pas scindée. Or, on a 1’égalité Ext' (Ox (ds), Ox(d1)) =
H'(X,0x(d; — dz)). Donc, puisque H(X,Ox) = 0,
di < ds.

Appliquons Hom(Ox (d; + 1), —) & la suite exacte précédente. On obtient une suite

0 — Hom(Ox(dy +1),&) — H°(X,O0x(dy —dy — 1)) — H'(X,0x(-1))
Si 'on avait H'(X,Ox(—1)) = 0 on aurait donc

Hom(Ox (dy + 1), &) — HY(X,0x(d1 —dy — 1)) # 0.

On disposerait donc d’un morphisme u : Ox(dy + 1) — & non nul. Son image Im(u)
serait un fibré en droites de degré supérieur ou égal a d; + 1. Cela est impossible grace
au choix fait de .. On a donc H'(X,Ox(—1)) # 0.

Supposons réciproquement que H'(X,Ox(—1)) # 0. Soit

0—0x —&—0x(1)—0

une extension associée & une classe non nulle dans Ext' (Ox (1), 0x) = H (X, Ox(—1)).
Montrons que & est semi-stable et ne peut s’écrire comme somme directe de deux fibrés

en droites. Soit . un sous-fibré en droites de &. Si.% = Ox, deg(£) = 0 < 3 = u(&).
Si % # Ox, le morphisme composé

L — & — O0x(1)
est un isomorphisme en fibre générique. On a donc

deg(Z) < 1.
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Si deg(.Z) = 1, le morphisme .2 — Ox(1) est un isomorphisme et la suite exacte
précédente est scindée, ce qui n’est pas le cas par hypotheése. On a donc deg(.Z) < 0 <
w(&). Le fibré & est donc semi-stable. Montrons maintenant que & n’est pas somme
directe de deux fibrés en droites. Supposons donc par l'absurde que & = & & %.
Soient d; = deg %) et do = deg %%. Par semi-stabilité de &, étant donné que (&) = %,
dq <0 et dy <0. Mais cela est impossible car dy + dy = deg(&) = 1. O

Exemple 5.6.4. — Pour la courbe X de 'exemple avec h = 1, on verra plus
tard que I’on peut naturellement associer a tout isocristal un fibré vectoriel sur X dont
les pentes d’Harder-Narasimhan sont les pentes de Dieudonné-Manin de I'isocristal.
Il existe donc naturellement des fibrés semi-stables de rang 2 et de pente 1/2 sur X
et les hypotheses de sont vérifiées. La simple existence de ces fibrés de pente
non-entiere associés aux isocristaux traduit donc la divergence entre X et P! et le fait
que (Be, deg) ne soit pas euclidien.

5.6.3. Opérations sur les fibrés. — Avant d’aller plus loin nous avons besoin de
propriétés supplémentaires concernant les opérations sur les fibrés.

5.6.3.1. Image directe et réciproque par un morphisme étale fini. —

Définition 5.6.5. — Un morphisme étale fini de courbes est un morphisme étale
fini des schémas sous-jacents aux courbes, f: X — Y, tel que pour tout = € X,

deg(z) = [k(x) : k(f(x))] . deg(f(x)).
Définition 5.6.6. — Soit f : X — Y un morphisme étale fini de courbes. Pour
D =37 cix| mzz] € Div(X) on pose
foD =) mg[k(x) : k(f(2)].[f (2)).
ze|X|
Pour D =37 c|y|my.[y] € Div(Y) on pose
z€|X|
Pour un tel morphisme étale de courbes on a donc deux morphismes
fs
Div(X) —=Div(Y)

=

vérifiant

fof* = deg(f).1d.

On a de plus les formules
deg(f.D) = deg(D)
deg(f*D) = deg(f).deg(D).

Le lemme qui suit ne pose pas de probleme.
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Lemme 5.6.7. — Soit f : X — Y wun morphisme étale fini de courbes. Les dia-
gramme suivants sont commutatifs

F(X)* 5 Div(X) F(X)* — Div(X) — Pic(X)
NF(X)/F(Y)J/ f*l j f*T f*T
F(Y)* =25 Div(Y) F(Y)* —Y% Div(Y) — Pic(Y).
Proposition 5.6.8. — Etant donné un morphisme étale fini de schémas f: X =Y

il y a un isomorphisme canonique de fibrés en droites

det(f*(’)x)®2 L) Oy.

Démonstration. On peut supposer f de degré constant d. La donnée de f est
alors équivalente & celle du G4-torseur étale sur Y, E = Isomy ({1,...,d}, X) (< on
numérote les éléments de la fibre du revétement » en un point de X). Soit € : G4 — o
la signature. Le po-torseur €,E définit via us — G, un fibré en droites N de carré
trivial. Montrons que det(f,Ox) ~ N. Soit pour cela 7 : E — Y le morphisme
structural de notre torseur. Il y a alors un isomorphisme

™ (f.0x) = P Ok

ceS,

qui induit un isomorphisme
7*(det(f+Ox)) = det(r*(f.O0x)) — Og.

Cet isomorphisme est un isomorphisme de fibrés en droites sur E munis d’une donnée
de descente relativement a l’action de &4 sur E. On vérifie alors que la donnée de
descente sur le membre de droite du dernier isomorphisme est donnée par la signature
d’une permutation. O

Remarque 5.6.9. — En général, on n’a pas det(f.Ox) ~ Oy. Considérons par
exemple le cas ol 2 est inversible sur Y et Pic(Y") possede de la 2-torsion non-triviale.
Soit % un fibré en droites non-trivial muni d’un isomorphisme Z%? = Oy et f :
X — Y le po-torseur associé. Alors, f,Ox = Oy @ .Z qui est donc de déterminant
non-trivial.

Remarque 5.6.10. — Une autre preuve de la proposition [5.6.8| consiste a regar-
der la forme quadratique trace : f,Ox X f,Ox — Oy dont le discriminant fournit
I’isomorphisme cherché.

Lemme 5.6.11. — Soit f : X — Y un morphisme étale de courbe et D € Div(X).
1l y a alors un isomorphisme de fibrés en droites

det(f.Ox (D)) ~ det(f.Ox) ® Oy (f« D).
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Démonstration. On peut supposer f de degré constant d. Soit D' € Div(Y) et
supposons le I’assertion vérifiée pour le diviseur D + f*D’. La formule de projection
donne

det(f+Ox (D)) ® Oy (dD") ~ det(f.Ox (D + f*D")).
Par hypothese on a

det(f.Ox(D + f*D')) =~ det(f.0x)® Oy(f.(D + f*D"))
= det(fOx) ® Oy (f.D +dD")
= det(f.Ox)® Oy (f.D) ® Oy (dD")
et on en déduit donc le résultat pour le diviseur D.

Quitte & remplacer D par D + f*D’ on peut donc supposer que D > 0 et donc, si
D =37, cx| az[z], on a une suite exacte

0— Ox — Ox(D) — @ 13:Ox o /m5* — 0.
z€|X|

Pour tout z € |X]|, puisque Ox, est plat non-ramifié sur Oy f(,), le choix d'un
relevement dans Oy , d'une base de k(z) comme k(f(z))-espace vectoriel induit des
isomorphismes de Oy, f(,)-modules

Oxo/mE = (Oy pa) /M p(a)) FOHFIEN g e N,
Prenant I'image directe de la suite exacte précédent on obtient une suite exacte
0 — f.0x — .Ox(D) — P zy( D (O, /mW(w):k(yn) o

yelY| z€f~1(y)

On a donc une suite exacte

0 — det(f.0x) — det(£.0x(D)) — @ iysOy,y/mly — 0

yelY|
ol by =3 10 [k(x) : k(y)]ay. Le résultat s’en déduit. O
Proposition 5.6.12. — Soit f : X — Y un morphisme étale fini de courbes. Notons

Div(X)/ ~ les classes d’équivalences rationnelles de diviseurs et considérons l’'isomor-
phisme Pic(X) — Div(X)/ ~ envoyant la classe d’isomorphisme de Ox (D) sur la
classe d’équivalence de D. Alors le diagramme suivant est commutatif

Pic(X) ® Z[3] — (Div(X)/ ~) @ Z[}]

detof*l lf*

Pic(Y) ® Z[§] — (Div(Y)/ ~) ® Z[}]

Remarque 5.6.13. — La proposition précédente ne dit rien d’autre que le fait qu’on
dispose d’un théoreme de Riemann-Roch-Grothendieck modulo la 2-torsion pour les
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morphismes étales finis. La remarque fournit quant-a elle le contre exemple le
plus simple qui soit a l'existence d’un tel théoreme a coefficients entiers.

Lemme 5.6.14. — Soient f : X — Y un morphisme fini localement libre de schémas
et & un fibré vectoriel sur X. Il y a un isomorphisme

det(f.&) = det(f. det &).

Démonstration. Soit un entier n > 1. Notons Resy/y la restriction des scalaires a
la Weil et Nx,y : Resx/y G, — Gy, la norme. D’apres le lemme 1, A.3.112, de [9],
il y a un diagramme commutatif de Y-schémas en groupes

Resx,y det Nx,v
RQSX/yGLn ResX/me Gm
GL(f.0x) — %~ GL(det(f,Ox)) =——— Gp.

Si & est localement libre de rang n, le lemme en résulte par application du diagramme
précédent au GL,-torseur associé a &. O

De ce lemme et de la proposition [5.6.12) on déduit la proposition suivante.

Proposition 5.6.15. — Soit f : X — Y wun morphisme étale fini de courbes
completes et & un fibré vectoriel sur X. Alors,

deg(f.&) = deg(&).

Résumons les résultats précédents dans la proposition qui suit.

Proposition 5.6.16. — Soit f : X — Y un morphisme étale fini de courbes. Sup-
posons Y complete. Alors, X est compléte. Si & est un fibré vectoriel sur X,

rg(f.&) = deg(f).rg(&)

deg(f.&) = deg(&)
w(fe&) = deé(f)ﬂ(éa)-
Si & est un fibré vectoriel sur'Y,
rg(f*¢) = rg(é)

deg(f*&) = deg(f).deg(&)
p(f*&) = deg(f)u(&).
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5.6.3.2. Fibrés équivariants. — Puisque nous 'utiliserons maintes fois, rappelons le
lemme qui suit.

Lemme 5.6.17. — Soit f: X — Y un morphisme de courbes étale fini galoisien de
groupe I'. Alors, les foncteurs & v f*& et F v (fo. 7))V induisent des équivalences
inverses entre la catégorie des fibrés sur'Y et celle des fibrés I'-équivariants sur X .

Ezxemple 5.6.18. — Avec les hypothéses du lemme précédent, si & est un fibré sur
X, [ o8 >~ Brero™&. Ainsi, le fibré f,& sur Y correspond au fibré équivariant induit
Ind},&.

Le lemme suivant sera crucial dans la suite.

Lemme 5.6.19. — Soit f : X — Y un morphisme étale fini galoisien de courbes
completes. Soit & un fibré vectoriel sur 'Y . Soit

0=6CaC--C6 =6
sa filtration de Harder-Narasimhan. Alors,
O=fcfac - cfé=re
est la filtration de Harder-Narasimhan de f*&. En particulier, & est semi-stable si et

seulement si f*& [est.

Démonstration. Soit le groupe fini I' = Aut(X/Y). Remarquons que si .% est un
fibré sur X alors pour tout o € T,

p(F7) = p(F).

Afin de démontrer I'assertion du lemme il suffit de montrer que si & est semi-stable
alors f*& l’est. Mais par unicité de la filtration d’Harder-Narasimhan de f*& et
la propriété précédente d’invariance de la fonction p sous I', cette filtration est
I'-invariante. Ainsi si & est semi-stable sur Y, la filtration de Harder-Narasimhan de
f*& descend a Y et est donc triviale. O

Soit X un schéma muni d’une action d’un groupe I'. Un fibré équivariant sur X
est un couple (&, (¢y)oer) olt & est un fibré sur X et pour tout o € T,
Cy i 0¥E 5 &
vérifiant
Vo, 7€, c;oT"cy = Cor.

Pour un tel fibré équivariant le groupe Aut(&’) est mune d’une action de I', I' —
Aut(&), en posant

Vf e Aut(&), fC=coo00 foc;t.
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Maintenant, si (¢, )yer est une autre structure de fibré équivariant sur &, posons pour
ocel

dy = co0c ;" € Aut(&).

On vérifie que (d,)ser est un l-cocyle, élément de Z1(T", Aut(&’)). Réciproquement,
la donnée d’un tel cocyle définit une nouvelle structure de fibré équivariant sur &.

On vérifie de plus que (&, (c})s) =~ (&, () ) si et seulement si les cocyles précédents

sont cohomologues. On déduit de cela la proposition qui suit.
Proposition 5.6.20. — Soit & un fibré muni d’une structure de fibré I'-équivariant
et I' = Aut(&) Uaction associée de T

1. L’ensemble des structures de fibré I'-équivariant sur & est en bijection avec
I’ensemble des 1-cocyles dans Z1(T', Aut(&)), au 1-cocycle ¢ est associé un fibré

r
I'-équivariant tordu & A c.
r r
2. Les fibrés I'-équivariants & N\ cy et & A\ co sont isomorphes si et seulement si les
cocycles c1 et co différent d’un cobord

3. Les classes d’isomorphisme de fibrés équivariants dont le fibré sous-jacent est
isomorphe a & est en bijection avec l’ensemble

HY (T, Aut(&)).

5.6.4. Classification des fibrés sur les sphéres de Riemann généralisées. —
5.6.4.1. Spheéres de Riemann généralisées. —
Définition 5.6.21. — Une sphere de Riemann généralisée est un couple (X, F)
ol

— X est une courbe complete de corps de définition F,

— FEw|FE est une extension algébrique de corps galoisienne de groupe Z
satisfaisant :

1. Pour tout x € | X|, 'extension E|FE se plonge dans k(x)|E.

2. 1l existe un point fermé de degré 1, oo € |X| tel que pour toute extension de
degré fini F'|E contenue dans F, il existe un point fermé de X ® g E’ au dessus
de oo dont le complémentaire est le spectre d’un anneau principal.

3. Ona HY(X,0x) =0.
Soit donc (X, Fs ) une sphere de Riemann généralisée. On note alors
E, = ENZ
une extension cyclique de degré h de E, E, = Up Ep. On note

Xn =X Qg Ey.
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et
Th - Xh — X.
Plus généralement, lorsque h|h’ on note
Th!,h - Xp — Xp.

Le schéma X} est noethérien régulier de dimension 1. Puisque E est intégralement
fermé dans E(X) |D X, est integre. Etant donné que F, se plonge dans le corps
résiduel de tous les points fermés de X, pour tout z € | X/, w;l(x) est formé de h-
points fermés distincts de méme corps résiduel que x i.e. le morphisme étale 7, est
totalement décomposé en tout point de |X|. On munit X; d'une fonction degré en
posant pour z € |Xj|

deg(z) = deg(mp(x)).
On vérifie alors que cela muni X; d’une structure de courbe complete de corps de
définition Ej,. Les morphismes 7/ 5, sont étales finis au sens de la définition On
obtient donc une tour de revétements de courbes completes

¢ > RZ/R'Z
Z/WT
7/

On vérifie aussitét que pour tout h, (Xh,Eoo) est encore une sphere de Riemann
généralisée.

Les courbes (Xp)p satisfont aux hypotheses de la section On fixe désormais
un systéme compatible de points de degré 1, (cop)p € h£1 | X1| et on note pour tout

h>1
entier k > 1,
k—1 _
Ox, (k) = Ox (Y[ (oon)])
=0

ot 0 =1€ Z/hZ = Aut(X}/X). Pour k <0 on pose Ox, (k) = Ox, (—k)~L.
On a donc
deg

N
7 —— Pic(Xp,)

d——[Ox, (d)].
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En particulier Ox, (d) ~ Ox,(1)®9. Néanmoins, il est préférable de prendre la
définition précédente pour Oy, (d). Elle fournit en effet une identification canonique
T nOx,(d) = Ox,, (nd) qui fait apparaitre plus clairement la structure de fibré
Gal(E,p|Ep)-équivariant sur Ox, , (n).
Définition 5.6.22. — Soient d € Z et h € N5y. On note
Ox(d, h) = TThx (OXh (d))
comme fibré vectoriel sur X. SiA € Q, A = % avec (d,h) =1 et h > 0, on note
OX(/\) = OX(dv h)
Pour un entier n, on utilise les méme notations pour la sphere de Riemann généralisée
(Xh)n|h i.e. Oxn (d, h) = Tnh,nx (OXw,h (d))
Proposition 5.6.23. — Pour A € Q notons m(\) Uordre de A\ mod Z dans Q/Z.
Soient d € Z, h € Nyg. On a les propriétés suivantes :
1. Si6=(d,h),
dN B9
Ox(d,h) ~ O (E)
2. Pourn € Ny,

W;(Ox(d, h)) >~ OX"(TLd, h)
Thnx (Oxn(d, h)) ~ (QX(d7 nh)

et donc
m(N)

m(0x(\) =~ Ox, (n\)¥mmn
A\ o5k
Tns (Ox,(N)) =~ OX(E) )

3. Le fibré Ox(d,h) est semi-stable de pente . Pour tout A € Q, le fibré Ox ()
est semi-stable de pente .

4. Il y a des isomorphismes
Ox(di,h1) ® Ox(d2,h2) ~ Ox(dihg + dahi, hihsg)
OX(d7 h)v =~ OX(_dv h)

En particulier,

m(A1)m(Ag)

Ox(M) @ O0x(Na) = Ox(M\ + \o)mturna)
Ox(N)Y = Ox(-N).
5. Pour A > u,
Hom(Ox (X), Ox(u)) = 0.
Pour A\ < pu,
Bt (Ox (V) Ox () = 0.
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Démonstration. Point (1) : Décomposons 7y, en le composé

Th,h/§ Th/s

7Th:Xh X.

Xnys
On a donc
Ox(d,h) = Th)sx (Wh,h/a* (Ox, (d)))-
De plus,
Ox, (d) ~ 7}, 1,/5(0x,,,5(d/9)).
D’apres la formule de projection,

Thon/6sTh 15 (Ox,,5(d/0)) = (Th.ny5+O0x,,) @ Ox, ,; (h/3).

. (D .
Puisque 7, 1, /5. Ox,, >~ OXW& on obtient

ThonsseThnss (0,5 (d/8)) = (Ox, 5 (h/6)) .

On conclut quant au point (1).

Point (2) : Le second isomorphisme du point (2) est immédiat. Considérons le
premier. Si (n,h) = 1, le diagramme

Tnh,h

Xnn — Xp

ﬂ'nh,nl \Lﬂ'h

X, /s X

est cartésien. On en déduit que
W:(Ox(d, h)) = 7T:L7Th* (Oxh(d))

th,nﬂ;h,n(oXh(d))

1

Tnh,nx (Oth, (nd))
= Ok, (nd,h).
En général, si 6 = (n, h), d’apres le cas précédent et I’exemple [5.6.18
ﬂ-’;kLOX(d’ h) = 71-:;771/677:;/6 (OX (d7 h))

1R

Tnnss(0x,.5 (3, 1))
* n h
- 71—'rL,n/ﬁﬂ—"wn/‘s* (Oxn(gd 3))
~ n h)®d
~ Ox,(3d:5)
D’apres le point (1) démontré précédemment, ce dernier fibré s’identifie & Ox,, (d, h).
Point (3) : D’apres le point (2) précédent, m;Ox(d,h) ~ Ox, (d)®" qui est

semi-stable comme somme directe de fibrés semi-stables de méme pente (cf. théoreme

5.5.4]). Le lemme [5.6.19| permet de conclure.
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Point (4) : La seconde égalité du point (4) est immédiate. Considérons la premiére.
Supposons d’abord que (hi, he) = 1. Le diagramme

Xhih,

N
\/

est alors cartésien. La formule de Kiinneth donne alors

Ox(dy,ha) @ Ox(dg, h2) Thyx (Ox,, (d1)) © Thyw (Ox,, (d2))
Thyhox (Wzth,hl (OX;,1 (d1)) @ 75y, 1y oy ((/)Xh2 (d2))>
Thyhox (Ox, , (h2d1) ® Ox, - (hidy))

Thy hox (Oxhlh2 (hody + hidy))
= Ox/(hody + h1dz, hihs).

1

1R

En général, soit § = (hy, ha). Alors, utilisant le cas précédent ainsi que le point (2),

Ox(d1, 1) ® Ox(dr,h) = 50 (Ox, (dh, ) ) © Ox(dy, )

12

(
Ton ( Ox; (d1, — ®7T§(9X(d1,h2))
(

12

12

w5 (Ox, d1h2+d1h1,}gh))

(
(
Tos (0x5 d1, ®(9X5(5d1’h2))
(
~ Ox(d

1he + dahi, hihs).

mA)m ()

Point (5) : La premiére égalité résulte de ce que Ox () est semi-stable de pente A,
55.4) M=)

Ox (p) est semi-stable de pente p et A > p (cf. théorémel5.5.4)). On a, sim =
Ext'(Ox(A),0x () = H'(X,0x(-A)® Ox(n))
~ HY(X,O0x(un—N)®"
De plus, si Ox(pu — A) = Ox(d, h),
HY(X,0x(n— ) = H' (X, Ox(d)) = 0
d’apres la condition (4) de la définition car d > 0. O

Définition 5.6.24. — Un fibré & sur X est pur s’il existe A € Q et a € N tels que
& =~ Ox(N)®*. Pour un entier h, on définit de méme un fibré pur sur Xj,.
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D’apres la proposition [5.6.23] & est pur si et seulement si
& ~ Ox(deg &, rgs).

Proposition 5.6.25. — Soit & un fibré sur X et h un entier. Alors, & est pur si et
seulement si ;& lest.

Démonstration. 11 résulte de la proposition [5.6.23| que si & est pur alors 7;;& 'est.
Réciproquement, supposons 7} & pur. Quitte & agrandir h on peut supposer que 7} & =~
Ox, (d)®* pour un d € Z et a € N. Alors,

det(n;&) = 7, det (&) ~ Oy, (ad)

et donc, en considérant le degré des fibrés en droites précédents, hlad. D’apres la

proposition [5.6.23]

d
Ox, (d)®* ~ Ox, (ad,a) ~ 7:0x (%, a).

Il y a donc un isomorphisme
d
& ~ 7 Ox (%, a).

La proposition implique que les classes d’isomorphisme de fibrés Z/hZ-
équivariants de fibré sous-jacent isomorphe & % = WZOX(%d,a) sont en bijection
avec

HY(Z/WZ, Aut(F)).
Or, Aut(F) ~ Aut(Ox, (d)®*) ~ GL4(F}). On vérifie de plus que via cet isomor-
phisme l'action de Z/hZ = Gal(F},|F) sur Aut(.#) est 'action canonique sur GL4 (F},).
La proposition résulte donc du théoreme de Hilbert 90,

HY(Gal(Fy|F),GL4(Fy)) = {*}.

O
5.6.4.2. Classification des fibrés. — La preuve du théoréme suivant s’inspire forte-
ment de [43].

Théoréme 5.6.26. — Soit (Xp)n>1, X = X1, une sphére de Riemann généralisée.

Supposons que pour tout h et tout n > 1, si
0—0x,(-1)—&—0x,(1) —0
est une suite exacte de fibrés alors HO(X,, &) # 0. Les propriétés suivantes sont alors
vérifiées.
1. Les fibrés semi-stables sur X sont les fibrés purs.

2. La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.
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3. L’application
{(Ai)lgign eQ"|neN, A\ > > )\n} — {Fibrés sur X}/ ~

Mo d) — POox)
i=1
est une bijection.

Démonstration. L’assertion (1) entraine le reste du théoreme. En effet, une fois
montré que tous les fibrés semi-stables sont purs, 'assertion (2) résulte du point (5)
de la proposition Considérons donc Passertion (1). Le fait que tout fibré pur
soit semi-stable est le point (3) de la proposition

Montrons maintenant par récurrence sur ’entier n > 1 que tout fibré semi-stable
de rang inférieur ou égal a n est pur. Remarquons que 'hypothese de récurrence au
rang n implique d’apres le raisonnement précédent (le point (1) du théoréme entraine
les autres points) que tout fibré de rang inférieur ou égal & n est somme directe de
fibrés purs.

Supposons donc I'hypothese de récurrence vérifiée au rang n et soit & un fibré
semi-stable de rang n + 1. D’apres la proposition pour tout entier h > 1,

& est pur <= 7 & est pur.
De plus d’apres le lemme [5.6.19] pour tout entier h > 1,
& est semi-stable <= 7} & est semi-stable.

On peut donc, quitte a remplacer & par 7;& et X par X, avec h grand, supposer
que u(&) € Z. De plus, pour tout entier k € Z,

& est semi-stable <= &(k) est semi-stable
et d’apres le point (4) de la proposition [5.6.23
& est pur < &(k) est pur.

On peut donc supposer que
n(&) = 0.

Considérons maintenant le fibré 7} & sur X,,. Soit £ C 7};& un sous-fibré en droites
de rang 1 de degré d maximal. On a donc .£ ~ Ox, (d). Posons &' =& /2L,

(1) 0— % —mé&— & —0.
Puisque 7} & est semi-stable de pente 0,
d <0< p(&).

Distinguons maintenant plusieurs cas.
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Supposons d = 0. Alors, £ est semi-stable de pente 0. Donc, & est semi-
stable de pente 0 (cf. point (3) du théoreme [5.5.4). D’aprés I'hypothese de
récurrence, on a donc & ~ O% . Puisque Extl((’)}n,(’) x,) = 0, cela entraine
que T & O}tl et donc que 7 & est pur. On déduit alors de la proposition

que & est pur.

Supposons que d < —2. Puisque u(&’) > 0, la premiere pente du polygone
de Harder-Narasimhan de &’ est positive. L’hypothese de récurrence entraine
donc qu’il existe A > 0 tel que Ox, (A\) C &' comme sous-fibré. Puisque A > 0,
HY(X,,0x, ()\) # 0 et donc

Hom(Ox, (d +2),0x, (A\)) # 0.
Il existe donc un morphisme non nul
uw:O0x, (d+2) — &'
Tirant en arriére la suite exacte (1) précédente via u on obtient une suite exacte
0—%—&"—0x,(d+2)—0
et donc une suite exacte
0— ZL(-d—1) — &"(-d—1) — Ox, (1) — 0.
D’aprés I'hypothése du théoréme appliquée avec n = 1 (attention, il ne s’agit
pas du méme entier n intervenant dans cette démonstration),
HY(X,,&"(—d—1)) £ 0.
Il existe donc un morphisme non nul

OXn (d + 1) — &7,

Le morphisme &” — 7%& est un monomorphisme (i.e. ¢’est une inclusion en
fibre générique, mais Ox,, (d + 1) n’est pas forcément localement facteur direct
dans &”). On en déduit 'existence d’un morphisme non nul

v:0x, (d+1)— 7 &.

Alors, Im(v) est un sous-fibré en droites de & vérifiant deg(Im(v)) > d+ 1
ce qui est en contradiction avec la maximalité de d. Le cas d < —2 est donc
impossible.

Supposons d = —1. Puisque le morphisme 7, est étale fini, 7 = 7}, et

Hom(%Z, 7} &) ~ Hom(m,..Z, &).

Le morphisme non nul .2 — 7/& est donc associé par adjonction a un mor-
phisme non nul

u:(’)X(—%):wn*‘f%@@.
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Considérons le sous-fibré Im(u) de &. Puisque Ox( — 1) est semi-stable de
pente —% et que le morphisme

1
u:Ox(—=)/ker(u) — Im(u)
n
est un isomorphisme en fibre générique,
1
I > ——.
p(Im(u)) > ——
On a donc )
—— < p(Im(w)) < 0.

Le nombre p(Im(u)) est de la forme % pour un d € Z. Mais puisque

rg(
rg(Im(u)) < n, 'inégalité précédente entraine que

p(Im(u)) = —% ou bien p(Im(u)) =0.

Distinguons ces deux cas.

— Si p(Im(u)) = 0 alors Im(u) est semi-stable de pente 0. Le fibré & /Im(u)
Pest donc également. D’apres hypothese de récurrence, Im(u) ~ ng(lm(u)
et &/Im(u) ~ O;L(H_rg(lm(“)). Puisque H'(X,Ox) = 0 on conclut que & ~
oy

— Si p(Im(u)) # 0, nécessairement rg(Im(u)) = n. Le morphisme

1
u:0x(——) — Im(u
x(=2) — Im(a)
est donc un isomorphisme en fibre générique. Etant donné que

1)) = deg(Tm(u))

n

deg (OX (

c’est un isomorphisme. Il y a donc une suite exacte
1

0—O0x(—=) —&—% —0
n

ot £’ est un fibré en droites de degré 1. Par hypotheése on a H°(X, &) # 0.
Mais si h : Ox — & est un morphisme non nul, Im(h) est un sous-fibré
en droites de & de degré positif (car supérieur a celui de Ox) et négatif
(car & est semi-stable de pente 0) donc nul. Le morphisme h est donc un
isomorphisme. Des lors, & /Im(h) est semi-stable de pente 0 donc isomorphe
a O% d’apres 'hypothese de récurrence. On conclut que & o~ O?{H en
utilisant une fois de plus que H'(X,Ox) = 0.

O

Remarque 5.6.27. — Dans le théoreme précédent, I’hypothese disant que si 0 —
Ox,(—1) — & — Ox, (1) — 0 est exacte alors H°(X,&) # 0 est indispensable
si 'on veut que le théoreme de classification des fibrés soit vérifié. En effet, si on
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suppose les conclusions du théoréeme vérifiées, un tel & étant de degré 0, il possede
nécessairement un facteur direct de la forme Ox (\) avec A > 0 et donc H?(X, &) # 0.

Corollaire 5.6.28. — Pour tout A € Q la catégorie abélienne formée des fibrés
semi-stables de pente A sur X est semi-simple, d’unique objet simple a isomorphisme
prés Ox(N). Lalgébre End(Ox (N)) est une algébre a division. Le foncteur

& — Hom(Ox(N), &)

induit une équivalence entre cette catégorie et la catégorie des End(Ox (\))°PP-espaces
vectoriels de dimension finie.

On va maintenant donner un critéere de vérification des hypotheses du théoreme
[-6.26) en termes de modifications de fibrés. C'est ce critére que nous allons utiliser
dans la suite. Par définition, une modification du fibré & sur X est un fibré &’ muni
d’un isomorphisme en fibre générique éz;; = &, cest a dire un isomorphisme

;.
Eixws — Eix~s

pour S C | X| fini.

Supposons que les conclusions du théoreme [5.6.26] sont vérifiées c’est a dire que
tout fibré sur X est isomorphe & une somme directe de Ox (), A € Q. Soit n > 1 et
une suite exacte

0—&—0x()—F—0

ol .7 est cohérent de torsion de degré 1. Si & ~ ®;Ox (\;), pour tout indice 4, puisque
Hom(Ox (i), Ox(3;)) # 0,

A <

S|

Mais de plus, si \; = % avec (d;, h;) = 1, puisque Ox (\;) C OX(%),

hiSn.

On déduit de cela que si pour un indice i, A\; > 0 alors \; = % Or, cela est impossible
puisqu’alors le monomorphisme de Ox-modules Ox (\;) < Ox (1) serait un isomor-
phisme (les deux fibrés ont méme rang et méme degré) ce qui contredirait le fait que
ZF # 0. On déduit de cela que pour tout i, A; < 0. Mais puisque

deg(&) =0
cela implique nécessairement que pour tout ¢, A; = 0 et donc
&~ O%.
Dans < ’autre sens >, soit une suite exacte

0— 0% — & —F —0
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avec & un fibré vectoriel et .% cohérent de torsion de degré 1. Si & ~ ®;Ox ()\;), pour
tout 1,

En effet, s’il existait un indice ¢ tel que A; < 0, puisque Hom(O%,Ox();)) = 0 on
aurait O% C @,20x(\;) ce qui est impossible puisque O% et & ont méme rang. De
la positivité des pentes A; et du fait que deg(&) = 1 on tire alors que nécessairement
il existe un entier m € {1,--- ,n} tel que

& ~ OX(%) eOY ™
On a la réciproque suivante.

Théoréme 5.6.29. — Soit (X, Ex) une sphére de Riemann généralisée. Supposons
que pour tout h > 1 :

1. Sin>1 et on a une suite exacte
0—&—Ox,(2) —F —0
avec F de torsion de degré 1 alors
&~ 0%, .
2. Sin>1 et on a une suite exacte
0— 0% —&—F —0

ot & est un fibré vectoriel et F est de torsion de degré 1 alors pour un m €
{1,---,n} ona
& ~ Oxh(%) 0%, ™.
Alors les hypothéses et donc les conclusions du théoréme de classification sont
vérifiées.

Avant d’attaquer la preuve de ce théoreme introduisons la notion suivante.
Définition 5.6.30. — Un fibré & sur X est élémentaire s’il est non nul et possede
une présentation

O—>(’)}—>@(’)X(h%)—>éa—>0
i€l
oun € N et pour tout ¢, h; > 1.

La proposition suivante va nous permettre de démontrer le théoreme [5.6.29

Proposition 5.6.31. — Supposons que les hypothéses du théoréme sont
vérifiées. Soit & un fibré élémentaire sur X et

u:é& —» F
un épimorphisme avec F cohérent de torsion de degré 1.

1. Sideg(&) =1 alors H°(X,ker u) # 0.
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2. Si deg(&) > 1 il existe un fibré élémentaire &' de degré deg(&) — 1 et un
monomorphisme de O x -modules

&' — keru.
Démonstration. — Si deg(&) =1 on a alors une présentation
0— O% — Ox(3) — & —0.
Puisque & est un fibré vectoriel non nul remarquons que nécessairement
n<h

1
n
point générique de X et donc & serait de torsion c’est & dire nul). Considérons

(si ce n’était pas le cas alors le monomorphisme O% — Ox(--) serait surjectif au

I’épimorphisme composé
v:0x($) — & — F.
D’apres 'hypothese (1) de
kerv ~ O%.
On a alors une suite exacte
0 — O% — kerv — keru — 0.

Soit E le corps de définition de X. Puisque H'(X,0%) = 0 on en déduit une suite
exacte

0— E" — E" — H%(X,keru) — 0
et donc, puisque n < h, H°(X, keru) # 0.

Supposons maintenant que deg(&) > 1. Fixons une présentation
0— O% —>@(’)X(h%)—>é@—>0.
i€l
Notons
v @Ox(h%) — & F,
i€l

V= eV avec

V; ot OX(;.%) — ZF.
Posons

Io={iel|v#0}
et notons {r} = supp(F), F ~ iz.k(z). Soit W C k(x)° le noyau de

k(z)lo — k(x)

(Ti)ier, +— Z T

i€lp



5.6. CLASSIFICATION DE FIBRES 241

Soit W = @, D; une décomposition en somme de droites. Considérons le mor-
phisme

o = Dier, Vi : @OX hL — gl
i€ly
D’apres 'hypothese (1) de|5.6.29] ker a est un fibré trivial. Il y a de plus une extension
pour tout j € J
0— kera — o ' (F@D;) = F®D; — 0.
L’hypothese (2) de [5.6.29 nous dit alors qu’il existe des entiers a; > 1 et b; > 0 tels
que
o (# @ D;) = Ox (L) @ 0%

Il y a une suite exacte

0—>ker((kera) EJEJ kera) —>®a (F®Dj) — o (FW)—0
jedJ
Puisque
ker (v @Oxhi Sa H(F W)
i€l\Io

on en déduit l'existence d’un épimorphisme
@ OX 69 @ OX ) — kerw
ZGI\IO jedJ

de noyau un fibré trivial.
Il existe donc une suite exacte de la forme

0— 0% — (@(’)X(%D @ 0% — kerv — 0.
et i
On a O% C kerv et son image réciproque dans le terme du milieu de la suite exacte

précédente est une extension de O% par O% qui est donc un fibré trivial (puisque
H'(X,0x) = 0). Au final on dispose d’une résolution

0— OF" — (GBOX(%)) ® 0% — keru — 0.
el !
Le noyau # du morphisme composé

o — (P ox(#)) @ 0x 2 0%

icl’

@OX i

iel’

est un fibré trivial. Alors,

s

est un fibré élémentaire de degré deg(&) — 1 muni d’un monomorphisme de Ox-
modules vers ker(u). O
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Démonstration du théo. — Soit une suite exacte
0— Ox,(-3) — & — 0x,(1) — 0.
Choisissons un plongement
Ox, (=3) = Ox, (1)"

de conoyau un faisceau cohérent de torsion noté .%. Le poussé en avant de la suite
exacte par ce plongement définit une extension de Ox;, (1) par Ox, (1)™ qui est scindée.
On en déduit une suite exacte

0— & — Ox, ()" — F — 0.

Choisissons maintenant un drapeau complet (Fil;.#)o<i<nt1, Filp.# = 0 et
Fil,1.F = %, de % dont les gradués sont des faisceaux de torsion de degré
1. On applique la proposition avec « X = Xj ». Le fibré Ox, (1)"*! est
élémentaire. On en déduit que le noyau du morphisme composé

Ox, ()" — F — F/Fil,F

posseéde un sous-fibré élémentaire &’ de degré n. On peut alors regarder le noyau du
morphisme

& — Fil,,.Z JFil,, 1.F
et lui réappliquer En procédant ainsi par récurrence on vérifie que & s’exprime

comme noyau d’un fibré elementaire de degré 1 vers un faisceau cohérent de torsion
de degré 1 ce qui permet de conclure grace au point (1) de5.6.31 O



CHAPITRE 6

LA COURBE FONDAMENTALE LORSQUE F EST
ALGEBRIQUEMENT CLOS

Introduction

Dans ce chapitre on construit et démontre les propriétés de base de la courbe qui
nous intéresse lorsque le corps F' est algébriquement clos. Celle-ci est définie comme
étant le <« Proj » de l'algebre graduée P = ;5 B¥=""_ Le fait que ce schéma soit
une courbe complete au sens du chapitre résulte des deux résultats suivants :

— L’algebre P est graduée-factorielle (théo. .

— L’existence de la suite exacte fondamentale en théorie de Hodge p-adique
dont nous donnons une nouvelle démonstration (théo. d’une version
généralisée.

Ces deux résultats exploitent de fagon fondamentale ceux du chapitre [2| concernant

les diviseurs associés a une < fonction holomorphe de la variable 7 >.

Enfin, on donne des descriptions alternatives de la courbe dans les sections et
[6.7] qui ne font pas intervenir l'uniformisante 7 intervenant dans la définition de P.

6.1. L’algebre graduée Pp g, : définition et généralités
6.1.1. Définition. — On reprend les notations de la section [I.1]

Définition 6.1.1. — On note

P =B,

d>0

une E-algebre graduée dont on note Py = B#="" les éléments homogenes de degré d.
Lorsqu’on voudra spécifier la dépendance de P en E, F' et 7 on la note Pp g .

D’apres la proposition
P =B

d>0
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L’application canonique P — BT est injective et identifie P & une sous-E-algeébre de
B7T. D’apres la proposition les éléments homogenes de degré 0 sont

Py=E.

6.1.2. Changement d’uniformisante. — Supposons que F' contienne une cloture

. = . =F P . . .
algébrique F, de F, i.e. F, est algébriquement clos. Soit 7’ une autre uniformisante
de E. Notons

L ={u € Wo, (Fy)q | p(u)m = ur'},

un F-espace vectoriel de dimension 1. Il y a alors un isomorphisme canonique
d’algebres graduées

d ~
Un s €D Pra®p LEL, =5 Po
d>0

donné par la recette de la section De plus, si 7 est une troisiéme uniformisante,
via ’isomorphisme canonique

L7r,71" (29 5) L7r',7r” ;> L7T,7r”

on a

quJT” = uﬂ_/’ﬂ.// o UT(,TI'/'

6.1.3. Changement de corps E. — Supposons que F contienne une cléture
algébrique de F,. Soit Ej|E lextension non-ramifiée de degré h de E, E, =
Wop (ﬁq)“"h:m. On a alors

h ___d
P, » = DB
d>0

D’apres la proposition [I.1.7]on a alors un isomorphisme canonique d’algebres graduées
PE,ﬂ',o RF Eh ? PE;LJ,}L.-

Soit maintenant E’|E une extension totalement ramifiée et g/, 7g, des uniformi-
santes. Soit

LT{'E/,‘ITE = {"If S WOE (k)@ | SD(,U’)TFE — U'R—[EE/ ZE]}’

un F-espace vectoriel de dimension 1. Il y a alors un isomorphisme canonique

®d  _~
P Porpa©p LEL ., = Poiny, (58]0
d>0
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6.2. L’algébre P est graduée factorielle

6.2.1. Enoncé du théoréme. — Rappelons qu’un monoide abélien est libre s’il est
isomorphe a (N(l ), —i—) pour un ensemble I. Contrairement au cas des groupes abéliens
libres, tout monoide abélien libre possede une base canonique formée de ses éléments
irréductibles. Plus précisément, si M est un monoide abélien, un élément m de M non
nul est irréductible s’il ne peut s’écrire sous la forme m = m/+m/ avec m’,m” # 0. Si
M est abélien libre d’éléments irréductibles I alors il y a un isomorphisme canonique
NU) Z5 M. Rappelons enfin que si M est un monoide abélien et U C M* un sous-
groupe des éléments inversibles de M, on peut définir le monoide quotient M/U.
Par définition, un anneau integre A est factoriel si le monoide abélien quotient

A~ {0}/A%
est libre. Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 6.2.1. — Supposons F algébriguement clos. Alors, l'algébre P est
graduée-factorielle d’éléments irréductibles de degré 1 au sens ot le monoide

U Pa~ {0}/E~

a>0
est libre sur Py~{0}/E*. En particulier siz € B*=™" avec d > 1, il existety,. .. tq €
BY¥=T tels que
T =1t -tq.

Le reste de cette section est consacré & la démonstration de ce théoréme.

6.2.2. Diviseurs sur Y/p”. — Nous allons maintenant formuler un énoncé qui va
impliquer le théoreme Reprenons les notations de la section [2.7.2

Définition 6.2.2. — On note Divt(Y/¢?) les diviseurs D € Divt(Y) vérifiant
©*D = D.

Si D € DivT(Y) est un diviseur de support fini on vérifie que la somme infinie
> @™ D e Div(Y/p")
nez

est bien définie. Cela résulte de la formule ||.|| o ¢ = ||.[|Z our ||.]| : [Y] —=]0,1[ < est la
distance & lorigine dans le disque épointé > (cf. sectf2.7.2]). Cela définit un morphisme
de monoides

D nez®"

DivT (Y )gnis === DivT (Y/¢?)

dont on vérifie facilement qu’il est surjectif. En fait on a le lemme suivant dont la
vérification est immédiate.
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Lemme 6.2.3. — Via linjection
Y]/¢® > DivF(Y/p")

ymod 0" — Y [¢"(v)],
nez

Div(Y/Z) est le monoide abélien libre sur |Y|/p”.
De cela on déduit 'existence d’une fonction degré sur les diviseurs (p-invariants.

Définition 6.2.4. — Pour D € Divt(Y/p%),

D= "> "[¢"w)], vi€lY|

i€l n€Z

on note

deg(D) =) deg(y:).

icl

On vérifie ausitot le lemme suivant qui exprime le degré d’un diviseur y-invariant
comme le degré d’un diviseur fini apres restriction a un domaine fondamental pour
I’action de .

Lemme 6.2.5. — Soit p €]0,1[ et |Yipa | C |Y|, un domaine fondamental pour
Vaction de o sur |Y|. Alors, pour tout diviseur D € Divt (Y/¢?),

deg(D) = deg (D )
|}/]P(1wp]
Remarquons maintenant que si * € Py est non-nul alors ’équation fonctionnelle
o(z) = 7% induit au niveau des diviseurs
*div(z) = div(p(z)) = div(rz) = div(a?) + div(z) = div(z)
puisque 7 est un unité. L’application diviseur
div : B~ {0} — Div*(Y)
induit donc un morphisme de monoides

div: | Pa~{0}/E* — Divt(Y/¢").
d>0

Les deux monoides précédents sont munis d’une fonction degré, le degré d’un élément
de Py~ {0} étant d.

Proposition 6.2.6. — Le morphisme de monoides précédents est compatible aux
degrés.
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Démonstration. — Soit & € P; non nul. Le polygone de Newton de ¢(x) est obtenu
a partir de celui de x en appliquant la transformation du plan (u,v) — (u, qv). Celui
de ez est obtenu en appliquant (u,v) — (u+ d,v). On en déduit que si ()\;);cz sont
les pentes de Newt(x) ol \; est la pente sur [z,7 + 1] alors pour i,k € Z

Nitkd = q "\
Sip €]0,1], p=¢q ", d’apres le théoreme si
D= div(f)‘Y]pq,p] € DivF (Yjpa,p)
on a
deg(D) = |{z EZL| N €ryqr| }’
On conclut facilement en appliquant le lemme [6.2.5) O

Le théoreme suivant implique alors le théoreme [6.2.1

Théoréme 6.2.7. — Le morphisme de monoides
div: | J Pu~{0}/E* — Divt(Y/¢")
d>0

est injectif. Si F' est algébriquement clos c’est un isomorphisme.
Preuve de linjectivité. — Soient x € Py et y € Py non nuls satisfaisant
div(z) = div(y).
D’apres le point (2) du théoreme il existe u € B* = (B")* (coro. tel que

Mais alors

d—d’ OSid#d/
Esid=d.

On conclut aussitot. O

Le reste de cette section est consacré a la preuve de la surjectivité dans le théoreme
précédent lorsque F' est algébriquement clos.

6.2.3. Surjectivité de l’application diviseur : produits de Weierstraf3. —
Notons pour un entier positif d

Mg={zecA\7A|z= 74 mod Wo(mp)} C Primg.

Modulo l'action de A*, tout élément primitif de degré d peut étre représenté par un
élément de My :
Md/MO = Primd/AX.
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Par exemple, soit Q € Og[X] tel que Q(X) = X9 mod 7 et Q(X) = 7X mod X?2.
Soit € € mp \ {0} alors

(cf. déf. [2.3.6]).
Soit b € My. On cherche f € P; non nul tel que
div(f) = " div(b).
nez

Le principe consiste a couper le diviseur en deux

Z " div(b) = Z "™ div(b) + Z " div(b).

nez n>0 n<0

Pour b € My on a

lim " (b)

=1
n—-+4oo 7rd

dans B*. Le produit infini

s
n>0

est donc convergeant dans Bt de diviseur

div(ITH (b)) = ) @™ div(b).
n>0

Exzemple 6.2.8. — Sib=m — 2] alors

) =TT (1- [Zj:] ).

n>0

(b
On aimerait maintenant associer a un tel b un élément < H Ld El ) . H ©"(b) > dans
s

n>0 n<0

P;. Malheureusement le produit < H ©"(b) » n’est pas convergent et on ne sait
n<0
pas définir en toute généralité des éléments dans BT de diviseur fixé & l’avance (cf.

, c’est & dire ici un élément de Bt de diviseur Y, o div(¢™(b)). On va voir
que l'on peut tout de méme le définir de fagon détournée en remarquant qu’il doit
satisfaire une équation fonctionnelle. Remarquons de plus que I'on connait a l'avance
le polygone de Newton d’un tel élément. Un calcul montre que ce polygone doit étre
dans le quadrant Ri et que donc 1’élément doit appartenir a A.
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Remarque 6.2.9. — Notons z = b mod m € Op. Bien que le produit [], o ¢"(b)
ne soit pas convergent, on peut donner un sens a sa réduction modulo 7 de la fagon
suivante : on a
n o 1
< qu = glun<o? =71 > .
n<0

71 . N
Bien sur, aucune de ces expressions n’a de sens. Ceci dit, xa-T a bien un sens a
multiplication par un élément de F‘-pres. Si I'on essaie de construire ainsi [],, .o ¢" ()
par approximations successives, apres avoir construit sa réduction modulo 7 on est
amené & construire [, <o ¢" () modulo 1 + 7*+1 A k > 1, lorsque z € 1+ 7*A. Via

1+ 7TkA/1 + A = Op,

si « correspond a a € O alors < [[,,<o ¢"(x) > correspond a

> a”

n<0
qui n’a pas de sens mais dont on vérifie qu’il est formellement solution de 1’équation
d’Artin-Schreier X7 = X + a, ce qui donne une définition & translation preés par un
élément de F,. C'est grace a ce type de < miracle > que I'on peut définir [],, .o ¢™(b)
a un E*-multiple prés grace a la proposition qui suit.

Proposition 6.2.10. — Supposons F algébriquement clos. Pour tout b € B°
vérifiant v, (b) = 0, le E-espace vectoriel

{z € By | ¢(2) = bz}

est de dimension 1.

Démonstration. Si by, by sont dans cet espace vectoriel et non-nuls, by /by € & vérifie
(b1 /b2) = b1 /by. Puisque &9=14 = E on en déduit que la dimension de 'espace
vectoriel en question est inférieure ou égale a 1. Il faut maintenant montrer qu’il
est non nul. Puisque F' est algébriquement clos, tout élément de F'* s’écrit sous la
forme z91, x € F*. Quitte & multiplier b par un Teichmiiller on peut donc supposer
que b € A\ mA. Définissons par récurrence sur n une suite (z,)p>1 d’éléments de
Wo, (OF) telle que 41 = @, mod 7", 21 ¢ TA et

o(zy) = bz, mod 7™.

Soit by € Op \ {0} le terme constant de b, b = by mod 7. On pose z1 = [a] ou a
est une solution de 1’équation X9~ ! = by. Supposons défini x,,. Soit z € Op tel que
o(zy) = bx, + 7"[2] mod 7”1, On cherche x, 4, sous la forme x,, + 7"[u]. On voit
facilement qu’il suffit de prendre pour u une solution de I’équation d’Artin-Schreier
U?—bU —2z=0. O
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Définition 6.2.11. — Supposons F' algébriquement clos. Pour b € My, on note
©"(b)
o) = [ —
n>0

et IT~ (b) n’importe quel élément non nul de A vérifiant ¢(II~ (b)) = bII~(b). On pose
alors TI(b) = II* (b)IT~ (b).

Les éléments 117 (b) et II(b) ne sont donc définis qu’a multiplication par un élément
de E* pres. Soit

M = | My,
d>0
un monoide pour la loi de multiplication. On vérifie immédiatement que pour by, by €
M

)

TI(b1bs) = TI(b1)TI(b2)
a un élément de E* prés. De plus pour b € My, on a II(b) € E* et My est un
sous-groupe de A*,

My = ker (Wo(Or)* = Wo(kr)™).
L’application II définit donc un morphisme de monoides
IT: M/My — (P\{0})/E*.
Lemme 6.2.12. — Dans Divt (Y/¢?) on a
div(TI(b)) = ) _ " (div(b)).

neEZ

Démonstration. — Pour un diviseur D = 3~ m(y)[y] on note o(D) = 3", m(y)[»(y)]
(afin de ne pas de tromper sur ce qu’on noterait ¢* ou ¢, ). Il suffit de montrer que

div(IT™ (b)) = > ¢"(div(b)).

n<0
Notons D’ = div(b) qui est & support fini et D = div(II~(b)). On a
D'+ D = (D),
équation de laquelle on tire par récurrence que pour tout n > 0,
D=¢ /(D) + (D) + -+ o (D) + o7"(D).
Remarquons maintenant que puisque II7(b) € A, le support de D est contenu dans
|Y,.1| pour un p €0, 1[. Puisque ||¢~!(y)| = ||ly||*/? on en déduit que
supp (¢~ " (D)) C [Yjp1/am 1.
Il s’en suit que pour tout intervalle compact I CJ0, 1], il existe n > 0 tel que
e "(D)y, = 0
e "Dy, 0.
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Les deux diviseurs D et >, o " (D) ayant méme restriction a < toute couronne
compacte > on conclut. O

Cela montre la surjectivité du morphisme diviseur dans le théoréme et conclut
donc la preuve du théoreme [6.2.1]

Remarque 6.2.13. — Le fait que TI(b) ne soit défini qu’a un E*-multiple pres n’est
pas anodin. En effet, si F n’est pas algébriquement clos, on peut définir II(b) €
P% \ {0}. L’obstruction & descendre II(b) en un élément de P est alors donnée par

un élément de H'(Gp, EX) dont on verra dans le chapitre [7| qu’il s’agit exactement
du groupe Pic’(XF).

6.3. Produits de Weierstrafl associés aux éléments de degré 1 et logarithme

On va maintenant relier les produits de Weierstrass précédents au logarithme d’un
groupe de Lubin-Tate.

Soit @ € Op[X] tel que @ = X?mod 7 et Q = 71X mod X?. Soit LT ¢ la loi de
groupe formelle de Lubin-Tate telle que [7]z7, = Q. La proposition suivante est bien
connue.

Proposition 6.3.1. — Dans ’espace de Fréchet des fonctions rigides analytiques
sur la boule ouverte de dimension 1 sur E, la suite

("7
ﬂ—n

converge vers le logarithme de LT q.

Démonstration. Rappelons que l'on note @, = [7"]z7. Montrons d’abord que la
suite de I’énoncé est convergente. Soit r > 0. Pour f = ";5q ar X* notons w,(f) =
él;%{v(ak) + kr}. Il s’agit de montrer que

lim wr(w_(”H)QnH — 7 "Qp) = +o0.
n—-+4oo

Constatons que
777("+1)Qn+1 -1 "Qp = 777(”+1)-(Q(X) —7nX)oQn.
Puisque Q(X) — 7X € X20Og[X], on a donc
we (7™ Qu g = TQp) > —(n+ 1) + 2w (Qn).

Choisissons m un entier positif tel que r > . Notons pour tout entier k,

1
T
LT g[7*] les points de w*-torsion de la loi de groupe formel de Lubin-Tate £7 o dans



252 CHAPITRE 6. LA COURBE FONDAMENTALE : F ALG. CLOS

une cloture algébrique fixée de E. Pour n > m on a alors
wr(Qn) wr(Qn/Qm)

CELT @[nm\LT g[m™]

n—1

k=m (eLT g[rk+tI\LT q[r*]
Mais si ¢ € LT g[r* T\ LT g[7*], on a v(¢) = m et donc si k >m

1
wr(X — () =v(() = P

On obtient alors que
wr(Qr) >n—m

ce qui implique que

wr(ﬂ'_(”H)QnH -7 "Qn) >n—1-2m — +oo.
n—+4oo

On a donc prouvé la convergence de la suite (77"Q,)n>1. Notons f sa limite, une
fonction rigide analytique sur le disque ouvert de rayon 1. Les zéros de f sont exac-
tement les points de torsion de la loi de groupe formel £7 g et coincident donc avec
ceux de son logarithme log,+ ~ La fonction méromorphe g = f/log,+ o ©st donc
holomorphe sur le disque ouvert de rayon 1 et sans zéros. De plus, pour tout entier
positif n

goln"lery =9

Or, pour un point z € IB%(E), la boule ouverte de rayon 1,

nEI-lr-loo[,]Tn]l:TQ (‘T) =0.

La fonction g est donc constante. Puisque f'(0) =1 on conclut que f =log,7,. O

Remarque 6.3.2. — Supposons le polynéme ) unitaire. On aimerait développer le
logarithme en produit de Weierstrass sous la forme

X
x ]I (1—?).
CELT g[m=°]

Malheureusement ce produit n’est pas convergent puisque dans 1’expression
précédente |¢| — 1. La proposition précédente nous dit que quitte & regrouper
les termes on peut former un tel produit convergent et obtenir un développement
comme dans [49]

log,r, :XH ( H (1_%»

n>0 CELT [r" I \LT g[n"]
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Soit € € mp \ {0} et u. = % € M; (déf. |2.3.6)). De la proposition précédente

on conclut que
I () = logry ()7
Oron a
1™ (ue) = [¢/]q.
On en déduit donc que
M(uc) = logor, ([do)-
Il s’en suit que 'on dispose d’un diagramme commutatif

mp \ {0} ——= (mp \ {0})/OF —— Y[ —=[V|/p" ——= P\ {0}/E*

(BT)#=m\ {0}
ou le morphisme horizontal mp \ {0} — |Y| est donné par € — (uc), I'application
Y| — P\ {0}/E* par I'application qui & I'idéal (a) avec a € M associe II(a)E* et
le morphisme vertical .Z est celui de la proposition

6.4. La suite exacte fondamentale

Théoréme 6.4.1. — Supposons F algébriquement clos. Soient yi,...,yq € |Y| de
générateurs ay,...,aq € My tels que y; € p*(y;) = yi = y;j. Soit pour 1 < i < d,
t; =(a;) € BP=". Il y a alors une suite exacte d’espaces de Banach

d _d

0— E.J[t: — B*=™ — B/m,, ...my,B — 0.
i=1
Démonstration. Soit x € B#=™" non nul et d’image nulle dans B/m,, ...m,,B. On

a donc

d
div(z) > Z[yz}

Puisque div(x) est p-invariant cela implique que

d d
divie) = 33" [o" i) = div( )
i=1 nez i=1
Puisque x,]_[le t; € Py, par application de l'injectivité dans le théoreme ils
different d’un élément de E*. On a donc vérifié 'exactitude de la suite au milieu.
Pour tout ¢, le morphisme B¥=" — B/m,, = C,, s’identifie & I’application loga-
rithme d’un groupe de Lubin-Tate de hauteur h sur le corps Cy, et est surjective (cf.
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section [4.5). On montre alors facilement par récurrence sur d que le morphisme de
gauche est surjectif. O

Exzemple 6.4.2. — SIE=Qp, ecmp\{0}, QX)=1+X)? -1, u = %,

y = (uc), ty =log([1 +¢€]), il y a une suite exacte
0— Qpty — (BY)" N By, /Fil'Bl,  — 0.
On retrouve donc la suite exacte fondamentale de [25].

Corollaire 6.4.3. — Soitt € P, t# 0 ety € |Y] tel que div(t) =,z (y)]. 1
y a alors un isomorphisme canonique d’algébres graduées

P/tP = {f € C,[T] | f(0) € E}.

Démonstration. Soit 6, : Bt — C,,. Le morphisme d’algeébres graduées P — C,[T]
donné en degré d par z +— 6, (x)T¢ induit un morphisme P/tP — C,[T]. Utilisant
le théoréme [6.4.1] on vérifie que c’est une injection d’image les polynéomes & terme
constant dans E. O

On peut également généraliser la proposition 5.1.3 de [25].

Théoréme 6.4.4. — Soient y1,...,yq € Y de générateurs aq,...,aq € M. Soient
I~ (a1),..., 11" (aq) € A\wA. L’déal de A formé des x € A tels que ¥n > 0, ¢™(x) €
Y1 ...yaq est lidéal engendré par 11~ (ay) ... 11" (aq).

Démonstration. Dire que pour tout n > 0, " (z) € y1 ...yq est équivalent & dire
que

div(z zd: Z

i=1 n<0
Le théoréme se déduit alors du point (1) du théoreme [2.7.4 O

6.5. La courbe lorsque F' est algébriquement clos

6.5.1. Définition et théoréme principal. — On reprend les notations des sec-
tions précédentes. On suppose désormais, et ce jusqu’a la fin de ce chapitre, que F' et
algébriquement clos.

Définition 6.5.1. — On note
Xr g = Proj(Pr ).

La notation précédente < Xr g > ne fait pas référence a I'uniformisante 7 pour une
bonne raison ; bien que I'algebre graduée Pr g, dépende du choix de cette uniformi-
sante, d’apres I'isomorphisme noté u, .- de la section et [32] prop. 3.1.8, (iii) le
schéma Xr i ne dépend pas canoniquement de ce choix. Notons enfin que X g est
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un E-schéma. On note X pour Xp g lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité concernant F' ou

L.

Théoréme 6.5.2. —

1.

Le schéma X est une courbe compléte de corps de définition E dont tous les
points fermés sont de degré 1.

2. Si E'|E il y a un isomorphisme canonique Xpr — Xp Qp E'.

3. Pour tout t € Py non nul, VT (t) = {oot}, le lieu d’annulation de la section

hyperplane définie par t, est formé d’un seul point. De plus, le corps résiduel Cy
de X en oo; est un corps valué complet algébriquement clos extensions de E.
On a alors une identification canonique C’tb =F.

L’application
(P\{0})/E* — |X]
t.E* — oo
est une bijection. Il y a de plus une bijection naturelle
Y|/¢* = |X]|
qui fait correspondre a y mod p” le point ooy ot t est tel que div(t) =
ZnEZ [Qpn(y)]
Pout un tel t, U'anneau local Ox ~, est un anneau de valuation discréte. Siy €
Y| est tel que div(t) =3 ,cz [¢"(¥)] il y a alors un isomorphisme canonique
O ~, Bt
OX#XH - BdR,y
et t est une uniformisante de BIR v

Si E|Q, est non-ramifiée, soit B} . (C}) l'anneau des périodes cristallines as-

cris

soci€ au corps résiduel en oo¢. Il y a une identification canonique
BIJ«: = m ‘Pn(Bjris(Ct))~

n>0

Soit
B, = B-‘r[%]ap:[d — B[%]w:]d

qui est égal a

Bcris(ct)w:Id
lorsque E|Q, est non-ramifiée. On a alors

Dt (t) = X \ {cot} = Spec(B.)

et Be est un anneau principal. De plus, si ords, est la valuation sur B, in-
duite par le plongement B, C FT'GC(OX,oot), le couple (Be, —ords,) est presque

euclidien (def.[5.2.1)).
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8. Si E'|E, via le revétement étale Xgr — X g l'image réciproque d’un point fermé
x € | Xg| est constituée de [E' : E]-points de méme corps résiduel que celui de
x.

9. L’application degré induit un isomorphisme
Pic(X) — Z.
10. On a HY(X,0x) = 0.

Démonstration. D’apres les théoremes et son corollaire les hy-
potheses du théoréme sont vérifiées. Utilisant également les résultats de la sec-

tion [5.4] on en déduit facilement toutes les assertions du théoréme, hormis les points
(2), (5) et (7). Le point (2) se déduit de [32] 2.4.7 (i) et de la section [6.1.3] dont il
résulte qu’il y a un isomorphisme d’algebres graduées

Pgnpe ®5 E' == P, (5/:Ee-

Concernant le point (5), Panneau Ox o, se décrit comme étant le sous-anneau de
Frac(P) formé des § avec r et y homogenes de méme degré et y premier a ¢t dans
lalgebre graduée factorielle P c’est & dire y ¢ tP. L’inclusion P C B induit une
extension de corps

E(X) <~ Bgr,y-
La description précédente de Ox o, montre que via cette inclusion, Ox , C B;R,y'
On vérifie facilement que cette inclusion d’anneaux de valuation discrete induit un
isomorphisme au niveau des corps résiduels et envoie une uniformisante sur une uni-
formisante. On a donc N
Oxer = Bl
Le point (8) résulte de ce que le le morphisme Xg — Xg est étale fini de degré

[E' : E] et de ce que le corps résiduel en un point fermé de Xg est algébriquement
clos. O

Corollaire 6.5.3. — La tour de courbes (Xg,)n>1 est une sphére de Riemann
généralisée au sens de la définition |5.6.21].

6.6. Description en termes des fonctions méromorphes sur Y/p”

On sait que les courbes algébriques propres et lisses < usuelles > se décrivent en
termes de corps de degré de transcendance 1 et de valuations sur ceux-ci. On va
donner une interprétation de la courbe X en ces termes.

Soit M(Y') le corps des fonctions méromorphes sur Y (déf. |3.5.9)).

Définition 6.6.1. — On note M(Y /%) = M(Y)#=1d,

On a alors le résultat suivant.
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Proposition 6.6.2. — Le corps M(Y/p?) s’identifie au corps des fonctions ration-
nelles B(X).

Démonstration. — On a
E(X)= {% | 2,y € P homogenes de méme degré, y # 0} C Frac(P).
Puisque P C B, il y a une application
E(X) < Frac(P) «— Frac(B) = M(Y)

dont on vérifie aussitot qu’elle est & valeurs dans M(Y/p%). Soit maintenant f €
M(Y/p%)*. Considérons son diviseur

div(f) € Div(Y/p?).

On peut I'écrire comme différence de deux diviseurs dans Div'(Y/p%). D’apres le
théoreme [6.2.7] il existe g,h € P homogenes non nuls tels que

div(f) = div(g) — div(h)

et donc (theo. [3.5.11)

9
f=ud

avec u € B* = (B%)*. Puisque f est p-invariante on a

0 si degg # degh

___deg h—de
s (Bb)w_7T ¢ R {E non

On conclut que deg(g) = deg(h) et u € E*. O
On a maintenant la description suivante de X en termes du corps M(Y/p%). L’ap-
plication
Y| — {valuations sur M(Y/(pz)}
y > ordymyyen)
induit un plongement

[Y|/¢" — {valuations sur M(Y/¢%)}.

Via BE(X) = M(Y/¢?) et |Y]/¢? = |X]| (theo. point (4)) cela corres-
pond & Dapplication |X| 3> = — ord,. Alors, les ouverts non-vides de X sont les
complémentaires des sous-ensembles finis dans |Y|/p” et pour un tel ouvert U,

D(U,0x) = {f € M(Y/9") | ¥ly] € U, ord,(f) > 0}.
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6.7. La courbe comme quotient d’un ind-schéma

Considérons le ind-schéma
lim Spec(By)
—
I
ou I parcourt les intervalles compacts dans |0, 1[. Il est muni d’une action de ¢ par
automorphismes via

¢ : Spec(Br) — Spec(By-1(1))
olt I'on pose ¢(p) = p? pour p €]0,1].

Proposition 6.7.1. — 1. Il y a un morphisme p-invariant de ind-schémas

lim Spec(Br) — X
—
I

qui fait de X un quotient catégorique de lim Spec(Br) par ¢ au sens ou ce
—

I
morphisme est universel pour les morphisme p-invariants de lim Spec(By) vers
—

I
un schéma.

2. Pour tout I le morphisme

Spec(Br) — X

est plat. Il est fidélement plat si I = [p1, p2] avec p1 < pi.

Démonstration. — Pour tout I CJ0, 1] compact l'inclusion P C B C By induit un
morphisme
Spec(Br) — Spec(P).

Puisque P C By, l'image du point générique de Spec(Bj) est le point générique de
Spec(P). Rappelons que B; est un anneau principal (theo. d’idéaux maximaux
en bijection avec |Y7|. Or, si y € |Y7|, il existe t € P; tel que t(y) # 0 et donc I'image
de l'idéal maximal Brm, dans Spec(P) est dans l'ouvert principal D(t). Il s’en suit
que

Spec(Br) — Spec(P) \ V(Py) — (Spec(P) N V(Py))/Gy, = Proj(P) = X.

Lorsque I varie cela induit un morphisme @-invariant de ind-schémas. On vérifie que
via les identifications Spm(By) = |Y;| et | X| = |Y|/¢? cette application est au niveau
des points fermés

Y| — [Y]/¢".
Les assertions concernant la platitude et la fidele platitude en découlent.

Soit maintenant
f: lim Spec(By) — Z
T
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un morphisme g-invariant ot Z est un schéma. Notons pour tout I, f; : Spec(By) —
Z, f = (f1)1. A chaque ouvert U de Z est associé un ouvert f1(U) C Spec(Br)
|Y7] U {&} o & est le point générique commun & tous les (Spec(By));. Alors,

F7HU) =t 7N U) < U ilu g =1YIu{g
I

I

est un sous-ensemble de |Y| qui est soit vide soit tel que pour tout I, f;'(U) =
FHU)N(JY7|U{£D}) est le complémentaire d’un ensemble fini de |Y7|. Notons de plus
que puisque f est @-invariant, ce sous-ensemble de |Y| U {£} est p-invariant. S’il est
non vide, il existe donc un ¢ € P homogene non nul tel que

{yelY]|tly) #0yu{etc f71(U)
et donc f induit par restriction un morphisme @-invariant
; 1
h;n Spec(Br[3]) — U.
I
Si U = Spec(A) est affine il revient au méme de se donner un morphisme

=Id
A— (tim Bi1)" = Bl
1

On conclut facilement que f se factorise via lim Spec(Bj) — X. O
—
I

Remarque 6.7.2. — 1l résulte de la proposition précédente que si I est < suffisam-

ment grand >, X est un quotient fpqc de Spec(By). Ceci dit il ne semble pas y avoir de
description simple de la relation d’équivalence Spec(Br) x x Spec(By) sur Spec(By).






CHAPITRE 7

LA COURBE FONDAMENTALE POUR F PARFAIT
QUELCONQUE

Introduction

On montre dans ce chapitre que l'on peut étendre la construction de notre
courbe faite dans le chapitre précédent au cas ou F' est parfait non-nécessairement
algébriquement clos. La méthode utilisée est celle de la descente galoisienne de F' & F
en utilisant la théorie de Sen. Il y a une différence notable cependant par rapport au
cas oll I est algébriquement clos : le Pic® de notre courbe n’est plus nécessairement
trivial. C’est pourquoi les anneaux de Dedekind des ouverts affines ne sont plus
principaux en général (cf. prop. . De plus les corps résiduels de la courbe sont
des corps perfectoides non nécessairement algébriquement clos de < degré > > 1 en
général.

Enfin, on donne des compléments quant a la structure de la courbe comme par
example la proposition qui supporte le fait que X est la version algébrique d’un
espace du type < Y/ .

7.1. Calculs de cohomologie galoisienne

On calcul dans cette section des groupes de cohomologie galoisienne d’anneaux et

modules intervenant dans la construction de la courbe sur F'.

7.1.1. Cohomologie galoisienne de Bj,. — Soit y € |Yr| et z € \Y%\ tel que

B(z) = y (chap. . On note K, C C, les corps résiduels associés, C, = K, (cf.
theo. [3.3.1). Rappelons également que 1'on dispose d’anneaux de valuations discrete
complets B;{RJ de corps résiduel C, et B;Ryy de corps résiduel K. Il y a une action
de Gal(K,|K,) sur B;RW On note FilkBijz la puissance k-ieme de 'idéal maximal
de BjRﬁz.
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Tout B;R ,-module de longueur finie est canoniquement un E-espace de Banach.
Plus précisément, pour k£ > 0, via 'application surjective

By — Bip . /Fi* B, .
la topologie de Fréchet de BI% induit une topologie quotient qui est de Banach. Muni

de cette structure canonique d’espace de Banach B:{RZ / FilkB;R . est une extension
successive du E-espace de Banach C,.

Soit W un B;{R .-module de type fini muni d’une action semi-linéaire de

Gal(K,|K,). On dit que cette action est continue si pour tout k > 0, Paction
déduite sur l’espace de Banach W/ FilkB;R W Test.

La proposition couplée a la théorie de Sen-Tate fournit alors le résultat sui-
vant. Nous n’en donnons pas la démonstration car il s’agit d’applications < stan-
dard > bien connues de la méthode de Sen-Tate.

Proposition 7.1.1. — 1. On a
Biny = (Bn)
2. Soit W un B;R,Z -module de longueur fini muni d’une action semi-linéaire conti-
nue de Gal(K,|K,). On a alors
HY(Gal(K,|K,),W) = 0.
3. Le foncteur
Ve Veg: Big.

mduit une équivalence de catégories entre BIR y—modules de type fini et BIR .-

modules de type fini munis d’une action semi-linéaire continue de Gal(K ,|K,).
Un inverse est donné par

W —s WGal(?y\Ky).
7.1.2. Cohomologie galoisienne de B.. — Fixons une uniformisante 7 de F.

Proposition 7.1.2. — Pour toute représentation continue p : Gp — GL(V) a va-
leurs dans un E-espace vectoriel de dimension finie et d >0 on a

HI(GF,B%:’Td 2pV) = 0
HO(Gp, BE™ @p V) # 0
F

ot la cohomologie est la cohomologie continue relativement a la structure d’espace de
_d
Banach de BZ™™  (sec.|4.1.9).
F
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Démonstration. — Fixons t € Pr 1. Commencons par l’assertion d’annulation. Soit
y € |YFr| tel que t(y) = 0. Lorsque d > 1 il y a une suite exacte
9 -~
0— P~ P K, —0.

) )

ou K, désigne la cloture algébrique de K, dans C, z € |Y%| et 8(z) = y. L’action de

Gr sur K, est alors déduite de 'isomorphisme Gal(K,|K,) — Gal(F|F). D’apres la
proposition [7.1.1 on a

H' (Gal(K,|K,),V ©5 K,) =0.

En tordant la suite exacte précédente par V et en regardant la suite exacte longue de
cohomologie galoisienne associée on en déduit que par récurrence il suffit de montrer
le résultat pour d =1 :

1 -~ =
H (GF,PF1®EV) 0.

s

Soit G un groupe de Lubin-Tate sur Og. Rappelons maintenant qu’il y a un isomor-
phisme de périodes d’espaces de Banach

G(O=) = P~
F F.1

)

Fixons une loi de groupe formel de Lubin-Tate £7 associée a G et donc
U .= g((’)g) = (m:, —‘r).
F P LT
Notons pour p €]0, 1],
ma :{xEm% | |z < p}.

F.p
Posons
Up = (m: , +).
F.p T
qui est un réseau définissant la topologie de Banach de U. On a alors 7U, = U,q et

puisque X +TY =X +Y mod deg > 2,
c
Uy /U, = (m%\,p/m%,p2’+)'
Soit A C V un réseau Galois invariant. On a alors
Hl(GF7 UgV)= th HI(GF,UP Ro, N).
P
De plus,
U, = {El Up/Upzn
n>0

D’apres le lemme couplé a la méthode de Tate, pour ¢ > 0
i ~ =
H (Gp,mfm QF, A/ﬂ'A) 0
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duquel on déduit que
H'(Gp,Upn @ AJU nss @ A) = 0.
On conclut quant & 'annulation de H(GF, P§ ) ®p V).

)

Passons a la seconde assertion de la proposition. Avec les notations précédentes, il

suffit de montrer que
H°(Gp,U, @0, A) #0
pour un p €]0, 1[. Puisque
I‘I1 (GF, szn (X)/Vp2n+1 (X)) =0

I’application

H° (G, V,(x)/ Vi1 (X)) — H(GR, Vp(x)/Vjen (x

)

est surjective et donc H°(Gp,V,(x)) se surjecte sur H°(Gr,V,(x)/V,2(x)) qui est

non nul toujours d’apres Tate et le lemme [3.1.1

7.2. L’anneau B, est de Dedekind

Soit 7 une uniformisante de E. Considérons

d

=T
Prn = @B}fi

d>0
_d
P = @Bﬁ*”.
,TT

a0 T

D’apres le théoreme on a

PF,Tr = PgF .
F .,
Soit t € P 1 non nul. Posons
Bre = Bp[$]#7'" = Pr.[}lo
~ - ~[Le=ld _ p. [1
B Bzl Pf,ﬂ[t]‘)'

Proposition 7.2.1. — L’anneau Br. est de Dedekind.

O

Démonstration. — On utilise le lemme qui suit. Soit f € Br\ E*. De la suite

exacte
0 — B= ><—f>B: — B~ /B: f—)O
,€ Fe Fe F.e
et de Vannulation de lim H'(Gp, BX*=") (cela résulte de la prop.
i Fe

d

Gr
Bre/Bref = (Bz /Bz 1)

7.1.2

on tire que
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Si f =i avecx € PpLy \tPpy k1, alors

Bz /B= [~ ][] I[[  Big./rr@ B, .
[YIEYF|/p” [ZIG\Y%\GF'H"WZ
(6())=Iy)
Puisque les fibres de 8 sont des orbites sous Galois les deuxiémes produits interve-
nant dans la formule précédente sont des modules galoisiens induits. On conclut en

appliquant la proposition [7.1.1] que
B~ /B~ £)"
(2.3 .7)

12

I Bi,/Filo@BL, .
[YIEIYF|/ "
O

Lemme 7.2.2. — Un anneau intégre A est de Dedekind si et seulement si pour tout
élément non nul a € A, A/(a) est isomorphe 4 un produit d’anneaux de valuation
discréte quotientés par une puissance de leur idéal mazximal.

On peut voir Bp, comme un sous-anneau du corps des fonctions méromorphes
(sec. [3.5.4)) p-invariantes sur Yz, M(Yx)?=14. On a alors

Proposition 7.2.3. — Il y a une bijection
(IYe|\V(®)/¢" — Spm(Br.)
W — {f€Ba.| ) =0

De plus, si l'idéal mazimal m correspond a [y] il y a alors un isomorphisme canonique
—_—

(pre)m AN BIR,y'
Démonstration. — Si A est un anneau de Dedekind alors

lim Spec(A4/a) — Spm(A)

Iy
ou a parcourt 'ensemble ordonné des idéaux principaux non nuls de A. La proposition
résulte alors de la description donnée dans la démonstration de la proposition |7.2.1

des quotients de B, par un idéal principal non nul. O
Proposition 7.2.4. — Le groupe des classes d’idéauzx de l’anneau de Dedekind B .
est

Cl(Bp,e) ~ Hom(Gp, E™).

Démonstration. — Si I est un idéal non nul de Bp . l'idéal B~ I est principal,

B%el = (f).
Il y a alors un morphisme de groupes

X:GFHB; :EX
Fe
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tel que pour tout ¢ € G on ait

7 =x(a)f.

Ce caractere y est continu. Cela résulte de ce que si f € t7 %P~ I’action de G sur

s

)70y

le E-espace de Banach t=% P~ est continue.

s

Le caractere x associé a Pidéal T ne dépend que de la classe de I dans Cl(Bp.).
On a donc défini un morphisme de groupes

Cl(Bpe) — Hom(Gp, EX).

Gr
De I’égalité (B§ ) = Bp,. on déduit que ce morphisme de groupes est injectif.
e

Montrons sa surjectivité. Soit maintenant y : Ggp — E* continu. D’apres la proposi-
tion [7.1.2)
H(Gp. B2 (X)) #0

et il existe donc f € B%e tel que
Vo € Gp f7 =x(o)f.
Toujours d’apres la proposition puisque
HY(Gr, Bz () #0,
I'idéal de Bp,
Gr
=B f0Br.=(Bz 1)

est non nul. D’apres la description du spectre maximal donnée dans la proposition
il résulte que pour un idéal I de Bp,,

_ N Gr
1= (nyef) .

Le résultat en découle. O

7.3. La courbe

Soit 7 une uniformisante de E et
d
=T
Prp.=@BE.
d>0

Proposition 7.3.1. — L’algébre graduée Pr g . est engendrée par ses éléments ho-
mogenes de degré 1.

Démonstration. — Soit t € BE~" non nul et y € |Yp| tel que div(t) =Y, czl¢™(y)].
Il y a une suite exacte
_. 0,
0~ Et— BE " —— K,.

On vérifie facilement que BY " est un E-espace de Banach de dimension infinie
(utiliser qu'il s’agit des Op-points d’un groupe de Lubin-Tate sur F,). Il s’en suit
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quil existe s € BE " tel que 6,(s) # 0. Puisque les diviseurs de s et ¢ sont premiers
entre eux il y a une suite exacte de fibrés sur X 2

(—s,t

0 — Ox.(-1) GLLN Ox. ®0x. 2L 0x_ (1) — 0.
F F F F

Soit maintenant un entier d > 1. En tordant la suite précédente par Ox .. (d) et en
F

prenant les sections globales, puisque H' (X = Z(d)) = 0, on obtient une suite exacte

0— BﬁZ’T‘H LN Bizﬂd ® Bf”d BELEN Biz”dﬂ —0
F F F F
_d—1
Puisque HY(Gp,BZ™™ ) = 0 (7.1.2) la suite exacte de cohomologie galoisienne
F

associée donne
__d+1 _d _d
p=m _ pe=m o=
B =DBp " s+ By "t
Il suffit maintenant de montrer que le morphisme
— 2
Sym?B$~" — BETT
est surjective. Soit E'|E une extension quadratique de E obtenue en rajoutant une
racine carrée 7'/2 de 7. Afin de montrer que le morphisme précédent est surjectif il
suffit de montrer que c’est le cas aprés extension des scalaires & E’. Mais pour tout d
on a
/
Prpxa®p B = Pp g 51/2 24-
Ce que I'on a démontré précédemment appliqué en remplacant F par E’ montre en
particulier que
2
Sym PF’El’ﬂ.l/Z’Q — PF’E/’W1/2’4

est surjectif. On conclut. O

Remarque 7.3.2. — Si F n’est pas algébriquement clos il existe des éléments ho-
mogenes de degré > 1 dans l'algebre graduée Pr qui ne sont pas des produits
d’éléments de degré 1.

On note maintenant
XF,E = PI‘Oj(PF,E’Tr).

Si F contient une cloture algébrique de F,, il résulte de la section que ce
schéma ne dépend, canoniquement, pas du choix de mw. Ceci dit, nous verrons en
toutes généralités sur F' dans la section une description de X g qui ne fait pas
intervenir 7. C’est pourquoi, par anticipation, 7 n’apparait pas dans la notation Xr g.

D’apres la proposition onaXp = UtEpF)l\{O}D“‘(t). En utilisant les proposi-
tions [L.2.1] et on obtient le théoréme suivant.

Théoréeme 7.3.3. —

1. Le schéma X g est une courbe.
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2. 1l y a une bijection
w: |[Yrel/¢* = | Xl
qui envoie la classe de y € |Yp | sur lidéal homogéne dont les éléments ho-
mogeénes de degré d sont les f € Pp g rq C Bp vérifiant f(y) = 0.
3. Posons pour x € |Xp|, deg(z) = deg(y) si u([y]) = z. Cela fait de Xp g une
courbe compléte de corps de définition E .

4. Siu([y]) =z il y a un isomorphisme canonique

—~ ~ +
OXF X BdR,y .

7.4. Description en termes de fonctions méromorphes sur Y/p?”

Comme dans la section [6.6{on note M(Y/¢?) = M(Y)?=14, Voici maintenant la
généralisation de la proposition [6.6.2] au cas F' parfait quelconque.

Proposition 7.4.1. — Le corps des fonctions rationnelles E(X) s’identifie a
MY/ 7).

Démonstration. — Comme dans la preuve de [6.6.2] il y a un plongement naturel
E(X) Cc M(Y/¢"). Etant donné f € M(Y/¢?), d’apres on peut écrire
T
f=-
Y
avec x,y € PI% . g POUr un entier d. On peut de plus supposer que x et y sont
E,m,

premiers entre eux dans 'algébre graduée factorielle P~ i.e. 'entier d précédent

k) )Tr
tel que f = % avec x et y homogenes de degré d est minimal. Pour ¢ € G on a alors

o(z)y = za(y)

et donc z|o(z) puisque x et y sont premiers entre eux. Puisque x et o(z) sont de
méme degré on en déduit 'existence de x(o) € E* tel que

o(x) = x(o)x.
On a alors o(y) = x(o)y et de plus x : Ggp — E* est un caractere. Il est continu.
En effet, fixons p €]0,1[. L’action de GF sur B% est continue et on a en particulier
lim|o(x) — x|, = 0. Puisque |.|, induit la topologie non-archimédienne sur E on en
og—e

déduit la continuité de . Soit maintenant z € H° (GF, P% . 1(X)) non nul (prop.
b 77T7

. Alors, f = % avec 2,2y € Prp g rdyi1- O

Comme dans la section , on en déduit une description de Xg g en termes de
M(YE /%) et des valuations ordy,y € |Yp g|. Il en découle aussitot que Xp g ne
dépend pas canoniquement du choix de I'uniformisante .
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7.5. Changement de corps F
Soit E'|E de degré fini. Puisque Bg: = Bg ®p F’,
M(Yg) = M(Yg) @ E'
et donc
M(Ye [9") = M(YE /") @5 E'
soit encore
E(X) XRE E = E,(XE/).
Proposition 7.5.1. — 1l y a une identification canonique

XE RF E/:XE/.

Démonstration. — Soit y € |Yg|, y = (§) avec £ € Ag primitif. On a alors
Bg//(§) = Bg/(§) ®g E' = K, @ E'.
On en déduit que si divg (€) = 3;[z:] € Divt (Yp/) alors pour i # j, 2; # z; et

K,®p E = HK

Il s’en suit que dans 'extension finie M(Yg)|M(YE),
{valuations v de M(Yg) telles que vjpq(v,) = ordy } = {ord., };.

Soit maintenant U un ouvert non vide de X différent de Xg (i.e. U est affine),
|U| = |YE|/@” \ A avec A fini non-vide. Soit

B ={[z] € [Ye|/&" | ord.jpm(vy) € A}
et V Pouvert de Xg/ tel que
V] = Vel /6" B.

L’inclusion M(Yg) C M(Yg/) induit un morphisme de E-schémas V — U et donc
un morphisme de E’-schémas V' — U ®g E’. Notons U = Spec(R), V = Spec(R).
On a une inclusion d’anneaux de Dedekind R®p E’ C R’ qui induit un isomorphisme
au niveau de leurs corps des fractions. En regardant la décomposition d’un idéal
maximal de R dans R ® g E’ on vérifie que cela implique que R ® g B’ = R’ et donc
V S5 U®gE. O

7.6. Changement de corps F

Soit L|F une extension galoisienne de degré fini.
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Proposition 7.6.1. — L’action de Gal(L|F) sur X1, fait de X1, un revétement étale
galoisien de groupe Gal(L|F) au dessus de Xp

X

l > Gal(L|F)

Xp
Démonstration. — L’uniformisation
Yl/¢® = X1
est compatible & l'action de Gal(L|F'). D’apres le théoréme |YFr| s’identifie au
quotient de |Yz| par Gal(L|F') et de plus, si z € |Y.| avec z — y € |YF| alors
Stabgal(uF) (Z) L) Gal(KZ|Ky)
Remarquons de plus que puisque Paction de Gal(L|F') sur |Y7| conserve la < distance
a lorigine » ||.|| : |Yz| —]0,1[, on a
Stabgai(r|r)(2) = Stabgai(r|r)(z mod 7).
On vérifie aussitot que
Gal(L|F) ¢ Aut(E(X1)).
Les sous-groupes d’inertie de 1'action de Gal(L|F') en chaque point de X, sont donc
triviaux. Il s’en suit que
X, — XL/Gal(L|F)
est étale fini galoisien ([I] exp.V coro. 2.4). Enfin, si ¢t € P est non nul et Bp, =

11p=1Id ; Gr _
Bp[;]#='¢ alors, puisque BI%F = Bp,
,€

Bp. = B4,
Il s’en suit que Xp = X1 /Gal(L|F). O
On dispose donc d'un pro-revétement galoisien (X1)zp — Xr de groupe G ot
L parcourt les extensions de degré fini de F dans F.

7.7. La courbe associée & F
Définition 7.7.1. — On note
Xgp= lim Xpp
LIF
(limite projective dans la catégorie des schémas) o L|F parcourt les extensions de

degré fini de F dans F.

De fagon étonnante, le schéma X4 est noethérien. On a plus précisément ’énoncé
suivant.
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Proposition 7.7.2. — Le schéma X3 est une courbe de corps de définition E.

Démonstration. — On applique le lemme qui suit. Si L|F est finie contenue
dans F on a (3.3.1)
Y2 |O i /Gr x o = | X

‘Gp—ﬁn

Il suffit maintenant de remarquer que si y € |Y% et H désigne le stabilisateur

de y dans G, G/ = Nyeg,oHo™ !, L'|L finie, alors le point fermé associé a o(y),
o € G, de X, est inerte dans les revétements Xr» — Xy, . O

Lemme 7.7.8. — Soit (B;); un systeme inductif d’anneauz de Dedekind tel que pour
i < j, Bi = Bj soit étale fini. Supposons que pour tout indice i et tout idéal mazimal
p de B; il existe j > i tel que pour tout q € Spm(B;) avec q|p, q est inerte dans By|B;
lorsque k > j (i.e. Brq est un idéal premier de By). Alors,

—
i
est un anneau de Dedekind.
Démonstration. — Cela résulte facilement du lemme [7.2.2] O

En résumé on dispose donc de morphismes de courbes G gp-équivariants

X=
F
X—

F

i

XF
ot X7 — X est pro-galoisien de groupe G et
| Xr| = |X5l/Gr = | X297 /Gr.
F F

Via le morphisme X% — X4, les points fermés dont la G p-orbite est infinie sont
envoyés sur le point générique de X+.

7.8. Choix d’un fibré ample et p-modules de rang un sur B

On explique dans cette section pourquoi le choix d’une uniformisante 7 est ar-
bitraire dans la définition de la courbe comme un Proj. On utilise les résultats du
chapitre [11] qui seront démontrés dans la suite.

Soit p-Modp la catégorie des couples (M, ) o M est un B-module projectif de
type fini et ¢ un endomorphisme p-linéaire de M. C’est une catégorie tensorielle munie
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de duaux, de Hom internes et d’un objet unité 1 = (B, ¢). Pour un tel p-module on
note

HO(M, ) = Mo~
Soit # les objets inversibles de p-Modp i.e. les (M, ¢) avec M de rang un. On note
Pic(p-Modp) = F/ ~

les classes d’isomorphisme de .#. Muni du produit tensoriel c’est un groupe.

On utilise le résultat suivant (cf. chap. : 51 F' est algébriguement clos et (M, ¢) €
p-Modp alors M est libre. Supposons donc F algébriquement clos et soit (M, ) € .Z.
Si M = B.e, p(e) = Xe pour un A € B* = (B?)*. On peut donc définir v, ()\) € Z.
On vérifie aussitot que cet entier ne dépend pas du choix de la base e de M. On
appelle alors degré de (M, ¢) l'opposé de cet entier. Pour F' quelconque on définit de
méme le degré d’un objet de .# par extension des scalaires de B a BI%. Cela définit
un morphisme surjectif de groupes

deg : Pic(p-Modp) — Z
dont on note Pic® (¢-Modp) le noyau. On a maintenant : il y a un isomorphisme
Pic®(p-Modg) =~ Hom(Gg, EX).

Cet énoncé se détaille de la fagon suivante. Tout d’abord, si F' est algébriquement
clos il dit que tout ¢-module de rang un sur B de degré 0 est isomorphe a 1. Puis, si
F est quelconque et L € I

H(L ®p, B=)

est un F-espace vectoriel de dimension un (d’apres le cas F' algébriquement clos).
L’action de G sur cette droite définit un caractere de G a valeurs dans E*. Cela
définit la fleche dans I'isomorphisme annoncé. Son inverse associe au caractere x le
p-module

o~ GF
(B=(0)7", ).
Pour L € .# de degré > 0 on considére I’algebre graduée

@ HO (L®d).

d>0
Apres avoir fixé un isomorphisme L ®p,, B% ~ (Bﬁ,w*kgp), k = degl, il existe un
caractere x : Ggp — E* tel que cette algebre graduée soit isomorphe a

(Br" ()"
a0 T

Voici maintenant une généralisation de la proposition [7.3.1}
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Proposition 7.8.1. — Pour L1,y € & de degré > 0 Uapplication
H(Ly) @ H(Lg) — H°(Ly ® Ly)
est surjective.

Démonstration. — 1l s’agit de montrer que pour dy,ds > 0 et x1, X2
_d __d _d1+d
B2 ) e B2 “(x2) 9 — B2 T axe)er

est surjectif. On vérifie que cela se dévisse en les deux assertions suivantes :

1. Pourd > 1let yx

BfT" @ BET () — BZT
F F

()"

est surjectif.

2. Pour x1, x2
_ _ .2
BET"(x1) " @ BET (x2) " — BT (xaxa) "

est surjectif.
Le point (1) se démontre comme dans Quant au point deux il résulte du point
(1) appliqué & E(r'/?) comme dans la preuve de|7.3.1 O

En particulier, ’algebre graduée
@ HO (]L®d)
d>0

est engendrée par ses éléments de degré 1.

Proposition 7.8.2. — Soit L € & de degré > 0. On a alors une identification

X = Proj @ H°(L57)).

d>0

Démonstration. — Soient Ly et Lo de degré > 0. Quitte a remplacer Lo par ]L%M avec
d > 0, ce qui ne change par le Proj de 'algebre graduée associée, on peut supposer
que deg(LL;) < deg(Ly).
Soit u : L; — Lo. Il induit un morphisme d’algebres graduées
Put - P HO LY — P HOLSY).
d>0 d>0 d>0

Si t € H°(LLy), ce morphisme d’algébres graduées induit un morphisme de schémas
affines
fu: DF(u(t)) — D*(t).

Siwv:L; — Ly est un autre morphisme

Jul D+ (utyvt) = ol D+ (u()o(t)
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car
u®v=v®u:L?2 —>]L§@2
puisque les B-module sous-jacent a Ly et Ly sont localement libres de rang 1. D’apres
la proposition utilisant que Hom(L1, Ly) = HO(LY ®Ls) et I'inégalité deg(LL1) <
deg(ILs), lapplication
H°(L1) ® Hom(Ly, Ly) — H°(Ls)
est surjective. Il en résulte que les ouverts Dt (u(t)), t € H°(L;) forment un recou-

vrement ouvert du Proj de 'algebre graduée associée a L. On en déduit donc un
morphisme de schémas

Gua + Proj( @ HOLE?)) — Proj(€D HOLFY)).

d>0 d>0

On vérifie maintenant facilement que g, 1, © gr, 1, = Id. O

Exzemple 7.8.3. — Soit A € B* = (B®)* vérifiant v,(\) > 0. On a alors une

identification
X = Proj ( D B*”:’\d).
d>0

7.9. Retrouver la courbe analytique a partir de la courbe schématique : le
théoréeme de Runge

La proposition suivante dit que les fonctions rationnelles sur la courbe X avec un
pole prescrit sont denses dans les fonctions holomorphes sur les couronnes compactes
Y7 qui ne contiennent pas ce poéle. Il s’agit d’'un analogue d’un cas particulier du
théoreme de Runge concernant la densité des fonctions rationnelles dans 1’espace des
fonctions holomorphes sur un ouvert.

Proposition 7.9.1. — Soient I un intervalle compact de |0,1[ d’extrémités dans
|F| tel que IN@(I) = O et t € BP=™ satisfaisant supp(div(t)) N |Y7] = 0. Notons
B, = B[}]#=14. Alors, Uinclusion

B. C By
est d’image dense.

Démonstration. — Notons

On vérifie aussitot 1'assertion suivante : si p €]0,1[, z € F et o €]0, 1] sont tels que

pT T < Ju] < a?pT
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alors
Z(x) = [x](1 4 u(z))
avec
u(z)], < a.
Notons maintenant I = [p1, p2] et t = Z(¢). Quitte a remplacer ¢ par n"™t, n € Z, on

peut toujours supposer que

. P _1 1

pi <ol <lel<piT < piT
Choisissons « €]0, 1] tel que

J 1
psTam? < el < a?piT.
Alors, pour x € F tel que
J 9 2 1
ps o < x| <a'pi

(2) :E;((f)) = [ze (1 +v(2))
(3) lo(@)llr < .

On en déduit tout d’abord que BY° = {f € By | ||fllr < 1} contient des éléments de
B, de norme ||.||; aussi proche de 1 que l'on veut. Il suffit donc de montrer qu’il existe
n €]0, 1] tel que si

ap ={f € Bi| lfllr <n} = Br.l2], Iz2[=n
alors "application
B.NB; — Bj/a,

est surjective.
Si|a| = p1 et |b] = p2 on a

Bj = Wo,(OF) [[%]7 ﬁ}

Réduisant modulo 7 cette égalité on en déduit qu’il suffit de montrer que pour n €]0, 1]
suffisamment proche de 1 les éléments suivants appartiennent a B, N B} + a, :
[a] 7

], reF n<lz|<1, —et—.

] <<l S
Pour les Teichmiillers cela résulte des formules et ([3). Utilisant ces mémes formules
on vérifie que pour n > 0

1 (.i”(eal/pn) )P"
Z(e)

™
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permet de traiter le cas de % Le cas de ﬁ se traite quant & lui en considérant

ZL(eb /P )\ "
7r/< Z(e) ) '
pour n > 0. O

Corollaire 7.9.2. — On peut retrouver la courbe analytique < Y /% > a partir de
lespace annelé normé (X, Ox, (Hp)pE]O,l[)'

Remarque 7.9.3. — Considérons la droite projective Pt = {[z1 : 20]}. Soit I C
10, +00[ un intervalle compact et C; = {[z1 : 22] | |§—;{ € I} la couronne associée. Les
fonctions rationnelles sur P{ dont les poles sont contenus dans {0,00} sont denses
dans &(Cy). Contrairement & la proposition on est obligé d’autoriser au moins
deux poles afin d’avoir un tel résultat de densité. Cela vient du fait que P&\ Cr a deux
composantes connexes tandis que < (Y \ ¢%(Y7))/¢” > est connexe.



CHAPITRE 8

CLASSIFICATION DES FIBRES VECTORIELS : LE CAS
F ALGEBRIQUEMENT CLOS

Introduction

Dans ce chapitre on on démontre le théoreme de classification des fibrés sur la
courbe lorsque le corps F est algébriquement clos (théo. [8.2.10). On utilise pour
cela le dévissage donné par le théoreme qui rameéne ’énoncé du théoréme de
classification & un énoncé sur les modifications de fibrés vectoriels. On montre alors que
ces deux énoncés sur les modifications de fibrés se ramenent en fait a la détermination
de :

— L’image de l'application des périodes de Hodge-de-Rham pour les espaces de

Lubin-Tate.
— L’image de ’application des périodes de Hodge-Tate pour les espaces de Lubin-
Tate.

Le premier calcul d’image a été effectué par Gross et Hopkins dans [29] ou ils
montrent que I'application des périodes de Hodge-de-Rham est surjective i.e. le lieu
admissible est égal au lieu faiblement admissible pour les espaces de Lubin-Tate. Le
second calcul se ramene via l’isomorphisme entre les tours jumelles au calcul des
périodes de Hodge-de-Rham pour les espaces de modules de groupes p-divisibles in-
troduits par Drinfeld. La encore Drinfeld ([I5] couplé & la section 5.49 de [54]) a
démontré que le lieu admissible coincide avec le lieu faiblement admissible qui est lui-
méme égal a I’espace (2 de Drinfeld. Ces deux résultats nous permettent de conclure
quant au théoreme de classification des fibrés.

Enfin, on donne la premiére application du théoréme de classification des fibrés :
la simple connexité géométrique de la courbe (théo. .

Dans tout ce chapitre le corps F' est algébriguement clos.
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8.1. Deux résultats sur les périodes des groupes p-divisibles

Les résultats de cette section seront utilisés dans la preuve du théoreme de classi-
fication des fibrés sur la courbe X g construite précédemment.

8.1.1. Le cas de l’espace de Lubin-Tate. — Soit Ez la cloture algébrique de
F, dans F, n > 1 un entier et H un Og-module formel w-divisible de dimension
1 et de Og-hauteur n sur ﬁq (cf. sec. . Un tel Og-module formel est unique a
isomorphisme non-unique pres. Notons Dy (H) le Og-module de Dieudonné covariant
de H (on prendra garde que dans la section cette notation désignait le module
de Dieudonné contravariant). Il est muni d’un opérateur V associé a 'isogénie F/% :
H — H@. On a

Do(H) =<e,Ve,...,Vn—1le >

ot V" = me. Soient B = Wo,(Fy)g et X Despace des déformations par isomor-
phismes de H sur Spf(O;). C’est un Spf(O;)-schéma formel et on a un isomor-
phisme non canonique

X ~ Spf(OE;[[ZL’l, ey ‘Tn,l]]).

Soit X% la fibre générique de X comme E""-espace analytique de Berkovich. Cet
espace est isomorphe & une boule ouverte de dimension n — 1. Si K|E™ est une
extension valuée complete pour une valuation a valeurs dans R,

X(K)=X(0k) ={(H,p)}/ ~
ou H est un @-module m-divisible sur O et

p: H®Fq OK/pOK — H®(’)K OK/pOK

est une quasi-isogénie de hauteur 0 de O-modules m-divisibles. Soit P le W—espace
analytique de Berkovich associé a la variété algébrique qui est ’espace projectif sur
Do (H). I y a alors un morphisme de périodes
X" —P
défini par Gross et Hopkins dans [29] et généralisé par Rapoport et Zink dans [54],
chap. 5. Nous n’aurons besoin de sa définition qu’au niveau des points. Soit K|E™"
comme précédemment et [(H, p)] € X" (K). On peut alors définir une O-extension
vectorielle universelle Eo(H) ([18], appendice B.3) et considérer son algebre de Lie,
Lie Eo(H), qui est un Og-module libre de rang hto (H). Elle est munie d’une filtration
de Hodge
0 — Vo(H) — Lie Eo(H) — Lie H — 0.
ou Vo(H), la partie vectorielle de la O-extension vectorielle universelle, est égale a

wgp /Iwgp avec HP le dual de Cartier de H et I = ker(Of ®z, Op — Ok). Le
O-module de Dieudonné D (H) s’interpréte comme I’évaluation d’un cristal algébre
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de Lie de la O-extension vectorielle universelle (cf. [18], app. B.3). La quasi-isogénie
p induit alors un isomorphisme

ps i Do(H)[1] @ K — Lie Eo(H)|[7].

Via p., la filtration de Hodge précédente définit donc un point de P(K) qui est 'image
de [(H, p)] par V'application des périodes 7.

Théoréme 8.1.1 ([48], [29]). — Le morphisme des périodes i : X°™ — P est sur-
jectif.

Le théoreme pécédent se traduit plus concretement de la fagon suivante. I1 dit
que pour tout K|§’;, tout y € P(K), il existe L|K une extension de degré fini et
x € X9"(L) tel que #(x) = y. Dans [48] le théoréme est démontré lorsque K est de
valuation discrete et £ = Q,, mais les arguments s’adaptent aussitot au cas général.
On déduit également facilement ce théoréme du corollaire 23.15 de [29].

Voici maintenant la traduction du théoreme précédent en termes de théorie de
Hodge p-adique.

Théoréme 8.1.2. — Soit C|E un corps valué complet algébriquement clos tel que
C’" =F, c’est a dire C = Cy pour uny € |Y|. Soient Ao, ..., An—1 € C non tous nuls.
Alors, le morphisme

(BF,E)LPT — C

T — Z_O)\i@y(cpi(x))

est surjectif de noyau un E-espace vectoriel de dimension n, V. De plus, sit € Bp g
désigne la période d’un O-module formel w-divisible de dimension 1 et de hauteur 1 sur
Oc (un groupe de Lubin-Tate), div(t) = Y ,czl¢"(y)] € Divt (Yr k), le morphisme
Br g-linéaire
V®r Brg — (BFE)n
v®1 —  (z,0(x),..., go”_l(x))

est injectif de conoyau annulé par t.

8.1.2. Le cas de ’espace de Drinfeld. — On garde les notations de la section
précédente. Soit maintenant D une algebre a division centrale sur £ d’invariant %
On note Fy» I'extension de degré n dans IF, dans Fq. Ecrivons

D = Og, 1],

Wop, (Fgn) = E,|E étant I'extension non-ramifiée de degré n et II une uniformisante
de D; II" = 7w et V& € E, on a Ilx = o(z)II. On note Op = O, [II] son ordre

maximal.
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Soit S un Opg-schéma sur lequel p est nilpotent, resp. un Spf(Og)-schéma formel.
Rappelons que d’aprés Drinfeld ([I4]), un Op-module formel spécial sur S est O-
module formel m-divisible G sur S muni d’une action de Op tel que Lie G soit un
OE, ®o, Os-module localement libre de rang 1. Concretement, cette derniere condi-
tion signifie que localement pour la topologie étale sur S (en fait il suffit de prendre
le revétement S ®o, O, — 9), si

LieG= P (LieG),
T:OE,”‘—>OS

ou O, C Op agit sur (LieG), via 7, pour tout 7, (LieG), est un Og-module
localement libre de rang 1.

Notons can : E,, — Wy(F,) le plongement canonique. Soit G un Op-module formel
spécial sur E]. Son O-module de Dieudonné covariant se décompose en

Do(G) = P Do(G);

1€L/NL

ot O, agit sur Do(G); via 0=% : O, o can — Wo(F,). Relativement & cette gra-
duation du module de Dieudonné on a

deg(V) = deg(IT) = +1.
On peut donc associer a un tel G un O-isocristal
(D@(G)O [4], v—ln).

Supposons maintenant que G soit de O-hauteur n?, c’est & dire Dp(G)o est un
Wo(F,)-module de rang n. Si M C Do(G)o est un réseau et A = @' 'MI'M on
a

2

n=dmG = [A:VA] =n[VHIM : M]+[M : 7M]
N——

et donc [V7IIM : M] = 0. Le point terminal du polygone de Newton de
(Do (G)[£],V~HI) est donc 0. De plus,

LieG = @ Do(G)i/VDo(G)i
1€L/NL

ol chacun des éléments de la graduation est un ?q—espace vectoriel de dimension 1.
Puisque II"™ = m, qui induit le morphisme nul sur LieG, il existe un indice iy €
{0,...,n — 1} tel que ILDp(GQ);, = VID(Q);,. Alors, II"°D(G)
riant sous V" I dans Do (G)o. De tout cela on déduit que

(Do(G)o[]. V')

i, €st un réseau inva-

est un O-isocristal unité i.e. isocline de pente 0. On montre alors que la correspondance

Gr— (Do(G)o[L],V'I)
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induit une équivalence entre les Op-modules formels spéciaux de hauteur n? a

isogénies pres sur F, et les O-isocristaux unité. Il en résulte que la correspondance

Gr+— ]D)o(G)o [l

V=II
<]

induit une équivalence entre la catégorie des Op-modules formels spéciaux a isogénie
pres et les F-espaces vectoriels de dimension n.

2

Soit maintenant G un Op-module formel spécial de hauteur n? sur F,. Notons

W =Do(G)o[2]" 7",

un E-espace vectoriel de dimension n. Soit Qle Spf(O/\) schéma formel paramétrant

les déformations ns par quasi-isogénies de hauteur 0 de G. Soit €2 = Q9" 1a fibre générique
de O comme EnT- espace analytique de Berkovich. Soit P I'espace analytique de Ber-
kovich associé a l'espace projectif IP’(W)E; Il y a alors un morphisme de périodes

7:0—P.

Nous n’aurons besoin de sa définition qu’au niveau des points. Soit donc K \W une
extension valuée complete et [(G,p)] € QOk) = QK). Ici, G est un Op-module
formel spécial sur O et

p: G@OK/pOK — G@OK/pOK

est une quasi-isogénie de hauteur 0. On a une décomposition de ’algebre de Lie de la
O-extensions vectorielle universelle

Lie Eo(G) = €D Lie Eo(G)
1E€EZ/NZ

ot B, agit sur Lie Eo(G); via can o 0%, On a de méme une décomposition de la
filtration de Hodge

Lie Eo(G) = @) LicEo(G)i » €P Lie(G)i = LieG
1€L/NL €L/
sur laquelle IT agit comme un opérateur homogene de degré +1. De plus, p induit un

isomorphisme gradué

px: Do(G)[ ;] @z K — Lie Eo(G) [ 1]
et donc sur la partie homogene de degré 0,
pe: W@ K =Do(G)o[5] @z K — Lie Eo(G)o[ ]
Via p,, la filtration de Hodge de G définit donc un morphisme surjectif
Wep K — (Lie G)o[%]

et donc un élément de Pespace projectif P(K). Cet élément est 7 ([(G, p)]).
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Théoréme 8.1.8 ([14]). — Le morphisme des périodes & : Q@ — P induit un iso-
morphisme entre et 'ouvert de P

P \ U Hon

HeP(W)(E)

qut est le complémentaire des hyperplans E-rationnels dans l’espace analytique P sur
le E-espace vectoriel W.

Remarque 8.1.4. — Dans [47], Lafaille démontre également que l'image du mor-
phisme de périodes précédent est celle annoncée.

Voici la traduction du théoreme précédent en termes de théorie de Hodge p-adique.

Théoréme 8.1.5. — Soit C|E un corps valué complet algébriquement clos tel que
C’" =F, c’est a dire C = Cy pour un y € |Y|. Soient o, ..., \n—1 € C linéairement
indépendants sur E. Alors, le morphisme

n—1

DB s o

i=0
n—1
(0., Tp-1) — (ZAiey(‘l"j(xi)))Kanl
i=0 -

est surjectif de noyau un E-espace vectoriel de dimension n?.

Plus précisément, munissons @?;01 B¥ =™ de la structure de D-espace vectoriel
définie par

H-($07 cee 7$n—1) = (QO(‘IO)’ R (p(.ﬁn_1))

et pour tout a € By, a.(xg,...,2n_1) = (azg,...,ax,_1) B, = B =14 Alors, ce
noyau V est un sous-D-espace vectoriel de dimension 1 de @, B¥"=".
De plus, le morphisme naturel

n—1
Ve B — @B"
=0
("E(),...,.’Enfl) ®l +— (@j(‘ro)a"'7%0j(£rn71))ogj§n_1

est injectif de conoyau annulé par t™.

8.2. Fibrés vectoriels

8.2.1. Fibrés en droites. —
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8.2.1.1. Classification et cohomologie. — Soit X = Proj(P) la courbe du chapitre @

Définition 8.2.1. — Soit d € Z. Si P[d] désigne V'algebre graduée P décalée de d
vue comme P-module gradué, on note

Ox(d) = Pld]
comme faisceau de Ox-modules (cf. [32] 2.5.3).

Pour tout d, Ox(d) est un fibré en droites sur X i.e. Ox(d) est localement libre
de rang 1. De plus,
Ox(d) = Ox(1)®4.
Bien que nous ne I'indiquions pas dans la notation, contrairement a la courbe X qui ne
dépend pas, canoniquement, du choiz de l'uniformisante m, le fibré Ox (1) en dépend.
Bien sur le choix d’une autre uniformisante fournit un fibré isomorphe, mais non
canoniquement.
Comme anneau gradué,
P =@Pr(X,0x(d))
d>0
et on peut donc penser & Ox (1) comme < un fibré tres ample ». Un élément s € Py\{0}
définit un diviseur de Cartier (Ox (d), s). Si s = [[f_, t; avec t; € P, VT (t;) = {00},
on a ’égalité de diviseurs de Weil
d
div(s) = [00;] € Div(X).
i=1
Soit t € Py \ {0} et V*(¢t) = {oco} de corps résiduel C' = C, ou y € |Y] est tel que
div(t) = 3,ezl¢™(y)]. Notons Bjf, pour Bijy. On a X \ {oco} = Spec(B.) avec

B, = (B[%])WZM et (/’)\X,OO = B, d’uniformisante t. Rappelons (prop. que les
fibrés sur X s’identifient aux couples (M, N) ou
— N est un B;R—module libre,
— M C N [%] est un sous-B.-module libre de méme rang que N engendrant le
Bgr-espace vectoriel N [%] (de fagon équivalente M est un sous B.-module libre
de N[1] tel que M ®@p, Bar = N[1]).
D’apres la proposition si le fibré & correspond & la paire (M, N), le complexe
de cohomologie RT'(X, &) s’identifie &

M®N — N[i]
(myn) — m—n.

Le fibré Ox(d) correspond alors au couple (B.,t~?B},). Soit deg = —vo : Be —
NU {—oc}. Il y a alors une identification

H°(X,0x(d)) = B, Nt~ B}, = Blee=d
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via l'isomorphisme

~ deg<d
P — B;
T

La suite d’inclusions donnée par le cup-produit par t € H°(X, Ox (1))

Xt Xt

H(X,0x) =% HY(X,0x(1)) =5 ... H'(X,0x(d)) =% ...
s’identifie alors a la filtration de 'anneau B,
B — Bies<0 ¢ ples<1 .. - ples<d
En résumé, on a les propriétés suivantes :
1. Il y a un isomorphisme
Z — Pic(X)
d — [Ox(d)]
d’inverse donné par le degré
deg : Pic(X) — Z.

2. On a

X, Ox (@) = {7312

0sid<0
qui s’identifie & BIe<? apres choix d’un point oo € | X|.
3. On a apres choix d’un point co € | X|, si B;R = (/’)\X)Oo d’uniformisante ¢,

0sid>0
HY(X,0x(d) = { -
(X, 0x(d)) Bip/(Bipti+ E)sid <0
8.2.1.2. Comportement via le changement de niveau. — Soit F’|E et
TE'|E * Xp — Xg.

Il y a alors un isomorphisme non canonique (puisqu’il y a un choix d’uniformisante
fait pour chacun de ces fibrés en droites)

T 50x5(d) = Ox,, ([E : Eld).

Lorsque E' = E, = Wo,, (E])W%:Id est extension non-ramifiée de degré h et que 'on
utilise 'uniformisante 75 de £ comme uniformisante de Ej, pour définir Ox, (d) il
y a un isomorphisme

7rE;L/E(QXE (d) — OXEh (hd)

canonique.
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8.2.1.8. Interprétation géométrique de la suite exacte fondamentale. — Soit d > 1 et
s € H°(X,0x(d)) = P; non nul. Il y a une suite exacte

0— Ox =5 Ox(d) — .F — 0.
ot .Z est un faisceau cohérent de torsion sur X. Puisque H'(X,Ox) = 0, la suite
exacte précédente induit une suite exacte

0—FE > P — HX,.Z) —0

Sis=][izit;" out; € Pr, VT (t;) = {a;}, pour i # j on a x; # x;,
T

F = @iri*oxvri/(t?i))

i=1

ol iy, : {x;} < X. Sil'on note B, = Ox.,,, la suite exacte précédente se récrit
donc

0— E.Ht‘i” — Py — @Biji/(t‘;i) — 0.
i=1 i=1

Ce n’est rien d’autre que la suite exacte du théoreme [6.4.1

8.2.2. Fibrés de rang supérieur : définitions et premiéres propriétés. —
Soit un entier h > 1 et Ej, I'extension non-ramifiée de degré h de E, Ey = Wo, (Fyn).
On note 7, : X, — Xpg. Dans la définition qui suit on fixe une uniformisante de E.
Tous les fibrés que l'on définit dépendent du choix de cette uniformisante (mais un
autre choix d’uniformisante donne des fibrés non-canoniquement isomorphes).

Définition 8.2.2. —
1. Pour d € Z et h € N> on note
Ox,(d,h) = mh.Ox,, (d).
2. Pour A= £ € Q avec (d,h) =1 et h > 1 on note
Oxy (V) = Ox, (d h).

Puisque le morphisme 7, est étale fini de degré h, Ox,(d,h) est un fibré de rang
h et de degré d. On a I’égalité de pentes

/”L(OXE()‘)) =A

On a la description suivante en termes de modules gradués. Soit

M(dh) =P B

ieN

ih+d

C’est un Pg = @ieNB]@E:”i—module gradué. Alors,

Ox,(d,h) = M(d, h)
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et
M(d,h) = @ H* (X, Ox,(d, h) @ Ox,(i)).

iEeN
Soit t € Pgi \ {0}, VT(t) = {oo}. Soit Xg \ {oo} = Spec(B.) avec B, =
(Bﬂﬂ)sw:ld et Bf, = Ox, 0. On a alors

7 (X \ {o0}) = Spec(Bp[L]7E=14).

En termes de la classification de la proposition le fibré vectoriel Ox,(d,h)
correspond au triplet (M, N,u) ol
— M est le B,-module libre B*[%]*"Z“:’T
h
— N =(Bjg)

— on a

d

h __d ~
w: BY[3]?"7" @p, Bar — (Bar)"
h—1
z®1 — (z,¢p(x),..., 9033 )(x))
Puisque (Xg, )p>1 est une sphere de Riemann généralisée, les résultats de la pro-
position [5.6.23| sont disponibles. Nous ne les réécrirons pas. La proposition qui suit
est laissée au lecteur, elle ne pose aucun probleme.

Proposition 8.2.3. —

0sid<O
1. H'(Xg,Ox,(d,h)) = s

2. Soit t € Pp1 \ {0}, {oo} =V (t) et Bl = 5XE700. Alors,

0std>0

HY (X, d,h ={
(XE,Oxz(d, h)) B, /(4B + Ep) sid <0

Remarque 8.2.4. — Si on pense & la courbe Xz comme étant < Yg/¢? > alors
la tour de courbes (Xg,)p>1 n'est rien d’autre que la tour de revétements

< (YE/@hZ)hzr
8.2.3. Lien avec les isocristaux. — Notons L = W, (F,) muni de son Frobenius
0. Lorsqu’on voudra préciser leur dépendance en E on les notera Lg et 0.

Définition 8.2.5. — On note p-Mody la catégorie des isocristaux formés d’un L-
espace vectoriel de dimension finie muni d’un isomorphisme o-linéaire.

Lorsqu’on veut appuyer la dépendance en E on note ¢-Mody,. Remarquons
cependant qu’il s’agit 1a d’un abus de notation puisque cette catégorie ne dépend pas
seulement de Lp mais également de F (si E'|E est non-ramifiée alors Lg = Lg).
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Si (D, ¢) € ¢-Mody, considérons le P-module gradué
M(D, ) := (D@L B)*=" .
€N
Si D= (e, - ,ep) avec @(e;) = eip1 sii < h et p(ey) = 7%y alors M(D,¢) =
M(d,h) (cf. section précédente). Du théoreme de Dieudonné-Manin on déduit le
résultat suivant.

Proposition 8.2.6. — Pour (D, y) € p-Mody, posons

&(D,¢) = M(D, ¢).
C’est un fibré vectoriel isomorphe a
D ox=nm
A€Q

ot my est la multiplicité de la pente X dans la décomposition de Dieudonné-Manin
de (D, ).
Cela définit un foncteur compatible au produit tensoriels et auxr duauz

@p(_) : (p-MOdL — Fibx.

On vérifie qu’en les termes de la classification donnée par le fibré &(D, )
correspond au couple

(D&, B[X)*'", Do Bly).

Définition 8.2.7. — Pour )\ € Q nous noterons D) 'algebre a division centrale sur
E définie par Dy = E,[II] si A = %, (d,h) = 1, avec IT" = 7 et pour tout = € Ej,
Iz = o (z)II.
Proposition 8.2.8. — Il y a un isomorphisme
Démonstration. Puisque D, s’identifie aux endomorphismes de l'isocristal simple
de pente —\, d’apres la proposition précédente il y un plongement
Dy — End((’)x()\))

On a de plus
End(Ox(\)) = H(X,O0x(\) @ Ox(\)Y).

Or, d’apres le point (4) de la proposition [5.6.23|on a
Ox (V) ® Ox(N)Y = Ox () ® Ox(-A) = OF"".

et donc
dimp End(Ox, (\) = h?,
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Soit maintenant E'|E et notons E(|E 'extension maximale non-ramifiée de E dans
E’', de degré f (et donc o = 0'17;). Il y a deux foncteurs adjoints

p-Mody, , ¢-Modp .
La fleche supérieure envoie l'isocristal (D, ¢) € ¢-Mod,,, sur
(D QLg LE/,ng X O’E/).
La fleche inférieure envoie (D, ) € p-Mody,,, sur 'isocristal < induit >
f-1
(P D@L,y Les€)
i=0
ol
E@o®No, -+ xpo1®Ap-1) = (0(2-1)@0E(Af-1), 20®0E(X0), - Tf—2®0E(Af—2)).

On vérifie alors que via le foncteur &(—) ces deux foncteurs correspondent aux deux
fleches

WE/\E
FiXXE FibXE,

T gt | E*
ou TE'|E * Xp — Xg.
Remarque 8.2.9. — Si on pense a la courbe X comme étant < Y/¢? > alors le fibré
& (D, ) n'est rien d’autre que

(Y x D)/p".

8.2.4. Classification des fibrés : énoncé du théoréme. — Le théoréme suivant

dit que le foncteur précédent
(g)(*) : (p—MOdL — FibX
est essentiellement surjectif. Il induit de plus une équivalence entre la catégorie des

isocristaux isoclines de pente —\ et les fibrés semi-stables de pente A.

Théoréme 8.2.10. —

1. Pour A € Q, les fibrés semi-stables de pente A sur X sont les fibrés isomorphes
a des somme directes finies du fibré Ox(N).

2. Pour A\ € Q, il n’y a sur X, a isomorphisme pres, qu’un seul fibré stable de
pente A, Ox(\). La catégorie abélienne des fibrés semi-stables de pente \ est
équivalente a celle des DP-espaces vectoriels de dimension finie.

8. La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.
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4. L’application

{(Ai)lgign eEQ"|neN, A\ > > )\n} — {C’lasses d’isomorphismes de fibrés sur X}
i=1

est une bijection.

Nous allons donner deux preuves de ce théoreme dans la suite.

8.3. Preuve du théoréme de classification via les périodes des groupes p-
divisibles

8.3.1. Modifications de fibrés associées aux groupes p-divisibles. — Soit
(D,p) € p-Mody. Fixons oo € |X| de corps résiduel C' et notons B;{R = Ox .o
d’uniformisante ¢t. Se donner une modification

0— & — ED,p) — F —0

avec .Z cohérent de torsion supporté au point oo est équivalent & se donner un B;R—
réseau

AC D®j, B;‘R.

Cela résulte de ce qu’il y a une identification canonique

&(D,¢),, =D Bip.

Se donner une telle modification telle que .# soit annulé par t, i.e. de la forme i, W
avec W un C-espace vectoriel, est équivalent a se donner une filtration

Fil D¢.
En effet, les réseaux A satisfaisant
tD®Bj, CACD®BJ,

correspondent aux sous-espaces vectoriels de D¢ via A — A/tD ® B;R.
Définition 8.3.1. — Un triplet (D, ¢, Fil D) est admissible si le fibré modifié as-
socié
&(D, ¢, Fil D¢) := ker (&(D, @) — icos Do /Fil Dc)
est trivial.
Soit maintenant H un Og-module m-divisible sur ?q de O-module de Dieudonné

covariant (D, ) et (H, p) un point a valeurs dans O¢ de lespace de Rapoport-Zink M
associé. Cela signifie que H est un Og-module 7-divisible muni d’une quasi-isogénie

E H®ﬁq Oc/m0c — H @0, Oc/m0¢.
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La filtration de Hodge de I'algebre de Lie de la O-extension vectorielle universelle de
H fournit via p une filtration Fil De. C’est I'image via ’application des périodes de
Hodge de Rham de notre point dans l’espace de Rapoport-Zink

7TdR:./\/l—>.7:.

Proposition 8.3.2. — L’image de l'application des périodes mqr est contenue dans
le lieu admissible associé a (D, 7 tp). Plus précisément, si Fil D¢ est la filtration
associée a (H,p) alors

&E(D,m Y, Fil Do) ~ V,(H) ®g Ox.

Démonstration. — L’application des périodes
Vo(H) — (D ®L B)¥™™
induit un morphisme
Vo(H) ®p Ox — &(D, 7 1p).

Puisque l'image de lapplication des périodes est contenue dans Fil (D ® B)?=" ce
morphisme se factorise via &(D, 7 1y, Fil D). L’application des périodes induisant
un isomorphisme

V,(H) ©5 B[} = Doy B}
elle induit un isomorphisme
DX\ {00}, Vo(H) ®@p Ox) = V,(H) @p Be — (D@y B[3])""
= T(X\{xc}&D,771p))
= T(X\{oo},&(D,n ', Fil D).
Le morphisme de fibrés

Vo(H) @ Ox — &(D, 7~ ¢, Fil Dc)

est donc un isomorphisme générique. Afin de montrer que c’est un isomorphisme il
suffit donc de montrer que nos deux fibrés ont méme degré. Mais,

deg (6(D, 7 '¢,FilD¢)) = deg(&(D,7 ")) — dime D¢ /Fil Do
= — Z d,\.m,\—dimH
A€Q
>\=Z—/>\\, (dy,hy)=1
= dimH —dim H
= 0

ot my est la multiplicité de la pente A dans Iisocristal (D, 7~ 1p). O
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8.3.2. Preuve du théoréme. — Il suffit de vérifier les points (1) et (2) du
théoréme [5.6.29] Fixons un point fermé co = V*(¢) sur X de corps résiduel C.

Via la proposition le point (1) résulte immédiatement du théoreme
(appliqué pas seulement & E mais a Ej, pour tout h > 1).

Considérons maintenant le point (2). Pour cela commengons par quelques
généralités.
8.8.2.1. Classification des modifications minuscules de fibrés. — Soit € la catégorie
des modifications

0—& —E—F —0
ol

— &' et & sont des fibrés vectoriels,

— & est un fibré trivial, &’ ~ O% pour un entier n,

— Z est cohérent de torsion supporté au point oo, annulé par ¢ (i.e. de la forme

icox W avec W un C-espace vectoriel).

Remarquons que puisqu’il n’y a pas de morphismes non nuls d’'un tel .# vers
un fibré vectoriel, de telles extensions sont rigides. La catégorie € est donc une
sous-catégorie pleine de celle des triplets (&, %, &) ol & est un fibré vectoriel trivial,
ZF est cohérent annulé par t et & € Ext'(ZF,&").

Terminologie concernant les torsions a la Tate : On note E{1} = Et la droite
engendrée part dans H°(X,Ox (1)) (le choiz du point oo sur X détermine seulement
cette droite et non t lui-méme). Pour un faisceau cohérent F€ on note

HO{1} .= @ E{1}.
Pour tout d € Z on note de méme E{d} = E{1}®1.

Lemme 8.3.3. — Le C-espace vectoriel Ext'(is.C,Ox) est de dimension 1 en-
gendré par la classe de l’extension

00— Ox{l} — Ox(1) — i00xC — 0.
Démonstration. — Puisque Hom (oo« C, Ox) est cohérent de torsion
HY (X, Hom(isesC,Ox)) =0
et donc
Ext! (i00xC, Ox ) = HY(X, Ext! (i00: C, Ox)).
On conclue puisque
Ext (i0oxC, Ox) = inosC.
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On déduit de cela que pour V € Vectgy et W € Vecto (espaces vectoriels de
dimension finie) on a un isomorphisme

Home(W{1}, Vo) == Ext! (i W,V @ Ox)
qui & un morphisme u : W{1} — V¢ associe le tiré en arriere de 'extension
0 — V{-1} ®p Ox{1} — V{-1} ®r Ox(1) — V{-1} ®p icc:C — 0
—_————

VerOx toox Vo {—1}

par la fléche oo u{—1}.

Remarquons maintenant que les foncteurs & +— H?(X, &) et V +— V @ Ox in-
duisent une équivalence entre la catégorie des fibrés triviaux et Vectg. De méme % +—
H(X,.F) et W+ i W induisent une équivalence entre les faisceaux cohérents an-
nulés par ¢ et Vecto. De cela on déduit facilement la proposition suivante.

Proposition 8.3.4. — La catégorie de modifications € est équivalente a celle des
couples (V,W) o0 V € Vecty et W{l} C Vi est un sous-C-espace vectoriel.

Remarquons finalement la chose suivante. Soit (V, W) comme dans la proposition
précédente et soit V' C V' le plus petit sous-espace tel que W{1} C V. Choisissons
V" un supplémentaire de V/ dans V. On a alors

(VW) = (V" W)e (V",0).
I1 s’ensuit que la modification associée a (V, W)
0—&—& —F —0
est telle que &' ~ V" @p Ox ® & avec & associé a (V',W).
8.8.2.2. Dualité. — Considérons une modification
0—¢& —6—F —0

dans la catégorie ¥ précédente et la modification duale obtenue en appliquant le

foncteur
HOTHOX (7, Ox(%))

Puisque D1 = End(@x(%)) il s’agit d’une suite exacte de D1 ® g Ox-modules

0 — Hom(&,0x(L)) — Hom(&',0x(L)) — Eat' (F,0x(L)) — 0
telle que

5xt1(ﬁ,(9x(%)) ~ Y@L N

olt (N, ¢) est lisocristal simple de pente —1, &(N,¢) = Ox (L) et si F = i, W
alors

TV = i WY
WV = HOH’IB;R(W, BdR/B;R)
= W1}
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ot W* est le dual en tant que C-espace vectoriel. On vérifie alors que Ext* (ﬂ, (’)X(%))
est de la forme i M ot M est un C ®p Di-module qui est libre de rang dimec W
i.e. !
18cq, B, InoETt! (Z,0x(1)) =dime il 7.
On peut retrouver la modification dont on était partie en redualisant par applica-
tion du foncteur
’HOTTLD%@OX (—, Ox(%))

On vérifie alors aisément la proposition suivante.

Proposition 8.3.5. — Le foncteur Hom(—,Ox (L)) induit une antiéquivalence
entre la catégorie de modifications € et celle des modifications de fibrés munis d’une
action de D%
0—9Y —9Y—H—0

ot

— 9 est un D1 ®r Ox-module isomorphe a une somme de copies OX( ),

& estun D’ 1 ®p Ox -module localement libre,

—  est cohérent annulé part.
Dans cette équivalence, si0 — & — & — F — 0 s’envoie sur0 -9 — 4G — H# —
0ona

T0E, 0 pC lnndt = dimg il F.
— Si la premiére modification correspond au couple (V, W) via l'équivalence de la
proposition Papplication E-linéaire
Hole (Ox(%),g) — ]YOTHDi (OX(%),%)
s’identifie a la composée
Vs Vi —» WY = W*{-1}.
8.3.2.3. Fin de la preuve du théoréme —
On doit prouver le point (2) de[5.6.29] Soit donc
0—& —E—F —0

avec &' un fibré trivial de rang n et F de degré 1 supporté en oo. Soit (V,W) le
couple associé (prop. |8 , E =V R 0x et F = isoxW. Comme on 'a vu a la
fin de la section 1] on peut supposer que pour tout sous-espace propre V' de V,
W & V.. Cela se traduit de fagon duale en la condition : application linéaire
Ve — W*
est injective i.e. définit un point de I'espace de Drinfeld 2 C P(V™*). Soit n la dimension
de V et
0—9Y —9G—H—0
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la modification duale de D.-fibrés associée (prop. . On a donc ¢ = V* ®g
Ox(%).
Soit (N,¢) un isocristal simple de pente 1 — 1, &(N, 77 1¢) = Ox(L). On fixe une
identification D1 = End(N, ¢). Alors,

(V*®g N,Id® ¢)

est lisocristal d'un Op-module formel spécial au sens de Drinfeld (cf. sec.[8.1.2). Avec
les notations de la section [8.1.2
(V*@p N)y=" =V*@p Ny="
et
W1} oL N)o = WH{-1}®LNo
= W*{-1} o Ny~
L’application
(V*@p N)§=" — (W*{-1} ®1 N)o

induite par ¥4 — J est 'application V* — W*{—1} tordue par — @ NY = Elle
est donc injective et définit un élément de I'espace de Drinfeld dans P(V* ®p NJ =1).

A partir de 1a on conclut en appliquant le théoreme et la proposition m
que ¥’ ~ D1 ® Ox et donc & ~ Ox(=). O

1
n

8.3.3. Interprétation en termes de périodes de Hodge-Tate et de I’isomor-
phisme entre les deux tours. — Soit (D, ¢) € ¢-Mody, un isocristal de hauteur
n. Considérons

0—& —& —F —0

une modification de fibrés ou .# est cohérent annulé par ¢ (i.e. dans la catégorie € de
la section [8.3.2.1)). Notons la £. Supposons de plus fixés deux isomorphismes

m:0% = &
ne: &(D,p) = &.
La modification est donnée par le sous-C-espace vectoriel
is & it &
et via 7g,
i*ne: Do — it &.

Appelons période de Hodge de Rham le point associé de la Grassmanienne associée a
DC?

Tar(&m2) = ((i5m) "'k, &' C De).
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Plagons nous maintenant du point de vue de 7;. D’aprés la proposition [B.3.4] ¢ est
donnée par un couple (V, W) avec W{1} C V. Se donner 7, revient alors & se donner
un isomorphisme
E" =V
et W{1} détermine alors un sous-espace de C™ que l'on appelle périodes de Hodge-
Tate de (&,11),
7THT(£,771) = (W{l} C Vo ~ Cn)

Supposons maintenant que (D, ) soit le module de Dieudonné covariant de H
et soit (H,p) un point de l'espace de Rapoport-Zink associé en niveau infini i.e. on
suppose fixé un isomorphisme

E"™ =5 V,(H).
On dispose alors de la modification £ fournie par la proposition Les rigidifica-
tions n et p définissent un triplet (£,71,72) comme précédemment. Alors, war(€,n2)
est 'image de (H, p) par lapplication des périodes de Hodge de Rham ([54] chap. V)
et myr(§,m) est son image par application des périodes de Hodge-Tate. En d’autres
termes, Uinclusion W{1} C V,(H)c est la fleche de droite dans la suite exacte de
Hodge-Tate
0 — wir[2]{1} — Vp(H)e = wyv [1] — 0.

Dans le cas particulier de ’espace de Lubin-Tate, via I’isomorphisme entre les tours

jumelles ([17], [18]), les deux modifications de fibrés se correspondent via la dualité

de la proposition [8:3:5

8.4. Preuve via les espaces de Banach-Colmez

8.4.1. Espaces de Banach-Colmez. — Soit C|E un corps valué complet
algébriquement clos. Colmez a construit dans [12] et [13] une catégorie abélienne
que nous noterons BC et qu'il appelle espaces de Banach de dimension finie. Cette
catégorie est munie d’un foncteur exact fidele

BC — Banach
X — X(O)
vers la catégorie des E-espaces de Banach. Notons Vecte, resp. Vectg, la catégorie des

C-espaces vectoriels, resp. des E-e.v., de dimension finie. Cette catégorie est munie
de deux foncteurs pleinement fideles exacts

Vecte — BC
W +— W
et

Vectg — BC
Vo o— v
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tels que composés avec le foncteur de BC vers les espaces de Banach on retoruve les
plongements canoniques Vectc < Banach, Vectg, < Banach. En d’autres termes,
on a des identifications canoniques W (C) = W et V¢ (C) = V. De plus, pour tout
X € BC, il existe Y € BC s’écrivant comme une extension

0— VS S5y — W™ —0

et un sous-Qp-espace vectoriel de dimension finie V' C Y(C) tel que X ~ Y/V’ é.
Colmez a alors démontré qu’il existe deux fonctions additives

dim : BC — N
ht : BC — 7Z

caractérisées par les propriétés
dim W = dime W, dimV® =0

et
ht W =0, htV® = dimg, V.
On a de plus que Vecty = {X € BC | dim X = 0}.

En fait, le plongement Vectg — BC s’étend en un plongement de la catégorie
des B;{R—modules de longueur finie dans BC, Vecto s’identifiant aux B;{R—modules de
longueur finie annulés par t.

Pour d,h € N, il y a un espace de Banach-Colmez X (d, h) € BC tel que

X(d,h)(C) = BE ="".

Il est de dimension d et de hauteur h. Du point de vue de Colmez, les espaces de
Banach-Colmez sont des foncteurs de la catégorie des C-algebres sympatiques vers les
E-espaces de Banach. Cependant dans [52], Plit développe une théorie des espaces
de Banach-Colmez équivalente a celle de Colmez dans laquelle certains de ces espaces
(ceux qui sont extension d’'un C-espace vectoriel de dimension finie par un E-espace
vectoriel de dimension finie) possédent un faisceau structural. Plus précisément, ce
sont des E-espace vectoriel spectraux au sens de la section [£.6.5] De ce point de
vue, lorsque 0 < d < h, lespace de Banach-Colmez X (d,h) précédent n’est alors
rien d’autre que le E-espace vectoriel spectral )N((gd,h)“"@%(k)@c défini dans la
section oil Ga,n est le O-module formel défini dans la section Le choix d'un
relevement G de Ggq 5, & O¢ satisfaisant ’hypothese de la sectionxistence d’une
quasi-isogénie p, cf. induit un isomorphisme de F-espaces vectoriels spectraux

f(gd,h)an(gwo(k)@c ~ X(G"9)
et une présentation comme extension (cf. section [4.6.7.2))
0 — Vo(G)* — X(G") —» LieG @ G*™ — 0.
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8.4.2. Preuve du théoréme [8.2.100 — Voyons maintenant comment démontrer
le théoreme [8.2.10] en utilisant les espaces de Banach-Colmez. On utilise directement
le critere donné par le théoreme [5.6.26] Soit

0— Oxp(—2) — & — Ox,(1) — 0
une suite exacte. La classe de I'extension précédente vit dans
HY(X,0x, (-1 - 1)) = H'(Xg,,Oxp, (—n = 1)).

Soit £ € H'(XE,,Ox,, (—n — 1)) cette classe. Il s’agit alors de vérifier que le noyau
du morphisme composé

H(Xp, Ox, (1)) 2 HO(Xp,, Ox,. (n)) —25 HY(Xp,, Oxy, (—1))

est non nul ot 7, : X, — Xp. Soit t € Pg .1\ {0}, {oc} =V*H(t), Bip = 6XE,00-
Il y a des identifications

H(Xp, Ox, (1)) = (By)#e=">

HY(Xg,,0x,, (1)) = C/E,

H! (XEm OXE,L (—n _ 1)) = B;R/(tn+1B¢-i~_R + En)

Soit « € B;R/t"“BjR induisant ¢ lorsqu’on le réduit modulo E,. Le morphisme
précédent s’identifie alors au morphisme composé

(B)#5=  (BE)PHE o5 Bl /™ Bl 2% B/t Bl — B/t B /(BE)? T

~C/E,

Il s’agit donc d’un morphisme d’espaces de Banach induit par un morphisme d’espaces
Banach-Colmez

u:X(1,1) — C"/ES.
Si u était injectif, puisque dim X (1,1) = dim C*"*/E%* = 1, on aurait
dim coker(u) =0
et donc cokeru € Vecty. Or, Hom(C", E¢) = 0, et ’épimorphisme composé
C™ — C" /B — coker(u)

serait donc nul. Cela impliquerait que coker(u) = 0 et donc, u serait un isomorphisme.
Puisque ht X(1,1) = 1 et ht C/E,, = —n, cela est impossible si n > 1. Sin = 1,
il faut utiliser le fait que Hom(C*", X (1,1)) = 0 pour conclure que l'on n’a pas
X(1,1) ~ Co" /B,
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8.5. Classification des fibrés sur E

Soit E une cloture algébrique de E. On note X% :=Xg ®RpFE et TE/ B Xz — Xg.
Pour A € Q notons

Oxz(\) = 75, (Ox, (hN)), B> 1,

un fibré en droites sur X%. Du point de vue des notations, on prendra garde que
w*ElEOXE (A) n'est pas Ox_(A) mais une somme directe de copies de Ox_(A).
Du théoréme de classification B.2.10] on déduit le résultat suivant dont 1’énoncé

ressemble fortement au théoreme de classification des fibrés sur P!,

Théoréme 8.5.1. — Tout fibré sur X3 est somme directe de fibrés en droites. I y
a une bijection

{()\1,"',)\71)‘77/61\1, )\iEQ, AlzzAn}L)FleE/N

qui & (A1, ..., \,) associe la classe d’isomorphisme de
n
@ Ox (i)
i=1
Remarque 8.5.2. — Dans le théoreme précédent on peut remplacer E par n’im-

porte quelle extension algébrique de F contenant une Z-extension.

8.6. Simple connexité géométrique de la courbe
Du théoreme de classification des fibrés on va déduire le résultat suivant.
Théoréme 8.6.1. — Le schéma X est simplement connexe.

Démonstration. — Soit f : Y — X% un revétement étale fini. Notons & = f,Oy.
D’apres le théoréme
&~ P Oox_(\).

icl

ZAFO.

Supposons par I'absurde qu’il existe un indice i tel que \; # 0. On peut alors supposer
A; > 0. Laloi de O Xi—algébre de & est donnée par un morphisme & ® & — & et donc
des morphismes

mi ik OXEO‘Z' + )\j) = OXE()\’i) X OXE()\j> — OXE()\k)y 1,7,k € 1.

De la proposition [5.6.8| on tire

Soit n > 1 tel que pour tout j € I, nA; > A;. La multiplication de n-éléments de f.Oy
est donnée par un morphisme de fibrés £™ — &. Puisque Hom(Ox_(n), Ox_ (1)) =
0 dés que p > g/, ce morphisme est nul sur le facteur direct O?}%. C’est en contradic-
tion avec le fait que l'algebre f,Oy est réduite.
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Le fibré & est donc trivial. Via I’équivalence de catégories tensorielles entre fibrés
triviaux sur X4 et FE-espaces vectoriels de dimension finis, la O Xf—algébre f+«Oy est
donc de la forme

OXE S5 A
oll
A=HX%, &) =H(Y,Oy)
est une F-algebre finie. Puisque Y est étale au dessus de X3, A est nécessairement
étale. On en déduit le résultat. O

Remarque 8.6.2. — La démonstration précédente donne une preuve de la simple
connexité géométrique de P! qui n’utilise pas le calcul différentiel. Les preuves « clas-
siques > disponibles dans la littérature de la simple connexité de P! utilisent la for-
mule de Riemann-Hurwitz couplée a la classification des courbes de genre 0. La preuve
précédente ne fait pas intervenir les différentielles de Kihler Q! (la notion de mor-
phisme étale fini pouvant elle méme se définir sans recours a celles-ci en utilisant la
forme quadratique trace).






CHAPITRE 9

CLASSIFICATION DES FIBRES : LE CAS F PARFAIT

Introduction

On poursuit la classification des fibrés mais en supposant cette fois-ci que le corps
F n’est plus algébriquement clos. Pour cela on étudie la descente galoisienne des
fibrés relativement au morphisme X 2 — Xp. On montre en utilisant des techniques

du type théorie de Sen que les Gal(F|F)-équivariants sur X 5 (action de ce groupe
de Galois étant supposée continue en un sens que nous précisons) descendent en des
fibrés sur Xp. Cela nous donne une classification des fibrés (théo. en termes
monodromiques. On obtient par exemple un résultat du type Narasimhan-Seshadri :
la catégorie abélienne des fibrés semi-stables de pente 0 est équivalente a celle des
représentations de Gal(F|F) continues & valeurs dans un FE-espace vectoriel de
dimension finie.

Dans ce chapitre on suppose que F est parfait quelconque. On note F une cléture
algébrique de F et Gr = Gal(F|F).

9.1. Fibrés équivariants

9.1.1. Définition. — Rappelons (6.7| pour le cas F' algébriquement clos mais il en
est de méme pour F' quelconque) que 'on dispose d’un morphisme de ind-schémas
(p-invariant
w: lim Spec(By) — X
NN
I
ou I parcourt les intervalles compacts de |0, 1[. Plus précisément, si ¢t € B¥=" est non
nul linclusion B[$]#=!¢ C B;[}] induit un morphisme

Spec(Bi[;]) — Spec(B[;]#~7) = D" (¢).

Lorsque t varie cela définit le morphisme annoncé u : Spec(B;) — X par recollement.
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Si & est un faisceau cohérent sur X on peut donc lui associer
&M = u*éd = (M])]

qui est une collection de Bj-modules de type fini lorsque I varie munie d’isomor-
phismes de compatibilité pour I C J

M; ®p, B — M;
et d’'une structure ¢-équivariante
M1 ®p,,p Bory — My(ny,

le tout satisfaisant des conditions de compatibilité évidentes. Soit t comme
précédemment, {oo} = VI (), y € |Y| tel que div(t) = 3, czle™ (y)] et Be = B[}]¢=™.

+

Pour tout entier n on a une identification Ox o -5 B Si le fibré vectoriel

dR,e™(y)"
& correspond au couple (M, Myg) ol
M. = T(X\{cc}, &)
Mar = én

avec M, C Myp[3], alors

M;=(M.op, Bi/[3)n  J[ Mar D5, .. Bip o)
w“(Z)EezlYI\
Cette formule résulte de la description des Bj-modules libres par recollement des
Bj[+]-modules libres avec des modules libres sur le complété t-adique de By.

Soit maintenant H un sous-groupe profini du groupe des automorphismes de F'|F,.
Cela signifie que H agit isométriquement sur F, trivialement sur I, et que de plus
pour tout idéal principal a C Op, Paction de H sur Op/a est discréte i.e. se factorise
par un sous-groupe ouvert de H. Un tel groupe H agit alors naturellement sur X. Par
convention on choisit de le faire agir & gauche sur X (i.e. action de 0 € H sur X est
induite par I'action de ¢! sur les différentes algebres intervenant dans la définition
de la courbe).

Rappelons que puisque les anneaux B; sont des algebres de Banach noethériennes
tout Br-module de type fini est canoniquement muni d’une structure de Bj-module
de Banach.

Définition 9.1.1. — Un faisceau cohérent H-équivariant sur X est un faisceau
cohérent muni d’une action de H compatible a celle sur X, c’est a dire d’isomor-
phismes

o 08 =&, o€ H
satisfaisant la condition de cocycle

Cor = Cr O T*Coa
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telle que si &9 = (M), pour tout I laction semi-linéaire de H sur le By-module de
Banach M7 soit continue. On note
Coh%

la catégorie des fibrés cohérents H-équivariants.

9.1.2. Deux critéres simples de continuité de 1’action. —

9.1.2.1. Au point génériqgue. — Dans le cas des fibrés vectoriels on dispose du critere
simple suivant pour la continuité de I'action dans la définition

Munissons le corps des fonctions rationnelles E(X) de la famille de normes de
Gauss (|.|p) pejo,1[ via E(X) C Frac(B). Puisque E(X) C Frac(B)¥=!? (et il y a méme
égalité), la topologie définie par cette famille de normes de Gauss est la méme que
celle définie par la norme

sup ||,
pElpgspol

Cela fait de E(X) une E-algebre topologique dont la topologie est définie par une
norme. On munit tout E(X)-espace vectoriel topologique de la topologie produit via
le choix d’une base (on vérifie aussitdt que la topologie ainsi définie ne dépend pas du
choix d’une telle base).

Proposition 9.1.2. — Soit & un fibré vectoriel sur X muni d’une action de H
compatible a celle sur X. Cette action est continue au sens de si et seulement
si Uaction semi-linéaire de H sur &, et continue.

Démonstration. — Si & = (My); on a
@(()7] ®E(X) FI'aC(B]) = MI ®BI FI'aC(B]).

De plus les inclusions E(X) C Frac(By) et By C Frac(Bj) sont isométriques pour la
famille de normes (|.|,),cr.Le résultat s’en déduit. O

9.1.2.2. En un point fermé H-invariant. — Pour tout y € |Y|, k > 1 et I compact
tel que y € |Y7| la surjection

Br — Bj /R BY, = B1/¢"Br, y=(€)

définit une structure de E-algébre de Banach sur B;Ry /FilkB;rRyy via la topologie
quotient (puisque I'idéal Br&F est fermé). Cette topologie de dépend pas du choix de
I tel y € |Y7|. En effet, si I C J le morphisme continu B;/¢* — Bj/€* étant une
bijection c’est un homéomorphisme d’apres le théoreme de ’application ouverte de
Banach. Lorsque k = 1 cette topologie est la topologie de la valeur absolue |.|, sur le
corps résiduel K. Ecrivant
B:IFR,y = {iﬂ B(JirR,y/FﬂkB(JirR,y
k>0

cela munit B;FR Y d’une structure de E-algebre de Fréchet.
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Proposition 9.1.8. — Supposons qu’il existe un point oo = V¥ (t) € | X|, t € B¥=T,
stable sous l’action de H. Soit & un fibré vectoriel sur X muni d’une action de H
compatible a celle sur X. Cette action est continue, i.e. définit une structure de fibré
H-équivariant au sens de si et seulement si Uaction semi-linéaire de H sur &x,
est continue.

Démonstration. — Si div(t) = > ,czle™(y)] et & = (M) alors b = ]\/ZI’y
(complété &-adique si y = (§)) deés que y € |Y7]. II est donc clair que si 'action
de H est continue sur My avec y € |Y;| alors 'action sur & Dest également.

Réciproquement, supposons que 'action de H sur (g;oo soit continue. Puisque l'inclu-
sion Bp 1 C B% , est isométrique, afin de montrer que ’action sur M7 est continue il

suffit de le montrer pour M; ®p,. , B%J. Quitte a remplacer F' par f et & par son
image réciproque sur X% on peut supposer F algébriquement clos. Soit (M., Myr)
le couple associé a &, M, C MdR[%]. Fixons une base €1,--- , ¢, de M, (puisque F
est algébriquement clos, M, est un module libre). L’action semi-linéaire de H sur
M, stabilise le réseau Myr C M. ®p, Bar. 1l existe donc un entier k tel que si
deg = —vso : Be = NU {—00} on ait

o(e;) € BIs<ke, @ ... Beske,  1<i<n, o€ H.

OH a
— -k
Bgeggk =1 ]’CBLP_Tr .

Rappelons que B9="" est muni de sa topologie de Banach définie par (.|,),ej0,1] et
donc l'inclusion B¥="" < B 1 est continue. On vérifie alors qu’il suffit de vérifier que
pour [ > k via 'inclusion

B#="" < Bi./Fil' B},
la topologie induite par B;LR / FillBjR sur B¥="" coincide avec sa topologie de Banach
précédente. Il y a une suite exacte (utiliser F' algébriquement clos)

0 — E - B*=" @ Bf,/Fill "B}, - Bl /FilBi, — 0

ot u(\) = (At*, —\) et v(z,y mod Fil' *) = x + t*y mod Fil’. Les applications u et
v sont continues. Puisque v est surjective, d’apres le théoreme de l'application ou-
verte, cela identifie I’espace de Banach BjR / FillB;rR au quotient d’espaces de Banach
coker(u). Il s’agit donc de voir que l'inclusion

B g (0) < cokeru

est stricte i.e. la topologie induite est celle de B¥=""_ Mais si V est un espace de
Banach et W, W’ C V sont des sous-espaces fermés satisfaisant W N W' = (0) et
W @ W' CV est fermé (ce qui est automatiquement le cas si W’ est de dimension
finie) alors l'inclusion W C V/W' est stricte. O
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9.1.3. Equivariance de la filtration de Harder-Narasimhan. — L’un des
points fondamentaux que nous utiliserons dans la suite est le suivant.

Proposition 9.1.4. — Pour & € Fibg, la filtration de Harder-Narasimhan du fibré
sous-jacent a & est invariante sous 'action de H et est donc une filtration par des
sous-fibrés H -équivariants.

Démonstration. — Cela résulte de 'unicité de la filtration de Harder-Narasimhan
puisque si # € Fibx et o € H alors

w(o" F) = u(F).

Cette propriété sera utilisée de nombreuses fois dans la suite.

9.1.4. Torsion par un l-cocycle. — Soit & un fibré H-équivariant sur X de
fibré sous-jacent &. Munissons le groupe de Aut(&) de la topologie induite par
Aut(&) C GL(&,). Si &9 = (M) alors il s’agit de la topologie induite par le plon-
gement Aut(&) C GLp, (M) dés que I est suffisamment grand au sens ott INp(I) # 0.

La structure H-équivariante sur &, (¢, )oen avec ¢, : 0*& — &, induit une action
a gauche de H sur Aut(&) par automorphismes via la formule

fo=co10(e7*f)o c;}l, f € Aut(&),0 € H.
On note
ZY(H, Aut(&))
les 1-cocycles continus de H & valeurs dans Aut(&) pour cette action. La proposition

suivante ne pose alors pas de difficulté particuliere.

Proposition 9.1.5. —

1. L’ensemble des structures H-équivariantes sur & s’identifie a Z1(H, Aut(&)).

2. Deux tels cocycles sont cohomologues si et seulement si ils définissent des fibrés
équivariants isomorphes.

3. L’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés H-équivariants dont le fibré
sous-jacent est isomorphe a & est en bijection avec l'ensemble H'(H, Aut(&)).

On adoptera la définition suivante.

Définition 9.1.6. — Soit & € Fib)}g de fibré sous-jacent & et ¢ = (¢y)oen €
ZY(H,Aut(&)). On note
ENc

le fibré équivariant de fibré sous-jacent & obtenu par torsion.



306 CHAPITRE 9. CLASSIFICATION DES FIBRES : LE CAS F PARFAIT

9.2. Classification des fibrés équivariants semi-stables lorsque F est
algébriquement clos
Supposons que F est algébriquement clos. Soit A = % € Q avec (d, h) = 1 Soit E,|E

. s . L h_ .
I'extension non-ramifiée de degré h de corps résiduel F,n = F'¥ =Id_ T application
composée

H — Aut(F|F,) — Aut(F.|F,)
induit un morphisme
H —s Gal(Ey|E).
L’action de H sur Xg/Spec(E) s’étend en une action sur Xpg, qui induit 'action
déduite du morphisme précédent sur Spec(F}). Le morphisme

TrEh/E : XEh — XE

est H-équivariant. Le fibré en droites Ox, (d) = F?Eh\ﬁ[/d] est canoniquement muni
d’une structure de fibré H-équivariant. On note Oy (d) ce fibré H-équivariant (bien
stir ce fibré équivariant dépend du choix de I'uniformisante m que I’on ne met pas dans
les notations afin de les alléger).

Définition 9.2.1. — On note
Ox,(\) = WEh/E*QXEh (d) € Fing.
On a
Dy = End(Ox (V).

On vérifie alors que 'action induite par la structure équivariante est donnée par le
morphisme suivant

H — Aut(F|Fy) — Gal(Fgn

F,) — Aut(Dy)
ot si Dy = E[II], le Frobenius de Gal(F,u|F,) est envoyé sur I'automorphisme
intérieur de D

o T2TT

Du théoreme de classification [8:2.10] et de la proposition on déduit le théoreme

suivant.

Théoréme 9.2.2. — Supposons F algébriquement clos. Soient Repp (H) la
catégorie des D3P -espaces vectoriels (i.e. les Dy-espaces vectoriels & droite) de
dimension finie munis d’une action semi-linéaire continue de H et Fibg”\ celle des
fibrés H-équivariants semi-stables de pente A. On a alors une équivalence

Repp, (H) =+ Fibi?
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9.2.1. Extensions équivariantes. — Nous utiliserons la proposition suivante qui
est un < bout > de suite spectrale de Hochschild Serre qui sera suffisant pour nos
besoins.

Proposition 9.2.3. — Soient &, resp. &4, un fibré H-équivariant de fibré sous-
jacent &1, resp. &. Il y a alors une suite exacte

0 — H'(H, Hom(&1,63)) — Eat'(&1,8,) — H°(H, Ext' (&, &))
ou :
— Sipourc € H, ¢y : 0°& = & et d, : 0°& = & définissent la structure
équivariante alors laction de Gg sur Ext®(&1,8,) est donnée par

Ext®(c;t,d

Eut* (&, &) L Eut* (0 &1, 0% &) s Bit (&1, &).

— Par définition un 1-cocycle de H a valeurs dans Hom(&1, &) est continu s’il

est continu au point générique comme cocyle a valeurs dans Hom(& y, &2 )
— Si(co)o € Z'(H, Hom(&1, &) Uimage de la classe de (cy), dans Ext' (&4, &)
se décrit de la fagon suivante. Si o = (ay)e € ZY(H, Aut(& ® &1)) est défini

par
. — Idgé Qs
7N 0 Idg

alors la classe de ’extension équivariante associée est
0— &, — (£y® &) Na— & — 0.

Démonstration. — Cela se démontre sans difficulté en explicitant les cocyles et les
différentes applications de bord. O

9.3. Descente galoisienne
Théoréme 9.3.1. — Le foncteur image réciproque associé au morphisme
X% — XF

nduit une équivalence

Cohx, — Coh§E .
F

Démonstration. — Commencons par traiter le cas des fibrés vectoriels. Fixons co =
V*(t) € | Xp|, t € Bf~" non nul. On note de méme oo € \X%| I'unique point fermé
de X% au dessus de oo € Xr. On note alors

_ 11p=1Id _ 11p=1Id
Br. = Bp[£]?7%, B%)ﬁ = B%[t]w
et
BF,dR = Oxp,00; BL = Ox~ 00
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La catégorie Fiby, s’identifie alors aux triplets (M., M4g,u) ot M, est un Bp-
module projectif, My un B; 4r-module libre et

u: M, ®BF,e BF,dR = MdR[%]
La catégorie Fib)G(FA s’identifie aux triplets (M., My, u) ot M, est un B% -module

,€

F
libre muni d’une action semi-linéaire de Gp, Myr est un BX  -module libre muni
F.dR
d’une action semi-linéaire continue de G et

: M, . B~ =y Mygli].
u e®BF,E F,dR*—> dR[t]

commute & 'action de Gp.

11 résulte de la proposition que les foncteurs
Wir— W Qg+ BX
FdRF dR
et
W — W

induisent des équivalences inverses de catégories entre B}r 4r-modules libres et
BX  -modules libres munis d’une action semi-linéaire continue de G.
F.dR
Prenons maintenant la définition définition suivante.
Définition 9.3.2. — Une B% -représentation de G est un B% -module libre M
s€ ,€
muni d’une action semi-linéaire de G telle qu’il existe un B;R—réseau

WCM®p. Bz
Fe F ,dR

stable sous cette action et sur lequel ’action est continue. On note
RGPBQ (GF)
F ,e

la catégorie des B% -représentations de Gr.
e

Remarque 9.3.3. — Dans la définition précédente, on vérifie que si W/ C M ®p..
F ,e
B~ . est un autre réseau stable sous I'action de G alors I'action est automatique-

)

ment continue sur celui-ci.

Ainsi, Repp.. (Gp) consiste en la catégorie des B% -modules munis d’une action
Fe e

semi-linéaire de G tels qu’il existe & € Fibg’;i satisfaisant
7

M =TD(X=\ {c}, ).

Notons Projg, . la catégorie des Bp-modules projectifs de type fini. Le théoreme
pour les fibrés vectoriels se ramene alors a ’énoncé suivant.
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Théoréme 9.3.4. — Le foncteur d’extension des scalaires induit une équivalence de
catégories

— ®pBy, Bz : Projg, . % Repp_. (GF)
Fe ’ F.e

d’inverse donné par M — MGCF.

Démonstration. — Commencons par la pleine fidélité du foncteur d’extension des
scalaires. Utilisant le fait que la catégorie Projg, —posséde des Hom internes cette

pleine fidélité se ramene a montrer que si M € Projg, _ alors
Gr
M= (M B~ .

(M 5, B )

Mais si M est un tel module, il existe N un autre module ainsi qu'un entier n tels
que M ® N = By .. On a alors

Gp Gp n Gr
(M®pp. Bz )" © (N®pp, Bz )7 = (BL )
= B?‘,e
= M®N.
Légalité (M @p,., B% )Gp = M, et donc la pleine fidélité, en résulte.

1l reste donc & traiter la surjectivité essentielle du foncteur extension des scalaires.
Soit donc M € Repp.. (GF). On procede par récurrence sur le rang de M, le cas
7

de rang 1 ayant été traité dans la proposition [7.2.4} On affirme qu’il suffit de vérifier
que MEF £ 0. En effet, si c’est le cas alors soit f € M%F non-nul et N le saturé du
sous-module
Ba M

F,ef <

ie.
M/N = (M/B= f)/torsion.
F e
Le B~ -module N est libre de rang un stable sous ’action de G . Du cas des modules
e
de rang 1 on tire que N7 est un Bp -module projectif tel que
N¢r @p,.. B~ % N.
i Fe

L’hypothese de récurrence nous donne le méme énoncé pour M/N : (M/N)%F ¢
Projp, . et son extension des scalaires est M/N. On dispose alors d’une suite exacte

0 — N9 — M7 — (M/N)“*"

de laquelle il résulte que MEF est un B re-module projectif de type fini (puisque Br,.
est de Dedekind tout sous-module d’un module projectif de type fini est projectif de
type fini). Il résulte en fait de 'annulation

HY(Gr,N)=0
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(prop. [7.1.2)) que la suite
0 — N¢" — MY" — (M/N)%F — 0
est exacte. On a maintenant un diagramme

0—>N® @Bz ——>M @Bz ——(M/N)%" @Bz ——>0

e e

Fo

0 N M M/N 0.

duquel il résulte que
MCEr @ B~ = M.

,e

Il reste donc & montrer que MEF # 0. Soit & € Fibgg tel que

F

M =T(X=\ {00}, ).

La filtration de Harder-Narasimhan de & est automatiquement invariante sous ’action
de G (9.1.4)). Considérons son premier cran % C &. D’apres le théoréme il existe
A € Q ainsi que M € RepDip(GF) tels que

F =M ®@p, Ox_(N).

Il suffit donc de vérifier que si A = %
0 11p"h=n
H (GF,M®DA B%[;]‘/’ ) #0.
Cela résulte de la proposition [7.1.2 O
Afin de conclure la preuve du théoréeme il nous faut maintenant traiter le cas

d’un faisceau cohérent équivariant quelconque &. Remarquons d’abord que si & est
équivariant de torsion sur X = puisque supp(&’) C | X %| est un ensemble fini invariant

sous G il descend en un sous-ensemble fini de |Xg|. Le résultat pour les faisceaux
de torsion découle alors de la proposition [7.1.1}
Si & e Cohg’;i\ est général alors d’apres les résultats préédents & et &/&ror des-

F
cendent sur X p. Il suffit maintenant de voir que ’extension de faisceaux équivariants
0— Stor — & — &/Etor — 0

est scindée. Elle est scindée comme extension de Ox..-modules. L’obstruction & son
F
scindage équivariant vit donc dans

Hl ((GFv Hom(g/é(;fora é{;for)) .

Mais ce groupe de cohomologie galoisienne est nul d’apres Cela conclut la preuve
du théoréme 0311 O

On a vu que lorsque F est algébriquement clos alors H!(X,0Ox) = 0. On peut
maintenant calculer < le genre » de X pour F général.
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Corollaire 9.3.5. — Il y a une identification
HY(X,0x) = Hom(Gp, E).

Démonstration. — D’apres le théoréme I'espace vectoriel H(X,Ox) calcule les
extensions de fibrés équivariants entre Oy _ et lui-méme. Il suffit alors d’utiliser la

F
proposition couplée & annulation de H'(X =, Ox_..) pour conclure. O
F

Remarquons le corollaire suivant que 1’on peut voir comme un énoncé du type
Narasimhan Seshadri ([50]) reliant fibrés vectoriels semi-stables et systeémes locaux.

Corollaire 9.3.6. — La catégorie des fibrés semi-stables de pente 0 sur Xp s’iden-
tifie a la catégorie des E-systemes locaux étales sur Spec(F).

9.4. Classification des fibrés

Théoréme 9.4.1. — La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur Xpg est
scindée.

Démonstration. — Utilisant le théoreme [9.3.1] il suffit de montrer que si &,,&5 €
Fibg;(i de fibrés sous-jacents &1, &> € Fibx.. sont tels que &7 est semi-stable de pente

A, é"; est semi-stable de pente Ay avec Ay F< Ao alors
Ext'(&,,&,) = 0.
D’apres le théoreme de classification des fibrés sur X = on sait que
Ext(&,&) = 0.
La proposition couplée au théoreme [9.2.2] implique ’annulation
H'(Gp,Hom(&,&)) = 0.

On conclut en appliquant O
Remarque 9.4.2. — Remarquons que 'argument de la démonstration précédente
montre que si & € Fibx est a pentes strictement positives alors

HY (X,&) =0.

Ainsi, du point de vue de 'annulation de la cohomologie des fibrés, la différence entre
le cas ou F est algébriquement clos ou pas se voit au niveau des fibrés semi-stables
de pente 0.

Théoréme 9.4.3. — Il y a une bijection

{0 0oa]), - s lpa]) In €N, M €Q, p; € Reppjl_’(GF), M > o> A} = Fibx /[ ~ .



312 CHAPITRE 9. CLASSIFICATION DES FIBRES : LE CAS F PARFAIT

9.5. Calcul du groupe fondamental de la courbe
On note comme dans la section m Xp5 = XrEQE E.

Théoréme 9.5.1. — Le pro-revétement galoisien

(XL,E)L|F finie " XPE

est un pro-revétement universel de X 5. Ainsi,
m(Xpp) =~ Gal(F|F).

Démonstration. — Soit Y/X % un revétement étale fini de degré n. D’apres le
théoreme [8.6.1f son tiré en arriere sur X~ _

)

Y xx - Xo_ — X _
rE T FE FE

est un revétement trivial. Utilisant le théoreme [9.3.1] on voit alors que Y est donné
par un morphisme

p:Gp — AUtE,alg (En) =6,
qui est continu au sens ou p provient par extension des scalaires d’une représentation
linéaire continue Gp — GL,(E’) avec E'|E finie. Il s’en suit que p se factorise par

Gal(L|F) avec L|F finie. O



CHAPITRE 10

FAIBLEMENT ADMISSIBLE IMPLIQUE ADMISSIBLE
ET LE THEOREME DE LA MONODROMIE p-ADIQUE

Introduction

On utilise la courbe et le théoreme de classification des fibrés afin de donner des
nouvelles démonstrations des deux théoremes principaux de la théorie de Hodge p-
adique : faiblement admissible implique admissible et le théoreme de la monodromie
p-adique (de Rham implique potentiellement semi-stable). Bien stir ces résultats ne
sont pas nouveaux (on renvoie & I'introduction de ce texte pour un historique) mais
leur démonstration constitue un test pour la pertinence des objets introduits et des
résultats obtenus précédemment.

Pour cela on définit, si K|Q, est de valuation discrete & corps résiduel parfait,

—~b

F = K , trois notions de fibrés Gal(K|K)-équivariants sur Xp :

— Les fibrés cristallins, ce sont les fibrés équivariants & tels que le < fibré associé
& sur Y » devienne trivial sur < Y\ V(¢) > comme fibré méromorphe i.e. est
engendré par des Gal(K|K )-invariants.

— Les fibrés log-cristallins qui sont définis de fagon analogue mais en remplagant
la courbe X par une surface Xjog.

— Les fibrés de de Rham sont les fibrés équivariants & tels que éA”oo[%] soit trivial
i.e. engendré par ses Gal(K |K)-invariants.

On montre que la catégorie des fibrés cristallins, resp. log-cristallins, est équivalente

a celle des p-modules, resp. (¢, N)-modules, filtrés usuels intervenant en théorie de
Hodge p-adique. L’équivalence entre faiblement admissible et admissible s’en déduit
alors aussitot par spécialisation au fibrés semi-stables de pente 0 via le théoreme de
classification des fibrés.

Le théoréeme de la monodromie p-adique se déduit lui de la spécialisation en pente

0 de I’énoncé suivant : tout fibré de de Rham est potentiellement log-cristallin.
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Dans tout ce chapitre on suppose que E = Q,. Soit K|Q, complet de valuation
discrete & corps résiduel ki parfait. On note Ko = W(kx)gp 'extension maximale
non-ramifiée de Q, dans K. On fixe une cloture algébrique K de K et on note Gx =

Gal(K|K). On pose C = K et F = C".

10.1. Fibrés Gk-équivariants

Nous adopterons parfois la notation suivante dans la suite : on note & un fibré
équivariant de fibré sous-jacent & ce qui signifie que & = (&, (¢o)s) (cf. def. :

10.1.1. Action du groupe de Galois Gk sur la courbe. — Via le morphisme
injectif
GK — Aut(F)

la courbe X := Xpg, est munie d'une action de Gi. Le noyau du morphisme 6 :
Ar — O¢ définit un point canonique y, sur Yg invariant sous l'action de G . Plus
précisément, Yo, = (ue) si € est un générateur de Z,(1) sur C. Via l'uniformisation
[Y|/¢% = | X| le point ys, détermine donc un point co € | X| invariant sous I’action
de Galois, co = VT (t) avec

t =logle] € B¥~P.
Les identifications

Ox,00 = B;R(O) = B;R,yoo

sont compatibles a ’action de G .
Proposition 10.1.1. — Les G -orbites des points fermés de X \ {oo} sont infinies.

Démonstration. — Soit x € | X| dont la G g-orbite est finie. Quitte a remplacer K par
une extension de degré fini on suppose que x est invariant sous Gg. Soit X = V*(¢')
avec t' € B¥=P. Puisque x est invariant sous G il existe un caractere y : Gg — Z;
tel que pour tout o € G on ait

t'7 = x(o)t'.
On a alors
o(t') € H(Gk,C(x ™))

qui est nul d’apres Tate ([60]) si x est d’ordre infini. Ainsi, si x est d’ordre infini alors
t' € ker 6 et est donc un Q,-multiple de ¢ c’est & dire x = co. Supposons maintenant
par absurde que x soit d’ordre fini. Soit K’|K 'extension finie telle que G+ = ker .
Sit' =log([¢']) avec € € 1+ mp, € # 1, on a donc

€ e(l4+mp)s.
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Mais puisque K’ est de valuation discrete

FGrr — (C«b)GK/
~ (o)
= k’K/
C’est en contradiction avec le fait que |1 — €| > 1. O
10.1.2. Fibrés équivariants et B.-représentations. — Notons B, = B[%]W:Id.

Définition 10.1.2. —

1. On appelle B.-représentation de Gx un B.-module libre M muni d’une action
semi-linéaire de G tel qu’il existe un B;‘R—réseau stable sous 'action de Gg
dans M ®p, Bar sur lequel I’action soit continue. On note

Repp, (Gk)
cette catégorie.

2. On appelle BJR—représentation de Gg un B(J{R—module libre muni d’une action
semi-linéaire et continue de G . On note

Rep BY, (Gk)
cette catégorie.

La catégorie Reppg_(Gk) est Q,-linéaire munie de produits tensoriels, de duaux et
de Hom internes.

La catégorie Rep B, (Gk) est K-linéaire munie de produits tensoriels, de duaux
et de Hom internes.

Il y a alors une équivalence de catégories entre Fibg’;“ et la catégorie des B-paires
au sens de Berger ([5]) c’est a dire les triplets

(M57MdRau)
ot M. € Repg (Gk), Mar € RepB;R(GK) et
u: M, ®p, Bar — Mar[3].

Proposition 10.1.3 (Berger [5]). — La catégorie Repg (G i) est abélienne.

Démonstration. — Puisque le support d’un faisceau cohérent de torsion équivariant
est un ensemble fini de points fermés invariant sous ’action on a d’apres la proposition
1011
Gk _ Gk
Cth\{oo} = Fle\{m}.
O

Le corollaire suivant est alors immédiat.
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Corollaire 10.1.4. — La catégorie Repg (Gk) est Tannakienne.

On verra plus tard que cette catégorie Tannakienne contient la catégorie des (¢, N)-
modules sur K. En particulier elle n’est pas neutre si Ko # Q.

10.1.3. Descente a une extension arithmétiquement profinie. — Grace au
théoreme [9.3.3) on peut dévisser la catégorie des fibrés G k-équivariants de la fagon
suivante.

Soit L|K une extension algébrique galoisienne de K contenue dans K. On la sup-
pose arithmétiquement profinie ([61]). Notons I' = Gal(L|K). Le théoréme im-
plique alors le théoréme suivant.

Théoréme 10.1.5. — Le morphisme Xp — X5, induit une équivalence de
catégories

Coh§* = Cohly .

F b

Notons également que ’on obtient une équivalence
2 T,0
Fle2> ~ Repg, (Gk)

entre fibrés semi-stables de pente 0 I'-équivariants et représentations galoisiennes de
dimension finie.

Remarque 10.1.6. — 11 faut faire attention au fait que bien que la filtration de

Harder-Narasimhan d’un fibré sur X, soit scindée (théo. la filtration d’un

fibré I'-équivariant n’est pas scindée de fagon I'-équivariante en général. En utilisant

la proposition [9.2.3| on voit en effet que si &, € Fibggib et &, € Fib&fb avec A < u
L

L

alors
H'(T',Hom(&, &)) = Ext}(&,, &)

qui est non nul en général.

10.1.4. Classification des fibrés semi-stables équivariants. — Le théoréme
se traduit maintenant de la fagon suivante. Pour A € Q on munit l'algebre a
division Dy = Q,x[II] de D’action non-ramifiée de G définie via G — Gal(k|kk)
et ol le Frobenius de Gal(kg|kx) agit par z +— ITzII~1. Notons Fib)G(K’)‘ la catégorie
des fibrés semi-stables de pente \.

Théoréme 10.1.7. — Il y a une équivalence de catégories
RepD;p (GK) = FibgK’)\
V +— V®&p, Ox())

ou V est le faisceau G g -équivariant sur X définie par l'action semi-linéaire de G
sur V. Un inverse de cette équivalence est donné par le foncteur

& — Hom(Ox (M), &).
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En particulier, on a une équivalence

Repg, (Gi) = FibGe.

10.2. Fibrés équivariants cristallins

10.2.1. Fibrés équivariants associés aux isocristaux. — Notons ¢p-Modg, la
catégorie des isocristaux associés & Ky. Le foncteur &(—) : p-Modg, — Fibx de la
section [R.2.3] s’étend en un foncteur

¢-Modg, — Fib$x
en constatant tout simplement que le P-module gradué

)
P @k, B)*=F
d>0

est muni d’une action semi-linéaire de G .

Définition 10.2.1. — On note &(D, p) le fibré G i-équivariant associé & l'isocristal
(D, ).

La B-paire associée & &(D, @) est
(D ®k, B[3)*="", D ®k, Bjg)-

La structure de &(D, ¢) se décrit de la fagon suivante. Le théoréme de Dieudonné-
Manin dit que ’on a une décomposition orthogonale

¢-Modg, = @ @—Mod?(o
AEQ

ol @—Mod}\(o désigne les isocristaux isoclines de pente . Notons kp la cloture
algébrique de ky associée & K|K et L = W(kg)g. Pour A = £, (d,h) = 1, notons
1(\) € o-Modg, lisocristal de base (ey,...,ey) sur lequel ¢ agit via (e;) = e;41 si
i < hetplen) =ple. Il y a alors une équivalence

@—Modi‘(o —> Repp, (Gal(kk|kk))

(D,¢) +— Homgymod, (1()\) ® L, (D,p) ® L)

ol Repp, (Gal(kx|kk)) désigne les représentations semi-linéaires continues & coef-
ficients dans un Dj-espace vectoriel de dimension finie (on a utilisé 1’égalité Dy =
End(1(\) ® L)°P pour définir le foncteur précédent).
Si (D, ¢) est isocline de pente A associé & V € Repp, (Gal(kx|kk)) alors

E(D,0) =V ®pgr O (-N).

On obtient ainsi la proposition suivante.
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Proposition 10.2.2. — L’image essentielle du foncteur & : p-Mody, — Fib)G(K
consiste en les fibrés équivariants qui sont sommes directes de fibrés semi-stables
associés a des représentations semi-linéaire non ramfiées de G via le théoréme[9.2.9

Ce foncteur induit une équivalence entre la catégorie des isocristaux isoclines de
pente A et ces méme fibrés équivariants semi-stables de pente —\.

10.2.2. Fibrés équivariants plats. — Dans cette section on oublie momen-
tanément les notations précédentes. Ce que l’on introduit est relié a la notion
d’anneau G-régulier et de représentation admissible ([26] 1.4 et 1.5).

Soit Z un schéma inteégre muni d’une action d’un groupe G. Faisons I’hypothese
suivante : < les seuls sous-schémas fermés de Z invariants sous G sont ) et Z. >.
Notons

E=T(2,0,)°.
Si f € E\ {0} alors V(f) est G-invariant. On en déduit que V(f) = 0 c’est a dire
f€T(Z,0z)*. L’anneau E est donc un corps. On a en fait I’énoncé suivant. On note
1 le point générique de Z.
Lemme 10.2.3. — On a Ogn =F.

Démonstration. — Soit f € Ogm non nul. Alors, Oz f N Oz est un faisceau d’idéaux
quasicohérent G-invariant dans Oz. On a donc Oz f N Oz = Oz ce qui implique que

[(Z,02)fNT(Z,0z) =T(Z,0z)
et donc f € Frac(T'(Z, OZ))G =FE. O

Notons Fibg la catégorie des fibrés G-équivariants et FibnG celle des Ox ,-espaces
vectoriels de dimension finie munis d’une action semi-linéaire de G.

Lemme 10.2.4. — Le foncteur fibre générique
Fib§ — Fib]
est pleinement fidéle et donc en particulier si & € Fibg de fibré sous-jacent & on a
0 G _ G
H(Z,8)" =&
Démonstration. — Utilisant les Hom internes on est ramené a montrer que pour
& € Fib§ de fibré sous-jacent &
G _ pG
[(Z,6)" =6,.

Soit donc s € é’nG . On voit & comme un sous-faisceau du faisceau constant &;,. Le
faisceau d’idéaux
I ={zeOx |zse&}
est quasicohérent G-invariant non nul. On a donc .# = Ox et le résultat s’en déduit.
O
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Rappelons (]26] prop. 1.6.1) que si & € Fib,? alors I’application
¢ @ Ox, — &
est injective. On en déduit que
dimg &% < 4.
Il y a un morphisme de champs
7 : [G\Z] — Spec(E).

Notons Vectg la catégorie des E-espaces vectoriels de dimension finie. On dispose
donc de deux foncteurs adjoints

Fib¥ —— Vectp

Z<—
qui ne sont donnés par
& = I(Z,&)°
™V = V®g0Oyz.

Définition 10.2.5. — Un fibré équivariant & € Fibg est plat si le morphisme
d’ajonction

' — &

est un isomorphisme.
Des raisonnements précédents on déduit la proposition suivante.

Proposition 10.2.6. — Soit & € Fibg. Le morphisme d’adjonction
T E — &
est injectif et
dimg 7,8 < rgé&.

Sont de plus équivalents :

1. & est plat.

2. dimg w,& = rgé&.

3. &, est plat.
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10.2.3. Quelques calculs d’invariants sous Galois. — Rappelons que les calculs
de cohomologie galoisienne de Tate fournissent 1’égalité

Gk _
By =K
ce qui signifie qu’il existe une unique section Galois invariante

BJRL)CQ
K

Proposition 10.2.7. — Pour tout intervalle compact I C]0,1[ on a

Frac(Br) ®x, K — Bgr
Frac(Bp)9s = K,.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que 'anneau By ®k, K est integre. En effet,
si c’est le cas alors Frac(Br) ®k, K, qui est a priori un produit de corps, est integre et
est donc un corps. L’inclusion Frac(B;) @k, K C Bgr en découle alors. Concernant
la seconde égalité, il suffit maintenant de constater que puisque K|Kj est algébrique
les inclusions

Ko C Frac(B;)°% ¢ BYYX = K

impliquent que Frac(Br)“X est un corps extension de degré fini de Kj. L’inclusion
précédente implique alors que

Frac(B;) %% @k, K C BJYX = K

et donc Frac(Br)“% = K.

Montrons donc que By ®g, K est intégre. L’anneau W(Op) ®or, Ok est mk-
adiquement complet de réduction modulo 7 I’anneau Op. Tout élément de cet anneau
s’écrit donc de fagon unique sous la forme

Z[xn]w%, T, € OF.
n>0

Pour un tel élément z = Y, - [xn]|7" et p €]0, 1] posons
2], = sup |z, [p"/¢
neN

ou e est 'indice de ramification de K|Ky. On vérifie alors comme dans la preuve
de la proposition que cette norme est multiplicative (la preuve est strictement
identique) i.e. est une valeur absolue. Cette valeur absolue s’étend en une valeur
absolue de B? ® K, K. Le complété sur B ®K, K pour les (].|,)per est alors By @k, K
qui est donc integre puisque les |.|, sont multiplicatives. O
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Corollaire 10.2.8. — Les anneauz B[1], Beris, BT[1] et B[}] sont Gk -réguliers
au sens de [26] déf. 1.5.1. On a de plus
B[1]9% = Bi[{] = Ko
BiK = Q.

10.2.4. Fibrés équivariants plats sur Y \ V(). —

Définition 10.2.9. — 1. Pour I C]0, 1] un intervalle compact on note Fib%‘ [1] =
Rep B,[%](G k) la catégorie des Br[1]-modules libres munis d’une action semi-
linéaire continue de G .

2. On note

e . .G
Fib$<[1] =2 — lm Fib{<[}].
I
la 2-limite projective de la catégorie fibrée précédente lorsque I varie.

D’apres la proposition [10.1.1{1e schéma Spec (BI[%]) muni de son action de G sa-
tisfait I'hypothése faite dans la section[10.2.2]: les seuls sous-schémas fermés invariants
sont () et Spec (BI[%]) Le formalisme de cette section s’applique donc.

Définition 10.2.10. — On dit qu'un fibré équivariant (My); € FibgK[%] est plat
si pour tout I, M; Iest.
D’apres la section [10.2.2| on dispose donc de deux foncteurs adjoints
1 Y [t]

_ Vect g,

*

Tr
oll
M = MYx
™V = V®k, B[}
De plus,

dimg, 7. M < rgM
avec égalité si et seulement si M est plat. L’application
M — M

est de plus toujours injective (il s’agit du plus grand sous-fibré plat de M). Les
foncteurs (mr., 77) induisent des équivalences entres Fib%" [1]Pet et Vecty,.

Soit maintenant (Mj); € FibgK [%] Les foncteurs précédents s’assemblent pour
définir un foncteur
i Grrl T
(W]*)[.Flby [t]—>2 {El VectKO.
I
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On note
T FibgK[%] — Vectg,
le foncteur obtenu en prenant la limite projective

lim :2— lim Vectg, — Vectg,.
— —

I I
En fait, lorsque I C J et M = (Mj); € FibgK[%], mMj; C m, M et donc
W*M = ﬂT‘-I*MI
I

= wnM; pour I < grand >.

Cela définit deux foncteurs adjoints comme précédemment

-~
o

Fib%x [1] = Vectx,

tels que dimg, 7. M < rgM avec égalité si et seulement si M est plat

. Ces deux

foncteurs induisent des équivalences inverses entre Fib$* [1]P1at et Vectg,.

10.2.5. Fibrés équivariants cristallins. — Notons Fibg’;’{{w} = Repp, (GKk). Les

inclusions B, C By[1] fournissent un foncteur d’analytification

(=)™ Fib§E oy — FibFF[{].

Puisque les morphismes Spec(By[+]) — Spec(B,) sont g-invariants lorsque I varie, le

foncteur composé

Fib§s oy~ FibF[L] 2 Vet

se factorise via ¢o-Modg,. C’est le foncteur que I'on note 2 dans la définition qui suit.

Définition 10.2.11. — 1. Pour (D, ¢) € p-Modg, on note

. 1 p=Id
¥(D,¢) = (lim Dex, Bilt])" € Repy, (Grc).
I
2. Pour M € Repg_(Gk) on note
. G
Q(M) = l(in (M X B, B[[%]) e (p—MOdKO.
I

On a donc un diagramme commutatif fourni par < le morphisme Y/”

Fib{x [1] — Vectx,

()"’"T T
29

Fib¥x %’/ ©-Mod,

X\{oo} =———

— X >
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Proposition 10.2.12. — 1. Les deux foncteurs précédents
2.
Repp (Gx) ——— ¢-Modk,
v

sont adjoints l'un de l'autre ot ¥ est ajoint a gauche de 9.
2. Le foncteur ¥ est pleinement fidéle i.e.
Id =5 2907,
3. Pour M € Repg (Gk)
VoD(M)— M
avec égalité si et seulement si dimg, 2(M) = rgp M.

4. Pour R € {B[1],BY[}], Beyis} on a les formules

¥(D,p) = (D®x, R
= T(X\{cc}, (D, ),
9(M) = (M®p, R)°".
Démonstration. — Pour R € {B[%], BT[1], Beris} notons
Ya(D,g) = (Do, R)"
Ir(M) = (M®g, R)°".

SiR= (BI[%])I, ou I parcourt les intervalles compacts de 0, 1[, on note ¥z := ¥ et
Pr = 2. 11 y a des inclusions naturelles 5 C ¥ et I C 2.

Si (d,h) est un couple d’entiers avec h > 1 et R € {B[1], B*[}], Beyis, (Br[3])r}
alors R¢"=P" ne dépend pas du choix de R. Cela est clair si R € {B[%], B3], Bepis}-
Pour R = (B;[3])s, remarquons que

() Bil3] € M(Y).
I

h___d
Mais si f € (ﬂj BI[%])‘P ~" alors son diviseur dans Div(Y) est p-invariant. Il s’en
suit que le diviseur de t" f est positif pour n > 0 et donc t"f € B pour n > 0. Du
théoreme de Dieudonné-Manin on déduit donc que pour tout R,

Yr=".
On montre ensuite que pour R € {B[}], BT[1], Beyis, (Br[1])1}
Ir o Vr(D,¢) = (D, ).

Pour cela, puisque (D ®g, IA(()“”)GK = D, quitte & remplacer K par K" et G par
Ik, on peut supposer que le corps résiduel de K est algébriquement clos. Utilisant le
théoreme de Dieudonné-Manin on est alors ramené au cas ou (D, ¢) est un isocristal
simple. Ce cas la se démontre par un calcul explicite qui ne pose pas de probleme.
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Pour R comme précédemment et M € Repp (Gk) l'injectivité du morphisme
naturel

"//RO@R(M) — M

résulte du corollaire 10.2.8
Il reste alors a démontrer I'indépendance en R du foncteur Zr. Mais si M €
Repp, (Gk) et R est comme précédemment l'inclusion

VoD(M)— M
induit par application de Zg une inclusion
DroV o D(M) — Dr(M).
Le membre de gauche dans cette inclusion se réécrit
DroVro D(M)=2(M)
et on conclut. O

On peut maintenant donner la définition suivante et tirer les fruits de ce que 'on
vient d’établir.

Définition 10.2.13. — 1. Une B.-représentation de G, M, est cristalline si
dimg, (M) = rgp M.

2. Un fibré équivariant & € Fibfg\( (oo} ©st cristallin si la Be-représentation H O(X\
{0}, &) est cristalline.

3. Un fibré équivariant & € Fibg';" est cristallin si sa restriction & X \ {oco} Dest.

Ainsi, un fibré équivariant & sur X est cristallin si et seulement si £*"[1] est plat
comme < fibré équivariant sur Y \ V(¢) ».

Le foncteur composé
Repg, (Gx) — Fib§F — Fib§r ) —2 ¢-Modg,
V — V ®qQ, Ox

est le foncteur D..;s usuel. On en déduit donc qu’une représenmtation galoisienne
V' est cristalline si et seulement si le fibré équivariant associé V @q, Ox est cristallin.

Le théoreme suivant ne pose alors pas de probleme.

Théoréme 10.2.14. — Les foncteurs 9 et ¥ induisent des équivalences inverses de
catégories entre B-représentations cristallines et isocristaux. Cela définit un plonge-
ment de catégories tannakiennes

YV i p-Mody, — Repp_(Gk).
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Toute sous-représentation d’une B.-représentation cristalline est cristalline. Si
M est une telle représentation le foncteur 2 induit une bijection entre les sous-
représentations de M et les sous isocristaur de P(M).

Enfin notons le critere suivant qui dit que le caractere cristallin peut se tester au
point générique de la courbe.

Proposition 10.2.15. — Un fibré équivariant & € Fibx\ (o} est cristallin si et
seulement si la M(Y)-représentation
est plate 1.e.

dimg, (&, @g,(x) M(Y)) 7" = g(&).

Démonstration. — Utilisant la formule

M(Y) = 1(31 Frac(Bj),
T

cela résulte de que pour I un intervalle de J0,1[ et M € Repp,[11(GKk), M est plat si
et seulement si M ®p, (1) Frac(By) est plat (prop. {10.2.6)). O

10.3. Fibrés log-cristallins
10.3.1. L’anneau Bj,;. — Rappelons qu’il y a un isomorphisme
L:ltmp 5 Be=P

x +— log[z].

On a un scindage canonique O = kj X 1 + mp qui provient du relevement de
Teichmiiller [] : kr = kx — K§" C C. Etendons le morphisme .# & O} en posant
.iﬂ kX = 0.

Le morphisme de groupes .Z définit alors un morphisme d’anneaux
Sym;O; — B.
Définition 10.3.1. — On note
Blog =B ®SymZO;§ SymZFX .
muni du morphisme
&L F* — B]Og
étendant canoniquement . : O — B. On définit les opérateurs suivants :

1. ¢ est 'unique automorphisme de Bjos étendant ¢ sur B et vérifiant

poZ =pZ.
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2. N : Bigg — Biog est I'unique B-dérivation vérifiant : si © € I’ est tel que
v(x) =1 alors
N(Z(z)) =1

3. L’action de G sur Bjoe est 'unique extension de 'action sur B telle que &
soit compatible & I’action de G : pour o € Gk et ©x € F*,

L(z)7 =L@+ ZL()
o z7 ! € OF.
Le choix d’un élément © € F* vérifiant v(z) = 1 définit un isomorphisme
BT[X] = Biog
X — Z(x).

Via cet isomorphisme on a ¢(X) = pX, N(X) = 1 et pour 0 € Gg, X? = X +
L(xoh).

10.3.2. Fibré équivariant associé a un (¢, N)-module. —

Définition 10.3.2. — On note (p, N)-modg, la catégorie des triplets (D, ¢, N) ou
(D, ) € p-Modg,, N : D — D est linéaire et vérifie Ny = ppN.

Bien siir, un tel opérateur N est nécessairement nilpotent. Soit (D,¢, N) €
(¢, N)-Modg,. Regardons

@ (D Bk, Blog)(p:pd7N:O.

d>0
C’est un module gradué sur
_ o=p?,N=0
pP= @ B log
d>0
muni d’'une action semi-linéaire de Gg. Le choix d'un = € F* tel que v(z) = 1
détermine un isomorphisme
B[X] = Biog
pour lequel N(X) =1 et ¢(X) = pX. Cela définit pour tout d > 0 un isomorphisme
(4) (D@ B)#=*" 5 (D@ Biog)#=?"N=0
(=1) i i
y — > N () X
i>0

Ces isomorphismes définissent un isomorphisme de modules gradués
_d o~ —d N—
DD @1, B)*™" = DD @y Brog) "
d>0 d>0
Néanmoins cet isomorphisme n’est pas compatible a D’action de Galois. Plus
précisément, si I’on pose

00gy s = f(m”_l),
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alors cela définit un cocycle
(ogs.0)occy € Zt (GK,B‘P:p).

Le choix d'un y € F'* vérifiant v(y) = 1 différent de = change le cocyle précédent par
un cobord :

logy,e = (0gs o + L (ya™ 1) = L (y2™").
Via I'isomorphisme Paction de Gk sur (D ® B)‘P:pd est donnée par
y — exp(—Log,.«N)(y7).

Des considérations précédentes on déduit la proposition qui suit.

Proposition 10.3.3. —
1. Il y a un foncteur
E(—): (o, N)-Modg, — FibGx
=p?, N=0\"
(Dv(paN) — (@(D®K0 Blog)w b ) .
d>0
2. Apres oubli de action de Gk on a
&(D,p,N) =~ &(D, ).
3. L’opérateur de monodromie N : (D,p) — (D,pyp) définit un morphisme dans
Fib§x
N:E(D,p) — E(D,pp) = E(D,p) ® Ox(-1).
Pour x € F* vérifiant v(x) =1, on dispose d’un 1-cocyle
(009z.0)0 € Z'(Gr, HY (X, 04 (1))).
Alors,
(gogx,a ®Ido N)O’EGK € Zl (GKa End(égo(Da 90)))
est un 1-cocyle en endomorphismes nilpotents dans End(&(D, v)) qui définit un
1-cocyle
(exp(—ﬂogxyg ®Ido N))U ezt (GK7 Aut(& (D, <p)))
Avec les notations de la définition[9.1.6) il y a alors un isomorphisme de fibrés
G g -équivariants
Gk
E(D,p,N) = E(D, ) N (exp(—Logso ®1do N)) .
Remarque 10.3.4. — Supposons que ’on ait choisi z = (m(”))ngN € F =" detelle
maniére que 20 € K* et |x(0)| # 1. Soit E la courbe elliptique de Tate sur K telle
que "9 = Gria /(@)% On a done Ty(E) = {(Ga)nzo | §n € K /(@ D)%, g, =
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Un et Jo = 0} ol 'on note g, la classe de y, € K™ modulo (x(o))z' Il y a alors une
suite exacte de représentation de G

(e(”))nzo — (G(T))nzo
(gn)nzo b ngrfoopn Uv(gvy(,(;)))

On a alors £og, s € Zy.t C B#~P et ce cocyle définit I'extension précédente de Z, par
Zp(1).

Remarque 10.3.5. — La formule donnée dans le point (3) de la proposition
précédente est similaire a la description des représentations f-adiques de G via
le théoréeme de la monodromie potentiellement semi-stable de Grothendieck. Plus
précisément, soit ¢ # p et fixons une uniformisante 7 de K. Il y a un morphisme
surjectif canonique

ty: I —> Zg(l)

o — <0’ (W}(/ZH)/W}(/W>”>O

indépendant du choix des racines ﬁ%én de mg. Soit E la courbe de Tate sur K telle
que E"9 = Gr9 /7% Comme dans la remarque [10.3.4{on a Ty(E) = {(Gn)n>0 | Un €
K" [k ng_l = ¥, et §o = 0} ou l'on note g, la classe de y, € K™ modulo 7%. On
a alors une suite exacte similaire a celle de la remarque [10.3.4

0 — Zy(1) — Ty(E) — Zy — 0.

Le choix d’une suite compatible de racines ¢"-iemes de mx dans K, (ﬁ}(/én)nm, définit

un scindage de la suite exacte de Z,-modules précédente i.e. un scindage de la pro-

jection Ty(E) — Zy donné par Zy 5 1 — (ﬂ%zn) € T,(E). Le cocyle associé est
n>0

co € ZY1 (G, Zy(1)) défini par

co(o) = cr(ﬂ'}(/en) ﬂ'}(/en

et vérifie ¢y 1, = t¢. Soit maintenant p : Gx — GL(V) une représentation (-adique
de G telle que pj, se factorise a travers un sous-groupe ouvert et N : p — p(—1).
Alors,

N € Zl(GK,EHd(V))
ou laction de Gk sur End(V) est la représentation adjointe de p. Cela définit par
exponentiation un cocyle

exp(ceN) € Z1 (G, GL(V))

et on peut définir la représentation ¢-adique

G
oA exp(ceN).
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10.3.3. Description en termes de la surface Xj,,. — Soit z € P non nul
homogene de degré d > 0. Aprés avoir fixé x € F* tel que v(xz) = 1 et donc un
isomorphisme

B[X] — Biog
X — ZLx),

on a une identification
X
L1p=Id 11p=Id
Blog[;]w = B[Z]w [7}
w
ol w € P; est non nul et vérifie w|z. A partir de 1 on déduit facilement le lemme
suivant.

Lemme 10.3.6. — Il existe un unique faisceau quasi-cohérent o/ en Ox -algébres tel
que, si z € P est homogéne, alors

T(D*(2), o) = (Biogl2)) 7.

L’action de G sur Ox s’étend en une action compatible sur <.

Définition 10.3.7. — On note
Xjog = Spec() — X.

Le schéma X, est muni d'une action de Gi et m commute a cette action. En fait,
apres oubli de Paction de G, Xiog — X est isomorphe & V(Ox(1)). Plus précisément
on vérifie la proposition suivante.

Proposition 10.3.8. — Soitx € F* vérifiantv(z) =1 et (log, ,)o € Z'(Gx,B¥=P)
le cocycle associé. Celui-ci définit un cocyle & valeurs dans les automorphismes af-
fines de V(Ox(1))/X par translations par un élément de B¥=P = H°(X,Ox (1)) C
Aut(V(Ox(1))/X). On a alors, comme X -schéma muni d’une action de G

G
Xiog = V(Ox (1)) A (log,.,)o-

Contrairement au X-schéma muni d’une action de Gg V(Ox (1)) = X, Xjog — X
ne possede pas de section Gg-invariante, la section nulle de V(Ox (1)) n’étant pas
invariante par torsion par le cocycle de la proposition précédente.

On vérifie maintenant facilement le lemme qui suit.

Lemme 10.3.9. — Comme fibrés G -équivariants on a une identification cano-
nique
1
Qxlog/x =m1"0x(-1).
Le morphisme de faisceaux

d: OXlog — QAl)(log/X = W*Ox(—l)
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se décrit sur Pouvert principal m~1(D¥(z)) C Xjog comme

Blog[%]wzld L) Blog[%]w:p_l = Blog[%]wzm ®B[§]%‘>=1d B[%]g}:p_l

Soit maintenant (D, p, N) € (¢, N)-Modg,. Le fibré Gi-équivariant 7*& (D, ¢) est
muni d’une connexion canonique

Vean =d@1:7°E(D,p) — 7°E(D, ) @ N, _/x-
Via le lemme [10.3.9] le morphisme O x-linéaire
N:&(D,p) — £(D,pp) = £(D,¢) ® Ox(-1)
induit un morphisme linéaire de fibrés G x-équivariants
7N :71*&(D,¢) — 7*E(D, ) @ leog/x.
Définition 10.3.10. — Pour (D, p, N) € p-Modg, on pose
VN =Vean + 1N

comme connexion compatible a 'action de G sur 7*&(D, ¢).

Cela définit un foncteur de (p, N)-Modg, vers la catégorie de tels fibrés
équivariants a connexion. On vérifie alors la proposition suivante.

Proposition 10.3.11. — On a l’égalité

E(D,p,N) = . [7*E(D, )] " "

10.3.4. Description en termes de B-paires. — Dans la suite logp désigne
une variable formelle que 1’on pourra spécialiser en un élément de K parfois. Ainsi,
K/log p, resp. BJR [log p], et Panneau des polynomes & coefficients dans K, resp. BJR,
de la variable log p. Le logarithme usuel (rigide analytique) log : 1 + myg — K s’étend
en un logarithme (localement analytique) log : K* — K[logp].

Lemme 10.3.12 (cf. [25] sec. 4.2.1). — Le composé

X < p=p —+
Op — B P~ B

s’étend naturellement en un morphisme compatible a l'action de Gk
F* —s Bl.[logp).
Démonstration. — Soit & € F* = (C”)* tel que (%) = p. On a alors %71 € Fil' B},
et on peut donc définir
- [=]
log([e]) = logp+log ()

[z] _ )¢
= logp+ Z(—w’*lg € Bi,[logp].

© (3
i>1
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Pour y € F* il existe des entiers positifs a, b, tels que a > 1 et

y“ X
€ Or.

On pose alors
Ly) = 1 (Z(y“xib) + blog[x])
, .

On vérifie que £ (y) ne dépend pas des choix faits précédemment (les choix de x, a et b)
et définit bien un morphisme commutant & 'action de Gk, .Z : F* — B;R [logp]. O

Corollaire 10.8.13. — A chaque choiz d'un élément logp € K est associé un
morphisme Biog — BJ'R étendant linclusion B C B;R. A un tel choiz est également
associé une trivialisation de limage du cocyle (log, ,)s € Z'(Gg,B?=P) dans
ZYGk, Bjg) i.e. dans By, log, , = £ (x) — £ ().

Remarque 10.3.14. — Le corollaire précédent s’interprete de la fagon suivante : le
module de Tate d'une courbe elliptique de Tate est une représentation de de Rham.

La preuve suivante nous a été communiquée par Pierre Colmez.

Proposition 10.3.15 ([25] théo. 4.2.4). — Pour chaque choiz de logp € K, le
morphisme déduit Biog @, K — B:{R est injectif.

Démonstration. — Si a € K*, choisissons a” € C” tel que (a°)(®) = a et notons c, :
b
Grx — Q, la fonction définie par o(a”)/a” = €“(?). On a alors ¢, (o)t = (6 —1)-log [':’T]
b
On veut prouver que u = log[’;T] est transcendant sur Frac(B). Supposons le
contraire, et notons P =T"+a,_1T" "' +---+ag € Frac(B)[T] le polynéme minimal
de u. Comme o(u) = u + ¢,(0)t, si 0 € Gk, on a aussi P?(u + ¢,(0)t) = 0, et par

unicité du polynéme minimal, on a
T +an 1 T" P+ 4 ag = (T4 cp(o)t)" + 0(an_1)(T + cp(a)t)" " 4+ + o(ag),
et donc, en particulier, (¢ — 1) - a,—1 = —nep(0)t.
On en déduit qu’il existe
u' € Frac(B)NBJy, tel que (p —p)-u' =0et (0 —1)-u = c,(0)t, pour tout o € G.

En effet, si up = =Lag4_1, alors ug € Frac(B) N B, est tel que (0 — 1) - up = ¢,(0)t,
pour tout o € Gg. 1l s’ensuit que

(=g —p)-uo=(p—p)lo—=1) -us=(p—p)(c(0)t) =0,
et donc (¢ —p) - ug € Frac(B)9% = Ky. Comme ¢ —p : Ko — K est bijectif, il existe
a € Ky tel que (¢ —p) -a= (o —p) - ug, et il suffit de poser u’ = ug — a.

En posant v = %, cela fournit un élément de Frac(B)#=1?
v)-v = ¢,(0). Comme Frac(B)?=!4 = Frac(B.), et comme oo est le seul diviseur de X
ayant une orbite finie sous G (prop. , on en tire v € B, puisque les conjugués
de v sous Gi vivent dans un Q,-espace de dimension finie.

vérifiant (x(o)o — 1 —
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Enfin, tv = v’ € By, et donc v/ € B¥=P, et il existe z € OF, tel que v’ = log|z].

[p]

Maintenant, log[z] — log £+ est fixe par G . Comme

(0 =1) - (loglz] — log 1 1) = log [#2/2)],

z/p°
b
il s’ensuit que U(xz/p ) est une racine de I'unité, pour tout o € G . Par compacité de

G, cela implique qu'’il existe N tel que (z/ pb)N soit fixe par G, et donc appartienne
A kg, ce qui est absurde car v(z/p”) = —1, et donc (z/p°)N ¢ Ocs.
Ceci permet de conclure. O

Venons en au calcul de la B-paire associée & un (p, N)-module. On vérifie mainte-
nant aisément la proposition suivante.

Proposition 10.3.16. — Il y a un isomorphisme de Spec((/’)\x,oo)—schémas MUnLs
d’une action de Gk

Spec(BjR[logp]) = Xiog Xx Spec(@xm).
De cela on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 10.3.17. — La B-paire associée au fibré équivariant (D, p, N) est

e=Id,N=0 n N=0
) (D ®K0 BdR[logp]>

ot N : Bipllogp] — Bl,llogp] est la Bj,-dérivation telle que N(logp) = 1.

(D XK, Blog[%])

Proposition 10.3.18. — Il y a un isomorphisme de BJR-représentations de G
E(D,¢,N) bg——g D ®x, Bg
Démonstration. — En spécialisant la variable logp en 0 on obtient un morphisme

(D ®k, Bigllogp))V=" — D @k, Bjp.

On vérifie alors que I'application

y — Z 7~ N'(y)(log p)’

>0
est un inverse de 'application précédente. O
Remarque 10.3.19. — Le point de la proposition précédente est que le cocyle

(€0gs,0) devient trivial dans B, et que donc dans l'isomorphisme du point (3)
de la proposition [10.3.3} le cocyle a = (exp(—£0g. o ® Ido N))_ devenant trivial dans

GLB;FR (éa(Da (p)oo)a
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10.3.5. Fibrés log-cristallins. — Utilisant la proposition [10.3.15| qui implique
que 'anneau Biog est G g-régulier, on démontre la proposition suivante analogue aux
résultats de la section [0.2.5]

Proposition 10.3.20. — 1. Il y a deux foncteurs adjoints

@log
N)-Modg,

définis par

Dog(M) = (M ©p, Biog[+]) "
1\ p=Id,N=0
%og(D»@aN) = (D®KoBlog[f]) .

2. L’adjonction
Id :—> glog O Jlog

est un isomorphisme et le foncteur Hog définit un plongement de la catégorie
Tannakienne (o, N)-Modg, dans la catégorie Tannakienne Repg (G k).

3. Pour M € RepB.(Gk) on a
dimg, Diog(M) < rg(M)
et
7/10g o] glog(M) — M.
qui est un isomorphisme si et seulement si dimg, Diog(M) = rg(M).
On adopte alors les définitions suivantes.
Définition 10.3.21. — 1. Une Bc-représentation M € Repp (Gg) est log-
cristalline si dimg, Ziog(M) = rg(M).

2. Un fibré équivariant & € Fib?\({oo} est log-cristallin si la B.-représentation
correspondante I'(X \ {oc}, &) est log-cristalline.

3. Un fibré équivariant & € Fib§* est log-cristallin si sa restriction & X \ {oo}
lest.
Ainsi, un fibré & € Fibg;(K est log-cristallin si et seulement si il existe (D, ¢, N) €
(¢, N)-Modg, tel que
E1x\foor = E(D, 0, N)x\ {00}

Si c’est le cas un tel (¢, N)-module est complétement déterminé canoniquement par
application du foncteur Zog.
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10.4. Fibrés équivariants de de Rham

10.4.1. BjR-représentations génériquement plates. — Rappelons que pour
tout i € Z, B{X = K et que (Fil' B4r)®* = K sii < 0 et 0 sinon. Notons Repg, . (Gk)
les représentations semi-linéaire continues de G i a valeurs dans un Bygr-espace vec-
toriel de dimension finie. La condition de continuité signifie qu’il existe un B;R—réseau
G k-invariant sur lequel l'action est continue (et alors 'action est automatiquement
continue sur n’importe quel réseau G k-invariant). Comme dans la section on
a deux foncteurs adjoints
(-)°K

Repg,, (Gk) Vect g

—Q®k Bar
Pour W € Repg,,, (Gk), le morphisme d’ajonction
WY @k Bap — W
est injectif, dimyx WY < dimpg,, W avec égalité si et seulement si
WY @k Bap — W.
Ainsi, 'image essentielle du foncteur — ® g Byr consiste en les W tels que
dimg WE= = dimp,,, W.
On adopte maintenant la terminologie suivante. On pense a Spec(B;R) comme étant
un disque formel, Spec(Byr) étant le disque formel épointé associé.
Définition 10.4.1. — 1. Une Bgp-représentation W est plate si dimg WEx =
dimp,, W.
2. Une B;R—représentation W est génériquement plate si la Byg-représentation
W[%] est plate.
On a donc une équivalence
— @k Bap : Vectg — Repg:}t:(GK).

Remarque 10.4.2. — Soit K |K lextension cyclotomique. Dans [28] le second
auteur a associé & une Bgg-représentation un module & connexion sur K. ((t)) et
montré que la Bygr-représentation est plate si et seulement si ce module a connexion
est engendré par ses section horizontales i.e. est régulier. Cela justifie la terminologie
< plate > utilisée.

On va maintenant classifier les BIR—représentations génériquement plates.
Appelons filtration d’'un K-espace vectoriel de dimension finie V une filtration
décroissante Fil*V vérifiant Fil'V = V pour ¢ < 0 et Fil'V = 0 pour i > 0. Pour une
telle filtration on définit une filtration décroissante sur V ® g Bggr en posant

Fil"(V ®x Bar) = Y Fil'V@g Fil/ Byg.

i+j=n
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Cette filtration est formée de B;FR—réseaux G g-invariants dans V ® g Byr. De plus,
Fil"(V @k Bar) = t"Fil’(V @ Bar).

Proposition 10.4.3. — Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. L’appli-
cation

Fil*V — Fil(V @k Bag)

induit une bijection entre les filtrations de V' et les B;R—réseau:c stables sour Gi dans
V @k Bar. L’inverse de cette bijection associe a un réseau W la filtration définie par

Fil"V = (t"W)°%, neZ.
Démonstration. Soit Fil*V une filtration de V. Il y a une inclusion pour tout n
Fil"V C (Fil"(V ® Bag))°x.
Afin de vérifier que c’est une égalité, choisissons un scindage de la filtration :

v = Vv’

iE€L

Fil"V = @ Ve

i>n
On a alors
Fil"(V ® Byr) = EB V' @k Fil/ Byg.

i+j2n
Puisque (FilinR)GK vaut 0 si i >0 et K sii <0 on conclut que
Fil"V = Fil"(V ® Bqr)“¥.

Dans l'autre direction, soit W un BjR—réseau galois invariant dans V' ® Bgr et
Fil*V = (t*W)%x la filtration induite de V. On veut montrer que I'inclusion

> (EW)°K @ FiVBag ¢ W
i+j=0
est une égalité. Il suffit de montrer qu’il existe des entiers (ay,...,a,) € Z™ tels que
n
W ~ @D Fil* Bar
i=1

comme B;R—représentations. On procede pour cela par récurrence sur dim V. Le cas
dimV = 1 est évident. Soit donc dimV > 1, V/ C V un sous-espace de dimension
dimV —1et V" =V/V'. Posons W =WNV'® Byr et W’ =Im(W — V" ® Byg).
On a donc une suite exacte de B;R—représentations

0— W —W —W'"—0.
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Par hypothése de récurrence appliquée a V' et W', il existe (ay,...,a, 1) € Z" ! tels
que W' ~ EB?;fFil‘“ Bgr. Soit a,, € Z tel que W" ~ Fil"" Byg. Puisque W[1/t| ~ B},
la classe de ’extension précédente est donnée par un élément de
ker(H' (G, @] 1%~ By) — H' (G, Bi").
Or ce noyau est trivial car on vérifie aisément que pour tout k € Z,
ker(H'(Gg,Fil* B4r) — H*(Gx, Bar)) = 0.
O

La proposition qui suit se déduit des considérations précédentes. Le point (2) résulte
soit de la démonstration précédente, soit du choix d’un scindage de la filtration de
notre espace vectoriel.

Proposition 10.4.4. — 1. Les foncteurs (V,Fil*V) — Fil°(V ® Bug) et
W o (W[3]C%, (t*W)9x)) induisent des équivalences inverses de catégories
entre K-espaces vectoriels de dimension finie filtrés et B;R-représentations
génériquement plates.

2. Une B;R—représentatz'on W de rang n est génériquement plate si et seulement
si il existe (a1,...,an) € Z" tels que W ~ @ 1% B .

On remarquera ’analogie suivante avec les Grassmaniennes affines. Soit V' un C-

espace vectoriel de dimension finie. Considérons
Gr(C) = GL(V @ C((t)))/GL(V @ C[t]).

On pense & GL(V ® C((t))) comme étant I'analogue algébrique du groupe de la-
cets formé des applications continues S — GL(V). Le groupe GL(V ® C[t]) est
un analogue des lacets homotopiquements triviaux. Il y a une action de G,, sur la
Grassmanienne affine Gr qui est 'analogue de Paction du groupe de Jauge U(1) sur
Hom(S*, GL(V)) qui consiste & appliquer une rotation a un lacet. Si A € G,, cette
action est tout simplement obtenue en remplacant ¢ par A\t. Si T est un tore maximal
de G = GL(V) et p € X, (T)4+ on peut définir une cellule de Schubert affine Gr, dans
Gr qui forment une stratification du ind-schéma Gr,

A un tel { est associé un sous-groupe parabolique P, de GL(V). Il y a alors une
fibration Zariski localement triviale en espaces affines

7, Gry, — G/P,

de la cellule de Schubert affine au dessus de la Grassmanienne usuelle. Au niveau des
C-points il s’agit de lapplication qui & un réseau A C V ® C((t)) associe la filtration

FiI*'V = (t*ANV @ C[t])/V & tC[t].
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Le fait est qu’alors
Tyt Grﬁ’m — G/P,.
On a alors
Grbm = H G/P,.
neX(T)+
Au niveau des C-points cela dit que les réseaux C*-invariants dans V @ C((t)) sont
en bijection avec les filtrations de V via la méme recette que celle donnée dans la
proposition Maintenant, si ¢ € G on a t” = Xeyei(0)t et on peut alors penser
a Gg comme étant l'analogue du groupe de jauge U(1), si V € Vectx on a

[GL(V ®x Bar)/GL(V ®@ Bjn)|““ = [ G(K)/P.(K).
HEX (T)+

10.4.2. Fibrés de de Rham. —

Définition 10.4.5. — Un fibré équivariant & € Fib)G(K est de de Rham si la BIR—
représentation &, est génériquement plate.

Exemple 10.4.6. — D’apres la proposition [10.3.16|et le corollaire [L0.3.17| tout fibré
log-cristallin est de De Rham.

Exemple 10.4.7. — Une représentation V' € Repg, (Gk) est de de Rham si et seule-
ment si le fibré équivariant V' ®q, Ox est de de Rham.

De la proposition on tire la suivante.

Proposition 10.4.8. — Il y a une équivalence de catégories entre la catégorie des
fibrés équivariants de de Rham sur X et celle des triplets (M,Fil*V 1) ot M €
Repp (Gk), Fil*V est une filtration de V' € Vectg et

t: M ®p, Bar 5V ®k Bag.

10.5. Faiblement admissible implique admissible

10.5.1. Rappels sur les p-modules filtrés. — Soit VectFilx la catégorie exacte
des K-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une filtration décroissante finie
comme dans la section Rappelons que ’on appelle polygone de Hodge de Fil*V
le polygone convexe d’origine (0,0) et de pentes i € Z avec multiplicité dimg griV.
Son point terminal a pour ordonnée
ta(Fil*Vi) = i dimg gr'V.
i€
Cela définit une fonction additive

ty : VectFilgy — 7Z.
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Si (D, ¢) € p-Modg, on note

le point terminal de son polygone de Newton. Enfin on note
ht(D, ¢) = dimg, D.
Cela définit deux fonctions additives sur la catégorie abélienne p-Modg,

tH,ht : (p—MOdKO — 7.

Définition 10.5.1. — 1. On note p-ModFilg g, la catégorie des yp-modules
filtrés (D, ¢, Fil* Dk ) ot (D, ) € p-Modg, et Fil*Dg € VectFilg.
2. On pose
deg(D,p,Fil*Dg) = ty(Fil*Dg) —tn(D, )
rg(D,p,Fil*Dg) = ht(D, ).
Cela définit deux fonctions additives
N
=
p-ModFilg k,

deg
Z

Posons p = %_g. Le formalisme de la section s’applique. Plus précisément, le
foncteur

p-ModFilg /g, — Vectx
(D,(p,Fﬂ.DK) — DK
est un «< foncteur fibre générique ». On dispose donc de filtrations de Harder-

Narasimhan dans ce contexte. Rappelons la définition suivante.

Définition 10.5.2. — Un @-module filtré est faiblement admissible s’il est semi-
stable de pente 0.

Bien slir il ne s’agit pas de la définition originelle (cf. [26]) mais d’une
réinterprétation de la condition de faible admissibilité due & Faltings.

10.5.2. Classification des fibrés cristallins en termes de p-modules filtrés.
— Si (D, p) € p-Modg, on a

De la proposition on déduit donc la proposition suivante.
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Proposition 10.5.3. — Il y a une équivalence de catégories exactes
¢-ModFily i, ——  FibGec
(D,p,FiI*Dg) +—— &(D,,Fil*Dg)

ot &(D, @, Fil* D) est la modification Gk -équivariante de & (D, ) telle que

&(D,¢,Fil* D), = Fil’(Dk ®x Bar).
Un inverse du foncteur précédent associe au fibré cristallin & 'isocristal
7(&1x\{})

. . . > \G
muni de la filtration donnée par (t°€,.) "
Le lemme qui suit dit que le polygone de Hodge de la modification intervenant
dans la proposition précédente coincide avec celui associé a la filtration.

Lemme 10.5.4. — Soient Fil*V € VectFilg et W = Fil°(V @ Byr). Si

VeBl, = (e1,...,en)
Fil'(V @k Bar) = (t %ey,...,t7%e,)
avec ay < --- < ay, alors le polygone de Hodge de Fil*V a pour pentes (ai,...,ay).
Démonstration. — 11 suffit de choisir un scindage de la filtration comme au début de
la preuve de O

On en déduit le lemme qui suit.
Lemme 10.5.5. — On a
deg &(D, p,Fil* Dk ) = deg(D, ¢, Fil* D).
Démonstration. — Cela résulte de la formule donnant le degré d'un fibré modifié
deg &(D, ¢, Fil* D) = deg &(D, ) — | D @, Bl : Fil'(Di @ BdR)].
O

10.5.3. Faiblement admissible implique admissible. — On peut maintenant
récolter les fruits de nos travaux.

Proposition 10.5.6. — Soit A = (D, ¢, Fil*Dg) € ¢-ModFilk,r, ayant pour fil-
tration de Harder-Narasimhan
0=A4 A C--CA=A
Alors, la filtration de Harder-Narasimhan de &(A) est donnée par
0= E(Ay) C E(A) C -+ C E(A,) = £(A).

En particulier, A est faiblement admissible si et seulement si &(A) est semi-stable de
pente 0.
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Démonstration. — Les sous-fibrés localement facteur direct de &(A) sont en bijec-
tion avec les sous-fibrés localement facteur direct de &(D, ). De plus, d’apres le
théoréeme les sous-fibrés G g-invariants de & (D, )| x\{oc} SONt en bijection
avec les sous-isocristaux de (D, ). Le résultat découle alors de l'invariance de la
filtration de Harder-Narasimhan sous I’action de Galois et du lemme [0.5.5 O

On vérifie immédiatement que pour un tel A,
HO(X, E(A)) = Veris(A).
Rappelons que 'on dit que A est admissible si
dimg, Veris(A) = rg(A).

Théoréme 10.5.7. — Soit A un p-module filtré. Il est faiblement admissible si et
seulement si il est admissible. De plus :

1. Sitg(A) > tn(A) alors dimg, Veris(A) = +00.
2. Sitg(A) =tn(A), A est admissible si et seulement si dimg, Veris(A) < +00.

Démonstration. — Cela résulte du théoreme de classification des fibrés. Plus
précisément, dim H°(X, Ox (X)) vaut 0 si A <0, 1si A =0 et +oo si A > 0. O
Remarque 10.5.8. — Le méme schéma de preuve permet également de montrer

qu'un (@, N)-module filtré est admissible si et seulement si il est faiblement admissible.

10.6. De Rham implique potentiellement log-cristallin
10.6.1. Fibrés log-cristallins et ¢-modules filtrés. —

Définition 10.6.1. — On a note (¢, N)-ModFilg/x, la catégorie des (¢, N)-
modules filtrés c’est a dire les quadruplets (D,p, N,Fil*Dg) ou (D,p,N) €
(¢, N)-Modg, et Fil* Dy € VectFilg.

Si (D,p,N) € (p, N)-Modg, on a une identification

E(D.¢,N)y =D ®rx;, Bip
obtenue en posant logp = 0 (prop. [10.3.18). Comme dans la proposition [10.5.3| on

obtient le résultat suivant.

Proposition 10.6.2. — Il y a une équivalence de catégories
(¢, N)-ModPFilg jre, -  Fib§tooers
(D, ,N,Fil*Dg) + &(D,p,N,Fil*Dy)
ot &(D, o, N,Fil* Dk) st la modification équivariante de &(D, ¢, N) telle que

&(D,¢,N,Fil*Dg) = Fil’(Dx ®x Bag).
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10.6.2. Fibrés potentiellement log-cristallins. — Si & € Fibg';" et L|K est
une extension de degré fini de K dans K on note Ry, JKE € Fibg’;L le fibré équivariant
obtenu par restriction de l’action de Gk en une action de G. Supposons L|K galoi-
sienne et soit & € Fib)G(L de fibré sous-jacent &. Si 7 € G on note u, : 7°& =58
I'action de 7. Pour ¢ € Gk notons

&) e Fib§r

le fibré équivariant de fibré sous-jacent o*& et tel que I'action de 7 € G, soit donnée
par

™(0*&) = oc*((o1o™1)*&) NPV S
On a la formule

(£(01))(02) :ﬁ(mm)’ 01,00 € Gg.

Si f:& — & est un morphisme de fibrés G -équivariants il induit un morphisme
fl . & @) _5 &) qui est simplement le morphisme o* f au niveau des fibrés. Lorsque
o € G, il y a un isomorphisme canonique

cang : & (@) ~, &
donné par u, au niveau des fibrés.

Définition 10.6.3. — Supposons L|K galoisienne. Pour & € Fibg’;L on appelle
donnée de descente de L a K sur & la donnée pour tout o € Gx d’un isomorphisme

fo: 87 28
dans Fibg';L vérifiant
folag = fazo(fa1)(62)7 Ul,UQEGK,
fo = can,, o€ Gyg.

Sié& e Fibg’;’( , Ry k& est canoniquement muni d'une donnée de descente de L a
K. En effet, si & est le fibré sous-jacent a &, si pour ¢ € G, Uy : 0*& = & définit
I’action de G, il suffit de poser f, = u, dans la définition précédente. On a alors la
proposition suivante dont la démonstration est formelle.

Proposition 10.6.4. — Le foncteur qui a & € Fib)G(K associe Ry /g8 € Fz‘bg’;L
muni de sa donnée de descente induit une équivalence de catégories entre FibSe
et la catégorie des fibrés G -équivariants munis d’une donnée de descente de L a K.

Définition 10.6.5. — Un fibré G i équivariant & sur X est dit potentiellement log-
cristallin sil existe une extension finie L de K dans K telle que Ry, /K& soit un fibré
G p-équivariant log-cristallin.

Supposons L|K galoisienne. Alors, Lo| Ky l'est également et il y a un morphisme
de restriction Gal(L|K) — Gal(Lg|K)p).
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Définition 10.6.6. — 1. Un (¢, N,Gp /i )-module filtré est un (¢, N)-module
filtré (D,p,N,Fil*Dy) € (¢,N)-ModFily,r, tel que via Gal(L|K) —
Gal(Lg|Kp), D est muni d’une action semi-linéaire de Gal(L|K) commu-
tant & ¢ et N et laissant invariant la filtration Fil*Dy de D ®, L. On note
(0, N,Gr Kk)-ModFily 1, la catégorie correspondante.

2. On note

(¢, N.G)-ModFil = | J (¢, N,Gpx)-ModFilp 1,
L/K
ol L|K parcourt les extensions galoisiennes de degré fini de K dans K. On

Pappelle catégorie des (¢, N, G)-modules filtrés.

Dans le point (2) de la définition précédente, on utilise le fait que si L'|L|K sont
des extensions galoisiennes finies de K alors le foncteur d’extension des scalaires

((P, N, GL/K)_MOdFﬂL/LO — ((p, N, GL’/K)'MOdFﬂL’/Lz)
est pleinement fidele.

Proposition 10.6.7. — La catégorie des (¢, N, G)-modules filtrés est équivalente a
celle des fibrés G -équivariants potentiellement log-cristallins.

Démonstration. Pour A = (D, p, N,Fil*Np) € (¢, N)-ModFily 1, et o € Gal(L|K)
on calcule que
E(A)) = £(A9)

ol

A = (D ®Lgoin, Loy ® 9, N®@Id,Fil* Dy @, L).
11 suffit alors d’appliquer la proposition O
10.6.3. Enoncé du théoréme. — Rappelons qu'un fibré équivariant & € Fibf{‘

est de de Rham si la BJ,-représentation £ est génériquement plate i.e. 3 ol7] est
engendré par ses invariants sous G . Géométriquement cela s’interprete en disant que
le tiré en arriere du fibré équivariant & sur le <« disque formel épointé » Spec(Bgr)
est trvial.

Lemme 10.6.8. — Tout fibré G i -équivariant potentiellement de de Rham est de de
Rham.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que toute Bygr-représentation potentiellement
plate est plate. Mais si L|K est galoisienne de degré fini et W € Repp,, (Gg), W
estun L = BE% -espace vectoriel de dimension finie muni d’une action semi-linéaire de
Gal(L|K). Puisque W& = (WCr)GallLIK) on a dim, WO = dimgx WO (Hilbert
90). O
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Puisque tout fibré équivariant log-cristallin est de de Rham, on en déduit la pro-
position suivante.

Proposition 10.6.9. — Tout fibré G i -équivariant potentiellement log-cristallin est
de de Rham.

Le théoreme principal de ce chapitre est la réciproque a la proposition précédente.

Théoréme 10.6.10. — Tout fibré Gk -équivariant de de Rham sur X est potentiel-
lement log-cristallin.

Le théoréme précédent appliqgué aux fibrés équivariants semi-stables de pente 0
permet de retrouver le théoréme de la monodromie p-adique : toute représentation de
de Rham est potentiellement log-cristalline.

Etant donné un fibré équivariant & de de Rham on peut le modifier au point oo
en un fibré équivariant & de de Rham tel que

o = (82)" @ Bl

i.e. la Bj-représentation &' est plate. Le théoreme|10.6.10|se réduit donc a 1’énoncé
suivant.

Théoréme 10.6.11. — Soit & € Fib)G(K tel que &oo soit une B;R-représentatz'on
plate de G . Alors & est potentiellement log-cristallin.

10.6.4. Le cas semi-stable. — On commence par démontrer le théoreme (10.6.11]
lorsque & est semi-stable. Soit donc A la pente de &. Si A = %, (d,h) = 1, quitte
a remplacer K par une extension non-ramifiée de degré fini, on peut supposer que
ky contient Fp.. D’apres le théoréme [10.1.7il existe alors un D{P-espace vectoriel de
dimension finie V' et une représentation continue

p: Gxg — GLD;p(V)
tels que
Comme C-représentation de G,
ot 'on rappelle que k(co) = C. Il y a de plus un isomorphisme

D ®Qp C ~ Mh(C)
tel que l'action de Dy sur Ox (\) induise sur Ox(A)s ® k(c0) Paction canonique de
I’algebre de matrices Mj,(C) sur C". On a alors un isomorphisme de C-représentations

de GK
(V ®p, Ox(N)eo ® k(00) = Ve @, () C"
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ott 'on note Vo =V ®q, C. On a donc
E o ® k(oo) ~ Vo QM (C) ch

ot I'action semi-linéaire de ¢ € G est donnée par (p(0) ® o) ® c®", (p(0) ® o)
désignant I'action sur V ®q, C. Rappelons qu’il y a une équivalence de Morita entre
My, (C)-modules & droites et C-espaces vectoriels. Au M, (C)-module M elle associe
M @, ) C". Au C-espace vectoriel W elle associe le module W ®¢ C”, 'action de
la matrice A € M} (C) étant donnée par Id® *A. On a alors un isomorphisme naturel

Ve = (Ve @, () C") @ O™

C’est un isomorphisme de C-représentations de G . On en déduit que V¢ est Hodge-
Tate de poids 0. D’apres Sen ([58] 3.2) il en résulte que si [x C Gk est le sous-groupe
d’inertie alors pjr, est d’image finie. Apres une extension L|K de degré fini on a donc
Rp/x& ~ (Rr/kV)®p, Ox(A) avec Ry, V non-ramifiée. Le fibré Ry, & est donc
cristallin. On a donc démontré le théoréme lorsque & est semi-stable.

10.6.5. Dévissage a un énoncé de cohomologie galoisienne. —
10.6.5.1. Calculs d’extensions. — Soient A; = (D1, ¢1,N1) et Ay = (D2, 2, Na)
deux (¢, N)-modules filtrés. Le foncteur
(¢, N)-Modg, — Fib§e
A — £(4)

induit une application

— -

a5 ¢ EXt{o Ny Mody, (A1, A2) = ker (Bxt o, (E(Ar), £(A2)) — Ext§6p5+ (@) (E(A1) 0, E(A2) L))
X dR

Le membre de droite

o — -

ker (EXt;ing (&(A1), £(A2)) — ExtﬁepBIR(GK) (€(A1) o, E(A2)))

consiste en les classes d’extensions de &(A;) par &(Az) qui sont des fibrés équivariants
de de Rham. On a

Ext(, n. Mod, (A1, 42)

Bxth o (E(A1), £(42)) = EbuGKwX, S0)" ©£(4)
= Ext FbGK(OX, E(AY ® A))
EthliepB+ (GK)(E(A\l)ooa@oo) = EXtRep+(GK)(BdRam @oo)

®
= HI(GK,Dl QKr, D2 ®k, B )

DY ®k, D2 ®k, Hl(GK, )
= Dy ®k, D2 ®x, Hl(GK,C).
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Le lemme suivant permet de calculer les extensions de (, N)-modules dans le cas
dont nous aurons besoin plus tard.

Lemme 10.6.12. — Pour (D1,¢1,N1),(D2,92,N2) € (¢, N)-Modg, n'ayant au-
cune pente de Dieudonné-Manin en commun il y a un isomorphisme

Hom(Dy, D)#=P " Ext%go,N)-ModKO ((D1,¢1, N1), (D2, 2, N2)).

Démonstration. Soit (E, ¢, N) qui est une extension entre nos deux (¢, N )-modules.
Puisque (D1, 1) et (D2, p2) n’ont pas de pente en commun, la suite exacte associée
de p-modules est canoniquement scindée. On peut donc supposer que

(E,(p) = (D1,<P1) D (DQ, (PQ)-

Dans une telle décomposition, I'opérateur de monodromie N est de la forme

Ny 0
N =
( f Nz)
ou f € Homp, (D1, D). La condition Ny = ppN se traduit alors en I’équation
fopi=pprof

soit encore
paofoprt=p'f.

Notons
(Dava) = (DlvcplaNl)v ® (DQ’QOQaNQ)'
Faisons maintenant I’hypothese suivante : les pentes de (D1, ¢1) sont strictement plus
grandes que celles de (Da, ¢2). Les pentes de Harder-Narasimhan du fibré & (D1, ¢1)
sont donc strictement plus petites que celles de & (D3, p2). D’apres la proposition
on a donc

Extl o, (6(A1),6(A2)) = H'(Gx,Hom(£(A1),8(45)))
X
= Hl (GK, (-D ®K0 Blog)LP:Id’NZO) .
L’application a4, 4, s’identifie donc a ’application

Bpon i DFP — ker (H Y(Gk., (D @k, Biog)?~ "= —» H' (G, D ®k, C)).

Celle-ci est définie pour tout (¢, N)-module filtré (D, ¢, N) de pentes strictement
négatives, Bp,, N = 01,(D,p,n) Ol 1 = (Ko, ®,0). On vérifie le lemme suivant par un
calcul explicite.

Lemme 10.6.13. — Soit (D, ) un p-module de pentes strictement négatives que
lon voit comme un (p, N)-module en posant N = 0. Alors,

BD,Q&,O : DLP:ZF1 — Hl(GK; (D ®K0 B)Lp:ld)

a +— [(a@log, ;)]



346 CHAPITRE 10. LE THEOREME DE LA MONODROMIE p-ADIQUE

ot (log, ,)o € Z'(Gx, B?=P) est le 1-cocyle défini dans la section|10.3.4

10.6.5.2. Dévissage a énoncé de cohomologie galoisienne d’espaces de Banach-
Colmez. — Soit & un fibré Gi-équivariant tel que la BIR—représentation @w soit
plate. Notons

0=60C&, & C&, =&

sa filtration de Harder-Narasimhan. Toute B;R—représentation qui est un sous-
quotient d’une B;‘R—représentation plate est elle méme plate. Il en résulte que pour
0<i<j<r, (ﬁj/ﬁl); est plate. Si 7 = 1 on sait d’apres la sectionque & est
potentiellement associé & un (¢, N)-module. Procédons maintenant par récurrence
sur r et supposons donc r > 1 et &, _; potentiellement associé & un (¢, N)-module.
Quitte a remplacer K par une extension de degré fini on peut donc supposer que

E)E, 1 =E(A1), &, 1 =E(As)
avec Ay, Az € (p, N)-Modg,. La classe de l'extension équivariante
0—&, 1 —8E—8&/E,1—0

vit dans

—

ker (Ethli‘ibGK (ﬁ(A1)7£(A2)) — Ethl:{ep 1 (Gk) (ﬁ(Al)oo,ﬁ(Ag)m))
X Bar

D’apres les calculs d’extension de la section précédente, afin de montrer que & est
associé & un (o, N)-module extensions de A; par As, on est ramené a démontrer la
proposition suivante.

Proposition 10.6.14. — Soit (D,o,N) un (p, N)-module de pentes strictement
négatives. Alors,

BD,Q@,N : Z)SD:IF1 — ker (Hl (GK, (D XK, Blog)wzld’N:O) — Hl (GK,D R K, C))
est un isomorphisme.

Commengons par remarquer que la pleine fidélité du foncteur associant & un (¢, N)-
module un fibré équivariant implique que Sp , v est toujours injective (si I'extension
de fibrés équivariants associée & une extension de (p, N)-modules est scindée alors
Pextension de (¢, N)-modules I’est également). Il reste donc & montrer sa surjectivité.

Montrons maintenant qu’il suffit de vérifier la proposition [10.6.14] précédente
lorsque N = 0 et D est isocline. Pour cela soit

D = éDi
i=1

la décomposition en parties isoclines de D ou D; est de pente \; avec Ay > --- > A,
Puisque N : (D, ) — (D,pg), N|p,, = 0 et (Dy,®,0) est un sous-(p, N)-module de
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(D, ¢, N). Notons D' = D,, et D" = D/D’ comme (¢, N)-modules. On a bien siir

une suite exacte
0— (D)¥=P ' — DP=P ' (D”)“’:ff’f1 — 0.
La suite exacte de fibrés équivariants
0 —>§(D/7§0) —>£(D7§07N) —>£(DH7<)O7N) —0
induit une suite exacte
0— Ethl:ibg’;K (QXa £(D17 90)) - Ethl:ib}G(K (QXa é(Da 2 N)) - Ethli‘ibiK (QXa é(DHa ®, N))
En effet,

Hom (Ox,&(D",¢,N)) = Hom,, N)-Mod, (1, (D", ¢o,N))=0

L G
Fiby
car (D", ¢) ne posséde pas de pente nulle. La proposition permet de réécrire la
suite exacte précédente sous la forme

0 — H'(Gk,(D'®B*)¥™) — H'(Gk, (D@ B,)*~'"N=0) — H'(Gk, (D"@B/,)*~'4N=0).
Afin d’abréger les notations prenons la définition suivante.
Définition 10.6.15. — Pour un (¢, N)-module M on note
Hy (G, (M@Biog)?~'"N=0) = ker (H'(Gi, (M®Buog) *~"*N=0 — H'(Gx, M®Bp)).

De la suite exacte précédente on déduit une suite exacte
0 — Hy(Gk,(D'®B)*=') — H}(Gk, (DOBiog)# = *N=0) — H}(Gk, (D" ©Biog) ¢~ 4N=0).
On a donc un diagramme commutatif a lignes exactes

0 o Dle=p" pe=pr~"! pDire=p~! -0

lﬁD’,w BD,o,N lﬁD”,cp,N

0 — H} (G, (D @ B)?=) — HY (G, (D © Biog)*~14N=0) = H}(Gic, (D" & Biog)#=14V=0).

Il en résulte que si Bpr,, et Bpr , n sont des isomorphismes alors 8p , v est un
également un. Par récurrence sur le nombres de pentes de lisocristal (D, ) on est
donc ramené a montrer la proposition suivante.

Proposition 10.6.16. — Soit (D,y) un isocristal isocline de pente strictement
négative.
1. Si la pente de (D, p) est différente de —1 alors H) (G, (D ® B)¥=14) = 0.
2. Si (D, ) est de pente —1 alors linjection
Bpy: D" — HGk, (Do B)*=I)
a — [(a®log, ;)]

est un isomorphisme.
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Soit (D, ) comme dans le théoréme précédent. Remarquons maintenant que l'on
peut supposer ky algébriquement clos. Soient en effet Ixx C G le sous-groupe d’iner-
tie. Si M = (D ® B*)¢=14 il y a une suite d’inflation restriction

0 — HY(Gal(klkg), M%) — HY (G, M) — H* (I, M) klIkx) _ 72(Gal(k|kg ), M),
Puisque (B*)x = W (k)g on a
M5 = (D @i, W(k)g)?="4 = 0
car (D, p) ne possede pas de pente nulle. Il y a donc un isomorphisme
Res{'™ : H' (Gx, M) = H' (I, M)C ki),

Soit K™ I’extension maximale non-ramifiée de K dans K. Puisque pour i > 0,
H¥(Gal(klkx),k) = 0, par approximations successives on a

H(Gal(k|kg), K"") =0, i> 0.
Rappelons de plus que d’aprés Tate, CTx = K", La suite d’inflation restriction
0 — HY(Gal(klkg),C'%) = H (Gk,C) — H (Ig, O FIk) _ g2(Gal(k|kg), CTx)
fournit donc un isomorphisme
Res{X : H' (G, C) = H' (I, C)F#1Hks),

Mettant ensemble les deux isomorphismes de restriction que l'on vient d’établir on
obtient un isomorphisme

RGS?KK . H; (GK; (D ® B+)<p:Id) i Hgl (IK, (D ® B+)<p:Id) Gal(k\kx).
Puisque D = (D @, w(k)g) ! **x) on obtient donc que si

-1 _ Gal(k|k
Bppyewwyg : (D@ W (k)Q)?™ " — H(Ix, (D @ BFye=1d) et

est un isomorphisme alors 3p , en est un. On est donc ramené a démontrer le théoréme
lorsque kg est algébriquement clos.

Si ki est algébriquement clos on peut décomposer 'isocristal isocline (D, ¢) en
somme directe d’isocristaux simples. La proposition se réduit donc a la pro-
position suivante de Colmez.

Proposition 10.6.17 ([13] prop. 10.11). — Supposons ky algébriqguement clos.
Soient d, h deux entiers strictement positifs premiers entre euz. Si

w: (BYP" = ot
z o (0(2),0(p(2)),...,0(" ()
notons

H; (GK7 (B+)Lph:pd) — ker (Hl (GKv (B-‘r)s&h:pd) u_*> Hl (GK’ Ch)) )
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1. Sid=h=1 alors Hg1 (Gk, (BT)?=P) est un Q,-espace vectoriel de dimension
1 engendré par la classe du cocycle (logm’g)g, classe qui est celle de l’extension
0— Qp(1) = Vu(E) = Qp — 0 associée a une courbe elliptique de Tate E sur
K wvia le plongement Q,(1) = Q,.t C (B1)#=P.

2. Si(d,h) # (1,1) alors
h__, d
H,(Gk, (BT =) =0.
10.6.5.3. Interprétation en termes de ’exponentielle de Bloch-Kato des puissances du

caractére de Lubin-Tate. — Soient d, h > 0 avec (d, h) = 1. Notons xz7, : Gk — @;h
le caractere de Lubin-Tate. Il y a une suite exacte de G g-modules

h__, d
0 — X%r, — (BT)¥ =" — Bl /t"Bl, — 0.
Celle-ci fournit une suite exacte
0 — K 25 HY(Gx,xbr,) — H Gk, (BY)?"=") — H' (G, Bip/t*Biy) = H(Gk, C)
ou ¢ est I’exponentielle de Bloch-Kato de de—h. On a donc
coker(d) = ker (H1 (Gk, (B+)“”h:pd) SN H' (G, C))
L’application composée
h__, d
XdﬁT;L — (B+)§9 P — B;_R
est a valeurs dans tdB:{R et définit donc par composition avec la projection sur grdBjR
une application
XdﬁT}L — O(d)
Pour 0 < i < h, on a une application composée

by, — (B 2 0

Mises ensembles cela définit une application
X¢r, — Cd)yach!
qui fournit la décomposition de Hodge-Tate de de—h
Xer, ®g, C — C(d)@C" .
On a donc
Hy (G, x¢r,) = ker (Hl(Gdez:n) — H' (G, Xt7, @0, C))

(04,000+,...,000" 1)

= ker (HI(GK,(BJF)“"h:pd) Hl(GKyCh))

qui parametre les extensions de Q, par X‘iﬁn qui sont de de Rham. De fagon
équivalente, H'(G g, de—h) parametre les extensions de Q,»-représentations de Q,,n
par de—h. La classe d’une telle extension

0— Xbr, —V—Qu —0
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est dans H ; (Gk, XdLTh) si et seulement si V' est de de Rham comme @Q,-représentation.
Voici maintenant la traduction de la proposition[10.6.17]en termes de représentations
galoisiennes.

Proposition 10.6.18. — Soient d,h > 0 avec (d,h) = 1. Notons xcr1, : Gk — Q;h
le caractére de Lubin-Tate.

1. Sid = h = 1, ezponentielle de Bloch-Kato § : K — H'(Gk,Q,(1)) a pour
conoyau un Qp-espace vectoriel de dimension 1. En d’autres termes, si V est
une extension de Q, par Q,(1) alors soit V est cristalline isomorphe au module
de Tate d’une courbe elliptique ayant bonne réduction ordinaire, soit V est semi-
stable isomorphe au module de Tate d’une courbe elliptique de Tate.

2. Si(d,h) # (1,1), Uexponentielle de Bloch-Kato
5K — H'(Grooxr,)

est un isomorphisme. En d’autres termes, toute Qpn-représentation de dimen-
sion 2 qui est une extension de Qun par X%Th et qui est de de Rham en tant que
Qp-représentation est cristalline.

Remarque 10.6.19. — Le cas (1) de la proposition précédente découle en fait facile-
ment de la théorie de Kiimmer (cf. [51]). Plus précisément, si K> désigne le complété
p-adique de K*, la théorie de Kiimmer fournit une identification

H'(Gk,Qy(1)) = K* ®z, Q.
Il y a une application exponentielle

exp: K —» I/(?@ZPQP
x — exp(p"z)@p ", n>0

ou exp(p"x) € 1+ mg C K. Cette application s’identifie a 'exponentielle de Bloch-
Kato. La valuation v : K* — Z s’étend en une application v : K* — Z, et on a une

suite exacte
v®Id

0— K 22, KX @, Q, 221, 0, —0.
10.6.5.4. Preuve alternative lorsque le corps résiduel est fini d’apres Hyodo. — Sup-
posons que le corps résiduel de K est fini c’est a dire K est une extension de degré
fini de Q, et reprenons la preuve du théoréme ?7 & la proposition juste avant
le dévissage au cas d’un corps résiduel algébriquement clos.
Soit donc (D, ¢) un isocristal isocline de pente strictement négative.

Lemme 10.6.20. — Il existe une filtration Fil* D de Dy telle que (D, p,Fil®* D)
soit admissible et FiI'Dy = 0 si ¢ > 0.
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Démonstration. Si (D, ) est simple il suffit de choisir une filtration Fil®* D telle
que ty(Dg,Fil*Dg) = ty(D, ) et Fil'Dg = 0 lorsque ¢ > 0 (cette derniére condi-
tions est possible car la pente de D est strictement négative). En général, supposons
que 'on ait une extensions d’isocristaux

0— (Dlvgo) — (D,(p) — (D,/750) — 0.
Soit Fil_’D’K, resp. Fil'D’I'(7 une filtration admissible de (D', ), resp. (D", @), telle
que Fil'D}% = 0, resp. Fil'D%}. = 0, lorsque ¢ > 0. Soit u : D” — D une section
Ko-linéaire de D' — D". Posons alors Fil* Dy = Fil* D’ + w(Fil* D). La suite de
p-modules filtrés
0 — (D', ¢, Fil*D%) — (D, ¢, Fil* D) — (D", 9, Fil*D}%) — 0

est exacte. On conclut puisqu’une extension de p-modules filtrés (faiblement) admis-
sibles est admissible (dans une catégorie de Harder-Narasimhan, une extension entre
objets semi-stables de pente 0 est semi-stable de pente 0). O]

Soit donc Fil® D une telle filtration et V = V,.;5(D, ¢, Fil* D), une représentation
cristalline & poids de Hodge-Tate positifs. Remarquons que puisque la filtration
Fil*Dx est concentrée en degrés négatifs ou nuls,

Fil’(D ® Bar) C D ® Bjj.
Il y a une suite exacte
0—V — (D® BN~ — D® Bj,/Fil’(D ® Bag) — 0.

Puisque les pentes de (D, o) sont strictement positives, H*(Gg, (D ® B*)*=11) = (.
On en déduit une suite exacte

0 — H°Gg,D® Bly/Fil(D & Bag)) - H'(Gk,V) — H'(Gk, (D ® B+)#=14)
— HY(Gg,D® B}, /Fil’(D @ Byg)).
L’application naturelle
Dg /Fil’Dx — H°(Gg,D ® BJ,/Fil’(D ® Byr))

est un isomorphisme (cela résulte de ce que d’aprés Tate, pour a > 0, 6
HY(Gr,Bj/t"Bl;) = H°(Gg,C) = K). L’homomorphisme de connexions §
dans la suite exacte précédente est ’exponentielle de Bloch-Kato de V' ([7] §3) :

§ = expy : Dg/Fil’Dg — HY(Gk, V).
Notons maintenant
H,(Gk,V)=ker (H'(Gk,V) — H'(Gk,V ® Bar))

qui parametre les extensions de Q, par V' qui sont de de Rham. L’exponentielle de
Bloch-Kato est a valeurs dans H gl La suite exacte précédente fournit ’égalité

HY(Gx, (D ® B*)#=1%) = coker (D /Fil’ Dy —+ H}Y(Gk,V)).
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Soit 1 € ¢-ModFilg/ g, I'unité de la catégorie tensorielle des ¢-modules filtrés.
Puisque (D, ¢) ne possede pas de pente 0 on a

EXt%{,@,N)—MOdFilK/KO (1, (D, @, Fll.DK)) = D‘P:p_l b DK/FI]ODK

ou le facteur D¥=P parametre l'opérateur de monodromie dans lextension (cf.
lemme [10.6.12f) et Dg /FilODK parametre la filtration. Par application du foncteur
Viog-cris & de telles extensions cela induit une application injective

D= @ Dy [Fil'D s HL(Gg,V)

qui coincide avec ’exponentielle de Bloch-Kato sur la seconde composante. L’énoncé
de la proposition [10.6.16]est alors équivalent & ce que cette application soit un isomor-
phisme c’est a dire : toute extension de Q,, par V' qui est de de Rham est log-cristalline.
Remarquons maintenant que ’application

H'(Gk,Fil’(D ® Byr)) — H' (G, D ® Bur)

est injective (c’est une conséquence de ce que la filtration Fil®* Dg est concentrée en
degrés négatifs ou nuls et des calculs de cohomologie galoisienne de Tate). On a donc

H)(Gg,V) =ker (H'(Gk,V) — H'(Gk,Fil’(D ® Bagr))).
D’apres Tate,
K = HYGg,C)
1 +— —[logoxeye)

qui induit un isomorphisme (toujours d’apres les calculs de cohomologie galoisienne
de Tate)
Fil'Dx = H'(Gk,Fil’(D @ Bar)))-
L’application déduite
HY(Gg,V) — Fil’Dg

coincide alors avec I'exponentielle duale de Bloch-Kato exp}, (cf. preuve prop. 3.8 de
[7] ou bien [40] théo. 1.4.1) : via 'accouplement de dualité de Tate parfait

H' (G, V*(1)) x H'(Gk, V) = H*(Gk,Qy(1)) = Q,
on a pour z € (Fil’Dg)* = Depis(V*(1))/Fil’ Depis(V*(1)) et y € H (G, V)
< GXPV*(1)($), y >=trg/g, < T,expy(y) > .

La perfection des accouplement précédents couplée a I'injectivité de expy . ;) montrent
que expy, est surjectif.
On dispose donc d’une suite

0 — D= @ Dy /Fil’ D %+ HY(Gx,V) -2 Fil’ Dy — 0
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telle que S oa = 0, « est injectif et 8 surjectif. On veut montrer que cette suite
est exacte. Il suffit pour cela de montrer que la dimension du Q,-espace vectoriel du
milieu est la somme de celle des termes extrémes. D’apres Tate,
dim H°(Gg, V) — dim H (G, V) +dim H*(Gg,V) = —[K : Q,] dim V.
Puisque (D, ) ne possede pas de pente nulle, VEx = 0. Par dualité de Tate,
dim H*(G g, V) = dim H*(G g, V*(1)) = dim Fil' (D*)#=?.

Utilisant la faible admissibilité de (D*, ¢, Fil®Dj;) appliquée au sous-isocristal
(D*)?=P ®q, Ko de D* on vérifie que Fil'(D*)#=P = (D*)*=P. Soit W =
(D ®k, I/V(k)Q)‘P:’f1 comme représentation de Gal(k|kg). Notons u € End(W)
laction du Frobenius de Gal(klkx). On a D= = ker(Id — u). De plus,
(D*)?=P = ker(Id — 'u). On a donc dim(D*)#=P = dim D*=P . On conclut.






CHAPITRE 11

©-MODULES ET FIBRES

Introduction

Ce chapitre a un triple but :

— Donner une classification des ¢p-modules sur BT et en déduire que lorsque F est
algébriquement clos la catégorie des ¢p-modules sur BT est équivalente & celle
des fibrés vectoriels sur la courbe.

— Faire le lien entre les classifications de ¢p-modules sur I’anneau de Robba données
par Kedlaya et notre classification des fibrés sur la courbe.

— Expliquer géométriquement le théoreme de Berger ([5]) classifiant les B-paires
en termes de (¢, ')-modules.

Dans la section on donne la classification des ¢p-modules sur BT (théo.
11.1.12). D’un point de vue géométrique cette classification s’énonce de la facon
suivante (coro. : pour a € Op un idéal monogene non-nul, tout F-isocristal
sur Spec(Op/a) est isotrivial au sens ou il provient par extension des scalaires d’un
F-isocristal sur kg via le choix d’une section de la projection Op — kp. Ce résultat
a été utilisé dans [57] afin de montrer que si K|Q, est un corps perfectoide alors tout
groupe p-divisible sur Ok /pOk est isogéne & un groupe p-divisible provenant de k.
La preuve du résultat passe par I’étrange anneau B et 'on montre en fait que les
p-modules sur Bt sont équivalents aux ¢-modules sur B.

Les résultats des sections[I1.2)et[I1.3]ne sont pas nouveaux. Ils sont entiérement dus
a Kedlaya ([43],[42)],[45]) et Kedlaya et Liu (J44]). Nous les avons inclus par soucis
de complétude afin de faire le lien avec notre point de vue ainsi que nos notations et
celles des auteurs précédents.
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11.1. ¢-modules sur B
11.1.1. Définitions. — Rappelons (sec. [1.10.4) que 1'on note

B=DB""/p
ol
p = {zeB" [w(x)>0}
= {3 [wdn" € B | 3e>0, ¥n v(z,) > e}
n>>>—00

Notons

m = ker(B%’"" — Wo, (kr)g)

= { Z [zn]7R € B%Jr | Vi o(zn) >0}
n>>—oo

et mz = m/p. L’anneau B est local d’idéal maximal mz et de corps résiduel

Wo, (kr)o- Rappelons également que le morphisme naturel induit par 'inclusion
Bb+ c Bt
B — Bt /{z € BT | vg(z) > 0}

est un isomorphisme. Dans cette section on notera

L:=Wo,(kr)g.
Définition 11.1.1. — Pour A € {L, BT, B} on note

(p-mod 4

la catégorie formée des couples (M, ) ot M est un A-module libre de rang fini et

¢ : M == M un isomorphisme @ p-linéaire.

Bien stir, la catégorie o-Mod, est la catégorie Tannakienne des k-isocristaux relatifs
a E. Cette catégorie abélienne est semi-simple, completement décrite par le théoreme
de Dieudonné-Manin lorsque kp est algébriquement clos. Pour A € {L, B*; B}, la
catégorie o-Mod 4 est tensorielle symétrique F-linéaire, munie d’un objet unité 14 =
(A4, pE), de duaux et de Hom internes. Plus précisément, on a

(M1, 1) ® (Ma,p2) = (My®a Mz, 1 ® )
Hom((My, 1), (Ma,¢2)) = (Homa(My, Ms),v)
ot ¥(f) = a0 fopr ' Le dual de X € p-Mod, est alors
X :=Hom(X, 14).
On dispose de la formule usuelle
Xl ® X2 *N—) 'Hom(Xl,Xg).
Pour X = (M, ¢) € ¢-Mod 4 posons
H°(X) := Hom(l 4, X) = M#=1d



11.1. ¢-MODULES SUR Bt 357

et
H'(X) := Ext (14, X) = coker(M —2=% M)
ol les extensions sont prises au sens de Yoneda. On a alors

Hom(X1, X3) = H*(Hom (X1, X2)).

La catégorie o-Mod 4 est naturellement une catégorie exacte dans laquelle tout suite
exacte courte

0 — X7 —Xo— X35 —0
donne naissance a une suite exacte longue de F-espaces vectoriels
0 — H°X,) — H°(Xy) — H(X3) — HY(X;) — H'(X3) — H'(X3) — 0.

Fixons une uniformisante w de E. On a alors des objets < a la Tate > dans ¢p-Mod 4,
pour n € Z

A(n) := (A, 7"¢p)
et des torsions & la Tate, si X = (M, @)
X(n) = X ® A(n) = (M, ")
On a bien sir A(n) = A(1)®" et A(0) = 1 4.

11.1.2. Module gradué associé a un p-module. — Il y a un morphisme de
FE-espaces vectoriels pour deux ¢-modules X et Y

H'X)®p H'(Y) — H(X ®Y).
On peut ainsi former la F-algebre graduée
P H (BT (-d)
d>0

qui n’est rien d’autre que Pg . D’apres la propositionon obtient la méme algebre
en remplacant BT par B : via I'application de réduction B — B on a

Ppr=DH (BT (~d)) = P H(B(~d)).
d>0 d>0
De plus, si X = (M, ¢) € p-Modp+ alors
Fo(X) = PTa(X) == P H (X (~d) = P Mo
d>0 d>0 d>0
est un Pg -module gradué via H°(B¥(—d))® H*(X(—d')) - H*(X(—d+d')). Cela

définit un foncteur

Iy : ¢-Modp+ — Pg r-modules gradués.
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11.1.3. Changement de corps E. — Soit E’'|E une extension de degré fini. On
suppose les corps résiduels de FE et E’, kg et kg, plongés dans Op. Pour A €
{L, BT, B} notons

¢-Moda, ®p E’

la catégorie formée des couples (X,¢) ot X € ¢-Moda,, et ¢ : E' — End(X) est un
morphisme de E-algebres. L’extension Wo,, (kg/)g|E est Uextension maximale non-
ramifiée de E dans E’. Si (M, ,t) € ¢-Moda, ®g E’ on a une décomposition

M = @ M;
€L/ frr BT
ol
M;={z € M |VYa € Wo,(kpr)q. t(a)(z) = p(a)z}.

Alors,

@ Mz ;> Mi+1,
My est un Ag OWo, (ks E’ = Ag/-module libre et

(Mo, p='/2) € p-Mod .
Cela définit un foncteur
©-Moda, ®g E' — ¢-Mod a, .

Soit maintenant (M’, ") € p-Mody,,. Posons

fer/p—1

M= @ M'® 4, 01, Apr-
i=0

Pour 0 <i < fE//E — 1 posons
. ! . / )
Vot M @y Ap s M8, i A

mOT s {m/@ng(a:) Sii<-fE'/E*1
o'(m) @ pp(x) sii= fp/p—1
Alors,
(M, &7/ 4,) € p-Mod s, ®p E'.
On vérifie que les deux foncteurs précédents sont adjoints et induisent des équivalences
inverses de catégories

¢-Moda, ®g E' — ¢-Moda,, .

On dispose mainteant d’un couple de foncteurs adjoints
TR/ Ex
©-Mod 4, - p-Mod 4,

ot
E'/E
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qui est donné via I'équivalence p-Moda, ®p E' ~ ¢-Mody,, par les formules
T e(X,0) = X
W*E//E(Y) = Y®gF,
laction de E’ sur Y @ g E’ étant I’action canonique. En termes de ¢-modules,
T p(M, ) = (M ®a, Ap,o'8/8 @ o).

11.1.4. Les ¢-modules A(\). — Soit toujours A € {L, BT, B}. Fixons une uni-
formisante 7 de E.

Définition 11.1.2. — Soit A€ Q, A = % avec h > 1,d € Z et (d,h) = 1. On pose
A(N) = (eo, ++ sen—1)
avec p(e;) = ej11 81 0<i<h—1et plen_1) = me.

h
=Id . . ) . .
Supposons que k:}?E |F, soit une extension de degré h, F ». Soit Ej|E I'extension
non-ramifiée associée. On a alors avec les notations de la section précédente

AE()\) = WEh/E*AEh (d)

Lorsque kg est algébriquement clos le théoreme de Dieudonné-Manin affirme que
la catégorie abélienne p-Mody,,, est semi-simple d’objets simples les L(A), A € Q. Via
les foncteurs d’extension des scalaires

p-Modg+ — p-Modz — ¢-Mody,
le p-module BT (\) s’envoie sur B(\) et L(\).

11.1.5. Classification des p-modules. — La proposition qui suit généralise la
proposition [4.1.6]
Proposition 11.1.3. — Le foncteur de réduction

p-Modg+ — @-Modg
est pleinement fidéle.

Démonstration. L’existence de Hom internes et la formule
Hom(X,Y) = H*(Hom(X,Y))

dans les catégories p-Modp+ et p-Modz montrent que la proposition est équivalente
ace que si X € o-Modpg+ et X = X @p+ B alors

H(X) = H'(X).
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Soit donc X = (M, ) € p-Modpg+. Fixons une base (ey,...,e,) de M et soit A =
(aij)i,; € GL,(B™T) la matrice de ¢ dans cette base, p(e;) = >, a;je;. Pour r > 0
définissons une norme additive sur M en posant

Il M — RU{+o0}
n
;xiei — 1%111£n{1)r(1‘1)}
Par norme additive on entend les propriétés
|lm|].=0<z=0
[IAml = v (A) + [[m]
lma + mallr = mf{[fma |, [lma]l}.

Les propriétés suivantes sont vérifiées :
— M est complet pour la famille de normes additives (||.]|)r>0,
— Illlo s M = Ry U {+o00},
— Jlmllo = limjml.
>
Si
A={me M | ||m|o > 0},
un sous BT-module stable sous 1’action de ¢, on a alors
M ®p+ B = MJ/A.
Pour montrer que H°(M) = H°(M/A) il suffit donc de démontrer que
Id—¢: A — A
est un isomorphisme.
Pour r > 0 posons
Al = | _nf_on(ay) € R

Puisque pour tout z € BT on a v,.(p(z)) = quz(z) ol q est le cardinal du corps
résiduel de E, I'inégalité suivante est vérifiée :

le(m)lr = gllm

On en déduit par récurrence que pour tout entier k > 1

k—1
5+ > d'A
=0

s + Al

" (m)l» > ¢"lm 5
Lorsque r = 0 cette formule donne
k—1
le*(m)llo = ¢*llmllo + (Y a') 1 Allo
i=0
ou ||Allo > 0. Ainsi, si m € A vérifie ¢(m) = m, de 'inégalité précédente on déduit
que |jm|lp = 400 et donc m = 0. L’application I'd — ¢ : A — A est donc injective.
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Soit maintenant r > 0 et m € A. Il existe o > 0 et o > 0 tels que pour 0 <’ < rq
on ait ||All,» > —ar’. Il existe donc des constantes A, B € R telles que

k—1 '
ZqZHAHﬁ > Ak + B.
1=0

Puisque lim ||m|= = [|m|/o > 0 on en déduit que
k—+oco qk

li k .= .
k;glwllw (m)|l» = +o0

Cela étant vrai pour tout r > 0, M étant complet pour (|.||»)r>0, on en déduit que
Id — ¢ : A — A possede un inverse donné par

A — A
m — Z ©*(m).
k>0

O

Lemme 11.1.4. — Soit M un Wo,, (Op)-module libre de rang fini muni d’un endo-
morphisme gg-linéaire o : M — M. Soit My, := M @ Weo, (kr). Alors,

p=Id "~ w=Id
M — My

Si kp — Op est une section de la projection Op — kp alors Me=Id ®WoE(kp)
Wop(OF) est un sous-p-module de M facteur direct.

Démonstration. Fixons une base de M, ce qui permet de I'identifier & Wo, (Op)™.
Pour montrer la premiere assertion il suffit de vérifier que

Id—p:Wmp)" — W(mp)"

est bijectif. Munissons Wo,(Op)™ de la topologie produit de la topologie faible
sur Wo, (Op). Si on pose pour r > 0, ||(z1,...,2,)|lr = inf{v.(x1),...,0.(zpn)}
il s’agit alors de la topologie déduite de la famille de normes additives (||.]|;)r>0-
C’est également la topologie ([a], 7)-adique sur M pour un a € Op \ {0} vérifiant
v(a) > 0. Pour cette topologie, M est complet. On vérifie facilement que pour tout
m € Wo, (mp)",

. k -

Ainsi, (Id — SO)IWOE(mF)" possede comme inverse I'application m + 3, ©*(m). On
a donc M»=1d =, M,fF:Id.

Le noyau de Wo,(Of) — Wp, (k) est contenu dans le radical de Jacobson de
Wog(Or). On peut donc appliquer le lemme de Nakayama pour conclure que puisque
M,fF:Id est facteur direct dans My,., M¥=11 Owo, (kr) Wor(OF) est facteur direct
dans M. O
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Lemme 11.1.5. — Soient X,Y € p-Modg_. On a alors
Ext'(X,Y)~ H(X®Y).
Lemme 11.1.6. — Pour \,p € Q on a
Ext' (B(\), B(n)) =0

lorsque kp est algébriqguement clos. L’annulation précédente est encore valable lorsque
kr est quelconque et X\ # pu.

Démonstration. On a B(\)Y = B(=\). De plus, B(—\) ® B(u) est une somme
directe de p-modules isomorphes & B(u — A). Il suffit donc de montrer que pour tout
veQ, H'(B(v)) =0.Siv =4 avec (d,h) =1, h > 1 et d € Z alors
_ — Idemtoh —
H'(B(%)) = coker(B ~"4, By).
Si d > 0 cela résulte de ce que
Id— Wd(ph : W@E(OF) ;> W@E(OF)

car mp" est topologiquement 7m-adiquement nilpotent et Wo, (OF) est m-adique. Si
d < 0 cela résulte de ce que

7~ %" : coker(B L AN B) = coker(B LI LN B)

et du cas précédent d > 0. Si d = 0, apres avoir fixé une section kr — Op de

la projection Op — kp, on a Wp,(Of) = Wo,(kr) ® Wo, (mp). Puisque kp est
algébriquement clos,

coker(WoE (kr) Ld=e, Woy (kF)) =0.

Puisque ¢ est topologiquement nilpotent pour la topologie faible sur Wo ,, (mp) et que
celui-ci est complet pour cette topologie,

Id — @ WOE (mp) L) WOE (mF)
Dot le résultat. O
Théoréme 11.1.7. — Supposons kp algébriquement clos.

1. Pour chaque choix d’un scindage kp — Op de la projection Op — kp, le
foncteur d’extension des scalaires de L ¢ BT

p-Mody, — p-Modg+
est essentiellement surjectif.
2. Tout X € ¢-Modg+ est isomorphe & une somme directe de BT (), X € Q.
3. Le foncteur de réduction des coefficients de Bt a B
w-Modg+ — @-Modz

mduit une équivalence de catégories.
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Démonstration. D’apres le théoréme de Dieudonné-Manin, les points (1) et (2) sont
équivalents. La proposition [I[1.1.3]dit que le théoréme revient alors & prouver que tout
X € p-Mody est isomorphe a une somme directe de B(A), A € Q. Le lemme
nous dit qu’il suffit de montrer qu’'un tel X possede une filtration par des sous-p-
modules facteurs directs dont les gradués sont isomorphes & des B()\), A € Q. Soit
donc X = (M, ). Notons My, = M ® L. Soit A la plus petite pente de Dieudonné-
Manin de (Mp,.,¢). Si A = £ avec (d,h) = 1 et h > 1, il existe un Wo,, (kp)-réseau
A C My, vérifiant

h d h:ﬂ,d
PPA C A et A¥ # 0.
Soient ey, ...,e, € M relevant une base de A. D’apres le lemme de Nakayama c’est
une base de M. Notons ¢ = 7~ %", Soit A € GL,,(B) la matrice de 1 dans la base
(e1,...,en). Puisque la réduction de A dans Wo,, (kr)g est dans M, (Wo, (kr)), il
existe B € M,,(Wo,(Or)) dont I'image dans M,,(B) coincide avec A. On peut donc
trouver un Wo,, (Op)-module libre N muni d’un morphisme ¢"-linéaire ¢ : N — N
tel que
(N, 2) ®WOE(OF) B = (M,1).
D’apres le lemme [11.1.4]
Nv=Id =, pet=rt 4,
On peut donc trouver un morphisme non-nul
BA) — (M, )

qui apres réduction via B — L définit un sous-isocristal L(A\) < (My,., ). D’apres
le lemme de Nakayama, B(\) — (M, ) est un sous-¢p-module facteur direct. O

Lorsque le corps kr n’est pas algébriquement clos on dispose également du théoreme
suivant dont la démonstration est légerement plus compliquée.
Théoréme 11.1.8. — On ne suppose pas nécessairement kp algébriquement clos.

1. Pour chaque choiz d’un scindage kp — Op de la projection Op — kp, le
foncteur d’extension des scalaires de L o BT

p-Mody, — p-Modg+
est essentiellement surjectif.
2. Le foncteur de réduction des coefficients de Bt a B
w-Modg+ — @-Modz
mduit une équivalence de catégories.

Démonstration. — 11 suffit de prouver le point (1). Soit M € p-Modg de réduction
My, sur L. Soit A = % la plus petite pente de Dieudonné-Manin de My, et A C My,
un réseau satisfaisant

o"(A) C A,
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Considérons la décomposition canonique

A= Apij ® Aty

relativement a 'action de I'opérateur 7=%p". Ainsi, Ay;;[2] est le facteur de pente A

dans la décomposition de Dieudonné-Manin de Mj,. [1 } Notons

s

>
[

Apij (=) = @' (Apij)

i

Il
o

sur lequel ¢ agit de facon bijective via

(o, ..., xh-1) = (7~ %(zh-1), 0(20), - . ., P(Th_2)).

On note de méme A(—X) qui est stable sous I'action de ¢. On a ainsi A(=\)[1] =

s

My, ® L(—X). Comme dans la preuve de [L1.1.7] il existe un We, (Op)-module libre
N muni d’un Frobenius ¢ tel que

(N,9) @wo,(0p) O = (A(=A), ).
Considérons alors le module

A= HomWoE(OF) (Abij(iA) ®oy, WOE (OF)a N)

muni du Frobenius défini par ¢(f) = ¢ o f o p~1. D’apreés le lemme

A= 25 Homy (Apij (=), A(=N)).
On en déduit l'existence d’un morphisme

Apij(—N) ®o, Wor(OF) — N

induisant I'inclusion Ap;j(—A) — A(—X) apres application de — OWo, (0p) OL. Ce
morphisme induit lui-méme un morphisme

u: Apij(—) ®o, B — M ® B(—\)
qui se réduit sur Uinclusion Apij[2] ® L(—=A) < My, @ L(—X). D’aprés le lemme de
Nakayama u est injectif et fait de (Ap;; [1] @1 B) ® B(—\) un sous B-module facteur
direct.

Avant d’aller plus loin, remarquons que la preuve du lemme [11.1.6 s’adapte pour
montrer que si pu1 # p2 et D1, Do € o-Mody, sont isoclines de pente 0 alors

(5) Ext'(Dy @1 B(m), D2 ® B(pz)) = 0.

On peut maintenant procéder par récurrence sur le nombre de pentes de My, pour
en déduire que

(6) M®§(—)\):€bm ®. B
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our des isocristaux isoclines (U; ;< de pentes strictement croissantes lorsque 'in-
P i)1<i<r 1% q

dice 4 croit. Notons Dy = End(B(—\)) = End(L(—\)) lalgebre & division sur F
d’invariant . Il y a une action de Dy sur M ® B(—\) qui induit une action sur le
membre de droite de (6]). Puisque
HOIH(UZ Xy P, Uj Ry, E) =0
lorsque i > j, cette action respecte la filtration
Fil* = @Ui ®r B.
i>e
De cela on déduit une action sur les gradués de cette filtration, c’est a dire une action
de Dy sur les U; ®, B, 1 < i < r. Puisque pour tout i 'isocristal U; est isocline on a
End(Ui XL E) = End(U,)
(cela se ramene au cas ol kp est algébriquement clos) et 'action de Dy sur U; &, B
provient donc d’une action sur U;. Remarquons maintenant qu’il y a un isomorphisme
canonique de ¢-modules sur B

M = Hoka®§(§(—)\),M®§(—)\)).

Le foncteur Hom ®§(B(—)\), —) étant exact sur la catégorie exacte des B-modules
libres munis d’une action de D}, le p-module M possede une filtration dont les gradués
sont isomorphes aux p-modules

Hoka®§(§(f)\), U; ®1, B) = Homp, (L(=\),U;) @, B, 1<i<r.

On conclut en utilisant 'annulation des groupes d’extensions . O

11.1.6. ¢-modules sur B et fibrés. — Définissons un foncteur
cp-ModB;: — Fibx,.
Soit (M, ) € cp—Mong et

To(M, ) = P M#7=""
d>0

l'algebre graduée sur Pg r, associée. Il lui est associé un faisceau quasi-cohérent
@@(Ma 90) = F'(Mv 90)
sur Xg = Proj(Pg x, ). Avec les notations du théoreéme [11.1.8 si kr — Op est une
section de O — kr et (D, ) € ¢-Mody, alors
E(D®L BY,p@¢)=E(D,y)
ou &(D, ) est le fibré vectoriel associé a l'isocristal (D, ). Du théoréme [11.1.8] on
déduit donc que & (M, @) est un fibré vectoriel.

Le théoreme suivant se déduit maintenant du théoreme [8.2.10] de classification des
fibrés.



366 CHAPITRE 11. ¢--MODULES ET FIBRES

Théoréme 11.1.9. — Supposons F algébriquement clos. Le foncteur
E(—): ‘P'MOdBJEr — Fibx,,
induit une équivalence de catégories tensorielles pour laquelle
HY(Xp, &M, ) = H (M, p) = M#=14,
De plus, si E'/E est une extension de degré fini, g g : Xpr — Xp, il y a un
diagramme commutatif

&(—
p-Mod g+ g Fibx,
E/

WE//ET lTrE’/E* W*EI,ET lﬂ'E’,E*
&(-)

p-Mod g+ — Fibx,,.
E

Remarque 11.1.10. — Le foncteur &(—) : cp—Mong — Fibx, est exact. Cepen-
dant son inverse ne l’est pas et 1’équivalence de catégories précédente n’est pas un
équivalence de catégories exactes. Par exemple, il résulte du lemme [11.1.6] et de la
proposition @ que pour tout X,Y € @—Mong on a Ext'(X,Y) = 0 alors qu’en
général Ext'(£(X),&(Y)) # 0.

Remarque 11.1.11. — Le théoréme précédent est faux lorsque F n’est plus
algébriquement clos. Via le théoréme de classification le foncteur p-Modg+ —
Fibx est pleinement fidele d’image essentielle les fibrés associés & (A;, [pi]): avec pour
tout i, p; non-ramifiée i.e. p; se factorise via Gal(F|F) — Gal(kp|kr).

Donnons maintenant une description de l'inverse du foncteur &(—) lorsque F' est
algébriquement clos. Fixons le corps E et une uniformisante m de E. On note X := Xpg,
pour h > 1, Py := Pg, ., et X} := Xg, = Proj(P,). Soit

Py = lim Py
—
h>1
C’est une E-algebre Q4 -graduée,
Poo = @ Poo,)\
A€Q4
olt
Pen= BN =" = (BN @p, Ex
h>1

si A = L avec (r,s) = 1 et E est I'extension maximale non-ramifiée de E. Pour
& € Fibx et h > 1 soit

My(&) = €D (X, (m;6) (hN))

AEFZ
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oumny: X, — Xet
Meo(&) = lim My(€) =P |J T(Xn, (m,8)(hN)).
h>1 A€Q hA>1

C’est un P,.-module Q-gradué.
La tour de courbes (X;)n>1 est un pro-revétement galoisien de groupe Z. Plus
précisément, si on note o = ¢ € Gal(E|E) alors Gal(X,/X) = ¢%/". Le fibré en

—

droites Ox, (1) = Py[1] est muni d’un isomorphisme
up, : 0*Ox, (1) == Ox, (1)
vérifiant
oM uy 0. o*uy oup, = 1 € Aut(Ox, (1)).
Cet isomorphisme est celui associé a I’isomorphisme ¢-linéaire de Pp-modules gradués
¢ P[] — Pu[1].
On dispose de méme pour tout d € Z d’un isomorphisme

ugt : 0" Ox, (d) = Ox, (d)

associé & I'isomorphisme ¢-linéaire ¢ : Py[d] — P,[d]. Cela définit un isomorphisme
p-linéaire de P,-modules

0 My (&) = My (&),
laction de ¢ sur I'(X}, (7;:&)(d)) étant définie par

Id@u®?

@ : T(Xn, (m36)(d) ~2= D(Xp, (0" 738) 20" Ox, (d)) [(Xn, (0"m,&)(d)) = T'(Xn, (m,&)(d))

puisque T 0 0 = Th.

Si (M, ) € p-Modp+ on a
hiﬂ_h)\
Mo(EM, ) =P |J Mo ="

A€Q A>1

T

Calculons en particulier Mo (Ox(—p)). Si p = £ avec (r,s) = 1, on a Bt (u) =
Btes @ --- @ Bte, sur lequel ¢ agit via p(e;) = ;11 si i < s et p(es) = 7"e;. On a
alors

Moo (E(B* (1)) = Poo[—piler ® - - @ Pog[—ples
ol P [—pu] est graduée de telle maniere que les éléments homogenes de degré \ soient

les éléments homogenes de degré A\ — i de Ps.. De plus l'action de ¢ sur Mo (B¥ (1))
est celle donnée par p(e;) = e;41 sii < s et p(es) =7"ey.
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De ce calcul et du théoreme de classification des fibrés on déduit que si p-Modp,
désigne la catégorie des P.,-modules Q-gradués M., munis d’un isomorphisme -
linéaire ¢ : My, — Mo, et tels que My, soit isomorphe & une somme finie de Pu[p],
1 € Q, on a un foncteur

MOO(—) : Fle — gD—MOdpoo.
D’apres le calcul explicite précédent, le composé

oo (— —®py BT
Fiby = o Modp, —27=P" 4 Modgs

est un inverse du foncteur &(—).

11.1.7. Variante : p-modules sur B/‘f et F-isocristaux. — Rappelons (sec.
1.10) que
+_ +
B* = () B;
p>0

avec ¢ : B;’ = B;I C B;r. Soit p €]0,1]. Appelons -module sur Bj un couple
(M, ) ot M est un Bf-module libre de rang fini et ¢ un endomorphisme semi-
linéaire de M induisant un isomorhisme

M®B:—,<p B: s M

(i.e. la matrice de ¢ dans une base de M est inversible). Des arguments identiques &
ceux de la section précédente fournissent ’énoncé suivant.

Théoréme 11.1.12. — Le théoréme reste valable en remplacant o-Modg+

par p-Modg+ : pour tout (M, @) € @-Modg+ de réduction (D, ) € ¢-Mody, et tout
P P

choiz de section krp C Op il y a un isomorphisme (non canonique)

(M, ) = (D,p) @1, By
Remarquons le corollaire immédiat suivant.

Corollaire 11.1.13. — Le foncteur d’extension des scalaires
p-Modg+ — @-Mod g+
P

est une équivalence de catégories. Un inverse est donné par le foncteur

(M, ) —> ( N w”(M),w)-

n>0

Notons également le corollaire suivant (cf. sec. [1.10.3]).

Corollaire 11.1.14. — Soit a C O un idéal principal propre non nul et
B;is,p = P((SPCC(OF/a)/SpeC(Zp))cMSv OSpec(Op/a)/Spec(Zp)) [%]
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Uanneau des périodes p-adiques cristallines associées a Or/a = la|. Soit
p p-aarq y P
w-Mod g+ la catégorie formée des B:;l-s p-modules libres de rang fini munis

cris,p

d’un isomorphisme semi-linéaire. Choisissons une section kg — Op.
1. Pour tout (M, ) € ¢-Modg+  si (D,p) = (M,p)®p+ L ily a un isomor-
cris,p eris,p

phisme (non canonique)
(M7 50) = (D? QD) ®L B;is,p'

2. Le foncteur section globale induit une équivalence de catégorie entre F'-
isocristaux sur Spec(Op/a)/Spec(Zy) et p-Modg+ . Ainsi, tout F-isocristal
sur Spec(Op/a)/Spec(Zy,) est isotrivial au sens od il est isomorphe a l’extension
des scalaires de kp a Op d’un F-isocristal sur Spec(kr)/Spec(Zy).

3. La catégorie des F-isocristauzr sur Spec(Op/a)/Spec(Z,) est équivalente d celle
des < F-isocristauz convergents sur Sp(F) > i.e. celle des p-modules sur BT .

4. Lorsque F' est algébriqguement clos la catégorie des fibrés vectoriels sur la courbe
XrF est équivalente a celle des F-isocristaur sur Spec(Op/a)/Spec(Zy,) (il ne
s’agit pas d’une équivalence de catégories exactes, cf. rem.|11.1.10).

11.2. ¢y-modules sur B et ’anneau de Robba d’apres Kedlaya

11.2.1. Définitions et premiéres propriétés. — Rappelons que si [ est un in-
tervalle compact dans [0, 1] alors 'anneau B est un anneau principal (3.5.1)).

Définition 11.2.1. — 1. Soit I un intervalle de [0, 1[. On note Projp, la catégorie
des Br-modules projectifs de type fini sur Bj.

2. On note
Fiby, :==2 — 1{£n Projg,
J
la 2-limite projective des catégories de Bj-modules libres de rang fini ou J
parcourt les intervalles compacts contenus dans I i.e. les collections (M) jcr
de tels modules munis d’isomorphismes M; ®p, By — My, lorsque J' C J,
satisfaisant les relations de compatibilité usuelles.

Soit I comme dans la définition précédente. D’apres le théoreme le systeme
projectif (By)scr,compact forme une algebre de Fréchet-Stein au sens de la section 3
de [65]. Des corollaires 3.3 et 3.4 de [55] on tire la proposition suivante.

Proposition 11.2.2. — 1l y a un foncteur sections globales
I': Fiby, — Projg,

(MJ)J — lim My
—
J
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qut est une équivalence exacte de catégories. De plus

I((My)s) ®B, By — M;.

Rappelons que pour tout p €]0, 1[ 'anneau By ,) est de Bezout (3.5.7). On a donc
le résultat suivant.

Proposition 11.2.3. — Pour tout p €]0,1], Fiby,, , s"identifie via le foncteur sec-
tions globales a la catégorie des Byy ,-modules libres de rang fini.

On dispose également d’une notion de faisceau cohérent.

Définition 11.2.4. — On note
Cohy, := 2 — lim Mody,
J

la 2-limite projective des catégories de Bj-modules de type fini ou J parcourt les
intervalles compacts contenus dans 1.

Utilisant la structure des modules de type fini sur un anneau principal et les
résultats de [55] on déduit le résultat suivant.

Proposition 11.2.5. — 1. Le foncteur sections globales induit une équivalence
entre Cohy, et la catégorie des Br-modules isomorphes a

Mo ] N,
yE|YT|

avec M projectif de type fini et N, est un B;R’y-module de type fini de torsion
tel que pour tout J C I compact l'ensemble des y € |Yy| tels que N, # 0 soit

fini.

2. Le foncteur sections globales induit une équivalence de catégories entre les fais-
ceauz cohérents (M) tels que

sup longy, My ® k(y) < +o0

ye|Yy|

(ot J est n’importe que intervalle tel que y € |Yj|) et les Br-modules de
présentation finie.

11.2.2. Propriété de faisceau de I — B;. —

Lemme 11.2.6. — Soit I un intervalle de [0,1]. Notons It ’enveloppe conveze de
TU{1} et I~ celle de IU{0}. On a alors

B; =B+ + B;-.
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Démonstration. — Pourz =5, € BY on note
v = Z[mnh”

n>0
x= = Z[mnh”

n<0

Remarquons que pour p, p’ € [0, 1] avec p < p
|$+|p < |$+|p’

|x_‘p’ 2 |$_|p’-

Des lors, si f € By, f = k>0 fr est une série convergente dans By avec f, € B® on

F=Y R+ 5

a

k>0 k>0
—_— =
€B;- €8+

O

Proposition 11.2.7. — Soient I,J C [0,1] des intervalles tels que INJ # (. Il y a
alors une suite exacte de Mayer-Vietoris

0— By — Br®By— By — 0.

En d’autres termes, via les inclusions By C Brny, By C Bing on a

Bios = BrnNBy
Démonstration. — La partie de ’énoncé Brn; = By + By résulte immédiatement du

lemme [T1:2:6] Soit maintenant f € By N B; dont on veut montrer qu'il appartient
a Bjyuy. On peut supposer que I ¢ J, J ¢ I et sup(I) < sup(J). Ecrivons (lemme
11.2.0)

f=a+b, a€B;+,be By-.

Puisque B;- C Bjyy on a donc

a € B+ NBy.
Mais d’apres la description explicite donnée dans la proposition[I.6.23|on a B;+NB; C
Bruy. O
Remarque 11.2.8. — Soit I = UyeaJ, un recouvrement d’un intervalle I de [0, 1]

par des sous-intervalles. On dit qu’il est admissible si pour tout compact K C I, il
existe un sous-ensemble fini A’ C A d’indices tel que K C UgearJo. Munissons la
catégorie des intervalles de [0, 1] de la topologie de Grothendieck dont les recouvre-
ments sont les recouvrements admissibles. Il résulte alors de la proposition précédente
que O : I — By est un faisceau pour cette topologie tel que pour tout intervalle I on
ait H'(I,0) = 0.
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Remarque 11.2.9. — La théorie des espaces perfectoides a apporté entre temps une
nouvelle preuve de la proposition (cf. [20] théo. 2.1). Néanmoins nous avons
préféré inclure la preuve précédente bien plus élémentaire et largement suffisante pour
nos besoins.

11.2.3. Recollement de fibrés. —

11.2.8.1. Un lemme d’approzimation. —

Lemme 11.2.10. — Soient By, By, A des E-algébres de Banach munies de mor-
phismes By — A et By — A tels que application déduite B1® By — A soit surjective.
Soit Z € GL,(A). Il existe alors un voisinage de l'identité dans GL,(A) tel que toute
matrice dans ce voisinage s’écrive sous la forme

Xzyz!
avec X € GL,(B1) etY € GL,(Bs).

Démonstration. — On sait que si D est une E-algebre de Banach alors
exp : p? M, (D°) == Id + p*M,, (D)
d’inverse donné par le logarithme. L’application
(U,V) — log (exp(U)Zexp(V)Z ') € My(A)
est alors définie sur un voisinage suffisamment petit de 0 € M, (B;) ® M, (Bz). On
peut alors appliquer le lemme [TT.2.11] qui suit pour conclure. O
Si D est une E-algebre de Banach et f € D[T1,...,T,],

f=> adT{ ... Tgn,
OLGNTL
dans le lemme qui suit on dit que f est holomorphe au voisinage de 0 s’il existe p > 0
tel que

sup [laallp®! < +oc.
aeN?

Lemme 11.2.11. — Soient Cy,--- ,Cy,D1,..., Dy, des E-algébres de Banach mu-
nies de morphismes

uj:Cj =Dy, 1<i<m, 1<j<n.
Soient pour i € {1,...,m}
fi € Di[Ty,...,T,]
que 'on suppose holomorphe au voisinage de zéro. Cela définit une fonction
g:Uy x---xU, — Dix---xDy,
(21, xn) — (fi(ua(z), ... ’um(x”)))lgigm

sur des voisinages U, . .. Uy, de zéro suffisamment petits dans Cy,...,C,.
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Supposons que Uapplication linéaire tangente en 0

cie---9C, — Di®---®D,

(3 S0 ()

(xl,...,xn) 1<i<m

Jj=1

soit surjective et pour tout i, f;(0,...,0) =0.
L’image de Uapplication g contient alors un voisinage de 0 (et ce quels que soient
les voisinages U, . .., U, de zéro suffisamment petits choisis).

Démonstration. — C’est une conséquence du théoreme de 'application ouverte et de
la méthode d’approximation de Newton. Plus précisément, d’apres le théoreme de
I’application ouverte de Banach et puisque E est de valuation discrete il existe une
section FE-linéaire continue

s:D1®--- @Dy, —C1D---dCy

de 'application tangente en 0. On vérifie alors que si y € D1 ® - - ® D,,, est de norme
suffisamment petite alors la suite définie par récurrence

ug = s(y)
Un+1 = Up — S(Q(Un) - y)
est bien définie pour tout entier n et converge vers un élément x tel que g(x) =y. O

11.2.8.2. Recollement. — Si I’ C I C [0,1] sont des intervalles il y a un foncteur de
restriction

FibYI — Fibyl,

que l'on note & — &y, .

Proposition 11.2.12. — Soient I, I deuz intervalles de [0, 1[ vérifiant Iy N I5 # 0.
La catégorie Fiby, ,, s'identifie a celle des triplets (61,62,1) ot &1 € Fiby, , & €
Fiby12 et : £1|Y11ﬂ12 :—> (o@2|y12 .

Démonstration. — 11 suffit de traiter le cas ou I; et I sont compacts, ce que l'on
suppose donc. Il y a un foncteur naturel de la catégorie Fiby, ,, vers celle des triplets
de I’énoncé. La pleine fidélité de ce foncteur résulte de ce que By, N\ By, = Br,ur, (prop.
11.2.7)). Passons a la surjectivité essentielle. Les classes d’isomorphisme de triplets de
rang n s’identifient a I’ensemble quotient

GLTL(Bh)\GLW(Bhﬂlz)/GLn(sz)'

Il s’agit de montrer qu'il est trivial. Soit U € GL,(Br,nr,). Puisque Br,yr, est dense
dans By, nr, on peut trouver

= Mn(BIIUIQ) M GLn(BllﬂIQ)
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tel que UZ ! soit aussi proche que I'on veut de I'identité de GL,,(By,r,). Utilisant la
proposition [11.2.7} d’apres le lemme [11.2.10]il existe X € GL,(By,) et Y € GL,(By,)

tels que
UZ ' '=Xzyz !

et donc
U=XZY.

Puisque By, yy, est un anneau principal et det(Z) # 0, on peut écrire
72 =272'D7"

ou z',Z" € GL,(Br,ur,) et D est une matrice diagonale. Tout élément de By, ur, N
lelmz s'écrit sous la forme zixz2 avec 7 € BIX1 et o € BIX2 (cela résulte de la
description du spectre maximal de ces anneaux principaux). On en déduit que 1'on
peut écrire D = D1 D5 avec Dy € GL,(By,) et Dy € GL,,(By,). O

Remarque 11.2.13. — Avec les notations de la remarque [11.2.8] il résulte de la
proposition précédente que Fiby, s’identifie a la catégorie des O-modules localement
libres.

Remarque 11.2.14. — De la structure des modules de type fini sur un anneau
principal on déduit que la proposition s’étend aussitot a Cohy, .

11.2.4. Descente galoisienne. —

Proposition 11.2.15. — Soit I C [0,1] un intervalle compact d’extrémités dans
|F|N[0,1] et L|F une extension de degré fini.

1. By est une Bp -algébre étale finie de degré [L : F|. Si de plus L|F est galoi-
sienne alors Br 1|Bp,1 est galoisienne de groupe

Gal(L|F) —N—> AutBF‘I(BLJ).
2. La B%J—algébre Bg,[ est presque étale au sens ot pour tout € € mp
HB%,I - tTL/F(B%I) - B%,r

Démonstration. — On peut supposer que L|F est galoisienne. L’assertion est claire
si I = {0}. On suppose donc I # {0}. Notons d = [L : F|. Soit a € Of, tel que
L = F[a]. Choisissons b € O tel que

b0y, C OF[Ot] c Oyp.
Pour tout entier k& > 0 considérons le morphisme de Wo,, (O )-module

uk:W@E(OF)d — WOE(OL)

d—1
Mosee s hae1) — > Afal?"],
1=0
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Modulo 7, u est 'inclusion O [al/pk] C Op. On en déduit que uy est injectif et que
de plus

bYP" |Wo, (0r) C Im(uy) + mWo, (OF).
Si I = [p1, p2] choisissons aj,as € F tels que |ai| = p1, |az| = p2. On a alors pour
x e {L,F}

BY) = B2 ;0 B = Wo,(0.)[14], Z].
On en déduit que le morphisme

v (BRY)" — B,
déduit de uy, vérifie
/7" 1By < Im(vy,) + 7By

Choisissons k > 0 de telle maniére que

jaa < b7
et posons
§ = [asb™V/7"] € BY,.
On a alors
B/7 B ¢ Im(vk)+[b1/1’k}5[z—2]32,,

C Im(vg) + b7 16BY
Puisque § est topologiquement nilpotent dans By, ;1 on en déduit que le conoyau de

’Dk3(B%,1)d — Bg,]
d—1 o
()\0,...,)\(1,1) — Z)\i[a’/p]
=0

est annulé par [b1/7"].
Pour k£ > 0 on a donc des inclusions

k k
) BY < B 107 ] € BY,

desquelles il découle que

d—1
Bri=Br; [ [al/pk]} = ZB%,I[ai/pk]-
i=0
Montrons maintenant qu’en fait
d—1
BL,I = @BF’[[O/’/[)IQ].
i=0

Si ce n’était pas le cas alors le degré de [al/ pk] dans ’extension algébrique

Frac(By,1)|Frac(Bg,)
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serait strictement plus petit que d. Mais P’action de Gal(L|F') sur Br ; induit une
action

[ : Gal(L|F) — Aut(Frac(Bg,;)[Frac(Br)).
L’ensemble des conjugués de a'/?", {o(a'/?") | o € Gal(L|F)}, étant de cardinal d,
{r(@@!]) | 7 € Tm(f)} = {[o(a?/"")] | o € Gal(Z|F)}

est de cardinal d. Ainsi, [al/ pk] est de degré supérieur ou égal a d dans I'extension
algébrique précédente ce qui est une contradiction.
Il s’en suit que [al/pk] est de degré d et que By est un Bp-module libre de
base (1, [al/pk], ceey [a(d_l)/pk]). De plus, Frac(Byr,;) est une extension galoisienne
de groupe de Galois Gal(L|F).
Notons Gal(L|F') = {09, ...,04-1}. Le discriminant de la forme quadratique trace
dans la base (1, [al/pk], ce [a(d_l)/pk]) est donné par
kN2
Ay = det ([oi(a)”p D N .
0<i,j<d—1
Il appartient donc & Wo, (OF) et est congru modulo 7 au discriminant de la forme
quadratique trace de L|F dans la base (1,a1/pk, .. .,a(d_l)/pk) qui est lui-méme la
racine p*-ieme du discriminant associé & la base (1, ..., a%"1). On a donc pour tout
pel
klggo |Akl, = 1.
On en déduit que By ;|Br, est étale ainsi que l'assertion concernant le caractere
presque étale. O

Remarque 11.2.16. — La proposition précédente redonne comme cas particulier
une preuve du corollaire

Remarque 11.2.17. — Lorsque 1 € I le raisonnement précédent ne marche
pas (cf. étape < Choisissons k > 0 de telle maniere que |as| < [b'/?"]... »). Le

résultat précédent est faux pour Bjg 1) = Bt [%

WF}]. Cela a des répercussions impor-
tantes concernant la classification des ¢-modules sur BT et B lorsque F n’est pas

algébriquement clos (les ¢-modules sur BT ne satisfont pas la descente galoisienne

contrairement a ceux sur B, cf. |11.1.11)).

De la méthode de Sen on déduit le résultat suivant.

Proposition 11.2.18. — Soit I C [0,1] un intervalle compact d’extrémités dans
|F|N[0,1[. On a alors
BE* = By
F.I

De plus, le foncteur d’extension des scalaires — Qp,., B% , induit une équivalence de

catégories entre Br r-modules libres de rang fini et B% Ilmodules libres de rang fini

)

munis d’une action semi-linéaire continue de Gal(F|F).
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Ainsi, pour tout intervalle I C [0, 1[, Fiby,, ; s’identifie aux fibrés & € Fiby.. munis
F,I

d'une action semi-linéaire de Gal(F|F), (¢, )oec, avec ¢, : 0*& — &, continue au
sens ol pour tout intervalle compact J C I D'action induite sur ’espace de Banach
['(Yy, &) est continue.

11.2.5. Fibrés ¢-équivariants. — Si & = (M) jcr est un fibré sur Y7 on note
p*& le fibré (MSP_l(J) ®Bw*1<.7)’@ BJ)JCLP(]) sur YSD(I)'

Définition 11.2.19. — On note

1. On note Fiby,z la catégorie des fibrés & sur Y = Yo ;| munis d'un isomor-
phisme p*& = &.

2. On note Fibyyqy/,2 la catégorie des fibrés & sur Y| ;[ munis d'un isomorphisme
&= 8.

D’apres la catégorie Fiby,,z s'identifie & la catégorie p-Modp formée des
couples (M, @) ot M est un B-module projectif de type fini et ¢ : M = M est un
isomorphisme semi-linéaire. Quant-a Fiby gy /.2 elle s’identifie a o-Modp,, .

Soient # = lim By ,, et &t = lim Bio,p) (def.[1.8.1)). Le premier est un anneau de
p—0 ? p—0 ’

Bezout (3.5.8) et le second est un corps valué hensélien (|1.8.2)).

Proposition 11.2.20. — 1. Soit I un intervalle de |0,1[ satisfaisant o(I) NI #
(0. La restriction a Y7 induit une équivalente entre Fiby 2 et la catégorie des
couples (&,u) ot & € Fiby, et

u: (‘p*éa)\Y¢(1)m1 — @@W(l)ﬂf'

2. 1l en est de méme pour Fiby 1oy, ,2 si I est un intervalle de [0,1] contenant 0.

Démonstration. — Remarquons que
10,1[ dans le cas (1)
U em) =
nez [0,1] dans le cas (2).
La proposition résulte alors de [11.2.12 O

Exemple 11.2.21. — Fixons p €]0,1[. Les classes d’isomorphisme de fibrés sur
Y/p? s’identifient & 1’ensemble quotient

GLn(B[pq7p])\GLn(qu)
ou l'action de X € GLy(Bjpa ) sur A € GLy,(Bpe) est donnée par X Ap(X)~!.

On en déduit le résultat suivant.
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Corollaire 11.2.22. — Soient p-Modg la catégorie des modules libres de rang fini
sur l’anneau de Robba munis d’un isomorphisme semi-linéaire et p-Modget celle des
&T-espaces vectoriels de dimension finie munis d’un isomorphisme semi-linéaire. Il y
a des équivalences

Fiby/wz = gD—MOdg}
FibYU{O}/(pZ = gD—MOdgT.

Remarque 11.2.23. — Si & € Cohy est muni d’une structure p-équivariante alors
la condition (2) de est satisfaite. On en déduit donc de la méme fagon que
dans le corollaire précédent que Cohy,z s’identifie aux couples (M, ) avec M un
Z-module de type fini et ¢ un isomorphisme semi-linéaire.

Enfin on notera le résultat suivant parfois appelé < le cas facile du théoreme de
Kedlaya >.

Proposition 11.2.24 (Kedlaya [45] prop. 5.11 et coro. 5.12)
Le foncteur de complétion

p-Modgi — p-Modg

est une équivalence de catégories et donc la classification de Dieudonné-Manin s’ap-
plique a p-Modg+ .

Démonstration. — D’apres la proposition [11.2.15[les objets de p-Mod g+ satisfont a

la descente galoisienne relativement & F|F. Puisqu’il en est de méme pour ¢-Mode
on est ramené a montrer le résultat pour F' algébriquement clos.

Pour A € Q on note &T(\) lisocristal isocline de pente A usuel (defini sur F, en
fait). Soit alors (V,¢) € ¢-Modgi. On procéde par récurrence sur dimg+ (V) afin de
montrer que (V, ) est somme directe de &T()\), A € Q. Soit \ = %, (d,h) =1, la plus
grande pente de Dieudonné-Manin de (/V, ©). 1l existe alors un réseau A C V tel que
©"(A) C @A (Iexistence d'un tel réseau n’a aucun rapport avec la complétude ou
non de &1, cf. la preuve de Dieudonné-Manin donnée dans la section 2 du chapitre VI
de [62]). On peut alors appliquer le lemme qui suit couplé a I'hypothese de
récurrence pour conclure que (V, ) est extension d'un isocristal de la forme @;& 7 (u;)
par &T(\)", r > 1, avec pour tout 4, u; < A. Pour conclure il suffit maintenant de
constater que

Ext! (61(n), 6T(A)) = 0

des que A > pu. Cela se ramene a vérifier que le conoyau de

h

(g’T Id—n"% éDT

est nul des que d > 0 et h > 1 ce qui ne pose pas de probleme. O
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Lemme 11.2.25. — Soit A un Ogi-module libre de rang fini muni d’un endomor-
phisme semi-linéaire ¢. Il y a alors une bijection

Aapzld ~ Kg@:ld .

Démonstration. — Soit A € M, (Ogi) la matrice de ¢ dans une base de A. Quitte a
remplacer cette base (e;); par ([Ae;); avec A € F* tel que |A| < 1 on peut supposer
que A mod 7 € M,,(OF). Pour x =37, ~o[zn]7" € Og, k € Net p €]0,1] on note

1£llkp = sup |zilp".

0<i<k
On notera que les semi-normes ||.||;,, sont sous-multiplicatives sur Og. Soit mainte-
nant X € O} tel que
(7) p(X) = AX.
Si X = (7;)1<i<n on note || X||x,, = sup;<;<, [|7i|r,,- Remarquons que si f € Og1
vérifie f mod m € Op alors pour p €]0,1[ suffisemment proche de 0 on a [f|, < 1
(regarder le polygone de Newton de f). Choisissons donc pg €]0,1[ tel que A €
M,,(Bjo,p,]) et pour tout p € [0, po], sup; ;|aij|, < 1. Pour tout entier k& > 0, de
I’égalité @ on tire que

IXN% py = No(XNk,pg < N Xk, p-

De cela on déduit par récurrence que pour tout m > 1,

e
X o < 117250

Remarquons maintenant que si f € Og \ 7*t10¢

. 1 m .
tim_ 7],/ = o'

m——+oo

ousi f = 3;5olfilr" alors ig < k est le plus petit indice tel que f;, # 0. On en déduit
aussitot que

sup [ X |[k,po < +00
k

et donc X € B[’}) ol des que p < po. O

11.3. GAGA d’apres Kedlaya-Liu
Via le morphisme de ind-schémas @-invariant

lim Spec(Br) — X
—
I1c]o,1]

il y a un foncteur d’analytification

(_)an : Cohx — COhy/goZ.
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Théoréme 11.3.1 (Kedlaya-Liu [44] théo. 8.7.8). — Le foncteur
(=)™ : Cohx — Cohy =

est une équivalence.

Démonstration. — Le cas des faisceaux cohérents de torsion est immédiat puisque si
y € |Y| s’envoie sur x € |X| via [Y|/¢* = |X] alors By, =+ Ox .. On se ramene
alors aisément a montrer que

(_)an :Fibxy — Fiby/wz

est une équivalence. Commengons par la pleine fidélité. Utilisant les Hom internes on
est ramené a montrer que

HO(X7 @@) = HO(Y/QOZﬂémn)

qui par définition est I'(6*")¥=14 (cf. notations de la déf.[11.2.2)). Soit donc & € Fiby.
Fixons un recouvrement fini
x=Ju

tel que pour tout i, U; = DT (t;) avec t; € P homogene non nul et Sy, soit trivial.
Notons B, ; = B[%]‘/’:Id et Beij = B[ﬁ]“’:m. Apres avoir fixé des trivialisations
’ i ily

des (&jy,): on obtient un cocyle
Aij S GLn(Be,ij)a AijAjk = Aik~
Des lors
r(x,6) = {(X; e [ Br, | 45X, = X.}.
Si I C]0,1[ est un intervalle compact on dispose alors d’un recouvrement

(8) Spec(By) = USpec(BI[%]).

On a alors & = (Mj); ou My est donné par le cocyle de Cech précédent sur le
recouvrement, (8) via les plongements

GLn(BeJ‘j) C GL"(BI[t;j ])

Des lors,

My = {(X0) € [[ BilH] | AuX; = X}
Il s’en suit que

rev,emy ={ (X e [T tim (Bi[2]) | AyX; = X:}
i 1co,1f
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et donc
D(Y/gP,6m) = T(Y,8m)e=Td
. p=Id
= {(Xi)i € H ( lim (BI[%])) ‘ Aij X = Xz'}
v IC]o,1]
On a

i 1

{El (Bl[ti]) C M(Y)
1c]o,1]

le corps des fonctions méromorphes sur Y (sec. [3.5.4). De plus la partie négative du

diviseur d’une telle fonction méromorphe est contenu dans le support du diviseur de

t;. Puisque

B={feM(Y) |div(f) = 0}
on en déduit que
(1im (B [H))FM = B..
— I t; e,
ICJo,1]
Cela conclut quant a la pleine fidélité.
La surjectivité essentielle résulte du théoreme En effet, si & = (M), ¢) €
Fiby 2 est de rang n et
U (’){}MZ — &
alors u est une modification au sens ou son conoyau est un faiceau cohérent de torsion :
pour tout I, Mj/u(B7}) est de torsion. Mais se donner une telle modification ¢-
équivariante est équivalent & se donner une collection de réseaux (Ay)ye|y|, (BJR, " C

Ay, vérifiant :

— @(Ay) = Ap(y)
— Ay = (B;R’y)" pour presque tout y mod Z.
Cela est équivalent a se donner une collection de réseaux (Ng)ze x|, C/’)\}z C N,
avec égalité pour presque tout x. Mais cela est encore équivalent a se donner une
modification
O% — F

avec .Z € Fibx. On a alors " = &. O

Pour d € Z notons Oy z(d) = Ox(d)*™ qui correspond au @-module (B, 7~ %p) €
p-Modp.

Théoréme 11.3.2 (Kedlaya). — Soit & € Fiby, 2 de rang n. Pour d > 0 il existe
un monomorphisme

qui est donc une modification.



382 CHAPITRE 11. ¢--MODULES ET FIBRES

Nous n’allons pas donner la preuve en détails. Le point consiste & construire suf-
fisamment de sections globales de &(d) pour d > 0. Lorsque E = F,((7)) la preuve
est donnée dans le théoréme 4.3 de [34] en suivant un argument de Kedlaya ([45]).
On retrouve cet argument dans la preuve de la proposition 6.2.2 de [44] elle méme
appliquée dans la démonstration du théoréme 6.3.9 de [44].

Remarque 11.3.3. — Le théoreme GAGA précédent a été démontré en tout
premier dans article [20] (théo. 3.5) par I'un des auteurs afin de comprendre le lien
entre les résultats de ce texte et ceux de Kedlaya. La preuve donnée dans [20] de
GAGA n’est cependant pas naturelle. La méthode de démonstration consiste en effet
a vérifier que les deux théorémes de classification des fibrés vectoriels, celui de ce livre
et celui de Kedlaya, coincident via le foncteur d’analytification. La preuve précédente
de Kedlaya et Liu répond & la question posée dans la section 7.5 de [22] (apres la
proposition 7.14) de donner une démonstration plus naturelle de GAGA.

Remarque 11.3.4. — Réciproquement, la preuve donnée dans le chapitre |8 de ce
livre du théoreme de classification des fibrés s’adapte aussitot pour donner une preuve
du théoreme de Kedlaya de classification des p-modules sur Z utilisant les périodes
des groupes p-divisibles (cependant il n’est pas impossible que certains des calculs dans
I’anneau de Robba Zr avec F' sphériquement complet effectués par Kedlaya tels que
ceux de la section 2.6 de [42] puissent s’interpréter en termes de quasi-logarithmes).
Néanmoins le lecteur affuté remarquera qu’afin de disposer de filtrations de Harder-
Narasimhan pour les fibrés sur Y/¢% on a besoin de savoir que ceux-ci sont extensions
successives de fibrés en droites. La seule méthode connue pour démontrer cela est
d’appliquer le théoréeme résultat auquel on ne peut donc pas échapper pour
classifier les p-modules sur Zp.

11.4. En résumé

On a donc obtenu un diagramme d’équivalence qui est le suivant :

Fle ﬁ Flby/soz _ ()O—MOdB

~

(p—MOdB+

si F' alg clos

1

©-Modg F-isocristaux/Spec(Op /wr)

En partant de la gauche, la premiere fléche horizontale GAGA est induite par le
morphisme de ind-schémas lim Spec(B;) — X. La seconde égalité est donnée par
—_—

IcCjo,1[
compact

le foncteur section globales qui & (M;j); associe le module projectif lim M;j. Les
p
I
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autres fléches sont simplement données par les inclusions BT C B et B C Z.

En termes géométriques 1’équivalence
o-Mod g+ — p-Modp

lorsque F' est algébriquement clos signifie que tout fibré p-équivariant sur Y s’étend
canoniquement en un fibré p-équivariant sur « ¥ U {|.|y = 1} ». Comme remarqué
précédemment (rem. [11.1.10]) ce foncteur extension canonique n’est pas un foncteur
exact.

Remarque 11.4.1. — 1l résulte donc du théoreme de classification des fibrés que
si (M,¢) € p-Modg avec F algébriquement clos alors le module projectif M est
un B-module libre. Il n’y a pas de raison pour que ce soit le cas pour F' parfait
quelconque. Remarquons de plus qu’en général les B-modules projectifs ne sont pas
libres (i.e. tout fibré sur Y est trivial) méme si F est algébriquement clos bien que ce
soit probablement le cas lorsque F' est sphériquement complet.

En toutes généralités le foncteur
w-Modgei — p-Modg

est essentiellement surjectif. C’est une conséquence du fait que la filtration de
Harder-Narasimhan est scindée (9.4.1)) et du théoréme de classification couplé &
la proposition Cepdendant ce n’est pas une équivalence de catégories. Bien
str le foncteur précédent n’est pas pleinement fidele. En termes géométriques, tout
fibré @-équivariant sur Y s’étend de fagon non-canonique en un fibré p-équivariant
sur <« Y U {0} ».

Spécialisons nous maintenant en pente de Harder-Narasimhan A € Q. Alors,

gp—Mod?fC"_/\ AN @-Mod;')‘

est une équivalence ou le membre de gauche est formé des isocristaux isoclines de
pente —\ au sens de Dieudonné-Manin et celui de droite des fibrés semi-stables de
pentes A au sens de Harder-Narasimhan.

11.5. Le théoreme de Berger

Supposons maintenant que K|Q, est un corps local & corps résiduel parfait dont
on fixe une cloture algébrique K. Soit Ko = K((pe)|K. Notons I' = Gal(K | K),
un sous-groupe ouvert de Z, et IN(OO le corps des normes non parfait tel qu'introduit
dans [61], un corps local de caractéristique positive. Rappelons que I'on a alors

—~

K2 = (KU7)
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Considérons I'anneau de Robba « classique > % et la catégorie associée de (¢, I')-
modules
(¢, T') —modg~

Koo
D’apres le théoreme principal de [11] on peut décompléter la complétion de fﬂép B
en utilisant I'action de I' grace a des traces a la Tate pour obtenir une équivalence

(p,T) — modgg;oo — (o, 1) = mOdefio

De cela et du théoreme GAGA on déduit le théoréme suivant de Berger (qui est
exprimé en termes de B-paires dans [5]).

Théoréme 11.5.1 (Berger [5]). — Il y a une équivalence de catégories entre

(o, T) — mod%; et fibrés T-équivariants sur Xz?gc'
On remarquera que puisqu’il existe des représentations p-adiques non surconver-
gentes de Gal(K|K,), action de I est essentielle dans le théoréme précédent et le
foncteur
p-Modg. — Fibx..
Koo Kb

n’est pas essentiellement surjectif.
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