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SUR LA DECOMPOSITION DES ALGEBRES DE GROUPES

Par Jean-Marc FONTAINE.

————

Introduction.

Soit p un nombre premier. Un groupe fini est dit de type R, si c’est le
produit semi-direct d’un sous-groupe cyclique d’ordre premier 4 p par un
p-sous-groupe invariant. Les groupes de type R, interviennent dans I’étude
des extensions des corps locaux (si L est une extension finie galoisienne
totalement ramifiée d’un corps local K, le groupe de Galois de ’extension
est de type R,, p étant la caractéristique du corps résiduel de K).

Le but de ce travail était primitivement 1’étude de la décomposition
des algébres de groupes de type R,. Witt a étudié dans [13] la décomposition
des algébres de groupes finis quelconques, mais par des techniques qui ne
semblent pas trés appropriées au cas particulier des groupes de type R,.
On a donc été conduit a développer d’autres méthodes. Il s’est avéré qu’elles
pouvaient s’appliquer a des groupes beaucoup plus généraux que les groupes
de type R, (en particulier, aux groupes résolubles). C’est ce que I’on expose
dans cet article. '

Soit G un groupe fini et soit E un corps de caractéristique o. L’al-
gebre E[G] est semi-simple. Soit A un facteur simple de I’algebre E[G].
L’algébre A est une algébre simple d’un type particulier, nommé
« Kreisalgebra » par Witt (loc. cit.). L’ensemble des classes de « Kreisal-
gebren », de centre un corps donné E, forme un sous-groupe du groupe de
Brauer de E, que nous appelons le groupe de Brauer cyclotomique de E.
Le paragraphe 1 est une étude détaillée du groupe de Brauer cyclotomique
de E, lorsque E est une extension finie de Q,.

Le paragraphe 2 rappelle un certain nombre de résultats sur les algebres
semi-simples et sur les caractéres des groupes finis. Le paragraphe 3 déter-
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mine la structure de ’algébre simple centrale correspondant & un caractére
absolument irréductible d’un groupe G fini, induit par un caractére d’un
sous-groupe invariant de G.

Le paragraphe 4 applique les méthodes du paragraphe 3 aux groupes
nilpotents. Le paragraphe 5 expose la structure des représentations des
groupes résolubles. Les paragraphes 6 et 7 sont consacrés a I’étude des
algebres des groupes de type R, : le paragraphe 6 se limite au cas de certains
groupes de structure particuliérement simple, les groupes de type C,, et
le paragraphe 7 montre comment on peut se ramener a ce cas. Dans le
paragraphe 8, enfin, on rappelle le résultat principal de larticle indiqué
de Witt et on en donne quelques applications immédiates.

Dans un prochain article, on montrera comment les résultats des para-
graphes 6 et 7 permettent de résoudre le probleme de la rationalité des
représentations d’Artin des extensions galoisiennes finies des corps locaux. .

Définitions et notations.

Dans le paragraphe 1, on utilise abondamment certaines des méthodes
exposées par Serre dans son livre sur les corps locaux ([9], cité CL).

On appelle corps local un corps muni d’une valuation discréte pour
laquelle il est complet. Si K est un corps local, on appelle valuation norma-
lisée de K la valuation ¢ de K telle que ¢ (K*) = 2.

Soit L une extension finie d’un corps local K. Si ¢" désigne la valuation
normalisée de L, on note ¢, I'indice du groupe ¢'(K*) dans Z.

On dit que I'extension L/K est :
— non ramifiée si e = 1 et si l'extension résiduelle est séparable;

— totalement ramifiée sile corps résiduel de L est le méme que celui de K;

— modérément ramifiée si e x est premier a la caractéristique du corps
résiduel et s1 'extension résiduelle est séparable.

Soit L™ ’extension maximale non ramifiée de K contenue dans L. Si
Pextension L/K est galoisienne on appelle groupe d’inertie de ’extension
le groupe de Galois de I’extension L/L™.

Dans tout cet article, les seuls corps locaux envisagés seront les exten-
sions finies de Q, de sorte que les extensions résiduelles seront toujours
séparables.

Enfin, les notations et les définitions de cohomologie utilisées sont
usuelles; en particulier, celles des homomorphismes Inf, Res et Cor (¢f. CL,
p. 124 et 127).
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1. Le groupe de Brauer cyclotomique.

1.1. DeriniTioN. PREMIERES PROPRIETES. — Soit k un corps. Soit K une
extension galoisienne de k et soit G le groupe de Galois de I’extension K/k.
Le groupe multiplicatif K* de K est un G-module. Comme 1l est d’usage,
on écrit H'(K/k) au lieu de H?(G, K*).

Soit k, une cloture séparable de k. On note Br(k) = H*(k/k) le groupe
de Brauer de k. C’est la limite inductive, pour K parcourant ’ensemble des
extensions finies galoisiennes de k contenues dans k,, de H*(K/k).

Pour tout corps k, on note 1 (k) le groupe des racines de I'unité contenues
dans k. S1 K est une extension galoisienne de k et si G est le groupe de
Galois de Pextension, il est clair que \+(K) est un sous-G-module de K*.
Pour tout entier positif ¢, on écrit H?(K/k, +) au lieu de H?(G, p.(K)). On a
un homomorphisme canonique de H?(K/k, p.) dans H?(K/k). Nous notons
HY (K/k) I'image de H?(K/k, ) par cet homomorphisme.

Soit L une extension galoisienne de & contenant K. Il est clair que I'image
par inflation de Hf(K/k) est contenue dans Hf(L/k). Soient K, et K,
deux extensions finies cyclotomiques de k. Soit K’ le corps engendré sur k
par K, et K,. L’extension K'[k est encore cyclotomique. On peut donc parler
de la limite inductive de H},(K/k) pour K parcourant ’ensemble des exten-
sions finies cyclotomiques de k contenues dans k,. C’est un sous-groupe
de Br(k) que nous notons Br, (k) et que nous appelons le groupe de Brauer
cyclotomique de k. Si k. désigne 1’extension cyclotomique maximale de k
contenue dans k,, on voit que Br, (k) = H; (k./k).

Soit K un corps et soit ¢ un élément de Br, (K). Il est clair que ’on peut
choisir une extension L. de K et une racine de 1'unité v contenue dans
L telles que les conditions suivantes soient satisfaites :

(1) on a L = K(v);
(ii) ’élément ¢ appartient & H;(L/K) et admet un représentant ¢ a
valeurs dans le groupe cyclique engendré par v.

Soit k le sous-corps premier de K, soit k' = k(v) et soit ky= k'NnK.
L’élément ¢ de Br,(K) est la restriction d’un élément de H;(k'[k,) qui
est contenu dans Br,(k,). On peut done, en un certain sens, se contenter
d’étudier Br, (K) lorsque K est une extension finie cyclotomique d’un corps
premier.

En particulier, si la caractéristique de K est différente de zéro, toute
extension finie de son corps premier est un corps fini &;. On a donc
Br,(k,) = 1, puisque Br(k,) = 1. Par conséquent, Br,(K) = 1. On a
établi le résultat suivant :
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ProrositioN 1.1. — Pour toul corps K de caractéristique non nulle,
Br,(K) =1. ‘ '

Si K est de caractéristique nulle, toute extension finie de son sous-corps
premier est un corps de nombres. Si K est un corps de nombres, la connais-
sance d’un élément de Br(K) est équivalente a la connaissance de la restric-
tion de cet élément a chacun des complétés K, de K. La restriction a K, de
Br, (K) est évidemment contenue dans Br,(K,).

51 K,~ G, on a, trivialement : Br, (C) = Br(C) = 1.
51 K,~R, Br(R) est un groupe cyclique d’ordre 2 et on vérifie immédia-
tement que Br,(R) = Br(R).

Dans les autres cas, K, est un corps local de caractéristique nulle, & corps
résiduel fini. Il est donc isomorphe a une extension finie de Q,. Le reste
du paragraphe 1 est consacré a I'étude de Br,(K) lorsque K est une exten-
sion finie de Q,.

1.2. Erupe pu erovre H}(L/K). — Dans toute la suite du paragraphe 1,
sauf mention explicite du contraire, on désigne par p un nombre premier,

par K un cc;rps de caractéristique nulle et par K une cléture algébrique de K.

Pour tout entier m strictement positif, K,, désigne le sous-corps de K
engendré sur K par les racines m*"* de I’'unité. On note K, la limite inductive
des K., pour m premier & p (la relation d’ordre sur les entiers m étant
évidemment la divisibilité), et K’ la limite inductive des K,, pour m
puissance de p.

Soit L une extension finie galoisienne de K contenue dans K. Pour tout
entier m strictement positif, on pose L™= LnK,, L'= LnK.,,
L7 = LNK.. On désigne par p.’(L) [resp. p.”(L)] le groupe des racines
de I'unité d’ordre premier & p (resp. d’ordre une puissance de p) contenues
dans L. Si G désigne le groupe de Galois de I’extension L/K, p.(L) est le
produit direct des G-modules p'(L) et 1”(L). On écrit H?(L/K, 1’) au
lieu de H?(G, " (L)) et H?(L/K, ") au lieu de H?(G, 1" (L)).

On désigne par HY (L/K) [resp. HY, (L/K)] I'image canonique de
H7(L/K, ') [resp. H?(L/K, 1”)] dans H?(L/K). On voit que les groupes
H. (L/K) et H] (L/K) sont d’ordres premiers entre eux et on en déduit
que H!(L/K) est égal a leur produit direct.

S1 K est un corps local, on désigne par L™ (resp. ™) ’extension maxi-
male non ramifiée (resp. modérément ramifiée) de K contenue dans L.
Si K est une extension finie de Q,, il est clair que L™= L’ et que, si I’ exten-
sion L/K est cyclotomique, L™= Ln(K.,),.
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TutorimE 1. — Soit K une extension finie de Q,, et soit L une extension
finte cyclotomique de K (st p = 2, on suppose de plus que K contient les racines
quatriémes de Uunité). Alors

H} (L/K) = H}, (LV/K).

Nous allons décomposer la démonstration de ce théoréme en cinq parties.

1.2.1. Le groupe H;(L/K) d’une extension cyclique.

Soit K un corps quelconque et soit L une extension galoisienne de K.
Soit G le groupe de Galois de I’extension L/K. Soit 7 un caractére de
degré 1 de G a valeurs dans Q/Z. C’est un élément de H'(G, Q/Z). Soit 2
le cobord de la suite exacte

0->2Z-—>Q—>Q/Z—o0.

L’élément ¢y est dans H?*(G, Z). Si b est un élément non nul de K,
c’est-a-dire un élément de H'(L/K), le cup-produit b.8y est un élément
de H?(L/K) qu’il est d’usage de désigner par le symbole (y, b). On sait
(ef. CL, prop. 1, p. 211) que (%, b) (%, b') = (1, bb').

Supposons I'extension L/K cyclique. Soit d son degré et soit s un géné-
rateur de G. Soit ¢, le caractére de G défini par ¢,(s) = 1/d. On sait
(cf. CL, cor. 1 et 2 & la prop. 2, p. 211) que tout élément de H*(L/K) est de
la forme ¢ = (¢, b), avec b€ K*, et qu'un élément de cette forme est égala 1
si et seulement si b est une norme dans ’extension L/K. Il est immédiat que,

st ¢ = (@, b), le cocycle ¢ défini par

1 st h+K<d
N { pour o ZkNZd—1,

b osik+k>d

est un représentant de c. Il est alors clair que ¢ est un élément de H; (L/K)
si et seulement si il existe une racine de l'unité v dans K telle que
(95, b) = (@, v). Ceci revient a dire que b est le produit d’une racine de
Punité contenue dans K par la norme de L & K d’un élément de L.

Supposons maintenant que K est une extension finie de Q,. Soit
sy= (b, L/K) I’élément de G défini par I’application de réciprocité. L’inva-
riant de ¢ = (9,, b) est (¢f. CL, prop. 3, p. 212) :

(1) - v (8) = @5 (8p).

Prorosition 1.2. — Soit K une extension finie de Q,, et soit L une extension
finie non ramifiée de K. Alors H;(L/K) =1.
Ann. Ec. Norm., (4), IV. — Fasc. 1. 17
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Démonstration. — Tout élément de H:(L/K) est de la forme (¢, v) ou
v est un élément de p(K), donc une unité de K, et on sait que dans une
extension non ramifiée toute unité est norme (cf. CL, cor. a la prop. 3, p. 9o).

C. Q. F. D.

1.2.2. Un lemme.

LemmEe 1. — Soit G un groupe et soit A un G-module fint. Soit H un sous-

groupe invariant de G. Supposons H fini et cyclique. Posons N = Zh

helnl
Alors, st NA = A", pour tout entier q strictement positif, on a
H7 (G, A) = H7 (G/H, A1),
Démonstration. — Comme H est un groupe cyclique fini, H’(H, A) ne

dépend que de la parité de ¢ et H?(H, A) = A"/NA si ¢ est pair (¢f. CL,
cor. a la prop. 6, p. 141). Comme A est fini, H’(H, A) et H?"'(H, A) ont
le méme nombre d’éléments (c¢f. CL, prop. 8, p. 142). Si NA = A", on a
donc H’(H, A) = o, pour tout entier ¢ strictement positif.
Or, on sait (¢f. CL, prop. 5, p. 126) quesi H'(H, A) = o, pour 1 =1 ==q —1,
la suite
o—H7(G/H, A"y " H7 (G, A) R H7 (H, A)

est exacte. Comme H?(H, A) = o, on en déduit que I’homomorphisme
d’inflation est un isomorphisme de H?(G/H, A") sur H’(G, A) et on peut
identifier ces deux groupes. C. Q. F.D.

1.2.3. Le groupe H*(L/K, u').

Lemme 2. — Soit K une extension finie de Q, et soit L une extension finte
non ramifiée de K. Soit H le groupe de Galois de Uextension. Alors

w (K) = (! (L)) "= Ny (' (L)

Démonstration. — L’ensemble p'(L)U{ o | (resp. 1" (K)U{ 0 }) n’est autre
que le systéme de représentants multiplicatifs du corps résiduel . de L

(resp. K de K) dans L (resp. K) et I’assertion résulte de la surjectivité bien
connue de la norme dans une extension finie d’un corps fini.

C. Q. F. D.

Prorosition 1.3. — Soit K une extension finie de Q, et soit L une exten-
ston finte cyclotomique de K. Alors

H2 (L/K, p') = H2 (LWV/K, u').
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Démonstration. — Comme l'extension L/K est cyclotomique, il existe
un entier n tel que L est contenu dans K ({1). Sin = n,p’, avec (n., p) =1,

le corps L est contenu dans L”( C/I) et 'extension L/L” est non ramifiée,
donc cyclique. Soit H le groupe de Galois de ’extension L/L”. D’apres le

lemme 2, N, (¢ (L)) = (#'(L))". Done, d’aprés le lemme 1,
1 (L/K, py = 12 (LK, o).

L’extension L”/L” est une p-extension totalement ramifiée et
p (L") = p/(L).
— Si p 5 2, Pextension L”/L® est cyclique. Soit p son degré. On a

Nomn(p! (L)) = (! (L) 7" = ! (L),

Done, d’aprés le lemme 1, H*(L"/K, 1) = H?(L?/K, p.").

— Si p = 2, Pextension L”/L® peut se décomposer en une suite de
deux extensions cycliques. Pour chacune d’elles, on peut faire le méme
raisonnement.

C. Q. F.D.

1.2.4. Le groupe H*(L/K, u”).

Lemume 3. — Soit L une extension finte galoisienne de K. Supposons que
L =L’ et que K = L. Si p = 2, supposons de plus que y—1 € K. Soit H
le groupe de Galots de Uextension. Alors

P (K) = (p" (1))"'= Nyg (" (L))

Démonstration. — Si K ne contient pas les racines p*"* de 1'unité, on a
" (K) = {1, et 'assertion est triviale.

51 K contient les racines p*™* de 'unité, désignons par a le plus grand
entier tel que L””=K et par b le plus petit entier tel que L”"= L.
On a a>-1, et, par hypothése, si p =2, a>2. Le groupe " (K) [resp. " (L)]
est le groupe des racines (p*)*"* de l'unité [resp. (p°)*™* de I'unité]
et 'extension L/K est cyclique de degré p” . Si v désigne une racine primi-
tive (p’)® de 1’unité, on vérifie immédiatement que P'application v > v,
avec ¢ =1 -+ p% définit un générateur du groupe de Galois de l'ex-
tension L/K.

On a donc Ny, (v) = v%, avec

d=1-4cCH... 4+’ "= (c""—1)/(c—1) = (1 + pH"" " —1)/p"

b—a

’ Pb—a .
:Z( j >.p(/“‘)”5pb_“ (modp”“""-').
Jj=1
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Comme p’ = p% on voit que Ny x(v) est une racine primitive (p®)*°

de P'unité et engendre le groupe p”(K). C. Q. F. D.
Prorosition 1.4. — Soit L une extension finie cyclotomique de K. Alors :
(i) sips£ 2,ousip=2ety—1€K,ona

HE(L/K, p') = H2 (LK, p);

(i) sip=2etsiy—1€L,ona
H? (L/K, p) = H2 (L (V=1) /K, p").

Démonstration. — Posons M=LNK’'({/1). Dans le cas (i), il est clair
que P'extension L/M est cyclique et vérifie les hypothéses du lemme 3. S1 H
désigne le groupe de Galois de I’extension L/M, on a donc

(" (1)) = Nym (p" (L)) -

Par conséquent, d’aprés le lemme 1, on a H*(L/K, p”) = H*(M/K, p.”).
Si M = L/, le résultat est établi. Sinon, on a 1" (L) = { 1 }. L’extension
M/L’ est cyclique et, si J désigne son groupe de Galois, on a

{1f=(p" (M))?= Ny, (0" (M)).

D’aprés le lemme 1, on a donc H*(M/K, ") = H*(L'/K, p”).
Dans le cas (ii), il suffit de remplacer, dans la démonstration qui précéde,

M par M(y—1) et L’ par L' (y—1). C. Q. F.D.

1.2.5. Fin de la démonstration du théoréme 1. — Supposons de nouveau
que K est une extension finie de Q,. La proposition 1.4 montre que,
dans le cas (i), H;, (L/K) = H},(L"/K). Comme, d’aprés la proposition 1.2,
H;(L™/K) =1, on a, en particulier, H} (L"/K) =1. On a donc établi le
résultat suivant : .

Prorosition 1.5. — Sott K une extension finie de Q, et sott L une exten-
ston finie cyclotomique de K (si p =2, on suppose que y—1€XK). Alors,
H; (L/K) =1.

On a donc H;(L/K) = H;,(L/K) et le théoréme 1 résulte de la propo-
sition 1.3. '

1.3. LE ¢rourE DE BRAUER cycrLoTomMIQuE. — Dans tout le n® 1.3,
on désigne par K une extension finie de Q, et par K son corps résiduel.
Le groupe p.(K) s’identifie canoniquement a 1’ (K).
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1.3.1. Le symbole local (a, b),. — Soit d un entier positif fixé qui divise
Pordre de 11.(K). Si a et b sont des éléments de K*, on peut définir le symbole
local (a, b), de la maniére suivante (¢f. CL, prop. 6, p. 215) :

— on pose s,= (b, K(a")[K);

— sl a = a', on pose (a, b),= s;(a)/a.

On voit que (a, b), est une racine d*™* de I'unité qui ne dépend pas du
choix de «. On sait d’autre part que (c¢f. CL, prop. 7, p. 215) :

(1) (ad, b)y=(a, b),.(d, b),;
(1) (a, bb),=(a, b),.(a, b'),;
(2) (iii) pour que (a, b),—=1, il faut et il suffit que b soit une norme dans l'exten-
sion K (a'?) /K ;
(iv) (a,b)p.(b, a)y=1.

1.3.2. Le calcul de (b, L/K) dans un cas particulier. — Soit L une exten-
sion finie galoisienne modérément ramifiée de K. Soit © une uniformisante
de L. Soit G, le groupe d’inertie de I’extension, soit ¢ son indice de rami-
fication et soit |, le groupe des racines & de 'unité. Le groupe (.
peut étre identifié a4 un sous-groupe de 1(K) donc de 11(K). Pour tout s
dans G,, désignons par 0,(s) 'image de s(z)/n dans K. Alors, 0,(s) est
un élément de p. indépendant du choix de = et 0, est un isomorphisme

de G, sur le sous-groupe p.. de 1. (K) (¢f. CL, cor. 1 a la prop. 7, p. 75).

Prorosition 1.6. — Soit K une extension finte de Q, et soit q le nombre
d’éléments de son corps résiduel. Soit L une extension cyclique de K dont le
degré d divise ¢ — 1. Soitel'indice de ramification de Uextension. Alors l'vmage
par Uapplication de réciprocité du groupe ' (K) est le groupe d’inertie G,
de Uextension. Pour tout b dans ' (K), (b, L|K) = s, est défini par

00 (s5) = b=tre =11,

Démonstration. — Soit ¢ (resp. ¢') la valuation normalisée de K (resp. L).
Le corps K contient les racines d*™* de I'unité. Il existe donc un élément
a de L tel que L = K(«) et 2= a€K. L’ensemble A des éléments o’ de K
tels que L= K(a") est alors I'ensemble des a’ de la forme a'= c%d,
avec c€ K* et (k, d) =1. On peut donc choisir @ pour que ¢(a)>> o0 et pour
que, de plus, pour tout &’ dans A avec ¢(a’)>>o0, on ait ¢(a’)>>v(a).
Supposons ce choix fait, et posons ¢(a) = d,. On voit que d, divise d. Il
est immédiat que I’extension K(a"*)/K est non ramifiée et que I’extension
K(a")[K(a"") est totalement et modérément ramifiée. On a donc

o=dJe. Comme ¢'(a) = e.(1/d).v(a) = ed,/d =1, on voit que « est une
uniformisante de L.
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Soit b une racine de I'unité contenue dans K. L’élément b est une unité
et est donc une norme dans I'extension L™”/K. Par conséquent,
(b, L"[K) =1, et il est clair que ceci entraine que s,= (b, L/K) appartient
a Go. Comme « est une uniformisante de L, on a alors 9,(s;) = (a, b),.

D’aprés (2) (iv), (a, b)o=1/(b, a),. Soit L,= K(b"?). Si b appartient a
' (K), b est une racine (¢ —1)*° de 'unité. L’extension L,/K est donc
non ramifiée. Soit I le générateur de Frobenius du groupe de Galois de
Pextension L,/K. On a (¢f. CL, prop. 13, p. 205) (a, L)/K) = F*“. On a donc
(a, LiJK) = s,= F“.

Soit  un élément de L’ tel que 3'= b. On a F(j) = (3; donc
. (b, a),= sn(@)/@: @/]tllu-—lz piatre—tyd,

Finalement, on a
B, (sp) = b—7¥e—1rd,

Pour achever la démonstration de la proposition, il suffit de montrer que

. . . e A o« gdie
sl b est une racine primitive (¢ -—1)“" de 'unité, alors b~ "~ est une
racine primitive ¢ de’unité; ou encore que (¢ —1, (¢**—1)/d)= (¢ —1)/e. Or

dfe

O/ dfe ;
7t =g ==X (1) (-
=1
Par conséquent,
(qc—n)/d=(dfe).(q—n)/d+1{g—1)=(g—1)]e+h(g 1),
avec A€Z. On a donc

(q—1, (gc—1)/d)=(q-—1, ((]—1)/0'—{~ AMg—1))=(g—1)/e.

C. Q. F. D.
1.3.3. Le groupe H;(L/K).
Tutoritme 2. — Soit K une extension finie de Q, el soit L une exiension
finte cyclotomique de K (st p = 2, on suppese de plus que K contient les

racines quairiémes de Uunité). Soit e =e,p", avec (e,, p) =1, Uindice de
ramification de Uextension. Alors H;(L[K) est le sous-groupe de Br(K)
d’ordre e,.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 1, on a Hy(L/K) = H; (L"/K).
L’extension L'”//K est cyclique et son degré divise p — 1. Elle satisfait donc
les hypothéses de la proposition 1.6, avec ¢, comme indice de ramification.
Soit s un générateur du groupe de Galois de I’extension L”//K. Avec les
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notations du n® 1.2.1, on voit que tout élément de H; (L*[K) est de la
forme ¢ =(¢,, b), avec b racine (¢ — 1) de 'unité. D’aprés la formule (1)
dun®1.2.1, Pinvariant de ¢ est alors o,(s;).

Il est clair que s”* est un générateur du groupe de Galois de L®/(L®)™
et que, par conséquent, 6,(s*)=7v est une racine primitive (e,)*"* de
Punité. Si b=~ =vk on a 0,(s;) =0,(s™*). L’invariant de ¢ est

donc (dk[e,).(1/d), ou encore
(3) inv(g) = k/e,.

Il résulte alors de la proposition 1.6 que, lorsque b décrit le groupe des

racines (¢ —1)** de l'unité, k/e, décrit le sous-groupe ;]Z/Z de Q/Z.
0
C. Q. F.D.

Cororraire 1. — Sout K une extension finie de Q, (st p = 2, on suppose que
K contient les racines quatriémes de Uunité). Soit E Uindice de ramification
absolu de K. Soit e=(p—1)/(p —1, E). Alors Br,(K) est le sous-groupe
de Br(K) d’ordre e.

En particulier, pour que Br,(K) =1, il faut et il suffit que p —1 divise E.

En effet, il résulte du théoréeme 1 que Br,(K) = HpL(K(/\’/i)/K) L’exten-
sion K(1)/K est modérément ramifiée. Si e est son indice de ramification,
il résulte donc du théoréme 2 que Br,(K) est le sous-groupe de Br(K)
d’ordre e.

Soit K une cloture algébrique de K et soit K, Pextension maximale non
ramifiée de K contenue dans K. 11 est clair que e est égal au degré de Pexten-
sion Kn,-«/;)/ K,,. L’assertion résulte alors du fait qu'un corps local a
corps résiduel algébriquement clos contient les racines p* de l'unité
si et seulement si son indice de ramification absolu est divisible par p — 1

(cf. [10], cor. 2 a la prop. 6, p. 114).

Remarques :

(a) On voit en particulier que, si K est une extension finiec de Q, qui
contient les racines p*"* de l'unité (pour p =2, les racines quatriémes
de 'unité), alors Br,(K) =1. Ce résultat avait déja été obtenu par Witt
([13], Satz 12).

(b) 1l est clair que le corollaire peut encore s’écrire sous la forme suivante :

CoroLLAIRE 2. — Sout K une extension finie de Q, (st p = 2, on suppose que
K contient les racines quatriémes de U'unité). Soit K, Uextension maximale non
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ramifiée de Q, contenue dans K. Alors Br,(K,) est le sous-groupe de Br(K,)
d’ordre p — 1 et Br, (K) est la restriction ¢ K de Br, (K,).

1.3.4. Calcul explicite de U'inyariant, pour p % 2. — Soit ¢ un élément de
Br, (K) défini par un cocycle ¢ a valeurs dans le groupe des racines de I’'unité
d’une extension finie cyclotomique de K. Nous nous proposons de donner
une formule explicite de 'invariant de .

Soit ¢ = p® le nombre d’éléments du corps résiduel de K (on suppose
p%2). Soit L une extension finie cyclotomique de K. Soit d (resp. e) le
degré (resp Pindice de ramification) de ’extension L?/K. Soit d,= dfe.
Posons h=(¢"—1)/ds(¢ —1). On a

/z-1+z<d"> (g —1)/7"/dv=1+((g —1)/d). Z( > (g—1)/~

j=2

et h est un entier car d, divise ¢ — 1.

Le groupe d’inertie G, de I'extension L/K est le produit direct d’un
p-groupe G, par un groupe cyclique G, d’ordre e. Soit (. le groupe des
racines ¢°" de’unité contenues dans K. Le groupe G, opére trivialement
sur [, et H'(G,,, ) s’identifie au groupe des caractéres de degré 1 de
G- & valeurs dans p.. .

Soit G, le groupe d’inertie de I’extension L®/K et soit 0, le caractére
de G, défini au n°® 1.3.2. 11 est clair que le groupe G, est canoniquement
isomorphe & G, et 0, peut étre considéré comme un générateur de
H (G, )

Soit © un élément du groupe de Galois G de L/K dont I'image canonique
dans G/G, est le générateur de Frobenius I du groupe de Galois de L™/K.
Soit ¢ un représentant, a valeurs dans (L), d’un élément ¢ de H; (L/K).
Il s’écrit, d’'une maniére et d’une seule, sous la forme e =z2"¢”, ou ¢ (resp )

est un 2-cocycle de G a valeurs dans p." (L) [resp. 1" (L)].

Pour tout ¢ dans G, posons

( X e — ]‘- ,/L qdl‘ 1 d
(4) (t) €,0 o, E/,u .

uEG

\

Prorosition 1.7. — Soit ¢ un représentant, a valeurs dans p.(L), d'un
élément & de H; (L[K). Alors 7 est un caractére de G, & valeurs dans .. St
he= 0%, Dingariant de = est kfe.

Démonstration. — D’aprés la proposition 1.5, ¢ est cohomologue a ¢’ et on
peut supposer que ¢ = ¢’
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D’apreés la proposition 1.3, ¢ est alors cohomologue dans p'(L) & un
élément de H*(L»/K, u'). Soit s un générateur du groupe de Galois G
de I'extension L'”/K. On a vuaun©1.2.1 que tout 2-cocycle de G a valeurs
dans 1" (L) est cohomologue, dans " (L); & un 2-cocycle ¢’ de la forme

S 1 ost A+ A<d

ek kv = hour oAk N =Zd—1
N RS S S A =M A= ’

b étant un élément de 1’ (K). Il existe donc une application m de G dans
w’'(L) et un 2-cocycle ' tels que :

— d’une part, pour g, © dans G, on ait &, .= (5(m.) ms/m,-).; -;

— d’autre part, si ¢ désigne I'image canonique de o dans G, pour o, =
dans G, on ait ¢; .=z . '

Il est clair que 'on peut choisir un générateur ¢, de G,, pour que
to = s"°.

Supposons d’abord que ¢=z:'. Pour tout entier j compris entre o et

F —_— s 4 N 3
e—1,0nac% =28 ,; d’autre part, on voit que

1 sii+j<e

NS &ddire g,z,yc_a bosiid e pour o1, j—ec—1.
e—1
[ r i —(gdie :
On a donc 11 € u== l I es,;= b'. Par conséquent 2. (t,) = (b""""") On
u € Gpypr j =0

voit que % est bien un caractére de G, a valeurs dans 1. Si 0,(s7¢) = v et si
b= ="' =t alors, d’aprés la formule (3), linvariant de ¢ est kfe.
11 est clair que cette condition revient bien a affirmer que /.= 0,
Revenons au cas général. Pour tout couple s, t d’éléments de G, posons
Yo = &,f¢,,. Pour toutt dans G, on a y,,=t(m;) m,/mg= m,m/m,
puisque m, est un élément de (L), groupe sur lequel G, opére triviale-
ment. De méme, Y,,=o(m,)mg/mg= m!m,/my;, puisque le groupe G
est abélien et puisque I’action de ¢ sur tout élément de (L) est la méme
que celle de ’'automorphisme F de Frobenius. On a donc v,305 = m; ™"

Pour tout couple ¢, u d’éléments de G,., on a
plet, )
. Yeu= (M) my/my, = (m,/my).my,

puisque m, est un élément de 1. (L) sur lequel G, opére trivialement. On

a donc
|1 Yiu= [[ ((m,/my).m) = m].

UE Gy u € Gy,
Ann. Ec. Norm., (4), IV. — Fasc. 1. 18
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Par conséquent, A, (t) = m/ 7~ "7°W"" = — 1 puisque
h(g—r1)=e(qg¥°—1)/d-

Done, A.(t) = A, (t) . hu(t) = 1. (t) et A, = A... En particulier, si A.= 0}, I'inva-
riant de ¢ est bien Fk/e. C. Q. F. D.

CororraIre. — Le caractére ), ne dépend pas du choix du représentant <,

a valeurs dans L, de c.

En effet, pour tout entier k il existe un caractére 2 de G, a valeurs
dans . et un seul tel que . = 0;.

Remarque. — On comparera la formule (4) et la proposition 1.7 avec le
calcul de l'invariant fait par Witt dans le cas ot K= Q, ([13], Satz 10).

1.4. Le cas p = 2 avic y — 1§ K.

1.4.1. Le groupe H?*(L/K, ). — Soit K une extension finie de Q.
ne contenant pas les racines quatrieémes de I'unité.

Soit L une extension de K de degré 2. Soit H = {1, &} le groupe de Galois
de P'extension. Soit ¢" ’application de Hx H dans i (L) définie par
(5) R N N I Ve
11 est immédiat que ¢" est un 2-cocycle de H. On note ¢" son image dans
H*(L/K, p”).

Soit K’ l'unique extension non ramifiée de K de degré 2 et soit
K = K'(y=1). Soit s (resp. t) I'élément différent de I'unité du groupe de
Galois de K/K’ [resp. K/K (V=1)]. Posons r = st. On voit que le groupe de
Galois J de I’extension K/K est abélien de type (2, 2) et que ses trois éléments
d’ordre 2 sont r, s et . Soit v un générateur de {J»”(K(\/?)). Considérons
'application 7 de Jx J dans p.”(K) définie par

v s == o, ‘ ,
(6) it = pour i, 7, ', j/ dans {0, 1}.

1 sinon
On vérifie, par un calcul sans difficulté, que 7 est un 2-cocycle de J. Consi-
dérons I’application a de J dans {L"(K) définie par

1 sii—o

Ui i == |y pour j=—o, 1.

sl =1

On vérifie immédiatement que son cobord est v*. On en déduit que 'image 7|
de v dans H*(L/K, 1+”) ne dépend pas du choix de la racine primitive v.
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TutorimEe 1'. — Soit K une extension finie de Q, ne contenant pas les racines
quatriémes de Uunité. Soit L. une extension finie cyclotomique de K contenant
les racines quatriémes de Uunité. Soit m le degré de Uextension maximale non
ramifiée de K contenue dans L. Alors :

(i) si m est impair, H*(L/K, ») = H*(K(J=1)/K, ) ;
(ii) si m est pair, H*(L/K, y) = H2(K/K, pn").

Nous allons, en fait, établir la proposition suivante, plus précise :

Prorosition 1.8. — Avec les notations et les hypothéses du théoréme 1’ :

(i) si m est impair, H*(L/K, ) est un groupe cyclique d’ordre 2. L’élément
non trivial de ce groupe est ex(V=1);

(i) st m est pair, H*(L/K, 1) est un groupe abélien de type (2, 2, 2).
Les éléments ex(V=1), e% v engendrent le groupe.

Démonstration. — Comme L*' = K, 1l résulte de la proposition 1.3 que
H*(L/K, ') =1. Ona donc H*(L/K, ) = H*(L/K, 1.”) et il suffit de démon-
trer la proposition 1.8 en remplagant i par i.”. D’apreés la proposition 1.4,
on a H(L/K, ") =H(L"(y=71)/K,1.”) et on peut supposer que
L=Lm~(/=1).

Soit M la 2-extension maximale de K contenue dans L. L’extension L/M
est cyclique d’ordre m, impair. Soit H son groupe de Galois. On a

WMy =p' (L) et N (p/(L)) = (g (L))m=p" (L) = p'(M).

D’aprés le lemme 1, on a donc

2 (L/K, p’) = 112 (M/K, p").

Si m est impair, on a alors H*(L/K, p) = H2<K(\/——1)/K, u”) et on
vérifie immédiatement que ce groupe est engendré par ex(V=1) et que cet
élément est d’ordre 2.

Si m est pair, on voit que ’on peut se ramener au cas ou m = 2", avec
a>>1. Soit s (resp. ) un générateur du groupe de Galois de ’extension

L/L" [resp. L/K(y—1)]. Posons r = st. Le groupe de Galois J de I’extension
L/K est le produit direct du groupe cyclique engendré par r, qui est
d’ordre 2", par le groupe cyclique engendré par s, qui est d’ordre 2.

Comme Pextension L/K(y/—1) est non ramifiée, ona 1" (L) = p." (K(y—=1))
et, par conséquent, ¢ opére trivialement sur 1”(L). Soit 2%, avec b2,
Pordre de . (L), et soit v un générateur de " (L). On voit que ’action de J
sur " (L) est définie par r(v) = v' et s(v) =v"'. Le groupe H?(L/K, p.”)
s’identifie alors au groupe des extensions de J par le J-module p”(L).
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Soit I' une extension de J par 1+”(L) et soit ¢ (resp. o) un élément de I’
dont 'image canonique dans J est r (resp. s). On a

pvpt=y! et cvo =y,

Il est clair que I' est entiérement déterminé par la donnée de ¢*, o* et
b
gpo 'e™!. Comme o= p(p")p '=0"", I'élément ¢* doit appartenir a
{1, — 1}. De la méme maniére, o> doit appartenir a {1, —1}.
Soit p/ = v°p et 3’ = v?g d’autres représentants de r et s dans I'. On voit
que 9= v°pv°p = 0* donc que p’*"= ¢*". De méme, ¢'>=¢>. Enfin, on a

a'p'd 1 p = vlgvpstv oty = vly—Capalp—lvly—¢ = y2 (@l gpg—t p—,
On peut donc choisir ¢ et p pour que opo'¢™" soit égal & v ou & 1. En
revanche, les éléments p* et o* sont indépendants du choix de p et o. Il est
immédiat que :

(i) si p*=1, 0*=—1, cgpo 'p~'=1, alors la classe définie par I' est
=),
(i) si p*=—1,0%=—1, 0pa ' o' =1, alors la classe définie par I' est &"';

(i) si p*=1, 0*=1,0p0 o7 =, alors la classe définie par I' est 7;
et que, pour toute extension I' de J par ¢”(L), la classe définie par I' est
le produit de certaines de ces trois classes. C.Q.F.D.

1.4.2. Le groupe H;(L/K).

TutoriME 2. — Avec les notations et les hypothéses du théoréme 1’, on a :
(a) st m est impair :
(a.1) st le degré de Uextension K[Q, est pair, H,(L/K)=1;
(a.i1) st le degré de Uextension K/Q. est impair, H;(L/K) est le sous-
groupe de Br(K) d’ordre 2;
(b) st m est pair, soit K, Uextension cyclotomique maximale de Q. contenue
dans K;
(b.1) st le degré de Uextension K[K, est pair, H, (L/K) =1;
(b.11) st le degré de Uextension K|[K. est impair, H;(L/K) est le
sous-groupe de Br(K) d’ordre 2.

Démonstration. — Comme —1 n’est pas norme dans I’extension
Q.(V—1)/Q., il est clair que l'invariant de I'image de £*:"=" dans
H?(Q.(yY—1)/Q.) est 1/2. Comme I'image de V=" dans H(K(\/—_I>/K>
n’est autre que la restriction de I'image de e"~" dans H2(Q.(V—1)/Q.),
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son invariant est m/2 et I’assertion (a) résulte du (i) de la proposition 1.8.
Comme I’extension K'/K est non ramifiée, il résulte de la proposition 1.2
que I'image de e dans H?(K'/K) est égale a 1.

Levmme 4. — L'ingariant de Pimage de 7 dans H?(K/K) est o ou 1/2
sutvant que le degré de Uextension K/K. est pair ou tmpair.

Démonstration du lemme. — Soit 7. ’élément de HQ(IA{C/KC, i) obtenu en
remplacant, dans la définition de v, le corps K par le corps K.. Il est clair
que 'image de 7 dans H?(K/K) n’est autre que la restriction de I'image
de . dans H2<IA(C/KC). L’invariant de 'image de v est donc le produit
de I'invariant de I'image de 7. par le degré de ’extension K/K.. Il suffit
donc de montrer que, lorsque K est une extension finie cyclotomique
de Q., 'invariant de 'image de 7 est 1/2.

Le groupe de Galois de lextension K/K est J={1,r,s,t}. Posons
a=1,a,=1,a,=1-+v"', a,=1+4v. Considérons le 2-cocycle v’ de J

a valeurs dans K défini par

Ng, = (0(a:)As/sz) Ne,= Ppour o, 7 dans J.

Les 2-cocycles 7’ et 7 sont cohomologues dans K. Un calcul, sans difficultés,
montre que, pour i, ], i, appartenant & {o, 1},
1 si J= ousi j'=o;

’
Nyi si, piv si — (

v(r—+v1)? si” j= ) =1.

Posons b =v(1 4 v*)%. Soit K le corps fixe du groupe cyclique engendré

par r, et soit u 1’élément non nul du groupe de Galois de I’extension R/K
Le 2-cocycle 1" est I'image par inflation du 2-cocycle 7] de {1, u} :

~ o~ o~ - ~ —b
711,1——7)1,1¢—n11,1—-l, Nu,u— 0.

11 est alors clair que I'invariant de I'image de 7] est o ou 1/2 suivant que b

est ou n’est pas norme dans I’extension K/K.
Comme b= (1+4v)(14v"), on voit que b est norme dans l’exten-

sion K(y—1)/K. On en déduit que, pour achever la démonstration du
lemme, il suffit de montrer que b n’est pas norme dans I’extension K'/K.
Comme D’extension K’/K est non ramifiée, cela revient & montrer que la
valuation normalisée de b dans K est un entier impair (¢f. CL, prop. 13,
p. 105).

Or on a b =v~" (14 v)*. Désignons par ¢ (resp. ¢,) la valuation norma-
lisée de K [resp. K(y—1)]. On a évidemment ¢(b)=y9,(b)/2 et
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o (b)=0,(v")+20(14+Vv)=2¢, (14 V). Donc ¢(b)=r9¢,(14v). Comme
’extension K/Q, est cyclotomique, Pextension K(y—1)/Q.(v) est non
ramifiée et, si on désigne par ¢, la valuation normalisée de Q.(v), on a
¢, (14+v) =9, (14 V). Posons n=v —1. On sait (¢f. CL, prop. 17, p. 85)

que 7 est une uniformisante de Q.(v). On a donc
4+ v)=¢, (1414 7) =0, (7T +2)=1.
On a bien ¢(b) =1. C.Q.F.D.

Fin de la démonstration du théoréme 2'. — 11 suffit d’appliquer la partie (ii)
de la proposition 1.8.

Si le degré de ’extension K/K. est pair, on vérifie immédiatement que
les images de eV, &, 7 dans H?(K/K) sont toutes égales a 1.

Si le degré de I’extension K/K. est impair, on voit que l'image de &"
dans H2(K/K) est égale a 1, que celle de eV~ est égale a 1 ou d’ordre 2
suivant les cas et que celle de v est d’ordre 2. C. Q. F. D.

Cororrarre 1'. — Soit K une extension finie de Q. et soit K. Uextension
cyclotomique mazximale de Q. contenue dans K. Alors :

i) si y—1€K, on a Br,(K)=r1;

(i) si y—1&K, et si le degré de K|/K, est pair, on a Br,(K) =r1;

(iil) st V—1 €K, et si le degré de K|K, est impair, Br,(K) est le sous-
groupe de Br(K) d’ordre 2.
- Cest clair.

Remarque. — 11 est immédiat que le corollaire 1’ peut encore s’écrire
de la maniére suivante :

CororraIre 2. — Soit K une extension finie de Q. et soit K. extension
maximale cyclotomique de Q. contenue dans K. Alors Br,(K.) est le sous-
groupe de Br(K.) d’ordre 1 ou 2 suivant que K contient ou non les racines
quatriémes de Uunité et Br,(K) est la restriction & K de Br, (K.).

1.4.3. Calcul explicite de l'invariant. — Soit K une extension finie
de Q.. Soit L une extension finie cyclotomique de K et soit G le groupe
de Galois de I’extension. Soit ¢ un 2-cocycle de G a valeurs dans p(L).
Nous nous proposons de donner une formule explicite de I'invariant, inv (),
de I'image de ¢ dans Br(K). Il résulte du corollaire précédent que 1’on peut

se contenter de le faire lorsque \/— 1 ¢ K. Par inflation, on peut toujours
supposer que y — 1 appartient a L.
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Soit 2 (resp. 2%) 'ordre de p” (K(y—1)) [resp. +”(L)]. Soit v une racine
primitive (2°)*m¢ de 'unité. Il est clair que le groupe d’inertie de ’exten-
sion L/K est le produit direct de deux sous-groupes cycliques :

— un groupe cyclique d’ordre 2 engendré par 1’élément s défini par
S(V) =y 5

— un groupe cyclique d’ordre 2"“ engendré par I’élément u défini
par u(v)=v'**,

L’extension L/K(v) est cyclique et non ramifiée. Soit ¢ un générateur
de son groupe de Galois. Tout 2-cocycle ¢ de G & valeurs dans p.(L) se
décompose de maniére unique sous la forme ¢ =z¢'c” ou ¢’ (resp. ¢”) est

un 2-cocycle de G a valeurs dans p’(L) [resp. " (L)]. Posons

" "
7L1 (8) - 31,5‘3.«-,‘&7
T n—q M r—1 \2a—1
;‘*1(8) — Eu,lsl, u (°.s',l€l, s )w )

ha(e) =2 (&) ho().

Pour ¢ =1, 2, 3, posons
si A(e) =1,

o
(8) 01(5):{ .

/2 sinon.

Désignons encore par K. l’extension cyclotomique maximale de Q.
contenue dans K.

ProrositioNn 1.9. — Avec les hypothéses et les notations qui précédent,
les A;(c) sont a valeurs dans " (K) ={1, —1}. De plus,

(1) su les extensions K[Q, et L™|K sont toutes deux de degré impair,
inv(e) =0, (e);

(11) st les extensions K/Q, et L [K sont de degré pair et si Uextension K[/K,
est de degré impair, inv(e) = 0,(¢);

(iii) si Pextension K|Q, est de degré impair et si Uextension L"[K est
de degré pair, inv(c) = 0,(2);

(1v) dans tous les autres cas, inv(e) = o.

Démonstration. — 11 résulte de la proposition 1.3 que H*(L/K, p") =1.
On a donc inv(c) =inv(c”) et on peut supposer que ¢ =-¢c”.

Lemme 5. — Su € et ¢ sont des 2-cocycles de G & valeurs dans p” (L),

cohomologues dans 1.”(L), alors, pour i =1, 2, 3, on a A;i(E) = A;(e).
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Démonstration du lemme. — Soit @ une application de G dans 1" (L).
Supposons que, pour tout couple o, = d’éléments de G, %, .=0c(a:)a,a,: %, -.
Alors :

(a) On a
M) =asa,a;t .s(ag)aga; A (2) =4, (¢),
car .
s(ag) = ;.
(b) On a
‘Eu, 1'521”: w(ay) a oy (E(ay)aag ). Cu, /52111: @' Eu, 18, il
car

w(a) =a,**, oy == Uy, et t(a,) = a,.

D’autre part,
T =s(a)asaz) (Clag) adr )" e e == a e g
car

s(a)) =a;*, t(ay) =y et (1) == (1.

Finalement,
Do (%) = a2 a2y () = Dy (2).

(¢) Enfin, Dassertion pour =23 résulte trivialement de 1’assertion
pour ¢ =1 et 2. C.Q.F.D.

Fin de la démonstration de la proposition 1.9. — Compte tenu du lemme
précédent, il suffit de vérifier la proposition 1.9 pour un représentant de
chaque élément d’un systéme de générateurs du groupe H?(L/K, u”).
On peut prendre les générateurs indiqués dans la proposition 1.8 et appli-
quer le lemme 4 et le théoréeme 2'. Le calcul ne présente aucune difficulté.

C.Q.F.D.

2. Algébres de groupes (rappel de résultats).

Dans tout ce paragraphe, on désigne par E un corps et par E une cléture
algébrique de E.

2.1. LE crouPE DE BRAUER crLassiQue. — Soit D un anneau. Nous
notons M, (D) I’algébre des matrices (n, n) a coefficients dans D.

Soit A une E-algébre de dimension finie. L’algébre A est appelée une
algébre simple centrale sur E si elle n’a pas d’idéal bilatére non trivial et
si son centre est E. On sait (théoréme de Wedderburn, ¢f. par exemple CL,
prop. 7, p. 165) qu’il existe alors un corps gauche D de centre E et un entier
strictement positif n tels que A est E-isomorphe a M, (D).
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Deux algebres simples A et A’ centrales sur E sont dites équivalentes
s’1l existe un corps gauche D de centre F et deux entiers strictement
positifs n et n’ tels que A (resp. A’) soit E-isomorphe & M, (D) [resp. M, (D)].
Soit A(E) I'ensemble des classes d’algébres simples centrales sur E pour
cette relation d’équivalence. Le produit tensoriel au-dessus de E définit,
par passage au quotient, une structure de groupe abélien sur A(E). C’est
ce groupe que I'on appelle classiquement le groupe de Brauer de E.

Soit ¢ un élément de Br(E). Soit F une extension finie galoisienne
de E qui décompose c. Alors, ¢ s’identifie & un élément de H*(F/E). Soit J
le groupe de Galois de I’extension et soit d son ordre. Soit ¢ un représentant
de = dans les 2-cocycles de J. Considérons I’espace vectoriel de dimen-
sion d sur F,

A=W Fug.

ced
On le munit d’une structure d’algébre en posant
g p

Usa=a(a)us pour g€l et ac€F,;

UgUr== &g, Uqs pour o, T€/.

On vérifie (cf. [8], exp. 7, th. 13) qu’on obtient ainsi une algébre simple
centrale sur E et que sa classe ne dépend pas du choix du représentant <
de €. On a donc ainsi défini une application de Br(E) dans A(E) et on
montre (tbid., th. 14) que cette application est, en fait, un isomorphisme.
Dans toute la suite de cet article, nous identifierons Br(E) et A(E). Pour
toute algebre simple centrale A sur E, nous noterons ¢;(A) sa classe.

Remarque. — Dans « CL » (chap. X, § 5), Serre donne une autre fagon
d’identifier Br(E) et A(E). On obtient ainsi I'identification opposée a celle
que nous utilisons (¢f. CL, exerc. 2, p. 167).

Dans chaque classe z, 1l y a, & un E-isomorphisme prés, un et un seul
corps gauche D:. Sa dimension sur E est le carré d’un nombre entier
strictement positif que l'on appelle 'indice de Schur de ¢ et que 'on
note mg(e). Si A est une algébre simple centrale sur E, on appelle indice
de Schur de A, et onnote my(A), I'indice de Schur desa classe. Toute algébre
simple centrale A sur E est définie, & un E-isomorphisme prés, par la
donnée de sa classe ¢ et de I'entier n strictement positif tels que A soit
isomorphe a M, (D:). L’algébre A est alors de dimension (nX my(A))* sur E.

L’ordre de ¢ divise my(2) et, dans le cas ou E est un corps de nombres
ou une complétion d’un corps de nombres, I'ordre de ¢ est égal a my(c).

Si A est une algébre simple centrale sur E et si F est une extension de E,
I’algébre A @i F est une algébre simple centrale sur F' que ’on note encore A.

Ann. Ec. Norm., (4), IV. — Fasc. 1. 19
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Sa classe, ¢ (A) est la restriction & Br(F) de €;(A). On en déduit que my(A)
divise my(A). Si ¢ est décomposé sur F, on dit que A est décomposée sur F.
On peut montrer que mg(A) est le pged des degrés des extensions finies
de E sur lesquelles A est décomposée.

Si E est un corps de nombres, Br(E) s’envoie dans la somme directe
des Br(E,;), pour tous les complétés E, de E. On a la suite exacte
(ef. CL, p. 171)

1—>Br(E) -@ Br(E)) 5 Q/Z->o0

[on a noté Br(E) multiplicativement, et Q/Z additivement], application o
faisant correspondre a chaque élément de O Br(E,) la somme des invariants.
Ceci montre que toute algébre simple centrale A sur E est complétement
déterminée par ses restrictions dans les complétés de E. En particulier,
mi(A) est le ppem des my (A).

2.2. ALGEBRES SEMI-SIMPLES. — Soit A une E-algébre semi-simple de
dimension finie sur E. L’algébre A est une somme directe d’algébres
simples

Pour chaque i, le centre de A; est E-isomorphe a une extension finie E;
de E et A; est une algébre simple centrale sur E;. On peut définir ¢, (A,)
et my, (A;). L’entier my,(A;) s’appelle aussi I'indice de Schur de A; sur E
et se note my(A;).

Une algébre semi-simple est dite décomposée sur E si ¢’est un produit
fini d’algébres de matrices sur des corps commutatifs. Pour I’algébre A,
on voit que cela revient a dire que, pour tout entier i, A; est décom-
posée sur E,. L’algébre A est donc décomposée si et seulement si tous les
indices de Schur my(A;) sont égaux a 1.

2.3. L’ALGEBRE D’UN GROUPE FINI. — Supposons maintenant le corps E
de caractéristique o.

Soit G un groupe fini et soit ¥ une fonction centrale sur G a valeurs
dans E. On dit que y est un caractére de G (on dit parfois que y est un
caractére propre) s’il existe une représentation « de G par des matrices
a coefficients dans E dont la trace est .

La représentation « ainsi associée & y est alors définie 4 un isomorphisme
prés. On appelle noyau de y, et on note Kery, le noyau de la représen-
tation «. On dit que y est absolument irréductible (vesp. fidéle) si la repré-



DECOMPOSITION DES ALGEBRES DE GROUPES. 143

sentation « est absolument irréductible (resp. fidéle). Si H est un sous-
groupe de G et si £ est un caractére de H, on dit que y est induit par &
§’1l existe une représentation « de G, dont le caractére est y, induite par
une représentation 3 de H dont le caractére est £.

On désigne par E(y) le sous-corps de E engendré sur E par les valeurs
de 7.

L’algébre E[G] est semi-simple, et on peut lui appliquer les consi-
dérations du n°® 2.2. On a

les A; étant des algébres simples de dimension finie sur E.

Soit y un caractére absolument irréductible de G. Le caractére y se
prolonge d’une maniére et d’une seule en un E-homomorphisme du groupe
additif de E[G] dans le groupe additif de E(y). Il existe alors une
algébre A; et une seule telle que 7 (A;) 0. On I'appelle le facteur stmple
de E[G] associé d y, et on la désigne par Ag(y). 51 % et ' sont deux carac-
téres absolument irréductibles de G, pour que Ag(y)= Ag(y'), il faut et
il suffit que y et 7’ soient conjugués sur E |ceci signifiant qu’il existe un
E-automorphisme 5 de E, tel que, pour tout s dans G, on ait 7 (s) = & (. (s)) .
Pour toute algébre A;, il existe un caractére absolument irréductible y
de G tel que A;= Ag(y).

Soit ¥ un caractére absolument irréductible de G. On appelle indice
de Schur de y sur E, et on note mg(y), I'indice de Schur de Ag(y).
Le centre E; de A;= Ag(y) est isomorphe a E(y). La classe de Ag(y)
dans Br(E(y)) s’appelle la classe de y sur E(y), et se note &, (y).

Soit d, le degré de . L’algébre Ay(y) est un espace vectoriel de dimen-
sions d, sur E(y). En particulier, on voit que mg(y) divise le degré de 7.
Soit n,=d,[mx(y). Posons ¢ =z¢g,, (). Il existe un E-épimorphisme o,
de E[G] sur M, (D:) dont la trace est mg(y).y. On dit que a, est un
E-épimorphisme assocté a y. Réciproquement, soit « un E-épimorphisme
de E[G] sur une algébre simple centrale M, (D). Soit E’ le centre de cette
algebre, soit ¢ sa classe sur E’ et soit m son indice de Schur. Le corps E’

s’identifie 4 une extension finie de E contenue dans E. Soit Tr(«) la trace
de « et soit y = Tr(a)/m (on dit que y est la trace réduite de ). Alors y est
un caractére absolument irréductible de G et « est un E-épimorphisme .
associé a y. En particulier, Ag(y) est E-isomorphe a M, (D).

51 © est un caractére de G, on dit que ¢ est rationnel sur E s’il existe une
représentation de G par des matrices & coefficients dans E dont le carac-
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tére est ¢ (par abus de langage, on dit aussi que la représentation dont le
caractére est o est rationnelle sur E).

Soit 7 un caractére absolument irréductible de G. On voit que ¥ est
rationnel sur E(y) si et seulement si my(y) = 1. L’entier my(y) peut s’inter-
préter comme le plus petit entier strictement positif m tel que my soit
rationnel sur E(7). On a le résultat suivant (¢f. [11], § 2) :

Prorosition 2.1. — Soit ¢ un caractére de G. Pour que ¢ soit rationnel
sur B, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient réalisées :

(1) le caractére ¢ est a valeurs dans E;

(i) pour tout caractére absolument vrréductible y de G, mg(y) divise le
produtt scalaire (y, ©).

En particulier, on voit que, pour que tout caractére de G a valeurs
dans E soit rationnel sur E, il faut et il suffit que 'algébre E[G] soit
décomposée.

Pour tout caractére ¢ a valeurs dans E, on appelle indice de Schur de o,
et on note my(9) le plus petit entier m strictement positif tel que mo soit
rationnel sur E. On voit que, si ¢ est absolument irréductible, my(¢) est
Pindice de Schur au sens usuel. Dans le cas général, il résulte de la propo-
sition 2.1 que my(9) est le ppem des mg(y)/(ms(y), (1, ?)) pour tous les
caractéres absolument irréductibles 7 de G. Il est alors clair que mg(®)
est le pged des entiers m strictement positifs tels que mo est rationnel
sur E, et que, si F est une extension de E, my(¢) divise my(9).

3. Caractéres E-opposés et représentations induites.

Dans tout ce paragraphe, on désigne par E un corps de caractéristique o,

par E une cléture algébrique de E, et par G un groupe fini.

3.1. Caracrires E-opposks. — Soit G’ un groupe fini. Soit ¥, (resp. %)
un caractére absolument irréductible de G (resp. G’) a valeurs dans K.
Le caractére 7@y est un caractére absolument irréductible a valeurs
dans E du produit direct GX G’. Nous disons que y et 3’ sont E-opposés
s1y @y’ est rationnel sur E. Comme ¢ (y Q ') = e (y).ex()), cela revient a
dire que les classes de y et ¥’ dans E sont opposées.

Soit y un caractére absolument irréductible de G & valeurs dans E.
Soit m un entier strictement positif et soit G’ le produit direct de m copies
de G. Soit i’ le caractére de la représentation obtenue par produit tensoriel
de m représentations de caractére . Il est clair que ¥’ peut &tre considéré
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comme un caractére absolument irréductible de G’ a valeurs dans E
et que &(y') =((y))". En particulier, si cg(y) est d’ordre m 41,
1. et v’ sont E-opposés. On en déduit que, pour tout caractére absolument
irréductible y de G, a valeurs dans E, il existe un groupe fini G’ et un
caractére absolument irréductible " de G’ a valeurs dans E tels que y
et 7' sont E-opposés.

Prorosition 3.1. — Soit v un caractére absolument irréductible de G
a valeurs dans E. Soit H un sous-groupe de G et soit £ un caractére abso-
lument irréductible de H a valeurs dans E tel que (Res,(y), £) = n > o.
Alors, pour tout nombre premier p ne divisant pas n, les p-composantes
de c5(y) et de e (k) sont égales.

Démonstration. — 11 est clair que 'on peut construire une extension
finie E’ de E de degré premier & p sur laquelle ¢ (y) et ¢ (E) sont tous
deux d’ordre une puissance de p. La p-composante de &g(y) [resp. €x(&)]
est entiérement déterminée par &g (y) [resp. & (£)]. Il suffit donc de
démontrer la proposition lorsque les ordres de ;(y) et de ¢z(5) sont des
puissances de p.

Soit ¥’ un caractére absolument irréductible a valeurs dans E d’un
groupe fini G’ tel que y et ' soient E-opposés. Le caractére y @ 7' de GX G’
est rationnel sur E donc aussi sa restriction & HXG’ qui n’est autre
que Res,(y)®y’. Le caractére £@ 7y’ est un caractére absolument irré-
ductible de HX G’ a valeurs dans E et on a

(Resu (%) @7, ER %)= (Resu(x), &) .(xs ¥y =n <x1=n.

Comme £ Q7" est & valeurs dans K, on en déduit que n.2Q 7’ est aussi
rationnel sur E. Comme ,(EQy’) =e:(8).cx(y'), on voit que, si les
ordres de z4(£) et ¢x(y’) sont des puissances de p, il en est de méme de
Pordre de c(E@y’). Si n est premier a p, on en déduit que £y  est
aussi rationnel sur E, donc que £ et ¥’ sont E-opposés. Par conséquent,
e () = (). C. Q. F. D.

Remarque. — Ce résultat avait déja été obtenu par Witt (¢f. [13], Satz 8).
Il admet comme corollaire le résultat suivant déja obtenu par Yamada

(cf. [16], th. 1) :

CoroLLAIRE. — Soit 7 un caractére absolument irréductible de G & valeurs
dans E. Soit H un sous-groupe de G et soit £ un caractére absolument irré-
ductible de H a valeurs dans E tel que 7 soit induit par . Alors, &5(y) = 25 (£).
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En effet, on a (Res,(y), &) =(y,
les p-composantes de eg(y) et &, (&

£*) =1, et, pour tout nombre premier p
) sont les mémes.

3.2. CARACTERE INDUIT PAR UN CARACTERE RATIONNEL SUR E. —
Soit y un caractére absolument irréductible de G a valeurs dans E. Soit A
un sous-groupe invariant de G et soit £ un caractére absolument irré-
ductible de A tel que y soit induit par .

3.2.1. Soit X DPespace des fonctions sur A a valeurs dans E(%).
Le groupe G opére sur X par

VneX, VgelG, VhieA: ng(h)=n(ghg).

Avec ces notations, pour tout & dans G, on a alors

E'gg(h,) si heA;
y(h)= s G/A
0 st hgA.

Soit n I'exposant de G. Le corps E(£) est contenu dans le corps des
racines n'*"* de 'unité sur E; lextension E(Z)/E est donc cyclotomique.
Soit J son groupe de Galois. Le groupe J opére sur X par

VneX, Voel, YVheA: (o.m)(h)=c(u(h)).

Soit G; I’ensemble des éléments g de G tels que £, et £ sont conjugués
sur E; c’est un sous-groupe de G contenant A. Pour tout g dans G,
il existe un élément o, de J et un seul tel que £,= o..&. Soit ¢ Dappli-
cation de G; dans J qui, a g, fait correspondre g,. On vérifie immédiatement
que c’est un homomorphisme. Pour tout o dans J, il est clair que le carac-
tére de G induit par 5.% est 7. On a donc (Res,(y), 5.£) =1. Comme la
décomposition de Res,(7) en somme de caracteres absolument irréductibles

est de la forme Res,(y) = Z ., on en déduit qu’il existe un élément g
2€6G/A
de G tel que .% =£,. Donc g€G: et ¥(g) =a. Par conséquent, ¥ est un
épimorphisme.
Comme, pour tout g dans A, £,= £, le noyau de ¢ contient A. S’il existait
un élément g de G: non contenu dans A tel que £,= £, le caractére induit

ne serait pas irréductible. On a donc la suite exacte
I*}f\,—%Ggl—y)J*‘)I.
Soit s une section de J dans G; et soit ¢ 'application de JXJ dans A

définie par
Vo, 7€) $585:—¢g,:So1-
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Supposons % rationnel sur E(£) et soit ¢ le degré de Z. Le facteur
simple Ag(E) de lalgébre E[A] associé a £ est isomorphe a M,(E(%)).
Soit 3 un E-épimorphisme associé a £ de E [A] sur M, (E(£)).

Pour tout A dans M,(E(£)), on note dét(A) son déterminant et tr(A) sa
trace. Ce sont des éléments de E(%).

TutorimE 3. — St £ est rationnel sur E (&), alors (¢x(y))? est un élément

de H:(E(5)/E). L’application ¢’ de JxJ dans E(£) définie par
g, c=dét(B(&5,7)), pour o, T€],

est un 2-cocycle de J a valeurs dans p.(E (%)) dont la classe, dans Br(E),
est (& (%))

Démonstration. — Le corollaire de la proposition 3.1 raméne la démons-
tration au cas ou G = G, ce que nous supposerons dans la suite.

Posons E’'= E(£). Le groupe G opére sur E[A] par les automorphismes
intérieurs :

—1

VseG, VaeBl[A]: g(a)=gag—'=a"".

Pour tout g dans G, £, et £ sont conjugués sur E. Par conséquent, le facteur
simple de I’algébre E [A] associé a £, n’est autre que Ag(5). On en déduit
que, pour tout a dans E[A], 3(a) est nul si et seulement si 3(g(a)) Vest.
Le groupe G opére donc aussi sur M,(E’) : a tout élément g de G on peut
associer un E-automorphisme ¢, de M,(E’) défini par

VaeE[A] : ¢;(B(a)) =PL(sa8™").
Soit d ’ordre de J. Considérons lalgébre de rang d sur M, (E’) définie par

U= M, () u,,
ced
la multiplication étant définie par
5 g =9, (u) ug,
| ugtt; = B(25,7) Ug-.
L’application « de E [G] dans U définie par

a(ass) =P (a)ugs

est un épimorphisme d’algébres. Il est clair que U est isomorphe au facteur
simple de E [G] associé a y. C’est donc une algébre simple centrale, de
centre E, et nous nous proposons de ’écrire sous la forme d’un produit
croisé ordinaire.
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3.2.2. Pour tout g dans G, l'application .g est un E-épimorphisme
de E[A] sur M,(E’). Comme, pour tout /& dans A,

te(B(ghg") =E(ghg™") =&, (N),

on voit que 3.g est associé a £,.

Le groupe J opére de fagon naturelle sur M, (E’) :
a((as,;)) = (a(as,;)), pour toute matrice (a;, ;) & coefficients dans E’. Pour

tout ¢ dans J, il est clair que 'application 5.3 est un E-épimorphisme
de E[A] sur M,(E’). Comme, pour tout & dans A,

w(o.B(h))=c(c(B(N))) =a.E(N),

on voit que .03 est associé a g.k.

Pour tout & dans J, 'application 67'.(3.s, est donc un E-épimorphisme
de E[A] sur M, (E’) dont le caractére associé est £. On en déduit que .0,
est un E’-automorphisme de M, (E’). Il existe donc une matrice m, de M, (E’)
telle que, pour tout a dans M,(E’), a7'.¢, (a) = m;'am;; ou encore, en

posant a(mg;) = m,, 1l existe une matrice m, telle que

VaeM,(E): o (a) =mz'c(a)mg.

TS

Posons ¢o=m,u,. -
Pour tout a dans M,(E’), on a

Pl == MslUsg=1MsP, (@) Ug=0 () vg.

Pour 5, = dans J,

~

= 2
5.7y Yot

PaPe == Mgl Uz == M5, (M) Ugl:==msmz"g(m:) msB3 () Ug:=
en posant
(9) T, =0o(m;) ms3(s5,-) msi.

Lemme 1. — Pour tout couple 3, < d’éléments de J, %, . est un élément

de E' [E’ étant tdentifié au centre de M,(E")].

Démonstration du lemme. — -1l suffit de montrer que Vre€M,(E’),
&,:/ = L%, .. Pour tout . dans M,(E’) et pour tout i dans A,

9n(p) =B () pB ().

L’égalité o, o, = ¢. 9, appliquée a i s’écrit donc :

5157 <1 %+

mg' o (mz T () m:) me=B(eg,:) Mgiot () ms-3(eg,7)"
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ou
mg'a(mz') ot () o (ms) mo=(¢5,5) M5t 07 (1) Moz B (86,77
ou encore
ot (1) ¥o,c=%5,c07 (1) ;
d’ou le résultat, en choisissant . = (at)™*(A). C. Q. F. D.
3.2.3. Fin de la démonstration du théoréme 3. — 1l résulte de I’asso-

~

ciativité du produit des ¢, que E est un 2-cocycle de J a valeurs dans E’.
Soit % sa classe dans Br(E). Soit V le sous-ensemble de U défini
par sz E’¢;. 11 est clair que c’est une sous-algébre de U et on voit
[X=R]
que c’est une algébre simple centrale sur E de rang d* sur E dont la classe
est . L’algebre M,(E) est contenue dans U et est de rang ¢* sur E. Les
algebres V et M, (E) sont linéairement disjointes sur E et U est de rang ¢*d*
sur E. On en déduit que U est isomorphe & M,(E) @:V. On a donc établi

le résultat suivant :

™

Prorosition 3.2. — On a &(y) =

Soit Y l'application de J dans E’ définie par y,= dét(m,), pour tout o
dans J. D’apreés la formule (g), comme dét(s(m.)) = o(dét(m:)), on a

~<’r’,r—_— dét(Zs,7) = U(YT) chét(ﬁ (&5,7)) TE% 5

Oou encore
24, := dét (B(eq,7)) -7 (Y2) Yo Yot

On voit donc que, si ¢ est défini par ¢, .= dét(B(c2)), pour o, <€,
alors &€ est équivalent & ¢’. Comme 3(s;,:) est une matrice d’ordre fini,
on voit que ¢’ est & valeurs dans 1+(E’), ce qui achéve la démonstration du
théoréme. C. Q. F. D.

3.2.4. Remarques.

(a) La proposition 3.2 permet, en un certain sens, de déterminer complé-
tement ¢x(y), méme lorsque cx; (&) 1. En effet, soit I' un groupe fini
admettant un caractére absolument irréductible ¢ a4 valeurs dans E tel
que gz (9) = (Eeiz(9))”" [un tel couple (I', ¢) existe toujours : on peut
prendre, par exemple, pour ¢ un caractére E-opposé a y; dans le cas
ou E est un corps local, nous verrons plus loin (cf. prop. 6.8 et prop. 8.1)
comment on peut construire un groupe I' trés simple admettant un tel
caractéere]. Le caractére 1 @ @ est un caractére absolument irréductible

Ann. Ec. Norm., (4), IV. — Fasc. 1. 20
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a valeurs dans E de GXI'. Il est induit par le caractére £Q ¢ de AXT
qui est, par construction, rationnel sur E(£) = E (£ @ ¢) et on peut appliquer
la proposition 3.2. On a alors |

fel(y) =%k(x ®9). (Ce(9)".

(b) Soit q le degré de % et soit d le degré de I'extension E(Z)/E. Soit E,
une extension de E, de degré mg(£), telle que & soit rationnel sur E,(&).
La proposition 3.2 détermine la restriction de c(y) a E,. Le corollaire
a la proposition 3.1 détermine la restriction de ¢ (y) a E(£). Suppo-
sons mg(£) et d premiers entre eux. Cela signifie que les extensions E,/E
et E(£)/E sont de degrés premiers entre eux, et 1'élément ;(y) est entié-
rement déterminé par ces restrictions.

C’est en particulier le cas lorsque (¢, d) =1, parce que my(£) divise q.
On voit qu’alors le corollaire & la proposition 3.1 et le théoréeme 3 déter-
minent entiérement ¢g(y) car le théoréme 3 détermine la puissance ¢*"°
de la restriction a E, de &g(y) qui est un élément d’ordre divisant d donc
premier a q. ‘

Lorsque g =1, £ est rationnel sur E(Z) et la formule du théoréme 3
s’écrit simplement

(10) st = E(€g,1)-
On retrouve ainsi un résultat obtenu par Yamada ([16], th. 2).

3.3. ReprEseENTATIONS E-METABELIENNES. — Soit ¥ un caractére abso-
lument irréductible de G & valeurs dans E. Nous disons que y est E-méla-
bélien s’il est induit par un caractére £ de degré 1 d’un sous-groupe inva-
riant A de G et si le degré de I’extension E(Z)/E est égal a 'indice de A
dans G. :

On a vu que le groupe G contient un sous-groupe G: contenant A tel que
le quotient G:/A est isomorphe au groupe de Galois J de I’extension E (£)/E.
Dans la définition d’un caractére E-métabélien, la deuxiéme condition
revient donc & dire que G:= G. Le groupe A est donc invariant dans G
et on a la suite exacte

1>A>G—>J 1.

Soit - I’élément de H?(J, A) correspondant. Il est clair que le théoréme 3
s’énonce, dans ce cas :

Prorosition 3.3. — L’élément ¢,(y) est la classe, dans Br(E), de 'image

par £ de c.
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Par abus de langage, on écrit
(10") ee(x) =E(9).

Nous disons qu'un groupe fini G est E-métabélien s’il admet un carac-
tére absolument irréductible et fidéle 7, & valeurs dans E, qui est E-méta-
bélien. 11 est clair que le noyau de . est le méme que celui de £ et que,
par conséquent, G admet un sous-groupe cyclique invariant A tel que le
quotient G/A est un groupe abélien isomorphe & un sous-groupe du groupe
des automorphismes de A.

Nous disons qu’un groupe fini G a la propriété (W) s’il existe une suite

(11cGicGic...cG=G

de sous-groupes invariants de G tels que G, est abélien et que, pour
i=1,2, ...,k GG, est cyclique. En particulier, on voit qu’un groupe
hyperrésoluble a la propriété (W).

Si un caractére y absolument irréductible d’un groupe fini G est a valeurs
dans E et est induit par un caractére ¢ E-métabélien d’un sous-groupe
de G, il résulte du corollaire & la proposition 3.1 que & (y) = (£). D’ou
I'intérét de la proposition suivante :

Prorosition 3.4. — Soit G un groupe fini ayant la propriété W et soit .
un caractére absolument irréductible de G a valeurs dans E. Alors y est
induit par un caractére E-métabélien d’un sous-groupe de G.

Démonstration. — Nous allons d’abord donner deux définitions et établir
trois lemmes. :

Nous disons qu’un caractére d’un groupe fini G, a valeurs dans E, est
E-primitif s’1l n’existe pas de sous-groupe H de G, distinct de G, tel qu’il
soit induit par un caractére de H a valeurs dans E.

Nous disons qu’un caractére y. de G est E-irréductible si c’est la trace
réduite d’une représentation de G par des matrices a coefficients dans E
qui est irréductible. Cela revient a dire qu’il existe un caractére £ abso-
lument irréductible de G tel que, si J désigne le groupe de Galois de I’exten-
sion E(¢)/E, on ait y = Y,0.E.

oged

Lemme 1. — Sout 1 un caractére a valeurs dans E, absolument irréductible
et -‘E-primitif d’'un groupe fint G. Soit A un sous-groupe invariant de G.
Alors la restriction de y a A est un multiple entier d’un caractére E-irré-
ductible. ‘
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Démonstration. — Supposons d’abord y rationnel sur E. Soit M un
E[G]-module qui définit une représentation de G dont le caractére est y.

Soit M :Z M; la décomposition de M en somme directe de E[A]-modules

1sotypiques non nuls. Comme y est absolument irréductible, M est un
E [G]-module simple et G opére transitivement sur les M;. Soit M, I'un
d’entre eux et soit H le sous-groupe d’isotropie de M,. Il est clair que M,
est un E[H]-module et que M est induit par M,. Si £ désigne le caractére
de la représentation de H définie par M,, on en déduit que £ est un carac-
tére a4 valeurs dans E et que y est induit par £. Comme y est E-primitif,
on a H=G et M =M,. Comme M, est un E[A]-module isotypique, le
caractére de la représentation qu’il définit, qui n’est autre que Res,(y),
est multiple d’un caractére E-irréductible.

S1 y n’est pas rationnel sur E; soit G’ un groupe fimi admettant un
caractére absolument irréductible ¥’ a valeurs dans E tel que y et %’
soient E-opposés. Le caractére y @y’ est un caractére absolument irré-
ductible de G X G’ qui est rationnel sur E. Il est clair que 1’on peut choisir G’
et ¥’ pour que ' soit E-primitif et qu’alors y @y’ Iest aussi. 51 A est
un sous-groupe invariant de G, A X G’ est un sous-groupe invariant de G X G’
et, par conséquent, Res,..q(x Qy’) est multiple d’'un caractére E-irré-
ductible. Supposons que Res,(y) ne soit pas multiple d’un caractére

E-irréductible. On pourrait écrire Res,(y) sous la forme Z ¢;M; ou les m;

seraient des caractéeres K-irréductibles distincts et ou deux entiers ¢;
au moins seralent différents de o. On aurait

Resyscor (1 ® 7') = (Resa (7)) @ ' = X en®

et Res .o (1 ®y’') ne serait pas multiple d’un caractére E-irréductible.
Donc, Res,(y) est multiple d’un caractére E-irréductible.
C. Q. F. D.

Lemme 2. — Sott G un groupe admettant un caractére y d valeurs dans E,
absolument irréductible, E-primitif et fidéle. Alors, tout sous-groupe abélien
invariant de G est cyclique.

Démonstration. — Soit E une cloture algébrique de E et soit p une repré-
sentation de G par des matrices a coeflicients dans E, dont le caractére
est . Soit A un sous-groupe de G. Comme y est fidéle, le noyau de p est
réduit a I’élément neutre, donc aussi celui de la restriction de p 4 A. St A
est invariant, comme ¥ est E-primitif, il résulte du lemme 1 que la restriction
de p a A est somme directe de représentations isotypiques qui sont conju-
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guées sur E; elles ont donc le méme noyau, et c’est encore le méme que
celui de la restriction de p & A qui est ’élément neutre. Donc, A admet une
représentation absolument irréductible et fidéle. Si A est abélien, ceci
entraine que A est cyclique. C. Q. F. D.

Lemme 3. — Soit G un groupe hyperrésoluble tel que tout sous-groupe
abélien invariant est cyclique. Alors, il existe un sous-groupe cyclique inya-
riant A de G tel que le quotient G/A est abélien et canoniquement isomorphe
d un sous-groupe du groupe des automorphismes de A.

Démonstration. — Soit A un sous-groupe abélien invariant de G qui est
maximal. Par hypothése, A est cyclique. On en déduit que le groupe J,
des automorphismes de A est abélien. Pour tout ¢ dans G, l'applica-
tion a — gac™' définit un automorphisme ®(s) de A. On voit immédia-
tement que ® est un homomorphisme de G dans J,, dont le noyau N
contient A. Le groupe N est invariant dans G et si N était différent de A,
le groupe N/A serait un sous-groupe invariant non trivial du groupe
hyperrésoluble G/A. I existerait donc un sous-groupe cyclique invariant T

de G/A, non trivial, qui serait contenu dans N/A. Le relévement T de T
dans G serait alors un sous-groupe abélien invariant de G contenant
strictement A, contrairement & I’hypothése de maximalité de A. Donc,
N =A et G/A est canoniquement isomorphe & un sous-groupe de J,.

C. Q. F. D.

Fin de la démonstration de la proposition 3.4. — Comme un sous-groupe,
ou un groupe quotient d’un groupe ayant la propriété (W) a encore la
propriété (W), on peut supposer que y est E-primitif et fidéle. I1 résulte
du lemme 2 que G satisfait les hypothéses du lemme 3. Soit A un sous-
groupe de G qui a les propriétés énoncées dans le lemme 3. Soit £ un carac-
tére absolument irréductible de A intervenant dans la décomposition de
la restriction de y & A, et soit J le groupe de Galois de I’extension E (£)/E.
I1 résulte du lemme 1 qu’il existe un entier strictement positif ¢ tel que

Res, () = CEG.E. On a vu, dans la démonstration du lemme 2, que £ .
cgeld
est le caractére d’une représentation fidéle; donc, £ est fidéle. Comme G/A

est isomorphe 4 un sous-groupe du groupe des automorphismes de A,
on en déduit que le caractére ¥’ de G induit par £ est absolument irré-
ductible. Or, on a (y,%') = (Res,(y), ) = c¢; par conséquent, c¢=1

et v =v’'. Comme Res,(y) = 2 g.E, on voit que les groupes G/A et J
cEG/A
s’identifient. Le caractére y est donc E-métabélien. C. Q. F. D.



154 J.-M. FONTAINE.

Remarque. — La proposition 3.4 est ’analogue, en termes de caracteres,
d’un résultat de Witt (cf. [13], Satz 1) énoncé en termes de représentations
réalisables par des matrices a coefficients dans un corps gauche.

4. L’algébre d'un groupe nilpotent.

Soit E un corps de caractéristique o et soit E une cléture algébrique
de E. Soit G un groupe fini nilpotent. On sait que G est le produit direct
de ses p-sous-groupes de Sylow. La structure de l’algebre E[G] peut
donc s’obtenir aisément & partir de celles des p-sous-groupes de Sylow de G.

4.1. LE cAs « GENERAL ).

ProrositioN 4.1. — Soit p un nombre premier et soit G un p-groupe.
St p =2, on suppose que E conlient les racines qualriémes de Uunaité.
L’algébre E[G] est décomposée.

Démonstration. — Soit 7 un caractére absolument irréductible de G.
Posons E,=E(y). Comme un p-groupe est hyperrésoluble, G a la
propriété (W). D’aprés la proposition 3.4, le caractére y est induit par
un caractére 71, E,-métabélien d’un sous-groupe G, de G. D’apreés le corol-
laire a la proposition 3.1, on a & () = g (1).

Si 7 est induit par un caractére £ de degré 1 d’un sous-groupe inva-
riant A de Gy, on voit qu’il existe un entier positif a tel que E,(£) soit

contenu dans .E4<p:/;>. Il résulte de la proposition 3.3 que ¢, (1) est 'image
dans Br(E,) d’un élément de H:(E,(V1)/E., p"). D’aprés la propo-
sition 1.4, ce dernier groupe est réduit a I’élément neutre. Par conséquent,
7 et y sont rationnels sur E,. C. Q. F. D.

Remarque. — Ce résultat est classique (cf. [7] et [12], cor. au th. 5)-

4.2. LE cas p = 2. — Pour tout entier positif n, désignons par I, un
-groupe cyclique d’ordre 2". Supposons n>>2 et soit J=/{1, s| un groupe
cyclique d’ordre 2. Soit G une extension de J par I,.

— On pose G =D, si, pour tout a dans I,, on a s(a) =a" et si G
s’identifie au produit semi-direct de J par I, (le groupe D, est isomorphe
au groupe diédral d’ordre 2"*').

— On pose G = H, si, pour tout @ dans I,, on a s(a) = a™* et s’il n’existe

pas de relévement de s dans G qui soit d’ordre 2 (le groupe H, est isomorphe
au groupe des quaternions généralisés d’ordre 2"*'),
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— Sin>3, on pose G =M, si, pour tout @ dans I,, on a s(a) = o'
et s1 G s’identifie au produit semi-direct de J par L.

Les groupes I,, D,, H,, M, sont définis & un isomorphisme prés.

‘Soit G un 2-groupe et soit ¥, un caractére absolument irréductible de G.
D’aprés la proposition 3.4, il existe un sous-groupe H de G et un carac-
tere 1 de H qui est Q(y)-métabélien tels que y soit induit par v. Pour
P =1, D, H, M, nous disons que 7 est de type P, si 'on peut choisir H
et v de telle sorte que le quotient de H par le noyau de 7 soit isomorphe
au groupe P,.

Soit Q une cloture algébrique de Q et soit o un plongement de Q dans E.
Pour tout entier n positif, soit v une racine (2")*™ de 'unité contenue
dans Q. Posons Q= Q(v) et désignons par Q,, (resp. Q) le corps fixe
de l'automorphisme o de Q, défini par o(v)=v"" [resp. o(v) =v'*"].
Désignons par E, (resp. E,, E,) l'intersection de ¢(Q) [resp. ¢(Qp),
0(Qy)] avec E. Pour i =o,1,2, on a E=E= Eu= E,= E,. Sil
existe un entier n tel que le corps H des quaternions usuels sur Q soit
décomposé sur E;,, il est clair que H est aussi décomposé sur E,,, pour tout
entier n’ supérieur a4 n. Nous désignons par ¥(E) le plus petit entier
supérieur ou égal a 2 satisfaisant a cette propriété. Si, pour tout entier
positif n, H n’est pas décomposé sur E,, nous posons ¥ (E) =+oc0.

Exemples :

(@) On a (/D) =2,

(b) On a ¥ (E) =400, si E est un corps de nombres réels (en effet,
pour tout entier n positif, E, peut é&tre plongé dans R. Comme H Q4R
est le corps des quaternions sur R, HgE,, ne peut pas étre une algébre
de matrices). '

(¢) Soit E une extension finie de Q.. On a # (E) = 3 si le degré de ’exten-
sion E/Q, est impair et #(E) =2, sinon [en effet, — 1 n’est pas norme
dans D’extension Q2<\/:>/Q2. On en déduit que la classe de HR)qQ:
est I’élément de Br(Q,) dont 'invariant est égal a 1/2. L’invariant de sa
restriction & E est donc o si et seulement si 'extension E/Q. est de degré
pair. Comme, pour n >3, I’extension Q,(v+4 v')/Q. est de degré pair,
Pinvariant de 1’élément correspondant de Br(Q.(v+v™)) est nul.
A fortiori, celul de Br(E (v 4+ v™*)) Dest aussi|.

(d) Pour p>£2, on a ¥(Q,) =2 [en effet, comme — 1 est une unité
et comme l’extension QP<\/——-—I>/QI, est non ramifiée, — 1 est norme dans

l’extension].
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ProrositioN 4.2. — Soit G un 2-groupe et soit 3 un caractére absolument
wrréductible de G. On est dans U'un des cas suivants :

(1) il existe un entier n>>o0 (resp. =2, 3) tel que y est de type I,
(resp. D, M.); on a alors E(y) = E, (resp. E,, Ei,) et 7 est rationnel
sur E(7);

(11) ol exuste un entier n>>2 tel que 7 est de type H,; on a alors :
(@) st n>>t(E), y est rationnel sur E (y);
(b) st n < ¥(E), s, (1) est la classe du corps des quaternions usuels

sur E(y).

Démonstration. — 11 est clair qu’il suffit de démontrer la proposition
lorsque E = Q. Le corollaire & la proposition 3.1 et la proposition 3.4
raménent la démonstration au cas ou y est Q(y)-métabélien. Quitte & passer
au quotient, on peut supposer y fidéle et le groupe G est alors Q(y)-méta-
bélien.

Le caractére y est alors induit par un caractére £ d’un sous-groupe
cyclique invariant A de G. Posons K = Q(y), L = Q(£) et désignons par J
le groupe de Galois de I’extension L/K. On a la suite exacte

1>A>G>J—>1.

Soit 2™ I'ordre de A et soit @ un générateur de A. Posons Z(a)=v.
L’élément v est une racine primitive (2™)*™ de 'unité et L = Q(v).

Sim=oour,onal= Q(v)=Q, et par conséquent K=DLet J ={1}.
On est dans le cas (i) avec n = m et y de type L.

Supposons m >~ 2¢ On voit ‘que 1+” (L) est le groupe cyclique engendré
par v et il est clair que £ définit un isomorphisme de H*(J, A) sur
H*(L/K, ). Soit ¢ I'élément de H*(J, A) qui définit G. On a vu (cf.
prop. 3.3) que cx(y) est I'image de = dans Br(K). Comme m > 2,
L contient y— 1 et il résulte de la proposition 1.4 que

(11) H2(L/K, p") =H2(K(V=1)/K, p").

I est clair qu’il existe un entier n vérifiant 1 =~ n-—m tel que
K(Y—1) = Q. Soit J' le groupe de Galois de I’extension L/K(y—1)
et soit A’ le sous-groupe de A d’ordre 2". Il est clair que J’ est un sous-
groupe de J d’indice 1 ou 2 suivant que y— 1 appartient ou non a K.
La restriction de £ & A’ est un isomorphisme de A’ sur u”(K(y—=1)).
La formule (11) montre donc que :

— s1 J=1J', alors e =1;
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— s1 J#£ J', et si o désigne un élément de J qui n’appartient pas a J’,
alors il existe un élément ¢ de A’ tel que ¢ admette un représentant dans
les cocycles vérifiant ¢, ,=¢, ;. =¢,,, =1 et 5, 0p=¢, V5,5 €J.

Il existe done, dans les deux cas, un sous-groupe G’ de G qui releve J
et dont l'intersection avec A est réduite & A’; le groupe J’ s’identifie
a un sous-groupe de G'.

Comme P’image par £ de A’ est contenue dans K(y/— 1), le groupe J’.
opeére trivialement sur A’. Donc le groupe J’ est un sous-groupe invariant
de G’ et le groupe A’J’ est un sous-groupe abélien de G'. Il est immédiat
que le caractére ¢ de A’J’ défini par

o(at)="Et(a), VaecA', tel.

est un caractére de degré 1 de A’J’, & valeurs dans K(y—1), et que le
caractére ¢ de G’ induit par ¢ est un caractére a valeurs dans K dont le

]

noyau est J'. On vérifie sur les valeurs des caractéres que y est induit
par ¢.

Posons G = G’/J" et J = J/J’. On a la suite exacte

1>A G >T>1.

Il est clair que K est égal soit a Q(,, soit a Q,, soit a Q, avec n>>3
(car QZ’m: sz))'

Si K=Q, on a J=1J', donc J =1 et G est cyclique d’ordre 2".
Le caractére 7 est donc de type I, et est évidemment rationnel sur Q(y).

Si K=0Q,, onad(a) =a', pour tout ¢ dans A’. Si ¢; ,= 1, on voit que
le groupe G est isomorphe a D,. Le caractére 7 est donc de type D, et est
rationnel sur Q(y), puisque £(c) = 1. S1 ¢, ,=r¢, avec cEA’— {1}, on voit
que £(c) doit appartenir & 1.”(K) et doit donc étre égal & — 1. On en déduit
que le groupe G est isomorphe & H,, donc que 7 est de type H,, et que (<)
est la classe du corps des quaternions usuels sur Q(y).

Si K= Q,, avec n>>3, on a d(a) =a'"*" . Pour la méme raison que
dans le cas précédent, on voit que £(c,,) doit étre égal a 1 ou & — 1.
Si v, est une racine primitive huitiéme de I'unité [appartenant aK(/=1),
puisque n>x 3], on voit que v,5(v,) = —1. On en déduit que ’on peut
choisir le représentant de ¢ pour que ¢,,= 1. Le groupe G est donc
isomorphe a M, et y est de type M,. Enfin, y est rationnel sur Q(y) puisque
E(e) = 1. C. Q. F. D.
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Remarque. — Si G est un p-groupe, avec p nombre premier différent de 2,
la méme démonstration montre que tout caractére absolument irréductible
de G est induit par un caractére de degré 1, d valeurs dans Q(y), d’un sous-
groupe de G.

5. Représentations des groupes résolubles.

Dans tout ce paragraphe, on désigne par G un groupe fini et par P
un sous-groupe invariant de G tel que le quotient G/P soit cyclique. Nous
nous proposons de déterminer la structure des représentations de G a partir
de celles de P. On voit que ceci permet, en particulier, de déterminer la
structure des représentations des groupes résolubles.

5.1. CaractireEs. — Soit X ’ensemble des caractéres absolument
irréductibles de P. Le groupe G opére sur X par

VeeG, VoeX, VseP: po(s)=p(gsg ).

Pour tout g dans P et pour tout ¢ dans X, on a p,= g; par passage au
quotient, on peut donc faire opérer le groupe H = G/P sur X.

Soit (pi)exm un systéme de représentants des orbites de H dans X.
Pour tout ¢, soit G; le groupe d’isotropie de p; [par définition,
G, ={g€QG, (pi)g= ¢:{]. Soit H; 'image canonique de G; dans H. Soit ¢;
le degré de o;, soit m; ’ordre de H; et soit d;'indice de H; dans H. Soit n
Pordre de H; on a n = m;d; pour tout .

Soit E un corps algébriquement clos de caractéristique o. Soit «; une
représentation de P par des matrices & coeflicients dans E dont le carac-
tére est g;, ¢’est-a-dire un E-épimorphisme de E[P] sur M, (E) associé a ..
h ' et soit A, un relévement de k, dans G.
Comme (p;),; = ¢, Papplication qui, pour tout s dans P, fait correspondre

a o;(s) 'élément «;(h;sh; '), se prolonge de maniére unique en un E-auto-
morphisme de M, (E). Il existe donc une matrice v; de M, (E) telle que

Soit h; un générateur de H,

VAER[P]: oy (B M) = viou(A) vt
On en déduit que
VkeN,VAi€E[P]: a(AFAhF) =vfa;(R) vit.
En particulier, on a

v/ e (A) vy = e (™ A" ) = (A o (X)) (o (R]™))1.
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Comme «; est surjectif, on a

V€M (B) s (o ()7 it p = p (A7)~ v
Il existe donc un élément ¢; de E tel que v/ = ¢;a;(h;™). Soit ¢; un élément
de E tel que ¢ = ¢;. Si I’on remplace v; par ¢;'v;, on voit qu’alors
vi'i= a; (k). Il est immédiat que ’application &; de G, dansM,,(E) définie par

Gk sy =vFa;(s), pour A€ fo,1,...,m—1} et s€P,

est une représentation de G; de degré ¢; absolument irréductible. Soit 3;
le caractére de cette représentation.

Soient  (E;)j—o1 .. m—1 les caractéres absolument irréductibles de
G;/P = H;. Pour tout j, soit v; ;= £;3:. Soit y; ;le caractére de G induit
par v, ;.

Prorosition b.1. — Les caractéres 7y; ; sont absolument irréductibles,
deux a deux distincts, et tout caractére absolument irréductible de G est égal
a U'un d’entre eux.

Démonstration :

(a) Le caractére X ; est absolument irréductible.

Soit h un élément de G n’appartenant pas a G;. On a ()47 pi. Comme
la restriction de (n;;)n & P est (p))n, on en déduit que (v; ;). est différent
de 7;, ;. Par conséquent, y; ; est irréductible.

(b) Les y:,; sont deux & deux distvncts.

Montrons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme. — Pour j £}, on a 1;; M, ;.

Démonstration. — Soit p; le caractére de G, induit par p;. Comme P
est invariant dans G; et comme, pour tout s dans P et pour tout & dans G,
on a g;(hsh™') = p;(s), on voit que

, (0 our c¢P;
o) =1 P )
{ m;p; (o) pour ceP.
m;—1
Soit ¢, = X, 7:,;. On a
j=0

0 () =D E1(0) Mo (o) =m0 () 3,8 ().
i i
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Or, EEJ n’est autre que la représentation réguliere de G;/P. On a donc

o our cgP;
o= ° ’
m; pour ce€P.

Comme la restriction de 71;, & P est p;, on en déduit que ¢, = p;. Comme la
restriction de 7m;; & P est p;, il résulte de la formule de réciprocité

de Frobenius que (¢}, ;) = (ps, pi) =1. Comme ;= ¥ 7:;, on en déduit

que tous les 7; ; sont distincts. C. Q. F. D.

Sutte de la démonstration de la proposition 6.1. — Si les caractéres y;, ;
et s, sont égaux, ils ont la méme restriction & P; donc p; et p; sont dans
la méme orbite, donc 1 =1'.

La restriction de ;; a4 G, est 2 (Mi,5)n- On a done, d’apres la formule

. . . realc
de réciprocité de Frobenius :

(it x,-,j):<m,,~,, Y (m,,->h>: D gy (n)a)-

LG/} rec/ei

Les (ni;)» et 7, sont des caractéres absolument irréductibles de G;.
La restriction de v; ; & P est p;, celle de (1;,;)s est (p:)n. On a donc (1;,;)n 5% M,y
pour h&G;. Si h€G;, on a (v;;)n= 1. Il résulte alors du lemme que

o st JFEJ,
Ceasrs Xl’,i):{ ros =
Les 7y;,; sont donc bien deux a deux distincts.
(¢) Tout caractére absolument irréductible est de ce type.
Soit ¢ ordre de P. Soit ¢; le degré de p;. L’orbite de p; par H a exac-
tement d; éléments, chacun de degré ¢;. On en déduit que Ediqf——-q.

4
Pour ¢ fixé, on a m; caractéres distincts y;,;, chacun de degré d;q;.. On a
alors

Zmi(diqu:nE digi=nq=(G:1).

La somme EXi,j(I).xi,j est donc le caractére de la représentation régu-

liere de G. Les y;; sont bien tous les caractéres absolument irréductibles
de G. C. Q. F. D.
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5.2. LES FACTEURS SIMPLES DE L’ALGEBRE DU GROUPE. — Soit E un
corps de caractéristique o (que ’on ne suppose plus algébriquement clos).
Soit 7 =;,; un caractére absolument irréductible de G & valeurs dans E.
Posons v} =1, ; et p = p;. Posons E'= E (7). Les méthodes du paragraphe 3
permettent de déterminer la structure du facteur simple de I’algébre E[G]
associé a y a partir de la structure du facteur simple de 1’algébre E[G;]
associé a 7. Quant a g (n), il est déterminé par la proposition suivante :

Prorosition 5.2. — On a & (1) =5 (p).

Démonstration. — Comme la restriction de v & P est p, on voit que
(Resp(n), ) = 1. Done, d’aprés la proposition 3.1, pour tout nombre
premier p, les p-composantes de g (1) et € (p) sont les mémes.

C. Q. F. D.

6. Représentations des groupes de type C,.

6.1. DEFINITIONS.

6.1.1. Soit p un nombre premier et soit G un groupe fini. Nous disons
que G est un groupe de type C, si c’est le produit semi-direct d’un sous-
groupe invariant P abélien p-élémentaire [¢’est-a-dire de type (p, p, ..., p)]
par un groupe cyclique H d’ordre premier a p et si P, considéré comme
F,[H]-module, est isotypique.

Dans toute la suite de cet article, s1 G est un groupe de type C,, on désigne
par P son p-sous-groupe de Sylow et par H un groupe cyclique quelconque
d’ordre premier & p tel que G = H.P. On désigne par H' le noyau de la
représentation canonique de H dans P et par G’ le produit direct H X P
(on voit que le groupe G’ est le centraliseur de P dans G). On pose

n(G)y=n=(H:1), m(G)=m=(H:1), d(G)=d=(H:H).

On a donc n = md.

Si P est réduit a I’élément neutre, le groupe G est tout simplement un
groupe cyclique d’ordre premier a p et I’étude de ses représentations est
entiérement triviale. Dans toute la suite du paragraphe, sauf mention
explicite du contraire, nous désignons par G un groupe de type C, et nous
supposons P non réduit a I’élément neutre.

6.1.2. Nous disons que G est un groupe de type CS,, si P est un
F,[H]-module simple.
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Soit G un groupe de type CS,. Soit F, la plus petite extension de F,
contenant les racines d*"* de l'unité. Le corps F, est donc le corps a

= p” éléments, en désignant par r le plus petit entier strictement positif
tel que d divise p"—1. On voit que le groupe G est isomorphe au produit
semi-direct du groupe cyclique Z/nZ par le groupe additif de F,, 'action
de Z/nZ sur F, se faisant par

TH 0.2,

en désignant par © une racine primitive d“" de l'unité. Un groupe de
type CS, est donc déterminé, & un isomorphisme prés, par la donnée des
.entiers m et d, strictement positifs et premiers a p.

Pour tout groupe G de type C,, nous désignons par [(G) = [ le nombre
de facteurs intervenant dans la décomposition de P en F,[H]-modules
simples. Le groupe G est de la forme

G=I.(P,xP,x...xP)),

ou les P; sont des F,[H]-modules simples isomorphes. Le groupe H.P,
est de type CS,. Il est défin1 & un isomorphisme prés et on P'appelle
le groupe de type CS, associé & G. On le note G.

Un groupe de type C, est déterminé, a un isomorphisme prés, par la
donnée des entiers m, d et [.

6.1.3. Si P est cyclique d’ordre p, nous disons que G est un groupe
de type CC,. 11 est clair qu'un groupe de type CC, est de type CS, et qu’un
groupe de type CS, est de type CC, s1 et seulement si d divise p — 1.

Si G est un groupe de type C, et si d =d.d’, avec d¢= (d, p — 1), nous
notons H, le sous-groupe de H d’ordre md.. S1 P, est un sous-groupe
cyclique d’ordre p de P, le groupe H¢.P, est un sous-groupe de type CC,
de G. Il est défini & un isomorphisme prés et on lappelle le groupe de
type CC, associé a G. On le note Gg. 1l est clair que Go= (Gy).

6.2. CARACTERES.

-Prorosition 6.1. — Les caractéres absolument irréductibles de G sont :

(1) d’une part, n caractéres de degré 1 : ce sont les caractéres de degré 1
du groupe cyclique G|P quu est d’ordre n;

(ii) d’autre part, m(p" —1)/d caractéres de degré d : ce sont les caractéres
induits par les caractéres de degré 1 de G’ dont la restriction a P est diffé-
rente du caractére 1, de la représentation unité.
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Démonstration. — Comme P est abélien, I’ensemble X des caractéres
absolument irréductibles de P n’est autre que ’ensemble des (P :1) = p”
caracteres de degré 1 de P.

Soit p€ X. Si ¢ est égal a 1,, on voit que le sous-groupe d’isotropie de ¢
est G tout entier et que, par conséquent, I'orbite de o est réduite a ¢.

\

St ¢ est différent de 1, on voit que le sous-groupe d’isotropie de ¢
contient G’. Le noyau A de ¢ est un sous-groupe de P d’ordre p"~'. Soit &
un élément de H et soit H, le sous-groupe de H engendré par h. Il est
clair que P est un F,[H,]-module semi-simple. Si g,= ¢, on doit avoir
A"= A et A est un sous-F,[H;]-module de P. Il existe donc un sous-
groupe cyclique S de P qui est un sous-F,[H,]-module et qui est tel que
la restriction de p a S est fidéle. Si s est un élément de S différent de 1,
I’égalité o, = o entraine hsh™' = s. Par conséquent, h€H’. On en déduit

que le sous-groupe d’isotropie de ¢ est G’ et que 'orbite de ¢ a d éléments.

L’assertion résulte alors de la proposition 5.1. C. Q. F. D.
Remarque : Valeurs des caractéres. — Soit 7, (resp. £) un caractére lideéle
de degré 1 de H (resp. H') et soit (¢:),—,,, .., 1 un systéme de représentants

des orbites de X modulo H, avec ¢,=1,. On vérifie facilement que les
caractéres absolument irréductibles de G sont :

(1) d’une part n caracteres de degré 1, %, pour j =o0,1, ..., n —1,
définis par

%o,7(8¢) =4 (s), pour tout s dans H et tout & dans P;

(11) d’autre part, m(p”’—1)/d caractéres de degré d, y;;, pour t =1,
2, ..., (pt—1)/d et j =o0,1,...,m —1, définis par

osisgH
xij (88) = £ (s) Z oi(hgh—1) si selll | pour touls dans II et tout g dans P.
= A" i (ol h :
hen/m
Prorosition 6.2. — Soit y un caractére absolument irréductible de G

dont le noyau ne contient pas P. Alors le quotient de G par Uintersection
de P et du noyau de y est isomorphe au groupe de type CS, associé a G.

Démonstration. — 11 est clair que PN Kery est un sous-F,[H]-module
de P. 1l existé donc un F,[H]-module S tel que P = SX Kery. On voit que
la restriction 75 de 7 a S est un caractére fidele. 51 s est un élément de S
différent de 1, on en déduit que S est le F,[H]-module engendré par s.
Par conséquent, S est un F,[H]-module simple et ’assertion résulte de
I’'isomorphisme évident entre G/P N Kery et H.S. C. Q. F. D.
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CororraiRe. — Soit E un corps de caractéristique o. Les assertions
sutvanles sont équivalentes :

(1) lalgébre E[G] est décomposée;
(11) Palgébre E[Gs] est décomposée.

En effet, posons, comme au n°® 6.1.2, G = H.(P, XxP.Xx ... XP). 1l est
clair que toute représentation de H.P, définit, de maniére canonique,
une représentation de G dont le noyau contient P, X ... X P,. Par consé-
quent, (1) entraine (i1). L’assertion inverse résulte de la proposition 6.2.

Nous notons 0, le caractére de G qui est la somme des caractéres abso-
lument irréductibles distincts de G dont le noyau ne contient pas P.

Prorosition 6.3. — Sout rg (resp. rop) le caractére de la représentation

réguliére de G (resp. G/P). On a

deG: r¢— rG/P

et les valeurs de 0, sont

0 st sgP;
Og(s) = —m si seP—{1};
m(p—r1) st s=1.
Démonstration. — Soit X, (resp. X.) ’ensemble des caractéres abso-

lument irréductibles de G dont le noyau contient P (resp. ne contient
pas P). Il résulte de la proposition 6.1 que les caracteres de X, (resp. X.)

sont tous de degré 1 (resp.d). On a donc ro= 2 ++ Z dy et rep= E £

YEX,y ALEX: 7 E€Xy
Par conséquent, r;—ryp= de::d@w Les valeurs de 0, se déduisent
LEX:

immédiatement de cette formule. C. Q. F. D.

Prorosition 6.4. — Soit E un corps de caractéristique o. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(1) Ualgebre E[G] est décomposée;

(i1) le caractére O, est rationnel sur E.

Démonstration. — 11 résulte de la proposition précédente que le carac-

tére 0; est & valeurs dans Z donc dans E. Si G est abélien, c’est-a-dire
si d =1, Iassertion est triviale. Sinon, on voit que 0, est la somme de
tous les caractéres absolument irréductibles distinets de G qui ne sont
pas de degré 1. Comme, pour tout caractére y de degré 1, on a my(y) =1,
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il en résulte que my(0;) est le ppem des my(y), pour 7 caractére abso-
lument irréductible de G. La proposition 6.4 est alors évidente.
C. Q. F. D.

6.3. DicomposiTioN pE v’ALciEBRE E[G]. — Dans toute la suite du
paragraphe, on désigne par E un corps de caractéristique o.

6.3.1. Réduction aux groupes de type CC,.

Prorosition 6.5. — Soit 7 un caractére absolument irréductible de G
indutt par un caractére v de degré 1 de G'. Soit Hy le sous-groupe de H
d’ordre md,, avec do= (d, p —1). Soit ¥ le caractére de H;.P induit par 7.
Alors y, est induit par yc, on a Q(yc) = Q(y) et le quotient de Hc.P par
Uintersection de P avec le noyau de Y. est isomorphe au groupe de type CC,
associé a G.

Démonstration. — 11 est clair que y est induit par yc. Soit, comme
au n° 3.2.1, G, I’ensemble des éléments g de G tels que 7 et 7, soient
conjugués sur Q. Comme y est absolument irréductible, la restriction de 1
a P est différente du caractére 1, de la représentation unité. On vérifie
immédiatement que ceci entraine G,= H;.P. On en déduit que H /H’
est canoniquement isomorphe au groupe de Galois de I’extension Q(7)/Q(y)
et que, par conséquent, Q(y) = Q(yc). Enfin, la derniére assertion résulte
de la proposition 6.2 appliquée a H¢.P. C. Q. F. D.

Prorosition 6.6. — Les assertions sutvantes sont équivalentes :
(1) UValgébre E[G] est décomposée;
(1) Palgébre E[G¢] est décomposée.

Démonstration. — Soit A un sous-groupe de P d’indice p dans P. 1l est
clair que A est invariant dans H;.P et que le groupe quotient H;.P/A
est isomorphe a G¢. Tout caractére absolument irréductible y. de G
peut donc étre considéré comme un caractére absolument irréductible
de H;.P dont le noyau contient A. Si %, n’est pas de degré 1, on voit que
le caractére y de G induit par y. est absolument irréductible et que
Q(y) = Q(yc). D’aprés le corollaire a la proposition 3.1, y. est donc
rationnel sur Q(y) si et seulement si 7 'est. Et (i) implique (i1). L’impli-
cation inverse résulte du corollaire & la proposition 3.1 et de la propo-
sition 6.5. C. Q. F. D.

CororrLalRE. — Soit y un caractére absolument trréductible de G.
Alors my(y) divise (p —1, d).
Ann. Ee. Norm., (4), IV. — Fasc. 1. 22



166 J.-M. FONTAINE.

En effet, il existe un caractére 7, de G tel que mgy(y) = my (%) et mg(ye)
divise le degré de . qui est 1 ou dc= (p —1, d).

6.3.2. Représentations fidéles des groupes de type CC,. — Soit G un
groupe de type CC, et soit y un caractére absolument irréductible et
fidéle de G. Le noyau de y ne contenant pas P, 7 est induit par un carac-
tére v, de degré 1 de G’. Le sous-groupe G’ est cyclique d’ordre mp et
invariant dans G. On en déduit que tout sous-groupe de G’ est invariant
dans G et que, par conséquent, 7 est fidele.

S1 J = G/G’'= H/H’, on a la suite exacte

1G>G —>J—>1.

On voit que Q(1) = (Q(1))(V1) et que J est canoniquement isomorphe
au groupe de Galois de I’extension Q(v)/Q(y). Le caractere y, et le groupe G
sont donc Q(y)-métabéliens. Soit ¢ I'élément de H*(J, G') qui définit G.
II' résulte de la proposition 3.3 que cq.,(y) est 'image de 7(¢) dans
H(Qn)jQ(y).

Posons Q' =Q({1) et désignons par Q” I'unique extension de Q de
degré (p —1)/d contenue dans Q’. Soit h un générateur de H. Posons
h'=h'. Alors I’ est un générateur de H’. Posons v(h') = b. Comme 7
est fidele, b est une racine primitive m'"* de l'unité et on voit que
Q(1) = Q'(b) et Q(y) = Q”(b). Si h désigne I'image canonique de h dans J
et si ¢, désigne le caractére de J défini par 9,(h) = 1/d, alors (cf. n® 1.2.1)
on a gy, (%) = (¢4, b). On a donc établi le résultat suivant :

Prorosition 6.7. — Avec les notations qui précédent, on a
i (z) = (9n, &),

Cororraire 1. — Supposons y a valeurs dans E. Pour que . soit rationnel
sur B, il faut et il suffit que les racines m™* de unité soient normes dans

Pextension E(y/1)/E.

En effet, ¢:(y) est la restriction a E de (¢;, b) et est égal & 1 s1 et seule-

ment si b est norme dans ’extension E({/1)/E. Un cas particulier du corol-
laire 1 est le suivant :

CoroLLAIRE 2. — St m = 1, alors y est rationnel sur Q(y).
Remarques :

(a) L’élément cq,(7) est complétement déterminé par sa restriction
a tous les complétés K, de Q(y). Pour chacun d’entre eux, on peut en
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calculer I'invariant. Si m =1, tous les invariants sont nuls. Supposons
donc m > 1. Un groupe de type CC. étant abélien, puisque d divise 2 —1 =1,
on peut aussi supposer p 7 2.

(1) S1 m> 2 ou si d est impair, on voit que Q(y) n’a pas de plongement
réel. Sim = 2 et sid est pair, on voit que R(y) = R et R(v}) = C. Comme — 1
n’est pas norme dans I’extension G/R, ¢ () est I'unique élément non trivial
de Br(R) et son invariant est 1/2.

(ii) Soit 4 un nombre premier différent de p. L’extension Q(1)/Q:(x)
est non ramifiée. Comme b est une unité, b est une norme dans I’extension
et 7 est rationnel sur Q, (). Donc, pour toute place au-dessus d’un nombre
premier A différent de p, 'invariant est nul.

(1) Sur Q,(y), l'invariant est donné par la proposition 1.7. Soit v
la racine primitive d*"™ de 'unité définie par 0,(h) = v. Soit ¢ la plus
petite puissance de p telle que m divise ¢ —1. Soit k l'unique entier,
modulo d, tel que b~"""“=v" Alors I'invariant de &q ,(y) est k/d.

? est une

De plus, si on pose ¢ = m/((¢ —1)/d, m), on voit que b~
racine primitive ¢™ de I'unité. L’indice de Schur de 7 sur Q, est le déno-
minateur de la fraction réduite égale a k/d, c’est-a-dire ¢. On vérifie immé-
diatement que m/((¢ —1)/d, m) = d[((¢ —1)m, d). L’indice de Schur de y
sur Q est le ppcm des indices de Schur locaux. On a donc

d/((g—1)/m, d) si m> 2 ou si d est impair;

ma(z) = | ppecmde 2 et d/((p —1)/2, d) sl m =2 et d est pair.

(b) On a le résultat suivant :

Prorosition 6.8. — Soit p un nombre premier différent de 2 et soit K
une extension finie de Q,. Soit € un élément de Br,(K). Alors il existe un
groupe G de type CC, et un caractére absolument irréductible y de G a valeurs
dans K tel que e (y) = &.

Démonstration. — Soit K, D'extension cyclotomique maximale de Q,
contenue dans K. Le corps K; contient ’extension maximale non rami-
fibe de Q, contenue dans K et il résulte du corollaire 2 au théoréme 2
que Br,(K) est la restriction a K de Br,(K;). Un caractére d’un groupe
fini est & valeurs dans K si et seulement si il est a valeurs dans Kg; 1l suffit
donc de démontrer I’assertion dans le cas ou K = K..

Soit alors d le degré de l’extension K('{/I)/K Si K= K, lexten-

sion K(V1)/K est totalement ramifiée et Br, (K) est le sous-groupe de Br(K)
d’ordre d. Soit g le nombre d’éléments du corps résiduel de K. 1l est clair
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que, lorsque b décrit’ensemble des racines (¢ — 1)"*"* de 'unité, b~ décrit
I’ensemble des racines d*"* de l’unité. La proposition résulte alors immé-
diatement du (111) de la remarque (a). C. Q. F. D.

6.3.3. Décomposition de Ualgébre E[G].

TrtorEME 4. — Soit G un groupe de type C, et soit E un corps de caracté-
ristique o. Soit F' (resp. Q') le corps des racines p*™* de Uunité sur E(resp. Q).
Le corps Q' peut s’tdentifier & un sous-corps de F'. Soit Q" Uunique extension
de Q de degré (p —1)/(p —1,d(G)) contenue dans Q' et soit F le corps
engendré sur E par Q". Alors, pour que Ualgébre E[G] soit décomposée,
i faut et il suffit que, pour toute racine m(G)*™ de Uunité b, b soit norme

dans Uextension F'(b)[F(b).

Démonstration. — D’aprés la proposition 6.6, I’algebre E[G] est décom-
posée si et seulement si ’algebre E[G¢] I'est. On a d(G;) = (p —1, d(G))
et m(Gg) = m(G). On voit donc qu’il suffit de démontrer le théoréme
lorsque G est de type CC,. S’il en est ainsi, 1l est clair que les caracteres
absolument irréductibles de G qui ne sont pas de degré 1 correspondent
exactement, lorsque G n’est pas abélien, aux caractéres absolument irré-
ductibles et fidéles des groupes G, de type CC, satisfaisant d(G,) = d(G)
et m(G,) divise m(G). Le théoréme résulte alors du corollaire 1 a la
proposition 6.7. - C. Q. F. D.

CoroLLAIRE 1. — Soit A un nombre premier différent de p. L’algébre Q,[G]
est décomposée.

(’est une conséquence triviale du (1) de la remarque (a) du numéro
précédent.

CoroLLAIRE 2. — Pour que Ualgébre R[G] soit décomposée, il faut et il
suffit que (m, d, p —1) soit imparr.

En effet, 1l résulte du (1) de la remarque (a) du numéro précédent
que R[G] est décomposée si et seulement si ou bien tout diviseur de m
est différent de 2, ou bien (d, p —1) est impair.

CororraIrRE 3. — St E contient les racines p*"* de Uunité, Ualgébre E[G]
est décomposée.

En effet, pour tout b, on a F'(b) = F(b), et, par conséquent, b est norme
dans 'extension F'(b)/F(b).

CorROLLAIRE 4. — Si (m,d,p —1) = 1, Ualgébre Q[G] est décomposée.
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En effet, ’extension F'[F est de degré (d, p —1) et b est une racine de
P’unité d’ordre premier a (d, p —1). Done, b est norme dans Iexten-

sion F’(b)[F(b).

CororrAtre b. — Soit d,, la m-composante de d. St E contient les racines
(dmm)®™ de Uunité (en particulier, si E contient les racines n*™* de I'unité),
Palgébre E[G] est décomposée.

En effet, on a alors F'(b) = F’ et F(b) = F. Soit a une racine primi-
tive (dnm)® de 'unité contenue dans F. La norme de F’ & F de a est a*
et on vérifie immédiatement que c’est une racine primitive m" de ’unité.

6.4. CONSTRUCTION DE LA REPRESENTATION DEFINIE PAR 0;. — Pour
achever ce paragraphe, nous allons retrouver par des méthodes entié-
rement élémentaires certains résultats du n°® 6.3 et donner, dans certains
cas, une construction explicite de la représentation définie par 0.

6.4.1. Relations entre 8;, 0, et 6. — Les deux propositions suivantes

se vérifient immédiatement sur les valeurs des caractéres :

Prorosition 6.9. — Soit P, un sous-F,[H]-module simple non trivial

de P.On a:
(1) Oup,= Resyp,(8c) — (p*— p")d~'p"rup,, en désignant par ry, la repré-
sentation réguliére de HP,;

(1) Og="0¢p,+ Oip,, en désignant par O, le caractére de G induit par Oy,

Prorosition 6.10. — Supposons G de type CS,. Soit H; le sous-groupe
de H d’ordre md;, avec do= (d, p —1). Pour tout élément s de P — {1},
soit P, le groupe cyclique engendré par s et soit J, la réunion des orbites des
éléments de P,— {1} (pour Paction de H sur P). Les J, constituent une
partition € de P — {1|. Dans chaque élément J de %, chotsissons un élément s,.
On a:

(1) pour tout s appartenant ¢ P — {1},

Ou,p,= Resu,p, (06) — (p"' —1) di’* ru,»,,

en désignant par ry sy, la représentation réguliére de H:P,;

(i1) p"16G=26;cPu, en désignant par Oy p le caractére de G induit par
leg
HCP'J.
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Comme d divise p"— 1 et comme d; divise p —1, on voit que les asser-
tions (i) de ces propositions permettent, compte tenu de la proposition 6.4,
de montrer que, si I’algébre E[G] est décomposée, alors I'algébre E[G]
Pest aussi. De méme les assertions (ii) permettent de montrer que si
Palgebre E[G.] est décomposée, p"'0; est rationnel sur E. Comme le
degré de chaque caractére absolument irréductible qui divise f; est premier

a p, on voit que mg(f;) est premier & p. Donc 0, est rationnel sur E et
Palgébre E [G] est décomposée.

On retrouve ainsi la proposition 6.6.

6.4.2. Construction de 9; lorsque E contient les racines p*™ de U'unaité.

Prorosition 6.11. — Soit X l'ensemble des caractéres absolument irré-
ductibles de P. Soit 1, le caractére de la représentation unité de P et soit (p;)
un systéme de représentanis des orbites de X — {1,| pour Uaction de H.
Soit ry, le caractére de la représentation réguliére de H'. Alors 0 est le carac-

tére de G induit par le caractére ru,®29i de G'.

Démonstration. — Le caractére 0; est la somme de tous les caractéres
distincts induits par les caractéres de degré 1 de G’ dont la restriction
a P n’est pas 1,. On obtient chacun d’entre eux une fois et une fois seule-
ment en prenant tous les caractéres de la forme 71 ) ¢;, avec v caractére
de degré 1 de H’, d’ou le résultat., C. Q. F. D.

Le caractére Zpi est une somme de caractéres de degrés 1. Lorsque E

contient les racines p*™* de l'unité, chacun d’entre eux est a valeurs
dans E et on peut donc construire une représentation de P sur E dont

le caractére est 2@. En tensorisant avec la représentation réguliere

de H' et en prenant la représentation de G induite, on obtient une cons-
truction effective de 0O; sur E. En particulier, on retrouve le corollaire 3
du théoréme 4.

6.4.3. Construction de 9; sur Q lorsque (m,d) =1. — On a vu (cor. 4
au théoréme 4) que, lorsque (m, d) =1, I’algébre Q[G] est décomposée.
Nous allons retrouver ce résultat en donnant une construction de la
représentation définie par 0, dans ce cas.

Si (m, d) =1, le groupe G est le produit direct d’un groupe cyclique A
d’ordre m par un groupe G, de type C, vérifiant m(G,) = 1. On vérifie
immédiatement que la représentation de G définie par 0, peut s’obtenir
comme produit tensoriel de la représentation réguliére de A par la repré-
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sentation de G, définie par 0. Il suffit donc de construire une repré-
sentation de caractére f; sur Q lorsque m = 1.

Le groupe G opeére alors sur P de la maniére suivante :

(a) P opére sur lui-méme par les translations : s: 0 > so;
(b) H opére sur P par les automorphismes intérieurs h: o > hoh .

On en déduit une représentation de G sur I'espace vectoriel des fonctions
sur P a valeurs dans Q. Soit ¢ le caractére de cette représentation. Pour
tout ¢ dans G de la forme ¢ = hs, avec h dans H et s dans P, o(hs) est
égal au nombre de solutions dans P de I’équation en o: hsoh™'=7
ou ¢ '=s. On vérifie immédiatement que, pour tout & différent de 1 appar-
tenant a H, l'application ¢ > ¢"~* est un automorphisme de P. On a donc

I pour t&P;

o(t)y="<o pour t€P —{1};
prt pour ¢=—r1.

Si 1, désigne le caractére de la représentation unité de G, on voit que
0,= © — 14 Par conséquent, 0; est le caractére du quotient de la repré-
sentation définie par ¢ par la représentation unité.

6.4.4. Construction de O lorsque E contient les racines n'*™* de lunité.
— Soit H = G/P et soit £, un caractére de degré 1 de H qui est fideéle.

m—1
Posons £;= £/ et soit E=ZE,~. Si le corps E contient les racines n** de
j=0
P'unité, le caractére £ est une somme de caractéres de degré 1 a valeurs
dans E et est rationnel sur E. Il est clair que sa restriction a H'= G'/P
n’est autre que le caractére de la représentation réguliére de F’. Si G = G/H’,
on vient de voir comment on peut construire une représentation de G de
caractére O; sur Q donc aussi sur E. On vérifie immédiatement sur les
valeurs des caractéres que le caractére £ 0 du produit tensoriel des
représentations définies par £ et 0Oy est égal a .. On obtient donc ainsi
un moyen de construire f; sur E et on retrouve, en particulier, que si E
contient les racines n*"* de I'unité, I’algébre E[G] est décomposée.

7. Représentations des groupes de type R,.

7.1. DiriNiTions. — Soit p un nombre premier et soit G un groupe fini.
On dit que G est de type R, si c’est le produit semi-direct d’un p-sous-groupe
invariant par un groupe cyclique d’ordre premier a p.

Dans tout ce paragraphe, on désigne par G un groupe de type R,
par P son p-sous-groupe de Sylow et par H un groupe cyclique d’ordre
premier & p tel que G = H.P. On note n(G) = n Pordre de H.
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Soit /4 un entier naturel strictement positif, et soit

G=TIoI>...oh0h>oDn={1}

une suite de sous-groupes invariants de G vérifiant I';z=1T,.,, pour
J=1,2, ..., A On dit que c’est une C,-suite assoctée @ G si les conditions
suivantes sont satisfaites :

(1) I'y/T'; est un groupe cyclique d’ordre premier a p;

(i) pour j=1,2,...,A, I;/I;,, est un groupe abélien de type
(p,py ..., p) contenu dans le centre de I',/I';,, qui, en tant que
F,[T')/T';]-module, est isotypique.

Dans ces conditions, on voit que I''= P et que I'y/T'; est canoniquement
isomorphe & H. Par abus d’écriture, pour tout ; non nul, nous notons
encore H I'image de H dans G/T';.,.

11 est clair que, pour tout j non nul, H.I';/I';,, est un groupe de type C,.
On dit que la famille des H.T';/T';,, est la famille des groupes de type C,
correspondant a la C,-suite et que H.I';[T';, est le j*™ terme de la famille.
On voit qu’il est défini (par le choix de H) & un isomorphisme prés. Une
famille de groupes de type C, correspondant a une suite associée a G est
appelée un systéme complet de groupes de type C, associé a G.

Il est immédiat que tout groupe de type R, admet au moins une C,-suite
associée. On peut méme la choisir de maniére que tous les groupes de
type C, correspondants soient de type CS,. Il suffit de choisir un élément s
d’ordre p contenu dans le centre de P et de prendre pour Iy le F,[H]-module
engendré par s. On fait ensuite le quotient par I, on recommence la méme
opération sur le groupe G/I';, et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on arrive a un
quotient d’ordre premier a p.

7.2. Caractires. — On a vu (§ 5) comment on peut obtenir les carac-
téres absolument irréductibles de G a partir de ceux de P.

Supposons G muni d’une C,-suite associée. Soit y un caractére abso-
lument irréductible de G. Si le noyau de y contient I''= P, y peut
étre considéré comme un caractére absolument irréductible du groupe
cyclique G/P. Il est donc de degré 1. En particulier, y est rationnel
sur Q(y).

Prorosition 7.1. — Soit E un corps de caractéristique o. St p = 2,
on suppose U'algébre E[P] décomposée. Soit y un caractére absolument irré-
ductible de G & valeurs dans E. Soit j le plus petit entier tel que le noyau
de y soit contenu dans I';.,. Posons Aj= H.T;/l';,,. Alors, il existe un
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caractére absolument irréductible 7' d’un sous-groupe de A; qui est a valeurs
dans B et quu est tel que ex(y) = ex(y).

Démonstration. — Pour tout caractére absolument irréductible o de P,
soit G, le sous-groupe d’isotropie de ¢ (pour 'action de G).

7.2.1. Calcul de &, (). — On sait (cf. prop. 5.1) qu’il existe un caractére
absolument irréductible ¢ de P et un caractére absolument irréductible 1
de G, tels que les conditions suivantes soient réalisées :

(1) la restriction de v & P est égale a p;
(11) le caractére y est induit par 7.

St p est différent de 2, d’aprés la proposition 4.1, ¢ est rationnel
sur E(p); si p =2, il en est de méme par hypothése. D’aprés la propo-
sition 5.2, 7 est donc rationnel sur E(7)) et on peut appliquer le théo-
réme 3.

Soit g le degré de v et soit 3 un E-épimorphisme de E[G;] sur M, (E(v))
correspondant a . Soit G, le sous-groupe de G formé de ’ensemble des g
tels que 7, et 1} sont conjugués sur E (7). On sait que G, est un sous-groupe
invariant de G, et que le quotient G,/G, est canoniquement isomorphe au
groupe de Galois J de 'extension E(7)/E. Soit ¢ un systéme de repré-
sentants de 1’élément de H?(J, G’) définissant I’extension

1G> Gp—> J—1.

Alors, le théoréeme 3 dit que (c.(y))? est la classe, dans Br(E), de I'image
par {3 de dét(z).

Posons H,= G,NH et H,= G,NH. Soit A un générateur de H, et
soit dy; 'ordre de J. Soit h'=h". Il est clair que &’ est un générateur de H,.
Soit m lordre de H), et soit h I'image de k dans J. Il est immédiat que I’on
peut choisir ¢ pour que
szkjlz:{ ;z’ Z: 2:?;;2 pour o =k, I < dg.

Posons b = dét(B(h")). Soit I la matrice unité de M,(E(v)). Comme
(B(R"))"= B(h"™)=[(1) = I, on voit que b est une racine m*™ de I'unité.
Soit 97 le caractére de J a valeurs dans Q/Z défini par 9;(h) =1/d;. Alors,
b appartient a E et (¢f. n° 1.2.1), on a (g4(y))?= (97, b).

Le degré ¢ de v est égal au degré de p qui est un caractére absolument
irréductible d’un p-groupe. Donc ¢ est une puissance de p. Comme m
divise n qui est premier a p, il existe une racine m*™° de ’'unité b’ contenue

Ann. Ee. Norm., (4), IV. — Fasc. 1. 23
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dans E et une seule telle que b= b. Le groupe J est un groupe cyclique
dont 1’ordre, dg, divise n. Le caractére y étant induit par v est rationnel
sur E (7). Donc I’ordre de g;(y) divise le degré d;; de I’extension E(7)/E et est
premier & p. On en déduit que

Ee(y) = <(PZ, [)').

7.2.2. Comme, par hypothése, le noyau de y contient I';,,, on peut,
quitte & passer au quotient, supposer que I';,;={1}. Posons I' =1T,.

Lemume 1. — Il existe un caractére ¢’ de degré 1 de T, différent du caractére 1,
de la représeniation unité, tel que

Resj (n) = q¢'.

Démonstration du lemme. — Le caractére p est induit par un carac-
tére o de degré 1 d’un sous-groupe B de P. Pour tout s dans le centre de P,
on a 3,= . Comme ¢ est absolument irréductible, on en déduit que B
contient le centre de P. Comme I' est contenu dans le centre de P, I' est
donc contenu dans B. Soit o’ la restriction de § a I'. Il est clair que la
restriction de ¢ 4 I' est gp’. Comme la restriction de 1 a P est ¢, on a donc

Res (n) = qp'.

Si p" était égal & 1y, le noyau de 1 contiendrait I Comme I' est inva-

riant dans G, et comme y est induit par 7, le noyau de % contiendrait
aussi I', ce qui est contraire a ’hypothése.
C. Q. F. D.

7.2.3. Fin de la démonstration. — Posons A,= H,.I'. 11 est clair
que A, est un sous-groupe de type C, de A;, que son p-sous-groupe de
Sylow est I' et que le centraliseur A; de P dans A est H,.I. Soit 7 le
caractére de degré 1 de A, défini par

o (N)y="¥ et Res; (') =¢'.

On a vu que b’ est un élément de E. Donc 7’ est & valeurs dans E ({/1).
Soit 7’ le caractére de A, induit par v'. On vérifie immédiatement, & partir
de la relation Res. (1) = ¢¢’, que %’ est un caractére absolument irréductible
de A a valeurs dans E. La proposition 6.7 montre que &, (') = (o7, b).
On a donc &g(y) =¢&x(x).

C. Q. F. D.
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7.3. DfcoMPOSITION DE L’ALGEBRE.

Tutorime b. — Soit G un groupe de type R, et soit E un corps de caracté-

un systéme complet de C,-groupes associé & G. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) Palgébre E[G] est décomposée;
(ii) les algébres E[A;], pour | = 1,2, ..., A, sont toules décomposées.

Démonstration. — Soit

G=T, o >.. oI ={1}

une C,-suite associée a G telle que, pour tout j, A; soit le ;" terme de
la famaille de groupes de type C, correspondants. On peut donc identifier A;
et H.I';/T;,,.

Pour tout caractére absolument irréductible y de G, nous notons j(y)
le plus petit entier j tel que le noyau de y soit contenu dans I';,,.

7.3.1. L'tmplication (11) = (1).

Lemume 2. — Sotent G, et G, deux groupes de type C,. Supposons que m(G,)
divise m(G,) et que d(G,) digise d(G.). Soit E un corps de caractéristique o
et soit ¥, un caractére absolument vrréductible de G, a valeurs dans E. Alors,
il existe un caractére absolument irréductible y, de G. a valeurs dans E

tel que eg(y2) = &x(a).

Démonstration du lemme. — Si d(G,) divise d(G.), (d(G,), p — 1) divise
(d(Gs), p — 1) et 1l résulte de la proposition 6.5 que I'on peut supposer
que G, et G, sont de type CC,.

(a) S1 m(G:) = m(G,), on peut toujours considérer G, comme un sous-
groupe de G,. Soit . le caractére de G. induit par y,. Il résulte de la
proposition 6.1 que 7y, est absolument irréductible. Etant induit par y,,
il est & valeurs dans E et le lemme résulte du corollaire a la proposition 3.1.

(b) Si m(G.) £ m(G,), désignons par H” le sous-groupe cyclique de G.
d’ordre m(G.)/m(G,). Le groupe H” est invariant dans G. et le groupe

G.= G,/H” est un groupe de type CC, vérifiant d(G.,) = d(G.) et

m(G.) = m(G,). Il existe donc un caractére absolument irréductible 7,

de G. a valeurs dans E tel que cg(y.) = ¢x(y1). Le lemme résulte alors

de ce que ce caractére peut toujours étre considéré comme le caractére

d’une représentation de G, dont le noyau contient H”.
C. Q. F. D.
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Soit alors y un caractére absolument irréductible de G. Posons j = j(7)
et E'= E(y). Si j n’est pas strictement positif, 1 est de degré 1 et est
rationnel sur E’. Supposons donc j > 1. D’apreés la proposition 7.1, il existe
un caractére y' d’un sous-groupe A de A;, a valeurs dans E’, tel que
€e (y) = e (x’). Comme A est un sous-groupe de Aj;, on voit que d (A)
divise d(A;) et que m(A) divise m(A;). D’apres le lemme 2, il existe donc
un caractére absolument irréductible y; de A;, a valeurs dans E’, tel que
e (1) = x (). Si lalgébre E[A;] est décomposée, on en déduit que y
est rationnel sur E’; et (i1) implique (1).

7.3.2. L’implication (i) 1=> (ii). — Soit j un entier compris entre 1 et A.
Nous voulons montrer que si E[G] est décomposée, E[A;] Iest aussi.
Si E[G] est décomposée, E[G/T;,,] T'est aussi. On peut done, quitte
a passer au quotient, supposer que I';,,={1]. Posons d(A;) =4d
et m(A;) = m.-

Lemme 3. — Soit y un caractére absolument irréductible de G tel que
j(x) = j. Alors le degré de vy est divisible par d.

Démonstration du lemme. — Reprenons les notations du n® 7.2, et soit H’
le centraliseur de I' dans A;.

Si ¢ est un élément de H qui n’appartient pas & H’, p, est différent de ¢'.
Comme la restriction a I' de 7 est ¢¢’, on voit que 7, est différent de .
Done, t n’appartient pas & H,. Par conséquent, H} est contenu dans H'.
Il en résulte que (H : H') divise (H : H,), d’ou le lemme, puisque d = (H: H’)
et puisque le degré de y est ¢ (H: Hj). C. Q. F. D.

Posons alors G = G/I" et soit r (resp. r) le caractére de la représentation
régulitre de G (resp. G). Il est clair que r — 7 est un caractére de G. Soit e
(resp. €) I'ordre de G (resp. G). Pour tout s dans G, on a

. "o si s¢T;
(r—7)(s)={ —e st sel—{1};
e—eée si s—=—1.

Pour tout caractére absolument irréductible y de G, soit d, son degré.
Soit Y lensemble des caractéres absolument irréductibles de G dont le
noyau ne contient pas I'. Il est clair que

r—F:E dxX-
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Posons e = ne’ et e =ne’ (n désigne toujours l'indice de P dans G).
Les entiers ¢’ et ¢’ sont des puissances de p. D’aprés le lemme 3, pour
tout y dans Y, d, est divisible par d. On en déduit que la fonction
centrale ® = (r — r)/d est un caractére de G. Ses valeurs sont

0 si sgl;
D(s)={ — me si sel —{r1};
me'(efe—1) ~si os=1.

Les valeurs du caractére 0,, de A; défini au n° 6.2, sont

0 sl S¢1‘;
Oy, (8)={ —m si sel'—{1};
m(e/e'—1) sl s=—1.

On en déduit que Res, (®) =¢'.0,. Comme ® est a valeurs dans Q,
si I’algébre E[G] est décomposée, @ est rationnel sur E, donc aussi sa
restriction & A;. Comme e’ est une puissance de p et comme l'indice de
Schur sur E de chacun des caractéres absolument irréductibles de A; qui
divise 0, est premier & p, on en déduit que f;, est rationnel sur E. D’aprés
la proposition 6.4, ceci entraine que l’algébre E[A;] est décomposée.
Done, (1) implique (i1). : C. Q. F. D.

7.4. LES GROUPES DE TYPE R.,.

TutorimE 5. — Soit G un groupe de type R, et soit P son 2-sous-groupe
de Sylow. Soit E un corps de caractéristique o. Les assertions suivanies sont
équivalentes :

(1) Palgébre E[G] est décomposée;
(i) Dalgébre E[P] est décomposée.

Démonstration. — Si A est un groupe de type C., P'algébre E[A] est
décomposée. Le théoréme 5 montre donc que (ii) implique (1).

Soit n = (G : P) et soit ¢ un caractére absolument irréductible de P.
Soit G, le sous-groupe d’isotropie de p (pour I’action naturelle de G sur
I’ensemble des caractéres de P). Soit m = (G’: P). L’entier m divise n et
est donc impair.

Soit E'= E(p) et soit ¢* le caractére de G induit par p. Le caractére p*
est un caractére de G & valeurs dans E’. Si I’algébre E[G] est décomposée,
il est donc rationnel sur E’. Il est clair que (Resy(p*), p) = m. Comme ¢
est a valeurs dans E’, on en déduit que mp est rationnel sur E’. Comme
I'indice de Schur de p est 1 ou 2, et comme m est impair, on voit que ¢

)
est rationnel sur E’. C. Q. F. D.
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8. Appendice : Théoréme de Witt et applications.

8.1. TutoriME DE WITT. — Soit 1 un entier strictement positif et soit E
un corps de caractéristique o. Soit v une racine primitive n"*" de 'unité.
Soit I;(n) le groupe multiplicatif des entiers ¢ modulo n tels que I’appli-
cation v +> v définisse un automorphisme de Q(v) qui laisse fixe Q(v)NE.
Le groupe I.(n) est canoniquement isomorphe au groupe de Galois de
Pextension E(v)/E.

Soit G un groupe fini et soit @ un élément d’ordre n de G. On pose

Np(a) ={geG|Ii€lg(a): gag~' = d'}.

Le groupe G est dit E-élémentaire, relativement au nombre premier p,
si c’est le produit semi-direct d’un p-groupe P par un groupe cyclique

invariant A = {a > dont 'ordre n est premier a p et st G =Ng(a).
Witt a obtenu le résultat suivant (¢f. [13], Satz 9) :

Tutortme pE Witt. — Soit G un groupe fint d’exposant n. Soit p un
nombre premier et soit I un corps de nombres tel que le degré de Uexten-

sion E(y1)/E soit une puissance de p. Soit y un caractére absolument irré-
ductible de G a yaleurs dans E. Alors

(1) il existe un sous-groupe H de G qui est E-élémentaire relativement a p
et un caractére absolument irréductible £ de H a valeurs dans E, tels que
(Resu(y), &) = o (mod p);

(11) pour tout sous-groupe H de G et pour tout caractére absolument trré-

ductible £ de H a valeurs dans E tels que (Resy(y), &) = o (mod p), on a
() = &(8).

Remarque. — En fait, Witt énonce ce théoréme sous une forme moins
précise, mais c’est ce qu’il démontre. On trouvera une autre démonstration
de I’assertion (1) dans un article de Solomon ([12], lemma 6, p. 154). Comme

et £ sont rationnels sur E(:/;) et comme EW?)/E est une p-extension,
les ordres de () et de (&) sont des puissances de p. On voit que
Passertion (ii) n’est qu’un cas particulier de la proposition 3.1.

8.2. ArpricaTiONS. — Supposons que I’on sache calculer ;(y) lorsque E
est un corps de nombres contenant les valeurs de . S1 E est un corps
quelconque de caractéristique o contenant les valeurs de y, E peut étre
considéré comme une extension de Q(y) et il est clair que g,(y) est la
restriction a E de &g, (7).
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Soit E un corps de nombres contenant les valeurs de y. Comme un
groupe E-élémentaire est hyper-résoluble, il résulte de la proposition 3.4
que tout caractére absolument irréductible, a valeurs dans E, d’un groupe
E-élémentaire, est induit par un caractére E-métabélien. Le théoréme
de Witt fournit donc un moyen de calculer £;(y) lorsque E(t/f)/E est une
p-extension.

51 E est un corps de nombres quelconque, pour tout nombre premier p,
on peut construire une extension E’ de E contenue dans E(:/f) de degré m
premier a p, telle que E(Y1)/E’ soit une p-extension. Soit p" le degré
de l’extension E(:/?)/E' et soit m’ un entier tel que mm'= 1 (mod p").
I1 est clair que la p-composante de gx(y) est (Corg (g (y)))", en désignant
par Corg I'application de correstriction de E' a E. Le théoréme résout done
le probléme de la détermination de ¢;(y) dans tous les cas.

De plus, 1l résulte du théoréme 3 que & (y) est un élément de

H&(E(V?)/E') Il provient d’un élément de H2<E<7\l/f)/E’, 1L>. Sa correstric-
tion provient donc d’un élément de H(E(:/;)/E, {J«) et est, par conséquent,
un élément de H“(E(C/D/E) Il en est évidemment de méme de sa puis-
sance (m')* . On voit que chaque p-composante de &;(y) est un élément

de HJE(:/?)/E), donc () aussi. Il est clair (par restriction) que ce
résultat reste vrai lorsque E est un corps de caractéristique o contenant
les valeurs de y, quelconque. On a donc démontré le résultat suivant :

Prorosition 8.1. — Soit G un groupe finit d’exposant n et soit E un corps
de caractéristique o. Soit 7 un caractére absolument irréductible de G a valeurs

dans E. Alors g5(y) est un élément de H(L(E(Q;)/E) (en particulier, on vout
que c’est un élément du groupe de Brauer cyclotomique de E).

- Cororraire 1. — Soit G un groupe fini d’ordre premier a p. L’algébre Q,[G]
est décomposée. o

En effet, ’extension Q,,(I\L/I)/QP () est non ramifiée et, d’apres la propo-
sition 1.2, H2(Q,(V1)/Q,(x)) = 1.

Cororraire 2. — Soit G un groupe fint et soit 7 un caractére absolument

wrréductible de G. Alors :

(i) pour p>~2, mq (1) divise le degré de Uextension Q,,(:/;, X)//Q,,(X);
en particulier, mg (1) divise p — 1.

(11) Pour p = 2, mg,(y) divise le degré de Uextension Q.(V=1,7)/Q.(2);
en particulier, mg () divise 2.

Ces assertions résultent, trivialement, des théorémes 1 et 1’.
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Cororraire 3. — Soit G un groupe fini et soit . un caractére absolument
irréductible de G. Alors :

(i) Si G est un 2-groupe, mq(y) divise 2;
(i) St G nr’est pas un 2-groupe, mq(X) divise le ppcm des entiers p —1,
pour p premier divisant Uordre de G.

En effet, soit E = Q(y). L’entier mq(y) est le ppem de tous les mg, (%)
pour tous les complétés E, de E. Si p est une place infinie ou au-dessus
de 2, mg,(y) divise 2. 51 p est une place au-dessus d’un nombre premier p
différent de 2, mg ()) divise p —1 d’aprés le corollaire 2; il est égal a1
si p est premier a4 ’ordre de G, d’aprés le corollaire 1. Le corollaire 3 est
alors évident.
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