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SUR LA DÉCOMPOSITION DES ALGÈBRES DE GROUPES

PAR JEAN-MARC FONTAINE.

Introduction.

Soit p un nombre premier. Un groupe fini est dit de type Rp si c'est le
produit semi-direct d'un sous-groupe cyclique d'ordre premier à p par un
p-sous-groupe invariant. Les groupes de type R^, interviennent dans l'étude
des extensions des corps locaux (si L est une extension finie galoisienne
totalement ramifiée d'un corps local K, le groupe de Galois de l'extension
est de type R^p, p étant la caractéristique du corps résiduel de K).

Le but de ce travail était primitivement l'étude de la décomposition
des algèbres de groupes de type Rj,. Witt a étudié dans [13] la décomposition
des algèbres de groupes finis quelconques, mais par des techniques qui ne
semblent pas très appropriées au cas particulier des groupes de type Rp.
On a donc été conduit à développer d'autres méthodes. Il s'est avéré qu'elles
pouvaient s'appliquer à des groupes beaucoup plus généraux que les groupes
de type Rp (en particulier, aux groupes résolubles). C'est ce que l'on expose
dans cet article.

Soit G un groupe fini et soit E un corps de caractéristique o. L'al-
gèbre E[G] est semi-simple. Soit A un facteur simple de l'algèbre E[G].
L'algèbre A est une algèbre simple d'un type particulier, nommé
« Kreisalgebra » par Witt (loc. eu,]. L'ensemble des classes de « Kreisal-
gebren », de centre un corps donné E, forme un sous-groupe du groupe de
Brauer de E, que nous appelons le groupe de Brauer cyclotomique de E.
Le paragraphe 1 est une étude détaillée du groupe de Brauer cyclotomique
de E, lorsque E est une extension finie de Qp.

Le paragraphe 2 rappelle un certain nombre de résultats sur les algèbres
semi-simples et sur les caractères des groupes finis. Le paragraphe 3 déter-
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mine la structure de l'algèbre simple centrale correspondant à un caractère
absolument irréductible d'un groupe G fini, induit par un caractère d'un
sous-groupe invariant de G.

Le paragraphe 4 applique les méthodes du paragraphe 3 aux groupes
niipotents. Le paragraphe 5 expose la structure des représentations des
groupes résolubles. Les paragraphes 6 et 7 sont consacrés à l'étude des
algèbres des groupes de type î{p : le paragraphe 6 se limite au cas de certains
groupes de structure particulièrement simple, les groupes de type Cy,, et
le paragraphe 7 montre comment on peut se ramener à ce cas. Dans le
paragraphe 8, enfin, on rappelle le résultat principal de l'article indiqué
de Witt et on en donne quelques applications immédiates.

Dans un prochain article, on montrera comment les résultats des para-
graphes 6 et 7 permettent de résoudre le problème de la rationalité des
représentations d'Artin des extensions galoisiennes finies des corps locaux. .

Définitions et notations.

Dans le paragraphe 1, on utilise abondamment certaines des méthodes
exposées par Serre dans son livre sur les corps locaux ([9], cité CL).

On appelle corps local un corps muni d'une valuation discrète pour
laquelle il est complet. Si K est un corps local, on appelle valuation norma-
lisée de K la valuation v de K telle que ^(K*) = Z.

Soit L une extension finie d'un corps local K. Si v désigne la valuation
normalisée de L, on note e^ l'indice du groupe ^ '(K*) dans Z.

On dit que l'extension L/K est :

— non ramifiée si e^= i et si l'extension résiduelle est séparable;
— totalement ramifiée si le corps résiduel de L est le même que celui de K ;
— modérément ramifiée si e^ est premier à la caractéristique du corps

résiduel et si l'extension résiduelle est séparable.

Soit L^' l'extension maximale non ramifiée de K contenue dans L. Si
l'extension L/K est galoisienne on appelle groupe d'inertie de l'extension
le groupe de Galois de l'extension L/L^.

Dans tout cet article, les seuls corps locaux envisagés seront les exten-
sions finies de Qp de sorte que les extensions résiduelles seront toujours
séparables.

Enfin, les notations et les définitions de cohomologie utilisées sont
usuelles; en particulier, celles des homomorphismes Inf, Res et Cor {cf. CL,
p. 124 et 127).
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1. Le groupe de Brauer cyclotomique.

1.1. DÉFINITION. PREMIÈRES PROPRIÉTÉS. — Soit k un corps. Soit K une
extension galoisienne de k et soit G le groupe de Galois de l'extension K/Â*.
Le groupe multiplicatif K* de K est un G-module. Comme il est d'usage,
on écrit îî^K/k) au lieu de H^(G, K*).

Soit ks une clôture séparable de k. On note Br(/c) = H2^,//?) le groupe
de Brauer de k. C'est la limite inductive, pour K parcourant l'ensemble des
extensions finies galoisiennes de k contenues dans fc, de H^Ky/c).

Pour tout corps k, on note p-(/c) le groupe des racines de l'unité contenues
dans /c. Si K est une extension galoisienne de k et si G est le groupe de
Galois de l'extension, il est clair que p-(K) est un sxms-G-module de K*.
Pour tout entier positif ç, on écrit H^R/À*, p-) au lieu de ?(0, [^(K)). On a
un homomorphisme canonique de H^ÇK/A*, p-) dans WÇK-fk). Nous notons
H^(K/À') l'image de H^K/A1, [^) par cet homomorphisme.

Soit L une extension galoisienne de k contenant K. Il est clair que l'image
par inflation de H^(K//c) est contenue dans H^(L/A1). Soient Ki et Kj
deux extensions finies cyclotomiques de k. Soit K' le corps engendré sur k
par Ki et Ks. L'extension K'/A* est encore cyclotomique. On peut donc parler
de la limite inductive de H^(K//c) pour K parcourant l'ensemble des exten-
sions finies cyclotomiques de k contenues dans ks. C'est un sous-groupe
de Br(/c) que nous notons Br^(/c) et que nous appelons le groupe de Brauer
cyclotomique de /c. Si kc désigne l'extension cyclotomique maximale de k
contenue dans ks, on voit que Br^(À') == H^(/Cc//c).

Soit K un corps et soit £ un élément de Br^(K). Il est clair que l'on peut
choisir une extension L de K et une racine de l'unité v contenue dans
L telles que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) on a L = K(v ) ;
(ii) l'élément £ appartient à H^(L/K) et admet un représentant £ à

valeurs dans le groupe cyclique engendré par v.

Soit k le sous-corps premier de K, soit k' = /c(v) et soit ki = /c 'HK.
L'élément £ de Br?,(K) est la restriction d'un élément de H^/c'/A'i) qui
est contenu dans Br^(/Ci). On peut donc, en un certain sens, se contenter
d'étudier Br^(K) lorsque K est une extension finie cyclotomique d'un corps
premier.

En particulier, si la caractéristique de K est différente de zéro, toute
extension finie de son corps premier est un corps fini /Ci. On a donc
Br^(A'i) == i, puisque Br(/Ci) == i. Par conséquent, Br^(K) = i. On a
établi le résultat suivant ;
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PROPOSITION 1.1. — Pour tout corps K de caractéristique non nulle,
Br,(K) =i.

Si K est de caractéristique nulle, toute extension finie de son sous-corps
premier est un corps de nombres. Si K est un corps de nombres, la connais-
sance d'un élément de Br(K) est équivalente à la connaissance de la restric-
tion de cet élément à chacun des complétés Ky de K. La restriction à Kp de
Br^(K) est évidemment contenue dans Br^(Kp).

Si Ky~ C, on a, trivialement : Brp.(C) === Br(C) = i.
Si Kp~R, Br(R) est un groupe cyclique d'ordre 2 et on vérifie immédia-

tement que Br^(R) == Br(R).

Dans les autres cas, Ky est un corps local de caractéristique nulle, à corps
résiduel fini. Il est donc isomorphe à une extension finie de Qp. Le reste
du paragraphe 1 est consacré à l'étude de Br?.(K) lorsque K est une exten-
sion finie de Qp.

1.2. ETUDE DU GROUPE H^(L/K). — Dans toute la suite du paragraphe 1,
sauf mention explicite du contraire, on désigne par p un nombre premier,
par K un corps de caractéristique nulle et par K une clôture algébrique de K.
Pour tout entier m strictement positif, Km désigne le sous-corps de K
engendré sur K par les racines m16^ de l'unité. On note K^ la limite inductive
des Km, pour m premier à p (la relation d'ordre sur les entiers m étant
évidemment la divisibilité), et Kl la limite inductive des Km, pour m
puissance de p.

Soit L une extension finie galoisienne de K contenue dans K. Pour tout
entier m strictement positif, on pose 'L^11 = LU Km, L' = LïïKl,,
\J' = LnKi. On désigne par [^'(L) [resp. [^(L)] le groupe des racines
de l'unité d'ordre premier à p (resp. d'ordre une puissance de p) contenues
dans L. Si G désigne le groupe de Galois de l'extension L/K, [^(L) est le
produit direct des G-modules [^'(L) et [^(L). On écrit H'7 (L/K, [^') au
lieu de H^(G, ^ (L)) et H^L/K, [^//) au lieu de H^(G, [^(L)).

On désigne par H^(L/K) [resp. H^/(L/K)] l'image canonique de
H^(L/K, [^) [resp. H^L/K, ^//)] dans H^(L/K). On voit que les groupes
H^(L/K) et H^/(L/K) sont d'ordres premiers entre eux et on en déduit
que H^(L/K) est égal à leur produit direct.

Si K est un corps local, on désigne par L^ (resp. L"^) l'extension maxi-
male non ramifiée (resp. modérément ramifiée) de K contenue dans L.
Si K est une extension finie de Qp, il est clair que L727 '=== L' et que, si l'exten-
sion L/K est cyclotomique, 'Lmr= Ln(K^)p.
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THÉORÈME 1. — Soit K une extension finie de Qp et soit L une extension
finie cyelotomique de K (si p = 2, on suppose de plus que K contient les racines
quatrièmes de l9 unité). Alors

H,^(L/K)==H^(L^/K).

Nous allons décomposer la démonstration de ce théorème en cinq parties.

1 . 2 . 1 . Le groupe H^(L/K) d^une extension cyclique.

Soit K un corps quelconque et soit L une extension galoisienne de K.
Soit G le groupe de Galois de l'extension L/K. Soit % un caractère de
degré i de G à valeurs dans Q/Z. C'est un élément de H'(G, Q/Z). Soit S
le cobord de la suite exacte

o -> Z -> Q -> Q/Z -> o.

L'élément ây est dans H2 (G, Z). Si b est un élément non nul de K,
c'est-à-dire un élément de H°(L/K), le cup-produit b.Sj^ est un élément
de H2 (L/K) qu'il est d'usage de désigner par le symbole (y, 5). On sait
(cf. CL, prop. 1, p. 211) que (^ b) (^ &') = (x, &&') .

Supposons l'extension L/K cyclique. Soit d son degré et soit s un géné-
rateur de G. Soit ©y le caractère de G défini par ^s{s) == i/rf. On sait
(cf. CL, cor. 1 et 2 à la prop. 2, p. 211) que tout élément de H2 (L/K) est de
la forme £ = (y,y, fc), avec b € K*, et qu'un élément de cette forme est égal à i
si et seulement si b est une norme dans l'extension L/K. Il est immédiat que,
si £ == (ç,, &), le cocycle £ défini par

( i si k - ^ - k ' <d
^^'=\ , . , ,,. , pour o ^ k . k ' ^ d — i ,[ b si Â-+ k'^d

est un représentant de £. Il est alors clair que £ est un élément de H^(L/K)
si et seulement si il existe une racine de l'unité v dans K telle que
(<p^, b) = (ç.y, v). Ceci revient à dire que b est le produit d'une racine de
l'unité contenue dans K par la norme de L à K d'un élément de L.

Supposons maintenant que K est une extension finie de Qp. Soit
^== (5, L/K) l'élément de G défini par l'application de réciprocité. L'inva-
riant de £ === (<p.y, b) est (cf. CL, prop. 3, p. 212) :

(i) - i nv (£ ) ==(p,(^).

PROPOSITION 1.2. — Soit K une extension finie de Qp et soit L une extension
finie non ramifiée de K. Alors H^(L/K) ==i.

Ann. Éc. Norm., (4), IV. — FASC. 1. 17
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Démonstration. — Tout élément de H^(L/K) est de la forme (y.y, v) où
v est un élément de p-(K), donc une unité de K, et on sait que dans une
extension non ramifiée toute unité est norme (cf. CL, cor. à la prop. 3, p. 90).

c. ç. F. D.

1.2.2. Un lemme.

LEMME 1. — Soit G un groupe et soit A un G-module fini. Soit H un sous-

groupe invariant de G. Supposons H fini et cyclique. Posons N = Zj^«
h € H

Alors, si NA = A", pour tout entier q strictement positif, on a

H^(G, A) =Hy(G/H, A").

Démonstration. — Comme H est un groupe cyclique fini^ H^H, A) ne
dépend que de la parité de q et H'7 (H, A) = A^NA si q est pair (cf. CL,
cor. à la prop. 6, p. i4i)- Comme A est fini, H^(H, A) et H^^H, A) ont
le même nombre d'éléments (cf. CL, prop. 8, p. 142). Si NA == A", on a
donc ?(11, A) = o, pour tout entier q strictement positif.

Or, on sait (cf. CL, prop. 5, p. 126) que si H1 (H, A) = o,pour i^i^q —• i,
la suite

o->H^(G/H, A11)1 !̂-!̂  A)^]-!^, A)

est exacte. Comme H7 (H, A) == o, on en déduit que l'homomorphisme
d'inflation est un isomorphisme de ?(0/11, A") sur ?(0, A) et on peut
identifier ces deux groupes, c. ç. F. D.

1.2.3. Le groupe H^L/K, ^').

LEMME 2. — Soit K une extension finie de Qp et soit L une extension finie
non ramifiée de K. Soit H le groupe de Galois de V extension. Alors

^(^^(^(Ln^NL/K^L)).

Démonstration. — L'ensemble ^ ' ( L ) u { o } (resp. p / ( K ) U { o }) n'est autre
que le système de représentants multiplicatifs du corps résiduel L de L
(resp. K de K) dans L (resp. K) et l'assertion résulte de la surjectivitébien
connue de la norme dans une extension finie d'un corps fini.

c. ç. F. D.

PROPOSITION 1.3. — Soit K une extension finie de Qp et soit L une exten-
sion finie cyclotomique de K. Alors

H^L/K, ^) = H2 (L^/K, ^/).
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Démonstration. — Comme l'extension L/K est cyclotomique, il existe
un entier n tel que L est contenu dans K G/i). Si n == Mop^ avec (no, p) == i,
le corps L est contenu dans L^y/i) et l'extension L/L/7 est non ramifiée,
donc cyclique. Soit H le groupe de Galois de l'extension L/L/7. D'après le
lemme 2, NL/L'/(^ '(L)) = (p/(L))'1. Donc, d'après le lemme 1,

1P(L/K,^)=IP(L7K,^) .

L'extension L^/L^ est une p-extension totalement ramifiée et
^'(L^) - p/(L^).

— Si p -^ 2, l'extension L^/L^ est cyclique. Soit p ' 1 son degré. On a

NL./LW(^ (1^)) == (^(L^)/^^!^)).

Donc, d'après le lemme 1, H^L^/K, p/) = H^L^/K, p-').
— Si p = 2, l'extension L/'/L^21 peut se décomposer en une suite de

deux extensions cycliques. Pour chacune d'elles, on peut faire le même
raisonnement.

c. ç. F. D.

1.2.4. Le groupe H^L/K, ^//).

LEMME 3. — Soit L une extension finie galoisienne de K. Supposons que
L = L77 et que K === L^. Si p = 2, supposons de plus que y^—i € K. 5o^ H
le groupe de Galois de V extension. Alors

^ ( K ) = ( ^ ( L ) ) " = N L / K ( ^ ( L ) ) .

Démonstration. — Si K ne contient pas les racines p161"^ de l'unité, on a
[^(K) === { i }, et l'assertion est triviale.

Si K contient les racines p^^ de l'unité, désignons par a le plus grand
entier tel que î^(pa)='K. et par b le plus petit entier tel que ' L ( p l ' ) ='L .
On a a^i, et, par hypothèse, si p == 2, a ̂ 2. Le groupe [^(K) [resp. [^(L)]
est le groupe des racines (p^)16111^ de l'unité [resp. (p6)16111^ de l'unité]
et l'extension L/K est cyclique de degré p^. Si v désigne une racine primi-
tive (p6)16"16 de l'unité, on vérifie immédiatement que l'application v M^ Ve,
avec c = i 4- p^, définit un générateur du groupe de Galois de l'ex-
tension L/K.

On a donc NL/K(^) = ̂ d, avec
d=Zî^C-{-. . .+C/)fo-ft-l=:(6^-"—I)/(61—I)== ((\-}-paYb~a--ï)/pa

pb-a

==V^ /yp^-^EE^-^modp5-^1).
7==l
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Comme p6-^-0)^ pa^ on voit que NL/K:M est une racine primitive (p^)1^
de l'unité et engendre le groupe [^(K). c. Q. F. D.

PROPOSITION 1.4. — Soit L une extension finie cyclotomique de K. Alors :

(i) si p =^ 2, ou si p = 2 ^ \/— i € K, on a

H^(L/K,^)=IP(L7K,^);

(ii) si p = i et si y — i G L, on a

ÏP(L/K, ^/) ^H^L^v/^i)/^ ^ / /).

Démonstration. — Posons M = LU K'^i). Dans le cas (i), il est clair
que l'extension L/M est cyclique et vérifie les hypothèses du lemme 3. Si H
désigne le groupe de Galois de l'extension L/M, on a donc

(^(L))"=NL/M(^(L)) .

Par conséquent, d'après le lemme 1, on a H^L/K, p/7) = H^M/K, p/7).
Si M = L'y le résultat est établi. Sinon, on a [^"(L') == { i }. L'extension

M/L' est cyclique et, si J désigne son groupe de Galois, on a

{ I { = = ( ^ ( M ) ) J = N M / L - ( ^ ( M ) ) .

D'après le lemme 1, on a donc IP(M/K, ^//) == H^L'/K, p/7).
Dans le cas (ii), il suffit de remplacer, dans la démonstration qui précède,

M par M (y/— i) et L' par L' (y/— i). c. Q. F. D.

1.2.5. Fin de la démonstration du théorème 1. — Supposons de nouveau
que K est une extension finie de Qp. La proposition 1.4 montre que,
dans le cas (i), H^,,(L/K) = H^L^/K). Comme, d'après la proposition 1.2,
H^L^/K) =i, on a, en particulier, H^L^/K) =i. On a donc établi le
résultat suivant :

PROPOSITION 1.5. — Soit K une extension finie de Qp et soit L une exten-
sion finie cyclotomique de K Çsi p = 2, on suppose que \/— i €K). Alors,
H^(L/K)=i .

On a donc H^(L/K) = H^(L/K) et le théorème 1 résulte de la propo-
sition 1.3.

1.3. LE GROUPE DE BRATJER CYCLOTOMIÇUE. — DâUS tOUt le H0 1.3,

on désigne par K une extension finie de Qp et par K son corps résiduel.
Le groupe [^-(Ê) s'identifie canoniquement à ^'(K).
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1.3.1. Le symbole local (a, &)p. — Soit d un entier positif fixé qui divise
l'ordre de ^(K). Si a et b sont des éléments de K*, on peut définir le symbole
local (a, b)^ de la manière suivante {cf. CL, prop. 6, p. 215) :

- on pose s,={b, K^a^/K);
— si a = a1^, on pose (a, &)?== 5&(a)/a.

On voit que (a, &)p est une racine d1^ de l'unité qui ne dépend pas du
choix de a. On sait d'autre part que {cf. CL, prop. 7, p. 215) :

( i ) (W, b)^=(a, b)^.(a1, b)^\
(ii) (a, bb\=^a, ^ )p . (a , ^)p;

( 2 ) < (iii) pour que (a, ^)p=i , il faut et il suffît que b soit une norme dans l'exten-
sion K(al/û?)/K;

(iv) (a, b)^.(b, a)^==i .

1.3.2. Le calcul de (&, L/K) dans un cas particulier. — Soit L une exten-
sion finie galoisienne modérément ramifiée de K. Soit îi une uniformisante
de L. Soit Go le groupe d'inertie de l'extension, soit e son indice de rami-
fication et soit [̂  le groupe des racines ^ièmes de l'unité. Le groupe \^e
peut être identifié à un sous-groupe de [^-(K) donc de ;^(K). Pour tout s
dans Go, désignons par 60(5) l'image de s{^)]r^ dans K. Alors, 60 {s) est
un élément de ^ indépendant du choix de ri et 60 est un isomorphisme
de Go sur le sous-groupe [̂  de p-(K) {cf. CL, cor. 1 à la prop. 7, p. 70).

PROPOSITION 1.6. — Soit K une extension finie de Qp et soit q le nombre
d^éléments de son corps résiduel. Soit L une extension cyclique de K dont le
degré d divise q — i. Soite l'indice de ramification de l'extension. Alors Vimage
par l'application de réciprocité du groupe [^'(K) est le groupe d'inertie Go
de l'extension. Pour tout b dans ^'(K), (&, L/K) = Sf, est défini par

60 (s^^b-^'-W.

Démonstration. — Soit v (resp. ^') la valuation normalisée de K (resp. L).
Le corps K contient les racines ^ièmes de l'unité. Il existe donc un élément
a de L tel que L = K(a) et 0^= a€ K. L'ensemble A des éléments a de K
tels que L=K{an/d) est alors l'ensemble de« a de la forme a=cda'\
avec cç. K* et (/c, d} = i. On peut donc choisir a pour que ^{a)^o et pour
que, de plus, pour tout a dans A avec ^{0)^0, on ait ^(a')^^(a).
Supposons ce choix fait, et posons v{a) = d^. On voit que do divise d. Il
est immédiat que l'extension K^a^/K est non ramifiée et que l'extension
^a^VK^1^0) est totalement et modérément ramifiée. On a donc
do=dfe. Comme ^'(a) = e . { i l d ) . ^ { a ) = edold=î, on voit que a est une
uniformisante de L.



130 J.-M. FONTAINE.

Soit b une racine de l'unité contenue dans K. L'élément b est une unité
et est donc une norme dans l'extension L^'/K. Par conséquent,
(&, L^/K) == i, et il est clair que ceci entraîne que Sb== (6, L/K) appartient
à Go. Comme a est une uniformisante de L, on a alors 9o(^) == (^, &)?.

D'après (2) (iv), (a, 6 )^=i / (&, a)p. Soit U= K^^). Si & appartient à
p/(K), & est une racine (q—i)161110 de l'unité. L'extension L^/K est donc
non ramifiée. Soit F le générateur de Frobenius du groupe de Galois de
l'extension L^/K. On a {cf. CL, prop. 13, p. 2o5) (a, L^/K) = F'^. On a donc
(a, L,/K)=^=F'°.

Soit P un élément de L' tel que ^== 6. On a F(^) = ̂ /; donc

(^ 6<),,=:^((3)/(3=p^/<-'-l==^/<'-l)/<

Finalement, on a
Oo(^):=^-^-1^.

Pour achever la démonstration de la proposition, il suffit de montrer que
si b est une racine primitive (ç—i)10"10 de l'unité, alors b-^^^-^ est une
racine primitive e10"10 de l'unité ; ou encore que {q — i, {qd/e— i ) f d ) === (q — i )/ô. Or

C//6-

^__^((^-,)+,)^_,^^^y(<7-i)/.
/=i

Par conséquent,
(^_ - i ) / ^^ : (^ ) . (^_ i ) / ^ -+-^ (^_ i )=(^^ i ) / ^+^(^_- . i ) ^

avec A € Z. On a donc

(<7-^ (q^-i)/d)=(q-^ (y - î ) / e^7 . (q - i ) )= (y - - i ) / e .

C. Q. F. D.

1.3.3. Le groupe H^L/K).

THÉORÈME 2. — 5oit K une extension finie de Qp et soit L une extension
finie cyclotomique de K [sz p = 2, ^/z suppose de plus que K contient les
racines quatrièmes de Vunùé}. Soit e^eop7^ avec (^o? p)===i, V indice de
ramification de l9 extension. Alors H^(L/K) est le sous-groupe de Br(K)
d^ordre Co.

Démonstration. — D'après le théorème 1, on a H^(L/K) = H^L^/K).
L'extension L^/K est cyclique et son degré divise p — i. Elle satisfait donc
les hypothèses de la proposition 1.6, avec €o comme indice de ramification.
Soit s un générateur du groupe de Galois de l'extension L^/K. Avec les
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notations du n° 1.2.i, on voit que tout élément de H^L^/K) est de la
forme £==(y., &), avec b racine (ç—i)16"16 de l'unité. D'après la formule ( i )
du n° 1.2. î , l'invariant de ï est alors y^^).

Il est clair que s^60 est un générateur du groupe de Galois de L^^L^T'
et que, par conséquent, Oo^^0) == v est une racine primitive (^o)16"18 de
Funité. Si fc-^^-^^ v71, on a 6o(^) == 60^°). L'invariant de ï est
donc (dkleo) .(i/cî), ou encore
(3) mv(£)z=Â-/^.

Il résulte alors de la proposition 1.6 que, lorsque b décrit le groupe des
racines (ç—i)161^8 de Funité, k / C o décrit le sous-groupe î- Z/Z de Q/Z.

c. ç. F. D.

COROLLAIRE 1. — Soit K une extension finie de Qp {si p = 2, on suppose que
K contient les racines quatrièmes de V unité). Soit E l'indicé de ramification
absolu de K. Soit e =(p — i)/(p — î, E). Alors Br^(K) est le sous-groupe
de Br(K) d'ordre e.

En particulier, pour que Br^(K) == î , i7 faut et il suffit que p — î divise E.

En effet, il résulte du théorème 1 que Br^(K) == H^K^iVK). L'exten-
sion K.^v1)/^ es^ modérément ramifiée. Si e est son indice de ramification,
il résulte donc du théorème 2 que Br^(K) est le sous-groupe de Br(K)
d'ordre e.

Soit K une clôture algébrique de K et soit Knr l'extension maximale non
ramifiée de K contenue dans K. Il est clair que e est égal au degré de l'exten-
sion 'Knr\\ï)/Knr' L'assertion résulte alors du fait qu'un corps local à
corps résiduel algébriquement clos contient les racines p1011108 de l'unité
si et seulement si son indice de ramification absolu est divisible par p — î
{cf. [10], cor. 2 à la prop. 6, p. n4).

Remarques :

(a) On voit en particulier que, si K est une extension finie de Qp qui
contient les racines p1^8 de l'unité (pour p = 2, les racines quatrièmes
de l'unité), alors Brp.(K) =i. Ce résultat avait déjà été obtenu par Witt
([13], Satz 12).

(&) II est clair que le corollaire peut encore s'écrire sous la forme suivante :

COROLLAIRE 2. — Soit K une extension finie de Qp(si p = 2, on suppose que
K contient les racines quatrièmes de l'unité). Soit Ko l'extension maximale non
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ramifiée de Qp contenue dans K. Alors Bi^(Ko) est le sous-groupe de Br(Ko)
di'ordre p — i et Br^(K) est la restriction à K de Br^(Ko).

1.3.4- Calcul explicite de V invariante pour p 7^ 2. — Soit £ un élément de
Br^(K) défini par un cocycle £ à valeurs dans le groupe des racines de l'unité
d'une extension finie cyclotomique de K. Nous nous proposons de donner
une formule explicite de l'invariant de £.

Soit q === p " le nombre d'éléments du corps résiduel de K (on suppose
p^a) . Soit L une extension finie cyclotomique de K. Soit d (resp. e) le
degré (resp. l'indice de ramification) de l'extension L^/K. Soit do == die.
Posons h==[c[10—ï)fdo{q—i). On a

do ^o

/^i+^f^^y-iy-V^^i+^y-'V^-^ff0)-^-1^'
\t/ / . \u •

et h est un entier car do divise q — i.
Le groupe d'inertie Go de l'extension L/K est le produit direct d'un

p-groupe Gsr par un groupe cyclique Gmr d'ordre e. Soit [^e le groupe des
racines e101110' de l'unité contenues dans K. Le groupe Gmr opère trivialement
sur [J-e et H1 (G^,., [^e) s'identifie au groupe des caractères de degré i de
Gmr à valeurs dans p-c.

Soit Go le groupe d'inertie de l'extension L^/K et soit Oo le caractère
de Go défini au n° 1.3.2. Il est clair que le groupe Go est canoniquement
isomorphe à Gmr et 60 peut être considéré comme un générateur de
H^Gmo ^).

Soit ç un élément du groupe de Galois G de L/K dont l'image canonique
dans G/Go est le générateur de Frobenius F du groupe de Galois de L^'/K.

Soit £ un représentant, à valeurs dans [^-(L), d'un élément £ de H^(L/K).
Il s'écrit, d'une manière et d'une seule, sous la forme £ ==-- £'£^, où £' (resp. £^)
est un 2-côcycle de G à valeurs dans [^-'(L) [resp. [^(L)].

Pour tout t dans G^/? posons
/ -ï'-r ^(y^-i)/^

(4) ^)=£^4^.( |J[ ^)

\UÇ.Gmr /

PROPOSITION 1.7. — Soit £ un représentant, à valeurs dans ;^(L), Sun
élément £ de H^(L/K). Alors À^ est un caractère de Gmr à valeurs dans [J.e. Si
Xg= 6^, V invariant de £ est k]e.

Démonstration. —- D'après la proposition 1.5, £ est cohomologue à £' et on
peut supposer que £ = £'.
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D'après la proposition 1.3, £ est alors cohomologue dans ^-'(L) à un
élément de IPÇL^/K, ^'). Soit s un générateur du groupe de Galois G
de l'extension L/^/K. On a vu au n° 1.2. i que tout 2-cocycle de G à valeurs
dans [^'(L^) est cohomologue, dans [^'(L/^), à un 2-cocycle £° de la forme

( i si k-^k<d
^^'•==-\ , . , ,, , pour o ^ k . k ' ^ d — ï ,( b si k 4- k ̂  d

b étant un élément de !^'(K). Il existe donc une application m de G dans
[J-'(L) et un 2-cocycle £1 tels que :

— d'une part, pour G-, T dans G, on ait ^,-^== (a" (m-,) m^m^ . £^T ;
— d'autre part, si o- désigne l'image canonique de cr dans G, pour o-, T

dans G, on ait £0,7= s^-

II est clair que l'on peut choisir un générateur to de Gmr pour que
f __ çcl/e
tO ——— À

Supposons d'abord que £ = = £ 1 . Pour tout entier / compris entre o et
e — i, on a £^,^== £^</ ; d'autre part, on voit que

( i si i -\- j <^ e
ëfi fj == ej<n/e 5^-/e== •- pour o ̂  ?, / ̂ e — i.

°' ° ' ( b si i -)- j^e

e—i

On a donc "̂J £^,,= ]~[ £,^^= b\ Par conséquent \,(t\}=[b~[qll'c~±}/d}i. On
MÇG^^ /==0

voit que X^ est bien un caractère de Gmr à valeurs dans [^e. Si 60(5^) === v et si
^-(y^-iyo?^ ,/^ alors, d'après la formule (3), l'invariant de £ est kfe.
Il est clair que cette condition revient bien à affirmer que ^s= 9^.

Revenons au cas général. Pour tout couple 5, t d'éléments de G, posons
T^= ^,tl^^i- Pour tout t dans G^/., on a ^i^= t{m^m^m^= m^m^m^
puisque m^ est un élément de p-'(L), groupe sur lequel Gmr opère triviale-
ment. De même, Yy,<=== ç(^) m;p/m^== m^m^m^ puisque le groupe G
est abélien et puisque l'action de 9 sur tout élément de [^'(L) est la même
que celle de l'automorphisme F de Frobenius. On a donc 'y^yÏ,<== m^7 -1).

Pour tout couple t, u d'éléments de Gmr, on a

^t,u = t ( mu) mt/mtn = ( jn^/m^). m^

puisque m,, est un élément de [^'(L) sur lequel Gmr opère trivialement. On
a donc

[f ï/^^ ]^T ((W/// /^// /) .77Z/) =/nf.

^GG^r "€G,,,,.

Ann. £c. Norm., (4), IV. — FASC. 1. 18
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Par conséquent, \{t) == ^q'~^~e{(]d'e'~'w^ ï , puisque

h ( q — ï ) = e ( q d / e — i ) / d r

Donc, X^) === X^(() .X^(^) == A^(^) e tÀg == Xg». En particulier, si X,;== 6^, l'inva-
riant de £ est bien /c/ô. c. ç. F. D.

COROLLAIRE. — Le caractère )^ ne dépend pas du choix du représentant £,
à valeurs dans L, de £.

En effet, pour tout entier k il existe un caractère X de Gmr à valeurs
dans p-e et un seul tel que ^ = 6^.

Remarque. — On comparera la formule (4) et la proposition 1.7 avec le
calcul de l'invariant fait par Witt dans le cas où K -==• Qp ([13], Satz 10).

1.4. LE CAS p == 2 AVEC \ / — i ^ K .

1.4.1. L^ groupe IP(L/K, [^). — Soit K une extension finie de Qa
ne contenant pas les racines quatrièmes de l'unité.

Soit L une extension de K de degré 2. Soit H = [ i, h} le groupe de Galois
de l'extension. Soit £1 l'application de H x H dans [^-(L) définie par

(^) ^^=^,h=^^l=z^ ^/^--i-

II est immédiat que ^ est un 2-cocycle de H. On note ^L son image dans
ÏP(L/K, [^).

Soit K' l'unique extension non ramifiée de K de degré 2 et soit
K = K'( \ /—i). Soit s (resp. t) l'élément différent de l'unité du groupe de
Galois de K/K7 [resp. K/K(\/~ i)]. Posons r = st. On voit que le groupe de
Galois J de l'extension K/K est abélien de type (2, 2) et que ses trois éléments
d'ordre 2 sont r, s et t. Soit v un générateur de [^// (K(y — i)). Considérons

/ /V \

l'application TJ de JxJ dans [ J ^ [ K . ) définie par

(6)
( v(-1)" s i y = = ^ = = i . / ./ ,'nr^j,ri'^=={ . pour i,j, f , j ' dans { o, i }.
f i sinon

On vérifie, par un calcul sans difficulté, que ïj est un 2-cocycle de J. Consi-/ /\ \
dérons l'application a de J dans [^{K.) définie par

( i si i== o
u,.i^^=:' . pour / == o, ] .

( v~1 si i== i

On vérifie immédiatement que son cobord est ï)2. On en déduit que l'image ï]
de T] dans H^L/K, [^//) ne dépend pas du choix de la racine primitive v.
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THÉORÈME 1'. — Soit K une extension finie de Q^ ne contenant pas les racines
quatrièmes de l'unité. Soit L une extension finie cyclotomique de K contenant
les racines quatrièmes de l'unité. Soit m le degré de V extension maximale non
ramifiée de K contenue dans L. Alors :

(i) si m est impair, H2 (L/K, [^) = H^K^^Q/K, p/7) ;

(ii) si m est pair, H2 (L/K, [^ = H^K/K, [^").

Nous allons, en fait, établir la proposition suivante, plus précise :

PROPOSITION 1.8. — Avec les notations et les hypothèses du théorème 1' :
(i) si m est impair, H2 (L/K, ^) est un groupe cyclique d'ordre 2. L'élément

non trivial de ce groupe est c^v-i);
(ii) si m est pair, H2 (L/K, p-) est un groupe abélien de type (2, 2, 2).

Les éléments 'i^^~^\ ï^ ' , TJ engendrent le groupe.

Démonstration. — Comme L/2^ K, il résulte de la proposition 1.3 que
H2 (L/K, p/) = i. On a donc H2 (L/K, p.) = H2 (L/K, [^) et il suffit de démon-
trer la proposition 1.8 en remplaçant [^ par [^//. D'après la proposition 1.4,
on a H2 (L/K, [J/Q = H^L^V^VK, [^//) et on peut supposer que
L=Lnl•Ç^\

Soit M la 2-extension maximale de K contenue dans L. L'extension L/M
est cyclique d'ordre mi impair. Soit H son groupe de Galois. On a

^ ( M ) = ^ ( L ) et N L / M ( ^ ( L ) ) = ( ^ ( L ) ) ^ = ^ ( L ) = ^ ( M ) .

D'après le lemme 1, on a donc
IÏ^L/K^JL^II^M/K^).

Si m est impair, on a alors H^L/K, p-) == H^KI^/— i)/K, p/7) et on
vérifie immédiatement que ce groupe est engendré par s1^7-1) et que cet
élément est d'ordre 2.

Si m est pair, on voit que l'on peut se ramener au cas où m == 2", avec
a^i. Soit s (resp. () un générateur du groupe de Galois de l'extension
L/L/" '[resp. L /K(v— i)]. Posons r = st. Le groupe de Galois J de l'extension
L/K est le produit direct du groupe cyclique engendré par r, qui est
d'ordre 2", par le groupe cyclique engendré par s, qui est d'ordre 2.

Comme l'extension L/K(\/— i) est non ramifiée, on a [-^(L) = [J/^K^—i))
et, par conséquent, t opère trivialement sur [^(L). Soit 2^, avec fc^2,
l'ordre de [-^(L), et soit v un générateur de [-^(L). On voit que l'action de J
sur [^(L) est définie par r(v) == v"1 et <?(v) ==v - l . Le groupe tP(L/K, ^//)
s'identifie alors au groupe des extensions de J par le J-module [^(L).
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Soit F une extension de J par [^(L) et soit p (resp. o") un élément de F
dont l'image canonique dans J est r (resp. s). On a

ov p—1 == •y—1 et (TV (7~1 == •y~1.

Il est clair que F est entièrement déterminé par la donnée de p2", o"2 et
o'pa"1?"1. Comme p2'^ p(02") P"^ P"2'? l'élément p2" doit appartenir à
{ i , — i}. De la même manière, o"2 doit appartenir à { i , — i}.

Soit p /= Ve p et Œ'= v^o- d'autres représentants de r et s dans F. On voit
que p'3 == Ve pv0 p == p2, donc que p'2" = p2^ De même, cr'3 == a2. Enfin, on a

cryo-'-Y-^ ̂ Wpcr-^-^p-1^^ ̂ v-^po--1?-1^^:^ ̂ -^po--1 p-1.

On peut donc choisir c' et p pour que crpG"1?"1 soit égal à v ou à i. En
revanche, les éléments p2" et cr2 sont indépendants du choix de p et cr. Il est
immédiat que :

(i) si p2^!? o ' 2 ^—i, o'pŒ"1?"1^^ i, alors la classe définie par F est
E&(^);

(ii) si ̂ = -—i, ̂ = — ï , o'po"1 p"1 = i, alors la classe définie par F est i^ ;
(iii) si p2:^ i, o-2^^ i, o'pŒ""1 p~1 == v, alors la classe définie par F est T];

et que, pour toute extension F de J par [^(L), la classe définie par F est
le produit de certaines de ces trois classes, c. ç. F. D.

1.4.2. Le groupe H^L/K).

THÉORÈME 2'. — Avec les notations et les hypothèses du théorème l', on a :

(a) si m est impair :

(a.i) si le degré de Ï'extension K/Q^ est pair, H^(L/K) = i ;
(a.ii) si le degré de l'extension K/Qa est impair^ H^(L/K) est le sous-

groupe de Br(K) d'ordre 2;

(&) si m est pair^ soit Kc l'extension cyclotomique maximale de Qg contenue
dans K;
(&.i) si le degré de l'extension K/Kç est pair, H^(L/K) == i ;
(&.ii) si le degré de l'extension K/Kc est impair^ H,1(L/K) est le

sous-groupe de Br(K) d'ordre 2.

Démonstration. — Comme — i n'est pas norme dans l'extension
QaCv—^/Qs? il es^ clair que l'invariant de l'image de s02^"^ dans
H^Q^v/^/Q,) est 1/2. Comme l'image de i^^ dans H^K^^/K)
n'est autre que la restriction de l'image de i02 lv/ dans H2 (02 ( y — i ^ O s ) ?
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son invariant est m/2 et l'assertion (a) résulte du (i) de la proposition 1.8.
Comme l'extension K'/K est non ramifiée, il résulte de la proposition 1.2

que l'image de s^ dans H2 (K'/K) est égale à i.

LEMME 4. —Uinvariant de Vimage de ïj dans I-PfK/K) est o ou 1/2
suivant que le degré de V extension K/Kc est pair ou impair.

Démonstration du lemme. — Soit r\c l'élément de H^Kc/Kç, p-) obtenu en
remplaçant, dans la définition de ï], le corps K par le corps Kc. Il est clair

_ / /\ / \
que l'image de ïj dans H^K/KJ n'est autre que la restriction de l'image
de r\c dans IPfKç/Kc). L'invariant de l'image de ï] est donc le produit
de l'invariant de l'image de ïjc par le degré de l'extension K/Kc. Il suffit
donc de montrer que, lorsque K est une extension finie cyclotomique
de Qa, l'invariant de l'image de r\ est 1/2.

Le groupe de Galois de l'extension K/K est J = { i , r, 5, t}. Posons
ai= i, Or= i, âs= i + v~1, ât= i + v. Considérons le 2-cocycle ïj' de J
à valeurs dans K défini par

7/cr,T== ( o-( 0^)0(7/0^)^ (T, T pour o-, T dans J.

Les 2-cocycles ïj' et T] sont cohomologues dans K. Un calcul, sans difficultés,
montre que, pour i, /, i\ /' appartenant à { 0 , 1 } ,

, ( i si j == o ou si f = o ;
^r' s i , } - " sf==} , . . .,

{ ^( i4-^-1)2 si- j = j ' = = ï .

Posons b == v ( i -|- v~1)2. Soit K le corps fixe du groupe cyclique engendré
par r, et soit u l'élément non nul du groupe de Galois de l'extension K/K.
Le 2-cocycle ï]' est l'image par inflation du 2-cocycle 7\ de { i , u} :

^1,1 == ^1,7/== ^L,l= I ? 7]ll,U=b.

Il est alors clair que l'invariant de l'image de ïj est o ou 1/2 suivant que b
est ou n'est pas norme dans l'extension K/K.

Comme b = (i + v) (i 4~ v -1)? on voit que b est norme dans l'exten-
sion K(y—i) /K. On en déduit que, pour achever la démonstration du
lemme, il suffit de montrer que b n'est pas norme dans l'extension K'/K.
Comme l'extension K'/K est non ramifiée, cela revient à montrer que la
valuation normalisée de b dans K est un entier impair {cf. CL, prop. 13,
p. io5).

Or on a b == v~1 (i 4- v)2. Désignons par v (resp. ^i) la valuation norma-
lisée de K [resp. K(\/—i)]. On a évidemment ^ ( f c ) = = ^ ( & ) / 2 et
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^ ( & ) = ^ ( v - l ) - ^ - 2 ^ ( I + v ) = 2 p l ( I + v ) . Donc p ( & ) = = ^ ( i + v ) . Comme
l'extension K/Q^ est cyclotomique, l'extension K^^^/Q^v) est non
ramifiée et, si on désigne par ^ la valuation normalisée de Q2(v), on a
^ ( I+ V ) = : : = ^ ( I+^ • Posons T I = V — I . On sait (c/1. CL, prop. 17, p. 85)
que TI est une uniformisante de Q^). On a donc

ç/! (ï + ^ ) = (< (l 4- 1 + 7T ) == ^ ( 7T + 2 ) =-- ï .

On a bien ?(&) = ï. c. ç. F. D.

Fin de la démonstration du théorème 2'. —- II suffit d'appliquer la partie (ii)
de la proposition 1.8.

Si le degré de l'extension K/Kc est pair, on vérifie immédiatement que
les images de i^-^ £1^ Y] dans H'(K/K) sont toutes égales à ï.

Si le degré de l'extension K/Kc est impair, on voit que l'image de ?'
dans H^K/K) est égale à ï, que celle de i^^ est égale à ï ou d'ordre 2
suivant les cas et que celle de T| est d'ordre 2. c. Q. F. D.

COROLLAIRE 1'. — Soit K une extension finie de Qa et soit Kc l'extension
cyclotomique maximale de Qa contenue dans K. Alors :

(i) si \/— ï € K, on a Br^(K) = ï ;

(ii) si \ / — i ^ K , et si le degré de K/Kc est pair, on a Br^(K) = ï ;
(iii) si \ / — i ^ K , et si le degré de K/K^ est impair, Br^(K) est le sous-

groupe de Br(K) d'ordre 2.
C'est clair.

Remarque. — II est immédiat que le corollaire 1' peut encore s'écrire
de la manière suivante :

COROLLAIRE 2'. — Soit K une extension finie de Q^ et soit Kc l'extension
maximale cyclotomique de Q, contenue dans K. Alors Br^(K^) est le sous-
groupe de Br(K^) d'ordre i ou 2 suivant que K contient ou non les racines
quatrièmes de l'unité et Br^(K) est la restriction à K de Br^(K^).

1.4.3. Calcul explicite de l'invariant. — Soit K une extension finie
de Qa. Soit L une extension finie cyclotomique de K et soit G le groupe
de Galois de l'extension. Soit £ un 2-cocycle de G à valeurs dans p.(L).
Nous nous proposons de donner une formule explicite de l'invariant, inv(£),
de l'image de £ dans Br(K). Il résulte du corollaire précédent que l'on peut
se contenter dentaire lorsque v / — i ^ K . Par inflation, on peut toujours
supposer que y/— ï appartient à L.
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Soit ^ (resp. •26) l'ordre de [^(KK^/—i)) [resp. [^(L)]. Soit v une racine
primitive (a^)161116 de l'unité. Il est clair que le groupe d'inertie de l'exten-
sion L/K est le produit direct de deux sous-groupes cycliques :

— un groupe cyclique d'ordre 2 engendré par l'élément s défini par
.(v)=v-1;

— un groupe cyclique d'ordre ^-ft engendré par l'élément u défini
par u(v) = v1"^2".

L'extension L/K(v) est cyclique et non ramifiée. Soit t un générateur
de son groupe de Galois. Tout 2-cocycle £ de G à valeurs dans p-(L) se
décompose de manière unique sous la forme s^s's77 où £' (resp. ̂  est
un 2-cocycle de G à valeurs dans [^-'(L) [resp. [^(L)]. Posons

/ À i (£)==S^,£^ , ,

- (7) M^=^^(^^r~\
{ M£)=M£)^(£) .

Pour i = i, 2, 3, posons
( o si AÏ ( s ) == ï ,

(8) ô^)^ , .( 1/2 sinon.

Désignons encore par Kc l'extension cyclotomique maximale de Qa
contenue dans K.

PROPOSITION 1.9. — Avec les hypothèses et les notations qui précèdent^
les ^(s) sont à valeurs dans [^(K) === {i, — i } . De plus,

(i) si les extensions K/Qa et Lnr|K. sont toutes deux de degré impair,
inv(£)=6,(£);

(ii) si les extensions K/Qs et L^/K sont de degré pair et si V extension K/Kc
est de degré impair, inv(£) ==63 (s);

(iii) si l^extension K/Q^ est de degré impair et si l^extension L^'/K est
de degré pair, inv(£) = 63 (s);

(iv) dans tous les autres cas, inv(£) = o.

Démonstration. — II résulte de la proposition 1.3 que H2 (L/K, [^') ==i.
On a donc inv(£) ^inv^) et on peut supposer que £ == ̂

LEMME 5. — Si i et £ sont des l'cocycles de G à valeurs dans [^(L),
cohomologues dans [^(L), alors, pour i==ï, i, 3, on a ^i(i) ===^i(£).
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Démonstration du lemme. — Soit a une application de G dans [-^(L).
Supposons que, pour tout couple o", T d'éléments de G, ?o-,-== ^{a^a^a^^^,
Alors :

(a) On a
?ll(^) == ^.^^^^^(^^^.^^ÀI^S) =À i ( î ) ,

car
.s-(a,)=a71.

(&) On a
r", l^u == ^ ( ̂  ) ̂  ̂  • ( t ( ̂ // ) ̂ / ̂  )-1 . £/,, / £^ == ûf £^ , £^

car
?7 ( ai ) == a]+ 2", a/,/ == a/^ et t ( 67,, ) == a/,.

D'autre part,
^, i^\ =s (a/ ) ̂  a^1 • ( t (a^ ) ̂  a/.-1 )~1 • ^•, / ̂ ls• ̂  ̂ r'2 • s,̂  ^ ̂ l.,

car
sÇa,) =: cr^, / ( a s ) == ci s e L 6/.,/ == a^.

Finalement,
^(^)=a]aa-^eix•ia-l.^(£)==^(^).

(c) Enfin, l'assertion pour i = 3 résulte trivialement de l'assertion
pour i == i et 2. c. ç. F. D.

Fin de la démonstration de la proposition 1.9. — Compte tenu du lemme
précédent, il suffit de vérifier la proposition 1.9 pour un représentant de
chaque élément d'un système de générateurs du groupe H^L/K, [^//).
On peut prendre les générateurs indiqués dans la proposition 1.8 et appli-
quer le lemme 4 et le théorème 2\ Le calcul ne présente aucune difficulté.

c. ç. F. D.

2. Algèbres de groupes (rappel de résultats).

Dans tout ce paragraphe, on désigne par E un corps et par E une clôture
algébrique de E.

2.1. LE GROUPE DE BRAUER CLASSIQUE. — Soit D un anneau. Nous
notons M^(D) l'algèbre des matrices (n, n) à coefficients dans D.

Soit A une E-algèbre de dimension finie. L'algèbre A est appelée une
algèbre simple centrale sur E si elle n'a pas d'idéal bilatère non trivial et
si son centre est E. On sait (théorème de Wedderburn, cf. par exemple CL,
prop. 7, p. i65) qu'il existe alors un corps gauche D de centre E et un entier
strictement positif n tels que A est E-isomorphe à M^(D).
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Deux algèbres simples A et A' centrales sur E sont dites équivalentes
s'il existe un corps gauche D de centre E et deux entiers strictement
positifs n et n tels que A (resp. A') soit E-isomorphe à M^(D) [resp. M^(D)].
Soit A(E) l'ensemble des classes d'algèbres simples centrales sur E pour
cette relation d'équivalence. Le produit tensoriel au-dessus de E définit,
par passage au quotient, une structure de groupe abélien sur A(E). C'est
ce groupe que l'on appelle classiquement le groupe de Brauer de E.

Soit i un élément de Br(E). Soit F une extension finie galoisienne
de E qui décompose £. Alors, £ s'identifie à un élément de I-P(F/E). Soit J
le groupe de Galois de l'extension et soit d son ordre. Soit £ un représentant
de £ dans les 2-cocycles de J. Considérons l'espace vectoriel de dimen-
sion d sur F,

A=^F^.
oeJ

On le munit d'une structure d'algèbre en posant

u^a= a-(a)uy pour o-çJ et açF;
u^= SCT^^CTT pour < 7 , T € J .

On vérifie (cf. [8], exp. 7, th. 13) qu'on obtient ainsi une algèbre simple
centrale sur E et que sa classe ne dépend pas du choix du représentant £
de £. On a donc ainsi défini une application de Br(E) dans A(E) et on
montre (ibid.y th. 14) que cette application est, en fait, un isomorphisme.
Dans toute la suite de cet article, nous identifierons Br(E) et A(E). Pour
toute algèbre simple centrale A sur E, nous noterons ^(A) sa classe.

Remarque. — Dans « CL » (chap. X, § 5), Serre donne une autre façon
d'identifier Br(E) et A(E). On obtient ainsi l'identification opposée à celle
que nous utilisons {cf. CL, exerc. 2, p. 167).

Dans chaque classe £, il y a, à un E-isomorphisme près, un et un seul
corps gauche D^. Sa dimension sur E est le carré d'un nombre entier
strictement positif que l'on appelle Vindice de Schur de £ et que l'on
note mE(£). Si A est une algèbre simple centrale sur E, on appelle indice
de Schur de A, et on note mp^A), l'indice de Schur de sa classe. Toute algèbre
simple centrale A sur E est définie, à un E-isomorphisme près, par la
donnée de sa classe £ et de l'entier n strictement positif tels que A soit
isomorphe à M^(Ds). L'algèbre A est alors de dimension {nX meÇA))2 sur E.

L'ordre de £ divise m^i) et, dans le cas où E est un corps de nombres
ou une complétion d'un corps de nombres, l'ordre de £ est égal à m^{€).

Si A est une algèbre simple centrale sur E et si F est une extension de E,
l'algèbre A (^F est une algèbre simple centrale sur F que l'on note encore A.

Ann. Éc. Norm., (4), IV. — FASC. 1. 19
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Sa classe, £p(A) est la restriction à Br(F) de ^(A). On en déduit que mp(A)
divise me (A). Si £ est décomposé sur F, on dit que A est décomposée sur F.
On peut montrer que ma (A) est le pgcd des degrés des extensions finies
de E sur lesquelles A est décomposée.

Si E est un corps de nombres, Br(E) s'envoie dans la somme directe
des Br(Ey), pour tous les complétés Ep de E. On a la suite exacte
{cf. CL, p. 171)

i-^Br(E)-^®Br(E,)4Q/Z-^o

[on a noté Br(E) multiplicativement, et Q/Z additivement], l'application a
faisant correspondre à chaque élément de (]) Br(Ey) la somme des invariants.
Ceci montre que toute algèbre simple centrale A sur E est complètement
déterminée par ses restrictions dans les complétés de E. En particulier,
me (A) est le ppcm des m^ (A).

2.2. ALGÈBRES SEMI-SIMPLES. — Soit A une E-algèbre semi-simple de
dimension finie sur E. L'algèbre A est une somme directe d'algèbres
simples

A ^ © A ,

Pour chaque i, le centre de A; est E-isomorphe à une extension finie E;
de E et Ai est une algèbre simple centrale sur E;. On peut définir ^(A»)
et m^Ai). L'entier me, (Ai) s'appelle aussi Vindice de Schur de A; sur E
et se note ^(A^).

Une algèbre semi-simple est dite décomposée sur E si c'est un produit
fini d'algèbres de matrices sur des corps commutatifs. Pour l'algèbre A,
on voit que cela revient à dire que, pour tout entier i, Ai est décom-
posée sur E(. L'algèbre A est donc décomposée si et seulement si tous les
indices de Schur mE(A,) sont égaux à i.

2.3. L'ALGÈBRE D'UN GROUPE FINI. — Supposons maintenant le corps E
de caractéristique o.

Soit G un groupe fini et soit % une fonction centrale sur G à valeurs
dans E. On dit que ^ est un caractère de G (on dit parfois que ^ est un
caractère propre) s'il existe une représentation a de G par des matrices
à coefficients dans E dont la trace est %.

La représentation a ainsi associée à ^ est alors définie à un isomorphisme
près. On appelle noyau de 5^, et on note Ker^, le noyau de la représen-
tation a. On dit que % est absolument irréductible (resp. fidèle) si la repré-
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sentation a est absolument irréductible (resp. fidèle). Si H est un sous-
groupe de G et si ^ est un caractère de H, on dit que 7^ est induit par ^
s'il existe une représentation a de G, dont le caractère est %, induite par
une représentation ^ de H dont le caractère est ^.

On désigne par E(%J le sous-corps de E engendré sur E par les valeurs
de ^.

L'algèbre E[G] est semi-simple, et on peut lui appliquer les consi-
dérations du n° 2.2. On a

E [ G ] = ® A < ,;=:i

les Ai étant des algèbres simples de dimension finie sur E.
Soit ^ un caractère absolument irréductible de G. Le caractère % se

prolonge d'une manière et d'une seule en un E-homomorphisme du groupe
additif de E[G] dans le groupe additif de E(^). Il existe alors une
algèbre A, et une seule telle que 7^)7^0. On l'appelle le facteur simple
de E[G] associé à %, et on la désigne par AE ()(.)• Si X. et X' sont deux carac-
tères absolument irréductibles de G, pour que AE()(J = AE^//)? il faut et
il suffit que % et %/ soient conjugués sur E [ceci signifiant qu'il existe un
E-automorphisme Œ de E, tel que, pour tout s dans G, on ait //{s) =(j(^{s)}\.
Pour toute algèbre A^, il existe un caractère absolument irréductible ^
de G tel que A,=AE(TJ.

Soit % un caractère absolument irréductible de G. On appelle indice
de Schur de % sur E, et on note /HE^)? l'indice de Schur de AE^).
Le centre E, de A,==AE(%J est isomorphe à E(%J. La classe de AE(/J
dans Br(E(%)) s'appelle la classe de ^ sur E(^), et se note SEW ()(.)•

Soit dy le degré de 5^. L'algèbre AE(%J est un espace vectoriel de dimen-
sions cÇ sur E(%). En particulier, on voit que m^(^) divise le degré de ^.
Soit ny==dy]m^{j^ Posons £ = SE^X.)- Il existe un E-épimorphisme o^
de E[G] sur M,, (De) dont la trace est m^) -X- O11 dit que o^ est un
E-épimorphisme associé à ^- Réciproquement, soit a un E-épimorphisme
de E[G] sur une algèbre simple centrale M^(D). Soit E' le centre de cette
algèbre, soit £ sa classe sur E' et soit m son indice de Schur. Le corps E'
s'identifie à une extension finie de E contenue dans E. Soit Tr(a) la trace
de a et soit y = Tr(a)/m (on dit que % est ̂  trace réduite de a). Alors j est
un caractère absolument irréductible de G et a est un E-épimorphisme
associé à %. En particulier, AE(%) est E-isomorphe à M^(D).

Si ç est un caractère de G, on dit que y est rationnel sur E s'il existe une
représentation de G par des matrices à coefficients dans E dont le carac-
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tère est ç (par abus de langage, on dit aussi que la représentation dont le
caractère est ç> est rationnelle sur E).

Soit ^ un caractère absolument irréductible de G. On voit que % est
rationnel sur E(y) si et seulement si ^(x.) == I * L'entier ^(x.) P^t s'inter-
préter comme le plus petit entier strictement positif m tel que mj soit
rationnel sur E(/). On a le résultat suivant [cf. [il], § 2) :

PROPOSITION 2.1. — Soit y un caractère de G. Pour que y soit rationnel
sur E, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient réalisées :

(i) le caractère y est à valeurs dans E ;
(ii) pour tout caractère absolument irréductible y de G, ^(/J divise le

produit scalaire (y, ç).

En particulier, on voit que, pour que tout caractère de G à valeurs
dans E soit rationnel sur E, il faut et il suffit que l'algèbre E[G] soit
décomposée.

Pour tout caractère ® à valeurs dans E, on appelle indice de Schur de y,
et on note ^(y) le plus petit entier m strictement positif tel que m y soit
rationnel sur E. On voit que, si ç est absolument irréductible, ^(y) est
l'indice de Schur au sens usuel. Dans le cas général, il résulte de la propo-
sition 2.1 que m^{^) est le ppcm des ^E(X)/(^E(%.)? (X? ?)) P01111 tous les
caractères absolument irréductibles y de G. Il est alors clair que m^ (y)
est le pgcd des entiers m strictement positifs tels que m y est rationnel
sur E, et que, si F est une extension de E, mp(y) divise me (y).

3. Caractères E-opposés et représentations induites.

Dans tout ce paragraphe, on désigne par E un corps de caractéristique o,
par E une clôture algébrique de E, et par G un groupe fini.

3.1. CARACTÈRES E-OPPOSÉS. — Soit G' un groupe fini. Soit % (resp. yj)
un caractère absolument irréductible de G (resp. G') à valeurs dans E.
Le caractère %.^7/ est un caractère absolument irréductible à valeurs
dans E du produit direct GxG'. Nous disons que /^ et y/ sont E-opposés
si^0y/ est rationnel sur E. Comme SE (/C^X') == ^(x)-^(X')? ce^ revient à
dire que les classes de y et yj dans E sont opposées.

Soit y un caractère absolument irréductible de G à valeurs dans E.
Soit m un entier strictement positif et soit G' le produit direct de m copies
de G. Soit y' le caractère de la représentation obtenue par produit tensoriel
de m représentations de caractère y. Il est clair que %/ peut être considéré
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comme un caractère absolument irréductible de G' à valeurs dans E
et que ^(x') = (^(x))'72' En particulier, si ^(/J est d'ordre y n + i ?
5^ et yj sont E-opposés. On en déduit que, pour tout caractère absolument
irréductible ^ de G, à valeurs dans E, il existe un groupe fini G' et un
caractère absolument irréductible ^ de G' à valeurs dans E tels que %
et )(/ sont E-opposés.

PROPOSITION 3.1. — Soit ^ un caractère absolument irréductible de G
à valeurs dans E. Soit H un sous-groupe de G et soit ^ un caractère abso-
lument irréductible de H à valeurs dans E tel que (Res^/J, ^) = n ^zz o.
Alors, pour tout nombre premier p ne divisant pas n, les p-composantes
de ^(j) et de ÏE^) sont égales.

Démonstration. — II est clair que l'on peut construire une extension
finie E' de E de degré premier à p sur laquelle £E'(X.) e^ ^ ' ( Ï ) sont tous
deux d'ordre une puissance de p. La p-composante de ^(x) [^sp. ^(S)]
est entièrement déterminée par £E'(X.) [i^sp. ^E'^)]- II suffit donc de
démontrer la proposition lorsque les ordres de ^(7.) et de SE^) sont des
puissances de p.

Soit )(/ un caractère absolument irréductible à valeurs dans E d'un
groupe fini G' tel que y et y' soient E-opposés. Le caractère %. (^) 7.' de G X G'
est rationnel sur E donc aussi sa restriction à HxG' qui n'est autre
que ResH(/J(^))(/. Le caractère ^(^)// est un caractère absolument irré-
ductible de H X G' à valeurs dans E et on a

(ResH(x)®y/^(g)X /)=(ResH(yJ,0.(x / ,X /)=^XI=^.

Comme ^0// est à valeurs dans E, on en déduit que n.^Ç^y^ est aussi
rationnel sur E. Comme £i,(^ (^)//) = ̂ (^ -^(X')? on v01^ que, si les
ordres de ^(^t) e^ ^(/C') ^^ des puissances de p, il en est de même de
l'ordre de ^(^(^y/)- ^ n es^ premier à p, on en déduit que ^(^)%/ est
aussi rationnel sur E, donc que ^ et y/ sont E-opposés. Par conséquent,
^(^—^(X). C . Q . F . D .

Remarque. — Ce résultat avait déjà été obtenu par Witt (cf. [13], Satz 8).
Il admet comme corollaire le résultat suivant déjà obtenu par Yamada
{cf. [16], th. 1) :

COROLLAIRE. — Soit % un caractère absolument irréductible de G à valeurs
dans E. Soit H un sous-groupe de G et soit ^ un caractère absolument irré-
ductible de H à valeurs dans E tel que j soit induit par ^. Alors, ^(7.) == ^E^)-
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En effet, on a (Resn(y), ^) = (y, ^) = i, et, pour tout nombre premier p
les p-composantes de ^(y) et ^(^ sont les mêmes.

3.2. CARACTÈRE INDUIT PAR UN CARACTÈRE RATIONNEL SUR E. —

Soit % un caractère absolument irréductible de G à valeurs dans E. Soit A
un sous-groupe invariant de G et soit Ç un caractère absolument irré-
ductible de A tel que y soit induit par Ç.

3.2.1. Soit X l'espace des fonctions sur A à valeurs dans E(^).
Le groupe G opère sur X par

V ^ e X , Vé'eG, V A e A : ^ (A) ̂ n^hg-1).

Avec ces notations, pour tout h dans G, on a alors

x(/Q=
^ £,(/Q si A € A ;

ë-GG/A

o si A^A.

Soit n l'exposant de G. Le corps E(^) est contenu dans le corps des
racines ^ièmcs de l'unité sur E; l'extension E(^)/E est donc cyclotomique.
Soit J son groupe de Galois. Le groupe J opère sur X par

V / î e X , V<7eJ, V A e A : ( Œ . ï î ) ( / , ) = = o - ( Y î ( A ) ) .

Soit G^ l'ensemble des éléments g de G tels que ^ et ^ sont conjugués
sur E ; c'est un sous-groupe de G contenant A. Pour tout g dans G^,
il existe un élément o^ de J et un seul tel que ^== ^.^. Soit ^ l'appli-
cation de G^ dans J qui, à g, fait correspondre o" .̂ On vérifie immédiatement
que c'est un homomorphisme. Pour tout ^ dans J, il est clair que le carac-
tère de G induit par o".^ est y. On a donc (Res^/J, ^ .^) == i. Comme la
décomposition de Res^/J en somme de caractères absolument irréductibles

est de la forme Res^y) = ̂ , E^, on en déduit qu'il existe un élément g
,^€(VA

de G tel que a .^ === ,̂. Donc gçGa et ^p(g) ===07. Par conséquent, ^ est un
épimorphisme.

Comme, pour tout g dans A, ,̂ .== ^, le noyau de ^ contient A. S'il existait
un élément g de G^ non contenu dans A tel que ^= E, le caractère induit
ne serait pas irréductible. On a donc la suite exacte

i->A->G^3->i.

Soit s une section de J dans G^ et soit £ l'application de JxJ dans A
définie par

YO- , T € J : ^T== £(7,^(7-
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Supposons ^ rationnel sur E(^) et soit q le degré de ^. Le facteur
simple AE(^) de l'algèbre E [A] associé à ^ est isomorphe à M^(E(^)).
Soit P un E-épimorphisme associé à ^ de E [A] sur My(E(^)) .

Pour tout X dans M^(E(E)) , on note dét(X) son déterminant et tr(X) sa
trace. Ce sont des éléments de E(^).

THÉORÈME 3. — Si ^ est rationnel sur E(^), alors (^(x))7 est un élément
de H^(E(^)/E). L'application £' de JxJ dans E($) définie par

s^==dét(P(£^)), 7?o^r 0-, ' reJ,

^ un i-cocyde de S à valeurs dans [^(E($)) dont la classe^ dans Br(E),
est (^(X))'-

Démonstration. — Le corollaire de la proposition 3.1 ramène la démons-
tration au cas où G = G^, ce que nous supposerons dans la suite.

Posons E'= E(^). Le groupe G opère sur E[A] par les automorphismes
intérieurs :

V^€G, V ^ e E [ A ] : ^(a)=^a^=a^1.

Pour tout g dans G, ̂  et Ç sont conjugués sur E. Par conséquent, le facteur
simple de l'algèbre E [A] associé à ^ n'est autre que AE^). On en déduit
que, pour tout a dans E [A], [3 (a) est nul si et seulement si P(g(a)) l'est.
Le groupe G opère donc aussi sur M^(E') : à tout élément g de G on peut
associer un E-automorphisme y^ de My(E') défini par

. V O € E [ A ] : ^(p(a))=P(^-i).

Soit d l'ordre de J. Considérons l'algèbre de rang d sur M^(E') définie par

U^M^)^
aeJ

la multiplication étant définie par

J n^a ^cp.Ja) //^

( UaU^== P(£cr,r) ^o-

L'application a de E [G] dans U définie par

a(a^) :=|3(^) u^

est un épimorphisme d'algèbres. Il est clair que U est isomorphe au facteur
simple de E [G] associé à y. C'est donc une algèbre simple centrale, de
centre E, et nous nous proposons de l'écrire sous la forme d'un produit
croisé ordinaire.
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3.2.2. Pour tout g dans G, l'application ?.g est un E-épimorphisme
de E [A] sur M^E'). Comme, pour tout h dans A,

tr(P(^^))=^(^/^-i)=^(A),

on voit que [î.g est associé à .̂.

Le groupe J opère de façon naturelle sur M^E') :

cr((a^/)) = (c7(a;,y)), pour toute matrice [dij) à coefficients dans E'. Pour
tout cr dans J, il est clair que l'application o".P est un E-épimorphisme
de E [A] sur M^(E'). Comme, pour tout h dans A,

tr((7.P(A))=(7(tr(P(/Q))=.^(/^

on voit que cr. ̂  est associé à cr.^.

Pour tout o- dans J, l'application cr"1.^.^ est donc un E-épimorphisme
de E [A] sur M^(E') dont le caractère associé est S;. On en déduit que cr"1 .y^
est un E'-automorphisme de M,y(E'). Il existe donc une matrice nia de M^(E')
telle que, pour tout a dans M</(E'), o"1 .y^(^) = m^ am^\ ou encore, en
posant cr(m^) = m^, il existe une matrice m<7 telle que

V^eM^E ' ) : (p^(^) r^/n^o^a) w^.

Posons ^(7== maUrj.
Pour tout a dans M^(E'), on a

^^a==myUaa= /n^^^Ça) Uy= o-(a) (^.

Pour c7, T dans J,

('(7 ̂  == mo- ̂ (7 m^ 11^ == /^ç cp ,̂  ( jHr) Uy u-, = m^ m'y 'o- ( m-^ ) //içr p ( £(7,- ) ̂  == ?<3-,^, p^,

en posant

(9) ^T==0'(^T)^(7p(£(7,T)^^..

LEMME 1. — Pour tout couple o', T (Vêlements de J, ?(T,T ^^ un élément
de E' [E' ^OM^ identifié au centre de M^(E')].

Démonstration du lemme. — II suffit de montrer que V A € M ^ ( E ' ) ,
i^^X==:A2(7^ . Pour tout [̂  dans M</(E') et pour tout h dans A,

cp,(^)==P(/Q^(A)-^.

L'égalité o,^(p^== <p^ _o,,^ appliquée à [̂  s'écrit donc :

m^ <7 ( m^1 T ( ̂  ) m^) m^ -==- ̂  (z^ ^ ) m^ ̂  ( ̂  ) m^ ̂  (e^, ̂ -ï



DÉCOMPOSITION DES ALGÈBRES DE GROUPES. 149

ou
^^^(mï1) ŒT(^) cr(/n^) m^== (3(So.^) ^^o-^(^) ^aTP(£a,T)~1,

ou encore
^(^Q^T^^TOT^) ;

d'où le résultat, en choisissant ^ = ((TT)"1^). c. ç. F. D.

3.2.3. Fin de la démonstration du théorème 3. — II résulte de l'asso-
ciativité du produit des Va que i est un 2-cocycle de J à valeurs dans E'.
Soit i sa classe dans Br(E). Soit V le sous-ensemble de U défini

par V^^^E^o. Il est clair que c'est une sous-algèbre de U et on voit
(T€J

que c'est une algèbre simple centrale sur E de rang d2 sur E dont la classe
est i. L'algèbre Mr/(E) est contenue dans U et est de rang g2 sur E. Les
algèbres V et M,/(E) sont linéairement disjointes sur E et U est de rang q^d2

sur E. On en déduit que U est isomorphe à M^(E) (^V- On a donc établi
le résultat suivant :

PROPOSITION 3.2. — On a ^(x) = ^ '

Soit y l'application de J dans E' définie par ^a= détÇm^), pour tout cr
dans J. D'après la formule (9), comme dét((j{m^)) == a"(dét(m^)), on a

%T==dét(^^)==(T(y^Y(,dét(i3(£c7,T))Toî;

ou encore
^ ^ == dét ( |3 (s^, ̂ )). cr (y^) y^ Y^ .

On voit donc que, si £' est défini par £a,T== dét(P(£^)), pour C T ^ T S J ,
alors ï1 est équivalent à £'. Comme ^{^a,^ est une matrice d'ordre fini,
on voit que £' est à valeurs dans [^(E'), ce qui achève la démonstration du
théorème, c. ç. F. D.

3.2.4. Remarques,

(a) La proposition 3.2 permet, en un certain sens, de déterminer complè-
tement ^(îc)? même lorsque ^ (^ (^T^ I* En effet, soit F un groupe fini
admettant un caractère absolument irréductible y à valeurs dans E tel
que £ E ( ^ ) ( 9 ) = (^(^(ç)) -1 [UI! tel couple (F, y) existe toujours : on peut
prendre, par exemple, pour y un caractère E-opposé à %^; dans le cas
où E est un corps local, nous verrons plus loin {cf. prop. 6.8 et prop. 8.1)
comment on peut construire un groupe F très simple admettant un tel
caractère]. Le caractère )C^? est un caractère absolument irréductible

Ann. Éc. Norm., (4), IV. — FASC. 1. 20
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à valeurs dans E de G X F. Il est induit par le caractère ^ (^) y de A X F
qui est, par construction, rationnel sur E(E) == E(S; (^) y) et on peut appliquer
la proposition 3.2. On a alors

^(/^^^(x®?).^?))"'.

(&) Soit q le degré de ^ et soit rf le degré de l'extension E(^)/E. Soit Ei
une extension de E, de degré m^), telle que $ soit rationnel sur Ei(^).
La proposition 3.2 détermine la restriction de ^(X.) à Ei. Le corollaire
à la proposition 3.1 détermine la restriction de ^(x) à E(^). Suppo-
sons mE^) et d premiers entre eux. Cela signifie que les extensions Ei/E
et E(^)/E sont de degrés premiers entre eux, et l'élément ^(/J est entiè-
rement déterminé par ces restrictions.

C'est en particulier le cas lorsque (ç, d) =i, parce que ma^) divise q.
On voit qu'alors le corollaire à la proposition 3.1 et le théorème 3 déter-
minent entièrement &E(%) car le théorème 3 détermine la puissance ç181110

de la restriction à Ei de Spfx) V11 es^ un élément d'ordre divisant d donc
premier à ç.

Lorsque q===ï, $ est rationnel sur E(^) et la formule du théorème 3
s'écrit simplement

(10) ^^(^r).

On retrouve ainsi un résultat obtenu par Yamada ([16], th. 2).

3.3. REPRÉSENTATIONS E-MÉTABÉLIENNES. — Soit 5^ un caractère abso-
lument irréductible de G à valeurs dans E. Nous disons que ^ est îL-méta-
bélien s'il est induit par un caractère ^ de degré i d'un sous-groupe inva-
riant A de G et si le degré de l'extension E(^)/E est égal à l'indice de A
dans G.

On a vu que le groupe G contient un sous-groupe G^ contenant A tel que
le quotient G^/A est isomorphe au groupe de Galois J de l'extension E(^)/E.
Dans la définition d'un caractère E-métabélien, la deuxième condition
revient donc à dire que G^= G. Le groupe A est donc invariant dans G
et on a la suite exacte

i — A ->G->J->i.

Soit £ l'élément de H^J, A) correspondant. Il est clair que le théorème 3
s'énonce, dans ce cas :

PROPOSITION 3.3. — L'élément ^(/J est la classe, dans Br(E), de l'image
par ^ de £.
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Par abus de langage, on écrit

Où7) £E(X)=^).

Nous disons qu'un groupe fini G est îî-métabélien s'il admet un carac-
tère absolument irréductible et fidèle ^, à valeurs dans E, qui est E-méta-
bélien. Il est clair que le noyau de /^ est le même que celui de ^ et que,
par conséquent, G admet un sous-groupe cyclique invariant A tel que le
quotient G/A est un groupe abélien isomorphe à un sous-groupe du groupe
des automorphismes de A.

Nous disons qu'un groupe fini G a la propriété (W) s'il existe une suite

j i S c G o C G , c . . . c G ^ = = G

de sous-groupes invariants de G tels que Go est abélien et que, pour
i === i , 2, . . ., /c, Gt/Gt-i est cyclique. En particulier, on voit qu'un groupe
hyperrésoluble a la propriété (W).

Si un caractère ^ absolument irréductible d'un groupe fini G est à valeurs
dans E et est induit par un caractère ^ E-métabélien d'un sous-groupe
de G, il résulte du corollaire à la proposition 3.1 que ^(7.) =^E{^)• D'où
l'intérêt de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.4. — Soit G un groupe fini ayant la propriété W et soit ̂
un caractère absolument irréductible de G à valeurs dans E. Alors y^ est
induit par un caractère E-métabélien Sun sous-groupe de G.

Démonstration. — Nous allons d'abord donner deux définitions et établir
trois lemmes.

Nous disons qu'un caractère d'un groupe fini G, à valeurs dans E, est
E-primitif s'il n'existe pas de sous-groupe H de G, distinct de G, tel qu'il
soit induit par un caractère de H à valeurs dans E.

Nous disons qu'un caractère ^ de G est ^-irréductible si c'est la trace
réduite d'une représentation de G par des matrices à coefficients dans E
qui est irréductible. Cela revient à dire qu'il existe un caractère ^ abso-
lument irréductible de G tel que, si J désigne le groupe de Galois de l'exten-

sion E(£)/E, on ait j ==:^(J'^
oeJ

LE M ME 1. — Soit y un caractère à valeurs dans E, absolument irréductible
et îL-primitif Sun groupe fini G. Soit A un sous-groupe invariant de G.
Alors la restriction de y à A est un multiple entier Sun caractère ^"irré-
ductible.
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Démonstration. — Supposons d'abord ^ rationnel sur E. Soit M un
E [GJ-module qui définit une représentation de G dont le caractère est ^.

Soit M ==VMt la décomposition de M en somme directe de E[A]-modules

isotypiques non nuls. Comme % est absolument irréductible, M est un
E [GJ-module simple et G opère transitivement sur les M/:. Soit Mi l'un
d'entre eux et soit H le sous-groupe d'isotropie de Mi. Il est clair que Mi
est un E [H]-module et que M est induit par Mi. Si Ç désigne le caractère
de la représentation de H définie par Mi, on en déduit que ^ est un carac-
tère à valeurs dans E et que % est induit par Ç. Comme % est E-primitif,
on a H = G et M = Mi. Comme Mi est un E [A]-module isotypique, le
caractère de la représentation qu'il définit, qui n'est autre que Res^/J,
est multiple d'un caractère E-irréductible.

Si ^ n'est pas rationnel sur E, soit G' un groupe fini admettant un
caractère absolument irréductible %/ à valeurs dans E tel que ^ et ^
soient E-opposés. Le caractère 7.(^)%/ est un caractère absolument irré-
ductible de G X G' qui est rationnel sur E. Il est clair que l'on peut choisir G'
et %'pour que %' soit E-primitif et qu'alors ^0%.' l'est aussi. Si A est
un sous-groupe invariant de G, A X G' est un sous-groupe invariant de G X G'
et, par conséquent, ResAxG'(X.07.') es^ multiple d'un caractère E-irré-
ductible. Supposons que Res^/J ne soit pas multiple d'un caractère

E-irréductible. On pourrait écrire Res^/J sous la forme ^, ci^i où les in-

séraient des caractères E-irréductibles distincts et où deux entiers Ci
au moins seraient différents de o. On aurait

ResAxG'(z(g)7;)=(ResA(%))(g)^=^yî,0^

et Res^xG'Oc^X') ne seralt pas multiple d'un caractère E-irréductible.
Donc, Res^/J est multiple d'un caractère E-irréductible.

c. ç. F. D.

LEMME 2. — Soit G un groupe admettant un caractère % à valeurs dans E,
absolument irréductible^ E-primitif et fidèle. Alors, tout sous-groupe abélien
invariant de G est cyclique.

Démonstration. — Soit E une clôture algébrique de E et soit p une repré-
sentation de G par des matrices à coefficients dans E, dont le caractère
est j^. Soit A un sous-groupe de G. Comme % est fidèle, le noyau de p est
réduit à l'élément neutre, donc aussi celui de la restriction de p à A. Si A
est invariant, comme ̂  est E-primitif, il résulte du lemme 1 que la restriction
de p à A est somme directe de représentations isotypiques qui sont conju"
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guées sur E; elles ont donc le même noyau, et c'est encore le même que
celui de la restriction de p à A qui est l'élément neutre. Donc, A admet une
représentation absolument irréductible et fidèle. Si A est abélien, ceci
entraîne que A est cyclique, c. ç. F. D.

LEMME 3. — Soit G un groupe hyperrésôluble tel que tout sous-groupe
abélien invariant est cyclique. Alors, il existe un sous-groupe cyclique inva-
riant A de G tel que le quotient G/A est abélien et canoniquement isomorphe
à un sous-groupe du groupe des automorphismes de A.

Démonstration. — Soit A un sous-groupe abélien invariant de G qui est
maximal. Par hypothèse, A est cyclique. On en déduit que le groupe J^
des automorphismes de A est abélien. Pour tout G" dans G, l'applica-
tion a i-> crao""1 définit un automorphisme 3> (o") de A. On voit immédia-
tement que $ est un homomorphisme de G dans J^, dont le noyau N
contient A. Le groupe N est invariant dans G et si N était différent de A,
le groupe N/A serait un sous-groupe invariant non trivial du groupe
hyperrésôluble G/A. Il existerait donc un sous-groupe cyclique invariant T
de G/A, non trivial, qui serait contenu dans N/A. Le relèvement T de T
dans G serait alors un sous-groupe abélien invariant de G contenant
strictement A, contrairement à l'hypothèse de màximalité de A. Donc,
N =A. et G/A est canoniquement isomorphe à un sous-groupe de J^.

c. ç. F. D.

Fin de la démonstration de la proposition 3.4. — Comme un sous-groupe,
ou un groupe quotient d'un groupe ayant la propriété (W) a encore la
propriété (W), on peut supposer que ^ est E-primitif et fidèle. Il résulte
du lemme 2 que G satisfait les hypothèses du lemme 3. Soit A un sous-
groupe de G qui a les propriétés énoncées dans le lemme 3. Soit ^ un carac-
tère absolument irréductible de A intervenant dans la décomposition de
la restriction de % à A, et soit J le groupe de Galois de l'extension E(^)/E.
Il résulte du lemme 1 qu'il existe un entier strictement positif c tel que

Res^/J = cYo".^. On a vu, dans la démonstration du lemme 2, que ^
(7€J

est le caractère d'une représentation fidèle; donc, ^ est fidèle. Comme G/A
est isomorphe à un sous-groupe du groupe des automorphismes de A,
on en déduit que le caractère // de G induit par ^ est absolument irré-
ductible. Or, on a (7^, %/) == (Res^/J? ^) == c ; P^ conséquent, c == i
et 7, ==%.'• Comme Res^yJ === ^ o".^, on voit que les groupes G/A et J

(7GG/A

s'identifient. Le caractère y est donc E-métabélien. c. ç. F. D.
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Remarque. — La proposition 3.4 est l'analogue, en termes de caractères,
d'un résultat de Witt [cf. [13], Satz 1) énoncé en termes de représentations
réalisables par des matrices à coefficients dans un corps gauche.

4. L'algèbre d'un groupe niipotent.

Soit E un corps de caractéristique o et soit E une clôture algébrique
de E. Soit G un groupe fini niipotent. On sait que G est le produit direct
de ses p-sous-groupes de Sylow. La structure de l'algèbre E[G] peut
donc s'obtenir aisément à partir de celles des p-sous-groupes de Sylow de G.

4.1. LE CAS « GÉNÉRAL ».

PROPOSITION 4.1. — Soit p un nombre premier et soit G un p-groupe.
Si p = 2, on suppose que E contient les racines quatrièmes de Vunité.
U algèbre E[G] est décomposée.

Démonstration. — Soit / un caractère absolument irréductible de G.
Posons E.i.==E(%J. Comme un p-groupe est hyperrésoluble, G a la
propriété (W). D'après la proposition 3.4, le caractère y est induit par
un caractère ïj Ei-métabélien d'un sous-groupe Gi de G. D'après le corol-
laire à la proposition 3.1, on a £E,(yJ === SE^)-

Si ï] est induit par un caractère ^ de degré i d'un sous-groupe inva-
riant A de Gi, on voit qu'il existe un entier positif a tel que Ei (^) soit
contenu dans Ei( \ / i ) . Il résulte de la proposition 3.3 que SE^) est l'image
dans Br(Ei) d'un élément de î î 2 { ' E ^ { p \ / ï ) / ' E ^ , [^//). D'après la propo-
sition 1.4, ce dernier groupe est réduit à l'élément neutre. Par conséquent,
T] et y sont rationnels sur Ei. c. Q. F. D.

Remarque. — Ce résultat est classique [cf. [7] et [12], cor. au th. 5).

4.2. LE CAS p = ï. — Pour tout entier positif M, désignons par ïn un
-groupe cyclique d'ordre 2". Supposons n^i et soit J = = { i , s ] un groupe
cyclique d'ordre 2. Soit G une extension de J par I,,.

— On pose G === Dn si, pour tout a dans L, on a s {a) === a~1 et si G
s'identifie au produit semi-direct de J par L (le groupe Dn est isomorphe
au groupe diédral d'ordre 27^+l).

— On pose G = îîn si, pour tout a dans 1 ,̂ on a s {a) = a~1 et s'il n'existe
pas de relèvement de s dans G qui soit d'ordre 2 (le groupe H^ est isomorphe
au groupe des quaternions généralisés d'ordre 27^+l),
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— Si n^ 3, on pose G =Mn si, pour tout a dans L, on a s (a) == a1"4'2""1

et si G s'identifie au produit semi-direct de J par 1 .̂
Les groupes In, Dn, H^, Mn sont définis à un isomorphisme près.
Soit G un 2-groupe et soit ^ un caractère absolument irréductible de G.

D'après la proposition 3.4, il existe un sous-groupe H de G et un carac-
tère Y] de H qui est Q(y)-métabélien tels que ^ soit induit par ï]. Pour
P = I, D, H, M, nous disons que y est de type Pn si l'on peut choisir H
et ïj de telle sorte que le quotient de H par le noyau de TJ soit isomorphe
au groupe Pn'

Soit Q une clôture algébrique de Q et soit p un plongement de Q dans E.
Pour tout entier n positif, soit v une racine (a")1®1116 de l'unité contenue
dans Q. Posons Q(n)= Q(^) et désignons par Q^) (resp. Q^)) le corps fixe
de l'automorphisme cr de Q(n] défini par o-^^v"1 [resp. o-(v) === v14"271"1].
Désignons par E(^) (resp. E^), E^)) l'intersection de p(Q(n) ) [resp. p(Q^)),
P(Q^))] avec E. Pour i = o, ï , 2, on a E =E(O)== E(D= E;,) = E'^). S'il
existe un entier n tel que le corps H des quaternions usuels sur Q soit
décomposé sur E^), il est clair que H est aussi décomposé sur E^,), pour tout
entier n supérieur à n. Nous désignons par ï (E) le plus petit entier
supérieur ou égal à 2 satisfaisant à cette propriété. Si, pour tout entier
positif n, H n'est pas décomposé sur E^,), nous posons ï (E) ==+oo.

Exemples :

(a) On a ^(s/^)) =2.
(&) On a r (E) = +°c'? sl E est un corps de nombres réels (en effet,

pour tout entier n positif, E^) peut être plongé dans R. Comme H^^R
est le corps des quaternions sur R, H^QE^) ne peut pas être une algèbre
de matrices).

(c) Soit E une extension finie de Q-j. On a ï (E) = 3 si le degré de l'exten-
sion E/Qs est impair et ï ( E ) = = 2 , sinon [en effet, — ï n'est pas norme
dans l'extension QafV— i)/Q2. On en déduit que la classe de H^^Qa
est l'élément de Br(Q2) dont l'invariant est égal à 1/2. L'invariant de sa
restriction à E est donc o si et seulement si l'extension E/Qa est de degré
pair. Comme, pour n^3, l'extension Q2(^+^ - 1) /Q2 est de degré pair,
l'invariant de l'élément correspondant de Br(Q2^ +v-l)) est ^l*
A fortiori, celui de Br(E(v +v-l)) l'est aussi].

{d) Pour p 7^ 2, on a ï ( Q p ) = 2 [en effet, comme — ï est une unité
et comme l'extension Qp(\/— i)/Qp est non ramifiée, — ï est norme dans
l'extension],
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PROPOSITION 4.2. — Soit G un i-groupe et soit % un caractère absolument
irréductible de G. On est dans Vun des cas suivants :

(i) il existe un entier n^o (resp. ̂  2, ̂  3) tel que / est de type \n
[resp. D^M^); on a alors E(%) = E^ {resp. E;̂ , E^) et j est rationnel
sur E(%);

(n) il existe un entier n^i tel que y est de type H^; on a alors :
(a) si n^r(E), ^ est rationnel sur E(^)$
(&) si n < r(E), £E(y)(y_) ^ Za c?a^ 6Îu corps des quaternions usuels

sur EOc).

Démonstration. — II est clair qu'il suffit de démontrer la proposition
lorsque E == Q. Le corollaire à la proposition 3.1 et la proposition 3.4
ramènent la démonstration au cas où ^ est Q(/J-métabélien. Quitte à passer
au quotient, on peut supposer ̂  fidèle et le groupe G est alors Q(j)-méta-
bélien.

Le caractère ^ est alors induit par un caractère $ d'un sous-groupe
cyclique invariant A de G. Posons K = Q(^), L = Q(^) et désignons par J
le groupe de Galois de l'extension L/K. On a la suite exacte

i-^A^G-^J-^i .

Soit 2771 l'ordre de A et soit a un générateur de A. Posons ^ (a )=v .
L'élément v est une racine primitive (a771)16"16 de l'unité et L = Q(v).

Si m = o ou i, on a L = Q(v) = Q, et par conséquent K = L et J == { i }.
On est dans le cas (i) avec n = m et % de type !„.

Supposons m;^^ On voit que [J^ (L) est le groupe cyclique engendré
par v et il est clair que ^ définit un isomorphisme de H^J.A) sur
H2 (L/K, p/7). Soit £ l'élément de H^J^A) qui définit G. On a vu [cf.
prop. 3.3) que^ ^(x) est l'image de £ dans Br(K). Comme m^2,
L contient \j— i et il résulte de la proposition 1.4 que

(") H^L/K, ^)=ÏP(K(v/:^7)/K, ^/).

Il est clair qu'il existe un entier n vérifiant i ̂  n ̂  m tel crue/ /——\ • —
MV— ï ) = Qw' Soit J' le groupe de Galois de l'extension L/K^-^^)
et soit A' le sous-groupe de A d'ordre 271. Il est clair que J' est un sous-
groupe de J d'indice i ou 2 suivant que \/— i appartient ou non à K.
La restriction de $ à A' est un isomorphisme de A' sur ^(KK^/— i)).
La formule (n) montre donc que :

— si J = J'^ alors s == i ;
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— si J ̂  J', et si o- désigne un élément de J qui n'appartient pas à J',
alors il existe un élément c de A' tel que £ admette un représentant dans
les cocycles vérifiant £,,,,= £.,^== ^s,s'== i et s^^'^^ V^'eJ'.

Il existe donc, dans les deux cas, un sous-groupe G' de G qui relève J
et dont l'intersection avec A est réduite à A'; le groupe J' s'identifie
à un sous-groupe de G'.

Comme l'image par ^ de A' est contenue dans K(y— i), le groupe J'
opère trivialement sur A'. Donc le groupe J' est un sous-groupe invariant
de G' et le groupe A'J' est un sous-groupe abélien de G'. Il est immédiat
que le caractère y de A'J' défini par

(Q(at)=z^(a), \faç^', tç3'.

est un caractère de degré i de A'J', à valeurs dans K(\/— i), et que le
caractère ^ de G' induit par © est un caractère à valeurs dans K dont le
noyau est J7. On vérifie sur les valeurs des caractères que y est induit
par ^p.

Posons G = G'/J' et J == J/J'. On a la suite exacte

i-^A'-^G-^J—i.

Il est clair que K est égal soit à Q(^), soit à Q^), soit à Q"^ avec ^^>±3
(car Q;^= Q;J. ^ ^

Si K=Q(n], on a J == J', donc J == i et G est cyclique d'ordre 271.
Le caractère y est donc de type ïn et est évidemment rationnel surQ(y).

Si K = Q^), on a o-(a) == a~\ pour tout a dans A'. Si ^a,c= i? on voit que
le groupe G est isomorphe à D,,. Le caractère y est donc de type Dn et est
rationnel sur Q(y), puisque ^(s) = i. Si £0,0= <'? avec ceA'— { i }, on voit
que $(c) doit appartenir à [-^(K) et doit donc être égal à — i. On en déduit
que le groupe G est isomorphe à H^, donc que y est de type H^, et que ^(e)
est la classe du corps des quaternions usuels sur Q(y).

Si K == Q^), avec yi^3, on a o-(a) == a1"4"2""1. Pour la même raison que
dans le cas précédent, on voit que ^(s^o) doit être égal à i ou à — i.
Si Vi est une racine primitive huitième de l'unité [appartenant à K(\/— i),
puisque M^3J, on voit que V i O ' ( v i ) =—i. On en déduit que l'on peut
choisir le représentant de £ pour que £^= i. Le groupe G est donc
isomorphe à Mn et y est de type M^. Enfin, y est rationnel sur Q(y) puisque
^(£) = I. C. Ç. F. D.

Ann. Éc. Norm., (4), IV. — FASC. 1. 21
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Remarque. — Si G est un p-groupe, avec p nombre premier différent de 2,
la même démonstration montre que tout caractère absolument irréductible %
de G est induit par un caractère de degré i, à valeurs dans Q(%), d'un sous-
groupe de G.

5. Représentations des groupes résolubles.

Dans tout ce paragraphe, on désigne par G un groupe fini et par P
un sous-groupe invariant de G tel que le quotient G/P soit cyclique. Nous
nous proposons de déterminer la structure des représentations de G à partir
de celles de P. On voit que ceci permet, en particulier, de déterminer la
structure des représentations des groupes résolubles.

5.1. CARACTÈRES. — Soit X l'ensemble des caractères absolument
irréductibles de P. Le groupe G opère sur X par

V^€G, VpeX, v^ -çP : p,.(^)=p(^-1).

Pour tout g dans P et pour tout p dans X, on a p^.= p ; par passage au
quotient, on peut donc faire opérer le groupe H == G/P sur X.

Soit (p^çx/H un système de représentants des orbites de H dans X.
Pour tout i, soit G[ le groupe d'isotropie de p, [par définition,
GI = { g € G , (p^= pî}]. Soit H l'image canonique de G[ dans H. Soit q,
le degré de p,, soit m, l'ordre de H^. et soit d, l'indice de H^. dans H. Soit n
l'ordre de H; on a n = midi pour tout i.

Soit E un corps algébriquement clos de caractéristique o. Soit a, une
représentation de P par des matrices à coefficients dans E dont le carac-
tère est p,, c'est-à-dire un E-épimorphisme de E[P] sur M^.(E) associé à p,.

Soit h[ un générateur de H^. et soit h[ un relèvement de h[ dans G.
Comme (p,)/^ = p,, l'application qui, pour tout s dans P, fait correspondre
à a,(<?) l'élément a,(A^~1), se prolonge de manière unique en un E-auto-
morphisme de M^.(E). Il existe donc une matrice v, de M^.(E) telle que

V^eE[P] : ^ ( h ' ^ h ' ^ l ) = v ^ ^ ) ^ i .

On en déduit que

V ^ € = N , V ^ € E [ P ] : aK/^^/^^^a^À)^.

En particulier, on a

^•0) ̂ = a^U,-^) = a,OT a,0) Wr1))-^
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Comme o^ est surjectif, on a

V^eM^(E) : (a,(À;ml))-^^^=^(^(^l))-l^.

II existe donc un élément Ci de E tel que v^= c,a;(/^1). Soit c[ un élément
de E tel que c^1^ d. Si l'on remplace v, par c,."1 ,̂ on voit qu'alors
v^1^ a,^1). Il est immédiat que l'application a, de G^ dansM^(E) définie par

^b'f s) = vfa,-(s), pour Â ç { o, T , . . ., m,— i } et 5çP,

est une représentation de G[ de degré qi absolument irréductible. Soit Si
le caractère de cette représentation.

Soient (Çy)/=o,i, ...,m;-i 1e8 caractères absolument irréductibles de
G ^ / P = = H ^ . . Pour tout /', soit ï j^y=^^ . Soit %^yle caractère de G induit
par r\ij.

PROPOSITION 5.1. — Les caractères y^/ sont absolument irréductibles^
deux à deux distincts^ et tout caractère absolument irréductible de G est égal
à Vun centre eux.

Démonstration :

(a) Le caractère ̂ ij est absolument irréductible.

Soit h un élément de G n'appartenant pas à G[. On a (pi) 717^ pi. Comme
la restriction de (ïii,y)/, à P est (pi)/;, on en déduit que {^}i,j}h est différent
de ïj;,y. Par conséquent, jj,j est irréductible.

(6) Les j^ij sont deux à deux distincts.

Montrons tout d'abord le lemme suivant :

LEMME. — Pour / ^/^ on a ^ij^^i.j'-

Démonstration. — Soit ç\ le caractère de Q^ induit par p;. Comme P
est invariant dans G[ et comme, pour tout s dans P et pour tout h dans G^
on a Çi{hsh~~1) = pi(5), on voit que

. _ ( ° P0111" (7^p;
( mi^i(a) pour o-çP.

jni — i

Soit ç\'= ̂  T]^. On a
7=0

P^) =2 £7(^)^0 (o-)=^,o(o-)^ ^•((7)-
7 7
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O1*? ^^ n'est autre que la représentation régulière de G^./P. On a donc

V^)=J° pour ^pî

-— ( nii pour o-çP.

Comme la restriction de ^,0 à P est p,, on en déduit que ç\ = p^. Comme la
restriction de r\^j à P est p,, il résulte de la formule de réciprocité

de Frobenius que (p;, Y]^-) = (?„ p,) =i. Comme p^^^-j, on en déduit
que tous les ï]^ sont distincts, c. Q. F. D.

Suite de la démonstration de la proposition 6.1. — Si les caractères jij
et jj,'j' sont égaux, ils ont la même restriction à P; donc p^ et p^ sont dans
la même orbite, donc i === i\

La restriction de j^j à G; est ^ {^ij)h. On a donc, d'après la formule
h ç GiG'i

de réciprocité de Frobenius :

(X^ Xij)==^^^ ^ (^,7)^^= ^ (yîz,//, (^,7)/0.
\ ÀGG/GS / AGG/Gl

Les (r\ij)/^ et ï;;,^ sont des caractères absolument irréductibles de G\.
La restriction de r\ij, à P est p,, celle de (ï),j)/, est (p,)/,. On a donc (ï],j)/^ ïj^y,,
pour h^G,. Si / ieG^, on a (^ij)h= ^i,j. Il résulte alors du lemme que

( ° sl / ^- f'i^'" »•'>=;, .,̂ .:
Les ^,y sont donc bien deux à deux distincts.

(c) Tout caractère absolument irréductible est de ce type.

Soit q l'ordre de P. Soit qi le degré de p,. L'orbite de p, par H a exac-

tement ai éléments, chacun de degré qi. On en déduit que V^^==g.
i

Pour i fixé, on a mi caractères distincts %^j, chacun de degré diqi. On a
alors

^m^(^•^)2==^^•^2===^===(G: i).
i i

La somme ^j X^1)-)^./ est donc le caractère de la représentation régu-

lière de G. Les ^-j sont bien tous les caractères absolument irréductibles
d^ G. C. ç. p, j)^
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5.2. LES FACTEURS SIMPLES DE L'ALGÈBRE DU GROUPE. — Soit E UU

corps de caractéristique o (que l'on ne suppose plus algébriquement clos).
Soit ^ = ̂ j un caractère absolument irréductible de G à valeurs dans E.
Posons T] = T],J et p = p,. Posons E'= E(ï]). Les méthodes du paragraphe 3
permettent de déterminer la structure du facteur simple de l'algèbre E [G]
associé à % à partir de la structure du facteur simple de l'algèbre E[G^J
associé à ï]. Quant à SE^)? il est déterminé par la proposition suivante :

PROPOSITION 5.2. — On a SE'C^I) =s-E'(ç)-

Démonstration. — Comme la restriction de ï] à P est p, on voit que
(Resp(ïj), p) = ï. Donc, d'après la proposition 3.1, pour tout nombre
premier p, les p-composantes de ^E^7]) et ^(p) sont les mêmes.

c. ç. F. D.

6. Représentations des groupes de type C/,.

6.1. DÉFINITIONS.

6.1.1. Soit p un nombre premier et soit G un groupe fini. Nous disons
que G est un groupe de type Cp si c'est le produit semi-direct d'un sous-
groupe invariant P abélien p-élémentaire [c'est-à-dire de type (p, p, . . ., p)]
par un groupe cyclique H d'ordre premier à p et si P, considéré comme
F^[H]-module, est isotypique.

Dans toute la suite de cet article, si G est un groupe de type Cp, on désigne
par P son p-sous-groupe de Sylow et par H un groupe cyclique quelconque
d'ordre premier à p tel que G = H. P. On désigne par H' le noyau de la
représentation canonique de H dans P et par G' le produit direct H'xP
(on voit que le groupe G' est le centraliseur de P dans G). On pose

n(G)=n=(îî : ï), m(G)z=m=z(ïlr : i ) , d(G) == d= (H : HT).

On a donc n = ma.

Si P est réduit à l'élément neutre, le groupe G est tout simplement un
groupe cyclique d'ordre premier à p et l'étude de ses représentations est
entièrement triviale. Dans toute la suite du paragraphe, sauf mention
explicite du contraire, nous désignons par G un groupe de type Cp et nous
supposons P non réduit à l'élément neutre.

6.1.2. Nous disons que G est un groupe de type CSp, si P est un
F^[H]-module simple.
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Soit G un groupe de type CSp. Soit F^ la plus petite extension de Fp
contenant les racines d1^8 de l'unité. Le corps Fq est donc le corps à
q = p^ éléments, en désignant par r le plus petit entier strictement positif
tel que d divise p 7 — i . On voit que le groupe G est isomorphe au produit
semi-direct du groupe cyclique Z/nZ par le groupe additif de F^, l'action
de Z/nZ sur F^ se faisant par

en désignant par oj une racine primitive d1^ de l'unité. Un groupe de
type CSp est donc déterminé, à un isomorphisme près, par la donnée des
entiers m et d, strictement positifs et premiers à p.

Pour tout groupe G de type Cp, nous désignons par 1{G) = l le nombre
de facteurs intervenant dans la décomposition de P en F^[H]-modules
simples. Le groupe G est de la forme

G=:I I . (P ,x l \x . . .xP / ) ,

où les P^ sont des F^fHt-modules simples isomorphes. Le groupe H. Pi
est de type CS^. Il est défini à un isomorphisme près et on l'appelle
le groupe de type CSp associé à G. On le note Gg.

Un groupe de type Cp est déterminé, à un isomorphisme près, par la
donnée des entiers m, d et l.

6.1.3. Si P est cyclique d'ordre p, nous disons que G est un groupe
de type CCp. Il est clair qu'un groupe de type CCp est de type CSp et qu'un
groupe de type CSp est de type CCp si et seulement si d divise p — i.

Si G est un groupe de type Cp et si d == dcd\ avec dc= {d, p — i), nous
notons Hc le sous-groupe de H d'ordre mdc. Si Pc est un sous-groupe
cyclique d'ordre p de P, le groupe Hc.Pc est un sous-groupe de type CCp
de G. Il est défini à un isomorphisme près et on l'appelle le groupe de
type CCp associé à G. On le note Gc. Il est clair que Gc= (Gs)c.

6.2. CARACTERES.

PROPOSITION 6.1. — Les caractères absolument irréductibles de G sont :

(i) d^une part, n caractères de degré i : ce sont les caractères de degré ï
du groupe cyclique G/P qui est d7 ordre n'y

(ii) d7autre part, m{prl—ï}jd caractères de degré d : ce sont les caractères
induits par les caractères de degré i de G' dont la restriction à P est diffé-
rente du caractère ip de la représentation unité.
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Démonstration. — Comme P est abélien, l'ensemble X des caractères
absolument irréductibles de P n'est autre que l'ensemble des (P : i) = p11

caractères de degré i de P.
Soit p € X . Si p est égal à ip, on voit que le sous-groupe d'isotropie de p

est G tout entier et que, par conséquent, l'orbite de p est réduite à p.
Si p est différent de ip, on voit que le sous-groupe d'isotropie de p

contient G'. Le noyau A de p est un sous-groupe de P d'ordre p7^"1. Soit h
un élément de H et soit H/, le sous-groupe de H engendré par A. Il est
clair que P est un F^[H/,]-module semi-simple. Si p/,= p, on doit avoir
A.h= A et A est un sous-Fp[H/,]-module de P. Il existe donc un sous-
groupe cyclique S de P qui est un sous-F^H/^-module et qui est tel que
la restriction de p à S est fidèle. Si s est un élément de S différent de i,
l'égalité p/,= p entraîne hsh~1 = s. Par conséquent, ÀeH'. On en déduit
que le sous-groupe d'isotropie de p est G' et que l'orbite de p a d éléments.

L'assertion résulte alors de la proposition 5.1. c. ç. F. D.

Remarque : Valeurs des caractères, — Soit /o (resp. ^) un caractère fidèle
de degré i de H (resp. H') et soit (p^-=o,i,. . . ,(/^-DA/ un système de représentants
des orbites de X module H, avec p o = = i p . On vérifie facilement que les
caractères absolument irréductibles de G sont :

(i) d'une part n caractères de degré i, yo,./, pour / === o, i, . . ., n —i,
définis par

^o,7-(^) ^X^5), pour tout s dans H et tout g dans P;<.o,7\°é> î — /.b '

^rl(ii) d'autre part, m(p71—i)/d caractères de degré d, y^, y, pour i = = i ,
2, . . ., (p^ — i )/dî et / = o, i, . . ., m — i, définis par

o si s^, II'

X^7'(^) == ' ^ ' ( s ) V p,(/^A-1) si ^çir P0111' toLlfc -s' dcms H eL ^uiff dans?.
h € H/IP

PROPOSITION 6.2. — Soit y un caractère absolument irréductible de G
dont le noyau ne contient pas P. Alors le quotient de G par P intersection
de P et du noyau de % est isomorphe au groupe de type CSp associé à G.

Démonstration. — II est clair que PnKery est un sous-F^[H]-module
de P. Il existé donc un F^[H]-module S tel que P == Sx Kery. On voit que
la restriction ys de y à S est un caractère fidèle. Si ,9 est un élément de S
différent de i, on en déduit que S est le F^[H]-module engendré par s.
Par conséquent, S est un F^[H]-module simple et l'assertion résulte de
l'isomorphisme évident entre G/PnKery et H.S. c. ç. F. D.
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COROLLAIRE. — Soit E un corps de caractéristique o. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) V algèbre E[G] est décomposée;
(ii) l'algèbre E[Gg] est décomposée.

En effet, posons, comme au n° 6.1.2, G = H ^ P i X P s X . . . XP/). Il est
clair que toute représentation de H. Pi définit, de manière canonique,
une représentation de G dont le noyau contient P^X . . . XP/. Par consé-
quent, (i) entraîne (ii). L'assertion inverse résulte de la proposition 6.2.

Nous notons 6ç le caractère de G qui est la somme des caractères abso-
lument irréductibles distincts de G dont le noyau ne contient pas P.

PROPOSITION 6.3. — Soit r^ (resp. r^p) le caractère de la représentation
régulière de G (resp. G/P). On a

dQ^= FG— Fç/p

et les valeurs de Qç sont
0 SI ^P;

Q^(s)== —m si sç.P—[i\,

m (p^ — i ) si s==ï.

Démonstration. — Soit Xi (resp. X2) l'ensemble des caractères abso-
lument irréductibles de G dont le noyau contient P (resp. ne contient
pas P). Il résulte de la proposition 6.1 que les caractères de Xi (resp. X'j)

sont tous de degré i (resp. d). On a donc r^= Y ̂ + V dj^ et rç/p== V ^.
yexi 7ex2 %exi

Par conséquent, r^—y\;/p== ^^===^6^. Les valeurs de 0^ se déduisent
%€Xa

immédiatement de cette formule, c. ç. F. D.

PROPOSITION 6.4. — Soit E un corps de caractéristique o. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) l'algèbre E[G] est décomposée;

(ii) le caractère Qç est rationnel sur E.

Démonstration. — II résulte de la proposition précédente que le carac-
tère 9ç est à valeurs dans Z donc dans E. Si G est abélien, c'est-à-dire
si d=ï, l'assertion est triviale. Sinon, on voit que 0^ est la somme de
tous les caractères absolument irréductibles distincts de G qui ne sont
pas de degré i. Comme, pour tout caractère ^ de degré i, on a m^{y^ ==i ,
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il en résulte que me(9e) est le ppcm des m^ (7,), pour y caractère abso-
lument irréductible de G. La proposition 6.4 est alors évidente.

c. Q. F. D.

6.3. DÉCOMPOSITION DE L'ALGÈBRE E[G]. — Dans toute la suite du
paragraphe, on désigne par E un corps de caractéristique o.

6.3 .1 . Réduction aux groupes de type CCp.

PROPOSITION 6.5. — Soit y un caractère absolument irréductible de G
induit par un caractère Y) de degré i de G'. Soit Hc le sous-groupe de H
d'ordre mdc, avec dc= (d, p — i). Soit y^c l^ caractère de Hc.P induit par ïj.
Alors ^ est induit par %c, on a Q(7,c) = 0(x) et ^ quotient de Hc.P par
V intersection de P avec le noyau de j^c ^st isomorphe au groupe de type CCp
associé a G.

Démonstration. — II est clair que ^ est induit par y^c. Soit, comme
au n° 3.2.1, Gr^ l'ensemble des éléments g de G tels que ïj et r^g. soient
conjugués sur Q. Comme ^ est absolument irréductible, la restriction de ï]
à P est différente du caractère ip de la représentation unité. On vérifie
immédiatement que ceci entraîne G^=== Hc.P. On en déduit que Hc/H'
est canoniquement isomorphe au groupe de Galois de l'extension Q(Yl)/Q(5C)
et que, par conséquent, Q(%J == Q(7.c)« Enfin, la dernière assertion résulte
de la proposition 6.2 appliquée à Hc.P. c. ç. F. D.

PROPOSITION 6.6. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) l'algèbre E[G] est décomposée^
(ii) l'algèbre E[Gc] est décomposée.

Démonstration. — Soit A un sous-groupe de P d'indice p dans P. Il est
clair que A est invariant dans Hc.P et que le groupe quotient Hc.P/A
est isomorphe à Gc. Tout caractère absolument irréductible ^c de Gc
peut donc être considéré comme un caractère absolument irréductible
de Hc.P dont le noyau contient A. Si )^c n'est pas de degré i, on voit que
le caractère ^ de G induit par )^c ^t absolument irréductible et que
Q(%) ' == Q(%,c)- D'après le corollaire à la proposition 3.1, y^c es^ donc
rationnel sur Q(%J si et seulement si y l'est. Et (i) implique (ii). L'impli-
cation inverse résulte du corollaire à la proposition 3.1 et de la propo-
sition 6.5. c. Q. F. D.

COROLLAIRE. — Soit ^ un caractère absolument irréductible de G.
Alors m^y) divise (p —i, d).
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En effet, il existe un caractère yc de Gc tel que ^(yc) = ^oOc) et m^^
divise le degré de yc qui est i ou dc= {p — i , d).

6.3.2. Représentations fidèles des groupes de type CCp. — Soit G un
groupe de type CCp et soit y un caractère absolument irréductible et
fidèle de G. Le noyau de y ne contenant pas P, y est induit par un carac-
tère TJ de degré i de G'. Le sous-groupe G' est cyclique d'ordre mp et
invariant dans G. On en déduit que tout sous-groupe de G' est invariant
dans G et que, par conséquent, ï] est fidèle.

Si J == G/G'== H/H', on a la suite exacte

i—G^G-^J—i .

On voit que Q(TI) = (Q(y))(v1) et q11^ J est canoniquement isomorphe
au groupe de Galois de l'extension Q(^)/Q(y). Le caractère y et le groupe G
sont donc Q(y)-métabéliens. Soit £ l'élément de H'(J, G') qui définit G.
Il résulte de la proposition 3.3 que £Q(/)(V) est l'image de T](£) dans
H^QW^y)).

Posons Q'=Q(Ç/i) et désignons par Q^ l'unique extension de Q de
degré ( p — i ) / ^ ôontenue dans Q'. Soit h un générateur de H. Posons
/^= h\ Alors A' est un générateur de H'. Posons T^(A') = &. Comme ïj
est fidèle, b est une racine primitive m10"10 de l'unité et on voit que
Q("n) = Q'(&) et Q(y) = Q^fc). Si h désigne l'image canonique de h dans J
et si ç/, désigne le caractère de J défini par y/, (h) = i/rf, alors (c/*. n° 1.2.i)
on a £Q(^(y) == (ç/<, &). On a donc établi le résultat suivant :

PROPOSITION 6.7. — Avec les notations qui précèdent^ on a

^QW^)^?^ b)'

COROLLAIRE 1. — Supposons y à valeurs dans E. Pour que y soit rationnel
sur E, il faut et il suffit que les racines m101"08 de l'unité soient normes dans
V extension E(\/i)/E.

En effet, ^(x) est ^a restriction à E de (y/,, b) et est égal à ï si et seule-
ment si b est norme dans l'extension E(Ç/i)/E. Un cas particulier du corol-
laire 1 est le suivant :

COROLLAIRE 2. — Si m == ï, alors y est rationnel sur Q(y).

Remarques :

(a) L'élément £Q(%)(y) est complètement déterminé par sa restriction
à tous les complétés Kp de Q(y). Pour chacun d'entre eux, on peut en
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calculer l'invariant. Si m = i , tous les invariants sont nuls. Supposons
donc m> i. Un groupe de type CCa étant abélien, puisque d divise 2 —i ==i,
on peut aussi supposer p 7^ 2.

(i) Si m > 2 ou si ^ est impair, on voit que Q(7J n'a pas de plongement
réel. Si m = 2 et si d est pair, on voit que R(yJ = R et R(ï]) = C. Comme — i
n'est pas norme dans l'extension C/R, £^(7) est l'unique élément non trivial
de Br(R) et son invariant est 1/2.

(ii) Soit À un nombre premier différent de p. L'extension Q^'^O/Q)^/,)
est non ramifiée. Comme b est une unité, b est une norme dans l'extension
et j est rationnel sur OA^/J- Donc, pour toute place au-dessus d'un nombre
premier A différent de p, l'invariant est nul.

(iii) Sur Qp(yJ, l'invariant est donné par la proposition 1.7. Soit v
la racine primitive ^ième de l'unité définie par 60 (h) = v. Soit q la plus
petite puissance de p telle que m divise q — i . Soit k l'unique entier,
module rf, tel que fc"^"1^ == v\ Alors l'invariant de £Q(^)(%.) est kfd.

De plus, si on pose c = mf{[q —i ) / ^? ^)? Oïl voit que fe^7"1^ est une
racine primitive c101"6 de l'unité. L'indice de Schur de j^ sur Qp est le déno-
minateur de la fraction réduite égale à kfd, c'est-à-dire c. On vérifie immé-
diatement que m/((ç — i)/cî, m) = dl({q — i)m, d). L'indice de Schur de y^
sur Q est le ppcm des indices de Schur locaux. On a donc

( d / ( (q — i)//^, d ) si /n >> 2 ou si d est impair ;
( ppcjn de 2 et d / ( ( p — i ) / 2 , d) si m == 2 et d est pair.

(&) On a le résultat suivant :

PROPOSITION 6.8. — Soit p un nombre premier différent de 2 et soit K
une extension finie de Qp. Soit £ un élément de Brp.(K). Alors il existe un
groupe G de type CCp et un caractère absolument irréductible ^ de G à valeurs
dans K tel que ^(y.) = £.

Démonstration. — Soit K-c l'extension cyclotomique maximale de Qp
contenue dans K. Le corps Kc contient l'extension maximale non rami-
fiée de Qp contenue dans K et il résulte du corollaire 2 au théorème 2
que Br^(K) est la restriction à K de Br^(Kc). Un caractère d'un groupe
fini est à valeurs dans K si et seulement si il est à valeurs dans Kc; il suffit
donc de démontrer l'assertion dans le cas où K = Kc.

Soit alors d le degré de l'extension K(\/i)/K. Si K== Kc, l'exten-
sion K(yi)/K est totalement ramifiée et Br^(K) est le sous-groupe de Br(K)
d'ordre d. Soit q le nombre d'éléments du corps résiduel de K. Il est clair
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que, lorsque b décrit l'ensemble des racines (q — i y011168 de l'unité, fc-^-1^ décrit
l'ensemble des racines ^iènles de l'unité. La proposition résulte alors immé-
diatement du (iii) de la remarque (a), c. Q. F. D.

6.3.3. Décomposition de V algèbre EfG].

THÉORÈME 4. — Soit G un groupe de type Cp et soit E un corps de caracté-
ristique o. Soit F' (resp. Q') le corps des racines p16^ de V unité sur E{resp. Q).
Le corps Q' peut s'identifier à un sous-corps de F'. Soit Q^ l'unique extension
de Q de degré (p —i ) / (p —i,d(G)) contenue dans Q' et soit F le corps
engendré sur E par Q77. Alors, pour que l'algèbre E[G] soit décomposée,
il faut et il suffit que, pour toute racine ^(G)101110 de l'unité b, b soit norme
dans l'extension F'(6)/F(&).

Démonstration. — D'après la proposition 6.6, l'algèbre E[G] est décom-
posée si et seulement si l'algèbre E[Gc] l'est. On a d{Gc) == (p — i , d(G))
et m(Gc) = m(G). On voit donc qu'il suffit de démontrer le théorème
lorsque G est de type CCp. S'il en est ainsi, il est clair que les caractères
absolument irréductibles de G qui ne sont pas de degré i correspondent
exactement, lorsque G n'est pas abélien, aux caractères absolument irré-
ductibles et fidèles des groupes Gi de type CCp satisfaisant d(Gi) == d{G)
et m{Gi) divise m (G). Le théorème résulte alors du corollaire 1 à la
proposition 6.7. c. ç. F. D.

COROLLAIRE 1. — Soit X un nombre premier différent de p. L'algèbre Q\[G]
est décomposée.

C'est une conséquence triviale du (ii) de la remarque (a) du numéro
précédent.

COROLLAIRE 2. — Pour que l'algèbre R[G] soit décomposée, il faut et il
suffit que (m, d, p —i) soit impair.

En effet, il résulte du (i) de la remarque (a) du numéro précédent
que R[G] est décomposée si et seulement si ou bien tout diviseur de m
est différent de 2, ou bien {d, p — i ) est impair.

COROLLAIRE 3. — Si E contient les racines p^' de l'unité, l'algèbre E[G]
est décomposée.

En effet, pour tout b, on a F'(&) == F (6), et, par conséquent, b est norme
dans l'extension F'(&)/F(&).

COROLLAIRE 4. — Si {m, d, p —i ) == i, l'algèbre Q[G] est décomposée.
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En effet, l'extension F'/F est de degré {d, p —i) et b est une racine de
l'unité d'ordre premier à {d, p — i ) . Donc, b est norme dans l'exten-
sion F'(fc)/F(&).

COROLLAIRE 5. — Soit dm la m-composante de d. Si E contient les racines
{dmmY6^ de V unité (en particulier, si E contient les racines n16"10' de Vunité),
l'algèbre E[G] est décomposée.

En effet, on a alors F'(&) = ¥ / et F(&) = F. Soit a une racine primi-
tive (drnrn)16^ de l'unité contenue dans F. La norme de F' à F de a est ad

et on vérifie immédiatement que c'est une racine primitive rn16"16 de l'unité.

6.4. CONSTRUCTION DE LA REPRÉSENTATION DÉFINIE PAR 6ç. — Pour

achever ce paragraphe, nous allons retrouver par des méthodes entiè-
rement élémentaires certains résultats du n° 6.3 et donner, dans certains
cas, une construction explicite de la représentation définie par 6ç.

6.4.1. Relations entre Oç, 6ç et 6ç . — Les deux propositions suivantes
se vérifient immédiatement sur les valeurs des caractères :

PROPOSITION 6.9. — Soit Pi un sous-Tp[îî]-module simple non trivial
de P. On a :

(i) 6np^== Resup^ôc) — (p^—pQ^P'^Hp,? en désignant par r^p, la repré-
sentation régulière de HPi ;

(ii) 6^=== OG/PI+ ^HPi? en désignant par 6^ le caractère de G induit par 6^.

PROPOSITION 6.10. — Supposons G de type CSp, Soit Hc le sous-groupe
de H d'ordre mdc, avec dc== {d, p —i). Pour tout élément s de P — { i } ,
soit Ps le groupe cyclique engendré par s et soit Js Ici réunion des orbites des
éléments de P , — { 1 } {pour V action de H sur P). Les Js constituent une
partition ® de P — { i} . Dans chaque élément J de 3?, choisissons un élément Sj.
On a :

(i) pour tout s appartenant à P — { i} ,

ÔH,P,== ResH,p,(6G) — (7?7-1 — i) dc1 r^p,,

en désignant par rj^p^ la représentation régulière de HcP^;

(ii) p^ôç^Vôn p ^ , en désignant par 6,̂  le caractère de G induit par
je-ç

^W



170 J.-M. FONTAINE.

Comme d divise p7' — i et comme de divise p —i , on voit que les asser-
tions (i) de ces propositions permettent, compte tenu de la proposition 6.4,
de montrer que, si l'algèbre E[G] est décomposée, alors l'algèbre E[Gc]
l'est aussi. De même les assertions (ii) permettent de montrer que si
l'algèbre E[Gc] est décomposée, p^ôç est rationnel sur E. Comme le
degré de chaque caractère absolument irréductible qui divise 6^ est premier
à p, on voit que m^ (ôc) est premier à p. Donc 6^ est rationnel sur E et
l'algèbre E [G] est décomposée.

On retrouve ainsi la proposition 6.6.

6.4.2. Construction de Oç lorsque E contient les racines p^^ de l'unité.

PROPOSITION 6.11. — Soit X l'ensemble des caractères absolument irré-
ductibles de P. Soit ip le caractère de la représentation unité de P et soit (p^)
un système de représentants des orbites de X — { i p } pour l'action de H.
Soit r^ le caractère de la représentation régulière de H'. Alors 6^ est le carac-

tère de G induit par le caractère r^Ç!)^,^ de G'.

Démonstration. — Le caractère Q^ est la somme de tous les caractères
distincts induits par les caractères de degré i de G' dont la restriction
à P n'est pas ip. On obtient chacun d'entre eux une fois et une fois seule-
ment en prenant tous les caractères de la forme TJ 0 p,, avec ï) caractère
de degré i de H', d'où le résultat, c. Q. F. D.

Le caractère Y p; est une somme de caractères de degrés i. Lorsque E

contient les racines p'6^ de l'unité, chacun d'entre eux est à valeurs
dans E et on peut donc construire une représentation de P sur E dont

le caractère est Y p;. En tensorisant avec la représentation régulière

de H' et en prenant la représentation de G induite, on obtient une cons-
truction effective de 6ç sur E. En particulier, on retrouve le corollaire 3
du théorème 4.

6.4.3. Construction de 6ç sur Q lorsque [m, d) =ï. — On a vu (cor. 4
au théorème 4) que, lorsque (m, d) == i, l'algèbre Q[G] est décomposée.
Nous allons retrouver ce résultat en donnant une construction de la
représentation définie par 0^ dans ce cas.

Si (m, d) =i, le groupe G est le produit direct d'un groupe cyclique A
d'ordre m par un groupe Gi de type Cp vérifiant m (Gi) == i. On vérifie
immédiatement que la représentation de G définie par 0^ peut s'obtenir
comme produit tensoriel de la représentation régulière de A par la repré-
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sentation de Gi définie par ô^. Il suffit donc de construire une repré-
sentation de caractère 6ç sur Q lorsque m == i.

Le groupe G opère alors sur P de la manière suivante :
(a) P opère sur lui-même par les translations : s : cr t-^ S(T;
(&) H opère sur P par les automôrphismes intérieurs h : cr M» hah~1.

On en déduit une représentation de G sur l'espace vectoriel des fonctions
sur P à valeurs dans Q. Soit y le caractère de cette représentation. Pour
tout ( dans G de la forme t = hs, avec h dans H et s dans P, 9 (hs) est
égal au nombre de solutions dans P de l'équation en o- : hs^h~i= o-
ou o^"^ 5. On vérifie immédiatement que, pour tout h différent de i appar-
tenant à H, l'application o- i-> o-7^1 est un automorphisme de P. On a donc

i pour ^P;
c p ( ^ ) = . o pour ? e P — { i } ;

p^ pour t =z ï .

Si IG désigne le caractère de la représentation unité de G, on voit que
6ç== <p — i ^ . Par conséquent, 6^ est le caractère du quotient de la repré-
sentation définie par ç par la représentation unité.

6.4.4. Construction de 6ç lorsque E contient les racines n16^. de V unité.
— Soit H = G/P et soit ^i un caractère de degré ï de H qui est fidèle.

m—ï

Posons ^= ^{ et soit ^=^^j' Si le corps E contient les racines n1'"10' de
7=0

l'unité, le caractère ^ est une somme de caractères de degré ï à valeurs
dans E et est rationnel sur E. Il est clair que sa restriction à JH'== G'/P
n'est autre que le caractère de la représentation régulière de H'. Si G = G/H',
on vient de voir comment on peut construire une représentation de G de
caractère 6^ sur Q donc aussi sur E. On vérifie immédiatement sur les
valeurs des caractères que le caractère ^09^ d11 produit tensoriel des
représentations définies par S; et Q^ est égal à 0^. On obtient donc ainsi
un moyen de construire 6ç sur E et on retrouve, en particulier, que si E
contient les racines n1'"10' de l'unité, l'algèbre E[G] est décomposée.

7. Représentations des groupes de type R^y.

7.1. DÉFINITIONS. — Soit p un nombr.e premier et soit G un groupe fini,
On dit que G est de type Rp si c'est le produit semi-direct d'un p-sous-groupe
invariant par un groupe cyclique d'ordre premier à p.

Dans tout ce paragraphe, on désigne par G un groupe de type Ry^
par P son p-sous-groupe de Sylow et par H un groupe cyclique d'ordre
premier à p tel que G == H.P. On note n(G) == n l'ordre de H.
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Soit À un entier naturel strictement positif, et soit

G=T^l\^...^l\^>T^=={i}

une suite de sous-groupes invariants de G vérifiant Fy^ Fy+i, pour
/ == i, 2, . . ., ^. On dit que c'est une Cp-suite associée a G si les conditions
suivantes sont satisfaites :

(i) ro/I\ est un groupe cyclique d'ordre premier à p;
(ii) pour j' = i, 2, . . ., X, Fy/ry+i est un groupe abélien de type

(p, p, . . . , p ) contenu dans le centre de Fi/r^i qui, en tant que
F^[ro/ri]-module, est isotypique.

Dans ces conditions, on voit que Fi •=== P et que ro/Fi est canoniquement
isomorphe à H. Par abus d'écriture, pour tout / non nul, nous notons
encore H l'image de H dans G/F/^.

Il est clair que, pour tout / non nul, H.r//r/^i est un groupe de type Cp.
On dit que la famille des H.ry/Fy+i est la famille des groupes de type Cp
correspondant à la Cp-suite et que H.r//ry+i est le / ièmo terme de la famille.
On voit qu'il est défini (par le choix de H) à un isomorphisme près. Une
famille de groupes de type Cp correspondant à une suite associée à G est
appelée un système complet de groupes de type Cp associé à G.

II est immédiat que tout groupe de type R^ admet au moins une C^-suite
associée. On peut même la choisir de manière que tous les groupes de
type Cp correspondants soient de type CSp. Il suffit de choisir un élément s
d'ordre p contenu dans le centre de P et de prendre pour I\ le Fp[H]-module
engendré par s. On fait ensuite le quotient par F),, on recommence la même
opération sur le groupe G/I\, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à un
quotient d'ordre premier à p.

7.2. CARACTÈRES. — On a vu (§ 5) comment on peut obtenir les carac-
tères absolument irréductibles de G à partir de ceux de P.

Supposons G muni d'une Cy/-suite associée. Soit y un caractère abso-
lument irréductible de G. Si le noyau de y contient Fi = P, ^ peut
être considéré comme un caractère absolument irréductible du groupe
cyclique G/P. II est donc de degré i. En particulier, % est rationnel
sur Q(/J.

PROPOSITION 7.1. — Soit E un corps de caractéristique o. Si p = 2,
on suppose Valgèbre E[P] décomposée. Soit y un caractère absolument irré-
ductible de G à valeurs dans E. Soit j le plus petit entier tel que le noyau
de % soit contenu dans r/+i. Posons Ay= H.Fy/r^i. Alors, il existe un
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caractère absolument irréductible y^ Sun sous-groupe de A/ qui est à valeurs
dans E et qui est tel que ^(/J = ̂ (y/)-

Démonstration. — Pour tout caractère absolument irréductible p de P,
soit Gp le sous-groupe d'isotropie de p (pour l'action de G).

7.2.1. Calcul de ^(/J- — On sait [cf. prop. 5.1) qu'il existe un caractère
absolument irréductible p de P et un caractère absolument irréductible ï)
de Gp tels que les conditions suivantes soient réalisées :

(i) la restriction de ï) à P est égale à p $
(ii) le caractère ^ est induit par ïj.

Si p est différent de 2, d'après la proposition 4.1, p est rationnel
sur E ( p ) ; si p == 2, il en est de même par hypothèse. D'après la propo-
sition 5.2, ï] est donc rationnel sur E(ïj) et on peut appliquer le théo-
rème 3.

Soit q le degré de T) et soit ^ un E-épimorphisme de E[Gp] sur M,/(E(ï|))
correspondant à T], Soit Gr, le sous-groupe de G formé de l'ensemble des g
tels que ï̂ o. et ï] sont conjugués sur E(ïj). On sait que Gp est un sous-groupe
invariant de Gy; et que le quotient Gyi/Gp est canoniquement isomorphe au
groupe de Galois J de l'extension E(ïj)/E. Soit £ un système de repré-
sentants de l'élément de H^J, G') définissant l'extension

I -> Gp—^ Gr, -> J -> ï .

Alors, le théorème 3 dit que (^(x))'7 est la classe, dans Br(E), de l'image
par p de dét(£).

Posons H^== Gr.ïïH et Hp= G'pUH. Soit h un générateur de H^ et
soit d^ l'ordre de J. Soit h'= h^. Il est clair que h' est un générateur de Hp.
Soit m l'ordre de Hp et soit h l'image de h dans J. Il est immédiat que l'on
peut choisir c pour que

( i si k-^-l<d^
"hk,~hi=\ ,, . , ,. , pouro^^/<â?E.( h' si k-\- I^ÔE

Posons b = dét(P(/i')). Soit I la matrice unité de M^(E(ï))). Comme
^Çh/))m= ^(h'^ = P ( i ) = I, on voit que b est une racine m^0 de l'unité.
Soit o^ le caractère de J à valeurs dans Q/Z défini par ^(h) = I/^E. Alors,
b appartient à E et {cf. n° 1.2.i), on a (SE (7^== (ç^, &).

Le degré q de T] est égal au degré de p qui est un caractère absolument
irréductible d'un p-groupe. Donc q est une puissance de p. Comme m
divise n qui est premier à p, il existe une racine m1^ de l'unité V contenue

Ann. Éc. Nom., (4), IV. — FASC. 1. 23
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dans E et une seule telle que &'^= b. Le groupe J est un groupe cyclique
dont l'ordre, d^ divise n. Le caractère ^ étant induit par Y] est rationnel
sur E(ï]). Donc l'ordre de ^(^) divise le degré ̂  de l'extension E(ï])/E et est
premier à p. On en déduit que

^(x)=(?^).

7.2.2. Gomme, par hypothèse, le noyau de ^ contient I\i, on peut,
quitte à passer au quotient, supposer que F^== { i { . Posons F = Fy.

LEMME 1. — II existe un caractère p' de degré i de F, différent du caractère ip
de la représentation unité, tel que

ReSp(Yî) = q ^ ' .

Démonstration du lemme. — Le caractère p est induit par un carac-
tère p de degré i d'un sous-groupe B de P. Pour tout s dans le centre de P,
on a ^= j3. Comme p est absolument irréductible, on en déduit que B
contient le centre de P. Comme F est contenu dans le centre de P, F est
donc contenu dans B. Soit p' la restriction de ^ à F. Il est clair que la
restriction de p à F est çp'. Comme la restriction de Y] à P est p, on a donc

Resp(ï î ) =q^'.

Si p' était égal à ip, le noyau de T] contiendrait F. Comme F est inva-
riant dans G, et comme ^ est induit par Y], le noyau de % contiendrait
aussi F, ce qui est contraire à l'hypothèse.

c. ç. F. D.

7.2.3. Fin de la démonstration. — Posons Ay;= Hr,.F. Il est clair
que Ay; est un sous-groupe de type Cp de Ay, que son p-sous-groupe de
Sylow est F et que le centraliseur A.'^ de P dans A est Hp.F. Soit T]' le
caractère de degré i de A^ défini par

r ï ' { h ' ) = b ' et Res,-, ( ï /) = p'.

On a vu que V est un élément de E. Donc ïj' est à valeurs dans E^).
Soit %/ le caractère de Ar; induit par Y]'. On vérifie immédiatement, à partir
de la relation Resp(ï]) = çp', que %' est un caractère absolument irréductible
de A à valeurs dans E. La proposition 6.7 montre que ^Oc') = (ç^, &').
On a donc ^(x) ^^(x')-

C. Ç. F. D.
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7.3. DÉCOMPOSITION DE L'ALGÈBRE.

THÉORÈME 5. — Soit G un groupe de type R^ et soit E un corps de caracté-
ristique o. Sip = 2, on suppose V algèbre E[P] décomposée. Soit (Ay)y=i, 2 , . . . , ) ,
un système complet de Gp-groupes associé à G. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) V algèbre E[G] est décomposée;
(ii) Z<?5 algèbres E[A/|, pour / = 1,2, . . ., À, sont toutes décomposées.

Démonstration. — Soit

G==ro3r ,3 . . . r , 3 r^=={ i}
une Cp-suite associée à G telle que, pour tout /, A.j soit le / ième terme de
la famille de groupes de type Cp correspondants. On peut donc identifier A;
et H.r,/r^.

Pour tout caractère absolument irréductible y de G, nous notons /(y)
le plus petit entier / tel que le noyau de y soit contenu dans Fy+i.

7.3.1. Uimplication (ii) !==> (i).

LEMME 2. — Soient Gi et G 2 deux groupes de type Cp. Supposons que m(Gi)
divise m{G'î) et que d{Gi) divise d{G^). Soit E un corps de caractéristique o
et soit y i un caractère absolument irréductible de Gi à valeurs dans E. Alors,
il existe un caractère absolument irréductible 72 de Gj à valeurs dans E
tel que ^(^) = ̂ (Xi)-

Démonstration du lemme. — Si d{Gi) divise ^(Gs), (^(G.i), p — i) divise
(^(G^), p — i) et il résulte de la proposition 6.5 que l'on peut supposer
que Gi et Gj sont de type CCp.

(a) Si m{Gï) == m(Gi), on peut toujours considérer Gi comme un sous-
groupe de G^. Soit ^ le caractère de G j induit par ^i. Il résulte de la
proposition 6.1 que ^2 est absolument irréductible. Étant induit par ^i,
il est à valeurs dans E et le lemme résulte du corollaire à la proposition 3.1.

(&) Si mÇGs) ^m(Gi) , désignons par H^ le sous-groupe cyclique de G2
d'ordre m(G'j) /m(Gi). Le groupe H^ est invariant dans Ga et le groupe
Gî= G^/H77 est un groupe de type CCp vérifiant dÇG^) = d{G^) et
m(G_>) = m(Gi). Il existe donc un caractère absolument irréductible ^2
de GL> à valeurs dans E tel que ^(x2) = ̂ (Xi)- Le lemme résulte alors
de ce que ce caractère peut toujours être considéré comme le caractère
d'une représentation de Ga dont le noyau contient H77.

c. ç. F. D.
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Soit alors y un caractère absolument irréductible de G. Posons / == / (y )
et E'= E(y). Si / n'est pas strictement positif, y est de degré i et est
rationnel sur E'. Supposons donc 7^1. D'après la proposition 7.1, il existe
un caractère y' d'un sous-groupe A de Ay, à valeurs dans E', tel que
^(x) = Ï E ' { ' ^ ) ' Comme A est un sous-groupe de Aj, on voit que d (A)
divise d{A.j) et que m (A) divise m(Ay). D'après le lemme 2, il existe donc
un caractère absolument irréductible jj de Ay, à valeurs dans E', tel que
^'(Xy) =^{^)' Si l'algèbre E[A^ est décomposée, on en déduit que %
est rationnel sur E', et (ii) implique (i).

7.3.2. L'implication (i) !==> (ii). — Soit / un entier compris entre i et X.
Nous voulons montrer que si E[G] est décomposée, E[Ay] l'est aussi.
Si E[G] est décomposée, E[G/r^j] l'est aussi. On peut donc, quitte
à passer au quotient, supposer que r^=={i} . Posons d{A.j) = d
et m{A.j) = m. •

LEMME 3. — Soit y un caractère absolument irréductible de G tel que
/(/J == /• Alors le degré de ^ est divisible par d.

Démonstration du lemme. — Reprenons les notations du n° 7.2, et soit H'
le centraliseur de F dans Ay.

Si t est un élément de H qui n'appartient pas à H', p^ est différent de p'.
Comme la restriction à F de ï] est gp', on voit que r\^ est différent de T],
Donc, t n'appartient pas à Hp. Par conséquent, Hp est contenu dans H'.
Il en résulte que (H : H') divise (H : Hp), d'où le lemme, puisque d = (H : H')
et puisque le degré de -y est q (H : Hp). c. ç. F. D.

Posons alors G = G/F et soit r (resp. r) le caractère de la représentation
régulière de G (resp. G). Il est clair que r — r est un caractère de G. Soit e
(resp. e) l'ordre de G (resp. G). Pour tout s dans G, on a

( r - r ) ( s ) =
o si ^^r ;

- e si sçT — { i
e — ~é si s == i .

Pour tout caractère absolument irréductible % de G, soit d^ son degré.
Soit Y l'ensemble des caractères absolument irréductibles de G dont le
noyau ne contient pas F. Il est clair que

^=2 d^'r — r

• /€Y
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Posons e = ne' et e = ne' [n désigne toujours l'indice de P dans G).
Les entiers ë' et e sont des puissances de p. D'après le lemme 3, pour
tout 5^ dans Y, dy est divisible par d. On en déduit que la fonction
centrale $ == (r — r)/rf est un caractère de G. Ses valeurs sont

o si s ̂  F ;
^(s)==. — jne1 si ^ e r — j i } ;

jnë' ( e' / e ' — i ) ' s i s == i.

Les valeurs du caractère 9^ de A/ défini au n° 6.2, sont
o si 5^r;

()^.(s)==- —m si ^ ç r — j i } ;
m ( e ' / e 1 — i ) si s ==• i .

On en déduit que Res^.^) = e'.ô^.. Comme 3> est à valeurs dans Q,
si l'algèbre E[G] est décomposée, ^> est rationnel sur E, donc aussi sa
restriction à A.j. Comme e' est une puissance de p et comme l'indice de
Schur sur E de chacun des caractères absolument irréductibles de A.j qui
divise 6^. est premier à p, on en déduit que 6^. est rationnel sur E. D'après
la proposition 6.4, ceci entraîne que l'algèbre E[Ay] est décomposée.
Donc, (i) implique (ii). c. ç. F. D.

7.4. LES GROUPES DE TYPE Ra.

THÉORÈME 5'. — Soit G un groupe de type Rs et soit P son i-sous-groupe
de Sylow. Soit E un corps de caractéristique o. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) Valgèbre E[G] est décomposée;
(ii) Valgèbre E[P] est décomposée.

Démonstration. — Si A est un groupe de type €2, l'algèbre E[A] est
décomposée. Le théorème 5 montre donc que (ii) implique (i).

Soit n == (G : P) et soit p un caractère absolument irréductible de P.
Soit Gp le sous-groupe d'isotropie de p (pour l'action naturelle de G sur
l'ensemble des caractères de P). Soit m = (G / : P). L'entier m divise n et
est donc impair.

Soit E'== E(p) et soit p* le caractère de G induit par p. Le caractère p*
est un caractère de G à valeurs dans E'. Si l'algèbre E[G] est décomposée,
il est donc rationnel sur E'. Il est clair que (Resp(p*), p) = m. Comme p
est à valeurs dans E', on en déduit que mp est rationnel sur E'. Comme
l'indice de Schur de p est i ou 2, et comme m est impair, on voit que p
est rationnel sur E'. c. ç. F. D.
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8. Appendice : Théorème de Witt et applications.

8.1. THÉORÈME DE WITT. — Soit n un entier strictement positif et soit E
un corps de caractéristique o. Soit v une racine primitive n1^ de l'unité.
Soit IE(^) le groupe multiplicatif des entiers i module n tels que l'appli-
cation v h-> v' définisse un automorphisme de Q(v) qui laisse fixe Q(v )nE .
Le groupe ï^^n) est canoniquement isomorphe au groupe de Galois de
l'extension E(v)/E.

Soit G un groupe fini et soit a un élément d'ordre n de G. On pose

^E(a)={^çG\•3iç:lE(a):^-i==ai}.

Le groupe G est dit E- élémentaire, relativement au nombre premier p ,
si c'est le produit semi-direct d'un p-groupe P par un groupe cyclique
invariant A == <^ a y dont l'ordre n est premier à p et si G =NE(^).

Witt a obtenu le résultat suivant (cf. [13], Satz 9) :

THÉORÈME DE WITT. — Soit G un groupe fini d9 exposant n. Soit p un
nombre premier et soit E un corps de nombres tel que le degré de Vexten-
sion E(v/i)/E soit une puissance de p. Soit y un caractère absolument irré-
ductible de G à valeurs dans E. Alors

(i) il existe un sous-groupe H de G qui est E- élémentaire relativement à p
et un caractère absolument irréductible ^ de H à valeurs dans E, tels que
(ResHOc), ^) ̂  o (modp);

(ii) pour tout sous-groupe H de G et pour tout caractère absolument irré-
ductible ^ de H à valeurs dans E tels que (Resn(^), E) ̂  o (modp), on a
^(X) —^E^)-

Remarque. — En fait, Witt énonce ce théorème sous une forme moins
précise, mais c'est ce qu'il démontre. On trouvera une autre démonstration
de l'assertion (i) dans un article de Solomon ([12], lemma 6, p. i54). Comme %
et ^ sont rationnels sur E(yi) et comme E(\/i)/E est une p-extension,
les ordres de ^(x) et ^e ^(^ sont des puissances de p. On voit que
l'assertion (ii) n'est qu'un cas particulier de la proposition 3.1.

8.2. APPLICATIONS. — Supposons que l'on sache calculer ^(x) lorsque E
est un corps de nombres contenant les valeurs de 5 .̂ Si E est un corps
quelconque de caractéristique o contenant les valeurs de ' / , E peut être
considéré comme une extension de Q(%) et il est clair que ^(x) est la
restriction à E de £Q('/)O(J.
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Soit E un corps de nombres contenant les valeurs de 5 .̂ Comme un
groupe E-élémentaire est hyper-résoluble, il résulte de la proposition 3.4
que tout caractère absolument irréductible, à valeurs dans E, d'un groupe
E-élémentaire, est induit par un caractère E-métabélien. Le théorème
de Witt fournit donc un moyen de calculer ^(x) lorsque E(\/i)/E est une
p-extension.

Si E est un corps de nombres quelconque, pour tout nombre premier p,
on peut construire une extension E' de E contenue dans E(^/i) de degré m
premier à p, telle que E^v 1 ) / ^ ' soit une p-extension. Soit p7 le degré
de l'extension E(v^i) /E ' et soit m' un entier tel que mm-= i (modp7) .
Il est clair que la p-composante de ^(X.) est (^^(^'(x)))77^ en désignant
par CorE l'application de correstriction de E' à E. Le théorème résout donc
le problème de la détermination de ^(x) dans tous les cas.

De plus, il résulte du théorème 3 que £E'(%.) est un élément de
H^Efy/^/E'). Il provient d'un élément de H^E^ïVE', ;^). Sa correstric-
tion provient donc d'un élément de H^E^i^/E, [^) et est, par conséquent,
un élément de H^(E(\/i)/E). Il en est évidemment de même de sa puis-
sance (m')101110. On voit que chaque p-composante de ^(y,) est un élément
de H^(E(yi)/E), donc ^(7.) aussl- II est G^111 (p31* restriction) que ce
résultat reste vrai lorsque E est un corps de caractéristique o contenant
les valeurs de ^, quelconque. On a donc démontré le résultat suivant :

PROPOSITION 8.1. — Soit G un groupe fini d'exposant n et soit E un corps
de caractéristique o. Soit ^ un caractère absolument irréductible de G à valeurs

dans E. Alors £E(%.) est un élément de H^(E(\/i)/E) {en particulier, on voit
que c'est un élément du groupe de Brauer cyclotomique de E).

COROLLAIRE 1. — Soit G un groupe fini (V ordre premier à p. U algèbre Q/j[G]
est décomposée.

En effet, l'extension Q p { \ / î ) / Q p { ' / ) est non ramifiée et, d'après la propo-
sition 1.2, H^Q^iVQ,^)) = i.

COROLLAIRE 2. — Soit G un groupe fini et soit y un caractère absolument
irréductible de G. Alors :

(i) pour p 7^ 2, mQ (yj divise le degré de V extension Qp^v 1 ? '/J/QpW 5
en particulier, ^Q,(%J divise p — i.

(ii) Pour p = 2, ^Q,(%) divise le degré de l'extension Q^v— T ? yJ/O^/Jî
en particulier, ^Q,(%J divise 2.

Ces assertions résultent, trivialement, des théorèmes 1 et 1'.
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COROLLAIRE 3. - SOtt G un groupe
irréductible de G. Alors

(i)

	

Si G est un 2-groupe, mQ (ti) divise 2 ;
~ü) Si G n'est pas un 2-groupe, m~4(x) divise le ppcm des entiers p -- z,

pour p premier divisant l'ordre de G.

Jean-Marc FONTAINE,
2 ~, avenue Émile-Zola,

75-Paris, ~ 5e .

J.-M, FONTAINE,

En effet, soit E =Q(x) . L'entier ma(x) est le ppcm de tous les mE~ (x}
pour tous les complétés E~ de E. Si ~ est une place infinie ou au-dessus
de 2, mE~ (;~~ divise 2 . Si ~ est une place au-dessus d'un nombre premier p
différent de 2, mE~ {7C) divise p-I d'après le corollaire 2 ; il est égal à z
si p est premier à l'ordre de G, d'après le corollaire 1 : Le corollaire 3 est
alors érodent .
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