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Introduction

Dans tout cet article, K est un corps local de caractéristique 0, dont le corps
résiduel k est supposé parfait de caractéristique p # 0. On désigne par K une
cldture algébrique fixée de K et on pose G = Gal(K /K).

On note Rep(G) la catégorie des représentations p-adiques (sous-entendu de
G), i.e. des Qﬁpaces vectoriels de dimension finie, munis d’une action linéaire
et continue de G.

Par exemple, si X est une variété projective non singuliére sur K, et si pour
tout i € N, on pose

H{,(X) = Q, ®, lim H},(X X K,Z/p"Z),

les Hj,(X) sont des représentations p-adiques.

*Je remercie la N.S.F., The Institute for Advanced Study et The University of California at
Irvine pour leur hospitalité et /ou leur soutien financier.
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530 JEAN-MARC FONTAINE

On se propose d’introduire une succession de sous-catégories pleines de
Bep(G) ‘emboitées” les unes dans les autres, Rep(G) D Repy(G) O Reppp(G)
D Repcm(G) D Rep,,(G), qui sont des sous-®-catégories (i.e. qui sont stables

par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel, dual).

1. La sous-catégoric Repy(G) des représentations de Hodge-Tate. Le
groupe G opére par continuité sur le complété C de K. Soit

x:G-1Z;

le caractére qui donne l'action de G sur les racines de l'unité d’ordre une
puissance de p de K. Si V est une représentation p-adique, on sait (cf. [Se2], §2)
que, pour tout i € Z,

Vi= {u € C®yV|gu = x'(g) - u, pour tout g € G}

est un K-espace vectoriel de dimension finie, nulle pour presque tout i, et que
Siczdim Vi = dimg V. On dit que V est de Hodge-Tate si on a I'égalite.

Si X est une variété projective non singuliére sur K, une conjecture de Tate
affirme que les Hj(X) sont de Hodge-Tate; c’est un théoréme bien connu
(Tate-Raynaud) lorsque X est une variété abélienne.

L’étude des représentations de Hodge-Tate est 'objet du chapitre 1. On
construit notamment une K-algébre graduée By, sur laquelle G opére. On
dispose alors d'un foncteur additif exact et fidéle, compatible avec les produits
tensoriels, de la catégorie BepHT(G) dans celle des K-espaces vectoriels gradués
de dimension finie: c’est celui qui & V associe Dyr(V) = (Byr @, V)C.

2. La sous-catégorie Rep(G) des représentations de de Rham. Dans le
chapitre 2, on construit un corps commutatif By, contenant K, sur lequel G
opére. Ce corps est complet pour une valuation discréte et son corps résiduel
s’identifie 4 C. La valuation définit donc une filtration de By; 'algébre graduée
associée s’identifie a Byy.

Pour toute représentation p-adique V, on pose Dpr(V) = (Bpg ®QPV)G.
C’est un K-espace vectoriel filtré de dimension finie inférieure ou égale a la
dimension de V sur Q,. On dit que V est de de Rham si on a I'égalité (alors V est
aussi de Hodge-Tate et Dy(V) s’identifie au gradué associé & Dpp(V)).

Si X est une variété projective non singuliére sur K, je conjecture que les
H{(X) sont de de Rham. C’est un théoréme lorsque X est une variété abélienne.

L’étude des représentations de de Rham est I'objet du chapitre 3. La
restriction du foncteur Dy, & la catégorie des représentations de de Rham est un
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REPRESENTATIONS p-ADIQUES 531

foncteur additif, exact et fidéle, compatible avec les produits tensoriels, de la
catégorie Repp(G) dans celle des K-espaces vectoriels filtrés de dimension finie.

3. Les sous-catégories Rep . (G) des représentations cristallines et Bep;’;;(G)
des représentations potentiellement cristallines. Soit K, le corps des fractions de
I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k et soit o le Frobenius absolu
opérant sur K. Au chapitre 4, on construit un anneau commutatif B contenant
K,, sur lequel G opére, muni d’'un automorphisme F de la structure d’anneau,
induisant o sur K, et commutant a I'action de G, ainsi qu'un plongement de
K ®,B dans Bpy.

L’anneau B se trouve &tre un anneau de Barsotti-Tate (et méme un
(K/K)-anneau de Barsotti-Tate) au sens de [Fo2] (nos. 2.2.4 et 7.2.1). En
particulier, pour toute représentation p-adique V, si on pose Dg(V) = (B ®QPV)G,
on a dimgDg(V) = dimeV. On dit que V est cristalline si on a I'égalité (ce qui
revient & dire que V est B-admissible au sens de [Fo2]).

Au chapitre 6, on montrera que B est adapté aux groupes p-divisibles (ce qui
signifie essentiellement que les représentations p-adiques associées aux groupes
p-divisibles sont cristallines): ceci démontre l'existence, annoncée dans [Fo2],
p. 45 et 67, d'un (K /K)-anneau de Barsotti-Tate adapté aux groupes p-divisibles
et constitue le résultat essentiel de ce travail.

Si X est une variété projective non singuliére sur K “ayant bonne réduction”,
i.e. admettant un prolongement propre et lisse sur Spec O, je conjecture que les
H},(X) sont des représentations cristallines. C’est un théoréme lorsque X est une
variété abélienne.

Si V est une représentation cristalline, Dg(V) est un module filtré B-
admissible au sens de [Fo2], no. 3.6.4, et on a montré dans [Fo2] que Dy induit
une équivalence, compatible avec les produits tensoriels, entre la catégorie
Rep,,(G) et la catégorie MF, , des modules filtrés B-admissibles. Dans le
chapitre 5, on donne quelques compléments & [Fo2] sur les représentations
cristallines, ainsi que des rappels rapides sur les représentations potentiellement
cristallines (ou potentiellement B-admissibles), i.e. les représentations p-adiques V
qui, lorsqu’on les restreint & un sous-groupe ouvert convenable G’ de G,
deviennent cristallines, c’est-a-dire des objets de Rep_, (G”).

Dans un appendice enfin, on énonce quelques conjectures sur la cohomolo-
gie des variétés algébriques sur les corps locaux. Par exemple, si X est une variété
projective non singuliére sur K, on conjecture que Dpg(Hf (X)) s’identifie a
H;x(X). Si on suppose de plus que X a bonne réduction, on conjecture que
Dy(Hj (X)) s’identifie & Ky ® wxyHl (X, W(k)), oit X, est la fibre spéciale
d’un prolongement propre et lisse de X a Spec O.
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532 JEAN-MARC FONTAINE

1. Représentations de Hodge-Tate

1.1. Rappelons la définition des modules de Hodge-Tate (cf. [Se2], §2): Le
groupe G opére, par continuité, sur le complété C de K. Soit U un C-espace
vectoriel de dimension finie sur lequel G opére continiment et semi-linéairement
(ie. gutu)=gu+gu et g(cu)y=gc-gu,sigeG,ceCetu,u ecl)
Pour tout i € Z, soit

U'={u€eU|gu=x'(g) - u, pour tout g € G}

(ot x: G — Z3 est le caractére cyclotomique, i.e. le caractére qui donne l'action
de G sur les racines de I'unité d’ordre une puissance de p).
Les U’ sont des K-espaces vectoriels de dimension finie, nulle pour presque
tout i, et 'application évidente
® (CeU') - U
ieZ
est injective; on dit que U est un module de Hodge-Tate si c’est un isomorphisme.
Enfin, si V est une représentation p-adique de G, on dit que V est de
Hodge-Tate si V; = C ®¢ V, muni de l'action évidente de G, est un module de
Hodge-Tate.

1.2. Posons T = Q, ®z T (p =) (00 T (B =) = l]_l’ll ). C’est un Q -espace
vectoriel de dimension un sur lequel G opére a travers le caractére x.

Notons By = C[T] la C-algébre C®q Symq T et Byr = C[T, T!]
lalgébre déduite de Bjir en rendant inversible un élément non nul de T.
L’anneau commutatif By est une C-algébre graduée sur laquelle G opére
semi-linéairement et continiment. Avec des conventions évidentes, si ¢ est un
élément non nul de T, tout élément de By s’écrit, d'une maniére et d’'une seule,
sous la forme

2 cit", avec les C; € C, presque tous nuls;
i€Z

on a g(Zc;it’) = Zgc; - x'(g) - t', pour tout g € G, et gr'Byy = {ct'|c € C}.

1.3. Notons Grad, la catégorie des K-espaces vectoriels gradués, de gradua-
tion indexée par Z: Un objet D de Grad, est donc un K-espace vectoriel, muni
d’une décomposition en somme directe de sous-K-espaces vectoriels

D= ® g'D;

ieZ

un morphisme @: D = ®gr'’D - D’ = @gr'D’ est une application K-linéaire
des K-espaces vectoriels sous-jacents telle que ¢(gr’D) C gr'D’, pour tout i € Z.
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REPRESENTATIONS p-ADIQUES 533

La catégorie Grad,, est abélienne et K-linéaire (i.e., si D et D’ sont des objets
de Grad,, Homcradx( D, D’) est, canoniquement et fonctoriellement, un K-espace
vectoriel).

Si D’ et D" sont deux objets de Grad,, le produit tensoriel D’ ® D" est, par
définition, I'objet D de Grad, dont le K-espace vectoriel sous-jacent est D’ ® D",
la graduation étant donnée par

gr'’D= & (gr'D’)®k(gr'’D"”), pourtoutie Z.
i +i7 =i
Désignons par K I'objet de Grad, dont le K-espace vectoriel sous-jacent est K
lui-méme, la graduation étant donnée par

i — 0 sii#0,
gr'’k {K sii = 0.

Alors K est un objet-unité de Grad,, i.e., pour tout objet D de Grad,, on a
K®D=D®K =D,

Si D est un objet de Grad,, son dual D* est, par définition, I'objet de Grad,,
dont le K-espace vectoriel sous-jacent est le dual du K-espace vectoriel sous-jacent
a D, la graduation étant définie par

griD* = (gr 'D)* = ( ® gr"D)l .

i~ —i

Enfin, on note Gradj}, la sous-catégorie pleine de Grad, formée des objets dont le
K-espace vectoriel sous-jacent est de dimension finie.

1.4. Remarque. Dans la terminologie de Saavedra ([Sa]), Grad} est une
catégorie tannakienne, neutre, et le foncteur qui a D associe le K-espace vectoriel
sous-jacent est un foncteur fibre; le groupe des ®-automorphismes de ce foncteur
fibre est le groupe multiplicatif G,, x et Grad} s’identifie a la catégorie des
représentations linéaires de dimension finie de G,, .

1.5. Pour toute représentation p-adique V, posons
G
Dyr(V) = (BHT ®Q,,V) et Dfr(V) = HOmQ,,[c](V, Byr).
11 est clair que Dy (resp. Diir) peut étre considéré comme un foncteur covariant
(resp. contravariant) additif (et méme Q linéaire) de Rep(G) dans Grad,

(pour tout i€ Z, gr'Dyr(V) = (gr'Byr ®o,V)¢ et gr'Dip(V) =
Homg, (¢)(V, gr'Byr))-
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534 JEAN-MARC FONTAINE

La proposition suivante est une conséquence, a peu prés complétement
triviale (mémes idées de démonstration que celles des propositions 3.4.1 et 3.4.3
de [Fo2]), des résultats rappelés au no. 1.1:

1.6. ProposiTION. i) Pour toute représentation p-adique V, Dyr(V) et
D}+(V) sont des objets de Grady (la dimension de chacun des K-espaces
vectoriels sous-jacents est inférieure ou égale a la dimension de V sur Q).

ii) La sous-catégorie pleine Repy(G) de Rep(G), formée des représentations
qui sont de Hodge-Tate, est stable par sous-objet, quotient, somme directe,
produit tensoriel, dual.

iii) Une représentation p-adique V est de Hodge-Tate si et seulement si
dim Dy (V) = dimeV, ou encore si et seulement si dimg D (V) = dimeV,
la restriction d Repy(G) de Dy, aussi bien que de Diir, est un foncteur exact
et fidéle. o

iv) Si Vet V' sont deux représentations de Hodge-Tate, Dy (V ® V') (resp.
D% (V® V') s’identifie, canoniquement et fonctoriellement, @ Dyr(V) ®
Dysr(V") (resp. Dir(V) ® Dir(V').

v) Si V est une représentation de Hodge-Tate, on a des isomorphismes
canoniques et fonctoriels Dfp(V) = Dyp(V*) = (Dy(V))*

1.7. Remarques. a) L’assertion (ii) de la proposition signifie que Repy(G)
est une sous-®-catégorie de Rep(G) (cf. [Sa]); on connait fort peu de choses sur
la structure du groupe pro-algébrique HYT, défini sur Q,. “enveloppe pro-
algébrique de I'image de Galois” dans les représentations de Hodge-Tate (le
groupe HYT est aussi le groupe des ®-automorphismes du foncteur fibre qui, a
toute représentation V de Hodge-Tate, associe le Q -espace vectoriel sous-jacent);
voir cependant [Se3] et [Se4].

b) La proposition précédente implique que le foncteur wyr, qui & V associe
le K-espace vectoriel sous-jacent & Dy (V), est un foncteur fibre sur la catégorie
Repy(G) a valeurs dans K; le groupe HI'T des ®-automorphismes de wyy est
donc un groupe proalgébrique défini sur K, qui est une K-forme intérieure de
H'T X, K (cf. [Sa], chap. II, §4). J'ignore totalement ce que I'on peut dire du
torseur qu.l fait passer de H''T X, Ka HIT,

2. Construction du corps By

(Pour la commodité du lecteur, ce paragraphe contient, entre autres, cer-
tains extraits du § 3 de [F-L]).

On note A (resp. A, resp. A) I'anneau des entiers de K (resp. K, resp. C).
On désigne par 7 une umfonmsante de A.
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REPRESENTATIONS p-ADIQUES 535

2.1. Commencgons par rappeler la construction de I'anneau R (cf. [Fol],
chap. V, no. 1.4, ot R est noté Ag,, ou [F-W], §5): si f désigne I'endomor-
phisme de 'anneau A /pA défini par f(x) = x”, on note R la limite projective du
diagramme

A_/pKiX/pKi ig/pKiX/pgi

Un élément x de R peut donc étre considéré comme la donnée dune suite
(x,),cn d’éléments de A /pA vérifiant x?_ | = x, pour tout n; 'addition et la
multiplication se font composante par composante.

Six = (x,),cn € R, et si on choisit, pour tout n, un relévement £, de x,
dans A (ou dans A_), alors, pour tout m € Z, la suite des £7",  converge, pour
n - +o0, vers un élément x™ € A qui ne dépend pas du choix des reléve-
ments. L’application qui & x associe (x(™), ., définit une bijection de R sur
I'ensemble des familles (x‘™),, ., d’éléments de A . qui vérifient (x(" V)P = x(™),
pour tout m. Si l'on utilise cette bijection pour identifier R a I'’ensemble
de telles familles, et si x = (x(™), ., et y = (y™),,cz sont deux éléments
de R,on a

Xy = (x(m)y(m))mEZ’

x4y =(2™),cz avecz™ = lim (x®+m 4 yrrm)P"
n— +oo

Soit v la valuation de A, normalisée par v(w) =1 (on écrira vy au lieu
de v s'il y a risque de confusion). Pour tout x = (x(™),. _,, on pose vy x(x) =
vg(x) = v(x@). Alors v, est une valuation de R pour laquelle il est complet et R
est intégralement clos dans son corps des fractions (qui est un corps valué,
complet, algébriquement clos, de caractéristique p). Le corps résiduel de R
s'identifie au corps résiduel k de A; 'homomorphisme canonique de k dans R
correspondant est celui qui, 4 € € k, associe (¢™), _,, ot &™ est le représentant
de Teichmiiller, dans A, de &* "

2.2. Oni note W(R) l'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans R.
C’est donc I'ensemble des “vecteurs” de la forme

u = (uy, y,...,u,,...), avecu, € R, pour tout n,
et I'addition et la multiplication sont données par les formules usuelles (cf., par
exemple, [Sel], chap. II, §6).
L’anneau W(R) est un anneau commutatif, intégre, de caractéristique 0. On

munit W(R) de la topologie produit, avec la topologie induite par vy sur chaque
composante. On obtient ainsi un anneau topologique, séparé et complet. En fait,
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536 JEAN-MARC FONTAINE

si, pour tout idéal a de R, on note W(a) I'idéal de W(R) formé des vecteurs de
Witt dont toutes les composantes sont dans a, les W(a) + p"W(R), pour a
parcourant les idéaux non nuls de R et n les entiers positifs, sont des idéaux
de W(R) qui forment un systéme fondamental de voisinages ouverts de 0 et
W(R) s’identifie, en tant qu’anneau topologique, a la limite projective des
W(R)/(W(a) + p"W(R)), chaque quotient étant muni de la topologie discréte.

Pour tout x € R, notons [x] = (x,0,...,0,...) son représentant de
Teichmiiller dans W(R). Le fait que R est parfait implique que tout élément de
W(R) s’écrit, d’'une maniére et d'une seule, sous la forme Z%_,p"[v,], avec les
v, € R (cette écriture a un sens car la topologie de W(R) est moins fine que la
topologie p-adique, et on a

0
(1t s sthse) = 3 p[u2 ).
n=0

2.3. L’anneau A est un W(k)-module libre de rang fini et la structure de
k-algébre de R fait de W(R) une W(k)-algébre. Nous notons W,(R) la A-algébre
A QwwW(R), que l'on munit de la topologie du produit tensoriel. C’est
encore un anneau commutatif, intégre, séparé et complet pour sa topologie. Les
A Qw»W(a) + 7"W,(R), pour a idéal non nul de R et n entier positif, sont
des idéaux de W,(R) qui forment un systéme fondamental de voisinages ouverts
de 0.

L’application a » a @ 1 (resp. u » 1 ® u) nous permet d’identifier A (resp.
W(R)) 4 un sous-anneau fermé de W,(R). Tout élément de W,(R) s’écrit alors,
d’une maniére et d’une seule, sous la forme

o0
> 7"[u,], aveclesu, €R.
n=0
On note encore Wy (R) la K-algébre K ®,W,(R) = K ®,W(R), que 'on
munit de la topologie du produit tensoriel. C’est un anneau commutatif intégre,
séparé et complet pour sa topologie, contenant W,(R) comme sous-anneau
fermé. En tant que A-module topologique, Wi (R) s’identifie a la limite inductive
du diagramme

W,(R) > Wy(R) > --- > W,(R) > Wy(R) > --

les applications de transition étant la multiplication par .

Tout élément de Wi (R) s’écrit, d'une maniére et d'une seule, sous la forme
Zos—ooT"[u,], avec les u, € R, presque tous nuls pour n < 0.

Remarquons enfin que G opére, par fonctorialité, sur R, W(R), W,(R),
Wi (R). Cette action de G est “compatible avec toutes les structures”, en
particulier, elle est continue.

b
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2.4. ProposriTION. Soit 8,: Wi (R) — C l’application définie par

o = wful)= 3 mud.

n>—oo n>—oo

i) L’application 6, ne dépend pas du choix de m et est un homomorphisme
continu et surjectif de K-algébres, qui commute a l’action de G; |’image de
WL(R) est Ag.

ii) Le noyau W(R) de 6, (resp. le noyau WX(R) de la restriction de 6, d
W,(R)) est un idéal principal de Wi (R) (resp. Wy(R)) et tout générateur de
WX(R) est un générateur de W(R). Pour qu’un élément °_ " [u,] de WX R)
engendre W(R), il faut et il suffit que u, soit une unité de R et on a alors
vR(1g) = 1.

Démonstration. Le fait que la restriction 6; de 6, 8 W(R) est un homomor-
phisme de W(k)-algébres est un exercice facile sur la définition des vecteurs de
Witt (ou, si I'on préfére, résulte immédiatement de la propriété universelle des
vecteurs de Witt). Il est clair que §, n’est autre que l'application K-linéaire
déduite de 6; par extension des scalaires; 'indépendance par rapport a 7 et le fait
que 6, est un homomorphisme de K-algeébres s’en déduisent. Les autres assertions
du (i) sont évidentes.

Soit u un élément de R tel que u® = —a. Il est clair que [u] + 7 € WX R),
ce qui montre I'existence d’'un élément Z°_7"[u,] de W(R) tel que u, est une
unité de R.

Si 27"[u,] € W/(R) et si u, est une unité de R, on a v(Z2_,7"u®) =2 et
o(7u?) = 1; on doit donc avoir vi(u,) = v(ud) = 1.

Soit maintenant E7"[u,] un élément de WJ(R) tel que u, n’est pas
une unité de R. Quelque soit X7"[x,] € W,(R), si on pose Za"[u.]=
E7"[u,]) - E7"[x,]), on a u] = uyx, + u,x,, qui n'est pas une unité de R,
puisque ni u; ni u, n’en est une. On en déduit que E7"[u,] n’engendre pas
W.X(R).

Soit enfin & = Z7"[u,] un élément de W}(R) tel que u, est une unité. Pour
montrer que a engendre W)(R), il suffit de vérifier que, pour tout 8 € WX(R), il
existe des x,, € R et des 8,, € W,(R) tels que, pour tout entier m = 0, on ait

m—1
B= a( > w"{xn]) +7™B,,.

n=0
Cela se fait par récurrence sur m. Cest clair, si m=0. Si m>0, on a
0=10y(B) =07 B,_1) = 7" 0(B,—,) et B,_, € WHXR); si B, ,=
S7"[v,], on a v(Z,=,7"0?) =1, donc vg(vy) = v(vQ) =1 = vg(u,); si on
pose X,,_; = 0,/ Uy, on voit que B — a(Z"_ 7" [x,]) € 7" W,(R).

Enfin, les assertions concernant W(R) sont maintenant triviales.
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2.5. ProposiTiON. Pour tout entier i = 0, posons Wi(R) = (WZ(R))'. Alors
les Wi(R) sont des idéaux fermés de Wy(R) et N Wi(R) = 0.

Commencons par établir un lemme:

2.6. LEMME. Soit a un générateur de WX(R). Si (B,),on est une suite
d’éléments de Wi(R) telle que la suite des afs, tend vers 0, alors la suite des B,
tend aussi vers 0.

Démonstration du lemme. Quitte a multiplier a par une unité, on peut
supposer que « = [u] + 7, avec u élément de R vérifiant u® = —a, donc
vg(u) = o(m).

Si la suite des af, tend vers 0, pour r assez grand, a8, € W,(R), donc aussi
B,, et on peut supposer que les B, sont tous dans W,(R).

Pour tout nombre réel a = 0, soit W, _(R) I'ensemble des Z7"[u,] € W (R)
qui vérifient vg(u,) = (a —n), pour n <a. Les W, (R) sont des idéaux de
W,(R) qui forment un systétme fondamental de voisinages ouverts de 0. Pour
achever la démonstration du lemme, il suffit donc de vérifier que, si 8 est un
élément de W,(R) tel que af € W, . (R), alors 8 € W, (R).

Pour cela, posons 8 = Z7"[u,] et

af = 2r"[v,] = Za"[u - u,] + " u,].

On a vg(v,) =(a+1—n) et on va montrer, par récurrence sur m, que
vg(u,,) = (a — m), pour tout m = 0:

—on a v, = u - U, donc vgz(uy) = vg(vy) — 1 =a;

—si vg(u,)=(a—n), pour n<m, on voit que Z"_J7"[u-u,]+
27" u,_,] € W, ,.,(R) et on doit donc avoir

S afuul+ 3 afu] = aluc ] + e

n=m+1
+ - € W, ,n(R),

d’ou vg(u - u,) = v(w) + vg(u,,) = (a+1—m), ou encore vg(u,) =
(a — m).

2.7. Démontrons maintenant la proposition 2.5: L’idéal Wg(R) est fermé,
puisque c’est le noyau de l'application continue 6, et le lemme montre que la
multiplication par & est un homéomorphisme de Wy(R) sur W2(R). Le fait que
tous les Wi(R) sont fermés s’en déduit alors, par récurrence sur i.

Soit & un générateur de W/)(R) et soit B un élément non nul de N Wi (R).
Quitte & multiplier B par une puissance de 7 convenable, on peut supposer que
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B € Wy (R) et B ¢ mW,(R), donc que B est de la forme B = Z2_,7"[u,], avec
u, 7 0.

Pour tout entier i, il existe y; € Wi(R) tel que a'y, = B8; comme B € W,(R),
cela entraine que y; € W,(R). Comme o = [u'] + 7(---) + -+ -, avec vg(u) =
1, on a vg(u,) =i, d'ol u, = 0, contrairement a ’hypothése.

2.8. On pose Bpg =limWy(R)/Wg(R). On a en fait une K-algebre
topologique en la munissant de la topologie de la limite projective, avec la
topologie quotient sur chaque Wi (R)/Wg(R) (nous appellerons cette topologie
la topologie canonique de By ). Il est clair que By i est aussi munie d’une
action continue de G, compatible avec la structure de K-algébre. D’aprés la
proposition 2.5, Wi (R) s’identifie & une sous-K-algébre dense (pour la topologie
canonique) de By « et l'inclusion est continue.

Comme W{(R) est un idéal maximal de Wy(R), engendré par un élément
non nilpotent, Bpg x = limWx(R)/(Wg(R))" est un anneau de valuation
discréte, complet (la topologie définie par cette valuation est, bien siir, plus fine
que la topologie canonique) et le prolongement de 6, & By sk (que I'on notera
encore §,) identifie le corps résiduel de By, /x a C.

Nous notons Bpy, ,« le corps des fractions de Bpyg /« et, si d est la valuation
de Bpy x normalisée par d(Bfyg x) = Z, on fait de Bpy ¢ un anneau filtré en
posant By x = {b € Bpg x| d(b) = i}, pour tout i € Z. On a donc Bpy x =
By« et, pour tout i = 0, Bpp « est I'adhérence dans Bfyg ,x de Wi(R).

2.9. Nous nous proposons de montrer que By /k he dépend pas vraiment
de K.

Soit K’ un corps local contenant K et contenu dans C (autrement dit le
complété d’une extension finie, contenue dans K, d’une extension algébrique non
ramifiée de K). La fermeture algébrique K’ de K’ dans C est une clbture
algébrique de K’ dont la complétion s’identifie a C. En particulier, I’anneau
R = Ag(, construit au no. 2.1 est le méme pour K et K.

Soit k’ le corps résiduel de K’ et soit K le corps des fractions de W(k’). On
voit que Wi (R) = K’ @y W(R) s’identifie 4 K’ ®xx,Wi(R). L’application
a ~ 1 ®gg,a définit un homomorphisme injectif de Wy (R) dans Wy(R) et nous
Iutilisons pour identifier W (R) a une sous-K-algébre de Wy.(R). Il est clair que
WR(R) = WZ(R) N Wi(R). Par passage 4 la limite, I'inclusion de W, (R) dans
Wy (R) induit donc un homomorphisme injectif de Bpy ,x dans By ., Visible-
ment continu (aussi bien pour les topologies canoniques que pour les topologies
d’anneaux de valuation discréte), donc un plongement continu de Bpy ,« dans

Bpg k-
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2.10. ProrosiTiON. Le plongement de Bpy ¢ dans Bpy k- défini ci-dessus
est un isomorphisme.

Démonstration. Les corps Bpg /x €t Bpg x sont tous les deux des corps
complets 4 valuation discréte. Comme le plongement de By x dans Bpg ¢ est
continu, et comme ces deux corps ont le méme corps résiduel, I'extension
Bpr /k'/Bpr k est finie, totalement ramifiée. Si a est une uniformisante de
Bpg /- il suffit de montrer que a est encore une uniformisante de By /- On
peut dévisser la démonstration en deux parties:

—1le cas ou K’ est le complété d’une extension algébrique non ramifiée de K,

—Ile cas ou K’ est une extension finie totalement ramifiée de K.

Dans le premier cas, choisissons un élément u de R tel que u® = —a. Alors
a = [u] + 7 est un générateur de W¢(R), donc a fortiori une uniformisante de
Bpg k- Comme 7 est aussi une uniformisante de K’, a est encore un générateur
de Wg.(R), donc une uniformisante de Bpy, /-

Dans le second cas, quitte a remplacer K’ (resp. K) par une extension finie
(resp. finie non ramifiée), on peut supposer K’/K galoisienne. Posons J =
Gal(K’/K) et choisissons une uniformisante 7’ de K’ et un élément u’ € R tel
que v'© = —7’. Alors ' = [u’] + 7’ est un générateur de WL(R), donc une
uniformisante de Bpg k. Posons a = ng]([u’] + g7’). 1l est clair que a €
WJ(R) et que, si e =[K" K], a =[u](mod 7W,(R)). Comme vg(u®) =
e - vg(u’) = e - v(7’) = v(7), on voit que « est un générateur de W(R), donc
une uniformisante de Bpg k. Mais on a a = a'f, avec B =II . ([u] + g=’)
donc 6,(B) =1I ¢+1(87" — @’) # 0. Donc B est inversible dans Bpy, x et a est
bien une uniformisante de Bpp /i

2.11. Remarques. a) Dans la suite, on utilise la proposition 2.10 pour
identifier Bpy x et Bpg g et on écrit Bpy au lieu de Bpg ¢, Bpg au lieu de
Bg /x> B au lieu de By i _

b) Pour toute extension finie K’ de K contenue dans K, on peut donc
considérer By comme une K’-algébre; par passage a la limite, on peut donc
considérer Bpy comme une K-algébre. Si on désigne par P le complété de
I’extension maximale non ramifiée de K contenue dans K et par P la fermeture
algébrique de P dans C, By est méme une P-algébre. L’action de G est alors
semi-linéaire, i.e. on a g(xa) = gxr - ga,sigeG,xeP,a € Bpg.

2.12. ProposiTioN. Soit W, (R) le sous-groupe (fermé) du groupe multi-
plicatif de W,(R) formé des éléments Z°_,m"[u, ] tels que vg(u, — 1) > 0.

i) Pour tout B € Wy (R), la série log B = Z2_(—1)"*{(B — 1)"/n con-
verge dans Bfg (pour la topologie canonique).
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ii) L’ application log ainsi définie est un homomorphisme continu du groupe
multiplicatif W, (R) dans le groupe additif de Bf; son noyau est le groupe des
racines de 1’unité d’ordre une puissance de p contenues dans K,,, extension
maximale non ramifiée de K contenue dans K.

Démonstration. Pour tout entier m =0, soit W, ,(R) l'ensemble des
22_om"[u,] € W,(R) qui vérifient vg(u,) =m — n, pour tout n. Les W, . (R)
(resp. les 1 + W, | (R)) sont des idéaux de W,(R) (resp. des sous-groupes de
W, (R)) qui forment un systéme fondamental de voisinages ouverts de O (resp.
de 1) et on a W,  (R)= (W, ,(R))™. On voit que W, (R)= WXR) +
@ - W,(R), donc que, pour tout m =1,

W, o(R)=WR) +a- W Y(R)+ - +a™ ' - Wi(R) + 7™ - W,(R).

Il est clair que pour démontrer (i) et prouver que log est un homomorphisme, il
suffit de vérifier le lemme suivant:

2.13. LemME. Pour tout B = 1 + y € W, (R), la suite des y" /n tend vers
0 lorsque n - + oo.

Démonstration du lemme. Les W, ,.(R) + WZ*Y(R), pour m €N, sont
des sous-W,(R)-modules de Wi (R) qui forment un systéme fondamental de
voisinages ouverts de 0 pour la topologie de Wi (R) induite par la topologie
canonique de Bjy. 1l suffit donc de vérifier que, pour m fixé, y" /n € W, ,.(R)
+ W24 R), pour n assez grand.

Il est clair que 'on peut trouver un entier r tel que y" € W, \(R). Si I'on
pose n =1 -a(n) + b(n), avec a(n),b(n) €N et 0 < b(n) <r, alors, pour
a(n) =m,

a(n)
,Ya(n)vr € WA,a(n)(R) = E Wa(n)—f ’ WA(R)
=0
a(n)
= ot 2 a7 WR) + 3 w7 W(R).
ji=m+1
Pour 0 <j<m,7s™ - WJ(R) C WA,m(R), ce qui fait que

n 1, ,Ya(n)~r = n—l . ,ﬂ,a(n)—m . WAm(R) + er<n+l(R);

il en est de méme de y"/n = y*™ . y2(™7 /n. Le lemme résulte alors de ce que,

pour n suffisamment grand, n~! - 72(™™™ est entier.

2.14. LEMME. Soit m un entier suffisamment grand (de facon précise, un
entier tel que m(n — 1) — v(n) =1, pour tout entier n = 2) et soity € W, . (R).
Alors y"/n € W, .. ((R) + W X(R), pour tout entier n = 2.
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Démonstration. On a
Y" € Wy pa(R) = 7™ - Wy(R) + 7™ "1 - Wi(R) + -+ + W*(R)

m mn
=qmrmTlo | Namt i WR) + Y o™ WY(R) ).
=0 j=m+1
Comme, pour 0 <j <m, 7™~ - Wj(R) C W, .. (R), on voit que y"/n
e(ntoam . W, . (R)+ WZ*(R).On a

1 mn—m—l) —

o(n”!-a mn—m—1—o0(n)=0

sim(n — 1) — v(n) = 1, dou le lemme.

2.15. Achevons maintenant la démonstration de la proposition 2.12. La
continuité résulte immédiatement du lemme 2.14 qui montre que, pour m
suffisamment grand, log(l1 + W, ,(R)) est contenu dans l'adhérence de
W, .(R) + WZY(R).

Soit W, (R),,, le sous-groupe de torsion de W, (R). Comme W,(R) se
plonge dans le corps By qui est une K-algébre, c’est un sous-groupe du groupe
des racines de 'unité de B qui sont aussi celles de K; comme 6, envoie W, (R)
dans le groupe des unités de A, qui sont congrues a 1 modulo I'idéal maximal,
(W (R)),,, €st un sous-groupe du groupe ;zpw(lz ) des racines de l'unité de K
d’ordre une puissance de p. Il contient p,(K,,) puisque W,(R) est une
A, -algébre (si A,, est I'anneau des entiers de K,,). S’il existait ¢ € W, (R),,,
avec & & p,»(K,,) et si on note K’ le complété du corps K,,(¢), I'anneau
Wi(R) = K’ ®¢ W,(R) ne serait pas intégre, ce qui contredit le fait qu’il se
plonge dans le corps Bpy. Finalement, on voit que W, (R),,, = p=(K,,).

Pour achever la démonstration de la proposition, il suffit donc de vérifier
que si B € W, (R) n’est pas un élément de torsion, alors log 8 # 0. Soit m un
entier vérifiant les conditions du lemme 2.14. 1l est clair que I'on peut trouver un
entier r tel que 8" €1+ W, ,(R). Comme B" # 1, il existe un entier m" =m
tel que €1+ W, (R), mais B"¢1+ W, ... ,(R). Daprés le lemme
2.14, Z2_,(—1)"*(B" — 1)"/n appartient a 'adhérence de Wy w1(R) +
WZ* Y R). Si on avait logB =0, on aurait log 8" = rlog 8 =0 donc
B —1€W, . (R)+ W' Y(R).Sif" — 1 =1, + vy, avecy, € Wy, mr1(R)
ety, € W&t (R),onay, = B —1— v, € Wy(R), donc

¥ € Wo(R) N W Y(R) = W*"Y(R) C W, ms1(R);
on aurait donc 8" — 1 € W, .. ,(R), contrairement a I'hypothése.

2.16. Remarques. a) 1l est clair que I'application log commute a I'action de
Galois, i.e., que pour tout g € G, tout 8 € W," (R), on a log(gB) = g(log B).
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b) Si B € WS (R), 0,(B) appartient au groupe U7 des unités de A,
congrues a 1 modulo I'idéal maximal de A et I'on a §,(log B) = log(6,(B))-

¢) Soit Uy le groupe des unités de I'anneau R congrues 4 1 modulo I'idéal
maximal de R (c’est en fait un Q -espace vectoriel qui s’identifie & Hom, (Q,
U7 ), en associant & u = (u("))nEZ I'unique application Z /linéaire 4: Q, — U+
telle que 4(p ") = u™). L’application u ~ log([u]) deflmt un monomorphisme
de U; dans le Q, espace vectoriel sous-jacent & Bjz. Nous lutilisons pour
identifier le Q,espace vectoriel, de dimension 1, T = Homz(Q,,p )
C Homz(Q,, U ) & un sous-Q -espace vectoriel de Bfy.

2.17. ProposiTioN. Tout élément non nul ¢t de T (cf. rem. c) ci-dessus) est
une uniformisante de B.

Démonstration. 11 est clair qu’il suffit de démontrer la proposition pour un
choix particulier de ¢. On choisit ¢ de la forme t = log([]), avec ¢ = (¢™), 5
vérifiant €@ =1, e® 5 1.

Tout d’abord, on a

85(t) = bp(log([e])) = log(6,([¢])) = loge® =0
et ¢t appartient 4 I'idéal maximal de Bfg. Si a est un générateur de W}(R), il
existe B € Bfy tel que t = af et, pour achever la démonstration de la proposi-
tion, il suffit de vérifier que 6,(B) # 0.

Il est clair que 'on peut supposer K absolument non ramifié (on a
donc A = W(k) et W,(R) = W(R)) et choisir # =p, a =[u] +p=
(1,1,0,0,...,0,...), avec u € R tel que u® = —p.

Posons [e] =1+ vy et y=1(cy, Cy--5Cp,---). On a 1+ ¢, =¢, donc
co=e—1 et ¢ =lim, (6™ —1)*" (si x,y€R, on a (x — y)® =
lim,,_ (x™ — y™)P’; Cest clairsip # 2, et, sip = 2, on a

(= 0)” = (x+ ) = lim (2 + )"
n— oo
= lim(x™ — y™ + 2¢y™)" = lim(x™ — y(n>)2").
Pour n =1, v(e™ — 1) = 1/p" (p — 1) et vg(cy) = v(c”) =p/(p — 1).
Supposons d’abord p # 2. Comme p/(p — 1) = 1, y € W, (R). Comme

n — 1 — ov(n) = 1, pour tout entier n = 2, le lemme 2.14 s’applique et on peut
trouver A € W, ,(R) et u € By tels que

t=1log(l+vy)=v+X+ a?u.

On a alors ¢t =[cy/u] - a+ (v — [¢/u] - @) + A+ a®u. Comme A €
W, o(R), O(N) € p®Ac et

0=10,(t) =0(vy —[co/u] - @) (modp®A.).
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Mais v — [¢,/u] - a est de la forme Z_,p"[y,], avec les y, € R, et
0y(y — [co/u] - @) = py® (mod p?A;); on a donc vg(y,) = v(y®) =1,
ety — [co/u] - @ € W, o(R). Aussi peut-on écrire

af =t=[cy/u]l - a+ N +a’u, avecX’ € W, ,(R).
On a Gy(N) =0 et X’ € W, o(R) N WJ(R); on vérifie que cela implique que

\

AN = ap’, avec ' € W, ((R), dout
af =[cy/u] - a+ ap’ + a’pu,
ou B =[co/ul + p’ + apet §y(B) = (¥ /u®) + (). Comme p’ € W, ((R),
0,(1") € pAc; comme
o(eP/u®) =(p/(p-1))-1=1/(p - 1) <1,
on av(6(B)) =1/(p — 1) et 6(B) # 0.

Supposons maintenant p = 2. La démonstration est analogue, sauf que I'on a
besoin d’'un calcul plus précis: on commence par calculer les deux premiers
coefficients de y = [¢] — 1 = (¢,0,0,...,0,...) — (1,0,0,...,0,...); on trouve
G =¢ =¢e— 1, don y=1[e— 1] + 2[(e — DV2] + --- € W, o(R),
car vg(e — 1) = 2 et vg((e — DV/2) = 1.

Comme 2(n — 1) — v(n) = 1, pour tout entier n = 2, le lemme 2.14 montre
que I'on peut trouver A € W, ;(R) et p € By tel que

t=1log(l+7vy)=v+A+ .
Posons x, = (e — 1)/u et x; = (e — 1 — x3)/u’%;, on a vg(xy) =
2 —1=1etvge —1—x2) =2 = vg(u?), donc x,, x; € R. Si 'on pose & =
(x4, %1,0,0,...,0,...), on vérifie que y — £« est de la forme 27_,2"[y, ], avec
lesy, € R.Ona
0= 6y(t) = 0p(v) + 6(N) = by(vy — £a) + 6,(A).

Comme A € W, 5(R), 6,(A) € 8A, donc 6y(y — §a) aussi et cela implique
que vh(y,) = v(y$) = 1, donc que y — £a € W, 5(R). On peut donc écrire
af=t=¢a+ N + o, avecN € W, 5(R).
On a donc A’ € W, 5(R) N W/(R) et on vérifie que cela implique que A’ = ap/,

\

avec ' € W, ,(R), d'ou
B=&+w + o,
et O,(B) = 6,(¢) + 0)(p) = 60(€) (mod4A;). On a 6,(¢) = xP + 2xP; or

v(x) = 1, tandis qu'un petit calcul montre que vz(x,) > 0, donc que v(2x{")
> 1. On a donc v(6,(B)) = 1 et 6,(B) # 0.
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2.18. TuktoriME. L’algébre graduée associée a Bpy (munie de la filtration
par les Bpy) s identifie canoniquement @ Byy (en tant que K-algébre, munie de
I’action de G).

Démonstration. Choisissons un élément non nul ¢ € T. Pour tout entier i, on
a Bip = t'B{g et gr'Byy = CT' = {ct'| ¢ € C}. Soit 6;: B,z — gr'Byr, 'appli-
cation définie par 0(t'B) =t - 6,(B), pour tout B € Bf. Il est clair que 6, ne
dépend pas du choix de ¢ et que c’est une application K-inéaire surjective qui
commute 4 I'action de G, dont le noyau est Bi!. Enfin, si i et j sont deux entiers
et siy € Bhg, v € By, ona 0..(vy) = 01.(7) 0.(y’), d’ott le théoréme.

2.19. Remarque. Soit s: C - Bf; un K-plongement de C dans B} tel que

4900 s = id (un tel plongement existe; cf. par exemple, [Sel], chap. II, §4) et soit

= §(C). Si I'on choisit un élément non nul ¢ €eT, Bir (resp. Bpg) s "identifie

a l anneau (resp. au corps) des séries formelles C[[t]] (resp. C((t))) a coefficients

dans é; I'application qui a 2, —.c,t" (avec les c, € C) associe Z6,(c,)t" définit

un isomorphisme de la K-algébre By sur C((t)). Cet isomorphisme ne commute

pas en genéral @ Uaction de G; pour qu’il en soit ainsi, il faut et il

suffit que C soit stable par G; j'ignore si un tel choix de C est possible (mais i
me parait tout 4 fait invraisemblable qu’il existe un choix canonique de C)

3. Représentations de de Rham

3.1. Notons Fil, la catégorie des K-espaces vectoriels filtrés, a filtration
indexée par Z, décroissante, exhaustive et séparée:

—un objet D de Fil, est donc un K-espace vectoriel, muni d’une famille
(D?), ., de sous-K-espaces vectoriels, vérifiant D'*! C D', pour tout i, et UD"
=D, ND'=0.

—un morphisme ¢: D — D’ est une application K-linéaire des K-espaces
vectoriels sous-jacents telle que ¢(D?) C D", pour tout i € Z.

On désigne par Fil}, la sous-catégorie pleine de Fil, formée des objets dont
le K-espace vectoriel sous-jacent est de dimension finie.

Les catégories Fil, et Fil} sont additives, et méme K-linéaires, admettent
des limites inductives et projectives finies, mais ne sont pas abéliennes.

On dit qu'un diagramme de Fil, de la forme

0-D,-D,-D; -0
est une suite exacte courte si la suite des K-espaces vectoriels sous-jacents est
exacte et si, pour tout i € Z, la suite

0-D;->D;—->Di->0
est exacte.
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Un foncteur additif de Fil, dans une catégorie abélienne, ou d’'une catégorie
abélienne dans Fil,, est dit exact s’il transforme suite exacte courte en suite
exacte courte.

3.2. Si D, et D, sont deux objets de Fil, le produit tensoriel D, ® D, est,
par définition, 'objet D de Fil; dont le K-espace vectoriel sous-jacent est
D, ®D,, la filtration étant donnée par

Di= X Dj®D;.

ik =i

On désigne encore par K 'objet de Ellz dont le K-espace vectoriel sous-jacent
est K-lui-méme, la filtration étant donnée par
i K sii<0
K)'= :
(K) { sii>0.
Alors K est un objet-unité de Ei!K, i.e., pour tout objet D de Fil, on a
K®D=~=D®K =D.
Si D est un objet de Fil;, son dual D* est, par définition, l'objet de Fil,

dont le K-espace vectoriel sous-jacent est le dual du K-espace vectoriel sous-jacent
a D, la filtration étant définie par

(D)= (D)

3.3. On dispose d’un foncteur K-linéaire évident gry: Fil, - Grad,: si D est
un objet de F11 , 8T (D) est le K-espace vectoriel gradué

g, (D)= ® gri(D),

avec gr;(D) = D'/D*!. Le foncteur gry est exact et on a des identifications
naturelles

g (D®D,) = gr (D)) ® gr (Dy),  gr,(D¥) = (g (D))*
3.4. Exemple. Le corps Bpy a une structure naturelle de K-espace vectoriel

filtré (muni d’'une action de G) et le théoreme 2.18 montre que gry(Bpg)
s’identifie & Byr.

3.5. Pour toute représentation p-adique V, posons
c
Dpg(V) = (BDR ®Q,,V) et D¥(V) = HomQ,,[c](V’ Bpg)-
11 est clair que Dy (resp. D}y ) peut étre considéré comme un foncteur covariant
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(resp. contravariant) additif (et méme Q,linéaire) de Rep(G) dans Fil, (pour
tout i € Z, (Dpr(V))' = (Bpg ®Q,,V)G et (DER(V))' = Home[c](V, Bpg))-

3.6. ProposiTION. Pour toute représentation p-adique V, Dpp(V') et DER(V)
sont des objets de Fily, et la dimension de chacun des deux K-espaces vectoriels
sous-jacents est inférieure ou égale d la dimension de V sur Q.

Démonstration. L'identification gr,(Bpg) = Byy induit une injection de
gry(Dpr(V)) dans Dyr(V) (resp. de grx(Dpr(V)) dans Dr(V) et la proposi-
tion résulte de I'assertion (i) de la proposition 1.6.

3.7. Définition. On dit qu'une représentation p-adique V est de de Rham si
dim  DER(V) = dimeV et on note Repy,p(G) la sous-catégorie pleine de Rep(G)
dont les objets sont les représentations de de Rham. On voit que c’est une
sous-catégorie de Repy;(G) et que, si V est de de Rham, gr (Djr(V)) s’identifie
a D}1(V). On verra, un peu plus bas (cf. assertion (i) du th. 3.10), que, si V est
de de Rham, dimg Dppg(V) = dimg, V; par conséquent, gr, (Dpp(V)) s'identifie
alors @ Dyr(V).

3.8. Soit I le sous-groupe d’inertie de G et soit G’ un sous-groupe fermé de
G tel que G’ N I est ouvert dans I. Le corps K’ = C est alors un corps local
contenant K et contenu dans C, la fermeture algébrique K’ de K’ dans C est une
cloture algébrique de K’, dense dans C.

Tout Q,-espace vectoriel, muni d’une action de G, est aussi muni, par
restriction, d'une action de G’, et on définit ainsi un foncteur Q,linéaire, exact
et fidele, Res;, ¢« Rep(G) = Rep(G).

ProposrTioN. Soit V un objet de Rep(G). Pour que V soit de Hodge-Tate
(resp. de de Rham), il faut et il suffit que Res; (V) le soit.

La démonstration est la méme dans les deux cas (et est bien connue dans le
cas des représentations de Hodge-Tate, cf. [Se3], chap. III, §A.1). Elle repose sur
le fait que By (resp. Bpg) est le méme pour K et K’ et est une K’-algébre. On
en déduit (loc. cit.) que, pour toute représentation p-adique V, Diir(Res, /c'( V)
(resp. Dfp(Res. (V) s’identifie 4 K’ @ g D (V) (resp. K’ ®xDER(V)).

3.9. ProposiTION. Si V est une représentation de Hodge-Tate telle qu’il
existe un entier i vérifiant D}r(V) = gr'D§(V) (en particulier, si V est une
représentation de Hodge-Tate telle que dimeV = 1), alors V est de de Rham.

Démonstration. Pour tout entier j, notons T le sous-Q,-espace vectoriel de
dimension 1 de Bpy formé des At/, avec A € Q,.t€T,t+0. 1l est clair que V
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est de de Rham si et seulement si V ®q T~* l'est. Quitte & remplacer V par
V ®, T, on peut donc supposer i = 0. L’hypothése revient alors 4 affirmer que
dimg(C ®q, V)¢ = dimg V. On sait (cf. [Sen], p. 167, cor. 1) que cela revient a
affirmer que, si G’ est le noyau de la représentation, alors G’ N I est ouvert dans
I. La proposition résulte alors de la proposition 3.8.

3.10. Le théoréme suivant est alors une conséquence facile (méme principe
de démonstration que celles des prop. 3.4.1 et 3.4.3 de [Fo2]) des propositions 1.6
et 3.9 et du théoréme 2.18:

TuktorEME. i) La catégorie Repp(G) est une sous-catégorie pleine de
Rep(G), stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel, dual.
i) Une représentation p-adique V est de de Rham si et seulement si
dim g Dpp(V) = dim, V.

iii) La restnctzon a Reppy(G) de Dpg, aussi bien que de Diyg, est un
foncteur exact et fidéle.

iv) Si V; et V, sont deux représentations de de Rham, Dpp(V, ® V,) (resp.
DEr(V, ® V) s’identifie, canoniquement et fonctoriellement, @ Dpp(V,) ®
Dpr(Vs) (resp. Dig(Vy) © Disg(V))-

v) Si V est une représentation de de Rham, on a des isomorphismes
canoniques et fonctoriels Dg(V) =~ Dpp(V*) = (Dpg(V))*.

3.11. Remarques. a) L’assertion (i) du théoréme signifie que Reppp(G) est
une sous-®-catégorie de Repy(G). Le groupe pro-algébrique HPR, défini sur
Q,, “enveloppe pro-algébrique de I'image de Galois” dans les représentations de
de Rham, est un quotient de H"T (cf. rem. (a) du no. 1.7). Que peut-on en dire?

b) En particulier, a-t’on HP® 5= HHT, j.e. existe-t’il des représentations qui
sont de Hodge-Tate sans étre de de Rham? S’il existe un corps de représentants C
de C dans B, stable par G (cf. rem. 2.19), la réponse est non. Il n’est pas non
plus impossible, a priori, quun tel C n’existe pas et que la réponse soit quand
méme non.

c) Le théoréme implique que le foncteur wpy, qui & V associe le K-espace
vectoriel sousjacent & Dpg(V), est un foncteur fibre. Le groupe HRR des
®-automorphismes de wpy est un groupe pro-algébrique défini sur K, qui est une
K-forme intérieure de HP® X, K.

d) Soit U une representatlon de de Rham et soit Rep,(G) la sous-®-catégorie
de Rep(G) engendrée par U et U* (i.e. la plus petite sous-catégorie pleine de
Rep(G) qui contient U et est stable par sous-objet, quotient, somme directe,
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produit tensoriel, dual). C’est une sous-catégorie pleine de Rep, (G) et on
dispose de trois foncteurs fibres sur Rep (G): T

—Ile premier, w,, associe a V l_e_Qp-espace vectoriel sous-jacent; le groupe
H,, des automorphismes de w, est 'enveloppe algébrique de I'image de Galois
dans la représentation U; c’est un groupe algébrique défini sur Q,,, quotient de
HPR,

—Ile second, w; g (resp. le troisitme w; pg) est la restriction a Rep,(G) de
wyrs> of. rem. (b) du no. 1.7 (resp. wpyg); le groupe Hy, yp (resp. Hy pr) des
®-automorphismes de w; gy (resp. wy pr) est un groupe algébrique défini sur K,
quotient de H' (resp. HR®) et est une K-forme intérieure de Hy, X, K. D’aprés
un résultat de Deligne ([Sa], chap. IV, th. 2.4), la filtration de wpy ¢ est scindable
et il en résulte que les groupes Hy, 4 et Hy pg sont K-isomorphes (mais, pas
canoniquement).

4. L’anneau B
A) Construction des anneaux B, .

4.1. On désigne par K, le corps des fractions de W(k) et par e le degré de
I'extension K /K. Rappelons que A désigne I'anneau des entiers de K et que =
est une uniformisante de A. Tout élément de Wy (R) (resp. Wi (R)) s’écrit donc,
d’une maniére et d’une seule, sous la forme 2, _ . p"[v,] (resp. 2,5 — 7" [0,]),
avec les v, € R, presque tous nuls, pour n < 0 (cf. no. 2.3).

4.2. Pour tout idéal a de R, on mnote S, (resp. S, ,) le sous-ensemble
de Wi (R) (resp. de Wi(R)) formé des éléments de la forme 2, _,p"[0,]
(resp. 2,5 —m"[v,]) qui vérifient v, € a™" pour tout n < 0. C’est une sous-
W(k)-algébre de Wy (R) (resp. une sous-A-algébre de Wy (R) qui ne dépend pas
du choix de 7), stable par G. Si a et a’ sont deux idéaux de R vérifiant a C a’,
on a

W(R) =84 CS, CS, CSzg=Wg(R)et
W,(R) = SA,(O) C84,aCS% o CS r= «(R).
Si I'idéal a est principal, et si a« = ZX_,p"[v,] (resp. ZX_,7"[v,]) est un élément
de W(R) (resp. W,(R)) tel que a =v,- R, on a S, = W(R)[p~'a] (resp.
Sy, o = W(R)[7 "))
Enfin, si a est un idéal de R et si b = a'/*, on voit que pS, ; C A @y S,
C SA’bo
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4.3. Pour tout idéal a de R, on note S =LmS, /p"S, (resp. SAA,Cl
= llmSA o/P"Ss, o = mS, . /7"S, ) le séparé complété de S, (resp. S o) pour
la topologie p-adique. C'est une W(k)-algébre (resp. une A-algebre) topologique
sur laquelle G opére contintiment. Si a # R, NY_,p"S, =0 (resp NY_o7"Ss o
= 0) et S, (resp. S, ;) s'identifie 4 un sous-anneau dense de S (resp. SA ).

On note B} (resp. B, x) la Kjalgébre K, ®W(k)S (resp. la K-algébre
K ®y, k)S = K ®k,B;" ) que 'on munit de la topologle du produit tensoriel. Si
b=a'/?, il résulte de la double inclusion PSs 5 C A ®wkS, C S, que la
K-algebre topologique B y s’identifie 4 K ®ASA, be

4.4 ProposiTION. Soient a et a’ deux idéaux de R vérifiant a C a’ # R.
L’inclusion de S, dans S,. (resp. de S, |, dans SA ) induit, par passage aux
complétés, un monomorphisme continu de S dans S (resp. de SA dans SA, )
puis, par extension des scalaires, des monommphzsmes continus de B, dans B
et de B g dans B[, ¢.

Commencons par énoncer un lemme, dont la vérification est immédiate:

4.5 LEmMME. Soit a un idéal propre de R qui est principal, et soit x un
générateur de a. Pour tout u € R, notons i _son image dans R /a. L’application
qui, d 2, _,7"[v,] €S, , associe ZY_o(v_,x ") - £", est un homomorphisme
surjectif de S, , sur ’anneau (R/a)[§] des polynémes d une variable d
coefficients dans R /a, dont le noyau est 7S,

4.6. Démontrons alors la proposition 4.4. 11 est clair qu’il suffit de vérifier
I'assertion concernant la fléche de S, , dans S, .. Le fait quelle se prolonge en
un homomorphisme continu de S, , dans S, . est évident puisque S, , C S, .
implique que 7"S, . C 7"S, ., pour tout n.

Le seul probléme est donc de montrer que I'application est injective, et I'on
voit qu’il suffit de le vérifier dans le cas ou a est un idéal propre et principal de R
etoua= a”? Ch0151ssons un générateur x de a et posons vg(x) = 2A. Posons
§= Sa.o/TSa o = Sa. a/wSA, , et utilisons le lemme 4.5 pour identifier S a
(R/a)[£].

Si lapphcatlon n’était pas injective, il existerait a € SA , non nul, dont
l’imagfi dans SA, , serait nulle; comme SA) . est sans 7-torsion, on peut supposer
a&mS, .

Notons & = 32_,d £", avec 4, € R /a, I'image de a dans S, choisissons une
suite (a, ),y d’éléments de S, , qui converge vers a et vérifie a, = a (mod wSA )
pour tout 7, et posons a, = 2, _7"[u, ]

This content downloaded from 147.162.114.138 on Mon, 13 Nov 2017 09:27:36 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



REPRESENTATIONS p-ADIQUES 551

Comme & # 0, il existe un entier s tel que @, # 0. On a donc, pour tout r,
(x*u_,,) =a,#0,ie vg(x *u_,,) <2Aouvg(u_,,) <2(s+ 1A.
D’autre part, on vérifie que, pour tout entier m = 0,

s, T —Ss, T

m _ n 2nA sin>m,
T SA,u’mSA,u_{EW [Dn]|vﬂ(v—n)2{(m+n)}\ sin<m }

Si I'image de a était nulle, pour tout r suffisamment grand, on aurait a, €
75728, o N S, , et, par conséquent vy(u_, ) = 2(s + 1)A, d’out une contradic-
tion.

—s,r

4.7. La K-algébre Wi (R) s’identifie & une sous-K-algébre dense de Bjp,
aussi bien que de B 4, pour tout idéal propre a de R. On a alors le résultat
suivant:

ProposiTiON. Soit a l’idéal de R formé des u qui vérifient vg(u) = v(p) et
soit a un idéal de R contenu dans a,. La topologie de Wi (R) induite par la
topologie de B ¢ est plus fine que la topologie induite par la topologie canonique
de Bfg. L’homomorphisme continu de B x dans Bfy, défini par passage aux
complétions, est injectif.

Démonstration. Compte-tenu de la proposition 4.4, il suffit de prouver la
proposition lorsque a = a,,. Si

b=ay*={xeR|vg(x)=e ! v(p)} = {x €ER|vg(x) =1},

on voit qu’il suffit de prouver

i) que I'injection de S, , dans W (R) est continue (pour les topologies
évidentes), .

ii) que l'application de S, ; dans By, déduite par continuité, est injective.

Pour montrer (i), rappelons (cf. no. 2.13) que les W, , (R) + W¢'(R), pour
m € N, sont des sous-A-modules de Wi (R) qui forment un systéme fondamental
de voisinages ouverts de 0 (pour la topologie induite par la topologie canonique
de BfR) et il suffit de vérifier que

T"S4 5 C WA,m(R) + WZ(R), pour tout m:

Si a est un générateur de W/(R), on a a = 3%_,7"[u,], avec u, un
générateur de b, et on en déduit que S, , = W(R)[7 a].

On voit que tout élément B € S, , peut s’écrire § = (7 'a)™y + B’, avec
Y,B' €8, pet B =27> . 7" [x,] (avec les x,, € R vérifiant vy(x,) = —n, si
n<0); on a donc 7™B8 =a™y + 27" [x,_.); or a™y e WZ(R) et
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2 m M x,—m] € Wy (R), puisque vg(x,_,,) =m —n, pour 0 <n=<=m, et
78 € W, (R) + Wg(R).
Pour montrer (ii), commengons par énoncer un lemme:

4.8 LemME. Pour tout entierm =1, (W, ,(R) + W¢'(R)) N S, , est con-
tenu dans 1’idéal de S, y, engendré par 7 et (7~ 'a)™.

Montrons d’abord comment 1’injectivité résulte du lemme. Si I'application
n’était pas injective, il existerait un élément non nul 8 € SA » dont I'image dans
B bR Serait nulle. Comme B}, DR €st sans 7-torsion, on peut supposer que 8 & wSA b
Choisissons une suite d’éléments (8,),.x de S, , qui converge vers B et vérifie
B, =B (mod 7TSAA’ ,), pour tout r. Soit S = SAA) f)/WSAA’ p et soit & l'image de
7 'a dans S. Pour tout entier m, B, € W, .(R) + Wg'(R), si r est assez grand,
donc, d'aprés le lemme 4.8, B, appartient a I'idéal de S, , engendré par (7 )™
et 7, donc I'image ,B de B dans S appartient a I'idéal de S engendré par ™.
Comme I'intersection des § mS est nulle (cf. lemme 4.5), B est nul, ce qui contredit
I'’hypothése que B & WSA’D

Montrons maintenant le lemme. Posons X = (W, ,(R) + W' (R)) N S,
et notons Y I'idéal (7,(7 'a)™); soit 8 € X. On peut écrire 8 = (7 'a)™y + B,
avec v,B €S, yet /=312 . 7"[x,]. Ona (7 'a)"€Xet (7 )" €Y,
et on peut donc supposer 8 = .

Mais alors 8 = a™8 + &', avec § € Wi(R) et 8’ € W, . (R). On voit que
0’ € Xetque §’ €75, , C Y et I'on peut supposer " = 0.

On aalors B =23%__, . ,7"[x,] = a™d, avec § € Wi(R), d’'ou I'on déduit
que § est de la forme § = 7~ ™*1§,, avec §, € W,(R); on a alors B = 7~ ™" 'a™§,
= (7 "a™d,) qui est un élément de S, ; (puisque 7 "a™§, €S, ), donc
de Y.

4.9. Dans toute la suite, nous utilisons la proposition 4.7 pour identifier Bu+, K
4 un sous-anneau de Bjp.

ProposiTION. Soit a un idéal non nul de R contenu dans a,. Pour tout
B € W, (R), log B € B x. Considérée comme une application du Z -module
topologique W, (R) dans le Z -module topologique sous-jacent d B} x, l’applica—
tion log est continue.

Démonstration. Compte-tenu de la proposition 4.4, il suffit de démontrer
'assertion lorsque a = ag, avec r entier = 1.

Si alors x = 372_7"[x,] € W, (R), on a x = m(7 ™ '[x,] + x'), avec x’ €
WA(R) C S, , et 7 '[x,] €S, , d’ott T'on déduit que W, (R) C 7S, ,, donc
que, pour tout entier n =0, W, _ (R) C #"§, .
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Si maintenant meN et ye W, . (R), alors, pour tout n=1, y" €
W, men(R) C ™S, o, done n™'y™ C n~'a™"S, .

Pour tout B =1+ y € W/ (R), il existe un entier s tel que, si 'on pose
B” =1+y,, on ait y, € W, ,(R). On a alors n” 'y en"'a"S, ,, pour tout
n=1, et, comme n ‘7" >0 lorsque n —> +oo, la série de terme général
(—1)"*'n"'y® converge dans K ®ASA, =B}« et logB” € B ;. Il en est de
méme de log 8 = p *log B”".

Pour tout entier m suffisamment grand, on a v(n 7"") = mn — ev(n) =
m, si n = 1; par conséquent, si y € W, ,(R), n~ lyn g qm 4o et log(l +v) €
™S, o Comme les 1 + W, | (R), pour m € N, forment un systéme fondamen-
tal de voisinages ouverts de 0 dans W, (R), la continuité en résulte.

1

B) L’anneau B est de Barsotti-Tate.

4.10. On note P, le corps des fractions de W(k), P le complété de I'exten-
sion maximale non ramifiée de K contenue dans K (on a donc P = P,K) et P la
fermeture algébrique de P dans C (c’est une cloture algébrique de P et c’est un
sous-corps dense de C). Notons o: P, — F, le Frobenius absolu et choisissons un
élément non nul ¢ de T.

Rappelons (cf. [Fo2], no. 7.2) que I'on appelle (K /K)-anneau galoisien filtré
la donnée d’'un anneau commutatif B contenant P, muni

a) d'une application bijective F: B — B, o-semi-linéaire, compatible avec la
structure d’anneau;

b) d’une filtration de B; = P ®;, B par des sous-P-espaces vectoriels (BR)icz>
décroissante, exhaustive et séparée, telle que B B’— - B'+’ sii,j €Z;

¢) d’'une action de G, Galois-semi-linéaire (1 €., add1t1ve et telle que g(Ab) =
g\ -gbsi ge G, A€ P, be B), compatible avec la structure d’anneau, qui
commute a 'action de F et qui, lorsqu’on I'étend par Galois-semi-linéarité a By,
respecte la filtration. On suppose en outre que I'action de Galois est continue sur
tout sous-Pj-espace vectoriel de dimension finie stable par G.

Par exemple, le sous-anneau P,[T, T~ '] de Bpy, formé des =, _,c;t* (avec les
c; presque tous nuls) qui vérifient c; € P, pour tout i, a une structure de
(K /K)-anneau galoisien filtré: I'action de F est donnée par F(Sc;t') = Sp's(c;)t’;
la filtration et 'action de G sont évidentes.

4.11. Soit alors B™ Tintersection des B, pour a parcourant les idéaux
propres de R. C’est un sous-anneau de Bir qui contient Wy (R) donc aussi
Wk, (k) = Py; on a aussi T C B*, d’aprés la proposition 49 et B est un
sous-anneau de By contenant Py[T].
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Nous notons B le sous-anneau B* [t '] de Bpy. Cette définition ne dépend
pas du choix de ¢ et I'application évidente de Py[T,T™'] ®pr}B* dans B nous
permet d’identifier ces deux anneaux. En particulier, B contient P,[T,T '] et
lonaB=U,_,t 'B".

L’anneau B a une structure naturelle de (K /K)-anneau galoisien filtré
(contenant Py[T, T~ '], comme sous K /K)-anneau galoisien filtré):

a) L’anneau W (R) = K, ®wxW(R) est muni d’'une application F:
Wy (R) - Wi (R), o-semi-linéaire: on a F(Z,, —,p"[x,]) = Zp"[x}]. Pour tout
1deal propre a de R, FS, C S, et F opeére par continuité sur la completlon
p-adique S de S,, puis, par extension des scalaires, sur B} =K, ®W(k)S Il est
clair que F induit une bijection de S, sur S;», donc de S sur Sap et de B, sur B,
Si a est un idéal propre de R, on a B* = N>_ B,,~ et on en dedmt que la
restriction de F & B est une bijection de B* sur lui-méme.

Il est clair que ¢ est de la forme ¢ = log([¢]), avec ¢ € Uy et que I'applica-
tion log commute a F; on a donc

Ft = log(F([])) = log([e”]) = log(([e])”) = p - log([¢]) = pt.

On peut donc prolonger I'action de F & B en posant F(t ') = p~'¢ 1. On a bien
ainsi muni 'anneau B d’une action bijective de F, o-semi-linéaire, compatible
avec la structure d’anneau, dont la restriction a P,[T, T~!] est celle qui a déja été
définie.

b) Pour toute extension finie P’ de P, contenue dans P, pour tout idéal
propre a de R contenu dans a,, l'inclusion de P’ ®p B = B;" ;. dans Bj
(appliquer la proposition 4.7 au cas ou le corps de base est le corps local P’)
induit une inclusion de By, = P’ ®, B* dans Bjy et aussi de B,, = P’ ®p B =
P'[T,T™1] ®pyr, B}, dans Bpy. .

Si P” est une extension finie de P’ contenue dans P, B,. s’identifie a
P"”" ®p By, et le diagramme

Brc

L/'B DR »

Bp.

ou la fléche verticale est celle qui a b € B, associe 1 ®p.b, est commutatif. Par
passage 4 la limite, on peut donc identifier By = P ®p,B 4 un sous-anneau de
Bpg. On le munit de la filtration induite par celle de Byy; i.e., pour tout i € Z,
on pose B5= B; N Bpg. Il est clair que cette filtration a bien les propriétés
requises.

¢) Enfin, il est clair que I'action naturelle de G sur B a bien les propriétés
requises.
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4.12 TutoriME. Le (K /K)-anneau galoisien filtré B est un (K /K)-
anneau de Barsotti-Tate.

4.13. Avant de démontrer ce théoréme, commengons par rappeler qu’il
signifie (cf. [Fo2], no. 7.2) que B contient P,[T, T~ '] comme sous<(K /K)-anneau
galoisien filtré (ce qui, ici, est bien le cas) et vérifie les deux conditions suivantes:

(Fll) si By={B €B|FB=},onaB, ﬂBo Q,;

(Tate) il existe un monomorphlsme 0: gr(B ') - [T T '], qui, lorsqu’on le
restreint & P[T,T!]=P® pP[T, T"'] est lisomorphisme évidente de
gr(P[T, T7']) sur P[T, T~'] (ces deux conditions impliquent (cf. [Fo2], rem. de
la p. 19) la condition

(Gal) on a B¢ = K,).

Rappelons aussi (cf. op. cit.) que cela implique que B, muni de F, de I'action
de G, et de la filtration de By = K ®_ B induite par I'inclusion de By dans By et
par la filtration de B; est un anneau de Barsotti-Tate (relativement au corps K).

Remarquons enfin que l'inclusion de By dans Bpy induit une inclusion de
gr(By) dans gr(Bpg); le composé de cette inclusion avec I'isomorphisme de
gr(Bpg) sur By donne le monomorphisme @ cherché et B vérifie bien (Tate).
Pour démontrer le théoréme, la seule chose qui reste a faire est donc de prouver
que B vérifie (Fil).

Pour cela, on peut supposer K = K, ce que nous faisons jusqu’a la fin du
chapitre 4. En particulier, si v, désigne la valuation de C normalisée par
0,(p) = 1, on a vg(x) = v,(x®), pour tout x € R. On a By = B, et, pour tout
i € Z, on pose B' = B.

4,14 ProposITION. Si B € B™ est tel que F"B € B!, pour tout entier n = 0,
alors B € tB* (ou t est un élément non nul de T).

Démonstration. Soit &€ = (¢M™),_, un élément de R tel que £® est une
racine primitive p-iéme de l'unité. On peut choisir ¢ = log([¢]). Posons a =
{x €R|vg(x) =p/(p — 1)}; comme a, = {x € R|vg(x) =1}, on a a Caq,
donc S, C S, .

Commencons alors par établir deux lemmes:

415 LEMME. Onate S Si (a,),en sont des éléments quelconques de
W(R), la série Zn=oa,t" converge dans S Si Ion note S= W(R)[[¢]]
le sous-anneau de S , formé des éléments qui peuvent s’ écrire sous cette forme,
S est séparé et complet pour la topologie p-adique et 1’on a S cSc S

Démonstration du lemme. Sl [e] =1+1y, on at= Eff (= 1)"“n Y™
Comme t€B" CBf = KQy k)S pour montrer que ¢ € S il suffit de vérifier
que n~ "y" € §,, pour tout entier n = 1.
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Si y = Zp"[x,], on a x, = ¢ — 1 et on en déduit que vg(x,) = v, (x§) =
1/(p — D).

Montrons que, pour tout entier n =1, n~'y® — n7![x]] € pS,: en effet,
Y = [x,] mod pW(R) donc y = [x,] mod pS;; si n =mp’, avec (m, p) =1,
on a donc Y™ = [x{'] mod pS,, dot Y™ =[x7"'] mod p"*!S; et n ly"
= n"'[x5] mod pS,, puisque n"'p 1S, = m~'pS, = pS,.

Toujours en posant n = mp’, avec (m, p) = 1, comme vR(x(')‘) =n/(p—1)
=rm/(p—1), pour tout n =1, on a p "[x5] €S, et n”'[xj] = m p "[x]]
aussi. Par conséquent, n"!'y" € S_ et on a bien t € S

Sip#2etn=p+ 1L ousip=2etn+#1,2,4, onvoitquen/(p — 1) =
(r+ Dp/(p — 1), donc que p~" " '[x5] € S, dou n"[x5] = p - m™'p ™" ![x5]
€ pS,. Il en résulte que, si 'on pose

p
(=1D)" ' xp sip # 2,
2 ;

= n=1
xo] + 27 2] + 272[xf] sip=2,

onat=t’ modpS

A fortiori, on a t =¢" mod pS et t?"1=(¢)*"! mod pS Un calcul
simple montre que (¢)?"! € pS o on a donc tP e pS et toute série de la
forme Za,t" converge dans S Comme Sc S S est separé pour la topologie
p-adique et il est immédiat qu 1l est aussi complet

Enfin, si on pose § p~'[xB], on voit que S, est la sPus-W(R)-algébre de
WK(R) engendrée par£ Mals ona § S+ pS (5117 #2,§—t' € W(R), donc
£€W(R)[t] pS CS+pS sip=2 £24+£=¢ — [x,] € W(R)[t] +
pS cS+ pS et on vérifie facilement que les deux solutions de I'équation
X2+ X= t = [x,p] dans Bpy sont dans §;I— p§u), donc S, C S+ pSAa, d’ou
aussi §u C S+ pS,, ce qui implique S, C S puisque S est complet pour la
topologie p-adique.

4.16 LeMME. Soit ¢: W(R) - (A )N Uapplication définie par ¢(a) =
(6)(F"a)), en- Alors ker ¢ - pS,.
(Rappelons que W(R) et S, sont tous les deux des sous-anneaux de B, .)

Démonstration. Soit a = 2Z%_,p"[y,] un élément du noyau de ¢. Si I'on
pose n, = y©, on a

0=206y(F™a) = Y p"n?", pour tout entierm = 0.
n=0
Il suffit de démontrer que vg(y,) = v,(ny) =p/(p — 1). Comme
p/(p — 1) = 22 ,p ", il suffit de vérifier que, pour tout couple (r,m) € N X N,
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onav,(n,)=p "(1+ p Y+ --- +p"). On procéde par récurrence en ordon-
nant les couples (7, m) par ordre lexicographique:

a) si (r, m) = (0,0), on a fy(a) =1, (mod pA); donc v,(n,) = 1;

b) si r = 0, mais m # 0, on a

m—1
0=206,(F"a) = Y, p"n2" + p™nP, (mod p"‘“AC);
n=0
par hypothése de récurrence, pour 0 =n=m —1, v,(n,) =p ", donc

o (p"mE") =n +p" " =m+ 1 et on doit avoir v(p™nh)=m + 1,
ie, m+pmu(n,) =m+ 1 ouvn,)=p "
c)sir#*0,ona

m—1 00
0=06,(Fra)= 3 p"nf +p™nh + 2 p"n;
=0 n=m+1
par hypothése de récurrence,
—pour0<n<m-—10v,(n)=p "A+p '+---+p77), donc

v,(p ") =n+pm A +p - Hp ) =m+ (1 +p 4 HpTT);
—pourn=m+ 1,0 (n,)=p "A+p '+ +p'*), donc
v (p ") =n+pm "1 +p - Hp ) zm+ (I 4+p - pT).
On doit donc avoir v,(p™9% ) =m + (1 +p~' + .-+ +p "), ou encore
vp(nm) =pm(1l+pt+---+p77).

4.17. Fin de la démonstration de la proposition 4.14. Comme B T CBf =
K ®W(k)S quitte & multiplier B par une puissance de p convenable, on peut
supposer que f appartient a S donc & S (cf. lemme 4.15). 1l suffit donc de
montrer que 'idéal J de S formé des B vérifiant F"8 € B, pour tout n € N, est
I'idéal engendré par ¢ (I'inclusion tS C J est évidente).

Soit B €] Comme B e $= W(R)[[t]], on peut écrire 8 =ty + §, avec
Yy E Setde W(R). Comme ty €], 6 €] N W(R) = kerg et le lemme 4.16
montre que 6e pS Cc pS Il est clairque 8’ = p '8 € Jetonadonc ] C tS + pl.
ComnAle S est séparé et complet pour la topologle p-adique, on en déduit que
JCtS.

4.18. Remarque. Soit W(A_) I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients
dans A.. L’application, qui & a = (a,, a,,...,a,,...) € W(A.) associe w(a) =
(wy(a), wy(a),...,w,(a),...), avec w,(a) =a} + pai’"_l + .- +p"a,, est un
homomorphisme injectif de W(A.) dans (A.)N. 1l est facile de voir que, si @ est
I'application définie au lemme 4.16, on a im¢ C imw. Il existe donc un
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homomorphisme d’anneaux ¢: W(R) - W( Ac) et un seul tel que w - ¥ = @. On
peut prolonger I'application ¢ a l’anr}eau S défini au lemme 4.15 en posant
Yla +tB) =Y a),sia € W(R),BeS(sia+tB8=a + tf,onay(a) = Y(a)
et le prolongement est bien défini). On a alors un diagramme commutatif

0 -tS N W(R) >W(R) >W(A,)

[ [
0> 8 > S SWAy

dont les lignes sont exactes et Y(W(R)) = {( §). Je ne connais pas d’application
de ce résultat et jignore si § est surjective.

4.19 ProposiTiON. L’intersection des SAQ, pour a parcourant les idéaux
propres de R est égale @ W(R).

Démonstration. Comme W(R) est contenu dans l'intersection, il suffit de
démontrer l'inclusion dans l'autre sens. Choisissons un élément non nul x
appartenantAa‘l I'idéal maximal de R et soit b I'idéal de R engendré par x. Soit
X = N%*_,S;.. Il s’agit de montrer que X C W(R). Comme W(R) et les S sont
séparés et complets pour la topologie p-adique, il suffit de vérifier que X C W(R)
+ pX. .

Pour tout entier r = 1, posons ¢, =p '[x7]; alors, S, est la Asous-W(H)-
algébre de Wi (R) engendrée par £,. Si 'on pose S: =Sy /PSy = Sbr/pSAb,, on
sait (cf. lemme 4.5) que S, s’identifie a l'anneau (R/07)[£, ] des polynémes en la
variable £, a coefficients dans R /b"; si »,: Sy — S, est la projection canonique et
si B =3°_,B,&", avec les B, € W(R) presque tous nuls, est un élément de Sy,
on a v(B) =3 ,v(B,)é", en désignant encore par »: W(R)—> R/b" le
composé des projections canoniques

W(R) >R > R/b".

Soit alors @ € X. Pour tout entier r = 1, on peut écrire

o0
v(a) = X (e, )&, aveclesa, ,€ W(R),
n=0

presque tous nuls pour r fixé (les «, , ne sont pas uniquement déterminés, mais
les v(a, ,) le sont). L

Si r et s sont des entiers vérifiant s = r =1, soit 1, ,: S, —> S, 'application
(Aiéduite, par passage aux quotients, de linclusion de S,. dans Sy.; comme
=[x, ona

n( S vs(ﬁ,,)ss) = § r(leme]B,) 8
n=0

n=0
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En particulier, 0, (Z5_o7s,(B,)é5,) = v,(By), car »,([x""]) = 0, pour tout entier
n=1.

Il en résulte que les »,(a, ,) sont nuls si n =1, et on peut donc écrire
v(a) = v (e, ). Si, pour tout 7, on choisit un relévement u, de »(«, ) dans R,
on voit que u,; = u, mod b’, et la suite des u, converge dans R vers un élément
u; de plus »,(a) = »,([u]), pour tout r. Donc v,(a — [u]) = 0, pour tout r et
a — [u] € pX, dou X C W(R) + pX.

4.20. Démontrons maintenant le théoréme 4.12. Rappelons (cf. no. 4.13)
qu’il suffit de vérifier que si B € B vérifie Fg = B, alors 8 € Q,,.

Montrons d’abord que B € B : Comme on a B= U ¢ 'B", il suffit de
vérifier que le plus petit entier i = 0 tel que ¢'8 € B* est égal a 0. Sinon on
aurait B8 = ¢ '8, avec i >0, 8’ € B*, et B € B® implique que B’ € B' C BY;
pour tout entier n = 0,

FnB/ — Fn(ti,B) — pnitiFn,B — pnitiB — pniBI e BL.
La proposition 4.14 montre que 8’ = tB”, avec ” € B* et B =t *1B8”, ce qui
contredit la minimalité de 1.

Choisissons un idéal propre b de R. Comme 8 € B* C Bf = K ®AW(,<)SA p> ON
peut, quitte a multiplier S par une puissance de p, supposer que 8 EAS - Comme
F"Sy =Sy, on a B=F"B €Sy, pour tout n, et B € N7 S qui est
aussi l'intersection des S, pour a parcourant les idéaux propres de R. D’aprés la
proposition 4.19, on a donc B € W(R). Si B = (uy, uy,...,U,,...), on a FB =
(uf, uf,...,uk,...), donc, pour tout n, u? =u,; ie, u, €F,, et B € W(F,)) =
Z,CQ,.

4.21. Remarques. 1) Pour tout entier m et tout idéal propre a de R, soit
BW(R; m, a) le sous-ensemble de BW(R) formé des 2, _,7"[b,] qui vérifient
b, € a si n <m; c’est un sous-W,(R)-module de BW,(R). Notons Bivg(R) le
W,(R)-module lim, . BWy(R)/BW(R; m, a), que I'on munit de la topologie
de la limite projective (avec la topologie discréte sur chaque quotient).

On voit que BW(R) s’identifie 4 un sous-W,( R)-module de Bivg(R) et que
la multiplication dans BWy(R), muni de la topologie induite par celle de
Bivg(R), est continue. Par passage a la limite, on peut donc définir une
multiplication sur Bivg(R) qui devient ainsi un anneau commutatif topologique
contenant BW,(R) sur lequel G opére continiment. Lorsque K = K, =
FracW(k), Bivg(R), qui est aussi muni d'une action de Frobenius, n’est autre
que 'anneau Biv(R) introduit par Barsotti ([Ba], Cap. 2).

2) Pour tout idéal propre a de R, la topologie de BW,(R) induite par celle
de B g est plus fine que celle qui est induite par la topologie de Bivg(R), d’ou,
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par continuité, une application continue de B; x dans Bivg(R) qui est en fait
injective et qui permet d’identifier B x 4 un sous-anneau de Bivg(R)
(en particulier, chaque B, est un sous-anneau de Biv(R) et leur intersection
B™ a fortiori).

3) En revanche, la topologie de BWi(R) induite par celle de B n’est ni
plus fine, ni moins fine que celle qui est induite par Bivg(R). L’identité de
BW(R) ne se prolonge donc par continuité ni en une application de B dans
Bivg(R), ni en une apphcation de Bivg(R) dans Bfy.

J'ignore si I'anneau Biv,(R) peut étre utile pour la classification de certaines
représentations p-adiques. En particulier, on a K C (Bivg(R))®, mais je ne sais
méme pas si cette inclusion est une égalité.

5. Représentations cristallines et potentiellement cristallines

Rappelons que K, = Frac(W(k)), P, = Frac(W(k)), P = KP,, P =
fermeture algébrique de P dans C. On pose e = [K: K,] = [P: F,].

5.1. Rappelons ([Fo2], no. 1.2) que l'on appelle module filtré (on dira
module de Dieudonné filtré au-dessus de K, lorsque I'on voudra étre plus précis)
la donnée d’un Kespace vectoriel D muni

i) d'une application F: D — D, bijective, o-semi-linéaire,

ii) d’'une structure de K-espace vectoriel filtré (i.e., d’objet de Fil,) sur le
K-espace vectoriel Dy = K ® D. T

On note MF, la catégorie des modules filtrés et MF, la sous-catégorie pleine
de MF, formée des objets dont le K -espace vectoriel sous-jacent est de dimen-
sion fmle (attention au changement de notation par rapport a [Fo2], ou la
premiére catégorie n’avait pas de nom et la seconde s’appelait MF, ). Ce sont des
catégories additives, Q -linéaires, admettant des limites inductives et projectives
finies, mais qui ne sont pas abéliennes. On définit, de facon évidente (loc. cit.), le
produit tensoriel de deux modules filtrés, le dual d'un module filtré.

Notons MF I’Z la sous-catégorie pleine de MF;, dont les objets sont les modules
filtrés faiblement admissibles (cf. [Fo2], no. 4.14; dans [Fo2], les modules filtrés
faiblement admissibles ne sont définis que lorsque k est algébriquement clos, mais
la définition garde un sens sans cette hypothése; en outre, si D est un objet de
MF,, P, ®x,D = Dp a une structure naturelle de module de Dieudonné filtré
au-dessus de P, et D est faiblement admissible si et seulement si Dy, l'est; voir a
ce sujet [La2], §2). La catégorie MFf est abélienne.

Pour toute représentation p-adlque V, Dg(V) = (B ®QPV)G a une structure
naturelle de module filtré. Comme K ®x Dy(V) = K ® (B ® V) s'identifie
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4 (Bg ®oV)® C (Bpg ®q,V)¢ = Dpp(V), on a
dimy Dg(V) < dimgDpg(V) < dimg V

On dit que la représentation p-adique V est cristalline (ou, dans la terminol-
ogie de [Fo2], B-admissible) si dimy Dg(V) = dim¢, V et on note Rep,_, (G) (ou
Rep,(G)) la sous-catégorie pleine de Rep(G) dont les objets sont les représenta-
tions cristallines. C’est donc une sous-catégorie de Repyr(G), et, si V est
cristalline, Dp,p(V') s’identifie & K ® g Dg(V). o

Enfin, on dit qu'un objet D de MF est admissible (ou, plus précisément,
B-admissible) s’il existe une représentation p-adique cristalline V telle que D =~
Dy(V') et on note MF,, j la sous-catégorie pleine de MFy ¥ dont les objets sont les

modules filtrés admlSSlbleS

5.2. L’énoncé suivant rassemble, outre des résultats que 'on vient de voir,
des résultats épars dans [Fo2] (no. 3.4.1, 3.4.3, 3.6.5, 3.6.7, 4.4.5 et 4.5.1):

THEOREME. i) La catégorie Repcm(G) est une sous-catégorie pleine de
RepDB(G) stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel, dual.
ii) La catégorie MF, , est une sous-catégorie pleine de MFf , stable par
sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel, dual.
iiiy Le foncteur Dy induit une équivalence entre Rep,(G) et MF MF, p; si
V, V., V, sont des représentations p-adiques cristallines, on a des identifications

naturelles
Dy(V*) = (l_)B(V))*’ Dy(V, ® V,) = Dy(V;) ® Dy(V,).

iv) Le foncteur Vg, qui d tout module filtré admissible D associe
(B®,D)[0] = {vEB®,D|Fo =10 et vE3, ;B ®Dx} est un quasi-
inverse de la restriction de Dy a Rep . (G); si D, D), D, sont des modules
filtrés admissibles, on a des identifications naturelles

V(D*) = (YB(D))*’ Vs(D; ® D,) = V5(D;) ® Vg(D,).
v) Si V est une représentation p-adique cristalline K ® Dy(V') s’ identifie
Dpg(V).

5.3. Conjecture. On a MF, , = M_Flf<, i.e., tout module filtré faiblement
admissible est admissible.

On dispose de résultats partiels dans cette direction:

—si e =1 (on a alors Dy = D, pour tout module filtré D) et si D est un
module filtré faiblement admissible tel qu’il existe un entier j pour lequel D' = D
et DI*? = (), alors D est admissible; c’est le résultat principal de [F-L];
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—si D est un module filtré faiblement admissible tel qu’il existe un entier j
pour lequel D} = Dy, Di*% = 0 et si, ou bien ¢ < p — 1, ou bien dimDx < 1,
alors D est admissible; si j = 0, c’est une conséquence de [La2], th. du no. 2.1,
dans le premier cas (resp. de [Lal], th. du no. 2.1, dans le second cas) et du fait
que B est adapté aux groupes p-divisibles (voir le §6); le cas général s’en déduit
par une torsion a la Tate.

5.4. Remarques. a) On peut aussi définir des foncteurs contravariants
Df: Repy(V) = MF, , et Vi: MF; , > Repy(V) en posant Dg(V) =
HomQ ic1(V, B) et V*(D) HomMF (D B) On voit que D}(V) s’identifie a
Dg(V* ) et V(D) a Vyg(D*), dou toutes sortes de bonnes propriétés des
foncteurs D} et V3.

b) Le théoréme implique que Rep_,(G) est une sous-®-catégorie de
Reppp(G) et le groupe pro-algébrique HP?, défini sur Q,, “enveloppe pro-
algébrique de I'image de Galois dans les représentations cristallines”, est un
quotient de HP® (cf. rem. (a) du no. 3.11).

¢) Le théoréme implique que le foncteur wy, qui & V associe le K -espace
vectoriel sousjacent & Dy(V), est un foncteur fibre. Le groupe HE, . des
®-automorphismes de ce foncteur est un groupe pro-algébrique défini sur K, qui
est une K-forme intérieure de H” X4, K,

d) Soit U une représentation cristalline et soit Rep,(G) la sous-®-catégorie
de Rep(G) engendrée par U et U* (cf. no. 3.10, rem. (d)). C’est une sous-catégorie
pleine de Rep_,(G) et I'on dispose de (au moins!) cinq foncteurs fibres:

—Les trois premiers w;, wy gr €t Wy pg ont été définis au no. 3.10 (rem.
(d)); le groupe des ®-automorphismes de w; (resp. Wy, yr> Wy pr)) €st un groupe
algébrique H, (resp. Hy, yr, Hy pr) défini sur Q, (resp. K, K).

—Le quatriéme, w, g, est la restriction 4 Rep,(G) du foncteur wg; on note
H,, g le groupe algébrique, défini sur K, de ses ®-automorphismes.

—Pour définir le cinquiéme, commencons par noter h le ppcm des pentes
des dénominateurs de Dgz(U) (cf., par exemple, [Fo2], §4) et soit L, I'unique
extension de Q, de degré h contenu dans P. Pour tout objet V de Rep,(G) et
toute pente a de Dg(V), ha € Z; si, pour tout a € Q tel que ha € Z, on pose

D; (V) = {d €Dy (V) =P, ®,Dy(V) | F'd = ptd},

on voit que les Dy (V) sont des L ,-espaces vectoriels de dimension finie, nulle
pour presque tout a, et que I'application évidente

By ®,( @ D (V)] > Dy (V)
est un isomorphisme. Le foncteur wy, 5, qui & V associe le L,-espace vectoriel
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sous-jacent & Dy(V) = ®,,.2D5 (V), est un foncteur fibre sur Rep, (G) a
valeurs dans L;. On note Hj,  le groupe algébrique, défini sur L, de ses
®-automorphismes.

Les cinq groupes algébriques H,, Hy, yr, Hy pr, Hy p et Hy 5 sont tous
des formes intérieures les unes des autres. On a des isomorphismes canoniques
Hy 5 Xg K =Hypr, Hy g Xg P =Hy X, F et des isomorphismes non
canoniques Hy, gy =~ Hy pg (cf. rem. (d) duno. 3.10) et Hy, X By =~ Hy, 5 Xg By
(cf. [Fo2], prop. 6.3.3). 1l serait intéressant d’avoir plus de renseignements sur les
torseurs qui font passer des uns aux autres.

5.5. Autres remarques. a) Pour tout entier s = 1, soit L, I'unique extension
de degré s de Q, contenue dans F; pour tout nombre rationnel a de la forme
a =1/s, avec r et s des entiers premiers entre eux et s =1,

B,= {be B|F°b=yp'b)

est un L-espace vectoriel. Si on pose B, , = F, ®,, B, on voit que I'application
évidente de B’ = @, B, p, dans B est injective et nous l'utilisons pour identi-
fier B’ 4 un sous-anneau de B.

Comme tout Pjespace vectoriel, de dimension finie, D, muni d’une action
o-semi-linéaire bijective de F, est engendré par les d qui vérifient F°d = p'd,
pour r et s entiers convenables, on voit que

—pour toute représentation p-adique V, on a

Dy(V) = (BI ®Q,,V)G et Dy(V) = Home[G](V’ B’);
—pour tout module filtré admissible D, on a, avec des notations évidentes,
VyD)= (B'®D)[0] et V(D)= Hom,, (D,B).

b) Rappelons que a, = {x € R | vg(x) =v(p)}. Pour tout idéal non nul a
de R contenu dans a,, soit B, = B, [t '] la sous-B; -algébre de Bpy engendrée
par ¢! (ou ¢ est un élément non nul, arbitraire, de T). Il résulte de la remarque
précédente que, pour tout sous-anneau B” de B, contenant B’ (en particulier,
pour B” égal a I'un des B,), on a, avec des notations évidentes,

—Dy(V) =(B”"®V)C et DEV) = HomQP[G](V, B”), si V est une repré-
sentation p-adique,

—et Vz(D) = (B” ® D)[0] et VF(D) = HomMFK(D, B”) si D est un mod-
ule filtré admissible. o

c) Posons B'" = (&,20B; ) N B".

Soit D un module filtré admissible tel que DY = Dy. On a alors V(D) =
Hom,,, (D, B'"). En effet, si v € V = V(D) = Homy; (D, B'),
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—le fait que D est faiblement admissible avec D2 = Dj implique que toutes
ses pentes sont = 0 (cf. [Fo2], §4), donc que v(D) € ©,-0B; ;

—on av(D) C B*: il suffit de montrer que le plus petit entier i = 0 tel que
v(D) C t B" est égal 4 0; sinon, on aurait i > 0 et il existerait d € D tel que
vo(d) =t ‘b, avec b € B" mais b ¢ tB" ; pour tout entier n =0, vo(F"d) =
F*(v(d)) = p ™t 'F"b doit appartenir & B° (puisque Dy = D2), donc
F"b € B' C BY; d’aprés la proposition 4.4, cela entraine b € tB*, d’ou une
contradiction.

De la méme maniére, si V est une représentation p-adique cristalline telle
que Home[G](V, C(x')) =0, pour i <0, on a D} V) = HomQﬂ[G](V, B'").

d) De la remarque précédente, il résulte que, pour tout sous-anneau B” de
B, contenant B’", on a

—V3(D) = Homyy (D, B”), pour tout module filtré admissible D tel que
Dy = Dlg; o

—et D(V) = HomQ ()(V, B”), pour toute représentation p-adique cristal-
line V telle que Homg [G](V C(x')) = 0, pour tout i < 0.

En particulier, on peut prendre pour B” I'un quelconque des B/, avec a
idéal non nul de R contenue dans a,, ce qui est commode pour certaines
applications (cf. [F-L]).

5.6. Rappelons (no. 3.8) que si I est le sous-groupe d’inertie de G, et si G’
est un sous-groupe fermé de G tel que G’ N I est ouvert dans I, si V est un objet
de Rep(G), alors V est de Hodge-Tate (resp. de de Rham) si et seulement si
@5,(V) Pest. 1l est clair que, si V est cristalline, Res, (V) Pest aussi, mais
la réciproque est, en général, fausse.

Notons Repms(G) (ou, comme dans [Fo2], no. 7.3.2, Rep "(G)) la sous-
catégorie pleine de Rep(G) formée des représentations p-adiques V pour lesquelles
il existe un sous-groupe fermé G’ de G, avec G’ N I ouvert dans I, tel que
Res, e V) est cristalline.

On voit que Repcm(G) est une sous-catégorie de RepDR(G) contenant
Repcm(G) On renvoie a [Fo2], §7, pour une étude plus détaillée de la catégorie
Repms(G) (qui est encore une sous-®-catégorie de Rep(G), et pour laquelle on
dispose encore d’un foncteur E, qui induit une ®-équivalence entre Repﬁﬁi( G)
et la catégorie MPF, . des modules potentiellement filtrés admissibles).

6. Applications aux groupes p-divisibles
6.1. Rappelons (cf., par exemple, [Fo2], no. 5.1) qu’a tout groupe p-divisible

I sur 'anneau des entiers A de K, on peut associer
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—d’une part, une représentation p-adique V, (I') (définie par V(') = Q,
®z,T,('), oi T,(T) est le module de Tate de I');

—d’autre part, un module filtré D, (T") (le K espace vectoriel sous-jacent
est K; ® wxyM(T',) ou M(T}) = Hom(T',, CW,) est le module de Dieudonné de
la fibre spéciale, 'action de F est induite par le Frobenius, et la filtration de
Dy = K ®g, D est donnée par

Dy sii <0,
Dy =L, (T) sii=1,
0 sii =2,

ou L, (T') désigne I'image canonique de ¢§( K) dans Dy.

On peut considérer V, (resp. Dy) comme un foncteur Q,-linéaire covariant
(resp. contravariant) de la catégorie des groupes p-divisibles sur A, a isogénie
prés, dans Rep(G) (resp. dans MF},) et ce foncteur est pleinement fidéle.

6.2 TukoREME. L’anneau B est un (K /K)-anneau de Barsotti-Tate adapté
aux groupes p-divisibles.

Rappelons (cf. [Fo2], no. 7.2.6) que cela signifie que, pour tout corps local
K’ contenant K et contenu dans C, B, considéré comme anneau de Barsotti-Tate
relativement a4 K’, est adapté aux groupes p-divisibles définis sur 'anneau des
entiers de K'. 1l suffit de vérifier cette assertion lorsque K’ = K. Cela signifie
alors (cf. [Fo2], no. 5.1.4) que

i) pour tout groupe p-divisible I" défini sur A, V (T') est B-admissible, i.e.,
cristalline;

ii) les foncteurs I' » Di(T') et I' » DE(V,(T')) sont naturellement équiva-
lents.

6.3. Pour démontrer le théoréme, nous aurons besoins du module BW(R)
des “bivecteurs de Witt” a coefficients dans R, déja introduit dans [Fol], chap.
V,§ 1.

Pour tout idéal propre a de R, notons BW;*(R) le sous-ensemble de Wy (R)
formé des I, . p"[x,] qui vérifient x, € a®? ', pour tout n <0. C’est un
sous-W(R)-module de Wy (R) qui est contenu dans S;,. On le munit de la
topologie produit, avec la topologie induite par celle de R sur chaque com-
posante, et on note BW_(R) le séparé complété de BW*( R) pour cette topologie.
Par conséquent, BW,(R) est 'ensemble des éléments de la forme 37 _p"[x,],
avec

R sin=0,
x, € L
a? sin<O.
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Pour tout entier m = 0, BW*(R) N p™S,, est 'ensemble des 2, _ ,p"[x,]
qui vérifient
R sin=m,
x, € 4aPm™™ si0<n<m,
a?™ ™M NaP " sin<O.

On voit donc que les sous-A-modules BW*(R) N p™S,, forment un systéme
fondamental de voisinages ouverts de 0 dans BW*(R). En particulier, BW,(R) a
maintenant une structure naturelle de W(k)-module topologique et s’identifie a
un sous-W(k)-module fermé de S ,.

Si a est un idéal propre de R, on note BW(R) le K,espace vectoriel
Ky ®wxBW,(R), que 'on munit de la topologie du produit tensoriel; si a et a’
sont deux idéaux propres de R vérifiant a C a’, I'inclusion de BW*(R) dans
BW}(R) induit un isomorphisme de K, ® w ) BW,(R) sur K, ® yx,BW_.(R), et
la définition de BW(R) ne dépend pas du choix de a. En particulier BW(R)
s’identifie, pour tout idéal propre a de R, a un sous-K-espace vectoriel fermé de
B}, donc & un sous-K ;espace vectoriel de BY = NB; .

On voit que BW(R) est stable par G et par F. En outre BW (R) =
K ®x, BW(R) sidentifie 4 un sous-K-espace vectoriel de K ®g B* =
By C By C Bpg. On le munit de la filtration induite, i.e., pour tout i € Z, on
pose BW.(R) = BWy(R) N Bpg. On a ainsi muni BW(R) d’une structure de
module filtré sur lequel G opére.

6.4 ProposiTION. Pour tout groupe p-divisible I sur A, V (I') s identifie,
canoniquement et fonctoriellement en I', @ Homyp (Dg(T'), BW(R)).

Démonstration. Ce n’est autre que le théoréme 1 de [Fol], p. 232, appliqué
a4 S = A, anneau des entiers de C.

6.5. Rappelons ([Fo2], §4) que, si D est un module filtré dehdimension finie
h comme espace vectoriel sur K,, on note ty(D) la pente de A D et ty(D) le
plus grand entier i tel que (A D)j # 0.

ProposriTION. Soit D un sous-Kespace vectoriel de dimension finie de B,
stable par F, que 1’ on munit de la structure de module filtré induite par celle de
B (i.e. ona Dy = K ® D C By et on pose Dy = Dy N By = Dy N Bpg). Alors
t(D) < t(D).

6.6. Montrons d’abord comment le théorém 6.2 résulte des propositions 6.4
et 6.5: Soit I un groupe p-divisible sur A et soit D = Dg(V) = Homg, (¢)(V, B).
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Utilisons la proposition 6.4 pour identifier V,(I') a Homy (Dg(I'), BW(R)).
L’application, qui & d € Dy (T") associe I'application v ~ v(d), est un morphisme
de modules filtrés

Mr: QK(P ) - D >

canonique et fonctoriel en T'.
Soit D’ le noyau de nr (dans la catégorie MF,; cf. [Fo2], no. 1.2); on a

D" = N ey r)Kerv. Pour chaque v € V,(I), on a une suite exacte de modules
filtrés (op. cit.)

0 - Kerv —» Di(T) - Coimv - 0.

On a ty(Coimv) = ty(Imv) et t,(Coimv) <¢y(Imv); comme ¢,(Imv) <
ty(Imv), d’apres la proposition 6.5, on en déduit que ¢,(Coimv) < t,(Coimv).
Mais on sait que D, (I') est faiblement admissible ([Lal], prop. 1.4); en par-
ticulier, on a donc ¢,(Dg(T')) = t,(Dy(T")) d'ou ¢, (Kerv) = t,(Kerv), puisque
t et ty sont additives; comme I'admissibilité faible de D, (T") implique aussi que
ty(Kerv) < ty(Kerv), on a t,(Kerv) = ty(Kerv), et Kerv est faiblement ad-
missible ([Fo2], prop. 4.2.1). Par conséquent, D’, intersection d’'une famille de
modules filtrés faiblement admissibles, est lui-méme faiblement admissible.

La faible admissibilité de D’ implique ([Lal], th. 1.8) qu’il existe une suite
exacte de groupes p-divisibles sur A,

0-T"->T->1"-0,
telle que D(I") = D’ et Dy(I") = D(T) /D"

Si D’ #0, on aurait I" 0 et pourtant V (I'’) =V (I'), ce qui est
absurde. On a donc D’ = 0 et 7 est injective..

Mais on a dimy D < dimeYp(I') avec égalité si et seulement si V (T') est
cristalline; comme dimy Dy (T) = dimg V,(I), V,(T) est bien cristalline et .
est un isomorphisme des K espaces vectoriels sous-jacents. Comme c’est un
morphisme de modules filtrés qui sont tous deux faiblement admissibles, c’est un
isomorphisme de modules filtrés, ce qui démontre le théoréme.

6.7. 1l reste a démontrer la proposition 6.4. Pour cela, commencons par
établir un lemme (sans doute bien connu):

LeMME. Soit Q un corps et soit H un groupe d’automorphismes de . Si
(@;)1=i=n sont des éléments de 2 tels que det((g,(w;), <; j<n) = 0, quelque soient
g1, 895----8, € H, alors w,, w,,...,w, sont linéairement dépendants sur QY.

Démonstration. On peut supposer qu’il existe g;, g,,...,8,_; € H tels que
det((g,(w;),<i j<n—1) 0 (sinon, on recommence avec w,,ws,...,w, ;). On
peut aussi supposer w, 7 0.
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La premi¢re hypotheése implique lexistence dun (n — 1)-tuple a,,
ay,...,a,_,; déléments de €2, uniquement déterminés tels que
n—1

2 gi(“-’i)a,' = gi(wn), pourl =i=n—1.
i=1

La deuxiéme, jointe a celle du lemme, implique que, pour tout g, € G, la
derniére colonne de la matrice des g;(w;), pour 1 < i, j < n, est une combinaison
linéaire des autres, i.e., qu’il existe by, b,,...,b,_, € , tels que

gi(w,) = ni b,  g,(w;), pourl=<i=<n.
On a donc nécessairement b; = a;, pour tout §, ce qui montre que
glw,) = 2 a; - g(w;), pourtoutge H.
Pour tout h € H, on a donc aussi
hleln)) = S ha) - he(e)
i=
ou encore, en changeant hg en g,
£le) = S hay) (o)
i=

D’aprés I'unicité des a,, on a h(a,) = a;,, pour tout h € H, donc a; € @, d’ou le
lemme.

6.8. Montrons maintenant la proposition 6.5. Supposons que t,(D) >
ty(D) = r. Soit B € B vérifiant F = p'B et B € Bpy. Si on choisit un élément
non nul ¢ € T, et si on pose B = t’B’, on voit que FB’ = B’ et que B’ € BYg,
donc que B’ € Q,, donc que ,B € T". Comme T™ N BiR! = 0, on voit que, si
n =dimg D, on a HomMF(/\D B) = 0. Pour tout g€ G, soit »,: D—> B
I'application définie par » (7) = g(d). C’est un morphisme de modules filtrés et,
si g1, g5 -->&, sont des éléments quelconques de G,

n
Vgl/\"gz/\"'/\"gn: AND - B

doit étre nulle. Autrement dit, si d,,d,,...,d, est une base de D sur K, on doit
avoir det(g,(d;),<; j<n) = 0, quelque soient les éléments g, g5,...,g, de G. En
appliquant le lemme précédent a £ = Bpy, on en déduit que les d; doivent étre
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linéairement dépendants sur BS; = K, ce qui contredit le fait que I'application
canonique de By = K ®g B dans By est injective.

6.9. Remarques. a) Soit I' un groupe p-divisible sur A. Comme V (T')
s'identifie & Homy, (Dg(T'), BW(R)), on a

Homg ;¢(V,(T), BW(R)) = Homg ¢;(V,(T), B)

et D (T') s’identifie & Home[G](Yp(I“) BW(R)). C’est le résultat annoncé dans
[Fol], rem. 2 de la page 237.

b) Si T est un groupe p-divisible sur A, on voit que Di(T) s’identifie a
Homg 1¢)(V, CT) et gr’Dy(T') & Homg )(V,C). On retrouve ainsi, mais par
une méthode considérablement plus compliquée, le résultat de Tate ([T1]) qui dit
que V,(T') est de Hodge-Tate avec

. codimI = ht(T') — dim T, sii=0,
dimKHome[G](V> CT*) = { dim T, sii =1,
0 sii #0,1.

Appendice. Quelques conjectures sur la cohomologie des variétés
algébriques sur les corps locaux

A.1. Pour toute variété propre non singuliére X sur K, et pour tout i € N,
posons H(X) = Q, ®z, lim H{ (X X K,Z/p"Z).

Rappelons que I'on peut considérer H, comme un foncteur contravariant de
la catégorie des variétés propres non singuliéres sur K dans celle des Q,-algebres
graduées, de dimension finie sur Q,,, avec action continue de G, compatible avec
la structure de Q-algébre graduée. En particulier, la multiplication induit, pour
tout X, tout i, tout j, une application Q -linéaire, commutant a I'action de G,

m¥ ot Hy(X) ®o Hp(X) - H'/(X).
Si V est une représentation p-adique, pour tout i € Z, posons V(i) =
T ®g,V. Soit n la dimension de la variété X. Rappelons aussi (cf., par exemple,
[T2]) que, pour tout entier i vérifiant 0 < i < n, si C*(X) désigne le groupe des
cycles (rationnels sur K), on dispose d’une application cycle
i i i NG
Ya.u: C(X) = (HE(X)(3))"

A.2. Pour toute variété propre non singuliére X sur K, et pour tout i € N,
s0it Hyyoqe.(X) le K-espace vectoriel gradué

H%’Iodge(x) = @ griHi.-Iodge(X)’ avec griH;.-Iodge(X) = Hi_i(X’ 95()

i=0
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Rappelons que I'on peut considérer Hyj,q,. comme un foncteur contravariant de
la catégorie des variétés propres non singuliéres sur K dans celle des K-algébres
“bigraduées”, de dimension finie sur K. En particulier, la multiplication induit,
pour tout X, tout i, tout j, un morphisme de K-espaces vectoriels gradués

mi}é,Hodge: H;'-Iodge(x) ® H;—Iodge(x) - Hi’l’:ége(x)
Rappelons aussi que, si X est de dimension n, on dispose, pour tout entier i
vérifiant 0 < i < n, d'une application cycle

’Y)i(,Hodge: Ci(x) - Hl(X’Q;() = griHI%Iiodge(X)'

A.3. Les deux premiéres parties de la conjecture suivante ne font que
préciser une conjecture bien connue de Tate ([Se5], p. 58):

CoNjecTURE Cyy. 1) La cohomologie étale p-adique est de Hodge-Tate.
2) Il existe une ®-équivalence naturelle A entre les foncteurs Dy (H%( )) et

H *Hodge( )
3) On peut choisir A compatible aux applications cycles.

Autrement dit, de fagon explicite:

—L’assertion (1) signifie que, pour toute variété propre non singuliére X sur
K et pour tout i € N, Hj,(X) est une représentation p-adique de Hodge-Tate.

—L’assertion (2) signifie qu’il existe, pour toute variété propre non singuliére
X sur K et pour tout i € N, un isomorphisme de K-espaces vectoriels gradués

>\ix: I_)HT(Hzt(X)) - Hiaodge(x),

fonctoriel en X, tel que, pour tout X, tout i, tout j, le diagramme

, . Dyr(m¥ &) it
Dy (H4(X) ® H(X)) Dy (HE(X))
I_)HT(H}et(X)) ® QHT(H};t(X)) Ay
&@&[
i i mi}é,ﬂodge i+
HOdge(X) ® HHodge(X) HHodge(X)

soit commutatif.
—Pour l'assertion (3), commengons par remarquer que, si V est une
représentation p-adique et si i € Z, V(i) = T® ®o,V est contenu dans
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gr'Bpgr ®q,V, donc que (V(1))¢ s’identifie & un sous-Q -espace vectoriel de
gr'Dpx(V).

L’assertion (3) signifie alors que 'on peut choisir A tel que, si X est de
dimension n et si 0 < i < n, le diagramme

(Hz(x )( )¢
X, &
gr'D DR (X ))
' lrestr. de A%
7YX, Hodge

Hi(X,Q%)
soit commutatif.
A.4. Remarques. a) On voit quimposer la commutativité du diagramme
ci-dessus pour i = n revient a imposer I'application A%". Si I'on fait un tel choix, A
est aussi compatible aux applications traces: on sait que I'on dispose de deux

applications traces
—T’'une, en cohomologie étale,

tX ét- H2n(x) - Qp’

—T’autre, qui est une application de H"( X, 2% ) dans K, peut étre considérée
comme un morphisme de K-espaces vectoriels gradués

X, Hodge* HHodge(X) - K(—"),
en notant K(—n) le K-espace vectoriel gradué défini par
i 0 siis+n
lK —_ f— >
gr'K(=n) { K sii=n.

Alors, avec le choix de A%" fait ci-dessus, le diagramme

(Hzn(x)) Dpg(tx,&(—n)) QDR(Qp(—n))

AL 11’50. can.

tx, Hodge

Hodge(X) K(—n)

est commutatif.

b) Dans le cas des variétés abéliennes, les assertions (1) et (2) de la
conjecture Cyqp sont un théoréme di 4 Tate dans le cas de bonne réduction et a
Raynaud dans le cas général (cela résulte des travaux de Tate sur les groupes
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p-divisibles, cf. [T1], et du théoréme de réduction semi-stable, cf. [SGA 7 I]; voir
aussi [Fo3] pour une autre démonstration de ce résultat).*

A.5. Pour toute variété propre non singuliére X sur K et pour tout i € N, la
filtration de Hodge munit H}p(X), le i-iéme groupe d’hypercohomologie de de
Rham de X, d’une structure de K-espace vectoriel filtré et le K-espace vectoriel
gradué associé s’identifie 4 Hy q,.(X).

On peut considérer Hfyz comme un foncteur contravariant de la catégorie
des variétés propres non singuliéres sur K dans celle des K-algébres “graduées-
filtrées” de dimension finie sur K. En particulier, la multiplication induit, pour
tout X, tout i, tout j, un morphisme de K-espaces vectoriels filtrés

mY or: Hpr(X) ® Hpg(X) ~ Hpg(X)
(et, avec des notations évidentes, my g4, = &My pR)-

Ici encore, si X est de dimension n, on dispose, pour. tout entier i vérifiant
0 < i < n, d’une application cycle

Yx,pr: C'(X) = Fil'HEp(X)
qui, par passage au quotient, induit Y pqg.-

A.6 Conjecturt Cpg. 1) La cohomologie étale p-adique est de de Rham.

2) Il existe une ®-équivalence naturelle p entre les foncteurs Dpg(HE( ) et
Hig( ).

3) On peut choisir u compatible aux applications cycles.

La traduction explicite de cette conjecture se fait comme pour Cyy.

A.7. Remarques. a) La conjecture Cpy implique Cyy.

b) Ici encore la propriété (3) implique que p est compatible, en un sens
évident, aux applications traces.

¢) L’assertion (1) de Cpy est un théoréme pour les variétés abéliennes. 1l en
est de méme de (2) pour les variétés abéliennes ayant potentiellement bonne
réduction, et il est probable que cette hypothése sur la réduction peut étre
supprimée: cf. [F-M].

A.8. Nous disons qu'une variété propre non singuliére X sur K a bonne
réduction s’il existe un schéma propre et lisse X sur Spec A (rappelons que A
désigne 'anneau des entiers de K) qui prolonge X, (i.e., tel que X X .. ,Spec K
= X). On vérifie que, si X est une variété abélienne, cette définition est
équivalente a la définition usuelle.

*Voir note ajoutée sur epreuves, p. 577.
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Nous nous proposons d’énoncer une conjecture C_,, analogue aux conjec-
tures Cyr et Cpy qui, dans le cas de bonne réduction, relie la cohomologie étale
p-adique et la cohomologie cristalline. Toute fois, pour donner un sens a cette
conjecture, on est conduit 4 admettre certains résultats dont il n’existe pas encore
de démonstration publiées:

A.9. Si %X est un schéma propre et lisse sur Spec A, on pose
K = K XgpeeaSPECk €t X =KX Spec K.

Tout d’abord, un résultat tout récent de Messing ([Me2]) dit que, si X est une
variété propre non singuliére sur K, ayant bonne réduction, la cohomologie
cristalline & valeurs dans K, = Frac W(k) de la fibre spéciale d'un prolongement
propre et lisse de X sur Spec A ne dépend que de X. De fagon précise, si % et X’
sont deux schémas propres et lisses sur Spec A tels que X = X}, Messing
construit, pour tout ¢ € N, un isomorphisme canonique (de K,-espaces vectoriels
avec action de F)

K, ®W(k)chs( v W(k)) = K, ®W(k)Hcm( 1 W(k))
fonctoriel et compatible avec la structure multiplicative.

Nous nous en servons pour poser H!.(X) = K, ®wu Hi (X, W(k)),
%X étant un prolongement propre et lisse quelconque de X sur Spec A.

Spec A

A.10. Ensuite un résultat de la thése de Berthelot ([Be]) dans le cas peu
ramifié (i.e., ou l'indice de ramification absolu ¢ de K est <p — 1) étendu a e
arbitraire par Deligne pour les schémas abéliens puis, récemment par Ogus
([Mel]) pour le cas général, dit que, si X est un schéma propre et lisse sur Spec A,
il existe, pour tout i € N, un isomorphisme canonique (de K-espaces vectoriels)

K ®W(k)chs((‘)}(’k"‘](k)) = H;DR(%K)

fonctoriel et compatible avec les structures multiplicatives. En outre ([Me2]) les
isomorphismes de Messing et de Ogus sont compatibles de maniére évidente.

Lorsque X est une variété propre non singuliére sur K, ayant bonne
réduction, ce qui précéde nous permet d’identifier K ®x H,(X) et Hyz(X). On
a donc muni H: (X)) d’une structure de module filtré, i.e., d’objet de la catégorie
MFZ (cf. no. 5.1). Pour tout i € N, on peut considérer H;,, comme un foncteur
contravariant de la catégorie des variétés propres non singuliéres sur K, ayant
bonne réduction, dans celle des modules filtrés de dimension finie et, pour tout
X, tout i, tout j, la multiplication induit un morphisme de modules filtrés

mi)z,cn's cns(X) ® chs(x) - HH.’(X)'

Cris

A.11 Conjecture C_,. 1) La cohomologie étale p-adique des variétés
propres non singuliéres sur K, ayant bonne réduction, est cristalline.
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2) Il existe une ®-équivalence naturelle v entre les foncteurs Dy(HZ( )) et
Cl'IS( )

3) On peut choisir v compatible aux applications cycles.

Si la signification de (1) et (2) semble clair, il vaut peut-étre la peine
d’expliquer ce que (3) veut dire.

Pour cela, COmmengons par remarquer que I'application a ~ 1 ® a nous
permet d’identifier H’ , (X) 4 un sous-Kespace vectoriel de K Ok, Hei(X) =
Hipg(X).

Si X (ayant bonne réduction) est de dimension n, on vérifie que, pour
i =0,1,...,n, I'application

YXDR C(X)_)Flle (X)

a son image contenue dans H (X) et méme dans le sous-Q -espace vectoriel de
H2 (X) formé des x tels que Fx = p'x; ce qui nous permet de considérer y; pg

cris

comme une application

cris cris

.Y}i(,cris: Cl(X) - H21 (X)[l]

Cris
(pour tout module filtré D, on pose D[i] = Fil'Dg N {x € D | Fx = p'x}).
Si V est une représentation p-adique et si D = Dy(V), on voit que (V(i))“
s’identifie & D[i]. L’assertion (3) signifie que 'on peut choisir » telle que, pour
tout X et tout i, le diagramme

(HZ(X)(i))¢

1
Y& 1iso. can.

C'(x) (Ds(HE(X))[1]

restr. de v

Y}l( ,cris

HZ(X)[i]

cris

soit commutatif.
S’il en est ainsi, ¥ est en outre compatible aux applications traces, en un sens
facile a expliciter.

A.12. Remarques. a) Disons qu'une variété propre non singuliére X sur K a
potentiellement bonne réduction s’il existe une extension finie K’ de K telle que
X XK’ a bonne réduction. Compte-tenu de ce que 'on sait sur les représenta-
tions potentlellement cristallines, i.e., les objets de Repcns(G) = Rep “(G) (cf.
no. 5.6 et [Fo2)], § 7), le fait que la conjecture C_, soit vraie pour toute extension

cris
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finie K’ de K, avec la possibilité de choisir la ®-équivalence naturelle »
compatible avec le changement de base par une extension finie, équivaut a la
conjecture suivante:

ConjecTURE C2Y. 1) La cohomologie étale p-adique des variétés propres
non singuliéres sur K, ayant potentiellement bonne réduction, est potentiellement
cristalline.

2) Il existe une ®-équivalence naturelle v® entre les foncteurs Eg(HY( )) et
H* 0.

3) On peut choisir v? compatible aux applications cycles.

(On laisse au lecteur le soin d’expliciter ce que signifie précisément cette
conjecture, en particulier ce qu’est I'objet H;P*(X) de la catégorie MPF, des
modules potentiellement filtrés.) T

b) La conjecture C_,; implique les conjectures Cpy et Cyp pour les variétés
projectives non singuliéres ayant bonne réduction. De méme, la conjecture C2
implique les conjectures Cpy et Cyr pour les variétés projectives non singuliéres
ayant potentiellement bonne réduction.

c) Les assertions (1) et (2) de C_,, et C2 sont des théorémes pour les

variétés abéliennes: cf. [F-M].

A.13. Compte-tenu de I'équivalence entre la catégorie Rep_,(G) des
représentations cristallines et la catégorie MF, , des modules filtrés admissibles
(no. 5.2), la conjecture C_ est équivalente a la conjecture suivante:

Conjecture C/;. 1) Pour toute variété propre non singuliére X sur K,
ayant bonne réduction, et pour tout i € N, le module filtré H. . (X) est admissi-
ble.

2) 1l existe une ®-équivalence naturelle v’ entre les foncteurs V (H%.( )) et
HE().

3) On peut choisir v’ compatible aux applications cycles.

A.14. Remarques. a) Supposons e = 1 (i.e., K = K, = FracW(k)). Soit X
une variété projective non singuliére sur K de dimension < p, admettant un
prolongement projectif lisse %X sur Spec A tel que les H'(%X, Q) soient sans
torsion. On déduit facilement ([La2], Prop. 5.2) de résultats de Mazur ([Mal],
[Ma2]) que les H},(X) sont faiblement admissibles (cf. no. 5.1 et [Fo2], no.
4.14), ce qui, d’aprés [F-L], implique qu’ils sont admissibles et I'assertion (1) de
C.;s est donc vraie pour X. En particulier, on peut associer a X, de facon
naturelle, des représentations p-adiques, a savoir les Vz(H..(X)); il serait bien
surprenant que Vp(H!. (X)) ne s’identifie pas & H}(X) (ils ont en tout cas la
méme dimension sur Q,)).
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b) On peut bien siir énoncer un analogue de la conjecture C., pour les
variétés ayant seulement potentiellement bonne réduction.
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Ajoutée sur epreuves: Les assertions (1) et (2) de Cyy viennent d’étre démon-
trées par Spencer Bloch et Kazuya Kato dans le cas des variétés
«ordinnaires».
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