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 Introduction

 Dans tout cet article, K est un corps local de caracteristique 0, dont le corps
 r6siduel k est suppos6 parfait de caracteristique p # 0. On d~signe par K une
 cloture alg6brique fix6e de K et on pose G = Gal(K/K).

 On note Rep(G) la categorie des repr6sentations p-adiques (sous-entendu de

 G), i.e. des Qp-espaces vectoriels de dimension finie, munis d'une action lineaire
 et continue de G.

 Par exemple, si X est une variete projective non singuliere sur K, et si pour

 tout i E N, on pose

 Het(X) = QP 0zP lim Het(X X KKZ/pZ),

 les He,(X) sont des representations p-adiques.

 *Je remercie la N.S.F., The Institute for Advanced Study et The University of California at
 Irvine pour leur hospitalite et/ou leur soutien financier.

 003-486X/82/0115-3/0529/049$4.90/1

 ? 1982 by Princeton University (Mathematics Department)
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 530 JEAN-MARC FONTAINE

 On se propose d'introduire une succession de sous-categories pleines de

 Rep(G), "emboitees" les unes dans les autres, Rep(G) D RepHT(G) D RepDR(G)

 D Rep'(G) D Repc,1s(G), qui sont des sous-0-categories (i.e. qui sont stables
 par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel, dual).

 1. La sous-categorie RepHT(G) des representations de Hodge-Tate. Le

 groupe G opere par continuite sur le complete C de K. Soit

 x: G -Z

 le caractere qui donne l'action de G sur les racines de l'unite d'ordre une

 puissance de p de K. Si V est une representation p-adique, on sait (cf. [Se2], ?2)

 que, pour tout i C Z.

 V = (u e C 0Q VI gu = Xi(g) .u, pour tout g e G}

 est un K-espace vectoriel de dimension finie, nulle pour presque tout i, et que

 :EizdimKVC < dimQ V. On dit que V est de Hodge-Tate si on a 1'egalite.
 Si X est une variete projective non singuliere sur K, une conjecture de Tate

 affirme que les Hej(X) sont de Hodge-Tate; c'est un theoreme bien connu
 (Tate-Raynaud) lorsque X est une variete abelienne.

 L'etude des representations de Hodge-Tate est l'objet du chapitre 1. On

 construit notamment une K-algebre graduee BHT sur laquelle G opere. On

 dispose alors d'un foncteur additif exact et fidele, compatible avec les produits
 tensoriels, de la categorie RepHT(G) dans celle des K-espaces vectoriels gradues
 de dimension finie: c'est celui qui a V associe DHT(V)= (BHT QV)G.

 2. La sous-categorie RepDR(G) des representations de de Rham. Dans le
 chapitre 2, on construit un corps commutatif BDR' contenant K, sur lequel G
 opere. Ce corps est complet pour une valuation discrete et son corps residuel
 s'identifie a C. La valuation d6finit donc une filtration de BDR; I'algebre graduee

 associee s'identifie a BHT'
 Pour toute representation p-adique V, on pose DDR(V)= (BDR 0QV)G.

 C'est un K-espace vectoriel filtre de dimension finie inferieure ou egale a la

 dimension de V sur Qp. On dit que V est de de Rham si on a l'egalite (alors V est
 aussi de Hodge-Tate et DHT(V) s'identifie au gradue associe 'a DDR(V)).

 Si X est une variete projective non singuliere sur K, je conjecture que les

 HI't(X) sont de de Rham. C'est un theoreme lorsque X est une variete abelienne.
 L'etude des representations de de Rham est l'objet du chapitre 3. La

 restriction du foncteur DDR a la categorie des representations de de Rham est un
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 REPRESENTATIONS p-ADIQUES 531

 foncteur additif, exact et fidele, compatible avec les produits tensoriels, de la

 categorie RepDR(G) dans celle des K-espaces vectoriels filtres de dimension finie.

 3. Les sous-categolies Rep,5i,(G) des representations cristallines et Repot(G)
 des representations potentiellezment cristallines. Soit K0 le corps des fractions de
 l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k et soit a le Frobenius absolu

 operant sur K0. Au chapitre 4, on construit un anneau commutatif B contenant
 K0, sur lequel G opere, muni d'un automorphisme F de la structure d'anneau,
 induisant a sur K0 et comrmutant a l'action de G, ainsi qu'un plongement de
 K0&KOB dans BDR.

 L'anneau B se trouve 8tre un anneau de Barsotti-Tate (et meme un
 (K/K)-anneau de Barsotti-Tate) au sens de [Fo2] (nos. 2.2.4 et 7.2.1). En

 particulier, pour toute representation p-adique V, si on pose DB(V) = (B QPV),
 on a dimKDB(V) ' dimQ V. On dit que V est cristalline si on a l'egalit6 (ce qui
 revient a dire que V est B-admissible au sens de [Fo2]).

 Au chapitre 6, on montrera que B est adapte aux groupes p-divisibles (ce qui
 signifie essentiellement que les representations p-adiques associees aux groupes
 p-divisibles sont cristallines): ceci demontre l'existence, annoncee dans [Fo2],
 p. 45 et 67, d'un (K/K)-anneau de Barsotti-Tate adapte aux groupes p-divisibles
 et constitue le r6sultat essentiel de ce travail.

 Si X est une variete projective non singuliere sur K "ayant bonne r6duction",
 i.e. admettant un prolongement propre et lisse sur Spec OK, je conjecture que les

 Ht(X) sont des representations cristallines. C'est un theoreme lorsque X est une
 variete abelienne.

 Si V est une representation cristalline, DB(V) est un module filtre B-
 admissible au sens de [Fo2], no. 3.6.4, et on a montre dans [Fo2] que DB induit

 une equivalence, compatible avec les produits tensoriels, entre la categorie

 RepCdis(G) et la categorie MFK B des modules filtres B-admissibles. Dans le
 chapitre 5, on donne quelques complements a [Fo2] sur les representations
 cristallines, ainsi que des rappels rapides sur les representations potentiellement
 cristallines (ou potentiellement B-admissibles), i.e. les representations p-adiques V
 qui, lorsqu'on les restreint a un sous-groupe ouvert convenable G' de G,

 deviennent cristallines, c'est-A-dire des objets de Repcs(G').
 Dans un appendice enfin, on enonce quelques conjectures sur la cohomolo-

 gie des variete algebriques sur les corps locaux. Par exemple, si X est une variete

 projective non singuliere sur K, on conjecture que DDR(HH't(X)) s'identifie a
 HDR(X). Si on suppose de plus que X a bonne reduction, on conjecture que
 DB(H't(X)) s'identifie a K0 ?&W(k)Hcris(XkW(k)) ou k est la fibre speiale
 d'un prolongement propre et lisse de X a Spec ?K.
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 532 JEAN-MARC FONTAINE

 1. Representations de Hodge-Tate

 1.1. Rappelons la definition des modules de Hodge-Tate (cf. [Se2], ?2): Le

 groupe G opere, par continuite, sur le complete C de K. Soit U un C-espace

 vectoriel de dimension finie sur lequel G opere continuiment et semi-lineairement

 (i.e. g(u + u') gu + gu' et g(cu) = gc- gu, si g E G, c E C et u, u' E U).

 Pour tout i E Z, soit

 Ui= {U E U I gU = Xi(g) U, pour tout g E G}

 (oui X: G -Z est le caractere cyclotomique, i.e. le caractere qui donne 1'action
 de G sur les racines de 1'unite d'ordre une puissance de p).

 Les U? sont des K-espaces vectoriels de dimension finie, nulle pour presque

 tout i, et I'application evidente

 @D (C KUi) -) U
 iEZ

 est injective; on dit que U est un module de Hodge-Tate Si c'est un isomorphisme.

 Enfin, si V est une representation p-adique de G, on dit que V est de

 Hodge-Tate si Vc = C ?&QV, muni de F'action evidente de G, est un module de
 Hodge-Tate.

 1.2. Posons T = Qp ?z T (y pa) (oui T(L pP) r PL .pf). C'est un Qp-espace
 vectoriel de dimension un sur lequel G opere a travers le caractere X.

 Notons BHT = C[T] la C-algebre C 0QSymQ T et BHT C[T, T-]
 I'algebre deduite de BHT en rendant inversible un element non nul de T.

 L'anneau commutatif BHT est une C-algebre graduee sur laquelle G opere
 semi-lineairement et continument. Avec des conventions evidentes, si t est un

 element non nul de T, tout element de BHT s'crit, d'une maniere et d'une seule,
 sous la forme

 2 cit , avec les ci e C, presque tous nuls;
 iEZ

 on a g(Ic ti) = gci . X(g) t, pour tout g e G, et gr'BHT-{ct c e C}.

 1.3. Notons GradK la categorie des K-espaces vectoriels gradues, de gradua-

 tion indexee par Z: Un objet D de GradK est donc un K-espace vectoriel, muni
 d'une decomposition en somme directe de sous-K-espaces vectoriels

 D @grD;
 iEZ

 un morphisme (p: D = (EgriD -D' = Egr'D' est une application K-lineaire
 des K-espaces vectoriels sous-jacents telle que p(gr'D) C gr'D', pour tout i E Z.
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 REPRESENTATIONS p-ADIQUES 533

 La categorie GradK est abelienne et K-lineaire (i.e., Si D et D' sont des objets

 de GradK, HomGradK(D, D') est, canoniquement et fonctoriellement, un K-espace
 vectoriel).

 Si D' et D" sont deux objets de GradK, le prodcuit tensoriel D' 0 D" est, par

 definition, 1'objet D de GradK dont le K-espace vectoriel sous-jacent est D' ?KD",
 la graduation etant donnee par

 grD= @ (griD') &K (gri"D"), pourtouti e Z.

 Designons par K l'objet de GradK dont le K-espace vectoriel sous-jacent est K
 lui-meme, la graduation etant donnee par

 griK = (0 S t 7 0,

 Alors K est un objet-unitM de GradK, i.e., pour tout objet D de GradK' on a
 K 0 D - D 0 K - D.

 Si D est un objet de GradK' son dual D* est, par definition, I'objet de GradK
 dont le K-espace vectoriel sous-jacent est le dual du K-espace vectoriel sous-jacent
 a D, la graduation etant definie par

 griD* = (gr-iD)* = (@ griD)

 Enfin, on note Grad'K la sous-categorie pleine de GradK formee des objets dont le
 K-espace vectoriel sous-jacent est de dimension finie.

 1.4. Remarque. Dans la terminologie de Saavedra ([Sa]), GradK est une
 categorie tannakienne, neutre, et le foncteur qui a D associe le K-espace vectoriel

 sous-jacent est un foncteur fibre; le groupe des 0-automorphismes de ce foncteur
 fibre est le groupe multiplicatif Gr/K et GradK s'identifie a la categorie des
 representations lineaires de dimension finie de Gm/K.

 1.5. Pour toute representation p-adique V, posons

 DHT(V) = (BHT 0gQV)G et D*HT(V) = HomQ[G](VBHT)

 II est clair que DHT (resp. D*T) peut etre considere comme un foncteur covariant

 (resp. contravariant) additif (et meme Qp-lineaire) de Rep(G) dans GradK

 (pour tout i E Z, griDHT(V) = (grBHT Q V)G et griDHT(V) =
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 534 JEAN-MARC FONTAINE

 La proposition suivante est une consequence, a peu pres completement

 triviale (memes idees de demonstration que celles des propositions 3.4.1 et 3.4.3

 de [Fo2]), des resultats rappeles au no. 1.1:

 1.6. PROPOSITION. i) Pour toute representation p-adique V, DHT(V) et

 D*T(V) sont des objets de GradK (la dimension de chacun des K-espaces
 vectoriels sous-jacents est inferieure ou egale a la dimension de V sur Qp).

 ii) La sous-cat6gorie pleine RepHT(G) de Rep(G), forme'e des representations

 qui sont de Hodge-Tate, est stable par sous-objet, quotient, somme directe,
 produit tensoriel, dual.

 iii) Une representation p-adique V est de Hodge-Tate si et seulement si

 dimKDHT(V) = dimQ V, ou encore si et seulement si dimKDT(V) = dimQ V;
 la restriction a RepHT(G) de DHT, aussi bien que de D*HT est un foncteur exact
 et fidele.

 iv) Si V et V' sont deux representations de Hodge-Tate, DHT(V0& V') (resp.

 D*T(V 0 V')) s'identifie, canoniquement et fonctoriellement, a" DHT(V) 0

 DHT(V') (resp. DHT(V) 02 DHT(V )).
 v) Si V est une representation de Hodge-Tate, on a des isomorphismes

 canoniques et fonctoriels DT( V) DHT( V) (lDHT(V))

 1.7. Remarques. a) L'assertion (ii) de la proposition signifie que RepHT(G)
 est une sous-0-categorie de Rep(G) (cf. [Sa]); on connait fort peu de choses sur

 la structure du groupe pro-algebrique HHT, defini sur Qp, "enveloppe pro-
 algebrique de l'image de Galois" dans les representations de Hodge-Tate (le
 groupe HHT est aussi le groupe des 0-automorphismes du foncteur fibre qui, a

 toute representation V de Hodge-Tate, associe le Qp-espace vectoriel sous-jacent);
 voir cependant [Se3] et [Se4].

 b) La proposition precedente implique que le foncteur coHT, qui a V associe

 le K-espace vectoriel sous-jacent a DHT(V), est un foncteur fibre sur la categorie

 RepHT(G) a valeurs dans K; le groupe HWHT des 0-automorphismes de _WHT est
 donc un groupe proalg6brique defini sur K, qui est une K-forme interieure de
 HHTx Q K (cf. [Sa], chap. II, ?4). J'ignore totalement ce que l'on peut dire du
 torseur qui fait passer de HHT XQK a HJT.

 2. Construction du corps BDR

 (Pour la commodite du lecteur, ce paragraphe contient, entre autres, cer-
 tains extraits du ? 3 de [F-L]).

 On note A (resp. A, resp. Ac) 1'anneau des entiers de K (resp. K, resp. C).
 On designe par 'T une uniformisante de A.
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 REPRESENTATIONS p-ADIQUES 535

 2.1. Commengons par rappeler la construction de l'anneau R (cf. [Fol],
 chap. V, no. 1.4, oui R est note AR(C) ou [F-W], ?5): si f de'signe l'endomor-
 phisme de l'anneau A/pA d6fini par f(x) = xP, on note R la limite projective du

 diagramme

 f- -f f- -f- -f

 A/pA <-A/pA *- <-A/pA <-A/pA *-
 Un element x de R peut donc etre considere comme la donnee d'une suite

 (Xn)neN d'elements de A/pA verifiant x1 = xn, pour tout n; I'addition et la

 multiplication se font composante par composante.

 Si X = (xn)neN E R, et si on choisit, pour tout n, un relevement x'n de xn
 dans A (ou dans AC), alors, pour tout m E Z, la suite des Xnm converge, pour
 n -~ + x, vers un element X(m) E Ac qui ne depend pas du choix des releve-
 ments. L'application qui a x associe (x(m))m~Z) definit une bijection de R sur
 l'ensemble des familles (x(m))meZ d'elements de Ac qui verifient (x(m+l))P = x(m))
 pour tout m. Si l'on utilise cette bijection pour identifier R a l'ensemble

 de telles familles, et si x = (x(m))mEZ et y = (y(m))meZ sont deux elements
 de R, on a

 Xy x(MX y M) m M Z )
 - (X~~~~m()y-(nm))meZnm,

 x + y (Z(M))M avec z(m) lim (X(n~m) + y(n+m))P
 n- +oo

 Soit v la valuation de AC normalisee par v(7T) = 1 (on ecrira VK au lieu
 de v s'il y a risque de confusion). Pour tout x = (x(m))mez, on pose vR K(x) =
 vR(x) = v(x()). Alors vR est une valuation de R pour laquelle il est complet et R

 est integralement clos dans son corps des fractions (qui est un corps value,

 complet, alg6briquement clos, de caracteristique p). Le corps residuel de R

 s'identifie au corps residuel k de A; l'homomorphisme canonique de k dans R
 correspondant est celui qui, a e E k, associe (e(m))me , M) est le representant

 de Teichmuller, dans AC, de eP

 2.2. OA note W(R) I'anneau des vecteurs de Witt 'a coefficients dans R.
 C'est donc l'ensemble des "vecteurs" de la forme

 u = (UO , U1, . .. )Un, . .. ) , avec Un E R, pour tout n,

 et l'addition et la multiplication sont donnees par les formules usuelles (cf., par

 exemple, [Sel], chap. II, ?6).

 L'anneau W(R) est un anneau commutatif, integre, de caracteristique 0. On

 munit W(R) de la topologie produit, avec la topologie induite par VR sur chaque

 composante. On obtient ainsi un anneau topologique, separe et complet. En fait,
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 536 JEAN-MARC FONTAINE

 Si, pour tout ideal a de R, on note W(a) l'ideal de W(R) forme des vecteurs de
 Witt dont toutes les composantes sont dans a, les W(a) + p'W(R), pour a

 parcourant les ideaux non nuls de R et n les entiers positifs, sont des ideaux

 de W(R) qui forment un systeme fondamental de voisinages ouverts de 0 et

 W(R) s'identifie, en tant qu'anneau topologique, a la limite projective des

 W(R)/(W(a) + p'W(R)), chaque quotient etant muni de la topologie discrete.

 Pour tout x E R. notons [x] = (x,O,. .. ,O,...) son representant de
 Teichmuller dans W(R). Le fait que R est parfait implique que tout element de

 W(R) s'ecrit, d'une maniere et d'une seule, sous la forme 2[`0p [ v], avec les

 Vn e R (cette ecriture a un sens car la topologie de W(R) est moins fine que la
 topologie p-adique, et on a

 00

 (UO, U1,... * * ,...) = n p'4u>n])
 n=O

 2.3. L'anneau A est un W(k)-module libre de rang fini et la structure de

 k-algebre de R fait de W(R) une W(k)-algebre. Nous notons WA(R) la A-algebre

 A 0&W(k)W(R), que l'on munit de la topologie du produit tensoriel. C'est
 encore un anneau commutatif, integre, separe et complet pour sa topologie. Les

 A ?W(k)W(a) + n7WA(R), pour a ideal non nul de R et n entier positif, sont
 des ideaux de WA(R) qui forment un systeme fondamental de voisinages ouverts

 de 0.

 L'application a a 0 1 (resp. u + 1 0 u) nous permet d'identifier A (resp.
 W(R)) A un sous-anneau ferme de WA(R). Tout element de WA(R) s'ecrit alors,
 d'une maniere et d'une seule, sous la forme

 00

 2 7r [ [n] u avec les un c R.
 n=0

 On note encore WK(R) la K-algebre K ?AWA(R) = K 0W(k)W(R), que l'on
 munit de la topologie du produit tensoriel. C'est un anneau commutatif integre,

 separe et complet pour sa topologie, contenant WA(R) comme sous-anneau
 ferme. En tant que A-module topologique, WK(R) s'identifie a la limite inductive
 du diagramme

 WA(R) -->WA(R) * -oWA(R) -->WA(R) *-
 les applications de transition etant la multiplication par 77.

 Tout e16ment de WK(R) s'ecrit, d'une maniere et d'une seule, sous la forme

 Ein>> - o7Tn[?n]5 avec les Un E R. presque tous nuls pour n < 0.
 Remarquons enfin que G opere, par fonctorialite, sur R. W(R), WA(R),

 WK(R). Cette action de G est "compatible avec toutes les structures", en
 particulier, elle est continue.
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 REPRESENTATIONS p-ADIQUES 537

 2.4. PROPOSITION. Soit 0o: WK(R) -- C l'application definie par

 ([U = U] n
 n?-oo n?-oo

 i) L'application 00 ne depend pas du choix de 'n et est un homomorphisme
 continu et suriectif de K-algebres, qui commute a' l'action de G; I 'image de

 WA(R) est Ac.
 ii) Le noyau WK(R) de 00 (resp. le noyau WA(R) de la restriction de 00 a

 WA(R)) est un ideal principal de WK(R) (resp. WA(R)) et tout g6nerrateur de

 WA'(R) est un generateur de WK(R). Pour qu'un elk6ment 20' [un] de W'(R)
 engendre WA'(R), il faut et il suffit que u, soit une unite de R et on a alors
 VR(UO) 1.

 Demonstration. Le fait que la restriction 00 de 00 'a W(R) est un homomor-
 phisme de W(k)-algebres est un exercice facile sur la definition des vecteurs de

 Witt (ou, si l'on prefere, resulte immediatement de la propriete6 universelle des

 vecteurs de Witt). II est clair que 00 n'est autre que l'application K-lineaire

 deduite de 00 par extension des scalaires; l'independance par rapport 'a n et le fait
 que 00 est un homomorphisme de K-algebres s'en deduisent. Les autres assertions

 du (i) sont evidentes.

 Soit u un element de R tel que u(?) =-n. II est clair que [u] + n c WA'(R),

 ce qui montre l'existence d'un element 0? T[un] de Wn(R) tel que u1 est une
 unite de R.

 Si YETn[un] c WA'(R) et si u, est une unite de R, on a v(n=2nnu$))?2 et
 V(7U(O)) = 1; on doit donc avoir vR(u) v(u)) = 1.

 Soit maintenant ETn[un] un element de WA'(R) tel que u, n'est pas
 une unite de R. Quelque soit 7TnI[x] e WA(R), si on pose EnT[un] =
 (27Tn[U3]) (T[n Xn]), on a u= u -x1 ? ulx0, qui n'est pas une unite de R,
 puisque ni uI ni u0 n'en est uine. On en deduit que 2 n[un] n'engendre pas
 WA'(R).

 Soit enfin a = ET n [un] un element de WA'(R) tel que uI est une unite. Pour
 montrer que a engendre WA4(R), il suffit de verifier que, pour tout /B c WA'(R), il

 existe des xn c R et des fnm c WA(R) tels que, pour tout entier m ? 0, on ait
 m-1

 B= a : 77 n[Xn] + 77nmfm
 n=O

 Cela se fait par recurrence sur m. C'est clair, si m = 0. Si m > 0, on a

 0 0A(f) = 00(77ml/m-i) = 7m-1l0(fim/1) et fim_ 1 W'(R); si fim- -
 27Tn[Vn], on a V(2n, 1 ?n) - 1, donc VR(VO) = v(v()) 1 vR(uO); si on
 pose xm = v0/u0, on voit que 3- a(E2m-17Tn[xn]) [ XWA(R)

 Enfin, les assertions concernant WK(R) sont maintenant triviales.
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 538 JEAN-MARC FONTAINE

 2.5. PROPOSITION. Pour tout entier i - 0, posons Wk(R) = (W(R)). Alors
 les Wk(R) sont des ideaux fermes de WK(R) et n Wk(R) = 0.

 Commenvons par etablir un lemme:

 2.6. LEMME. Soit a un generateur de WA1(R). Si (13r)reN est une suite
 d 'elkments de WK(R) telle que la suite des afr tend vers 0, alors la suite des P3r
 tend aussi vers 0.

 Demonstration du lemme. Quitte a multiplier a par une unite, on peut

 supposer que a [u] + n, avec u element de R verifiant u -n, done

 VR(U) = V(77).

 Si la suite des af3r tend vers 0, pour r assez grand, afar c WA(R), donc aussi

 P et on peut supposer que les P3r sont tous dans WA(R).
 Pour tout nombre reel a - 0, soit WA a(R) l'ensemble des Tw[Un] u WA(R)

 qui verifient vR(Un) ? (a - n), pour n < a. Les WA a(R) sont des ideaux de
 WA(R) qui forment un systeme fondamental de voisinages ouverts de 0. Pour

 achever la demonstration du lemme, il suffit donc de verifier que, si ,B est un

 element de WA(R) tel que a,/ c WA a+i(R), alors /B c WA a(R).
 Pour cela, posons ,B = Y n n [ un ] et

 aB = - :f[ Vn] = :Eg[u un] + n~l [Un]

 On a vR(Vn) > (a + 1 - n) et on va montrer, par recurrence sur m, que
 VR(Um) ? (a - m), pour tout m ? 0:

 -on a vo = u uo, done vR(uO) =VR(VO)-1 2a;
 -Si VR(Un) (a -n), pour n < m, on voit que 2m-1nn[U +

 En= U7n~ ] - I WA, a+I(R) et on doit donc avoir
 00 00

 IT [U. Un] + 77n[Un-=1] = 77 [U Um] + 7m+ *(...)
 n=m n-m+ 1

 + ((WAsa+,(R),

 d'oui vR(U Ur) = V(n) + VR(Um) ? (a + 1-i), ou encore vR(um) ?
 (a-rm).

 2.7. D~mntrons maintenant la proposition 2.5: L'ideal WK'(R) est ferme,
 puisque c'est le noyau de l'application continue O0 et le lemme montre que la
 multiplication par a est un homeomorphisme de WK(R) sur WK'(R). Le fait que
 tous les Wk(R) sont fermes s'en deduit alors, par recurrence sur z.

 Soit a un generateur de WA1(R) et soit ,B un element non nul de n WK(R).
 Quitte a multiplier f, par une puissance de n convenable, on peut supposer que
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 / c WA(R) et /3 M nWA(R), done que /3 est de la forme 3 " 07Tn[un], avec
 U0 70.

 Pour tout entier i, il existe yi C WK(R) tel que aty- /3; comme WA(R),
 cela entraine que yi c WA(R). Comme a' = [u] + 7T(...) + ,avecvR(u)
 1, on a vR(UO) ?-i, d'ou u0 = 0, contrairement a l'hypothese.

 2.8. On pose BjlR/K=imWK(R)/Wk(R). On a en fait une K-algebre
 topologique en la munissant de la topologie de la limite projective, avec la

 topologie quotient sur chaque WK(R)/Wk(R) (nous appellerons cette topologie

 la topologie canonique de BDR/K) II est clair que BDR/K est aussi munie d'une
 action continue de G, compatible avec la structure de K-algebre. D'apres la
 proposition 2.5, WK(R) s'identifie a une sous-K-algebre dense (pour la topologie

 canonique) de BD et l'inclusion est continue.

 Comme WK(R) est un ideal maximal de WK(R), engendre par un element
 non nilpotent, BD R/k limWK(R)/(WK(R))z est un anneau de valuation
 discrete, complet (la topologie definie par cette valuation est, bien sur, plus fine
 que la topologie canonique) et le prolongement de O0 a BjDR/K (que l'on notera
 encore 00) identifie le corps residuel de BDR/K a C.

 Nous notons BDR/K le corps des fractions de BR 7K et, si d est la valuation

 de BDR/K normalisee par d(BDR/K) Z. on fait de BDR/K un anneau filtre en

 posant BDR/K {b E BDR/K I d(b) ? i}, pour tout i c Z. On a donc BjDR/K
 BDR/K et, pour tout i > 0, BD est I'adherence dans BDR/K de Wk(R).

 pour-K DR/K D/
 2.9. Nous nous proposons de montrer que BDR/K ne depend pas vraiment

 de K.

 Soit K' un corps local contenant K et contenu dans C (autrement dit le

 complete d'une extension finie, contenue dans K, d'une extension algebrique non
 ramifiee de K). La fermeture algebrique K' de K' dans C est une cloture

 algebrique de K' dont la completion s'identifie a C. En particulier, I'anneau

 R = AR(C) construit au no. 2.1 est le meme pour K et K'.
 Soit k' le corps residuel de K' et soit K' le corps des fractions de W(k'). On

 voit que WK,(R) = K' 0W(k')W(R) s'identifie "a K' ?KK;WK(R). L'application
 a "1 ?KK a definit un homomorphisme injectif de WK(R) dans WK,(R) et nous
 l'utilisons pour identifier WK(R) 'a une sous-K-algebre de WK.,(R). II est clair que

 WK(R) = WK%,(R) n WK(R). Par passage 'a la limite, l'inclusion de WK(R) dans
 WK,(R) induit donc un homomorphisme injectif de BDR/K dans B R/K, visible-

 ment continu (aussi bien pour les topologies canoniques que pour les topologies

 d'anneaux de valuation discrete), done un plongement continu de BDR/K dans

 BDR/K-.
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 2.10. PROPOSITION. Le plongement de BDR/K dans BDR/K' defini ci-dessus
 est un isomorphisme.

 Dbnonstration. Les corps BDR/K et BDR/K' sont tous les deux des corps
 complets a valuation discrete. Comme le plongement de BDR/K dans BDR/K' est
 continu, et comme ces deux corps ont le meme corps residuel, l'extension
 BDR/K'/BDR/K est finie, totalement ramifiee. Si a est une uniformisante de

 B DR/K il suffit de montrer que a est encore une uniformisante de BDR/K' On
 peut devisser la demonstration en deux parties:

 -le cas oui K' est le complete d'une extension algebrique non ramifiee de K,
 -le cas oui K' est une extension finie totalement ramifiee de K.
 Dans le premier cas, choisissons un element u de R tel que u() =- . Alors

 a [u] + n est un generateur de WK(R), donc a fortiori une uniformisante de
 BDR/K. Comme n est aussi une uniformisante de K', a est encore un generateur

 de WK,(R), donc une uniformisante de BDR/K'.
 Dans le second cas, quitte 'a remplacer K' (resp. K) par une extension finie

 (resp. finie non ramifiee), on peut supposer K'/K galoisienne. Posons J=
 Gal(K'/K) et choisissons une uniformisante n' de K' et un element u' e R tel

 que 00) =-n'. Alors a' = [u'] + n' est un generateur de WK,(R), donc une
 uniformisante de BDR/K-. Posons a = lgEI([U'] + gn'). II est clair que a c

 WA'(R) et que, si e [K': K], a [u"e](mod 7TWA(R)). Comme VR(Ue) =
 e * vR(u') = e * v(v') = v(,a), on voit que a est un generateur de WA'(R), donc
 une uniformisante de BDR/K. Mais on a a = a',, avec /B = lIgi1([u'] + gn')
 donc 0O(I) = lIg+(gi' - ') :# 0. Donc ,B est inversible dans BDR/KT et a est
 bien une uniformisante de BDR/K'.

 2.11. Remarques. a) Dans la suite, on utilise la proposition 2.10 pour

 identifier BDR/K et BDR/KT et on ecrit BDR au lieu de BDR/K BDR au lieu de
 B ~ ~ ~ ~ ~ ~~~~D DR/K' DR au lieu de BD/ B+ Bt aulieu de BbR

 DR/K' DRDRK

 b) Pour toute extension finie K' de K contenue dans K, on peut donc
 considerer BDR comme une K'-algebre; par passage a la limite, on peut donc
 considerer BDR comme une K-algebre. Si on designe par P le complete de
 l'extension maximale non ramifiee de K contenue dans K et par P la fermeture
 alg6brique de P dans C, B DR est meme une P-algebre. L'action de G est alors
 semi-lineaire, i.e. on a g(xa) = gx * ga, si g c G, x c P, a c BDR.

 2.12. PROPOSITION. Soit WA+(R) le sous-groupe (fernm) du groupe multi-
 plicatifde WA(R) formw des eWlments E2?0 7Ta[un] tels que VR(UO - 1) > O.

 i) Pour tout /B c WA+(R), la serie logB- = 00-)(,B- /n con-
 verge dans BjDR (pour la topologie canonique).
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 ii) L'application log ainsi definie est un homomorphisme continu du groupe

 multiplicatif WA (R) dans le groupe additif de BDR; son noyau est le groupe des
 racines de l'unite d'ordre une puissance de p contenues dans Knr, extension

 maximale non ramifiee de K contenue dans K.

 Drnonstration. Pour tout entier m 0, soit WA m(R) l'ensemble des

 En=077 [un] E WA(R) qui verifient VR(Un) m - n, pour tout n. Les WA m(R)
 (resp. les 1 + WA m(R)) sont des ideaux de WA(R) (resp. des sous-groupes de

 WA (R)) qui forment un systeme fondamental de voisinages ouverts de 0 (resp.

 de 1) et on a WA m(R) = (WA l(R))m. On voit que WA l(R) = WA'(R) +
 n * WA(R), donc que, pour tout m ? 1,

 WAm(R) = WAm(R) + * WAm 1(R) + * *+,m-1 * W1'(R) + ,am. WA(R).
 II est clair que pour demontrer (i) et prouver que log est un homomorphisme, il

 suffit de verifier le lemme suivant:

 2.13. LEMME. Pour tout B = 1 + y E WA (R), la suite des yf/n tend vers
 O lorsque n -* + 0o.

 Drmonstration du lemme. Les WA, m(R) + WKm+l(R), pour m c N. sont
 des sous-WA(R)-modules de WK(R) qui forment un systeme fondamental de

 voisinages ouverts de 0 pour la topologie de WK(R) induite par la topologie

 canonique de BDR. II suffit donc de vrifier que, pour m fixe, yr/n WA, m(R)
 + Wm+l(R), pour n assez grand.

 II est clair que l'on peut trouver un entier r tel que yr c WA,1(R). Si l'on
 pose n = r * a(n) + b(n), avec a(n), b(n) E N et 0 ? b(n) < r, alors, pour

 a(n) -m,

 a(n)

 'yafn) -rE WA, a(n)(R) = E 7T a(n) . WAi(R)
 i=O

 m a(n)
 = ,7.a(n)-m. E 7m i * WAi(R) + E 7.a(n)-i . WA(R).

 j=O j=m+1

 Pour 0 ? 1 m 7m- * WAi(R) C WA m(R), ce qui fait que

 n1 ya(n)r E n1 .a(n)-m. WAm(R) + WZ+'(R);
 il en est de meme de yn/n = yb(n) . Y a(n) r/n. Le lemme resulte alors de ce que,
 pour n suffisamment grand, n-1 7Ta(n)-m est entier.

 2.14. LEMME. Soit m un entier suffisamment grand (de faqon precise, un
 entier tel que m(n - 1) - v(n) 2e 1, pour tout entier n ? 2) et soit y e WA m(R)

 Alors yn/n c WA mi+ 1(R) + WKm+ 1(R), pour tout entier n > 2.
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 Dermonstration. On a

 n WAn(R) = 7mn* WA(R) + Wmn-1* WA(R) + + WA (R)

 m mn

 =.7T I 7(m?1-i* WA(R) + 77 WA). j=O j=m+ 1

 Comme, pour 0< j < m, 7m+l-? * WA(R) C WA m+l(R), on voit que yn/n
 E (n-1 mn-m-1) * WA m+l(R) + WK' (R). On a

 v(n-1 . 7Tmn-m-i) = mn - m - 1 - v(n) ? 0

 si m(n - 1) - v(n) ? 1, d'oui le lemme.

 2.15. Achevons maintenant la d~monstration de la proposition 2.12. La

 continuite resulte immediatement du lemme 2.14 qui montre que, pour m

 suffisamment grand, log(l + WA m(R)) est contenu dans 1'adherence de

 WA m(R) + WKm 1(R).
 Soit WA+ (R)tor le sous-groupe detorsion de WA+ (R). Comme WA(R) se

 plonge dans le corps BDR qui est une K-algebre, c'est un sous-groupe du groupe

 des racines de l'unite de B qui sont aussi celles de K; comme 00 envoie WA+ (R)
 dans le groupe des unites de Ac qui sont congrues a 1 modulo l'ideal maximal,

 (WA+(R))tor est un sous-groupe du groupe Ipp(K) des racines de l'unite de K
 d'ordre une puissance de p. II contient ILpoo(Knr) puisque WA(R) est une

 Anr-algebre (si Anr est l'anneau des entiers de Knr). S'il existait e e WAj(R)tor
 avec E 4 ILpoo(Knr) et si on note K' le complete du corps Knr(e), l'anneau
 WK,(R) = K' ? 'nWA(R) ne serait pas integre, ce qui contredit le fait qu'il se

 plonge dans le corps BDR. Finalement, on voit que WA (R)tor = bp4(Knr)
 Pour achever la demonstration de la proposition, il suffit donc de verifier

 que si 13 e WA+ (R) n'est pas un element de torsion, alors log 13 # 0. Soit m un
 entier verifiant les conditions du lemme 2.14. Il est clair que l'on peut trouver un

 entier r tel que fir E 1 + WA m(R). Comme fir # 1, il existe un entier m' > m

 tel que fir e 1 + WA m,(R), mais fir 4 1 + WA m,+I(R). D'apres le lemme
 2.14, =2( 1)n+ (13 - 1),/n appartient a i'adherence de WA m+ 1(R) +
 WKM''+(R). Si on avait log f 0, on aurait logBr = r log f 0 donc
 fr - 1 e WA m? +(R) + WKm' (R). Si fr - 1 = Y1 + y2, avec y1 e WA m? +(R)
 et y2 e WKm +'(R), on a y2 =fr - 1 - y1 e WA(R), donc

 Y2 e WA(R) n WK, '(R) = WAm" '(R) C WAm'+?(R);

 on aurait donc fir - 1 e WA m,?+ I(R), contrairement a l'hypothese.

 2.16. Remarques. a) II est clair que l'application log commute a l'action de

 Galois, i.e., que pour tout g ? G, tout fi e WA+(R), on a log(gfi) = g(logfi).
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 b) Si /B e WA (R), 00(f3) appartient au groupe Ucj des unites de Ac
 congrues a 1 modulo l'ideal maximal de Ac et l'on a 00(log,8) = log(/0(,8)).

 c) Soit UR le groupe des unites de l'anneau R congrues a 1 modulo l'ideal
 maximal de R (c'est en fait un Qp-espace vectoriel qui s'identifie a Homz(Qp,

 Uc+ ), en associant a' = (u('))nEz l'unique application Zp-lineaire 12: Qp --Uc+
 telle que fl(pf-) = uI(n)). L'application u + log([ u]) definit un monomorphisme

 de UR+ dans le Qp-espace vectoriel sous-jacent a BDR. NOUS l'utilisons pour
 identifier le Qp-espace vectoriel, de dimension 1, T= Homz(Qp, ILPoo)
 c Homz(Qp, U ajj) a un sous-Q -espace vectoriel de B?

 2.17. PROPOSITION. Tout l46nent non nul t de T (cf. rem. c) ci-dessus) est
 une uniformisante de BDR.

 Dmownstration. II est clair qu'il suffit de demontrer la proposition pour un

 choix particulier de t. On choisit t de la forme t log([E]), avec e(n))nEZ
 vrifiant E(0) = 1 (1) 7# 1.

 Tout d'abord, on a

 00(t) = 00(log([c])) - log(00([e])) = logg() = 0

 et t appartient a l'ideal maximal de BDR. Si a est un generateur de Wl(R), il
 existe /8 c BDR tel que t = a/3 et, pour achever la demonstration de la proposi-

 tion, il suffit de verifier que /0(,8) #& 0.
 II est clair que l'on peut supposer K absolument non ramifie (on a

 donc A = W(k) et WA(R) = W(R)) et choisir 7T= p, a = [u] + p
 (u,,1,O,0,...,0,...), avec ue R tel que uX() =-p.

 Posons [E] = 1+y et y=(CO5Cj5..;,Cn,...). On a 1+C0c=, donc
 c = E-1 et Cg?) = lim ,.(,(n)-1)p (si x, y c R. on a (x-y)(?)
 limn (x(n) - y(n))Pn; c'est clair si p =# 2, et, si p = 2, on a

 (x -y)= (x + y)(O) = lim (X(n) + y(n))2n

 =lim(x(n) - y(n) + 2y(n))2 = lim(X(n) -y(n))2

 Pour n - 1, v(E(n) - 1) = 1/pn-(p -1) et VR(CO) Wv(cg)) p/(p - 1).
 Supposons d'abord p #2. Comme p/(p - 1) ? 1, y c WA, (R). Comme

 n - 1 - v(n) > 1, pour tout entier n > 2, le lemme 2.14 s'applique et on peut
 trouver X c WA 2(R) et ti e BDR tels que

 t= log(l + y) = y + ? + ?a2.

 On a alors t = [co/ul] a + (y-[co/u] .a) + XA + a2. Comme X e
 WA 2(R), 00(X) c p2Ac et

 O = 00(t) =O0(y -[co/u] . a) (modp2AC).
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 Mais y - [c/u] -a est de la forme 2??lpn[yn], avec les yn c R, et
 00(y - [c/u] a) py(?) (mod p2Ac); on a donc VR(Yl) v(y(?))>1

 et y - [c/u] a e WA,2(R). Aussi peut-on ecrire

 al= t=[c0/u] a+X'?+ 2y, avec A' WA 2(R).

 On a 00(X') = 0 et A' e WA 2(R) n WA'(R); on verifie que cela implique que
 A'= au, avec W C WA, (R), d'ou

 a13 = [c0/u] a + aX' + a2[,

 ou 1l [co/u] + u' + aA et 00(/) = (cg?)/u(0)) + O0(A'). Comme ' e WA 1(R)
 p0(W ) C pAc; comme

 V(C(O)/t(?)) -(p/ (p- 1))-1 1/(p -1) < 1,
 on a v(00(/3)) = l/(p - 1) et 0o(/3) # 0.

 Supposons maintenant p = 2. La demonstration est analogue, sauf que l'on a

 besoin d'un calcul plus precis: on commence par calculer les deux premiers

 coefficients de y = [e] - 1 = (E,0,0,...,0... )-(1,0,0,... ,0,...); on trouve

 co = c, = E -1 d'ou y = E- 1] + 2[(Ec - 1)/]+ - WA,2(R),
 car VR(E - 1) 2 2 et VR((E - 1)1/2) 2 1.

 Comme 2(n - 1) - v(n) 2 1, pour tout entier n > 2, le lemme 2.14 montre

 que l'on peut trouver A e WA 3(R) et t E BiDR tel que

 t log(1 + y) = y + A + a 3,u.

 Posons x0 (e - 1)/u et x = (E - 1-X2)/U2; on a vR(xo)
 2 - 1 = 1 et vR(- 1 - x2) > 2 = VR(U2), donc x0, x1 C R. Si l'on pose =

 (x0, x1, 0,0,... ,0,...), on verifie que y - (a est de la forme E?22f[yn], avec
 les Yn e R. On a

 0 = 00(t) = 00(y) + 00(A) = O(y - a) + 0o(X).

 Comme A C WA,3(R), 00(X) e 8Ac, donc 00(y - {a) aussi et cela implique
 que VR(Y2) = V(Y20)) 2 1, donc que y -a e WA,3(R). On peut donc ecrire

 a,8 = t = ? + A' ? 3,U, avec ' e WA 3(R).

 On a donc A' e WA 3(R) n WA'(R) et on verifie que cela implique que A' = au'
 avec L' c WA 2(R), d'oui

 /3 + ?u' ? a 2A ,

 et 00(fl) = 00(t) + 00(t') = 0() (mod4Ac). On a 00(() = x0?) + 2x(l); or
 v(x(?)) = 1, tandis qu'un petit calcul montre que vR(xl) > 0, donc que v(2x1'l)
 > 1. On a donc v(00(,8)) = 1 et O0(,8) :# 0.
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 2.18. THfOBIME. L'algebre graduee associee a BDR (munie de la filtration
 par les BDR) s'identifie canoniquement a BHT (en tant que K-algebre, munie de
 l'action de G).

 D6mownstration. Choisissons un element non nul t E T. Pour tout entier i, on

 a BDR tBDR et grBHT = CT = {ct | c e C). Soit 0j: BDR -- griBH, l'appli-
 cation definie par 0i(t'/3) = t 0O(f), pour tout fP c B+R. II est clair que 0i ne
 depend pas du choix de t et que c'est une application K-lineaire surjective qui

 commute a l'action de G, dont le noyau est BD+R1. Enfin, si i et j sont deux entiers

 et si Y E BDR, y' c BbDR, on a 0j+?(yy') = i(Qy) -0(y'), d'oui le theoreme.

 2.19. Remarque. Soit s: C ---B-D R un K-plongement de C dans BDR tel que
 Ooo s= idc (un tel plongement existe; cf. par exemple, [Sel], chap. II, ?4) et soit
 C = s(C). Si l'on choisit un element non nul t c T, BiDR (resp. BDR) s'identifie
 'a l'anneau (resp. au corps) des series formelles C[[t]] (resp. C((t))) 'a coefficients

 dans C; l'application qui a E -1 _"c"ntn (avec les cn E C) associe 2t (c1)tn definit
 un isomorphisme de la K-algebre BDR sur C((t)). Cet isomorphisme ne commute
 pas en geneural a l'action de G; pour qu'il en soit ainsi, il faut et il

 suffit que C soit stable par G; j'ignore si un tel choix de C est possible (mais il

 me parait tout a fait invraisemblable qu'il existe un choix canonique de C).

 3. Representations de de Rham

 3.1. Notons FilK la categorie des K-espaces vectoriels filtres, a filtration

 indexee par Z. decroissante, exhaustive et separee:
 -un objet D de FilK est donc un K-espace vectoriel, muni d'une famille

 (D') de sous-K-espaces vectoriels, verifiant Di'+ C Di, pour tout i, et UD'
 -D, nfDt=O.

 -un morphisme qp: D -- D' est une application K-lineaire des K-espaces
 vectoriels sous-jacents telle que c(D') C D"t, pour tout i C Z.

 On designe par Fi1K la sous-categorie pleine de FilK formee des objets dont
 le K-espace vectoriel sous-jacent est de dimension finie.

 Les categories FilK et Fil' sont additives, et meme K-lineaires, admettent

 des limites inductives et projectives finies, mais ne sont pas abeliennes.

 On dit qu'un diagramme de FilK de la forme

 0 -D - D2 -D3 0

 est une suite exacte courte si la suite des K-espaces vectoriels sous-jacents est

 exacte et si, pour tout i e Z. la suite

 o -->D --* D -- D ---- 0 es exacte2 3
 est exacte.
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 Un foncteur additif de FilK dans une cat6gorie abelienne, ou d'une categorie

 abelienne dans FilK, est dit exact s'il transforme suite exacte courte en suite
 exacte courte.

 3.2. Si D1 et D2 sont deux objets de FilK, le produit tensoriel D1 0 D2 est,

 par d6finition, 1'objet D de FilK dont le K-espace vectoriel sous-jacent est
 D1 ?KD2, la filtration etant donnee par

 Di = z D' ?KD2.

 On designe encore par K l'objet de Fil' dont le K-espace vectoriel sous-jacent
 est K-lui-meme, la filtration etant donnee par

 (K)' =(K si i'<0,
 Alors K est un objet-unite de FilK, i.e., pour tout objet D de FilK, on a

 K ? D D ? K - D.

 Si D est un objet de FilK, son dual D* est, par definition, 1'objet de FilK

 dont le K-espace vectoriel sous-jacent est le dual du K-espace vectoriel sous-jacent
 a D, la filtration etant d6finie par

 (D*)' = (D'-')'

 3.3. On dispose d'un foncteur K-lineaire evident grK: FilK -> GradK: Si D est

 un objet de FilK, grK(D) est le K-espace vectoriel gradue

 g (D) = ) gr' (D) 5

 avec gr(D) = DI/D??l. Le foncteur grK est exact et on a des identifications
 naturelles

 g K(DI 0 D2) = grK(DI) 0 grK(D2), grK(D*) (gr K(D))

 3.4. Exemple. Le corps BDR a une structure naturelle de K-espace vectoriel

 filtre (muni d'une action de G) et le theoreme 2.18 montre que grK(BDR)
 s'identifie a BHT.

 3.5. Pour toute representation p-adique V, posons

 DDR(V) = (BDR 0&QV)G et DDR(V) = HomQ 1G](V, BDR)

 I1 est clair que DDR (resp. DDR) peut 8tre considere comme un foncteur covariant
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 (resp. contravariant) additif (et meme Qp-lineaire) de Rep(G) dans FilK (pour
 tout i e Z, (DDR(V)) = (BD ?QV) et (DR(V)) = HomQ[G](V, BDR))

 3.6. PROPOSITION. Pour toute representation p-adique V, DDR(V) et DDR(V)

 sont des objets de Fil' et la dimension de chacun des deux K-espaces vectoriels

 sous-jacents est infirieure ou egale a' la dimension de V sur Qp.

 Dmnonstration. L'identification grK(BDR)= BHT induit une injection de
 grK(DDR(V)) dans DHT(V) (resp. de grK(DDR(V)) dans DHT(V) et la proposi-
 tion rbsulte de l'assertion (i) de la proposition 1.6.

 3.7. Definition. On dit qu'une representation p-adique V est de de Rham si
 dimKD*R(V) = cime Vet on note RepDR(G) la sous-categorie pleine de Rep(G)

 dont les objets sont les representations de de Rham. On voit que c'est une

 sous-categorie de RepHT(G) et que, si Vest de de Rham, grK(D*R(V)) s'identifie
 a DHT(V). On verra, un peu plus bas (cf. assertion (i) du th. 3.10), que, si V est
 de de Rham, dim KDDR(V)= dimQ V; par consequent, grK(DDR(V)) s'identifie
 alors a DHT(V).

 3.8. Soit I le sous-groupe d'inertie de G et soit G' un sous-groupe ferme de
 G tel que G' n I est ouvert dans I. Le corps K' = CG' est alors un corps local
 contenant K et contenu dans C, la fermeture algebrique K' de K' dans C est une

 cloture algebrique de K', dense dans C.

 Tout Qp-espace vectoriel, muni d'une action de G, est aussi muni, par
 restriction, d'une action de G', et on definit ainsi un foncteur Qp-lineaire, exact
 et fidele, ResG/G': Rep(G) -- Rep(G').

 PROPOSITION. Soit V un objet de Rep(G). Pour que V soit de Hodge-Tate

 (resp. de de Rham), ilfaut et il suffit que ResG/G,(V) le soit.

 La demonstration est la meme dans les deux cas (et est bien connue dans le

 cas des representations de Hodge-Tate, cf. [Se3], chap. III, ?A.1). Elle repose sur

 le fait que BHT (resp. BDR) est le m~me pour K et K' et est une K'-algebre. On
 en deduit (loc. cit.) que, pour toute representation p-adique V, D*T(ResG/G,(V))

 (resp. DjR(ResG/G,(V))) s'identifie a K' 0KDHT(V) (resp. K' 0KPDR(V))

 3.9. PROPOSITION. Si V est une representation de Hodge-Tate telle qu'il

 existe un entier i verifiant HT(V) = HgriD T(V) (en particulier, si V est une
 representation de Hodge-Tate telle que dimQ V = 1), alors V est de de Rham.

 Dermnstration. Pour tout entier j, notons Ti le sous-Qp-espace vectoriel de
 dimension 1 de BDR forme des Ati, avec A E Qp, t E T, t $' 0. II est clair que V
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 est de de Rham Si et seulement si V 0QPT-' 1'est. Quitte a remplacer V par
 V 0QPT-h, on peut donc supposer i 0. L'hypothese revient alors a affirmer que

 dimK(C 0 QV)G dimQPV. On sait (cf. [Sen], p. 167, cor. 1) que cela revient a
 affirmer que, si G' est le noyau de la representation, alors G' n I est ouvert dans
 I. La proposition r6sulte alors de la proposition 3.8.

 3.10. Le theoreme suivant est alors une consequence facile (meme principe

 de demonstration que celles des prop. 3.4.1 et 3.4.3 de [Fo2]) des propositions 1.6
 et 3.9 et du theoreme 2.18:

 THAORAME. i) La categorie RepDR(G) est une sous-categorie pleine de

 RepHT(G), stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel, dual.

 ii) Une representation p-adique V est de de Rham si et seulemnent si
 dimKDDR(V) = dimQ V.

 iii) La restriction a RepDR(G) de DDR, aussi bien que de DMR, est un
 foncteur exact et fidele.

 iv) Si V1 et V2 sont deux representations de de Rham, DDR(V1 0 V2) (resp.
 DDR(V1 0 V2)) s'identifie, canoniquement et fonctoriellement, a D2DR(V1) 0
 DDR(V2) (resp. DD*R(V1) 0 DDR(V2)).

 v) Si V est une representation de de Rham, on a des isomorphismes

 canoniques et fonctoriels DDR(V) DR(V) (DDR(V))

 3.11. Remarques. a) L'assertion (i) du theoreme signifie que RepDR(G) est

 une sous- 0-categorie de RepHT(G). Le groupe pro-alg6brique HDR, d6fini sur

 Q "enveloppe pro-alg6brique de l'image de Galois" dans les representations de
 de Rham, est un quotient de HHT (cf. rem. (a) du no. 1.7). Que peut-on en dire?

 b) En particulier, a-t'on HDR $' HHT, i.e. existe-t'il des representations qui

 sont de Hodge-Tate sans 'tre de de Rham? S'il existe un corps de representants C

 de C dans B? stable par G (cf. rem. 2.19), la reponse est non. I1 n'est pas non
 plus impossible, a priori, qu'un tel C n'existe pas et que la reponse soit quand

 A

 meme non.

 c) Le theoreme implique que le foncteur WDR, qui a V associe le K-espace
 vectoriel sous-jacent a DDR( ), est un foncteur fibre. Le groupe H DR des
 0-automorphismes de W DR est un groupe pro-alg6brique defini sur K, qui est une

 K-forme interieure de HDR X QK.

 d) Soit U une representation de de Rham et soit Rep u(G) la sous- 0-categorie
 de Rep(G) engendree par U et U* (i.e. la plus petite sous-categorie pleine de
 Rep(G) qui contient U et est stable par sous-objet, quotient, somme directe,
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 produit tensoriel, dual). C'est une sous-categorie pleine de RepDR(G) et on

 dispose de trois foncteurs fibres sur Repu(G):
 -le premier, wu associe a V le Qp-espace vectoriel sous-jacent; le groupe

 HU des automorphismes de wu est l'enveloppe algebrique de l'image de Galois

 dans la representation U; c'est un groupe alg6brique defini sur Q., quotient de
 DR

 -le second, wu HT (resp. le troisieme WUDR) est la restriction a Repu(G) de
 WHT, cf. rem. (b) du no. 1.7 (resp. WDR); le groupe HUHT (resp. HUDR) des
 0-automorphismes de wuHT (resp. "U DR) est un groupe algebrique defini sur K,
 quotient de HHT (resp. HEDR) et est une K-forme interieure de HU X K. D'apres
 un resultat de Deligne ([Sa], chap. IV, th. 2.4), la filtration de WDR u est scindable
 et il en resulte que les groupes HUHT et HUDR sont K-isomorphes (mais, pas

 canoniquement).

 4. L'anneau B

 A) Construction des anneaux B+.

 4.1. On designe par Ko le corps des fractions de W(k) et par e le degre de
 l'extension K/Ko. Rappelons que A designe l'anneau des entiers de K et que w
 est une uniformisante de A. Tout element de WK O(R) (resp. WK(R)) s'ecrit donc,

 d'une manibre et d'une seule, sous la forme n oo P (resp. En> _.gn[Vn])'
 avec les vn E R, presque tous nuls, pour n < 0 (cf. no. 2.3).

 4.2. Pour tout ideal a de R, on note Sa (resp. SA a) le sous-ensemble

 de WKo(R) (resp. de WK(R)) forme des 6lements de la forme In, _.pn[Vn]
 (resp. ln>[- ov7n[vn]) qui verifient vn e a -a pour tout n < 0. C'est une sous-
 W(k)-algebre de WKO(R) (resp. une sous-A-algebre de WK(R) qui ne depend pas

 du choix de -7), stable par G. Si a et a' sont deux ideaux de R verifiant a C a',
 on a

 W(R) = S(O) C Sa C Sal C SR = WK(R) et

 WA(R) = SA (o) C SA a C SA a' C SA R = WK (R).

 Si l'ideal a est principal, et si a = Ico pn[vn] (resp. 1w07.n[vn]) est un 6l6ment
 de W(R) (resp. WA(R)) tel que a = vo * R, on a SQ = W(R)[p-la] (resp.
 SA a = W(R)[,r 1a]).

 Enfin, si a est un ideal de R et si b = al/e, on voit que PSAb C A ? W(k)Sa

 C SA b
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 A A

 4.3. Pour tout ideal a de R. on note SQ =limS./p'S. (resp. SA,
 - limSA a/pn5A Q = limSA a/'7nSA Q) le separe completb de SQ (resp. SAQ) pour

 la topologie p-adique. C'est une W(k)-algebre (resp. une A-algebre) topologique
 sur laquelle G opere continument. Si a 11, R, nf opfSl = 0 (resp. n,= TSA, a

 A A

 - 0) et SQ (resp. SA a) s'identifie a un sous-anneau dense de Sa (resp. SAQ)4

 On note BQ+ (resp. B, K) la K0-algebre Ko 0W(k)Sc (resp. la K-algebre
 K 0W(k)SC = K 0K B+ ) que l'on munit de la topologie du produit tensoriel. Si

 b = a l/e il rbsulte de la double inclusion PASA, b C A 0&w(k) S C SA, b que la
 K-algebre topologique BQ+K s'identifie a K 0ASA b

 4.4 PROPOSITION. Soient a et a' deux ideaux de R verifiant a C a' 7' R.

 L'inclusion de S. dans S., (resp. de SA, a dans SA, a) induit, par passage aux
 A A A A

 completes, un monomorphisme continu de S. dans S,, (resp. de SA, dans SA, a')'
 puis, par extension des scalaires, des monomorphismes continus de BQ+ dans Bt
 et de B+K dans BQK.

 Commengons par bnoncer un lemme, dont la verification est immediate:

 4.5 LEMME. Soit a un ideal propre de R qui est principal, et soit x un

 generateur de a. Pour tout u E R, notons u son image dans R/a. L'application

 qui, a Vn[Vn] E SAQ associe 2-(v nx-) *n, est un homomorphisme
 poyA surfectif de SAQ sur l'anneau (R/a)[(] des poiynomes a une variable a

 coefficients dans R/a, dont le noyau est 7TSA Q.

 4.6. De'montrons alors la proposition 4.4. I1 est clair qu'il suffit de verifier

 1'assertion concernant la fleche de SA, dans SA, Q' Le fait qu'elle se prolonge en
 un homomorphisme continu de SA a dans SA a' est evident puisque SA, C SA, a'

 implique que 7TaSA a C 'USA a" pour tout n.
 Le seul probleme est donc de montrer que 1'application est injective, et l'on

 voit qu'il suffit de le verifier dans le cas ouA a est un idbal propre et principal de R

 et oui a = '2. Choisissons un generateur x de a et posons vR(x) = 2X. Posons
 A A

 S SA a/ntSA a = SA Q/7TSA Q et utilisons le lemme 4.5 pour identifier S a
 (R/a)[t]. A
 Si 1'application n'etait pas injective, il existerait a E SAa ' non nul, dont

 l'image dans SA, CC serait nulle; comme SA, CC est sans 7r-torsion, on peut supposer

 Notons = 10 tin, avec Uin E R/a, l'image de a dans S, choisissons une
 suite (ar)rEN d'blbnments de SA, Q qui converge vers a et vbrifie ar a (mod 7TSAQ

 pour tout r, et posons ar = 2 n>> -oo7T[un r].
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 Comme & $t 0, il existe un entier s tel que tis $ 0. On a donc, pour tout r,
 (XSUsr) - :7 0, i.e. VR(X SU-sr) < 2x Ou VR(U- sr) <2(s + 1)X.

 D'autre part, on v6rifie que, pour tout entier m 2 0,

 I7T SA a' n SA. {a T2f[Vn] VR(V-n) ' {(rn+ n)X sin m '}

 Si l'image de a etait nulle, pour tout r suffisamment grand, on aurait ar C
 Ts+2SA n' n SA et, par consequent VR(U-s r) > 2(s + 1)A, d'ou une contradic-

 tion.

 4.7. La K-algebre WKl(R) s'identifie a une sous-K-algebre dense de BDR3
 aussi bien que de B+ K' pour tout ideal propre a de R. On a alors le resultat
 suivant:

 PROPOSITION. Soit a0 I 'ideal de R forme des u qui verifient VR(U) > v( p) et
 soit a un ideal de R contenu dans a0. La topologie de WK(R) induite par la
 topologie de B+ K est plus fine que la topologie induite par la topologie canonique
 de BDR. L'homonwrphisme continu de B+K dans B deBfini par passage aux
 compl6tions, est injectif.

 Demonstration. Compte-tenu de la proposition 4.4, il suffit de prouver la
 proposition lorsque a = a0. Si

 b = {x E R vR(x) > e' v(p)} {x c R I VR(X) ' 1}

 on voit qu'il suffit de prouver

 i) que l'injection de SA b dans WK(R) est continue (pour les topologies
 evidentes), A

 ii) que l'application de SA dans BDR, dduite par continuite, est injective.
 Pour montrer (i), rappelons (cf. no. 2.13) que les WA m(R) + WZ(R), pour

 m c N, sont des sous-A-modules de WK(R) qui forment un systeme fondamental
 de voisinages ouverts de 0 (pour la topologie induite par la topologie canonique

 de BjDR) et il suffit de verifier que

 7TMSA b C WA m(R) + WK (R), pour tout m:

 Si a est un generateur de W 1(R), on a a = &7r[un] avec u0 un
 generateur de b, et on en deduit que SA6, = W(R)[ T-la].

 On voit que tout element ,B C SAb b peut s'ecrire 1B - (7T-la)my + /B', avec
 Y,18' C SAb, et ,' = n+m+l7T [xj (avec les xn c R verifiant VR(Xl) -n, si
 n < 0); on a donc ?mf3 = amy + 2'V7Tn[xn-m]; or amy c WZ(R) et
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 l' 17Tn[Xn-m] E WAm(R), puisque vR(Xnm) m - n, pour O < n m, et 7TmpB c WA, m(R) + WK (R).
 Pour montrer (ii), commenvons par enoncer un lemme:

 4.8 LEMME. Pour tout entier m - 1, (WA m(R) + WKm(R)) nSA b est con-
 tenu dans l'ideal de SAb b engendre par r et (r- la)m.

 Montrons d'abord comment l'injectivite resulte du lemme. Si 1'application

 n'etait pas injective, il existerait un element non nul 13SA, dont l'image dans
 BDR serait nulle. Comme BDR est sans 'T-torsion, on peut supposer que 13 r 'USa 6

 Choisissons une suite d'elements (13r) r, de SA b qui converge vers 13 et verifie
 A A A

 13Pr 1 (mod 7TSA 6)' pour tout r. Soit S = SA b/7TSA b et soit ( 1'image de
 T-U a dans S. Pour tout entier m, P3r c WA m(R) + WT(R), si r est assez grand,
 donc, d'apres le lemme 4.8, P3r appartient 'a l'ideal de SA 6 engendre par (T- la)m
 et 'r, donc l'image 13 de 13 dans S appartient 'a l'ideal de S engendre par (m.

 Comme l'intersection des ( est nulle (cf. lemme 4.5), ,B est nul, ce qui contredit
 l'hypothese que 3 ? TSA

 Montrons maintenant le lemme. Posons X = (WA m(R) + WK (R)) nSA, b
 et notons Y l'ideal ( T,(7TVla)m); soit 13 c X. On peut ecrire 3 = (lT-a)my + 13',

 avec y,13' SA et f' = 2`__?7NT [Xj]. On a (7T a)m E X et (T la)m E Y,
 et on peut donc supposer 3 = 1'.

 Mais alors 3 = am8 + 8', avec 8 c WK(R) et 8' c WA m(R). On voit que
 8' c X et que 8' c 7TSA b C Y et l'on peut supposer 8' = 0.

 On a alors 13 = mz i~n= 7T'[Xn] = am8, avec 8 c WK(R), d'oui l'on deduit
 que 8 est de la forme 8 = 7T-m+180o avec 80o WA(R); on a alors13 T-m+lam8o
 = 7T(7T-mam8o) qui est un element de SA, b (puisque rT-mam8o C SA 05 donc
 de Y.

 4.9. Dans toute la suite, nous utilisons la proposition 4.7 pour identifier B+ K

 a un sous-anneau de BjDR.

 PROPOSITION. Soit a un iceal non nul de R contenu dans a 0. Pour tout
 1E3 WA+ (R), log 13 c K* Consideree comme une application du Zp-module
 topologique WA+ (R) dans le Zp-module topologique sous-jacent a B+ K l'applica-
 tion log est continue.

 Demonstration. Compte-tenu de la proposition 4.4, il suffit de demontrer

 l'assertion lorsque a = r, avec r entier ? 1.

 Si alors x = 2o TU[xn] [ WAr(R) on a x = (7-V[xO] + x'), avec x' c
 WA(R) C SA n et 7T-'[x0] c SA n d'oui l'on deduit que WA, (R) C 'USA a donc
 que, pour tout entier n ?0 , WA rn(R) C 7TnSAa n
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 Si maintenant m C N et y c WAmr(lR), alors, pour tout n>- 1, y E

 WAmrn(R) C TmnSA donc n-y C ln-l1mnS a
 Pour tout fi 1 + y e WA' (R), il existe un entier s tel que, si l'on pose

 P - 1?ys, on ait ys WAr(R). On a alors n-y7 y f7n-?T'SA, pour tout
 n > 1, et, comme n -IT n 0 lorsque n - + oo, la serie de terme general

 ( n1 -ys' converge dans K OASA, n Ba+K et log/P e B+K. II en est de
 meme de logB = p-slog fP.

 Pour tout entier m suffisamment grand, on a v(n-lTmn) = mn - evp(n) >

 m, si n > 1; par consequent, si y C WA, (R), n-1yn '7TmSA a et log(l + y) c
 TTmSA n Comme les 1 + WA mr(s), pour m c N, forment un systeme fondamen-

 tal de voisinages ouverts de 0 dans WA (R), la continuite en resulte.

 B) L'anneau B est de Barsotti-Tate.

 4.10. On note P0 le corps des fractions de W(k), P le complete de l'exten-

 sion maximale non ramifiee de K contenue dans K (on a donc P = Po K) et P la
 fermeture alg6brique de P dans C (c'est une cloture algebrique de P et c'est un

 sous-corps dense de C). Notons a: P0 -* P0 le Frobenius absolu et choisissons un
 element non nul t de T.

 Rappelons (cf. [Fo2], no. 7.2) que l'on appelle (K/K)-anneau galoisien flltre

 la donnee d'un anneau commutatif B contenant PO muni
 a) d'une application bijective F: B -* B, a-semi-lineaire, compatible avec la

 structure d'anneau;

 b) d'une filtration de B-= P 00B par des sous-P-espaces vectoriels (Bk)iEEz,
 decroissante, exhaustive et separee, telle que Bt-Bf C Bf-+i, si i, j eZ;

 c) d'une action de G. Galois-semi-lineaire (i.e., additive et telle que g(Xb)

 gA X gb si g i G. XE PO, b E B), compatible avec la structure d'anneau, qui
 commute 'a l'action de F et qui, lorsqu'on l' etend par Galois-semi-linearite a BP-
 respecte la filtration. On suppose en outre que l'action de Galois est continue sur

 tout sous-P0-espace vectoriel de dimension finie stable par G.

 Par exemple, le sous-anneau P0 [T. T-1] de B DR' forme des 2 i zit' (avec les
 ci presque tous nuls) qui verifient ci E P0 pour tout i, a une structure de
 (K/K)-anneau galoisien filtre: I'action de F est donnee par F(Ecit') = 2pia(citi
 la filtration et l'action de G sont evidentes.

 4.11. Soit alors B+ l'intersection des B>+ pour a parcourant les ideaux

 propres de R. C'est un sous-anneau de BjDR qui contient WK(O(R) donc aussi
 WKO(k) = PO; on a aussi T C B+ , d'apres la proposition 4.9 et B+ est un
 sous-anneau de BDR contenant P0 [T].
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 Nous notons B le sous-anneau B? [t-'] de BDR. Cette definition ne depend
 pas du choix de t et 1'application evidente de Po[T, T-'] ?P.[T] B+ dans B nous
 permet d'identifier ces deux anneaux. En particulier, B contient Po [T, T-] et
 l'on a B= U iEzt-B+.

 L'anneau B a une structure naturelle de (K/K)-anneau galoisien filtre

 (contenant P0 [T, T-1], comme sous-(K/K)-anneau galoisien filtre):

 a) L'anneau WK0(R) = KO W(k)W(R) est muni d'une application F:
 WKl(R) -* WKl(R), a-semi-lineaire: on a F(n,,,?p'[xn]) = p p[x P]. Pour tout
 ideal propre a de R, FSa C S,, et F opere par continuite sur la completion
 p-adique S. de S., puis, par extension des scalaires, sur B+= K0 ?W(k)S. II est
 clair que F induit une bijection de S sur SI Sp, donc de Sa sur Scp et de BQ+ sur B>+P .

 Si a est un ideal propre de R1. on a B+= n ?=Bopn et on en deduit que la
 restriction de F a B+ est une bijection de B+ sur lui-meme.

 II est clair que t est de la forme t = log([e]), avec e C UR+ et que l'applica-
 tion log commute a F; on a done

 Ft = log(F([e])) = log([cP]) = log(([6])p) = p 1og([E]) = pt.

 On peut done prolonger l'action de F a B en posant F(t-) p'Ut-'. On a bien

 ainsi muni l'anneau B d'une action bijective de F. a-semi-lineaire, compatible

 avec la structure d'anneau, dont la restriction a Po[T, T-] est celle qui a deja ete
 definie.

 b) Pour toute extension finie P' de P0 contenue dans P, pour tout ideal

 propre a de R contenu dans a0, l'inclusion de P' 00B + = B+ PI dans BDR
 (appliquer la proposition 4.7 au cas oui le corps de base est le corps local P')

 induit une inclusion de Bp+, = P' (09B+ dans BDR et aussi de Bp, = P' 0(0 B
 P'[T. T-1] (?P'[T] Bp+, dans BDR-

 Si P" est une extension finie de P' contenue dans F. Bp" s'identifie a
 P" '9pBp. et le diagramme

 BPI<

 I BDR,5

 ou la fleche verticale est celle qui a b c Bp, associe 1 Opb, est commutatif. Par
 passage a la limite, on peut donc identifier Bp P 080B a un sous-anneau de
 BDR. On le munit de la filtration induite par celle de BDR; i.e., pour tout i e Z.
 on pose Bp= Bp n BDR. II est clair que cette filtration a bien les proprietes
 requises.

 c) Enfin, il est clair que 1'action naturelle de G sur B a bien les proprietes
 requises.
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 4.12 THkORkME. Le (K/K)-anneau galoisien filtr B est un (K/K)-
 anneau de Barsotti-Tate.

 4.13. Avant de demontrer ce theoreme, commenvons par rappeler qu'il

 signifie (cf. [Fo2], no. 7.2) que B contient Po[T, T-'] comme sous4(K/K)-anneau
 galoisien filtre (ce qui, ici, est bien le cas) et verifie les deux conditions suivantes:

 (Fil) si Bo {f3 c B j Ff3 = 13, on a Bo n Bp- Qp;
 (Tate) il existe un monomorphisme 0: gr(Bp) - C[T, T-'], qui, lorsqu'on le

 restreint a P[T, T'1] = P ?8)p0P0[T, T'1] est l'isomorphisme evidente de

 gr(P[T, T-']) sur P[T, T-] (ces deux conditions impliquent (cf. [Fo2], rem. de

 la p. 19) la condition

 (Gal) on a BC = KO).
 Rappelons aussi (cf. op. cit.) que cela implique que B, muni de F, de l'action

 de G, et de la filtration de BK = K OKOB induite par l'inclusion de BK dans Bp et
 par la filtration de Bp- est un anneau de Barsotti-Tate (relativement au corps K).

 Remarquons enfin que l'inclusion de Bp- dans BDR induit une inclusion de
 gr(Bp) dans gr(BDR); le compose de cette inclusion avec l'isomorphisme de

 gr(BDR) sur BHT donne le monomorphisme 0 cherche et B verifie bien (Tate).

 Pour demontrer le theoreme, la seule chose qui reste a faire est donc de prouver

 que B verifie (Fil).

 Pour cela, on peut supposer K = K0, ce que nous faisons jusqu'a' la fin du
 chapitre 4. En particulier, si vp designe la valuation de C normalisee par
 vP(p) = 1, on a VR(x) = vp(x(0)), pour tout x c R. On a BK = B, et, pour tout
 i c Z, on pose B' = BK.

 4.14 PROPOSITION. Si /3 c B+ est tel que Fnf3 c B1, pour tout entier n > 0,

 alors ,B c tB+ (oui t est un elhnent non nul de T).

 Dhnonstration. Soit e = (e(n)c)fEZ un element de R tel que e(?) est une
 racine primitive p-ieme de l'unite. On peut choisir t = log([c]). Posons a

 {x E R I VR(x) > P/(P 1}; comme a0 = {xe R I vR(x)_11, on a a c a0
 donc Sa C Sa0.

 Commenvons alors par etablir deux lemmes:

 4.15 LEMME. On a t Sa. Si (a,,)nfEN sont des el&nents quelconques de
 W(R), la se'ne En=oaott converge dans Sao. Si l'on note S = W(R)[[t]] A a
 le sous-anneau de Sao fonme des el&nents qui peuvent s 'ecrire sous cette forme,

 S est separe et complet pour la topologie p-adique et l'on a S. C S C Sa .

 Demonstration du lemme. Si [e] =1 + y, on a t = 201(-1)n+'n y n. A A _
 Comme t e B+ C B+ = K ?W(k)Sa pour montrer que t S Sn, il suffit de v6rifier

 que n'-y Ez S., pour tout entier n ? 1.
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 Si y = 2p [x ], on a x c = e1 et on en deduit que vR(xO) = vp(xO
 1/(p- 1).

 Montrons que, pour tout entier n ? 1, n- y n- n[x ] E pS: en effet,

 -y [xo] mod pW(R) donc y =[xo] mod pS,; si n = mpT, avec (m, p) = 1,
 on a donc ym- [xW] mod pS., d'oui ymp _ [XmPf] mod pr+lSa; et n-lyn
 n-l[x'] mod Pa, puisque -lpT+lS = -'PSa = PS.

 Toujours en posant n = mpT, avec (m, p) 1, comme vR(Xo') = n/(P -1)
 > rp/(p - 1), pour tout n > 1, on a p-T[x,] c S% et n-'[x'] = m- ip-r[x,]

 1 ~~~~~~~A
 aussi. Par consequent, n-lyn E S. et on a bien t e Sa.

 Si p =# 2 et n ? p + 1, ou si p = 2 et n :# 1, 2,4, on voit que n/(p-1) ?

 (r + l)p/(p - 1), donc que p-r-1[X'] Ez SC, d'oui n-'[x'] = p m- p-r- 1
 C PSL. II en resulte que, si l'on pose

 P

 (-1)n n -1[xn] si p # 2,
 t = n=l

 {[x:] + 2-1[x2] + 2-2[X4] sip 2,

 A

 on a t t' mod pSC. A A
 A fortiori, on a t t' mod pS et tP-1 = (t')P-1 mod PSCO. Un calcul

 simple montre que (t')P-1 e pSL0; on a donc tP' pSCL et toute serie de la A ~~~A A A 0

 forme Ea.tn converge dans SaO. Comme S C SCL, S est separe pour la topologie
 p-adique et il est immediat qu'il est aussi complet.

 Enfin, Si on pose x p'[xP] on voit que Sc est la sous-W(R)-algebre de
 WK(R) engendree par (. Mais on a ( c S + pSa (si P # 2, - V W(R), donc
 A A A AA

 EI W(R)[t] + pSa C S + pSa; si p = 2, 42 + t, [xo] E W(R)[t] +

 PSa C S + PSS et on verifie facilement que les deux solutions de l'equation
 AA A A

 X2 + X = t'-[xp] dans BDR sont dans S + pS4)5 donc Sa C S + pSa, d'oui
 aussi Sa C S + pSa, ce qui implique S. C S puisque S est complet pour la
 topologie p-adique.

 4.16 LEMME. Soit 9: W(R) - (A,)' 1'application definie par 9p(a)
 (OO(F na))lEN. Alors kerTg C PSaL.

 (Rappelons que W(R) et Sa sont tous les deux des sous-anneaux de B+.)

 Deronstration. Soit a = Y2'0p[yn] un element du noyau de T. Si l'on

 pose n =Y on a
 00

 O = O0(Fma) pnrpm, pour tout entier m ? 0.
 n0 n=O

 II suffit de demontrer que vR(yo) = vp(,0) - p/(p - 1). Comme
 p/(p - 1) = 2r?=0p-r il suffit de verifier que, pour tout couple (r, m) c N X N,
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 on a vp,(,m) ? p +(l ? p' + + p '). On procede par recurrence en ordon-
 nant les couples (r, m) par ordre lexicographique:

 a) si (r, m) = (0,0 ), on a 00(a) qo (mod pAc); done vp(70) - 1;
 b) si r = 0, mais m t 0, on a

 m-1

 O = Oo(Fma)- 2 Pn7pg + P m'pmq (modpm+lAC);
 n=O

 par hypothese de reurrenee, pour 0 < n < m - 1, Vp(qn) > p-, done
 vp(pnri<P ) ? n ? pmn >? m + 1 et on doit avoir Vp(pm'qP) ? m + 1,
 i.e., m ? PVp('.m) > m ? 1, ou Vp('I.m) > p ;

 c) si r t 0, on a

 m-1 00

 O = OO(Fma) = pni ? p7Pm + n p7n
 n=O n=m+1

 par hypothese de recurrence,

 -pour 05 n < m- 1, vp(7,n) 2p -n(l p+ p- + +p-)r done

 Vp(p np$) ? n + pm-n( + p-1 + . +pr) ? m + (i + p' + *+P);
 -pour n 2 m + 1, Vp('qn) 2p-(l ? p'- + ?+p-+ 1), done

 (pn$PM) ? n + pm n( + p-1 + . +p-r+l) m + (I + p-1 + +p-r)

 On doit done avoir vp(p'm7Pm) ? m + (1 + p-' ? ?pr), ou encore

 Vp(?)m) ? P-m(l + p-1 + p . r)

 4.17. Fin de la demonstration de la proposition 4.14. Comme B+ C B+

 K SW(k)Sl quitte 'a multiplier /3 par une puissance de p convenable, on peut
 supposer que ,B appartient 'a S done 'a S (cf. lemme 4.15). II suffit done de

 montrer que l'ideal J de S forme des /B verifiant Fn,3 c B1, pour tout n C N. est
 l'ideal engendre par t (I'inclusion tS C J est evidente).

 Soit /3 EEJ. Comme /3 E S = W(R)[[t]], on peut ecrire /3 ty + 3, avec

 y e S et S e W(R). Comme ty E J, S EJr n W(R) = kerT et le lemme 4.16
 montre que S3E PSa C pS. II est clair que 3' = p- 1S E J et on a donc I c tS + pi.
 Comme S est separe et complet pour la topologie p-adique, on en deduit que

 A

 J C tS.

 4.18. Remarque. Soit W(Ac) I'anneau des vecteurs de Witt 'a coefficients
 dans AC. L'application, qui 'a a = (a0,a ,...,an,...) e W(Ac) associe w(a) =
 (0(a)5 wl(a)5. * **n(a)5 *.*.* ), avec wn(a) = aPn + papn-1 + +pn a, est un
 homomorphisme injectif de W(Ac) dans (AC)N. II est facile de voir que, si T est
 l'application definie au lemme 4.16, on a imqT C im w. II existe donc un
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 homomorphisme d'anneaux 4: W(R) -* W(Ac) et un seul tel que w ) p = . On
 peut prolonger l'application 4 'a l'anneau S defini au lemme 4.15 en posant

 4,(a + t/3) = 4(a), Si a E W(R), ,3 E S (si a + t3 = a' + t/3', on a ,(a) = A(a')
 et le prolongement est bien defini). On a alors un diagramme commutatif

 O tS n W(R) -*W(R) -*W(Ac)

 2 2
 A~~~~ 0*> tS -*S *W(Ac)

 dont les lignes sont exactes et 4(W(R)) = (S). Je ne connais pas d'application
 de ce resultat et j'ignore si 4 est surjective.

 A

 4.19 PROPOSITION. L'intersection des Sa' pour a parcourant les idWaux
 propres de R est 6gale a" W(R).

 Demonstration. Comme W(R) est contenu dans l'intersection, il suffit de
 demontrer l'inclusion dans 1'autre sens. Choisissons un element non nul x
 appartenant a l'ideal maximal de R et soit b l'ideal de R engendre par x. Soit

 A ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~A

 X = n c~oS r. II s'agit de montrer que X C W(R). Comme W(R) et les Sbr sont
 separes et complets pour la topologie p-adique, il suffit de verifier que X C W(Rl)

 + pX. A
 Pour tout entier r ? 1, posons (r = p-1[xr]; alors, SbT est la sous-W(R)-

 algebre de WK(R) engendree par (r. Si l'on pose Sr = Sbr/pSbr = S'r/pS"r on
 sait (cf. lemme 4.5) que ?r s'identifie a 1'anneau (R/br)[Mr] des polynomes en la
 variable (r a coefficients dans H/br; si b r: Sb'r - Sr est la projection canonique et A

 si , = 10Bn , avec les f3n e W(R) presque tous nuls, est un element de Sbr
 on a Pr(-) = 2oor(pngn' en designant encore par Pr: W(R) - Rl/br le
 compose des projections canoniques

 W(R) --R -* R/lb
 Soit alors a e X. Pour tout entier r-> 1 on peut ecrire

 00

 Pr ( Lt r( n ) rae e 0r, n EE W( R),
 n=O

 presque tous nuls pour r fixe (les arr n ne sont pas uniquement determines, mais
 les Vr(ar n) le sont).

 Si r et s sont des entiers verifiant s - r ? 1, soit 'q1s r. s r l'application
 deduite, par passage aux quotients, de l'inclusion de S dans S r; comme
 AA

 (s = [X ] tr, on a
 00 00

 ris r(2 s( -n = Pr([Xn(s-r)]Bn)rn
 n=O n=O
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 En particulier, '12r, r('n=02r(fln)42'r) = vr(#O) car pr([xnr]) = 0, pour tout entier
 n ? 1.

 II en resulte que les Vr(ar n) sont nuls si n ? 1, et on peut donc ecrire

 'r(a) = ir(aro). Si, pour tout r, on choisit un relevement ur de Pr(ar O) dans R,
 on voit que ur+1 Ur mod V, et la suite des ur converge dans R vers un element
 u; de plus vr(a) = Ir([u]), pour tout r. Donc ir(a - [u]) = 0, pour tout r et
 a - [u] e pX, d'oui X C W(R) + pX.

 4.20. Demontrons maintenant le theoreme 4.12. Rappelons (cf. no. 4.13)

 qu'il suffit de verifier que si /3 E Bo verifie Ff3 = f, alors /3 E Qp.
 Montrons d'abord que /3 e B+: Comme on a B = U 70 t- iB+, il suffit de

 verifier que le plus petit entier i - 0 tel que tP3 EE B+ est egal a 0. Sinon on
 aurait 3 = t-i/', avec i > 0, /3' E B+, et /3 E Bo implique que /3' E B' C B';
 pour tout entier n ? 0,

 F n/ = Fn(t if) pnitF n/ = pniti/ = pni/ E B1.

 La proposition 4.14 montre que /3' =t/", avec /3" E B+ et /B = i-l/,'' ce qui

 contredit la minimalite de i.
 A Choisissons un ideal propre b de R. Comme /3 E B+ C Bf, K 0~w(k)Sb, on

 peut, quitte a multiplier /3 par une puissance de p, supposer que /3 E Sb. Comme
 F nS - Sf pn, on a / - Fn/ E S pn, pour tout n, et /3 n ? f =oS n qui est
 aussi l'intersection des SaQ pour a parcourant les ideaux propres de R. D'apres la
 proposition 4.19, on a donc /3 E W(R). Si /3 = (u05, ,U... ,5un5,.), on a F3 =
 (0. uP..., uP. ... ), donc, pour tout n, uP =u; i.e., un E Fp, et , E W(Fp)=
 ZP C QP.

 4.21. Remarques. 1) Pour tout entier m et tout ideal propre a de R. soit
 BWK(R; m, a) le sous-ensemble de BWK(R) forme des EneZ7rn[bn] qui verifient

 bn E a si n < m; c'est un sous-WA(R)-module de BWK(R). Notons BiVK(R) le
 WA(R)-module limm a BWK(R)/BWK(R; m, a), que l'on munit de la topologie

 de la limite projective (avec la topologie discrete sur chaque quotient).

 On voit que BWK(R) s'identifie 'a un sous-WA(R)-module de BivK(R) et que

 la multiplication dans BWK(R), muni de la topologie induite par celle de

 BivK(R), est continue. Par passage a la limite, on peut donc definir une

 multiplication sur BivK(R) qui devient ainsi un anneau commutatif topologique

 contenant BWK(R) sur lequel G opere continument. Lorsque K = Ko
 FracW(k), BivK(R), qui est aussi muni d'une action de Frobenius, n'est autre

 que l'anneau Biv(R) introduit par Barsotti ([Ba], Cap. 2).

 2) Pour tout ideal propre a de R. la topologie de BWK(R) induite par celle
 de BQ+K est plus fine que celle qui est induite par la topologie de BivK(R), d'oui,
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 par continuite, une application continue de BQ+K dans BivK(R) qui est en fait

 injective et qui permet d'identifier BQK a un sous-anneau de BivK(R)

 (en particulier, chaque BQ+ est un sous-anneau de Biv(R) et leur intersection

 B a fortiori).

 3) En revanche, la topologie de BWK(R) induite par celle de BDR n'est ni

 plus fine, ni moins fine que celle qui est induite par BivK(R). L'identite de

 BWK(R) ne se prolonge donc par continuite ni en une application de BDR dans

 BivK(R), ni en une application de BivK(R) dans BDR.

 J'ignore si l'anneau BivK(R) peut etre utile pour la classification de certaines

 representations p-adiques. En particulier, on a K C (BivK(R))G, mais je ne sais

 meme pas si cette inclusion est une egalite.

 5. Representations cristallines et potentiellement cristallines

 Rappelons que Ko Frac(W(k)), P0 Frac(W(k)), P KPO, P =
 fermeture algebrique de P dans C. On pose e [K: Ko] [P: P0].

 5.1. Rappelons ([Fo2], no. 1.2) que l'on appelle module filtr6 (on dira
 module de Dieudonne filtrW au-dessus de K, lorsque l'on voudra 8tre plus precis)
 la donnee d'un K0-espace vectoriel D muni

 i) d'une application F: D -* D, bijective, a-semi-lineaire,
 ii) d'une structure de K-espace vectoriel filtre (i.e., d'objet de FilK) sur le

 K-espace vectoriel DK = K ?KOD.
 On note MFK la categorie des modules filtres et MFK la sous-categorie pleine

 de MFK formee des objets dont le K0-espace vectoriel sous-jacent est de dimen-
 sion finie (attention au changement de notation par rapport a [Fo2], oui la
 premiere categorie n'avait pas de nom et la seconde s'appelait MFK). Ce sont des

 categories additives, Qp-lineaires, admettant des limites inductives et projectives

 finies, mais qui ne sont pas abeliennes. On definit, de favon evidente (loc. cit.), le

 produit tensoriel de deux modules filtres, le dual d'un module filtre.

 Notons MFK la sous-categorie pleine de MFK dont les objets sont les modules

 filtr&s faiblement admissibles (cf. [Fo2], no. 4.14; dans [Fo2], les modules filtres
 faiblement admissibles ne sont definis que lorsque k est algebriquement clos, mais

 la definition garde un sens sans cette hypothese; en outre, si D est un objet de

 MFK, Po 0KOD= Dp a une strdcture naturelle de module de Dieudonne filtre
 au-dessus de PF et D est faiblement admissible si et seulement si Dp l'est; voir a
 ce sujet [La2], ?2). La categorie MFK est abelienne.

 Pour toute representation p-adique V, DB(V) = (B 'Q V)G a une structure
 naturelle de module filtre. Comme K ?&KODB(V) = K 8)KO(B 0&Q V)G s'identifie
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 'a (BK 0QV)G C (BDR 0QV)G = DDR(V), on a

 dim KDB(V) ? dimKDDR(V) < dimQ V.

 On dit que la representation p-adique V est cristalline (ou, dans la terminol-

 ogie de [Fo2], B-admissible) si dimK DB(V) = dimQ V et on note RepJri(G) (ou
 RepB(G)) la sous-categonie pleine de Rep(G) dont les objets sont les representa-

 tions cristallines. C'est donc une sous-categonie de RepDR(G), et, si V est

 cristalline, DDR( V) s'identifie a K 0K0DB( V).

 Enfin, on dit qu'un objet D de MFK est admissible (ou, plus precisement,
 B-admissible) s'il existe une representation p-adique cristalline V telle que D -

 DB(V) et on note MFK B la sous-categorie pleine de MFK dont les objets sont les
 modules filtres admissibles.

 5.2. L'enonce suivant rassemble, outre des resultats que l'on vient de voir,

 des resultats epars dans [Fo2] (no. 3.4.1, 3.4.3, 3.6.5, 3.6.7, 4.4.5 et 4.5.1):

 THEOREME. i) La cat6gorie Rep,,r,(G) est une sous-cat6gorie pleine de
 RepDR(G), stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel, dual.

 ii) La categorie MFK B est une sous-categorie pleine de MF4, stable par
 sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel, dual.

 iii) Le foncteur DB induit une equivalence entre Rep,,J(G) et MFK B; si
 V, V1, V2 sont des representations p-adiques cristallines, on a des identifications
 naturelles

 DB(V*) = (DB(V))* DBB(V1 (L V2) = DB(V1) 0 DBB(V2). iv) Le foncteur YB, qui a tout module filtre admissible D associe
 (B O)K0D)[O] {v (V B OKOD I Fv = v et v EE EiEZB-2 ?KDK} est un quasi-
 inverse de la restriction de DB a Rep,,J(G); si D, D15 D2 sont des modules
 filtres admissibles, on a des identifications naturelles

 YB(D*) = (B(D))*, YB(D1 09 D2) = B(D1) ?9 YB(D2).

 v) Si V est une representation p-adique cristalline K OKODB(V) s 'identifie a
 DDR(V).

 5.3. Conjecture. On a MFK B MFK, i.e., tout module filtr6 faiblement
 admissible est admissible.

 On dispose de resultats partiels dans cette direction:

 -si e = 1 (on a alors DK = D, pour tout module filtre D) et si D est un
 module filtre faiblement admissible tel qu'il existe un entier j pour lequel Di = D
 et Di'P = 0, alors D est admissible; c'est le resultat principal de [F-L];
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 -si D est un module filtre faiblement admissible tel qu'il existe un entier j

 pour lequel DKj= DK, DK2 0 et si, ou bien e ' p-1, ou bien dimKDK < 1,
 alors D est admissible; si j 0, c'est une consequence de [La2], th. du no. 2.1,
 dans le premier cas (resp. de [Lal], th. du no. 2.1, dans le second cas) et du fait
 que B est adapte aux groupes p-divisibles (voir le ?6); le cas general s'en deduit

 par une torsion 'a la Tate.

 5.4. Remarques. a) On peut aussi definir des foncteurs contravariants

 DB: RepB(V) )- MFKB et VY: MFK B RepB(V) en posant D*(V)
 HomQ [G](V, B) et VB*(D) = HomMF (D, B). On voit que D*(V) s'identifie a
 DB(V*) et jB*(D) a\ j(D*), d'ou toutes sortes de bonnes proprietes des

 foncteurs DB* et YB.

 b) Le theoreme implique que Repjr,(G) est une sous-0-categorie de
 RepDRI(G) et le groupe pro-algebrique HB, defini sur Qp, "enveloppe pro-
 alg6brique de l'image de Galois dans les representations cristallines", est un
 quotient de HDR (cf. rem. (a) du no. 3.11).

 c) Le theoreme implique que le foncteur OB, qui a V associe le K0-espace

 vectoriel sous-jacent a DB(V), est un foncteur fibre. Le groupe HBeud des
 0-automorphismes de ce foncteur est un groupe pro-algebrique defini sur K0 qui

 est une K0-forme interieure de HB XQ K0.

 d) Soit U une representation cristalline et soit Repu(G) la sous-0-categorie
 de Rep(G) engendree par U et U* (cf. no. 3.10, rem. (d)). C'est une sous-categorie

 pleine de Repjri(G) et l'on dispose de (au moins!) cinq foncteurs fibres:
 -Les trois premiers cu5, CUHT et cUDR ont ete definis au no. 3.10 (rem.

 (d)); le groupe des 0 -automorphismes de ou (resp. coU,HT 5U,DR)) est un groupe

 algebrique Hu (resp. H HT' HUDR) defini sur Qp (resp. K, K).
 -Le quatrieme, B. est la restriction 'a Repu(G) du foncteur COB; on note

 HU B le groupe algebrique, defini sur K0 de ses 0-automorphismes.
 -Pour definir le cinquieme, commengons par noter h le ppcm des pentes

 des denominateurs de DB(U) (cf., par exemple, [Fo2], ?4) et soit Lh l'unique

 extension de Qp de degre h contenu dans P. Pour tout objet V de Repu(G) et
 toute pente a de DB(V), ha c Z; si, pour tout a E Q tel que ha e Z, on pose

 DB(V) {d DB PO(V) = PO OKODB(V)|Fhd=phad},

 on voit que les DB aX(V) sont des Lh-espaces vectoriels de dimension finie, nulle
 pour presque tout a, et que l'application evidente

 PO 0Lh haZD Ba VJJ DB POW()

 est un isomorphisme. Le foncteur C' B' qui a V associe le Lh-espace vectoriel
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 sous-jacent 'a D'(V) = EhaEZDDB a(V), est un foncteur fibre sur Repu(G) 'a
 valeurs dans Lh. On note H'U B le groupe algebrique, dMfini sur Lh, de ses
 0-automorphismes.

 Les cinq groupes algebriques HU5 HUHT HUDR HUB et H'UB sont tous
 des formes interieures les unes des autres. On a des isomorphismes canoniques

 HUB XKOK -HUDR' HU B XKOPO -H, B XLhPo et des isomorphismes non
 canoniques HU HT- HU, DR(cf. rem. (d) du no. 3.10) et HU XQ PO HU B XK0PO
 (cf. [Fo2], prop. 6.3.3). II serait interessant d'avoir plus de renseignements sur les

 torseurs qui font passer des uns aux autres.

 5.5. Autres remarques. a) Pour tout entier s ? 1, soit LS l'unique extension
 de degre s de Qp contenue dans P0; pour tout nombre rationnel a de la forme
 a = r/s, avec r et s des entiers premiers entre eux et s 1,

 B, = {b e B I Fsb = prb)

 est un L -espace vectoriel. Si on pose Ba, p0 = P0 ?LSB, on voit que l'application
 evidente de B' = ,QBc, p0 dans B est injective et nous l'utilisons pour identi-
 fier B' a un sous-anneau de B.

 Comme tout P0-espace vectoriel, de dimension finie, D, muni d'une action

 a-semi-lineaire bijective de F. est engendre par les d qui verifient Fsd C prd,
 pour r et s entiers convenables, on voit que

 -pour toute representation p-adique V, on a

 DB(V) = (B' gQ V)G et DB*(V) = HomQ [G](V, B');

 -pour tout module filtre admissible D, on a, avec des notations evidentes,

 YB(D) = (B' 09 D)[O] et V*(D) = HomMF (D, B').

 b) Rappelons que a = {x R 1 VR(X) > v(p)}. Pour tout ideal non nul a
 de R contenu dans a , soit Ba = B+ [t 1] la sous-B+ -algebre de BDR engendree
 par t-1 (oui t est un element non nul, arbitraire, de T). II resulte de la remarque

 precedente que, pour tout sous-anneau B" de B,0 contenant B' (en particulier,
 pour B" egal a l'un des Ba), on a, avec des notations evidentes,

 -DB(V) = (B" 0 V)G et D*(V) = HomQp[G](V, B"), si V est une repre-
 sentation p-adique,

 -et V (D) = (B" 0 D)[O] et V*(D) = HomMFK(D, B") si D est un mod-
 ule filtre admissible.

 c) Posons B? = (@a,>0Bcp0) n B+.
 Soit D un module filtre admissible tel que DK = DK. On a alors V*(D)

 HomMF (D, B'+). En effet, si v & V = Vg*(D) = HomMF (D, B')
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 -le fait que D est faiblement admissible avec Do - DK implique que toutes

 ses pentes sont - 0 (cf. [Fo2], ?4), donc que v(D) EE DoB,, p;
 -on a v(D) C B+ il suffit de montrer que le plus petit entier i ? 0 tel que

 v(D) C t-iB+ est egal a 0; sinon, on aurait i > 0 et il existerait d e D tel que

 v(d) = t-ib, avec b E B+ mais b V tB+; pour tout entier n ?0, v(F'd) =
 Fn(v(d)) = p-ni t-'Fb doit appartenir a Bo (puisque DK= DO), donc
 Fnb e Bi C B'; d'apres la proposition 4.4, cela entraine b E tB+, d'oui une
 contradiction.

 De la meme maniere, si V est une representation p-adique cristalline telle

 que HomQ [G1(V, C(X')) = 0, pour i < 0, on a D*(V) = Home [G](V, B'+).
 d) De la remarque precedente, il resulte que, pour tout sous-anneau B" de

 BQO contenant B`?, on a
 -Y*(D) = HomMF (D, B"), pour tout module filtre admissible D tel que

 DK = K;

 -et DB(V) HomQ[G](V, B"), pour toute representation p-adique cristal-
 line V telle que HomQ [G](V, C(xi)) = 0, pour tout i < 0.

 En particulier, on peut prendre pour B" I'un quelconque des B+, avec a
 ideal non nul de R contenue dans a0, ce qui est commode pour certaines
 applications (cf. [F-L]).

 5.6. Rappelons (no. 3.8) que si I est le sous-groupe d'inertie de G, et si G'
 est un sous-groupe ferme de G tel que G' n I est ouvert dans I, si V est un objet

 de Rep(G), alors V est de Hodge-Tate (resp. de de Rham) si et seulement si

 ResG/G,(V) 1'est. II est clair que, si V est cristalline, ResG/G,(V) 1'est aussi, mais

 la reciproque est. en general, fausse.

 Notons Rep't(G) (ou, comme dans [Fo2], no. 7.3.2, Rep~t(G)) la sous-
 categorie pleine de Rep(G) formee des representations p-adiques V pour lesquelles
 il existe un sous-groupe ferme G' de G. avec G' n I ouvert dans I, tel que
 ResG/G,(V) est cristalline.

 On voit que Rep' (G) est une sous-categorie de RePDR(G) contenant

 Repcr,,(G). On renvoie a [Fo2], ?7, pour une etude plus detaillee de la categorie
 Rep"(G) (qui est encore une sous-0-categorie de Rep(G), et pour laquelle on
 dispose encore d'un foncteur EB qui induit une 0-&juivalence entre Rep't(G)
 et la categorie MPFK B des modules potentiellement filtres admissibles).

 6. Applications aux groupes p-divisibles

 6.1. Rappelons (cf., par exemple, [Fo2], no. 5.1) qu'a\ tout groupe p-divisible
 r sur l'anneau des entiers A de K, on peut associer
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 -d'une part, une representation p-adique V (J) (definie par VP( = Qp
 OZ Tp(F), oui Tp(J) est le module de Tate de F);

 -d'autre part, un module filtre DK(J) (le K0-espace vectoriel sous-jacent
 est Ko ?W(k) ( k) ou M(Jk) = Hom(Jk, CWk) est le module de Dieudonne de
 la fibre speciale, I'action de F est induite par le Frobenius, et la filtration de

 DK = K ?K.D est donnee par

 fDK sii0,
 DK = ! LK(F) si il=,

 0 si i-2,

 ou LK(J) designe l'image canonique de t*(K) dans DK.

 On peut considerer Vp (resp. DK) comme un foncteur Qp-lineaire covariant
 (resp. contravariant) de la categorie des groupes p-divisibles sur A, a isogenie

 pres, dans Rep(G) (resp. dans MFK) et ce foncteur est pleinement fidele.

 6.2 THkORkME. L'anneau B est un (K/K)-anneau de Barsotti-Tate adapte

 aux groupes p-divisibles.

 Rappelons (cf. [Fo2], no. 7.2.6) que cela signifie que, pour tout corps local

 K' contenant K et contenu dans C, B, considere comme anneau de Barsotti-Tate
 relativement a K', est adapte aux groupes p-divisibles definis sur l'anneau des

 entiers de K'. II suffit de verifier cette assertion lorsque K' = K. Cela signifie

 alors (cf. [Fo2], no. 5.1.4) que

 i) pour tout groupe p-divisible F defini sur A, VP(F) est B-admissible, i.e.,
 cristalline;

 ii) les foncteurs F P PK(F) et F DD(VP(F)) sont naturellement equiva-
 lents.

 6.3. Pour demontrer le theoreme, nous aurons besoins du module BW(R)

 des "bivecteurs de Witt" 'a coefficients dans R, dej'a introduit dans [Fol], chap.
 V, ? 1.

 Pour tout ideal propre a de R, notons BWaU(R) le sous-ensemble de WKO(R)

 forme des 2 n>~>_ p [ X] qui verifient xn & ap nlpour tout n < 0. C'est un
 sous-W(R)-module de WKO(R) qui est contenu dans SLP. On le munit de la

 topologie produit, avec la topologie induite par celle de R sur chaque com-

 posante, et on note BWJ(R) le separe complete de BWaU(R) pour cette topologie.
 Par consequent, BWa,(R) est l'ensemble des elements de la forme 42 " [xv]
 avec

 X E JR Sin >0,
 n acp si n<0.
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 Pour tout entier m ? 0, BWaU(R) nf Sm,,, est l'ensemble des 2,,,_ p [ x,
 qul verifient

 (R sin-m,

 Xn C ap(m-n) si 0 n < m,

 Iap(m-n) n aP Sin <0.

 On voit donc que les sous-A-modules BWaU(R) n pmsP forment un systeme
 fondamental de voisinages ouverts de 0 dans BWU(JR). En particulier, BWa,(R) a
 maintenant une structure naturelle de W(k)-module topologique et s'identifie a

 un sous-W(k)-module ferme de Scp.
 Si a est un ideal propre de R. on note BW(R) le K0-espace vectoriel

 Ko 0W(k)BW(R), que l'on munit de la topologie du produit tensoriel; si a et a'
 sont deux ideaux propres de R verifiant a C a', 1'inclusion de BWQU(R) dans

 BWa,,(R) induit un isomorphisme de Ko ?W(k)BWa(R) sur Ko 0W(k)BW&(R), et
 la definition de BW(R) ne depend pas du choix de a. En particulier BW(R)

 s'identifie, pour tout ideal propre a de R. a un sous-K0-espace vectoriel ferme de
 B,+, donc a un sous-K0-espace vectoriel de B+= nB + .

 On voit que BW(R) est stable par G et par F. En outre BWK(R) =

 K ?K0BW(R) s'identifie an sous-K-espace vectoriel de K ?KOB =
 B+ C BK C BDR. On le munit de la filtration induite, i.e., pour tout i e Z. on

 pose BWK(R) = BWK(R) n BDR. On a ainsi muni BW(R) d'une structure de
 module filtre sur lequel G opere.

 6.4 PROPOSITION. Pour tout groupe p-divisible F sur A, Vp(J) s'identifie,
 canoniquement et fonctoriellement en F, a HomMF_(DK(J), BW(R)).

 Demonstration. Ce n'est autre que le theoreme 1 de [Fol], p. 232, applique

 a = Ac, anneau des entiers de C.

 6.5. Rappelons ([Fo2], ?4) que, si D est un module filtre de dimension finie

 h comme espace vectoriel sur K0, on note tN(D) la pente de A D et tH(D) le
 h

 plus grand entier i tel que ( A D)K # 0.

 PROPOSITION. Soit D un sous-Ko-espace vectoriel de dimension finie de B.
 stable par F. que 1 'on munit de la structure de module filtr6 induite par celle de

 B (i.e. on a DK = K (?K.D C BK et on pose DK = DK n BK DK f BDR) Alors
 tH(D) ? tN(D).

 6.6. Montrons d'abord comment le theorem 6.2 resulte des propositions 6.4

 et 6.5: Soit F an groupe p-divisible sur A et soit D = D*(V) =HOmQ[G](V, B).
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 Utilisons la proposition 6.4 pour identifier Vp(F) a HomMF (DK(F), BW(R)).
 L'application, qui a d E DK(T') associe l'application v " v(d, est un morphisme
 de modules filtres

 -qr: DK(F) D,
 canonique et fonctoriel en r.

 Soit D' le noyau de qr (dans la categorie MFK; cf. [Fo2], no. 1.2); on a
 D = n Kerv. Pour chaque v e Vp(J), on a une suite exacte de modules
 filtre's (Op. ci.)

 0 -- Kerv -) DK(r) -* Coimv -*0.

 On a tN(Coimv) = tN(Imv) et tH(Coimv) ? tH(Imv); comme tH(Imv) ?
 tN(Im v), d'apres la proposition 6.5, on en deduit que tH(Coim v) ? tN(Coim v).

 Mais on sait que DK(J) est faiblement admissible ([Lal], prop. 1.4); en par-

 ticulier, on a donc tH(DK(r)) = tN(LDK( I)) d'ou tH(Kerv) ? tN(Kerv), puisque
 tH et tN sont additives; comme l'admissibilite faible de 2K(r) implique aussi que
 tH(Kerv) ? tN(Kerv), on a tH(Kerv)= tN(Kerv), et Kerv est faiblement ad-

 missible ([Fo2], prop. 4.2.1). Par consequent, D', intersection d'une famille de
 modules filtres faiblement admissibles, est lui-meme faiblement admissible.

 La faible admissibilite de D' implique ([Lal], th. 1.8) qu'il existe une suite

 exacte de groupes p-divisibles sur A,

 0 -*rr, F" -* F -*i " 0,

 telle que DK(F ) = D' et DK(r ) = DK(r)/D.

 Si D' # 0, on aurait F" # 0 et pourtant Yp(r") V YP(F), ce qui est
 absurde. On a donc D' 0 et W est injective..

 Mais on a dimK D ? dimQ Yp(r) avec egalite si et seulement si Vp(r) est
 cristalline; comme dimKODK(F) = dimQ Vp(F), Vp(F) est bien cristalline et -
 est un isomorphisme des K0-espaces vectoriels sous-jacents. Comme c'est un
 morphisme de modules filtres qui sont tous deux faiblement admissibles, c'est un
 isomorphisme de modules filtres, ce qui demontre le theoreme.

 6.7. II reste a demontrer la proposition 6.4. Pour cela, commenvons par

 etablir un lemme (sans doute bien connu):

 LEMME. Soit sa un corps et soit H un groupe d 'automorphismes de S. Si

 (Wj)lj5n sont des elements de 2 tels que det((gi(wi)l i j:?n) - 0, quelque soient
 g1 g2...Ign E H, alors w1, @2 Cn sont lineairement d6pendants sur ?H.

 Dbronstration. On peut supposer qu'il existe g1, 925... .,gn1 E H tels que
 det((gj(w;)lci jcn- ) #X 0 (sinon, on recommence avec l, w2. n-l) On
 peut aussi supposer wn # 0.
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 La premiere hypothese implique 1'existence d'un (n - l)-tuple a1,

 a2,..., a-, d'elements de 2, uniquement determines tels que
 n-1

 gi(w1)a1 = gi(wo), pour 1 ? i ? n -1.
 j=l

 La deuxieme, jointe a celle du lemme, implique que, pour tout gn e G, la

 derniere colonne de la matrice des gj(w1), pour 1 ? i, j < n, est une combinaison
 lineaire des autres, i.e., qu'il existe bl, b2..., bn-1 & 2, tels que

 n-1

 gi(con= ) bi gi(w1), pour 1i 'n.
 j=l

 On a donc necessairement b, = a,, pour tout j, ce qui montre que
 n-1

 g( o) = 2 a *g(o,), pour tout g c H.
 j~l

 Pour tout h e H, on a donc aussi
 n-1

 h(g(Wn)) h(a,) h(g(wj)),

 ou encore, en changeant hg en g,

 n-1

 g(Wn)= 2 h(a,) g(wi).
 j=l

 D'apres l'unicite des ai, on a h(a,) = a,, pour tout h E H, donc a1 c 0, d'oui le
 lemme.

 6.8. Montrons maintenant la proposition 6.5. Supposons que tH(D) >

 tN(D) = r. Soit /3 E B verifiant Ff = pr3 et /3 e BDR. Si on choisit un element
 non nul t e T, et si on pose /3 = tr/3', on voit que Ff3' = /3' et que /3' e BoDR
 donc que /3' E Qp, donc que /3 E Tr. Comme T rn B rD1 = 0, on voit que, si

 n = dimKD, on a HomMF ( A D, B) =O. Pour tout g e G, soit vg: D B
 l'application definie par vgd) = g(d). C'est un morphisme de modules filtres et,

 Si g1, g2,... ,g, sont des 6lements quelconques de G,
 n

 Vg1 A Vg A *** A vg: AD- B

 doit etre nulle. Autrement dit, si dl, d2,..., dn est une base de D sur K, on doit

 avoir det(gj(di)1 <i, ,n) = 0, quelque soient les elements g1, g2, . . g gnde G. En
 appliquant le lemme precedent a ga = BDR on en deduit que les d doivent etre
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 lineairement dependants sur B R = K, ce qui contredit le fait que l'application

 canonique de BK = K ?KOB dans BDR est injective.

 6.9. Remarques. a) Soit IF un groupe p-divisible sur A. Comme Vp(J')
 s'identifie a HommF (DK(F), BW(R)), on a K

 HomQp[G](Yp(F), BW(R)) = HomQp[G](YP(F), B)

 et DK(F) s'identifie a HomQ [G](Yp(J') BW(R)). C'est le resultat annonce dans
 [Fol], rem. 2 de la page 237.

 b) Si IF est un groupe p-divisible sur A, on voit que DK(J) s'identifie a

 HomQ [G](V, CT) et grDLK(F) a HomQ [G](V, C). On retrouve ainsi, mais par
 une methode considerablement plus compliquee, le resultat de Tate ([Ti]) qui dit

 que Yp(r) est de Hodge-Tate avec

 codimI = ht(F) - dimIF, sii = 0,

 dimKHomQp[G](V,CT') dim F, sii= 1,
 LO sii O0,i1.

 Appendice. Quelques conjectures sur la cohomologie des varietes

 algebriques sur les corps locaux

 A.i. Pour toute variete propre non singuliere X sur K, et pour tout i E N,

 posons Het(X) = Qp , z lim Ht( X X K, Z/p Z).
 Rappelons que l'on peut considerer H*4 comme un foncteur contravariant de

 la categorie des varietes propres non singulieres sur K dans celle des Qp-algebres
 graduees, de dimension finie sur Qp, avec action continue de G, compatible avec
 la structure de QP-algebre graduee. En particulier, la multiplication induit, pour
 tout X, tout i, tout j, une application Qp-lineaire, commutant 'a l'action de G,

 mXH, et'e( X)Q HP (X) H t

 Si V est une representation p-adique, pour tout i e Z, posons V(i) =
 V ?Q V. Soit n la dimension de la variete X. Rappelons aussi (cf., par exemple,
 [T2]) que, pour tout entier i verifiant 0 ? i ? n, si Ct(X) designe le groupe des
 cycles (rationnels sur K), on dispose d'une application cycle

 YXet: Ct(X) - (Hei(x)(i))

 A.2. Pour toute variete propre non singuliere X sur K, et pour tout i E N,

 soit Hj dge(X) le K-espace vectoriel gradu6
 H~~~~~~~~

 Hh Ege(X) D gr Hj'dge(X), avec grH'oge(X) Hi-(X,).
 j=O

This content downloaded from 147.162.114.138 on Mon, 13 Nov 2017 09:27:36 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 570 JEAN-MARC FONTAINE

 Rappelons que l'on peut considerer H*odge comme un foncteur contravariant de

 la categorie des varietes propres non singulieres sur K dans celle des K-algebres

 "bigraduees", de dimension finie sur K. En particulier, la multiplication induit,

 pour tout X, tout i, tout j, un morphisme de K-espaces vectoriels gradues

 mx Hodge H~odge(X) 0& HHiodge(X) HHjodge(X).

 Rappelons aussi que, si X est de dimension n, on dispose, pour tout entier i

 verifiant 0 ? i < n, d'une application cycle

 YXHodge: C (X) -* Hi(X, ) - griH 2i (X)

 A.3. Les deux premieres parties de la conjecture suivante ne font que

 preciser une conjecture bien connue de Tate ([Se5], p. 58):

 CONJECTURE CHT. 1) La cohomologie etale p-adique est de Hodge-Tate.

 2) In existe une 0$-equivalence naturelle X entre les foncteurs DHT( Ht( )) et

 H*Hodge( )
 3) On peut choisir X compatible aux applications cycles.

 Autrement dit, de fa~on explicite:

 -L'assertion (1) signifie que, pour toute variete propre non singuliere X sur

 K et pour tout i E N, Het(X) est une representation p-adique de Hodge-Tate.
 -L'assertion (2) signifie qu'il existe, pour toute vari6te propre non singuliere

 X sur K et pour tout i E N, un isomorphisme de K-espaces vectoriels gradues

 VX: DHT(Het(X)) - Hodge(X)'

 fonctoriel en X, tel que, pour tout X, tout i, tout j, le diagramme

 DHT(1Het(X) 0 ( ( X)) P>Tmb T ( H'T i((X))

 iso.
 can.

 DHT (H't(X)) (0 PDHT t(X))

 X, Hodge

 HHodge( X) 09 HHodge( X) Hodgeie(X)

 soit commutatif.

 -Pour l'assertion (3), commen~ons par remarquer que, si V est une

 representation p-adique et si i E Z, V(i) = Tt 8&QPV est contenu dans
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 griBDR ?9QV, donc que (V(i))G s'identifie a un sous-Qp-espace vectoriel de
 gr'DDR(V).

 L'assertion (3) signifie alors que l'on peut choisir X tel que, si X est de
 dimension n et si 0 ? i < n, le diagramme

 (let (X )(i)

 Ci(X ) gr'DDR(H H2i(X ))

 YX, Hdg restr. de X

 H?(X, Q)

 soit commutatif.

 A.4. Remarques. a) On voit qu'imposer la commutativite du diagramme

 ci-dessus pour i = n revient a imposer l'application Vx. Si l'on fait un tel choix, X
 est aussi compatible aux applications traces: on sait que l'on dispose de deux
 applications traces

 -l'une, en cohomologie etale,

 tX et HWn(X) ___ Qp,5

 -l'autre, qui est une application de Hn(X, on ) dans K, peut 8tre consideree
 comme un morphisme de K-espaces vectoriels gradues

 tX Hodge H.odge(X) -K(n),

 en notant K(-n) le K-espace vectoriel gradue defini par

 gr'K(-n) = si i n , K sii n,

 Alors, avec le choix de VXn fait ci-dessus, le diagramme

 DDR(Hn X) DDR( Qp e (-n))D Q( )

 V~nX| iso. can.

 I1 tX, Hodge

 H ntdge(X) K(-n)

 est commutatif.

 b) Dans le cas des varietes abeliennes, les assertions (1) et (2) de la
 conjecture CHT sont un theoreme dui a Tate dans le cas de bonne reduction et a

 Raynaud dans le cas general (cela re'sulte des travaux de Tate sur les groupes

This content downloaded from 147.162.114.138 on Mon, 13 Nov 2017 09:27:36 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 572 JEAN-MARC FONTAINE

 p-divisibles, cf. [TI], et du theoreme de reduction semi-stable, cf. [SGA 7 I]; voir
 aussi [Fo3] pour une autre demonstration de ce resultat).*

 A.5. Pour toute variete propre non singuliere X sur K et pour tout i E N, la
 filtration de Hodge munit HDR(X), le i-ieme groupe d'hypercohomologie de de

 Rham de X, d'une structure de K-espace vectoriel filtre et le K-espace vectoriel

 gradue associe s'identifie a HHodge(X).
 On peut considerer HDR comme un foncteur contravariant de la categorie

 des varietes propres non singulieres sur K dans celle des K-algebres "graduees-
 filtrees" de dimension finie sur K. En particulier, la multiplication induit, pour
 tout X, tout i, tout j, un morphisme de K-espaces vectoriels filtres

 mDR HDR(X) 08 HDR(X) HDR'(X)

 (et, avec des notations evidentes, mX Hodge = grmX, DR)
 Ici encore, si X est de dimension n, on dispose, pour. tout entier i verifiant

 0 ? i ? n, d'une application cycle

 YXDR: C(X) - FilH~iR(X)

 qui, par passage au quotient, induitYx Hodge'

 A.6 CONJECTURE CDR. 1) La cohornologie etale p-adique est de de Rham.

 2) In existe une 0 -equivalence naturelle ,t entre les foncteurs DDR( Ht( )) et

 HDR( )
 3) On peut choisir [t compatible aux applications cycles.

 La traduction explicite de cette conjecture se fait comme pour CHT.

 A.7. Remarques. a) La conjecture CDR implique CHT.

 b) Ici encore la propriete (3) implique que [t est compatible, en un sens
 evident, aux applications traces.

 c) L'assertion (1) de CDR est un theoreme pour les varietes abeliennes. II en
 est de meme de (2) pour les varietes abeliennes ayant potentiellement bonne
 reduction, et il est probable que cette hypothese sur la reduction peut 8tre
 supprimee: cf. [F-M].

 A.8. Nous disons qu'iune variete propre non singuliere X sur K a bonne
 reduction s'il existe un schema propre et lisse 9C sur Spec A (rappelons que A

 designe l'anneau des entiers de K) qui prolonge X, (i.e., tel que 9C X Spec ASpec K
 X). On verifie que, si X est une variete abelienne, cette definition est

 equivalente a la definition usuelle.

 *Voir note ajout6e sur epreuves, p. 577.

This content downloaded from 147.162.114.138 on Mon, 13 Nov 2017 09:27:36 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 REPRESENTATIONS p-ADIQUES 573

 Nous nous proposons d'enoncer une conjecture Ccri,, analogue aux conjec-
 tures CHT et CDR qui, dans le cas de bonne reduction, relie la cohomologie etale
 p-adique et la cohomologie cristalline. Toute fois, pour donner un sens a cette

 conjecture, on est conduit a admettre certains resultats dont il n'existe pas encore
 de demonstration publiees:

 A.9. Si 9X est un schema propre et lisse sur Spec A, on pose

 9Ck = X SpecASpec k et CK = XSpec ASpec K.
 Tout d'abord, un resultat tout recent de Messing ([Me2]) dit que, si X est une
 variete propre non singuliere sur K, ayant bonne reduction, la cohomologie

 cristalline 'a valeurs dans Ko = FracW(k) de la fibre speciale d'un prolongement

 propre et lisse de X sur Spec A ne depend que de X. De faqon precise, si 9X et 9c'
 sont deux schemas propres et lisses sur Spec A tels que 9CK = 9cK Messing

 construit, pour tout i E N, un isomorphisme canonique (de Ko-espaces vectoriels
 avec action de F)

 Ko 0W(k)Hcris(XkW(k)) K K0 0W(k)Hcrs(9X4W(k))
 fonctoriel et compatible avec la structure multiplicative.

 Nous nous en servons pour poser Hcris(X) = Ko 0W(k)Hcrks(?Xk, W(k)),
 C e'tant un prolongement propre et lisse quelconque de X sur Spec A.

 A. 10. Ensuite un resultat de la these de Berthelot ([Be]) dans le cas peu
 ramifie (i.e., oui l'indice de ramification absolu e de K est < p - 1) etendu a e
 arbitraire par Deligne pour les schbmas abeliens puis, recemment par Ogus
 ([Mel]) pour le cas general, dit que, si 9 est un schema propre et lisse sur Spec A,
 il existe, pour tout i E N, un isomorphisme canonique (de K-espaces vectoriels)

 K ? W(k)HcriS(yk W(k)) ?t HD

 fonctoriel et compatible avec les structures multiplicatives. En outre ([Me2]) les
 isomorphismes de Messing et de Ogus sont compatibles de maniere evidente.

 Lorsque X est une variete propre non singuliere sur K, ayant bonne

 reduction, ce qui pr&cede nous permet d'identifier K ?9K0 Hcris(X) et HDR(X). On
 a donc muni Hcris(X) d'une structure de module filtre, i.e., d'objet de la categorie
 MFK' (cf. no. 5.1). Pour tout i F N, on peut considerer H' comme un foncteur
 contravariant de la categorie des varietes propres non singulieres sur K, ayant
 bonne reduction, dans celle des modules filtres de dimension finie et, pour tout
 X, tout i, tout j, la multiplication induit un morphisme de modules filtres

 H' Hs(X) 09 Hi (X) -->H~'i(X). me~cis cri H cri S X) C HriSX) csiX)

 A.11 CONJECTURE CCr1S. 1) La cohomologie etale p-adique des varietes
 propres non singulieres sur K, ayant bonne reduction, est cristalline.
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 2) II existe une 0 -equivalence naturelle v entre les foncteurs DB( H~( )) et

 H*rs( )
 3) On peut choisir i- compatible aux applications cycles.

 Si la signification de (1) et (2) semble clair, il vaut peut-etre la peine
 d'expliquer ce que (3) veut dire.

 Pour cela, commenvons par remarquer que 1'application a 9 1 0 a nous

 permet d'identifier H a(X) a un sous-Ko-espace vectoriel de K OK.Hc'S(X)
 HDR(X).

 Si X (ayant bonne reduction) est de dimension n, on verifie que, pour
 i = 0,1,... ,n, I'application

 yXDRt C (X) -* FilHDR(X)

 a son image contenue dans H(ri s(X) et meme dans le sous-Qp-espace vectoriel de

 Hc(rX) forme des x tels que Fx = pix; ce qui nous permet de considerer Yx DR
 comme une application

 yk~: C'(X) --> H 2(X[i lYxcris m,(x) crs (X ) [i']
 (pour tout module filtre D, on pose D[i] = Fil'DK n {x e D I Fx = pix}).

 Si V est une representation p-adique et si D = DB(V), on voit que (V(i))G
 s'identifie a D[i]. L'assertion (3) signifie que l'on peut choisir v telle que, pour
 tout X et tout i, le diagramme

 -YX6t jiso. can.

 OiX) (DB(He~ti(X)) I']

 \ \,cns }restr. de vx

 HcriS(X) [i]

 soit commutatif.

 S'il en est ainsi, v est en outre compatible aux applications traces, en un sens
 facile a expliciter.

 A.12. Remarques. a) Disons qu'une variete propre non singuliere X sur K a
 potentiellement bonne r6duction s'il existe une extension finie K' de K telle que
 X X KK' a bonne reduction. Compte-tenu de ce que l'on sait sur les repr6senta-
 tions potentiellement cristallines, i.e., les objets de Rep't(G) = Rep"Ot(G) (cf.
 no. 5.6 et [Fo2], ? 7), le fait que la conjecture Ccris soit vraie pour toute extension
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 finie K' de K, avec la possibilite de choisir la 0 -equivalence naturelle v

 compatible avec le changement de base par une extension finie, equivaut a la

 conjecture suivante:

 CONJECTURE Cgt. 1) La cohomologie etale p-adique des varietes propres
 non singulieres sur K, ayant potentiellement bonne reduction, est potentiellernent

 cristalline.

 2) Il existe une 0 -equivalence naturelle viP entre les foncteurs EB(Ht( )) et
 H*C Pot( )

 3) On peut choisir vP compatible aux applications cycles.

 (On laisse au lecteur le soin d'expliciter ce que signifie precisement cette

 conjecture, en particulier ce qu'est l'objet H'4Pot(X) de la categorie MPFK des
 modules potentiellement filtres.)

 b) La conjecture Cri implique les conjectures CDR et CHT pour les varietes

 projectives non singulieres ayant bonne reduction. De mame, la conjecture C,%t
 implique les conjectures CDR et CHT pour les varietes projectives non singulieres

 ayant potentiellement bonne reduction.

 c) Les assertions (1) et (2) de C,,is et C,%t sont des theoremes pour les
 varietes abeliennes: cf. [F-M].

 A.13. Compte-tenu de l'equivalence entre la categorie Rep - (G) des

 representations cristallines et la categorie MFK B des modules filtres admissibles

 (no. 5.2), la conjecture C,,i, est equivalente a la conjecture suivante:

 CONJECTURE CC.r1s 1) Pour toute variete propre non singuli're X sur K,
 ayant bonne r6duction, et pour tout i e N, le module filtre HXris(X) est admissi-
 ble.

 2) Il existe une 0-equivalence naturelle v' entre les foncteurs VB(HC*xS( )) et
 H6t( ).

 3) On peut choisir v' compatible aux applications cycles.

 A.14. Remarques. a) Supposons e = 1 (i.e., K = Ko = FracW(k)). Soit X
 une variete projective non singuliere sur K de dimension < p, admettant un
 prolongement projectif lisse X sur Spec A tel que les Hi(X, Qi ) soient sans
 torsion. On deduit facilement ([La2], Prop. 5.2) de resultats de Mazur ([Mal],

 [Ma2]) que les H (ris(X) sont faiblement admissibles (cf. no. 5.1 et [Fo2], no.
 4.14), ce qui, d'apres [F-L], implique qu'ils sont admissibles et l'assertion (1) de

 Ccris est donc vraie pour X. En particulier, on peut associer a X, de faqon
 naturelle, des representations p-adiques, a savoir les YB( Hris(X)); il serait bien

 surprenant que f( H'ris(X)) ne s'identifie pas a Ht(tX) (ils ont en tout cas la
 meme dimension sur Qp).
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 b) On peut bien sur enoncer un analogue de la conjecture Ccri, pour les
 variktes ayant seulement potentiellement bonne reduction.
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 INSTITUT FOURIER, UNIVERSITA DE GRENOBLE I, SAINT MARTIN D'HtRES, FRANCE

 Ajoutee sur epreuves: Les assertions (1) et (2) de CHT viennent d'etre demon-

 trees par Spencer Bloch et Kazuya Kato dans le cas des varietes

 ( ordinnaires)).
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