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CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS p-ADIQUES

Par JEAN-Marc FONTAINE er Guy LAFFAILLE

RESUME. — Soit G le groupe de Galois de la cloture algébrique d’un corps local de car. O et car. résiduelle p#0. Le
but de cet article est la construction « explicite » de représentations p-adiques de G, i. e. de représentations linéaires
continues de G 4 valeurs dans des Q -espaces vectoriels de dimension finie ou des Z ,-modules de type fini. Ces
représentations sont associées, de maniére naturelle, a différents types de « modules de Dieudonné filtrés ». Les
modules de Dieudonné des groupes p-divisibles, ou des schémas en groupes finis et plats sur les vecteurs de Witt,
munis de leur filtration & un cran, la cohomologie de de Rham de certains schémas propres et lisses sur les vecteurs de
Witt, munie de la filtration de Hodge et du « relévement canonique de Frobenius », certains des « modules filtrés
faiblement admissibles » introduits par I'un d’entre nous [F1] fournissent des exemples de tels modules.
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Introduction

0.1. Dans tout cet article, K est un corps local (i. e. un corps complet pour une valuation
discréte) de caractéristique 0, & corps résiduel parfait k de caractéristique p #0, K est une
cloture algébrique de K et G=Gal K/ K).

On note K, le corps des fractions de I'anneau W (k) des vecteurs de Witt a coefficients
dans k et e=[K:K,] l'indice de ramification absolu de K. Enfin ¢ désigne le Frobenius
absolu opérant sur k, W (k) et K,,.
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548 J.-M. FONTAINE ET G. LAFFAILLE

Appelons :

" (a) représentation p-adique la donnée d’un Q p-espace vectoriel de dimension finie, muni
d’une action linéaire et continue de G;

(b) module de Dieudonné filtré 1a donnée d’un K -espace vectoriel de dimension finie D
muni :

(i) d’une application bijective F : D — D, additive et o-semi-linéaire;

(ii) d’une filtration (D)., de Dy¢=K®g,D par des sous-K-espaces vectoriels,
décroissante (Di* ' = D), exhaustive (\U D =Dx) et séparée (n Dg =0).

Les représentations p-adiques (resp. les modules de Dieudonné filtrés) forment, de maniére
evidente, une catégorie abélienne Rep (G) (resp. additive MF§, ¢ pour dimension finie).
L’un de nous a défini ([F1], [F2]) la sous-catégorie pleine Rep,; (G) des représentations
cristallines de G et construit un foncteur Dy induisant une équivalence entre cette catégorie

et une sous-catégorie pleine de MF ¢, la catégorie MF ¢ des modules de Dieudonné filtrés
admissibles, ainsi qu’un quasi-inverse Vy du foncteur Dy.

L’un des problémes de cette théorie est que I’on ne connait pas de description « explicite »
de MF ;. On peut toutefois définir, de fagon trés « terre a terre », la catégorie MF / des
modules de Dieudonné filtrés faiblement admissibles; on peut montrer que tout module
admissible est faiblement admissible et ’on conjecture que la réciproque est vraie. Le résultat,
sans doute le plus important, de cet article est une démonstration d’une partie de cette
conjecture (th. 8.4) :

THEOREME. — Supposons e=1 (i.e. K=K,). Si D est un module de Dieudonné filtré
faiblement admissible, dont la longueur de la filtration est <p (i.e. tel qu’il existe un entier j
vérifiant D¢ =Dy et D¢*?=0), alors D est admissible.

0.2. Avant de détailler le contenu du présent article, nous allons donner deux
conséquences du théoréme précédent qui nous paraissent intéressantes (on suppose
toujours e=1) :

(a) Disons qu’une représentation p-adique V est potentiellement associée a un groupe p-
divisible s’il existe un sous-groupe ouvert G’ de G et un groupe p-divisible (ou de Barsotti-
Tate) I' défini sur I’anneau des entiers de K ¢ tels que V soit isomorphe, comme G’-module,
aQ,®,T,(I')(ouT,(T)estle module de Tate de I'). Le théoréme précédent nous donne, du
moins si p#2, des exemples de représentations p-adiques cristallines (B-admissibles dans la
terminologie de [F1]), donc de Hodge-Tate (¢f. [F1], p. 23, 24) qui ne sont pas dans la®-
catégorie Rep, ,,(G) engendrée par les représentations potentiellement associées a des
groupes p-divisibles.

En particulier, siI’on note Hy la cloture zariskienne de I'image de G dans la représentation
p-adique V, on peut fabriquer des exemples de représentations cristallines V ou Hy =SL, (du
moins si p#2; lorsque V est dans Rep, ,,(G), Hy ne peut pas étre simplement connexe,
d. [Sel], prop. 6, p. 180) et (lettre de J.-P. Serre a 'un de nous) ou Hy =G, (si p#2) ou Eg
(si p#2, 3) [lorsque V est dans Rep,,,(G), Hy ne peut pas étre un groupe exceptionnel,
df. [Sel], cor. 1, p.- 182].
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CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS p-ADIQUES 549

(b) Soit X un schéma propre et lisse sur W (k), anneau des vecteurs de Witt a coefficients
dans k. On conjecture (¢f. [F2], appendice) que, pour tout ie N, le groupe de cohomologie
étale p-adique Hi, (Xg, Q,) de Xig =X Xgpec wg) SPEC K est une représentation cristalline, et
que le module de Dieudonné filtré associé¢ Dz (H., (Xg, Q,)) s’identifie au i-iéme groupe de
cohomologie de de Rham Hj R(XK) de Xy =X Xgpec W) Spec K (mum de la filtration de
Hodge et du « relevemen,t canonique de Frobenius »,i. €. de’action de F surla cohomologle
cristalline de X, = Xxg,.. wq) Spec k, identifiée a la cohomologie de de Rham de X); ou, ce
qui revient au méme, que H; (Xg) est un module de Dieudonné filtré admissible, et que la
représentation criétallin;: associée Vg (Hbg (Xk)) s’identifie a H., (Xg, Q »)-

Si 'on suppose que dim Xy <p et que les HY (X, Q) sont sans torsion, un résultat de
Mazur ([M1], [M2], voir aussi [L1]) montre que, pour tout i, Hj, (Xg) est faiblement
admissible; comme la longueur de la filtration est <p, il résulte du théoréme précédent
que Hi, (Xk) est admissible. On peut donc associer a X les représentations cristallines
Vi (Hbg (Xk)). On ne sait démontrer que Vy(Hpz (X)) sidentifie a H}, (Xg, Q,) que
lorsque X est un schéma abélien; mais il est remarquable que ’'on peut vérifier que les

Vi (Hbg (Xx)) satisfont un grand nombre des propriétés connues ou conjecturales de la
cohomologie étale p- adlque par exemple, ils ont la bonne dimension et vérifient la
conjecture de Tate sur la décomposition de Hodge-Tate et celle de Serre sur I’action de

. I'inertie modérée.

0.3. Enfait, nous allons obtenir un résultat plus général que le théoréme énoncé au n° 0.1
(prop. 8.12), résultat qui concerne des représentations de G a valeurs dans une extension
finie E de Q, contenue dans K telle que E contienne une uniformisante de K.

Dans toute la suite de cet article, E est donc une extension finie de Q , contenue dans K. On
note O (resp. A) ’anneau des entiers de E (resp. K). On choisit une uniformisante © de O.
On note ©=90/n O le corps résiduel de O et on pose r=[D:F ] et g=p", de sorte que O est
un corps fini 4 g éléments.

On note E, le corps des fractions de I’anneau W (D) des vecteurs de Witt a coefficients
dans ©. On suppose que I’homomorphisme canonique de E®g K, dans K est un
isomorphisme (ce qui revient a dire que K =EK,, ou que e=[E:E,], ou encore que m est
aussi une uniformisante de A). On note t le Ey-automorphisme continu de K=E®j; K,
défini par :

1(x®a)=x®0c"(a) pour xe€E, aek,.

On a donc K*=E, A est stable par 1, A*=90, t opére sur le corps résiduel k et 'on a t x=x4,
pour tout xek.

0.4. Lesreprésentations p-adiques que I’'on va construire vont étre obtenues par passage a
la limite (puis extension des scalaires de O & E)a partir de O-modules de longueur finie munis
d’une action de G. Ces derniers vont étre associés a certains A-modules de longueur finie,
munis de structures supplémentaires, qui joueront I’analogue, pour ces représentations finies,
des modules de Dieudonné filtrés introduits au n° 0.1 pour les représentations p-adiques
proprement dites. |
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550 J.-M. FONTAINE ET G. LAFFAILLE

Appelons donc A-module de Dieudonné filtré (cf. n°1.2) la donnée d’un A-module M,
muni d’une filtration (M?),_, par des sous-A-modules, décroissante, exhaustive et séparée, et,
pour chaque entier i, d’'une application @}, : M’ — M, t-semi-linéaire, telles que, pour
tout 7, @y (x)=mney ! (x) si xe ML

Les A-modules de Dieudonné filtrés forment, de maniére évidente, une catégorie MF,
additive, et méme O-linéaire (i. e. les Homy, (M, N)sont,fonctoriellement, des O-modules).

Notons MF / la sous-catégorie pleine de MF dont les objets sont les M, dont le A-module
sous-jacent est de longueur finie, qui vérifient ) Im @i, = M. La catégorie MF /, est abélienne
et méme artinienne. La catégorie MF en revanche n’est pas abélienne et pour pouvoir faire
des dévissages (i.e. utiliser des suites exactes et des foncteurs Ext), il est commode
d’introduire une catégorie abélienne 4% qui contient MF comme sous-catégorie pleine.
L étude des catégories MF, MF / et .# % est I'objet du paragraphe 1.

0.5. Au paragraphe 2, on construit un anneau S qui va nous servir de pont entre les
modules filtrés et les modules galoisiens : on le munit & la fois d’une structure de A-module de
Dieudonné filtré et d’une action de Galois, ces deux structures étant compatibles entre elles.

0.6. Si M est un objet de MF, U (M)=Ext, s (M, S)est alors un O-module muni d*une
action O-linéaire de G.
Notons Rep £ (G) la catégorie des O-modules de longueur finie, munis d’une action

linéaire de G, et MF /; 9 1a sous-catégorie pleine de MF /, formée des M tels que M®=M et
M?=0. On a le résultat suivant (¢f. th. 3.3) :

THEOREME. — (i) Pour tout objet M de MF /; 4, Igo Ug(M)=Ig,M
(ii) le foncteur contravariant additif Ug : MF J; 4 — Rep £ (G) est exact et fidéle.

= tor
Au paragraphe 3, on montre d’abord qu’il suffit de démontrer ce théoréme lorsque & est
algébriquement clos.
Supposons qu’il en est ainsi et notons MF 1a sous-catégorie pleine de .4 % formée des
objets tués par m et Sle conoyau, dans .# %, de la multiplication par n dans S. Tout objet

simple de MF / est un objet de MF & ; dans la fin du paragraphe 3, on utilise un dévissage
pour prouver que, pour obtenir le theoreme il suffit de vérifier que, pour tout objet simple M

de MF /-4 ona:

oo tor b
dimg Hom /¥ (M, S)=dim, M
1
Extl} (M, S) =0.

0.7. Au paragraphe 4, on détermine les objets simples de MF/ lorsque k est
algébriquement clos.

A tout couple (, i) formé d’un entier #21 et d’une application i : n+i,de Z/hZ dans Z,
on associe 'objet M =M (k; i) de MF /, ainsi défini :
— le A-module sous-jacent est le k-espace vectoriel k%%
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CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS p-ADIQUES 551
3 . Z/hZ .
— S1(em)mez/mz €St la base canonique de £“"~, on pose :

= @ ke,, pour tout ieZ;

in2i
— les applications @}, : M’ - M sont caractérisées par :
oulen)=e,—_; pour tout meZ/hZ.

Sil’on note F, I'unique sous-corps de k ayant ¢* éléments, pour tout a € F, I’application k-
linéaire v, : M — M définie par v, (e,)=a? "e,, est un endomorphisme de M; I’application
Vv : ar>v, définit un plongement de F . dans ’'anneau End (M) des endomorphismes de M.

On démontre le résultat suivant (prop. 4.4) :

PROPOSITION. — (i) Pour ¢ue M (h; i) soit un objet simple de MF /., il faut et il suffit que la
période de I'application i soit égale a h(i.e. que sin€ Z/h Z est tel que i, ,,=1i,,, pour tout m,
alors n=0).

(ii) SiM est un objet simple de MF /., End (M) est une extension finie de ¥ ,; si hest le degré
de cette extension et si 'on choisit un isomorphisme de ¥, sur Eqd(M), il existe une
applicationi : Z/hZ — Z, de période h, et une seule, telle que M, muni de 'action de F ,, soit
isomorphe @ M(h; i).

0.8. Conservons les hypothéses et les notations du numéro précédent. Si o est un élément
de K qui vérifie o' ~' =, ’application, qui & g€ G associe I'image de g®/w dans k, est un
caractére y, de G a valeurs dans F.

L’objet du paragraphe 5 est de prouver un résultat qui, d’'une part, achéve la
démonstration du théoréme 3.3 et, d’autre part, donne « I’action de I'inertie modérée »,1.e.
lactlon de G sur les semi-simplifiées des reductlons modulo © des représentations de G
construites dans cet article :

THEOREME. — Soiti: Z/hZ — Z une application de période h telle que 0<i,,<q—1, pour
tout m, et soit M=M (h; i). Alors :

(i) ona Ext ~ M, §)=0;

(ii) ona dlqu, Hom % (M, 8)=1 [on a muni Hom ;3 (M, S) de la structure de F s-espace
vectoriel induite par action de F, sur MJ;

(iii) onagu=y,(g)e+e* -+ -1 u, pour tout ge G et toutue Hom ;3 (M, S)(oui, =iy, si
neZ et sin est son image dans Z/h 7).

0.9. Tl n’est pas vrai que le foncteur U : MF /; 4 > Rep £ (G) est pleinement fidéle : on a

UsM(1; 0))~Us(M(1; g—1))~F,, avec action triviale de G [si jeZ, on pose
M(1; j)=M(1; i), avec i : Z/Z = {0} — Z défini par i,=/]. Mais c’est le seul ennui. Plus
précisément, soient :

(i) MF{,¢ la sous-catégorie pleine de MF /; 4formée des M qui n’ont pas de quotient non
trivial N tel que N4~ 1=N;

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



552 J.-M. FONTAINE ET G. LAFFAILLE

(i) MF/¢" la sous-catégorie pleine de MF /: 4 formée des M qui n’ont pas de sous-objet
non trivial N tel que N' =0 (lorsque & est algébriquement clos, on montre qu’un objet M de

MF /; 4 est dans MF#¢ (resp. MF/¢") si et seulement s’il n’a pas de quotient de Jordan-

—__ tor

Holder 1somorphe a M(1; g—1) [resp. M(1; 0)].

L’objet du paragraphe 6 est de prouver que la restriction du foncteur Ug a chacune des
deux catégories MF/ ¢ et MF/ ¢" est pleinement fidéle. Ici encore la démonstration se fait par

Z___ _tor

réduction au cas ou k est algébriquement clos, puis par dévissage. Ce résultat ne sera pas
utilis¢ de fagon essentielle dans la suite; en particulier, il n’intervient pas dans la
démonstration du théoréme énoncé au n° 0.1,

0.10. Au paragraphe 7, on passe a la limite. )

Notons MF y ; la catégorie dont les objets sont les K-espaces vectoriels A munis :

— d’une part d’une application bijective ® : A — A, t-semi-lin€aire;

— d’autre part d’une filtration (A’),., par des sous-K-espaces vectoriels de A,
décroissante, exhaustive et séparée (avec une définition évidente des fléches). C’est une
catégorie additive E-linéaire.

Notons MF /% la catégorie dont les objets sont les couples (A, M), avec A un objet
de MFy: etM un réseau fortement divisible de A, cest-a-dire tel que
Y, ' ®(Mn A')=M (avec une définition évidente des fléches).
ieZ

Chaque objet (A, M) de MF /4 peut étre muni d’une structure de module filtré, i. e. d’objet
de MF :

— le A-module sous-jacent est M;

— la filtration est définie par M'=M n A, pour tout i;

— Papplication @y, : M'— M est définie par @} (x)=n"'®x, pour tout xe M".

On identifie ainsi MF/$4 a une sous-catégorie pleine de MF et 'on voit que, pour tout
objet M de MF/4, et tout neN, le conoyau de ny; dans .#F est un objet de MF /

- tor*
Sil’on note MF /& 91a sous-catégorie pleine de MF ¢4 formée des M qui vérifient M =M
et M?=0, on définit alors, par passage a la limite a partir de Ug, un foncteur :

Us: MEJ5?~Repo(G),

catégorie des O-modules libres de rang fini, munis d’une action linéaire et continue de G. Ce
foncteur est exact (en un sens évident) et fidele [on a rgo Ug(M)=rg, M] et « presque
pleinement fidéle » [sa restriction aux M tels que Coker my est un objet de MF/;
(resp. MF £

tor
MF /) est pleinement fidéle].

On donne également au paragraphe 7 une description de la sous-catégorie pleine MF/ .
de MF y ; formée des A qui admettent un réseau M tel que (A, M) soit un objet de MF /L.
C’est une catégorie abélienne.
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0.11. Au paragraphe 8, on commence par étendre les scalaires de A 4 K (resp. de © 4 E).
Le foncteur Uy induit ainsi un foncteur contravariant E-linéaire exact et pleinement fidéle :

ESK : MFYj— RCP/E (G),

de la sous-catégorie pleine de MFy/ ; formée des A qui vérifient A°=A et A?=0 dans la
catégorie des E-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action linéaire et continue
de G. :

On compare ensuite le foncteur Us, aufoncteur Vy de [F1]et [F2] auquel on afait allusion
aun®0.1.

Lorsque E=Q,, auquel cas e=1, cela revient essentiellement & montrer que ’anneau
S =lim S/p"$ s’identifie a un sous-anneau de l'anneau de Barsotti-Tate B construit
dans [F2]; la catégorie MFY/ ;. s’identifie a la catégorie MFY des modules de Dieudonné
filtrés faiblement admissibles et on montre (th. 8.4) que Ug (D) n’est autre alors que le dual
de V(D). Le théoréme d’admissibilité annoncé au n° 0.1 s’en déduit.

Lorsque E #Q,, la traduction est plus compliquée : il faut d’abord établir un dictionnaire
entre la catégorie MF / ; et une certaine catégorie d’objets de MFy/ munis d’un plongement
de E dans I’anneau des endomorphxsmes C’est I’'objet de la proposition 8.11. Le
théoréme 8.4 se generahse alors (prop. 8.12). ‘

0.12. Au paragraphe 9 enfin, on suppose e=1 et on a donc A=W (k). On sait alors
(¢f. [R1] ou [F3]) que la catégorie des p-groupes finis sur A, i.e. des schémas en groupes
commutatifs, finis et plats, de rang une puissance de p, sur Spec A (supposés a fibre spéciale
unipotente si p=2) est abélienne et que le foncteur, qui a un tel groupe J associe le Z,[G]-
module J (X) des points de J a valeurs dans A, est pleinement fidéle.

On établit alors un dictionnaire entre la classification de ces p-groupes ﬁnls via les systémes
finis de Honda due I un de nous [F3] et certains modules filtrés. Plus précisément :

— on établit une équivalence entre la catégorie des systémes finis de Honda (resp. systémes

finis de Honda unipotents) et la sous-catégorie pleine MF /; 2 (resp. MF{?)de MF / formée

des M qui vérifient M®=M et M? =0 (resp. ainsi que M n’a pas de quotient non trivial N
tel que N*=N);

— on montre que, si J est un p-groupe fini sur A (unipotent si p=2), si (L, N) est son
systéme fini de Honda et si M est le module filtré associé a (L, N), alors U (M) s’identifie
aJ(A), si A désigne l’anneau des entiers de K.

En particulier, les représentations de G de la forme Ug (M), avec M objet de MF /; 2,

= tor
si p#2 (resp. MF/, ) sont exactement celles qui sont de la forme J (A) avec J p-groupe fini
sur A (resp. p-groupe fini unipotent sur A).

Constatons avec plaisir que, compte tenu des résultats du paragraphe 5, cela permet de
retrouver les résultats de Raynaud [R1] sur I’action de 'inertie modérée sur les points des p-

groupes finis sur A .. .. par une méthode considérablement plus compliquée, mais finalement
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554 J.-M. FONTAINE ET G. LAFFAILLE

équivalente a celle employée par Berthelot [B1] pour retrouver les résultats de Raynaud a
'aide des systémes finis de Honda.

Une partie de ce travail a été faite alors que I'un des deux auteurs était membre de
IInstitute for Advanced Study de Princeton; celui-ci (J.-M. Fontaine) tient a remercier
I'ILA.S. pour son hospitalité et la N.S.F. pour son soutien financier.

1. Modules filtrés

On conserve les hypothéses et notations des n* 0.1 et 0.3.

1.1. Si M est un A-module, on note M, le A-module déduit de M par la restriction des
scalaires 7; en tant que groupe abélien (et méme en tant que O-module) M, s’identifie a M et,
pour tout a€ A, la multiplication par a dans M, n’est autre alors que la multiplication par ta
dans M. La correspondance M — M est, de maniére évidente, fonctorielle.

-1.2. Nous appelons (A, t, n)-module de Dieudonné filtré, ou, s’il n’y a pas de risque de
confusion, A-module de Dieudonné filtré, ou méme module filtré, la donnée :
(i) d’'un A-module M;
(ii) d’une filtration de M par des sous-A-modules (M"),.,, décroissante (i. e. M**' = M),
exhaustive (i.e. M=\ M') et séparée (i.e. N M'=0);
(iii) pour chaque entier i, d’'une application A-lin€aire :

oy MioM.

* On demande, en outre, que, pour tout entier i, le diagramme :

Mitl — M
) wl lm
M, —"»Mt

soit commutatif.
Par abus de langage, nous parlerons du module filtré M (la filtration et les
applicatibn,s i éta‘r‘l‘t’ scl)us-en,ten‘dues‘)‘.

-1.3. Ces modules filtrés forment une catégorie que nous notons MF, . ou, s’iln’y a pas
de risque de confusion, MF : une fléche n : M —» M’ est une application A-linéaire,
compatible avec les filtrations [i. e. telle que 1 (M?)= M"/, pour tout i] et qui commute aux ¢’
(i.e. telle qué, pour tout i, le diagramme : l '

. oniM .
M! —— M"
) ml lw
n,
M, ——M;

soit commutatif).

La catégorie MF est additive et méme O-linéaire.
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[Rappelons qu’une catégorie additive € est dite O-linéaire si on s’est donné un
homomorphisme de O dans End (idy); autrement dit, si, pour chaque objet M de %, on s’est
donné un homomorphisme de O dans I’anneau Endy (M), que nous écrirons :

ar—ay,

tel que, pour tout ae O, toute fleche n : M —» N de €, noay=ayon.

Si € et 2 sont deux catégories O-linéaires, un foncteur ¥ : € — 2 est dit O-linéaire s’il est
additif et compatible avec les structures de O-modules.]

et

A‘t1!

1.4. REMARQUEs. — (a) Soit u une unité de O et soit n'=um; les catégories MF
MF , . » sont, de maniére évidente, isomorphes.

(b) On peut donner une autre description de la catégorie MF , description que nous
utiliserons également : Les couples (M, (M'),.z), constitués d’'un A-module M et d’une
filtration (M"), , par des sous-A-modules de M, décroissante, exhaustive et séparée, forment,
de maniére évidente, une catégorie additive A-linéaire, que nous notons Fil,. A tout objet
(M, (M"),.,) de Fil,, nous associons le A-module M, limite inductive du diagramme :

l' M1+l
®) NN
MM Mt

La correspondance (M, (M‘)iez)r—»ﬁ est, de manicre évidente, un foncteur additif de la
catégorie Fil, dans celle des A-modules.

Si M est un objet de MF | la condition de commutativité, pour tout i, du diagramme (1)
revient a dire que les applications @}, passent a la limite inductive. Autrement dit :

— se donner un objet de MF revient & se donner un objet (M, (M'),.,) de Fil, et une
application A-linéaire :
Oy : M- M;;

— un morphisme n : M — M’ est la donnée d’une application A-linéaire de M dans M,
compatible avec les filtrations, telle que le diagramme :

M —=M’
@) wl
M, —M.

soit commutatif.

1.5. Nous notons MFZ , ou MF{ . .. s’il y a un risque de confusion, la sous-catégorie
pleine de MF formée des objets M qui vérifient les deux conditions suivantes :

(i) le A-module sous-jacent est de longueur finie;

(i) on a TIm @i =M..
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1.6. ProprosITION. — Soit M un module filtré dont le A-module sous-jacent est de longueur
finie. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M est un objet de MF [ ;

(ii) lapplication @y, : M — M, est surjective;
(iii) Papplication @ est injective;
(iv) lapplication @y est bijective.

Démonstration. — L’équivalence de (i) et (ii) est simplement la traduction en termes de
Iapplication ¢y dela définition. On alg, M, =1g, M etI’équivalence de (ii), (iii) et (iv) résulte
du lemme suivant :

1.7. LemMmE. — Soit (M, (M’),.,) un objet de Fil, dont le A-module sous-jacent est de

longueur finie. Alors 1g, M=I1g, M.

Démonstration. — Soient j<; des entiers tels que M/=M et M/ *'=0. Soit

7 7
0: @ M'—> @ M l'application définie par :

i=j+1 i=j
e((xi)j<i§j’)=(xj+1’ =Xt Xjrgs oo XXy, s —TX;).

On a une suite exacte :

i i _
@) 0> @ Mi>@®M->M-0
‘ i=j+1 i=j
et on a donc :

_ 7 ;o _ .
1gAM+1gA< S) Mi>=lgA( M') d'ou lg,M=Ig, M’=Ig, M.
i

i=j+1 i=

1.8. ProposIiTION. — La catégorie MF [ est abélienne et méme artinienne. En outre le

noyau (resp. le conoyau) d’unefléche de MF [ est encore un noyau (resp. un conoyau) dans MF .

tor

Commengons par €établir un lemme :

1.9. LEMME. — Soit (M, (M), ;) un objet de Fil , et soit (L, (Li)iez) un sous-objet (i.e. L est
un sous-A-module de M et on a L' = M', pour tout i). Si M est un A-module de longueur finie et
si Papplication canonique de L dans M est injective, alors on a L'=M' A L, pour tout i.

Démonstration. — Soit i un entier tel que L'# M’ L et soit y un élément de M N L qui
n’est pas dans L'. Il existe donc un entier s <i tel que ye L et y¢ L**!. Quitte a multiplier y
par une puissance de T convenable, on peut supposer que myeLs* !,

Choisissons des entiers j </’ tels que M/=M, L/=L et M/ *' =1/ *! =0. Soit z I'élément de

7

@ L' dont toutes les composantes sont nulles sauf celle d’indice s qui égale a y et celle
i=j

d’indice s+ 1 qui est égale 8 —ny. Comme y¢L**!, la suite exacte (4) appliquée a L montre

que I'image z de z dans L n’est pas nulle. En revanche, comme ye Mic M**!, la suite
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exacte (4) appliquée 2 M montre que I'image de z dans M est nulle. On a donc trouvé un
élément non nul z de L dont I'image dans M est nulle, ce qui contredit I’hypothése
d’injectivité.

1.10. DEMONTRONS MAINTENANT LA PROPOSITION-1.8. — Soit n : M’ = M une fléche de
ME{,.

(a) On peut munir le noyau N’ de I’application A-linéaire sous-jacente a  d’une structure
de module filtré en prenant comme filtration la filtration induite (i.e. N"'=M' A N’), les
applications @, étant ‘déﬁnies par restricti’on‘ a partir\ des ol [la commutativité du
diagramme (2) implique que @i (N’Y) est contenue dans le noyau de n, : M, —> M_, qui
s’identifie a NZ]. Il est clair que N’ est un noyau de n dans MF .

Soit maintenant L I'image de I’application A-linéaire sous-jacente & 1) et, pour tout isoit L’
I'image de M dans M. Alors (L, (L'),.2) est un sous-objet de I'objet (M, (M), ;) de Fil,.

Pour tout i, la suite de A-modules :

0-Ni-Mi->Li-0

est exacte. Les propriétés d’exactitude a droite du foncteur l_lln, (ou une vérification directe
facile) montrent que la suite :

N'->M'->L->0
est exacte. Comme la suite :

0-N-M->L->0

est exacte, on a lg, M'=Ig, N'+1g, L; comme, d’aprés le lemme 1.7, lg, N=Ig, N’,

lg, M'=lg, M’ et lgAf=lgA L, on a aussi lgAM’zlgAﬁ’=lgAf et la suite :
0->N'->M'>L -0

est exacte. Comme M’ est un objet de MF 7, ’application @y, est injective et le diagramme
commutatif :

ﬁr > M/

o | l oM

N, —M;

montre que @y est aussi injective, donc, d’aprés la proposition 1.6 que N’ est un objet de
MF /.. En particulier, N’ est donc un noyau de n aussi bien dans MF que dans MF /.
(b) L’exactitude de la suite :

0->-N->M->L-0

implique celle de la suite :
0-N.->M.-»L -0
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et il existe un unique isomorphisme @, : L- L, tel que le diagramme :
0-N'5M' ->L -0
l"’t\“ l‘PM' l‘PL
0->N ->M.-L -0
soit commutatif. On a ainsi muni L d’une structure d’objet de MF /et il est clair que L est
une coimage de n dans MF, donc a fortiori dans MF /.
Il est clair que le diagramme :
L—M
@ l 1 oM
L

T MT

est commutatif. Comme les fléches verticales sont des isomorphismes, I'injectivité de L, - M,
implique celle de L —» M. D’aprés le lemme 1.9, on a donc Li=L n M, pour tout i.
Soit alors N=M/L le conoyau de I’application A-linéaire sous-jacente a m et, pour tout i,
soit N’ 'image de M’ dans N. Comme L'=L n M/, la suite :
0->L'->M >N -0
est exacte, et il existe une unique application A-linéaire @j:: N* —> N rendant le diagramme :

0->Li->M >N -0

le lw‘M quN

0-L,->M >N -0

commutatif. On a ainsi muni N d’une structure de module filtré et il est clair que N est un
conoyau de n dans MF .

La surjectivité de @y et celle de M, — N, impliquent celle de ¢y et, d’aprés la
proposition- 1.6, N est un objet de MF /.. Comme N est un conoyau de n dans MF, N en est
a fortiori un dans MF [ .

(¢) L’image de 1 est L muni delafiltration induite par celle de M et de la restriction des ¢y, .
Comme Li=L n M/, c’est aussi la coimage de et la catégorie MF /, est bien abélienne.

(d) Enfin lefait que tout objet de MF [ est de longueur finie résulte de ce que le A-module
sous-jacent I’est déja.

1.11. La catégorie MF, en revanche, n’est pas abélienne. Nous allons y remédier en la
plongeant dans une catégorie abélienne O-linéaire .4 F :

— un objet de #F consiste en la donnée :

(i) d’'un A-module M et, pour tout ie Z, d’'un A-module M};

(ii) pour chaque entier i, de trois applications A-linéaires a}, : M'*! - MY, Bi, : M > M
et i : M > M, telles que : v |

i+1.

C o o
Bwm o oy = By et Omody=TOy ;

4° SERIE — TOME 15 — 1982 — N°4



CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS p-ADIQUES 559

- un;e ﬂéChe dC (M, (Mi, a’i{’ B;Vi’ (pll;d)iel) danS (N’ (Niﬂ ali\h BI'*U (pIi\I),ieZ), COH,SiSte en, la
donnée d’une application A-linéaire n : M — N et, pour tout i€ Z, d’une application A-
linéairen’ : M — N’ telles que les diagrammes :

Mi_ﬁ_, Mi+1_i{\_4_)_Mi Mi";;“>MT
n' l . in n"“l , lﬂ‘ n'l » ln,
NiLN Nit1 2N N Ni_“’i\'_>Nr

soient commutatifs.

Il est immédiat que .4 est une catégorie abélienne O-lin€aire. On dispose d’un foncteur
¥ : MF - . #% :cest celui qui, a tout module filtré M, associe (M, (M, oy, Bis, Pi)iez), OU
oy, et By sont les inclusions naturelles. Le foncteur W est O-linéaire et pleinement fidéle et
nous nous en servons pour identifier MF a son image essentielle, a savoir a la sous-catégorie
pleine de .# % formée des objets pour lesquels les applications ay, et B4, sont toutes injectives.

Sin est une fléche de MF, son noyau dans .# % est encore un objet de MF, mais il n’en est
pas de méme en général du conoyau. Toutefois si 1 est une fléche de MF /, le noyau (resp. le
conoyau) de  dans MF {, coincide avec le noyau (resp. le conoyau) de n dans #F.

Enfin, si :

0-M->M-M'-0

est une suite exacte de A/ Z et si M’ et M"’ sont des objets de MF (resp. MF /), il en est de
méme de M.

2. L’anneau S

Avant de définir ’anneau S qui jouera un role essentiel dans la suite, commengons par
rappeler la construction et quelques-unes des propriétés des anneaux R, W, (R) et W (R)
(pour plus de détails. roir [F4], [F-W] et [F2]).

On conserve les hypotheéses et notations du paragraphe précédent. On note A Panneau des
entiers de K, C le complété de K et Ac I’anneau des entiers de C.

2.1, Si f désigne I'endomorphisme de I’anneau A/ pK défini par f (x)=x?, on note R la
limite projective du diagramme :

L LApalapal .

T

AlpALA/pA

Un élément x de R peut donc étre considéré comme la donnée d’une suite (x,),.n
d’éléments de A /p A vérifiant xZ, | =x,,, pour tout 7; 'addition et la multiplication se font
composante par composante.

Rappelons (¢f. [F4], chap. V, §1 et [F-W]) que, si x=(x,),.x€R, et si on choisit, pour
tout n, un relévement x, de x, dans A (ou dans A.), alors, pour tout me Z, la suite des x5, ,,
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converge, pour n - + o, vers un élément x™eA. qui ne dépend pas du choix des
relévements. L’application qui a x associe (x""’),,,EZ définit une bijection de R sur I’ensemble
desfamilles (x™), . , d’éléments de AC qui vérifient (x"** ’)" = x™ pour tout m. Si I’ on utilise
cette bijection pour 1deqt1f1er R a T'ensemble de telles familles, et si x= (x""’)‘mE 2 et
Y=("")ncz sont deux éléments de R, on a :

xy= (x('”) (m))

mE,

x+y=(z('”’ Inez avec Z(m): lim (x(n+m)+y(n+m))p"'

n—+ oo

Soit v la valuation de C normalisée par v(p)=1. Pour tout x=(x"),_,, on pose
Uy (x)—u(x(o)) Alors vy est une valuatlon de R pour laquelle il est complet et R est
intégralement clos dans son corps des fractlon‘s. Celui-ci €st un corps valué complet, de
caractéristique p, algébriquement clos, qui est isomorphe au complété d’une cloture
algébrique d’un corps local de caractéristique p et de corps résiduel k. Le corps résiduel de R
s’identifie au corps résiduel k£ de A;1’homomorphisme canonique dek dans R correspondant
est celui qui, a g€k, associe (™), 5, o €™ est le représentant de Teichmiiller, dans
Ac, de g

2.2. Notons W(R) I’anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans R. C’est donc
I’ensemble des « vecteurs » de la forme :

U=, Uy, ooy Uy, - ) avec u,eR pour tout n,

et 'addition et la multiplication sont données par les formules usuelles (¢f., par exemple,
[Se2], chap. II, §6).

L’anneau W (R) est un anneau commutatif, intégre, de caractéristique 0, séparé et complet
pour la topologie p-adique.

Pour tout xeR, notons [x]=(x,0,...,0,...) son représentant de Teichmiiller
dans W (R). Le fait que R est parfait implique que tout €¢lément de W (R) s’écrit d’une

@
maniére et d’une seule sous la forme ) p"[v,], avec les v,eR <on’ a
n=0

(s Ugy - ooy Uy, . ..)= i p"[u’jl_"]).
n=0

2.3. La structure de k-algébre de R fait de W (R) une W (k)-algébre. Nous notons W, (R)
la A-algébre A®y ;) W(R). C’est encore un anneau commutatif intégre, séparé et complet
pour la topologie p-adique et l’application ara®1 (resp. u—1®u) nous permet
d’identifier A [resp. W (R)] & un sous-anneau de W, (R).

Tout élément de W, (R) s’écrit alors, d’'une maniére et d’une seule, sous la forme :

+o0

Y wu,l, avec les u,eR.
n=0

2.4. Soit maintenant Wy (R) la K-algébre K®, W, (R)=K®y ) W (R). C’est un anneau
commutatif intégre, contenant W, (R ); tout élément de Wy (R) s’écrit, d’'une maniére et d’une
seule, sous la forme )’ n"[u,], avec les u,€R, presque tous nuls pour n<0.

n»-—x
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2.5. On sait (¢f. [F2], prop. 2.4) que I'application :

0°: Wy(R)-C,
définie par 0°() n"[u,])=) n"u}’’, est un homomorphisme de K-algébres; son noyau
Wk (R) est un idéal principal : si on choisit un élément x, € R tel que x®)= —metsionpose :
gO = [‘xO] + T,
Wk (R) est I'idéal engendré par'&(,.

Notons @ : Wy (R) —» Wy (R) I'application qui & ) n"[u,] associe ) n"[uf]. C’est un
automorphisme de ’'anneau Wy (R); ce n’est pas un automorphisme de la structure de A-
algebre, mais c’est une application t-semi linéaire [on a @ (au)=ta.®u,siae A,ue W (R)].
Autrement dit, ® est un isomorphisme de la A-algébre Wy (R) sur (W (R))..

2.6. On munit le A-module sous-jacent 8 Wy (R) d’une structure de module filtré en
posant, pour tout i€ Z,

W;;(R)=WK(R)i={ WeR) si i<0,

(WxR))'  si izl

[ou (W (R))" désigne la puissance i-iéme de I'idéal Wy (R)]et @, @) (u)=7"¢.@u, pour tout
ue Wi (R).

2.7. Notons maintenant S, . . ou plus simplement S s’il n’y a pas de risque de confusion, le
sous-ensemble de Wy (R) formé des ) n"[u,] qui vérifient :

vg(u_,)=mqg.v(r)=mg/e pour tout m>0.

C’est un sous-anneau de Wy (R) contenant W, (R). Si x est un élément de R tel que
‘g (x)=¢/e,ona S=W, (R)[n™ " [x]], plus petit sous-anneau de Wy (R) contenant W, (R) et
1 [x].

Nous munissons le A-module sous-jacent a S d’une structure de module filtré en posant, pour
tout ieZ: ; ; S ; ;
S'=Wg(R)n{xeS|®xen'S} et  Oi=0w, g)s-
Cette structure est compatible avec la structure d’anneau [i. e.,si i, jeZ,ona S'.S/=S**Jet,
si xeS', yeS/, on a o (xy)= i (x). G ().

3. Modules filtrés et modules galoisiens

On conserve les hypothéses et notations des paragraphes précédents.

3.1. Le groupe G=Gal K/ K) opére sur KetAet, par continuité, sur C et Ac. Il opére
continiment sur I’anneau R muni de la topologie limite projective ou, ce qui revient au
méme, de la topologie définie par la valuation vy. Par fonctorialité, il opére aussi sur W (R),
W4 (R), Wk (R) et S est stable par G. Comme I’action de G commute a celle de D, ceci nous
permet de considérer S comme un D [G]-module & gauche. Comme ’action de G commute
aussi a celle de A. laisse stable les S et commute aux @i, I'anneau C[G] s'envoie dans
I’anneau des endomorphismes du module filtré S.
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3.2. Soit MF/; 91a sous-catégorie pleine de MF /, dont les objets sont les M qui vérifient
M®=M et M?=0. Si :

0-M->M->-M'-0

est une suite exacte de MF /., M est un objet de MF /; ¢si et seulement si M’ et M" le sont. En
particulier, MF /; 4 est encore une catégorie abélienne O-linéaire.

——— ftor

Pour tout objet M de MF (et méme de .# %) et pour tout entier i 20, I’action de D[G]
sur S munit le groupe abélien Ext’(M, S)=Ext’,; (M, S)d’une structure de O [G]-module a
gauche. On peut considérer Ext’( , S) comme un foncteur contravariant O-linéaire de MF
dans la catégorie des O[G]-modules & gauche.

3.3. Notons Rep £ (G) la catégorie (artinienne O-linéaire) des O-modules de longueur
finie, munis d’une action linéaire continue de G.

THEOREME. — (i) Pour tout objet M de MF/: % le O-module sous-jacent a
Us(M)=Ext! (M, S) est de longueur finie, égale d la longueur du A-module sous-jacent & M;

(ii) le foncteur (contravariant) Ug : MF J: 9 — Rep £ (G) est exact et fidéle.
P/o

22 tor

3.4. REMARQUE. — Il résulte de la démonstration du théoréme que, pour tout objet M de
MF{: 4, M et Ug(M) ont les mémes facteurs invariants, autrement dit que, en tant que

A-module, AQ 5 Ug(M) est isomorphe (non canoniquement) a M.

~— . . ’ . ’ £y
3.5. Notons .# ¥ la sous-catégorie pleine de .# % formée des objets tués par . C’est une
sous-catégorie stable par sous-objet et quotient; c’est donc encore une catégorie abélienne,
qui est méme O- llnealre (rappelons que O=0/n0 est le corps résiduel de D). Notons
également Mq = MF J: 11a sous-catégorie pleine de MF /; 4 formée des objets tués par m; un

- _tor
objet de MF /; 4 est donc dans M si et seulement si le A-module sous-jacent est en fait
un k-espace vectoriel.

== tor

Notons enfin S le conoyau de mg dans # & (rappelons que, pour tout objet M de .4/ F et
toutae O, ay désigne la multiplication par a dans M). Ona g =0et Sest un objet de MF.

3.6. ProPOSITION. — Supposonsk algébriquementclos. Si M est un objet simple de 1\71’1, ona
dime Hom 7 (M, Sb—dlmkM et Ext ~ (M, S)=0.

Nous démontrerons cette proposmon) au paragraphe 5 comme conséquence de la
classification des objets simples de &‘1 qui est ’objet du paragraphe 4. La fin du présent
paragraphe est consacrée a la démonstration du théoréme 3.3 (en admettant la proposition
ci-dessus).

3.7. Pour tout entier n21, soit S, le conoyau de n dans #% (on a donc S, =5).
Comme S est un A-module sans torsion, mg est un monomorphisme et la suite :

0555555, -0
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est exacte. Notons 75, 'unique fléche de .# % rendant commutatif le diagramme :

05S =8-S,-0
(1) i‘d lﬂs ls

nn+l f

0-S%->S-S,,,-0,

et posons S, =1lim S, (la catégorie .#% admet, comme la catégorie des A-modules, des
’ —

limites inductives).

Notons d’autre part Sg la limite inductive du diagramme :
1(S 7[S TCS
S>S—>S...S~>S...

[en fait Sg est un objet de MF et s’identifie 8 Wy (R)]. La multiplication par m est, par
construction, inversible dans Sg.

Les diagrammes (1) induisent, par passage a la limite, une suite exacte :

(1) 0-S—->S.->S_ -0

3.8. LEMME. — Pour tout objet M de MF J et pour tout entier i20, Ext',; (M, S,)

S’identifie, canoniquement et fonctoriellement a Ext/ 1 (M, S).

Démonstration. — La suite exacte (1') induit une suite exacte :

Extlyz (M, Sg) — Extlys (M, S,,) » Extlys (M, S) - Exti/# (M, Sg).

Comme M est de m-torsion, il existe un entier n tel que my =0 et Extl,, (M, Sg) et
Exty# (M, Sg) sont tués par n". Mais, comme la multiplication par = est inversible dans Sg,
elle est aussi dans Ext’,, (M, Sg) et Exti;;! (M, Sg). Ces deux O-modules sont donc nuls et le
lemme en résulte. |

3.9. LeMME. — Supposons k algébriquement clos. Alors, pour tout objet simple M
de MF :4, on a lgo Hom 4z (M, S, )=Ig, M et Extl,; (M, S_)=0.

Démonstration. — Les objets simples de MF /- 4 sont tués par n et sont donc les mémes que
ceux de M4

Comme Ker 7y s’identifie 2 S, on a :

Hom./lf (M) Soo)=H0m.l{f (M9 §)=H0m¢ﬂ/\";" (M9 g)
et :

lgo Hom ,» (M, S, )=dimg Hom /% (M, S)=dim, M (prop. 3.6)=Ig, M.
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Soit T une extension de M par S, dans .# % . Comme M est tué par © et comme mg_est un
épimorphisme, il résulte du lemme du serpent que le diagramme commutatif :

0 0 0
R
0-S—>Kern;>M-0
Lol
0-S —— T-M-0,
I~ 1 |
S, »>Imn; -0
Lo
0 0

a ses lignes et ses colonnes exactes. Mais Ker m; est alors une extension, dans MF,de M
par S. Comme, d’aprés la proposition 3.6, Ext;} M, S) =0, la premiére ligne est scindée; il
en est donc de méme de la seconde. Toute extension de M par S, est donc triviale et
Extls (M, S, )=0.

3.10. Prouvons maintenant le théoréme lorsque k est algébriquement clos. — D’aprées le
lemme 3.8, Ug (M)=Ext},m (M, S) s’identifie 8 Hom ,z (M, S,)). La suite exacte des Ext
permet alors de déduire du lemme 3.9, par récurrence sur la longueur des objets de MF /- 4
que. pour tout M dans MF /: 4, on a simultanément :

tor

lgo Hom 44 (M, S, )=1g. M et Extlys (M, S_)=0.
Si:

0-M->M-M'"-0

est une suite exacte courte de MF /; 4, la suite :

0-UsM") = Us(M) > Us(M') -0
s’identifie a la suite :

0-Hom,,(M",S,)-»Hom,;(M,S,)-Hom,z(M',S,)—0

et est donc exacte puisque Extly, (M", S_)=0.
Enfin la fidélité résulte formellement de I’exactitude et de ce que M#0 implique
Us(M)#0.

3.11. Enfin, prouvons le théoréme lorsque k n’est pas algébriquement clos. — Le corps
résiduel & de K est une cloture algébrique dek. Si l'on pose A=W (E)®wg A,
I"automorphisme t se prolonge a A’ en posant 1 (x®a) =" x®7 a (ou, rappelons-le, o est le
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Frobenius absolu), A’ est encore I’anneau des entiers d’un corps local, et © est encore une
uniformisante de A’. On dispose d’un foncteur évident :

M—A®@,M,

de la catégorie MF =MF, . , dans la catégorie MF'=MF, . . qui, avec des notations
évidentes. se prolonge en un foncteur D-linéaire exact et fideéle de la catégorie .# % dans la
catégorie M F'.

Le plongement canonique de A’ dans A nous permet d’identifier S=S, . et S'=S, ., ..
Si, avec les notations dun® 1.11, S, =(T, (T%,, o , Bt , 9% )icz), les A-modules T, et T/,

sont canoniquement des A’-modules et nous permettent d’identifier S, a l'objet
correspondant S de A/ F".

Si M est un objet de MF /4, M’ =A’'®, M est, avec des conventions évidentes, un objet

de MF/.:4. Se donner un élément de Hom 4 (M, S,) revient a se donner une famille

(M, (n"),cz) d’applications A-linéaires :
n: M->T,, n': M>T,,

vérifiant certaines conditions de compatibilité. Il revient au méme de se donner les
applications A'-linéaires :

Ma: AQM-T,, ni: AQM ST

déduites par extension des scalaires. Autrement dit, Hom,s(M, S,) s’identifie a
Hom g,z (M’, S})). Mais, d’aprés le lemme 3.8, Ug(M) s’identifie a Hom s (M, S,) et

Usg(M’) a Homs (M’, S,). Le théoréme résulte alors de son analogue dans le cas ou le
corps résiduel est algébriquement clos.

4. Les objets simples de MF /

tor

4.1. On conserve les hypothéses et les notations du paragraphe précédent et on suppose
de plus le corps résiduel k algébriquement clos. Pour tout entier s, on note F,. I'unique sous-
corps de k ayant p® éléments; en particulier, on a O=F r=Fg

On note M= I\’TI:““{, la sous-catégorie pleine de MF /. formée des M tels que my =0, i.e.
dont le A-module sous-jacent est un k-espace vectoriel. Les objets simples de MF /. sont ceux
de M

4.2. Remarquons que, si M est un module filtré dont le A-module sous-jacent est un k-
espace vectoriel, la suite exacte (4) du n° 1.7 montre que M=grM=@ M{/Mi*!, de sorte

ieZ
que se donner un objet M de _I\ZI revient a se donner un k-espace vectoriel de dimension finie,
munie d’une filtration (M%),_,. décroissante, exhaustive et séparée, et un isomorphisme :

(pM : ng - M'r’

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



566 J.-M. FONTAINE ET G. LAFFAILLE

ou, si 'on préfére une application @, : grM — M, bijective, additive et vérifiant
Ou(ax)=a’ oy (X), si ack, xegrM.

4.3. Si Aestune F -algebre associative et unitaire, nous appelons A-objet de M la donnée
d’un objet M de M et d’un homomorphisme de A dans Endg (M).

Soit hun entier = 1etsoiti:n+ i, une applicationde Z/hZ dans Z. On appelle période de
Papplication i le plus petit entier m=1 tel que i,,, =i, pour tout n€Z/hZ (ot n+m
désigne la somme de n et de I'image canonique de m dans Z/hZ); c’est un entier qui
divise A.

Si heN*etsii:Z/hZ — Z, on note M(h; i) ou M(h; iy, iy, ..., i,_,) le module filtré
suivant :

— le A-module sous-jacent est M =k*/"%;

— i (€,)mez/mz €St la base canonique de M, on a :

M'= @ ke, pour tout ieZ;

in2i

— si e, désigne I'image de e,, dans M"-/M"~*', on a :
(pM(gm)'__em—l‘

Il est clair que M =M (#; i) est un objet de M_; si, pour tout a€ F., on note v, Iapplication
k-linéaire de M dans lui-méme définie par v,(e,,)=a’ "e,,, on voit que v,€ Endg (M) et que

P’application a+ v, munit M (k; i) d’une structure de F-objet de M.

4.4. ProrosITION. — (i) Pour que M (h; i) soit un objet simple de N_/[, il faut et il suffit que la
période de I'application i soit égale a h. S’il en est ainsi, Papplication v définie ci-dessus est un

isomorphisme de ¥, sur Endg (M).

(i1) SiM estun objet simple de M, Endy (M) est une extension finie de ¥ ;; si hest le degré de
cette extension et si on choisit un isomorphisme de Endg (M) sur F ., il existe une application
i:Z/hZ > Z, de période h, et une seule telle que le F;-objet M soit isomorphe a M (h; i).

4.5. REMARQUE. — En d’autres termes, I’ensemble des classes d’équivalence, en un sens
évident, des couples (J, i’) formés d’un espace principal homogene J sous Z et d’une
application périodique i’ : J — Z est en bijection avec I’ensemble des classes d’isomorphisme
des objets simples de M : Au couple (J, i'), on associe la classe de M (4; i), ou hestla période
de i’ et ou, unefois choisi un point jde J,i : Z/hZ — Z est définie par i, =i, ;(si /1 désigne un
relévement de n dans Z); les & différents choix de j modulo 4 Z correspondent aux différents

isomorphismes de F, sur Endg (M).

4.6. Si M est un objet de M, nous notons @° : M — Z U { + w0 } Iapplication définie par :

+ 0 si x=0,
do(x):{f s xeMi—Mi*!,
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et f: M — M lapplication définie par :

flx)= 0 si x=0,
Op (X), ol x est 'image de x dans M*®/M*®+1 " sinon.
4.7. LEMME. — Soit M un objet de M Pour qu’un sous-k-espace vectoriel N de M soit (le
sous-espace vectoriel sous-jacent d) un sous-objet de M, il faut et il suffit que f(N)<=N.

Démonstration. — Sil’on munit N de la filtration induite par M, grN s’identifie & un sous-
k-espace vectoriel de grM et @y (grN) est le sous-k-espace vectoriel de M, engendré
par f(N). Si N est un sous-objet de M, on doit avoir f(N)<=N; réciproquement, si cette
condition est satisfaite, la restriction de @y & grN, qui est une application k-linéaire injective
de grN dans M, a son image contenue dans N_; c’est donc un isomorphisme de N sur N,
et N est bien un sous-objet.

4.8. LEMME. — Soit M un objet non nul de M et soit p la dimension du k-espace vectoriel
sous-jacent. Il existe un entier h, vérifiant 1<h= |, tel que I'ensemble des x e M qui vérifient
f"(x)=x ne soit pas réduit a 0.

Démonstration. — Soit ¢ I’ensemble des relations de la forme
Z ajfj (x) = 03
jel

ou x est un élément non nul de M, J un sous-ensemble non vide de N et, pour tout jeJ, a; est
un élément non nul de k. Comme M est un k-espace vectoriel de dimension finie, # n’est pas
vide.

A tout sous-ensemble fini non vide J de N, on associe le couple (m;, n;) avec my=sup j et
jel
ny=cardJ. On munit N x N de I’ordre lexicographique et on choisit une relation de ¢ :

Za}.fj(x)=0

telle que le couple (m;, n;) soit minimal.

On a certainement O e J, car, sinon, si ’'on pose ] —1= { j—1ljel }, on aurait Ja relation :

Z a4 1fj(f(x))=0a
jel-1
et pourtant m;_, =m;— 1 <my.

Posons i, =infd®f7(x). Pour tout jeJ, on a :
jel

im0 st dfT(x)> o,
ou/ (x))—{fj+1(x) si dofj(x)=i0,
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donc. si J'={jeJ|d°fI(x)=i,} :

Y atfi*i(x)=0  ouencore Y alfi(f(x))=0,

jel’ Jjey
et la minimalit¢ implique que d°f’(x)=i, pour tout jeJ. De la méme maniére et par
récurrence, on en déduit que, pour tout se N, il existe un entier i, tel que d°f7**(x) =i, pour
tout jeJ. Donc tout élément de J est une période de la suite (d°f*(x)),.n;0n en déduit que
si h désigne le pged des éléments de J, on a d°f***(x)=d°f*(x), pour tout seN.

Notons N le sous-k-espace vectoriel engendré par les f*"(x), pour neN; si on pose

m;=hh', les f*" (x), pour 0<n<h’ —1, forment une base de N. Comme tous les /" (x) sont
dans M, N < Mo, Si yeNN Mo+ ona:

y= 3 baf"(x)

et:

h—-1 h—1
oyu(y)=0= ZO baf™ (x)= Zo A" (f(x)),

et la minimalité implique que tous les b2 sont nuls, donc que y=0; autrement dit N <= M* et
N N Me*!'=0. On en déduit que f|y = @iyl v, donc que |y est T-semi-linéaire; par récurrence
sur s, on montre de méme, que pour tout s€ N, f*| est t*-semi-linéaire. En particulier, /* |y
est une application bijective de N dans N qui est t"-semi-linéaire. Il existe donc ([J1], th. 15)
yeN non nul et aek tel que /*(y)=ay; comme k est algébriquement clos, on peut, quitte &
multiplier y par une constante non nulle, supposer que f*(y)=y. Enfin, comme hh’=m, et
lsmy<p,onalshsp, d’ou le lemme.

4.9. LEMME. — (i) Soit M=M(h; i). Si la période de i est égale a h, lapplication v est un
isomorphisme de ¥, sur Endg (M).

(i) SoitM'=M(h’;i"). OnaHomg (M', M)#0 si et seulement s’il existe un entier m tel que
iy =i, pour tout neZ. -

(On a noté de la méme maniére I’application i : Z/hZ — Z et son compos¢ avec la
projection canonique de Z sur Z/h Z; on a fait de méme pour i'.)

Démonstration. — Montrons (ii) : Soit (ey,),,c z/x z [T€SP. (€, }nez/n2] 1a base canonique de M’
(resp. M) et pour tout entier n€Z, posons e,=e; (resp. e,=e¢;), avec n I'image de n
modulo A4’ (resp. ).

Soit n e Homy (M’, M) et, pour tout ne Z, posons :

h—1
nie,)= 3, a, .e,  avec les a, ,€k.

m=0

Pour tout #, soit J, ’ensemble des m tels que a,, ,#0. Onal,,, =J,; comme on doit avoir
n(e,)eM", on a mel, =i, 2, On doit aussi avoir :

o (n(en)=n (i (e,)),
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ou encore :

Z a:ln, nem—l =n(e;-l)=zam, n—1 em‘
mel,

Ly=1p

On en déduit tout d’abord que Card J,,_, <Card J,. Comme J,, , =], on doit donc avoir
Card J,_, =Card J, et ceci impliq\ie que mel, =i, =i, ’

Mais on voit aussi que J,_,=J,—1={m—1|mel,}. Donc melJ,= i, =i, ;.
Finalement, on voit que, sime J , alors m appartient a 'ensemble J des m vérifianti,, =i’
pouf tout s, ou encore i, ,=i,, pour tout neZ.

Par conséquent, §’il n’existe pas d’entier m tel que i, ,=i,, pour tout neZ, on a bien
Homg, (M’, M)=0. En revanche, si un tel entier m existe, et si on pose u’ k' =uh, avec u et u’
des entiers >0 premiers entre eux, on vérifie immédiatement qu’il existe un homomorphisme
non nul n : M’ > M et un seul qui satisfait

neo)=enten yte, ot .. ten -y
d’ou (ii).
Supposons enfin M= M’, i =i’ et la période exactement 4. On voit que J, est alors contenu
dans ’ensemble réduit au seul élément 0. On a donc nécessairement 1 (e,) = be,, avec bek;

on en déduit que I’on doit avoir n(e_,)=5b%e_,, pour tout n; en particulier, il faut b =b,
d’ou beF, et n=v,, d’ou I’assertion (i).

4.10. DEMONTRONS MAINTENANT LA PROPOSITION 4.4. — Soit M un objet simple de N_/I et
soit p la dimension du k-espace vectoriel sous-jacent. D’aprés le lemme 4.8, il existe un
entier 4 vérifiant 1 <A< p et un élément non nul x de M tel quef h (x)=x.Pour0sn=h-1,
posons i,=d°f"" "(x).

11 est clair que I’application k-linéaire :

n: M'=M(; iy, iy, ..., 05-1) =M,

quia e_, associe f”(x) (ou 7 est un relévement, dans N, de n), est un morphisme non nul de
modules filtrés. Comme M est simple, c’est un épimorphisme et I’application k-linéaire sous-
jacente est surjective. Comme dim, M =A< p=dim, M’, on a h=p et 1 est un isomorphisme.
On a ainsi démontré que fout objet simple de M est isomorphe a un M (h; i), pour h et i
convenables. |

Montrons alors I’assertion (i) : Si M =M (h; i), M n’est pas simple si et seulement s’il existe
un morphisme non nul d'un M'=M (h’; i’) dans M, avec 1 <A’ <h; d’apres le lemme 4.9,
pour qu’un tel morphisme existe, il faut et il suffit qu’il existe un entier m tel que i, =i, .,
pour tout ne Z; en particulier, i et i’ doivent avoir la méme période. Donc :

— si la période de i est exactement k, A’ doit étre un multiple de 4 : c’est impossible
puisque 1<Ah'<h et M est simple;

— silapériodedeiesth’,avech="h"h",h" #1,il suffit de prendre M’ =M (h'; i) et M n’est
pas simple.

Enfin, le fait que, dans le premier cas, v est un isomorphisme résulte du (i) du lemme 4.9,
d’ou (i).
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Compte tenu de ce qui précede, ’assertion (ii) est maintenant évidente.

4.11. REMARQUE. — Soit i : Z/hZ — Z et soit h' la période de i. Soit i’ : Z/W Z - Z
'application déduite de i-par passage au quotient. II est facile “de voir que M (h; i) est
isotypique, isomorphe a la somme directe de 4/h’ copies de M (h'; i').

5. Inertie modérée : le calcul des Ext;} (M, S) pour i=0,1

On garde les notations des paragraphes précédents et on suppose encore le corps résiduel k
algébriquement clos.

5.1. Pour tout corps commutatif L et tout entier n> 1, notons p,, (L) le groupe des racines
de I'unité, contenues dans L, dont ’ordre divise n.

Si n est premier a p, p,(K) est cyclique d’ordre # et la réduction modulo I'idéal maximal
induit un isomorphisme de p,(K) sur p,(k). Si n’ est une uniformisante de K (on peut

prendre, par exemple, n' =) et si &, est une solution, dans K,de I’équation X" =", K (r,) est
'unique extension de K de degré n contenue dans K; I’application :

n.,: G-K*,

définie par g(n,)=n,(g).m,, est un homomorphisme de G sur p, (K), qui ne dépend ni du
choix de n’ ni de celui de =,

Si maintenant n=¢"—1, avec h entier 21, p, (k) s’identifie au groupe multiplicatif F}, et
nous appelons caractére fondamental de niveau h le caractére :

xn: G-oF}

composé de n,_, : G - p,s_, (K) avec Iisomorphisme canonique de p,»_, (K) sur Fj.

5.2. Sihestunentier 21,sii:Z/hZ — Zetsi M=M(h; i), Ug (M) s’identifie, d’apres le
lemme 3.8,a Hom ., (M, S ) quiest égala Hom /3 (M, S), puisque M est un objet de MF .
En outre le plongement de F, dans Endg (M) (¢f. n° 4.3) induit, par fonctorialité, une
structure de F-espace vectoriel sur Ug(M).

Comme, d’apreés la proposition 4.4, tout objet simple de M est isomorphe a un M (4; i)
avec i de période £, le théoréme suivant entraine la proposition 3.6 :

5.3. THEOREME. — Soit i : Z/h Z — Z une application de période h telle que 0=i,<g—1
pour tout n et soit M=M(h; i). Alors :

(i) on a Ext'~ (M, §)=0;

(ii) le F-espace vectoriel Ug(M)=Hom ;> (M, S) est de dimension 1;
(iii) on a gu=y,(g)ora**+¢"s u, pour tout geG et tout ue Ug(M).

La démonstration de ce théoréme, qui ne consiste qu’a calculer tout explicitement, est
techniquement horriblement compliquée. Indiquons-en les grandes lignes :

— on commence (lemme 5.4) par donner une description détaillée de I’anneau S;
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— on montre ensuite (n° 5.5) que, pour démontrer le théoréme, on peut remplacer S,

objet de .# % , par un objet T de la catégorie plus maniable MF ; le k-espace vectoriel sous-
jacent a T n’est autre que la réduction modulo = de S;

— on donne ensuite (n° 5.7 a 5.9) une description explicite de T : c’est un anneau de
polyndmes en une variable £ a coefficients dans ’anneau AY/mAY, ot AY est la A-algébre
déduite de A par I’extension des scalaires T;

— on commence alors (n° 5.10) la démonstration proprement dite du théoréme : on

raméne les points (i) et (ii) & la résolution de congruences modulo © dans A; le cas o
M=M(1; g—1) se distingue des autres et son étude est repoussée au n° 5.14;

— auxn® 5.11et5.12, on montre que, lorsque M #M (1; g—1), ces congruences sont en
fait équivalentes & des équations dans K, que l’on résout ;

— aun® 5.13, on démontre (iii), toujours en supposant M#M(1; g—1);

— aun® 5.14, enfin, on étudie le cas M=M(1; g—1).

Au passage(n® 5.8), on aura muni AY/m A" d’une structure d’objet de I\r/ﬁ? ; on remarquera
dans les n® 5.11 4 5.13 que, si M#M (1; g—1), on a aussi Ext > (M, AY/mAY )=0 et que
Papplication de T dans A¥/m A™ qui a Y ¢; & associe ¢y, bien que n’étant pas un morphisme
de @, induit un isomorphisme de Ugs(M)=Hom /3 (M, T) sur Hom 3 (M, AY/mAY).

5.4. LEMME. — Soit x,€R tel que xX)= —m et soit £, =[x,]+m. OnaS=W, (R)[n "' £4].
Pour 0<i<gq, on a S'=WL(R) NS et S' est l'idéal de S engendré par &} et n~'E&; si
n=n""'[x{]+1, on a ¢s(Ep)=n"et Gi(n~ ' E§=m"""""n".

Démonstration. — Remarquons d’abord que ®(S)=S et que, en particulier, on a bien
S°=S.

On voit que t~ &4 —n~ ! [x¢]en. W, (R), donc neS et, comme

Vr(x8)=¢q.vx(x0)=¢.v(M),
on a bien, d’aprés le n° 7, S=W, (R) [x ! £].

Supposons 1 <i<g. Il est clair que W, (R) n Wi (R)=E&} W, (R). Commen ™' e Wi (R),
Wi (R)N'S est I'idéal de S engendré par &} et n~ *£X. Si ue Wy (R)n'S, on peut I’écrire
u=u'.Eh+u".n" ' EF, avec ', u'’ €S; si on pose ¢'=0y, (R),on a:

@' )=01). ¢ (E6)+@1"). ¢ (n ™" &F)

et il suffit, pour achever la démonstration du lemme, de calculer ¢*(£}) et @' (n™ " £%).
Mais @ (§,)=[xE]+m=mnn. Donc

PiEH)=n""0E)=n"".(®E) =n"".(xn)'=n'eS

ol g =1L (@Y =nt" "I nteS

et

puisque i <gq.
5.5. Si, avec les notations du n® 3.11, on a :

Sco=(Too’ (T;oa a'i'wa B‘i‘xs (p"i'"m)iel) et §=(T’ (Tiv O(-ir’ B;’ (p;)isl)
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le fait que S'=Wj (R) n S pour i < g, implique que, toujours pour i <g, les applications o~}
B, oc,ir_ Y ﬁfr sont injectives. Nous nous en servons pour identifier la suite des T, (resp. T),
pour i <g, a une suite décroissante de sous-A-modules (resp. sous-k-espaces vectoriels)de T
(resp. T) (les applications o, B, ol B; devenant alors les inclusions naturelles).

Par abus de langage, nous notons T, (resp. T) objet de MF (resp. de la sous-catégorie
pleine @ de MF formée des objets M tels que my =0) défini par :

— le A-module sous-jacent est T (resp. T);

— la filtration est donnée par :

» T! si i<q i |TH sioi<gq
'To=4 =° .FiI'T= ) ;
FiI'T { 0 i izg <resp 1 {0 i izg

— pour i<g, les applications ¢} (resp. (piT) sont celles qui ont déja été définies.

Compte tenu de ce que, pour tout objet M de MF/: 4, on a M?=0 et de ce que Ug(M)

or

s’identifie (lemme 3.8) & Hom ,; (M, S,), la proposition suivante est évidente :

PROPOSITION (i) Pour tout objet M de MF /.4, Ug(M) s’identifie, canoniquement et

tor >

Sfonctoriellement a Homy (M, T,,).

(ii) SiMestunobjet de_Mq =MF{. %, Ug(M) s’identifie, canoniquement et fonctoriellement,
d Homye (M, T) et Ext ~ (M, §) a Extlzz (M, T).

En p;ticulier, on peut, pour démontrer le théoréme 5.3, remplacer S par T.

5.6. REMARQUE. — On voit que le A-module sous-jacent a T, s’identifie, avec son action
de G, a Wi (R)/S=K®,S/S.

m
5.7. LEMME. — Soit o= ) [u).(n™ ' ERY, avec ug, uy, ..., u,eR. Pour que aen.S, il
i=0
faut et il suffit que tous les u; appartiennent a l'idéal de R engendré par x§.

Démonstration. — Comme n~ ' £&—n~ ! [x&en.W,(R), on a aenS si et seulement si :
m

o= _io [ul.(n™* [xg]) = Zon"".[ujx{)"]ens.

Comme tout ¢élément de Wy (R) s’écrit d’une maniére et d’une seule sous la

forme ) =n".[y,l, avec les y,eR, il résulte de la définition de S que a’enS si et
n» -0

seulement si :
v (u;x49) 2 (j+1).g.v(r) pour tout j, ou encore si
Vg (u;)2g.v(n)=vg (x§), pour tout j.

5.8. Notons A I’anneau des entiers de K et, pour tout nombre réel >0, a' I'idéal de A
formé des éléments de valuation =g~ '.¢.v(n).
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Nous notons A" la A-algébre déduite de A par I’extension des scalaires . Nous utilisons
’application x+—1®x pour identifier I’anneau sous-jacent a A a celui qui est sous-jacent
aAY la multiplication par a€ A dans AV est alors la multiplication par t~ ' (a) dans A.

Nous munissons la A-algebre AY/mAY(qui, en tant qu’anneau s’identifie a A/rn X)_ d’une
structure de A-module filtré de la mani€re suivante :

~ pour tout ieN, (A¥/nA") est I'image de o’ dans A/nA (on adonc(AY/nAY)=0si
i2q):

— si0Zi<gq et si xe(AY/nA"), on choisit un relévement x de x dans A et (pf;/,(;v(x)
est 'image de ' 2% dans A/nA (cela ne dépend pas du choix du reiévement).

0
5.9. L’application de W, (R) dans R/R x§, qui envoie ) n"[u,] sur 'image de u, dans
n=0
R/R x§ est un homomorphisme d’anneaux. L’application de R dans I’anneau A des entiers
de C, qui a x associe x” (¢f. n° 2.1) induit, par passage aux quotients, un isomorphisme de

R/R x§ sur A/nA, puisque :

() =)= = — 1.

Nous notons p : WA(R)—)“A—/TEK I’homomorphisme obtenu en composant les deux
homomorphismes précédents. On voit que l'on peut considérer p comme un

homomorphisme de A-algebres de W, (R) dans A¥/mA". On prolonge p en un
homomorphisme de la A-algébre S dans la A-algebre (A¥/n K”}[é] des polynémes en la
variable & a coefficients dans la A-algébre AY/nAY, en posant p(n~'E§)=&; d’aprés le
lemme 5.5, p est bien défini. On voit que p induit un isomorphisme de A-algebres :

p: T (A" /nAYE)
nous nous en servons pour identifier Ta@AY/xn KV)[Q].
On voit alors que :

— pour 0<i<gq, T' est I'idéal de T=(A"/nA")[€] engendré par (A¥/mA") et &; si
x=ho+ME+...+1,E"eT! ona:

Ppo e (o)-(1HE) s iFg—1,

n@=) .
Or e o) (LHEPTT M. (1+E) i i=g—1
— si geG=Gal(K/K), on a g(x?’)=x{ (car x")= —n), d’ott I'on déduit que, si I'on

pose gx,=€(g).x,, on a vg(e(g)—1)=2p/(p—1); il en résulte facilement que
gn™1E8)—n"1EdenS; Paction de G sur T, qui est compatible avec la structure d’anneau,
est donc l’action évidente sur A¥/m A" et l’action triviale sur &.
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On a donc obtenu le résultat suivant :

PROPOSITION. — Le module filtré T s’identifie (en tant que k-espace vectoriel) a I'anneau
(AY/nA)[E] des polynémes en la variable & a coefficients dans A¥/nA>. Pour i<0, on a
Ti=T, e1, pour 0<i<gq, T est l'idéal de T engendré par (_A—"/nxv)" et &. En outre :

(i) ona:
l. , Op. i (ho).(1+E)  si 0=isq—1,
Pr (LA E)= -1 .
05 (o) (LHE +AL.(148)  si i=q—1;
(i1) on a :
g N €)=Y g()).&, pour tout geG.
5.10. DEMONSTRATION DU THEOREME 5.3. — Rappelons (¢f. n°5.5) que l'on peut
remplacer S par T.
Soit :

0-ToA->M>0

une extension de M par T dans MF .1 est clair que A est en fait, comme M et T, un
objet de @

Soit (e,),czsz la base canonique de M. On a d°(e,)=i, et on peut choisir un
relévement é, de e, appartenant aA-. On a @k n)=8n_—d,_,, avec d,_,€T.
L’extension est triviale si et seulement si I’'on peut trouver des u,, € T’ tels que, pour tout m,
on ait ¢ (¢, +u,)=é,_,+u, _,,ouencore si et sculement si I’on peut résoudre le systéme :

(@) u,eT» pour tout meZ/hZ,

(1) ,
(b) ¢"+(u,)—u,_,=d,_, pourtout meZ/hZ.

Soit maintenant ue Homgy. (M, T) C’est une application k-linéaire qui est déterminée par
lesu, =u(e,), pourme Z/hZ; dire que u est un morphisme de modules filtrés équivaut a dire
que, pour tout meZ/hZ, on a u, €T~ et ¢; (u,)=u, ;. Autrement dit, Homg; (M, T)
s’identifie & I’ensemble des solutions de (1) avec tous les d,, nuls.

Pour montrer que Exti;} (M, T)_:O, il suffit donc de montrer que le systéme (1) a une

solution quels que soient les d,, € T. Pour montrer que diquh Ug(M)=1, il suffit de montrer
que, si les d,, sont tous nuls, alors le systéme (1) a exactement g" solutions.

. ., ., .. i, \ |
En utilisant la F -linéarité des applications @5, on seramene au cas ou tous les d,, sont nuls
sauf peut-€tre un.
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A une permutation circulaire prés des e, le systéme a résoudre s'écrit alors (avec deT) :

(1) et o O =0 s m L

m

@ (uy) —uo=d.

D’aprés la proposition 5.9, ds’écritd= ) d i Ei aveclesd jeK/ TA, presque tous nuls, et
j=0
on cherche des u,, de la forme :

Up=0p+b,E+ Y ¢, ;& avec a,,b,, Cm jEA/TA,
j=2
les ¢,, ;presquetousnulseta,, e (A" /m Ay~ (rappelons que I’on a identifié les anneaux A/nA
et AV/mAY).

Posons :

i

Av/nA"’

O () = @ (@) . (1 +E)=+8 (i) . by (1 +E)”

Si ’on pose ¢i=¢ ona:

En identifiant les coefficients des &', le systéme (1') devient :
(15) en degré 0 :
{(pi“(am)+8(im).bf,l—am_1=0 si m#1,
0" (a;)+e(iy). b —ay=d,,
(11) en degré 1 :

{im.(piM(am)—bm_1=O si m#1,
iy.@"(a,)—by=d,,
(15) en degré j=2 et #q :

<ij',">.(p"m(am)—cm_1,j=0 si m#1,

i .
<j1 >'(Pl‘(a1)_c0,j=dj,

{a(im).bfn—cm_lyq=0 si m#1,

e(iy).b—co, ,=4d,.

(1) en degré q :
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Les équations, pourj =2, permettent de calculer les ¢, ;enfonction des a,, et des b,,,; il suffit
donc d’étudier les équations (15) et (15).

Le systéme qui reste est encore F -lin¢aire en les a,, et b,,; on peut donc le résoudre en
supposant d’abord que d; =0, puis que d, =0. Or, si I’on pose b, =b,+d; , on rameéne, a une
permutation circulaire prés des équations, le cas dy=0 au cas d; =0. Pour prouver les
assertions (i) et (ii) du théoréme, il suffit donc de démontrer le lemme suivant :

5.11. LEMME. — Pour tout deX/nX, le systeme :

(a) ame(KV/nXV)‘m pour tout meZ/hZ,
@ ) ® o~(a,)+e(i,).bh—a,_ =0 si m#l,
Q" (a;)+e(iy). b —ay=d,
c) -0 (a,)—b,,- ;=0 pour tout meZ/hZ,

a des solutions. Si d=0, il en a exactement q".

Démonstration pour M#M(1; g—1). — Choisissons un relévement d de d dans A.

(i) Montrons ’existence d’une solution du systéeme (2) lorsque in#q—1 ou i;,=0 ou
v(d)=q~!.v(rn) : Considérons le systéme d’équations :

n . X4—-X,,_,=0 si m#1,
3) "
- i X9 — X, =d.

L’¢limination des X,,, pour m#0, conduit, en posant :
i=i+qi,+...+q" Zi,_ +q" i,
an '.X¢—X,=d, ou encore a :
4) X4 —n'. X,—n'.d=0.

Il est immédiat que l’on peut trouver, dans A, une solution d, de (4) vérifiant
v(ag)=q " (i.v(n)+v(d)).

Avec a,=a, et i,=i,, posons, pour m=h—1, h—2, ..., 1, 4,=n"".4% .. Les 4,
fournissent une solution de (3) et I’on voit que, pour m=h, h—1, ..., 1:

V@) Zq (@ 4 g ) o(r) g™ v(d).
Pourm=0,1, ..., h—1,posons b,,=i,,,.n " .a%, . Pourm=1,2, ...,h—1,ona:
vb)zg (g i+ .. g i) () et v(e(i,).6%) 2 v(m).
Onaby=i;.n".a? ete(iy).b4=0siiy#q—1ousii;=0;siv(d)2q '.v(n),ona:
v(Eo)g—il.v(n)+q.u(dl)gv(3) et v(s(io).f)g)gv(n).
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1l est alors clair que, par réduction modulo m, les a, et les b, fournissent une
solution de (2).

(ii) Montrons 'existence d’'une solution de (2) lorsque I'on a simultanément iy=q¢—1,i,#0
et v(d)<q '.v(n) : Choisissons d' € A tel que d=n""(d')? et notons d’ I'image de d’ dans
A/nA;onadoncde(AY/nAY):

Pour meZ/hZ, posons :

a,=a, si m#l,
aj=a,—d,

et:

{ bl,=b, si m#0,
by=by—i,. 0" (d)=by—i, d.

On voit que le systéme (2) est remplacé par le systéme :

(a) a,e(A¥/n Ay~ pour tout meZ/hZ,
d si m=2,
2 5 ) o~(a,)+e(i,).bi—a,_,= { (i,d)* si m=0,
0 si m#0,2,
v (c) iy-@"(a,)—b,_,=0 pour tout meZ/hZ.

En utilisant la linéarité du systéme, on est ramené a résoudre successivement :

— le méme systéme ou I’on remplace — (i, d)? par 0;

— puis le méme systéme ou I’on remplace d’ par 0.

Le premier est, a une permutation circulaire prés des i,,, un systéme du type (2) ou d est
remplacé par d’;comme i, #0,0nav(d’)=q™ " .v(rn)et,d’apres (i), ce systéme a une solution.

Le second est, & une permutation circulaire prés des i, un systéme du type (2), mais c’est
maintenant i, _, qui joue le role de iy; si i,_, #g—1, on peut appliquer (i) et on a une
solution; sinon on recommence la méme opération un certain nombre de fois; I’entier i, est
remplacé successivement par i, _ - 25 - .. Comme M # M(1; g— 1), il existe un entier m tel
que i,,# g —1; onfinit donc par se ramener a un systéme du type (2) avec i, # ¢ —1, et on peut
appliquer (i).

(iii) Montrons que, si d=0, alors (2) a exactement q* solutions : Comme les i,, ne sont pas
tous égaux a ¢—1, on peut, quitte a faire une permutation circulaire des i,,, supposer que
ip#q—1. Choisissons des relévements de Z/hZ dans Z compris entre —h+1 et 0. Soit
(@ms Bpm)meznz une solution de (2). Alors les €(i,,). b2 sont tous nuls : en effet, sinon soit n le
plus grand entier tel que €(i,).b2#0; ona i,=qg—1doncn<0Oeta, e(AY/mAY)*"1; comme
bpy=in:1.9" 1 (a,.,) et @ (a,.,)=a, (puisque b,,,=0), on a aussi b,e(A*/mA")1 ! et
b1=0.
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Autrement dit le systéme a résoudre se réduit a :
(5) a,e(A/nA%Y~ et  ¢"(a,)=a,_, pourtout meZ/hZ,
les b, étant ensuite déterminés par :
b =ipms1- O (s 1)
Pour achever la démonstration, il suffit donc de prouver le lemme suivant :

5.12. LEMME. — Supposons M#M(1; g—1). Alors:
(i) la réduction modulo w induit une bijection de I'ensemble des solutions du systéme :

5) dmeX, a pour tout meZ/hZ.

sur l'ensemble des solutions de (5);
(ii) le systéme (5) a exactement g" solutions.
Démonstration de (i). — 1l est clair que (i) revient a prouver que, pour tout entier n=1, si
(Xpmez/mz sont des éléments de A vérifiant :
x4=m.x, _; (modn*"A),

il existe des y, €A tels que :
(X 7" ) =T (X 7" Y, 1) (mod =71 A),

et que ces y,, sont uniquement déterminés modulo 7.
Un calcul simple montre que, modulo n'*"*'A :

x4 si nz2,

Xp+nty,)i= . ; i :
( m ym) {x;ln+7tl”+l(thkl'"_ly‘yln—’_qn_lmx;ln_lym) si n=1.

Sion pose x& =n'x,,_,+n~*'u, ,,onvoit que I’on est ramené a résoudre les équations
suivantes : pour tout m :

— sinz2,y,_ ;=u, (modnA),
— si n=1a _S(im)‘ylrln_qn_-mx‘rln_l ym+ym-1 Slpm—1 (mOdTCK)
et ’existence et 1’unicité des y,, modulo = est évidente si n>2; elle se vérifie facilement pour

n=1sil’on observe que, pour tout m,v(gn == x%"*)>0, et que, comme tous les i,, ne sont pas
égaux a ¢—1, 'un au moins des €(i,,) est nul.

Démonstration de (ii). — L’élimination des &,, pour m#h—1, conduit, en posant
W=iy+qi,+...+q¢" ti,_,,a:

Al A
(6) a_ =m".a,_,.

Cette équation a exactement ¢" solutions dans A et chacune d’elles détermine exactement une
solution de (5).
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5.13. FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 5.3 POUR M#M (1; g—1) . — Il reste a
prouver ’assertiom (iii). Si d,_, est une solution non nulle de (6), c’est la puissance p-iéme
d’une racine ¢"-iéme de 7 et, d’aprés la définition de y,(n° 5.1), on a :

P

ga,_1=%4(g).a,_, pour tout geG.

Si a,_, désigne I'image de d,_, dans A/ A, on a donc :

ga,_,=x4(g).a,_; pour tout geG;

ou encore, si I'on considére maintenant a,_, comme un élément de A¥/n A" :
ga,_=%44(g).a,_, pour tout geG.

Si (@p)mezmz €st 'unique solution correspondante du systéme (5), on voit que, dans
(AY/mAY):
ga,=yx""(g).a, pourtout geG, toutmeZ/hZ.

Siu : M — T est le morphisme correspondant, il résulte dun® 5.10 et de la nullité de tous
les €(i,,). b4 [n° 5.11, (iii)] que :

ule,)=a,.(1+&)y~ pour tout meZ/hZ.
Donc, pour tout g, tout m :
(gu)(en)=g(ay,). (1+g&)=x4 "(g). (1 +E)==x4" "(g).ule,);
SiI’on utilise I'application a+ v, du n° 4.3 pour identifier F» 4 Endg (M), on voit que :
gu=yh(g).u pour tout geG,
ce qu’il fallait démontrer.

5.14. 1l reste a démontrer le théoréme 5.3 lorsque M=M(1; g—1), c’est-a-dire, plus
précisément, a vérifier, dans ce cas d’une part le lemme 5.11 et d’autre part I’assertion (iii) du
théoréme :

(1) Démonstration dulemme 5.11 pour M =M (1; q—1) :il s’agit de prouver que, pour tout
deA/mA, le systéme :

ae(AY/nAY)!, beA/rA,
01" (a)+bi—a=d,
— @ Ha)—b=0,
a, au moins une solution, et que, si d=0, il en a exactement g.
On doit avoir b= —¢@? ! (a) et on est ramené 4 :

(=" (@) +¢* ' (@)—a=d,
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ou encore, en notant d (resp. 4) un relévement dans A de d (resp. a) a :

(—(n'~%a%)?+n' 94— a=d (mod n A),

ou :

(7) @ +(—1)8. 70~V a4 (—1)7. 799" D g—(—1)2.79@" D J=0(mod 7@~ D*+1 &),

Il est immédiat que le membre de gauche est un polynome en & qui a exactement g(q—1)
racines de valuation égale & ¢~ '(¢—1):v(n); la réduction modulo n de chacune d’elles
fournit une solution de la congruence (7).

Si d=0, on peut choisir d=0. Un calcul facile montre que les solutions de (7) sont
exactement les solutions de :

(@ +(—1). 10 ta) -~ (@1 4+(—1)%.77" 1 a)=0 (mod 124~ D*1A ou encore de :

[T1@+(=1)%.79" 'a—n?"*v)=0 (mod m9 @~ D+ 1 A).
veA

ou encore les 4, pour lesquels il existe ve A vérifiant v?=v tel que :
1, a1+ (—1)%. 17" a—nt" 1 v=0 (mod n?A).

Il est facile de voir que toute solution de (7,) se reléve en une solution de :
(7,) X4 (—1)8. 10 ' X =9~ Ly =0,

et que les ¢ solutions de (7,) ont méme réduction modulo 7. Le systéme a donc bien g
solutions distinctes correspondant aux ¢ valeurs de ¢.

(i) Démonstration de I'assertion (iii) du théoréme 5.3 pour M=M(1: g—1) :Siu : M - T
estnon nul,onau(ey)=) a;&’ et u est déterminé par a =a, qui doit étre non nul. Il existe un
unique v vérifiant v?=v tel que tout relévement de a dans A est solution de (7,) et on peut
choisir ce relévement 4 pour qu’il soit solution de (7,)). Pour tout g € G, ga est encore solution
de (7,); on en déduit que ga=a, ce qui implique gu=u; on a donc bien gu=y%"1(g).u,
puisque %, est un caractére d’ordre g—1.

5.15. Pour terminer ce paragraphe, nous allons établir un résultat qui nous sera utile au

paragraphe 7. Rappelons (prop. 5.5) que, pour tout objet M de MF /-4, U (M) s’identifie &
HomMF (M7 T7 )

ProrosITION. — Soit M un objet de MF/.7 et soit M=HomD[G](QS(M), T,)

tor

Lapplication & : M — M, définie par E(x).u=u(x), si xe M, ue Ug(M), est injective.

Démonstration. — 1l est immédiat que I’on peut se ramener au cas ou k est algébriquement
clos. On procéde par récurrence sur la longueur de M :

— si celle-ci est égale & 1, cela se vérifie directement;

»
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— si celle-ci est =2,-soit :

0-M->M-M'-0

une suite exacte non triviale. Avec des notations évidentes, il lui correspond une suite exacte
de O[G]-modules :

0-U"-U->U-0.

Soit alors xe M. Si son image x’ dans M" est non nulle, il existe, par hypothése de
récurrence, un élément u’’e U” tel que u” (x")#0; si I'on identifie U” & un sous-module
de U, on a u” (x)=u"(x")#0.

Si x” =0, mais x#0, alors x s’identifie & un élément non nul de M'; par hypothése de
récurrence, il existe u' e U’ tel que u'(x)#0; si u est un relévement de u’ dans U, on a
u(x)=u'(x)#0.

6. Propriétés de pleine fidélité

6.1. On garde les notations des paragraphes précédents.

THEOREME. — Soit MF/. ¢ (resp. MFZ.¢") la sous-catégorie pleine de MF 7, ! formée des objets

tor kil tor

qui n’admettent pas de quotient non trivial N tel que N=N?"1 (resp. de sous-objet non
wrivial N tel que N'=0).
(i) Soit :

O-M->-M->-M'"-0

une suite exacte de MF/,4. Alors M est un objet de MF/.¢ (resp. MFZ.¢") si et seulement si M’

tor* tor tor
et M" sont des objets de MF1¢ (resp. MFZ£ ")

tor ———— tor

(1) La restriction du foncteur Ug d chacune de ces deux catégories est pleinement fidéle.

6.2. Réduction au cas ou k est algébriquement clos. Reprenons les notations du n® 3.11.
Soit K’ le corps desfractionsde A’, onidentifie K’a un sous-corpsde Cet K a un sous-corps
de K'.

Comme le foncteur évident M - A’'®, M de MF dans MF' est exact et fidéle,
Iassertion (i) du théoréme résulte de son analogue dans le cas ou k est algébriquement clos.

Pour prouver (i), il suffit de montrer que I’application canonique de Hom, (M, N) dans
Homg g, (Us(N), Qs (M)) est surjective.

Si M est un objet de MF, G opére sur A’®M par g(a®x)=ga®x. Si M et N sont des
objets de MF, G opére donc sur Homy; (A'®@M, A’®@N) [on a (gn)(x)=g(n(g ' x))), et
Hom,, (M, N) s’identifie 2 (Homyp (A’®@M, A’@N))C.

Comme S ¢’identifie 4 S’ (n°3.11), T,=K®,S/S (¢ n°5.6) s’identific a
T, =K'®, S'/S". Si M est un objet de MF/?¢, Ug(M)=Homy: (M, T,) (¢f. n°5.5)
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s’identifie 2 Ug (A'®@M)=Homyg (A'®M, T.,) [a u : M > T dans Ug(M), on associe
'application A’-linéaire u’ : A’®@M — T =T, déduite par extension des scalaires].

Soit K ' la fermeture algébrique de K’ dans C. Le groupe G’ = Gal (K'/K") s’identifie & un
sous-groupe fermé de G.

Soient M et N deux objets de MF/,? et soit o€ Homg (U (A’®N), Us (A'®M)). Si U

tor

est pleinement fidéle, il existe n € Hom . (A'®@M, A’®N) tel que a(u’)=u’omn, pour tout
u'eUg(A'®N). On a :

o€ Homg g, (Us (A'®N), U (A'@M))=Homg g (Us(N), Us(M))

si et seulement si, pour tout ge G, et tout u'e Uy (A'®N), alors g(a(u'))=0(gu’), ce qui
équivaut a gu’ogn=gu’ om. Lafidélité du foncteur U implique que I’on doit avoir gn=n,
pour tout g; donc 1 e(Homy (A'®@M, A’@)N)‘)G:HomMF (M, N) et le foncteur Ug est
bien pleinement fidéle. B B

Dans toute la suite de ce paragraphe, on suppose k algébriquement clos.

6.3. LEMME. — Posons Ext' =Extyg, et soit M un objet simple de MF{! :
(i) SiM £M(1; 0), on a Ext! (M(1; 0), M)=0;
(i) si MEM(1;9—1),0na Ext! (M, M(1; ¢g—1))=0.

Démonstration. — On peut supposer (prop. 4.4) que M =M (h; i), avec h un entier =1 et
i:Z/hZ—{0,1, ..., qg—1} une application de période A. Soit :

0-M->N->M(;0)-0

une extension de M (1; 0) par M. Soit x la base canonique de M (1; 0) et X un relévement de x
dans N. Alors n£=yeM et @R (£)=%+2z, avec ze M; d’ou :

0% (1) =% (v) =ml (})=y+mz=y.

Si M#M(1; 0), y doit étre nul et N, étant tué par 7, est encore un k-espace vectoriel.
L’extension N est triviale si et seulement si I’on peut trouver € M tel que QY (X+1)=%+1,
ou encore J”c+z+(p°M(t)=)‘c+ 1, 0u Qy(1)=1—2z.

Si (€n)mez/nz €st 1a base canonique de M et si (=) Aye,, ona:

Pu ()= e(m)Af.en -1,
avec :

0 G
s(m):{l si i, =0.

Siz=) p,e,, on est ramené a résoudre dans k le systtme de s équations (les p,, sont
donnés, les A, sont les inconnues) :

em)AL =X, .1=—W, -1, pour tout meZ/hZ.
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On vérifie facilement que ce systéme a bien une solution, ce qui prouve I’assertion (i).
Soit maintenant :
0-M(;g—1)>N->M-0

une extension de M par M (1; ¢ —1). Soit x la base canonique de M (1; g —1); soient (€,u) e z/nz
la base canonique de M et é,, un relévement de e, dans N. Il existe o, v,,€k tels que :

N, =0,X et Q@) =€+ Ym-1x
D’ou :
@{Q(ném)=(p{{¢(amx)=am -1 %,

ce qui entraine que tous les o, sont nuls si M# M (1; g—1). Donc N est un k-espace vectoriel
et l'extension est triviale si et seulement s’ existe desB,ek tels que
Qi (é,,+B,x)=2é, +PB,-,x. Sil’on pose :

, 0 si i,#q—1,
g(m)_{l si i, =q—1,

on voit que I’on est ramené a résoudre dans k le systéme de 4 équations (les vy, sont donnés,
les B, sont les inconnues) :

gl(m)Blrln_Bm>1=~’Ym>l’

qui a bien une solution, ce qui prouve ’assertion (ii).

6.4. DEMONSTRATION DU (i) DU THEOREME 6.1. — Pour prouver I’assertion concernant
MF/, 4

T~ tor»

objets qui n’ont aucun quotient de Jordan-Hélder isomorphe a M (1; g—1).

il suffit de vérifier que MFZ¢ est la sous-catégorie pleine M' de MF/,

ME/1 ¢ formée des

~T== tor

Pour toute sous-catégorie C de MF, notons C la sous-catégorie pleine de C formée des

objets tués par =. Il suffit de vérifier que MFf ¢=M"'. Posons Ext! = Extm On voit tout de
suite que ExtA(M(1; g—1), M (1; ¢—1))=0 et on en déduit :

— d’une part qu’un objet N de M MF/.¢ vérifie N4 "1 =Nsj et seulement s’il est isomorphe a

7= tor

une somme directe de copies de M (1; g—1);
— d’autre part, compte tenu du lemme 6.3, que Ext!(M, M(1; q—l))=0 pour tout

objet simple M de MF donc aussi, par dévissage, pour tout objet de MF

I.Ol' k4

On en déduit qu’un objet M de MF{O;’ a un quotient de Jordan-Holder isomorphe

aM(; q—l) si et seulement s’il a un quotient isomorphe & M(1; g—1), ou encore si et
seulement s’il a un quotient non trivial N tel que N7 "' =N.

On montre de maniére analogue que MF/.¢" est la sous-catégorie pleine de MF/;
des objets qui n’ont aucun quotient de Jordan-Holder isomorphe @ M (1; 0).

1 formée

—— tor
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6.5. DEMONSTRATION DU (ii) DUTHEOREME 6. 1. — D’apreés le théoréme 4.3 le foncteur Uy
est exact et fidéle. Si M et N sont des objets simples de MFZ¢, on a Hom; (M, N)=0

tor >

si MEN et Endy (M (h; i))~F, (prop. 4.4). Le théoréme 5.3 donne I’action de G sur
Us (M (h; i)) et permet de vérifier que, si M et N sont simples et tous deux soit dans MF/%¢
soit  dans MF4¢, on a  Homgg(Us(N), Us(M))=0  siM&N et
Endg ) (Us (M (k; i))) ~F,. D’ot la pleine fidélité lorsque I’on se restreint aux objets simples
des deux catégories considérées.

On procede alors par récurrence sur les longueurs de M et N en utilisant les suites exactes
longues des Ext. On est ramené, par une chasse au diagramme, a montrer que la fléche
canonique de Ext! ; (M, N) dans Extd g (Us(N), Ug(M)) est injective. Par un dévissage
standard, on est ramené au cas ou M et N sont simples.

Si:

0->N->P-M-0

est une suite exacte dans MF/¢, avec M et N simples, et si P n’est pas tué par =, on voit tout

tor?>

de suite que U (P) non plus n’est pas tué par = et la suite exacte :

O*ES(M)_’QS(P)_’QS(N)—’O
n’est pas scindée.
Pour achever la démonstration du théoréme, il suffit donc de prouver la proposition
suivante :

6.6. ProPOSITION. — Si M et N sont deux objets simples de MF/,¢ (resp. MF/..¢"), alors

tor tor

Papplication canonique de Ext;} (M, N) dans Extéq[G] (Us(N), Us(M)) est injective.

Nous ne démontrerons cette proposition que dans le cas de MF/,¢ (on se contentera

—__—_ tor
d’indications sur la fagon de procéder pour MF/,¢"). Le principe de la démonstration est le
suivant :

(a) on montre (prop. 6.7) que, si M est un objet de MF/ ¢, si H est le noyau de I'action
de G sur Ug(M) et si L=K", on peut, pour calculer Uy (M) « remplacer K par L »;
(b) onmontre que, si I'on remplace K par une extension modérément ramifiée, on ne peut

espérer calculer Ug (M) que si M est semi-simple.

6.7. Soit L une extension de K contenue dans K et soit A, I’anneau de ses entiers.
L’anneau A, /nA, s’identific & un sous-anneau de A/mA, la k-algébre AY/mA} déduite
de A, /m A, par I'extension des scalaires T s’identifie 4 une sous-k-algebre de AY/TAY et,
lorsque I'on identifie I’anneau sous-jacent a AY/mA¥ aA/nA, lanneau sous-
jacent a  AY/mAY s’identifie 4 A, /mA.. On voit que, pour tout i
0 ((AY/m AY)n (KV /T K“)i)CAL /T AL et Af/m A} peut étre considéré, de maniére évidente,
comme un sous-A-module de Dieudonné filtré de AY/mA".
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De méme la sous-k-algébre T, = (A} /n AY)[E]de T= (AY/n A")[E] a une structure naturelle
de sous-A-module de Dieudonné filtré de T. Pour tout objet M de MF{og,

Us, L (M)=Homy (M, T.) est un sous-F-espace vectoriel de Us(M)=Homy¢ (M, 1),
stable par G si L/K est galoisienne.

ProPOSITION. — Soit M un objet de MF , soit H le noyau de laction de G sur Ug(M) et

[01’ >

soit L une extension de K contenue dans K. Pour que inclusion naturelle de US (M)
dans U (M) soit surjective, il faut et il suffit que L SKH

6.8. Commengons par établir un lemme :

LEMME. — Soit M (h; i) un objet simple de MF/.¢ et soit :

——~ tor
e(i)= 0 si i#q—1,
11 sioi=q—1.

On suppose donnés, pour tout me Z/h Z, des éléments d, b,,,, &, B € A tels que les a, et b,
soient solutions du systéme de congruences :

() {n“"Y"+8(i mZ4—Y,, =&, ;(modmr),

m

wYq -7 . ﬁ -1 (mod ).
Alors le systéme d’équations :
) n‘imY3n+§(im)Z$,,—Ym '32&""1
imn_le:ln_Zm -1 =ﬁm -1
a, dans A, une solution (y,, Zm)mez,nz €1 une seule vérifiant y,, = a,, (mod n)et z,,=b,, (mod m).

Démonstration. — Comme M appartient a MFZ%¢, on a M(h; i)#M(1; g—1), donc il
existe un m tel que i,,#¢g—1; on peut supposer, a une permutation circulaire prés des e,
que i, #q—1 et donc que €(i;)=0. On a :

Y=Y, - =8 -y,
o Y§—Zy =By 1

Par conséquent, la donnée de y, détermine y, _, et z, .,;comme y,, et z, déterminent y,, _,
et z, _;, on en déduit que y, détermine tous les autres y,, et tous les z,,. On peut donc
éliminer toutes les variables sauf Y, et on obtient une équation de degré < <g". Pour montrer
le lemme, il suffit donc de montrer que, si (4, b =) €st une solution des congruences, il existe

dans A au moins une solution des équations :

(AT Y ) 4 €(l) b+ Z,) =y -+ Y, )=8, 1,
imn_im(dm+1tYm)q_(5m -1+an -1)=Sm -1
Par hypothése sur a,, et b, il existe aj, et B;,,GK tels que :

{n_imd?n+8(im)55n_&m—lZ&‘m—l+na;n—1’
imn_lmd:ln—gm—lzﬁm—l +nB;n—1'
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On obtient donc en développant :

T i Zq: 1 Al s TlYs | +e(i,) i DNpa-sps-17s \_y _ —o
= s m m m) & s m m m—1 m—1

.

q
i,,,n—fm(z (‘f)af;sﬂﬂY;>—zm_1=ﬁ:"-1.
s=1 s

v<”_im<q>d?n"sns_l>é(—im+l+(q-S)imq“+s—1)u(n)

=s(l—i,qg Hov(m)>0 si 1<s<q—1
On en déduit que :

q

q
Ym——l= Z )\‘szn+ Z “’szfn
0 s=1

s=

— — — q i
avec : Ay, p€A et &y, py em, idéal maximal de A, et que Z,,_, = ) v, Y avec v,eA et
5=0 )
vyem. En éliminant les Y, pour m#0 et les Z,, par ces formules, on obtient une équation

h

9 — —
en Y, delaforme : Yo=Y A)Y§avec),eA et A} em; cette équation a une solution entiére
s=0

et en calculant les y,, et les z,, par les formules ci-dessus, on obtient une solution dans A de
toutes les équations. Le lemme est donc démontré.

6.9. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 6.7. — Il est clair que la condition est nécessaire.
Pour montrer qu’elle est suffisante, il suffit de vérifier que, si L=K"etsiu e U (M), alors
uM)=T,.

Procédons par récurrence sur la longueur de M :

— SiMestsimple, on a vuaun® 5.12 que, pour calculer Ug (M), il suffit de résoudre une
équation de laforme X' =n* X; etaun® 5.13 que I’action de G sur U (M)est I’action sur les
racines de cette équation. Le corps L est alors le corps engendré par ces racines et la
proposition est vraie.

— Sinon, on a une suite exacte de la forme :

0->N->M->M(hi)—0

avec M (h; i) un objet simple de MF/.¢.

- tor
Soit (e,,)cz/z la base canonique de M (/; i). Pour tout m, choisissons un relevement ¢,,
de ¢,, dans M*; on a :

of(é,)=é,_y+d,_, avec d,_,;eN.
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Si u°® désigne la restriction de u & N, on a u(d,)=u°(d,)=3,€T,, par hypothése de
récurrence. Si 'on pose u(é,,)=u,,, les u,, forment une solution du systéme d’équations :
€T,
i
(pT (um)=uM71+6m~l'
Posons :

Up=ap+b, &+ Y ¢, £/ et B =0p+PBu &+ D Y ;&
=2 j=2

avec a,,, b,,, Cm,jEK/TCX et Ay By Vo, JEAL/TAL.
En identifiant, comme au n° 5.10, les coefficients de &/, on trouve :

(10) (pim(am)+a(im)b‘rln—am—l=am—15
(11) im'(pim(am)__bmvlzﬁm——l’

i\ o .
(1j) <j>'(plm(am)_cm—1,j=Ym—1,j st j22 et j#gq,
(lq) S(im)'b:ln_cm—l,q:Ym—l,q'

En particulier, les c,,_; ; s’écrivent en fonction des vy,,_, ;, des a,, et des b, et il suffit de
montrer que les a, et les b, sont dans A, /T A;.

Si I’on choisit des relevements &, de a.,, et B, de B, dans A, et des relevements 4,, de a,,
eth, deb, dans A, on voit que (d,, Bm)mez/hz est une solution du systeme de
congruences (1). D’apréslelemme 6.8, quitte a changer les relévements des a,, et b,,, on peut
supposer que (d,,, Em)meZ/h 2 est aussi une solution du systéme d’équations (i).

Si geH, (g4, 8D)mez/nz €St encore une solution de (i); comme gu,,=a,, et gb,,=b,,,
I'unicité de la solution de (1) relevant une solution donnée de (1) prouve que ga,,=d,, et

gb,=b,. Les 4, et b, sont donc dans A, et les a,, et b, sont bien dans A, /T A, .

6.10. ProrosiTION. — Soit L lextension maximale modérément ramifiée de K contenue
dans K et soit M un objet de MF/¢'. Alors on a Ug | (M)=U(M) si et seulement si M est

tor
semi-simple.

Démonstration. — Pour tout peZ,), de la forme p=a/b, avec aeZ, beN*, (b, p)=1,
choisissons nt,€ L tel que n’;=1t", de maniére que, sip, p'eZ,), on ait Ty Ty =T,y . SOIt
P=Z, nI0, 1[. Si, pour tout peP, on note , I'image de n, dans A, /T A,, tout élément
de A, /n A, s’écrit, d’une manicre et d’une seule, sous la forme Z ap;tp, avec les a €k,

peP
presque tous nuls.

Pour tout p e P, on voit qu’il existe un et un seul couple (4?, i*), formé d’un entier 2 € N* et
d’une application i* : Z/h*Z — {0, 1, ..., g—1}, de période /°, tel que :

p=(+qi5+ ... +¢" ip_ +¢""ig)/(g" —1).

Si I'on pose ,=1,.(1+£)%, on voit que ®,& T} et que ‘PiTS, (©,)=®,, ;.
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Soit TL, .5 le sous-k-espace vectoriel de "T"L engendré par les ®,. On voit que TL, & aune
structure naturelle de sous-objet de T et que T, est la somme directe d’un représentant de

. Si M est un objet de MF%¢ on a

—_——— tor>

chaque classe d’isomorphisme d’objets simples de MF/;

‘Ol' *

donc HomMP M, T, »)=Us(M) si et seulement si M est semi-simple.
Notons @, le quotient, dans .#%, de T, par T, . On voit que c’est encore un module
filtré, que, si & désigne I'image de & dans ®,, tout élément de @, s’écrit, d’une maniére et

0
d’une seulesouslaforme ) a;&/ aveclesa;e A, /m A, presque tous nuls,et que ©f "' =0y,
j=1

o]

O =0
7=0.
En outre, (p@L (Za E/) est 'image, dans @, de a4 (1 +§“ ) Mais a{ est une combinaison

linéaire des T, 4 AVEC PE Pet p<1/q;commei§?=0,0na Tc w,,ctafe TL .s; finalement :

(P%;l(ga&) aj &

—

Un calcul simple montre alors que HomMF (M, ®,)=0, pour tout objet M de MF/¢ (il

suffit de le  vérifier pour un  objet  simple). On a  donc
Us . (M)=Homy; (M, T,)=Homy; (M, Ty ) et la proposition en résulte.

6.11. MONTRONS MAINTENANT LA PROPOSITION 6.6 POoUR MFZ.Y. — Soit toujours L

———— tor
'extension maximale modérément ramifiée de K contenue dans K et soit H=Gal(K/ L).
Soit :

0O->-N->A->-M-0

une suite exacte dans MF/ ¢, avec M et N simples, telle que la suite exacte :

0->UsM)—-Us(A)—»Us(N) -0
soit scindée.
D’aprés la proposition 6.10, H opére trivialement sur Ug(M) et Ug(N), donc aussi

sur Ug(A). D’aprés la proposition 6.7, on a donc Ug(A)=Ug ; (A), ce qui, d’apres la
proposition 6.10, implique que A est semi-simple. La suite :

0-N->A->-M->0

est donc scindée.

—
6.12. INDICATIONS SUR LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 6.6 POUR MF/¢" — Une

premiére méthode consiste a vérifier par un calcul directe que, si N est un objet simple
de MFZy4, N£M(1; 0), M(1; g—1), alors I’application canonique de
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Ext1~(M(1' g— 1), N) dans Extg c(Us(N), F)) est injective [dans les autres cas, ou
bien M et N sont tous les deux dans MF/¢, ou bien Ext ~ M, N)=0].

=" tor ?

Une seconde méthode consiste a introduire le sous-A-module S de Wy (R) formé
des Y n"[u,] qui vérifient :

v (u_,,)>mq.v(m) si mz0.

C’est, de maniére naturelle, un sous-module filtré de S. Si S/S” est le quotient de S par §”
dans 4/ %, on verlﬁe facilement que, pour tout objet simple M de MFZ¢", donc pour tout
objet de MFZ¢", on a Hom .4 (M, S/S”)=Ext' (M, S/S"")=0. En particulier, si M est un
objetde MFZ¢", Ug(M)=Ext' (M, S)s’identifiea Ext' (M, S"). On peut alors recommencer
avec S ce qui a été fait pour S et I'on obtient des résultats analogues aux propositions 6.6
et6.7.

tor >

6.13. REMARQUES. — (a) On voit que le foncteur pleinement fidéle Ug (resp. Ug),
restrictionde Uga MFZ.¢ (resp. MFZ

pleine de MF/¢ (resp. MF/,?") formée des objets semi-simples et la sous-catégorie pleine

¢"), induit une anti-équivalence entre la sous-catégorie

Y>> tor . tor

de Rep/; (G) également formée des objets semi-simples.

Lorsque I’on ne se restreint plus aux objets semi-simple, ni Ug ni Ug'n’est essentiellement
surjectif [par exemple, on a Ext;} (M(1; 0), M(1; 0))=0et Extg ) (F,, F,)#0]. Il ne semble
pas ais¢ de donner une caractérisation raisonnable de 'image essentielle de Ug (resp. Ug). On
7 (resp. MF%

laction de G sur Ug(M) et si L= K", alors les nombres de ramification >0 (en
numérotation inférieure) de I’extension L/K sont premiers a p.

peut toutefois montrer que, si M est un objet de MFZ ¢"), si H est le noyau de

—_—_ tor —_— tor

(b) La catégorie MF est munie, de maniére évidente, d’un produit tensoriel. Si M et N
sont deux objets de MF / MFg., il en est de méme de M®@N.

Soient M et N deux ob]ets de MF/¢
demander d’une part que, si i (resp. j) est le plus grand entier tel que M’#0 (resp. N/#0),
alorsi+j<g,et, d’autre part que, si M a un quotient de Jordan-Hoélder isomorphe a M (1; /)
et N un quotient de Jordan-Holder isomorphe a M(1; /'), alors [+/'#¢g—1].
multiplication dans S est compatible avec la structure de module filtré et induit un
homomorphisme :

7 tels que M®N soit encore dans MF/ ¢ [cela revient &

—_—— tor

gs M ®p Us (N) - LI_S (M®N);

on-vérifie facilement (par dévissage, le cas ou M et N sont tous les deux simples est trivial) que
c’est un isomorphisme.

Le résultat analogue serait faux si 'on remplagait MF,¢ par MF/? ou MF/¢" [mais

—T== tor == tor
redeviendrait vrai, dans ce dernier cas, si I’on remplagait Uy par Ext Ls( ,S”),0ouS"estle
module filtré défini au n® 6.12].
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7. Représentations a valeurs dans une extension finie de Q

7.1. Rappelons (¢f. introduction) que E désigne le corps des fractions de O.
Notons MF g . la catégorie suivante :

— un objet de MF ¢ i consiste en la donnée d’un K-espace vectoriel A, d’une application
T-semi-linéaire bijective @ de A dans lui-méme (i. €., si 'on préfere, d’une application K-
linéaire de A dans A,), et d’une filtration (A’),_, de A par des sous-K-espaces vectoriels,
décroissante, exhaustive et séparée (par abus de langage, on parlera de lobjet A,
'application @ et la filtration étant sous-entendues);

— un morphisme de MFy ; est une application K-linéaire des espaces vectoriels sous-
jacents qui commute a ® et est compatible avec les filtrations.

La catégorie MF g  est une catégorie E-linéaire. Elle n’est pas abélienne, mais elle a des
limites inductives et projectives finies, ce qui permet de parler de noyaux, de conoyaux, de
morphismes stricts (i. . pour lesquels I'image et la coimage coincident) et de suites exactes
(suites de morphismes stricts tels que I'image d’un morphisme coincide avec le noyau du
suivant).

7.2. Lorsque E=Q,, MF  ; n’est autre que la catégorie notée MF i dans [F 1], n® 1.2.

La catégorie MF ; est équipée d’un produit tensoriel, d’un « hom interne », d’une
notion de dual, et possede un objet-unité. Toutes ces constructions sont évidentes (¢f. [F 1],

n° 1.2, dans le cas de MF ).

7.3. Pour tout objet A de MF  ;, dont le K-espace vectoriel sous-jacent est de dimension
finie, on pose :
0 si A=0,
ZH(A)= ) i Si A=Ai, Ai+1=0 et dlmKA=1,

n

ta(NA)  si dimgA=n22,

\

et, en notant v, la valuation de K normalisée par v,(n)=1:

0 si A=0,
W)= | ve@) s A=Kd et ®d=ad,

tn(NA)  si dimg A=2

[Vinvariant #y est bien défini : si A=K d=Kd', on a d'=bd, avec beK*; si ®d=ad et
®d=a'd,onaa=b"1.1b.aetv(a')=v,(a).

4° SERIE — TOME 15 — 1982 — N°4



CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS p-ADIQUES 591

SiE=Q, et sik est algébriquement clos, on vérifie facilement que les définitions de 7y et 1y
données ici coincident avec celles de 4.1.2 de [F 1].

Il est immédiat que les applications #y et 7 sont additives, i.e. que, si :
0-A>A->A">0

est une suite exacte courte de MF, , alors 1y(A)=13(A")+15(A") et
In(A) =1 (A")+ 1n (A7).

7.4. Nous notons MF{ ¢ la sous-catégorie pleine de MFy ; formée des objets A, de
dimension finie comme K-espaces vectoriels, qui vérifient z;(A) = ty(A) et, pour tout sous-
objet A"de A, t,;(A") £ t5(A") (un sous-objet de A est un sous-K-espace vectoriel stable par @,
que I'on munit de ’application @ et de la filtration induites par celles de A).

7.5. PROPOSITION. — La catégorie MF { . est abélienne et le noyau (resp. le conoyau) d’un
morphisme dans cette catégorie coincide avec le noyau (resp. le conoyau) dans MF .. En outre:
(i) le dual A*, dans MF y ., d’un objet de MF { i est un objet de MF [ ;
(ii) pour qu’un sous-objet A’ (resp. un quotient A''), dans MF y ¢, d’'un objet de MF [ . soit
un objet de MF { g, il faut et il suffit que 1y (A')=tx(A") [resp. 1y (A") =15 (A")];
(1i1) si :
0-A>A->A">0

est une suite exacte courte dans MF y o et si deux des trois objets qui y figurent sont dans

MF [/ ¢, il en est de méme du troisiéme.

Démonstration. — Lorsque E=Q , etk est algébriquement clos, c’est la proposition 4.2.1
de [F 1]; la démonstration qui repose sur I’additivité de #y et 7 s’étend sans difficulté au cas
considéré ici.

7.6. REMARQUE. — Supposons k algébriquement clos. La classification, essentiellement
due a Dieudonné, des F-iso-cristaux (¢f. [M 3]) s’étend facilement a la classification des
K-espaces vectoriels de dimension finie, munis d’une application ® bijective, t-semi-
linéaire (qui, en particulier, forment une catégorie semi-simple); lorsque A est un objet
de MFy g, cela permet de définir, comme dans[F 1], n°4.3, les pentes et les polygone de
Newton et de Hodge de A; la proposition 4.3.3 de[F 1] s’é¢tend sans difficulté.

7.7. DEFINITION. — Soit A un objet de MF ¢ ¢ et soit M un réseau de A (i. e. un sous-A-
module de type fini tel que I’application évidente de K&, M dans A soit un isomorphisme).
Pour tout i€ Z, on pose Mi=M n A’. On dit que M est un réseau fortement divisible si

> '®(M')=M (lorsque E=Q,, la notion de réseau fortement divisible équivaut a la
iel '

notion de réseau adapté de [L 1]).
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7.8. ProprosiTION. — Soit A un objet de MF g i, de dimension finie comme K-espace
vectoriel. Pour qu’il existe un réseau de A qui soit fortement divisible, il faut et il suffit que A soit
dans MF { ;. S’il en est ainsi, pour qu’un réseau M de A soit fortement divisible, ilfaut et il suffit
que ® M cniM, pour tout i Z.

Démonstration. — On se ramene immédiatement au cas ou les pentes de A sont 20. Si
E=Q,, c’est alors le théoréme 3.2 de [L 1]. La démonstration de ce théoréme s’étend au cas
considéré ici en remplagant F par ® et p par .

7.9. CorOLLAIRE. — La catégorie MF { i est stable par produit tensoriel.

En effet, si A, et A, sont deux objets de MF { ; et si M, (resp. M, ) est un réseau fortement
divisible de A, (resp. A;), M; ®, M, s’identifie & un réseau fortement divisible de A; ®A,.

7.10. REMARQUES. — (a) De la proposition 7.5 et du corollaire précédent, résultent
facilement que la catégorie MF { ; est tannakienne (¢f. [Sa 1], n° III.3.2) : plus précisément
MF [/ s’identifie & la catégorie des représentations de dimension finie du groupe pro-
algébrique, défini sur K, des automorphismes du foncteur fibre qui, a tout objet de MF { .,
associe le K-espace vectoriel sous-jacent.

(b) Soit A un objet de MF { ;. et soit M un réseau de A. Alors il existe un plus petit réseau
fortement divisible contenant M (resp. un plus grand réseau fortement divisible contenu
dans M); c’est I'intersection (resp. la réunion) des réseaux fortement divisibles contenant M
(resp. contenus dans M).

7.11. Notons MF /4 la catégorie suivante :

— un objet de MF /4 est un couple (A, M) formé d’un objet A de MF { ; et d’un réseau
fortement divisible M de A;

— un morphisme § : (A, M) —(A’, M) est un morphisme de A dans A’ tel que
’application K-linéaire sous-jacente envoie M dans M'.

Il est clair que MF [/, est une catégorie additive O-linéaire. Le foncteur qui, a
'objet(A, M) de MF [/, associe A est un foncteur O-linéaire exact et fidéle; si (A, M) et
(A’, M’) sont deux objets de MF /%, Hom (A, A’) s’identifie 8 EQ o Hom (A, M), (A", M")).

7.12. A tout objet (A, M) de MF /7 on peut associer un objet de MF, . . =MF, de la
mani€re suivante :

— le A-module sous-jacent est M;

— la filtration de M est la filtration induite (i.e. M'=M n A’, pour tout i€ Z);

— pour tout i€ Z, on a @y (x)=n""'®(x), pour tout xe M".

On a ainsi obtenu un objet de MF dont le A-module sous-jacent est de type fini et qui
vérifie :

(fd), le A-module sous-jacent M est sans torsion;
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(fd), pour tout ie Z, M* est facteur direct de M;

(fd); on a ) Im @y =M..

Réciproquement, étant donné un objet M de MF, de type fini comme A-module, qui
vérifie (fd),, (fd), et (fd),, on lui associe 'objet (Mg, M) de MF {/5, ot My =K ®, M est
muni de la ﬁltr;tion‘ déduite de celle de M par extension des scalaires, ou @ : My — My est
définie par @ (a®x)=n'a@@j;(x), siae K, xe M’ (pour tout x e M, il existe i tel que x e M’,
et la définition de ® ne dépend pas du choix de i) et ou I’on utilise I'application x — 1®x pour
identifier M & un réseau de M.

Il est clair que ces deux constructions réciproques sont fonctorielles et nous permettent
d’identifier MF /4, a la sous-catégorie pleine de MF formée des objets dont le A-module
sous-jacent est de type fini qui vérifient (fd),, (fd), et (fd),.

7.13. REMARQUE. — Soit M un objet de MF dont le A-module sous-jacent est de type fini.
Alors : :

— M vérifie (fd), si et seulement si my est un monomorphisme de .# % ;

— Mverifie (fd), si et seulement si le conoyau de my dans .# % est encore un modulefiltre,
i.e. est un objet de MF;

— si M vérifie (fd),, M vérifie (fd), si et seulement si le conoyau de my,, dans .# %, est un

objet de MF /

for -

7.14. Soit M un objet de MF {4, . Pour tout entier n > 1, soit M,, le conoyau de ;. On voit
que M s’identifie é}iLn M,. Si M®=M et M?=0, les M,, sont des objets de MF /% et chaque
Us(M,) est un (D/n" O)-module, libre de rang égal au rang 4 du A-module sous-jacenta M,
qui s’identifie 8 Hom 4, (M,, S,)=Hom (M, S,).

Pour tout n, la multiplication par n induit un monomorphisme de M, dans M, , ; donc, par
fonctorialité, un épimorphisme de Ug(M,,,) sur Ug(M,). On peut donc parler de
liglgs (M,) qui est un O-module libre de rang 4, avec action linéaire et continue de G.

Si on note Sle séparé complété de S pour la topologie p-adique (muni de sa structure de
module filtré définie par passage a la limite), on voit que (1_1& Us(M,) s’identifie a

Us(M)=Hom 45 (M, S). On a ainsi construit un foncteur contravariant additif :

Us: MF{}s* - Repd(G)

de la sous-catégorie pleine MF /%% de MF {4 formée des objets M qui vérifient M®=M et
M?=0 dans la catégorie Repg(G) des O-modules libres de type fini, munis d’une action

linéaire et continue de G. La proposition suivante résulte des théorémes 3.3 et 6.1 :

1

7.15. ProposiTiON. — (i) Lefoncieur U s est exact (en un sens évident) et fidéle et, pour tout
objet M de MF {%, rgo Us(M)=r1g, M.
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(ii) La restriction de Ug a la sous-catégorie pleine de MF [%4 formée des M tels que

M, =Coker ny, est un objet de MF .9 (resp. de MF/:4") est pleinement fidéle.

ER— tor

7.16. Posons Sy =K ®, S; on munit Sy de la filtration déduite par extension des scalaires
de celle de S (en particulier, ona §; = SP) et on définit @ : S — S¢ par @ (a®x)= a*®@og(x),
siaeK, xeS. On a ainsi muni S d’une structure d’objet de MFy ..

Notons MF /¢ la sous-catégorie pleine de MF /¢ formée des objets A qui vérifient A®=A
et A7=0; et Rep/;(G) la catégorie des E-espaces vectoriels de dimension finie, munis d’une
action linéaire et continue de G.

On obtient un foncteur contravariant E-linéaire :

Us, : ME{# - Repfe(G),
en posant Ug (A)=Homyp, /E(A, SK).

7.17. PrROPOSITION. — Pour tout objet A de MF /8 :

1) on a dimg (Us, (A))=dimg A;

(ii) Papplication canonique de A dans Homgg (Us, (A), gK) est injective.

Démonstration. — Soit M un réseau fortement divisible de A.

(i) On a rggUg(M)=rgy, M, d’aprés l’assertion (i) de la proposition 7.15, donc
dimg (U, (A))=dimg A.

(i1) Soit M=HomD[G] Us(M), S) et soit £ : M —> M ’application qui, & xe M associe
ur—u(x). Alors A=HomE[G] Us, (A), Sx) s’identifie 8 K®, M et I’application canonique
de A dans A est I'application K-linéaire £, déduite par extension des scalaires de &.

Pour tout entier n> 1, soit M, = Coker n}; et soit &, : M, » M/n" M ’application déduite
de & par passage aux quotients. Le A-module M/n"M s’identifie & un sous-A-module

de M,=Homg(Us(M,), T,)) et le composé de &, avec linjection de M/n"M
dans M,, est injectif, d’aprés la proposition 5.15. On a donc, pour tout n, KerE=n"M,
donc & et &, sont injectives.

7.18. REMARQUES. — (a) Soit Ag : Rep % (G) > MFy ¢ le foncteur contravariant E-
linéaire qui a U associe Homgg; (U, SK) (muni de la structure d’objet de MF y ¢ induite par
celle de SK), On verra au paragraphe 8 (remarques 8.5 et 8.13a) que Ug, est pleinement
fidéle et que la restriction de Ag a I'image essentielle de U, est un quasi-inverse.

(b) La pleine fidélite de U, peut se voir directement : la pleine fidelité de la restriction de
Us, aux catégories MF ¢ et MF ;¢  résulte de I’assertion (i) de la proposition 7.15. Le cas
général peut s’en déduire en regardant d’un peu prés les objets de MF /. 4, tués par n2, qui ne
sont pas simultanément dans MFZ.¢ et MF/.4".
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8. Application aux modules admissibles

8.1. Rappelons que K, désigne le corps des fractions de I’anneau W (k) des vecteurs de
Witt a coefflcien_té dans k, o le Frobenius absolu opérant sur k; W (k) et K, e le degré de
I'extension K/K,,. 7

Nous appelons K-module filtré (il vaudrait peut-étre mieux dire (K, o)-module de
Dieudonneé filtré) la donnée d’un K -espace vectoriel D muni d’une application bijective
F : D — D, o-semi-linéaire, et d’une filtration par des sous-K-espaces vectoriels (D), de
Dy =K®y, D, décroissahte, exhaustive et séparée.

Les K-modules filtres forment, de maniére évidente, unc categorie Q -lincaire. déja
introduite dans [F 1], que I’on note MF . Rappelons aussi (¢f. [F 1], ou [F 2], §5) que ’'on
introduit une sous-catégorie pleine MF [ de MF ¢ qui est abélienne; que, a tout anneau de
Barsotti-Tate B, on peut associer une sous-catégoﬁe pleine, MF  ; de MF [, la catégorie des
K-modules filtrés B-admissibles (resp. 1a catégorie Repy (G) ou Rep i (G) des représentations
B-admissibles ou cristallines, sous-catégorie pleine de la catégorie Rep (G) des Q -espaces
vectoriels de dimension finie, munis d’une action linéaire et continue de G) stable par sous-
objet, quotient, produit ténsoriel, dual§ on peﬁt aussi associer 2 B deux foncteurs Q,-
linéaires :

Vs: MFgs—Reps(G) et Dg: Repy(G)—>MFEy g,

compatibles avec les opérations de produit tensoriel et de dual sur ces deux catégories, quasi-
inverses I'un de I’autre et induisant une équivalence entre ces deux catégories.

8.2. Dans toute la suite, B est 'anneau de Barsotti-Tate construit dans [F 2]. Nous nous
proposons de montrer que les modules galoisiens construits au paragraphe 7 sont B-

admissibles et de préciser les relations entre les foncteurs Vy et Us, -

8.3. Commengons par nous placer dans le cas, particulierement simple. ou E=Q,. On a
alors K=K, ¢=1 et la catégorie MF (resp. MF{) s’identifie & MFEy, o, (resp. MF{ Q,)-

8.4. THEOREME. — Supposons E=Q,.

(i) SiD estunobjet de MF [ tel qu’il existe un entier jvérifiant D’=D et D'*?=0, alors D
est B-admissible. En particulier, MF {>?=MF [;§ est une sous-catégorie de MF y .

(i) Soit V§ : MF 3 — Rep”(G) le foncteur contravariant qui a D associe le dual de
Vi (D). Le foncteur Ug, et la restriction de V§ a MF [ ? sont naturellement équivalents.

Démonstration. — Soit al'idéal de R formé des €léments x tels que vy (x) 2 p. On voit que la

K-algebre Sy s’identifie, en tant qu’ « anneau galoisien filtré » a I’anneau noté B, dans
[F2], §4.
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Soit alors D un objet de MF [ ? et soit V = Us, (D). D’aprés la proposition 7.17, a fléche
canonique de D dans Homg, (g (V, Sk) est injective et on a donc :

dimy Homg ) (V, Sx) 2 dimg D=dimg, V.
Mais :
HomQ,[G] (v, SK)=H0mQ,,[G] (v, B:)=(V*®Qp B )°

s’identifie & un sous-K-espace vectoriel de Dy (V*) (¢f. [F2], §4). D’ou dimg Dy(V¥*)=
dimg V=dimg V*,ce qui entraine ([F 1],n° 3.2) que 'on a I’égalité, donc que D s’identifie 2

D3 (V*), et que V* est B-admissible, donc aussi V (loc. cit., prop. 3.4.3). Mais alors
V=Us, (D)=Homy, (D, SK)=HomMFK(D, B)) s’identifie (¢f. [F2], §4) a un sous-
Q,[G]-module de Homy (D, B)=!é“ (D). Comme ils ont tous les deux la méme
dimension sur Q, on a V¥ (D)= Us, (D), ce qui achéve la démonstration de Iassertion ().

Enfin, si D est comme dans I’assertion (i), on peut, grace a la proposition 7.8, I’écrire sous
laforme D=D,®D,, avec D, objet de MF /7 et D, objet de MF |/ vérifiant dimg D, =1.
D’apreés ce qui précéde, D, est B-admissible; comme dimg D, =1, D, l’est aussi (¢f. [F 1],
prop. 4.4.1); il en est de méme de D=D;®D, puisque MF, ; est stable par produit
tensoriel.

8.5. REMARQUE. — Soit Ag, : Rep’ (G) » MF g lefoncteur contravariant Q -linéaire qui
a U associe Homg, (U, Sk). On voit que la restriction de Ag, al'image essentielle de Ug,
s’identifie a la restriction du foncteur D ¥ : U D (U*). En particulier, la restriction de Ag

est un quasi-inverse du foncteur pleinement fidele Ug .

8.6. Revenons au cas général ([E : Q,] quelconque). Pour énoncer un résultat qui
généralise le théoréme 8.4, nous avons besoin d’un dictionnaire entre objets de MF ;. et
certains objets de MFy, munis d’un plongement de E dans I’anneau de leurs
endomorphismes.

Notons MFggy la catégorie suivante :

— un objet de MF ¢y consiste en la donnée d’un objet de MF ¢ et d’un plongement de E
dans ’anneau de ses endomorphismes;

— un morphisme de MF ;¢ est un morphisme des objets de MF y sous-jacents, qui est E-
linéaire.
Autrement dit, un objet de MF ggx est un (E®q, K,)-module D muni :
— d’une part d’une application additive bijective F : D — D vérifiant :
F(x®a).d)=(x®oc (a)).Fd si xeE, aeK,, deD;
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— d’autre part d’une filtration (D{'()iez du (E®q, K)-module
Dy =(E®q, K)®tg ok, D=K®x, D,
par des sous-(E®q, K)-modules, décroissante, exhaustive et séparée.

Un morphisme § : D — D’ de MF g est une application (E®q, K )-linéaire des modules
sous-jacents qui commute a I’action de F et est telle que I’application (E ®q, K)-linéaire de D¢
dans Dy déduite de & par extension des scalaires respecte la filtration.

La categorie MF g est une catégorie E-linéaire qui posséde un produit tensoriel :si D, et
D, sont deux objets de MF ¢y, le produit tensoriel de D; et D, (dans MFgy, ne pas
confondre avec le produit tensoriel, dans MF, des objets de MF sous-jacents ) est
D=D;®ggk,D,, avec F(d;®d,)=Fd,®Fd,, si d,eD, et d,eD,, la filtration de
Dy =K®x, D=Dx ®gex D étant définie pae D= ) Dix®gex D, pour tout i€ Z.

i =i

&.7. RivnkrQuE. — Lapplication de E®, K, dans lui-méme. qui a x®a associe
X®ao (a), permute les idempotents primitifs de E®gq, K,. Onen déduit que, si D est un objet
de MF o, le (E®q, Ko)-module sous-jacent est libre; de méme Dy est donc un (E®q K)-
module libre; les (Dy),, en revanche, ne sont pas en général des sous(E®gq, K)-modules
libres de Dy .

8.8. Soit A: E®q K — K lapplication qui & x®a associe xa et soit & 'unique
idempotent primitif de E®q, K tel que L(e)=1, soit &'=1—¢.

Si D est un objet de MF gk, on pose, pour tout i€ Z, (e Dg)'=Dg neDy.

Nous notons MF gy la sous-catégorie pleine de MF o formée des objets D qui .
vérifient :

pour tout ieZ :

Di — (SDK)i@)S'DK sl 1§0,
« €Dy)  si i>0.

11 est facile de voir que MF ggy g est stable par produit tensoriel.

8.9. Nous allons construire une équivalence entre la catégorie MF oy et la catégorie
MF g définie au n°® 7.1.

Pour cela, commengons par introduire I’application A, : E®q K, — K definie par
Ao (x®a)=xa, si xe E, aeK,, et par noter g, 'unique idempotent primitif de E®q, K, tel
que A, (gy)=1. Remarquons :

(i) que, si D est un (E®Qp K,)-module et si Dy est le (E®Q‘_ K)-module déduit de D par

extension des scalaires, alors,comme A, (E®q K,)=K.¢g, D est, de maniére naturelle, un K-
espace vectoriel; en outre, I’application :

Ep i ggD—eDy
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definie par &p(d)=¢.(1®d) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels, I’application
inverse :

&' eDx—egyD,

étant définie par £5' () x,®d;) =) trg x, (x;)d;, si les x; sont dans K et les d; dans D.

(ii) que, si D est un (E®q, K,)[F]-module [i.e. un (E®q K,)-module muni d’une
application F : D — D telle que F (x®a).d)=(x®oc a). Fd si xeE, aeK,, deD], alors
€oD est stable par F" et peut étre considéré comme un Q,[F']-module; en outre,
’application :

Mo Q,[FI®q, 8 D— D,
qui a ) F'®d, associe Y F'd,, est un isomorphisme.

8.10. Pour tout objet D de MF ;¢ ¢, nous notons g (D) 'objet de MF i ;. ainsi défini :
— le K-espace vectoriel sous-jacent est A=g, D sur lequel ® opere comme F" :

— la filtration est définie par A’=&; ! (D) n e D), pour tout i.

De méme, pour tout objet A de MF ¢, nous notons #(A) I'objet de MF ;g ¢ défini ainsi :
— le Q,[F]-module sous-jacent est D=Q, [F]®Qp(¢1 A (on a identifi¢ Q ,[®@] & une sous-

Q,-algebre de Q,[F] en posant ®=F"), muni de la structure de (E®q K)-module
définie par :

(x®a).O. F'®@d)=Y F'®(x o (a).d;

— onnote&, : A — & Dy 'application définie par &, (8) =&p (1®q, ¢y d) (01 &, a €té définie
au n® 8.9), et la filtration de Dy est définie par :

Di — Ex(A)@e' Dy si <0,
o EA(AY)  si i>0.

On peut considérer, de manicre évidente, € et 1 comme des foncteurs et ceux-ci sont E-
linéaires.

8.11. ProposiTION. — Lefoncteur t : MF  ,; & MF poy ¢ induit une équivalence entre ces
deux catégories et € : MF pox g = MF i est un quasi-inverse.

Démonstration. — Soit A un objet de MF, ., soit D=1(A) et soit A'=g(D).
L’application &, est un isomorphisme de A sur le K-espace vectoriel sous-jacent a A’; on
vérifie immédiatement que c’est un isomorphisme d’objets de  MF i, fonctoriel en A.

Soit D un objet de MF gy g, soit A=g (D) et soit D’ =1(A). Par construction, le K-espace

vectoriel sous-jacent & A est g, D et I’application & — | ®q, (0 O définit un isomorphisme de A
sur g, D’; d’ou un isomorphisme du K-espace vectoriel g, D sur g, D’". Celui-ci induit, grace
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aux isomorphismes ny, et np considérés au n° 8.9, un isomorphisme du (E®q, Ko) [FI-
module D sur D’; on vérifie que c’est un isomorphisme dans la catégorie MF ;. (i.e. que
I'application K-linéaire déduite par extension des scalaires envoie D sur D, pour tout i),
fonctoriel en D. La proposition en résulte.

8.12. Notons MF { : la sous-catégorie pleine de MF ;g . formée des objets dont le K-
module filtré sous-jacent est faiblement admissible et MF {2 % . la sous-catégorie pleine de
MF /o« ¢ formée des objets D tels que D°=D et D?=0.

ProposITION. — (i) Pour tout objet D de MF /% ., l'objet de MF y sous-jacent est B-
admissible.
(ii) La catégorie MF {4 . est I'image essentielle de la restriction a MF [& du foncteur 1.

Les foncteurs Ug, et Vi t de MEF (¢ dans Rep ¢ (G) sont naturellement équivalents;

[On a muni le Q,[G]-module V¥ (z(A)) de la structure de E-espace vectoriel induite par le
plongement donné de E dans I’'anneau des endomorphismes du module filtré B-admissible
sous-jacent a £(A)].

La démonstration de cette proposition est analogue a celle du théoréme 8.4 qu’elle
généralise. Contentons-nous d’indiquer comment on peut définir la fléche qui induit
I’équivalence naturelle :

Soit Wy (R)=K®wx W (R). Tout élément de Wy (R) peut s’écrire, d’une maniére et

d’une seule, sous la forme ) p"[u,], avec les u,eR, presque tous nuls pour n<0.
n>-—oo

Notons S, le sous-anneau de Wy (R) formé des éléments ) p"[u,], vérifiant :

n»-—ow

vp(u_,)=mqg.v(p) pour tout m>0.

Soit tr: Wy (R)=K®wu W(R)—= Wy (R) Tapplication qui a x®g,a associe
trg x, (x).a. Il est clair que tr(S) =S, et que la restriction de tr a S se prolonge par continuité
en une application W (k)-linéaire de S—llm S/n"S dans So—hm So/p"Sy; nous notons
encore tr: S «=K®,5=K,®yw k,S—»SK —K ®W(k) lappllcatlon K,-linéaire déduite
par extension des scalaires. Si a désigne I'idéal de R formé des x vérifiant vg (x) 2 g.v(p), SKO
s’identifie, en tant que K,-algébre munie d’une action de G, a B, (¢f. [F2], §4).

Soit alors A un objet de MF /¢ et soit ueUg, (A)=HomMFK/E (A, S¢). On définit une
application K -linéaire :

u: D=1(A0)=Q,[Fl®q,w A~ B, =SK0a

enposant () F'®8,)=> F'(tr(u(3;))). Il est clair que I’application # commute & I’action de
F et on vérifie que I'application K-linéaire i, : Dy — By, déduite de i par extension des
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scalaires est compatible avec les filtrations de Dy et B{,. Autrement dit
ueHomyg, (D, B). Mais (¢f.[F2],§4), Homyg, (D, B) s’identifie lui-méme & un

sous-module de Homy (D, B)=V#(D). On a ainsi obtenu un homomorphisme injectif :

u—i
de Us, (A) dans V§(z(A)). En procédant comme pour le théoréme 8.4, on en déduit que
D=1(A) est B-admissible et que u+ @ est un isomorphisme.

8.13. REMARQUES. — (a) Il résulte immédiatement des propositions 8.11 et 8.12 que la
restriction & I'image essentielle de Us, du foncteur As, : Rep /s (G) - MF , défini dans la
remarque(a) du n°7.18, est un quasi-inverse du foncteur pleinement fidéle Us, .

(b) Si A est un objet de MF ¢, le Q,[G]-module sous-jacent & V=Ug, (A) est B-
admissible et est donc, en particulier, de Hodge-Tate.

(c) Réciproquement, si V est un objet de _Re_p/fE (G), on peut écrire
Ve=C®q, V=¢Vc®e V¢, ou ¢ et & sont les idempotents de EQq, K=E®q, C définis au
n° 8.8 (on voit donc que € V.. s’identifie & C®g V). On voit facilement que, pour qu’un
objet V de Rep/(G) soit dans I'image essentielle de Ug,, il faut et il suffit que le
Q p[G]—module—sous—jacent soit B-admissible et que ’on ait :

(i) {veeVclgv=yx'(g).v, pour tout ge G }=0si i<0 ou izg;

(i) dimg (e’ Vo) =dime (e’ Vi),

(o0, pour tout i € Z, y* désigne, comme d’habitude, la puissance i-iéme du caractére qui donne
’action de G sur les racines de 1’'unité d’ordre une puissance de p).

Pour tout C-espace vectoriel U de dimension finie, sur lequel G opére semi-linéairement
[i. . tel que g (cu)=gc.gu, pour tout g G, ce C,ue U], posons U { i} ={ue U|gu=yx'(g).u,
si geG}. SiV est un objet de Repf (G) tel que le Q,[G]-module sous-jacent est B-

admissible, la condition (i) revient a dire que :

C®V~ “é Cox (C®:V){i})
i=0

et la condition (ii) revient a dire que, pour tout Q,-plongement y : E — C, différent de
I'inclusion :

C®p VC® (CR: V) {i}).

9. Application aux schémas en groupes finis et plats

Dans ce paragraphe, on suppose e=1 [on a donc A=W (k)], r=1 (on a donc
T1=0=Frobenius absolu et O=Z,) et t=p. Lesn™ 9.1 a 9.6 sont consacrés a des rappels
sur les schémas en groupes finis et plats sur Spec k et Spec A (cf. par exemple [F3], [F4]).
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9.1. On note D, I'anneau (non commutatif si k # F ) engendré par A et deux éléments F
et V, soumis aux relations :
FV=VF=p,
Fa=ca.F pour tout aeA,

aV=V.ca pour tout aeA.

A toute k-algebre associative, commutative et unitaire R, on associe le D;,-module a
gauche CW (R) des « covecteurs de Witt a coefficients dans R » :

— se donner un élément x=(...,x_,, ..., X_y, Xo) de CW (R) revient a se donner une
famille (x_njn;N d’élémenfs de R vérifiant : ‘ | '
(W) il existe un entier s =0 tel que l'idéal de R engendré par les x _,, pour n2 s, est nilpotent;

— T’addition et la multiplication par les éléments de A sont définies de la maniére usuelle
(¢f. [F4], chap. I, § 1);

— pour tout x=(..., x ., X)€CW(R),on a:

s -
Fx=(...,x%,, ..., x2, x8) et Vx=(..., X gy ooy X_p, X_q).

9.2. Appelons p-groupe fini sur £ (resp. sur A) la donnée d’un schéma en groupes
commutatifs. fini et plat. de rang une puissance de p, sur Spec A (resp. sur Spec A).

Si J est un p-groupe fini sur &, si O, (J) est son algebre affine et si :
m*: 0,(J)- 0,J)®,0,J)

est le coproduit, le module de Dieudonné M (J) de J s’identifie au sous-D,-module & gauche
de CW (0, (J)) formé des covecteurs (..., X_,, ..., X,) qui vérifient :

(ooom*x_,, oo, m*x)=(.., x_,®L, ..., x®@1)+(..., I®@x_,, ..., 1®x).

On sait que M est un foncteur contravariant de la catégorie des p-groupes finis sur k dans
celle des D-modules finis (i. . des D,-modules a gauche dont le A-module sous-jacent est de

longueur finie) et que M induit une anti-équivalence entre ces deux catégories.

9.3. Si R est une A-algébre, commutative et unitaire, qui est séparée et compléte pour la
topologie p-adique, on pose :

Re=K®@, R et R, =k®,R.
Six=(...,x_,, ...,x,)e CW(R,) et sil’on choisit des relévements % _, des x_, dans R,
la série i p~ "1 &, converge dans Ry (pour la topologie p-adique) et son image wg (x)
dans ‘RI: /= 902 ne dépend pas du choix des relévements. L’application :
wg : CW(R,) - R/R
ainsi définie est A-linéaire.
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9.4. On appelle systéme fini de Honda la donnée d’un couple (L, M) formé d’un D,-
module fini M et d’un sous-A-module L de M vérifiant :

(SH;) ona FM nL=pL;
(SH,) ona L/pL=M/FM,
(SH;) la restriction de V a L est injective.

On dit qu’un systéme fini de Honda (L, M) est unipotent si 'action de V sur M est
nilpotente.

Les systémes finis de Honda forment, de maniére évidente, une catégorie que nous notons
SH{; nous notons SH{ “ la sous-catégorie pleine formée des systémes finis de Honda
unipotents. Les catégories SH et SH “ sont abéliennes et méme artiniennes.

9.5. Soit J un p-groupe fini sur A et soit ¢, (J) son algébre affine. Alors (¢, (J)), s’identifie a
Ialgebre affine O, (J,) de sa fibre spéciale J, et (0, (J))¢ a 'algebre affine O (Jx) de sa fibre
générique Jy.

Soit L (J) le noyau de la restriction de wg,; a8 MU, )=CW(0O,(J,)). Le couple
LM (J)=(L J), M(J,)) est un systéme fini de Honda.

On peut considérer LM comme un foncteur contravariant additif de la catégorie des p-
groupes finis sur A dans SH{. On sait alors (¢f. [F3]) que :

— si p#2, LM induit une anti-équivalence entre la catégorie des p-groupes finis sur A
et SHY :

- pour p quelconque, LM induit une anti-équivalence entre la catégorie des p-groupes
finis unipotents (i.e. & dual connexe) sur A et SH{-*.

9.6. Enfin, si J est un p-groupe fini sur A, si (L, M)=LM (J) et si & est une A-algébre
séparée et compléte pour la topologie p-adique, on montre que le groupe J (&) des points de J
a valeurs dans € s’identifie au groupe des applications D,-linéaires 4 gauche de M
dans CW (€,) qui envoient L dans le noyau de w.

9.7. Notons MF ;2 la sous-catégorie pleine de MF /, formée des M qui vérifient M° =M
et M?=0. On se propose de construire deux foncteurs I :SH{— MF/? et
H : MF/,? - SHY. quasi-inverses I’'un de l'autre.

Commengons par I : soit (L, M) un objet de SH. Alors :

(i) le A-module sous-jacent a I (L, M) est le A-module sous-jacent & M- [autrement dit,
on identifie le groupe abélien sous-jacent a I (L, M) a M et la multiplication par ae A
dans I (L, M) est la multiplication par 6~ ' a dans M];

(ii) la filtration de I (L, M) est définie par :

M si <0,

I(L,M)y=(VL si i=1,
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(iii) on a @y =F et, pour tout xe VL, @ (x) est 'unique yeL tel que x=V y ['unicité
résulte de (SH;)].

On a bien oY (V y)=FVy=py=p ey (Vy), pour tout Vye VL et les conditions (SH, ) et
(SH,) impliquent que @y (M°)+ oy (M*')=M; par conséquent, I (L, M) est bien un objet
de MF/; 2.

tor

Il est clair que I est, de maniére évidente, un foncteur additif de SH{ dans MF /2.

9.8. Soit M un objet de MF ;2. Le A-module M est la limite inductive du diagramme :

tor

M° M!

De la commutativité du diagramme :

résulte I'existence d’une application A-linéaire unique 8, : M — M telle que le diagramme :

M 1
incl. P
/ \

M M!
NP L
M
| -
M

Comme M est un objet de MF/, Iapplication A-linéaire :

soit commutatif.

(PM: M_")MO'
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est bijective. On munit le A-module M, d’une structure de D,-module fini en définissant
I’action de F et V par (rappelons que le groupe abélien sous-jacent & M, s’identifie & M) :

F=(Pg4(=(PMOOL&),
V=Byopy'

9.9. PRrOPOSITION. — Soit M un objet de MF [ 2. Le couple H(M)=(L, M), ou M, est le
D,-module fini défini ci-dessus et ou L=1m @k, est un systéme fini de Honda.

Démonstration. — 11 est clair qu’il suffit de vérifier les quatre propri€tés suivantes :

(SH}) ona pLcFMNL;

(SHY) ona FMnLcpL;

(SH3) ona M=FM +L;

(SH;) la restriction de V a L est injective.

Vérifions (SH}) : si xepL, x=py avec yelL et y=o¢}(z) avec zeM!, d’ou
,Y=py=(p,34(pz)=ip,?4(z):Fz et xe FM L.

Vérifions (SHY) : soit xe FM n L:ilexiste ye M et ze M! tels que x= @y (1) = @} (); d’ou
O (o (V)= M (a* (z)) ou encore oy (y)=ay (z); donc ye M! et :

x=ou(y)=pou()epL.

Vérifions (SH}) : on a M =gy (M)=0% (M)+ o4 (M!)=FM +L.
Enfin,  vérifions (SH;) : si xeL, x=¢y(y), avec yeM' et
Vx=By.ou" . o0) () =By o Pn " o Oy o) (1) =By o) (¥) =y #0 si x#0.

9.10. Le résultat suivant est alors immeédiat :

PROPOSITION. — Lefoncteur 1 induit une équivalence entre SHY et MF [ * et H est un quasi-
inverse.

9.11. Encomposant lefoncteur LM et le foncteur I, on obtient un foncteur contravariant
additif :

ILM : (p-groupes finis sur A) > MF/; 2.

Sil’on note MF.,? 1a sous-catégorie pleine de MF /; 2 formée des objets qui n’admettent pas
de quotient non trivial N tel que N=N!, on voit facilement qu’un syst¢me fini de
Honda (L, M) est unipotent si et seulement si I (L, M) est un objet de MF ;*. Il résulte alors

du n°® 9.5 et de la proposition 9.10 que :

— sip+#2,lefoncteur ILM induit une anti-équivalence entre la catégorie des p-groupes finis

. 2.
sur A et la catégorie MF {;2;

— pour p quelconque, le foncteur ILM induit une anti-équivalence entre la catégorie des p-

groupes finis unipotents sur A et la catégorie MF% 2.
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9.12. PRrROPOSITION. — Soit J un p-groupe fini sur A (si p=2, on suppose J unipotent). Soit
M =ILM (J). Alors le groupe J (A) s’identifie (canoniquement et fonctoriellement) a Ug(M).

Démonstration. — Notons CW _, (K/p A) le A-module quotient de CW (X/p A) par le
noyau de V. Les éléments de CW_,(A/pA) peuvent encore se représenter par des
covecteurs :

X=(ooy Xopy ooy Xogy X q)

dont les composantes, indexées par les entiers strictement négatifs, sont des €léments

de A/ pA vérifiant encore la condition ({) du n°® 9.1. L’addition et la multiplication par un
€lément de A sont données par les formules usuelles.

Si x=(..., X_p» ..., x_1)€CW_,(A/pA), et si %_, est un relévement dans le

complété A de A de x_,, la série Y p "%, converge dans le compléié C de K et son
n=1
image 6,(x) dans C/ AC=E/X ne dépend pas du choix du relévement des x_,.
L’application :
0,: CW_,(A/pA)—-K/A

ainsi définie est A-linéaire.

On munit le A-module CW_I(K/p K) d’une structure de module filtré de la maniére
suivante :

(i) la filtration est définie par
CW_,(A/pA) si i<0,
(CW_,(A/pA))i= ker 0, si i=1
0 si i=>2;
(ii) on a @dy_ & »a=F, autrement dit, pour tout :
x=(..o, X o> X_1)ECW_,(A/pA),
Oew_apm X)=( .., X2, ..., X2,);
(i) six=(...,x_,, ..., X_,, X_;)€ker 0 et si x, est 'image dans X/px de I’¢lément

%o€Ac défini par ) p~"# ,+X,=0o0na:
n=1

1 _
(Pcw,l(X/pA)(x)=(- v X gt oo s X g5 Xo)-

Soit BW (R) le module des bivecteurs de Witt a coefficients dans R (¢f. [F4],chap. V, § 1et
[F2], § 6). On sait ([F4], chap. V, § 1) que tout élément x € BW (R) peut s’écrire x=(x,,), .z,
avec les x,eR, presque tous dans I'idéal maximal de R pour n<O0.

Pour tout x€R, notons x I'image de x© e A. dans Ac/pAc=A/pA. Sia est I'idéal de R
formé des €léments x vérifiant v (x)2p, I'application qui & x=(x,),.€ BW(R) associe

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



606 J.-M. FONTAINE ET G. LAFFAILLE

(..., X_, ..., X_;) est A-linéaire surjective et son noyau est le sous-A-module
noté BW,(R) dans [F2], § 6. Ceci nous permet d’identifier CW_,(A/pA) au quotient
BW (R)/BW,(R).

On sait (¢f. [F2], § 6) que BW (R) s’identifie a un sous—A-moduleAde B =S.(=K®,Sou$
est le séparé complété de S pour la topologie p-adique) et que SN BW (R)=BW,(R).

Par passage aux quotients, ceci nous permet de considérer CW _ (A/p A) comme un sous-
A-module de S, /S=S;/S=T,_. 1l est facile de voir que 'inclusion de CW_,(A/pA)
dans T, est un morphisme de #Z.

9.13. Venons-en alors a la démonstration proprement dite de la proposition. Soit
(L, M)=LM (J). D’aprés le n° 9.7, J (X)=J (Ac) s’identifie au groupe des applications D~
linéaires de M dans CW (A /p A) qui envoient L dans le noyau de Wy On voit (en étendant
convenablement la définition du foncteur I) que I (kerw, ., CW(A/pA)) s’identifie a
CW_,(A/pA) et il en résulte immédiatement que J(A) s’identifie &

Homy, (ILM (J), CW _ (A/pA))=Homy, (M, CW_, (A/pA)).
Comme l'inclusion de CW_, (A/pA) dans S, est un morphisme de .47,

Homy,; (M, CW_, (A/p A)) est un sous-module de Hom ,; (M, S, )=Ujg (M). Comme :

lg, J(A)=1g, M =lg, (U (M),
on a:
Homy, (M, CW_, (A/pA))=Ug(M)

et la proposition en résulte.

Listes des principales notations

K, k, p, K, G, W(k), Ky, e, 5:0.1
E, O, A n,O,rq WD),E,,1:0.3
M. :1.1

M, @i :1.2

ﬁtc{r=£/\f.r,n,tor:1~5
MT oy, Biy:1.11

A,C, A.:2

R, (x'™),cz, v, v :2.1
WR), [x]:2.2
W,.(R):2.3

Wi (R):2.4

0%, Wg (R); xo, &g, @:2.5
Wi (R), (PévK(R) :'2.6

Sa =S, S, @5:2.7

4° SERIE — TOME 15 — 1982 — N°4



CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS p-ADIQUES

M(#h; i), vy, Fp:d.3

40, f:4.4

R Mo X231

MF, T,, T:5.5

a', AV, (AY/TAY), <Pl:;%;v35-8
£, p:5.9

ME/T, MEGT 6.1

tor *

Ay /Ay, TL:6.7
MFyp:7.1

MF [ ::7.4

MF /4%, MF [%7:7.11

S, Us, Rep!$(G):7.14
Rep/: (G), Sk, Us,, MF{}#:7.16
égK :7.18

MF,,  MF{, MFgs Repy(G).
@ms(G):&l

Vi, Dp:8.1
MF{?=MF [;§, Vy:8.4
MF ek, MF gy s:8.6
g,¢:8.8

€0 &p, Mp: 8.9

£(D), t(A), £,:8.10

MF {ox e, MF {gh 5 :8.12
D,, V,CW(R):9.1
0,J),M(J):9.2

R, Ry, wg:9.3

SHY, SH{ “:9.4
L{J),LM(J):9.5
ME{2, 1, M:9.7
CW_,(A/pA), 8,:9.12
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