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GROUPES DE RAMIFICATION
ET REPRESENTATIONS D’ARTIN

Par Jean-Marc FONTAINE.

INTRODUCTION.

Soit E un corps de caractéristique o et soit E une cloture algébrique
de E. Soit  une représentation d’un groupe fini G par des matrices a coefli-

cients dans E et soit ¢ le caractére de cette représentation. On dit que o
est rationnelle sur E s’1l existe une représentation de G par des matrices
a coefficients dans E dont le caractére est o.

Soit K un corps local, c’est-a-dire un corps muni d’une valuation
discréete pour laquelle il est complet. Soit L une extension finie galoi-
sienne de K telle que I’extension résiduelle soit séparable. Soit G le groupe
de Galois de l'extension. On sait définir la représentation d’Artin de
I’extension, que ’on note a;, et qui est une représentation de G. Le but
de cet article est de chercher a quelles conditions ag est rationnelle sur E.
On montrera, en particulier, les résultats suivants (¢f. § 7, th. 1 et 2) :

TatorimMe A. — Si Peatension L[K est totalement ramifiée et si la carac-
téristique du corps résiduel est différente de 2, alors a, est rationnelle sur E
si et seulement si Ualgébre E[G] est. décomposée.

(On dit qu’'une algébre semi-simple est décomposée si c’est un produit
fini d’algébres de matrices sur des corps commutatifs.)

Tutorime B. — Si le corps résiduel k de K est parfait, la représentation
d’Artin de Uextension est rationnelle sur le corps des vecteurs de Witt de k.

(Ce résultat avait été conjecturé par Serre.)
Ann. Ee. Norm., (4), IV. — Fasc. 3. 43
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Nous utiliserons fréquemment certains des résultats que ’on trouve
dans le livre de Serre sur les corps locaux ([7], cité CL).

Le groupe d’inertie de I’extension L/K est un groupe de type R,, c’est-
a-dire le produit semi-direct d’un groupe cyclique d’ordre premier & p par
un p-sous-groupe invariant. Les algebres de groupes de type R, ont été
étudiées dans [2] (cité DAG), et nous nous y référerons souvent.

Le principe de la méthode suivie consiste a se ramener au cas ou le
groupe de Galois de l’extension a une structure trés simple (groupe
« de type C, ou C), », lorsque la caractéristique p du corps résiduel de K
est différente de 2, et groupe de quaternions généralisé, lorsqu’elle est
égale a 2).

Cet article comprend deux chapitres.

Le premier chapitre, ou il n’est pas question de représentations, donne
tous les résultats sur les corps locaux que nous utiliserons. Le premier
paragraphe énonce un certain nombre de propriétés essentielles sur les
groupes de ramification. Le deuxiéme indique comment construire des
extensions modérement ramifiées; les résultats qu’il contient serviront a
I’étude du probléme de la rationalité lorsque I’extension L/K n’est pas
totalement ramifiée. Le troisieme donne quelques propriétés de ce que
l'on appelle « les automorphismes sauvagement ramifiés » (cf. [6]); 'une
d’entre elles sera utilisée dans le paragraphe 4. Dans ce dernier, on étudie,
lorsque p =2, la ramification des extensions totalement ramifiées dont
le groupe de Galois est isomorphe a un groupe de quaternions généralisé
ou 4 un groupe diédral..

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des représentations d’Artin.
Le paragraphe 5 donne quelques rappels sur la théorie des représentations.
Dans le paragraphe 6, on définit la représentation d’Artin et on en donne
une décomposition canonique. Dans le paragraphe 7 enfin, on étudie le
probléeme de la rationalité de cette représentation.

CHAPITRE L

EXTENSIONS GALOISIENNES DES CORPS LOCAUX.

1. Groupes de ramification.

1.1. Groures pE TYPE R, (¢f. DAG, n% 6.1 et 7.1). — Soit p un
nombre premier et soit G un groupe fini. On dit que G est de type R, s1
c’est le produit semi-direct d’un groupe cyclique d’ordre premier & p par
un p-sous-groupe invariant.
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Si G désigne un groupe de type R, on note P son p-sous-groupe de
Sylow et H un sous-groupe cyclique de G, d’ordre premier & p, tel que
G = HP. On note n(G) = n 'ordre de H.

Si G est un groupe de type R,, on dit qu’il est de type C, si P est abélien
de type (p, p, ..., p) et si, considéré comme F,[H]-module, il est isoty-
pique. On note alors H’ le noyau de la représentation canonique de H
dans P et G’ le produit direct H' X P (on voit que G’ est le centralisateur
de P dans G). On pose m(G) = (H : 1) et d(G) = (H: H’) [on a donc
n(G) = m(G) d(G)].

G
G’/

Soit G un groupe de type R,. Soit A un entier strictement positif et soit

(1) G=T,oI>...o={1}

une suite de sous-groupes invariants de G vérifiant T ;#T;., pour
j= 1,2, ..., A On dit que (1) est une C,-suite associée a G si les conditions
suivantes sont réalisées :

(1) le groupe I'y/T'; est cyclique d’ordre premier & p;

(i1) pour j =1, 2, ..., A, le groupe I';/T';,, est un groupe abélien de
type (p, p, ..., p), contenu dans le centre de I',/T,,, qui, considéré
comme F,[I',/I';]-module, est isotypique.

Dans ces conditions, on voit que I'y'=P et que I'y/I'; est canonique-
ment isomorphe a H. Par abus d’écriture, pour tout j non nul, nous
notons H I'image de H dans G/I';.,.

Il est clair que, pour tout j non nul, le groupe HI';/T';., est de type C,.
On dit que la famille des HI;/T';., est la famille des groupes de type C,
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correspondant a la suite (1) et que HI;/T;, est le j*™ terme de la famille.
On voit quil est défim (par le choix de H) a un isomorphisme pres.
Une famille de groupes de type C, correspondant a une suite associée
a G est appelée un systéme complet de groupes de type C, associés a G.

1.2. ExTENsIONS DES cORPS LocAUx. — Soit K un corps local, c’est-
a-dire un corps muni d’une valuation discréte pour laquelle 1l est complet.
On appelle valuation normalisée de K la valuation ¢ de K telle que ¢ (K*) = Z.

Soit L. une extension finie de K. Si ¢’ désigne la valuation normalisée
de L, on appelle indice de ramification de I’extension, et on note ey,
I'indice du groupe ¢'(K*) dans Z.

On dit que P’extension L/K est :
— non ramifiée, si e x=1 et si 'extension résiduelle est séparable;

— totalement ramifiée, si le corps résiduel de L est le méme que celui

de K.

On appelle corps d’inertie de I’extension, et on note L,, I’extension maxi-
male non ramifiée de K contenue dans L. Si I’extension L/K est galoisienne,
on appelle groupe d’inertie de 'extension L/K le groupe de Galois de
Iextension L/L,.

Dans toute la suite de cet article, sauf mention explicite du contraire,
on désigne par K un corps local et par p la caractéristique de son corps
résiduel. On suppose p = o. On désigne par L une extension finie galoi-
sienne de K et on suppose l'extension résiduelle séparable. L’extension L,/K
est non ramifiée et ’extension L/L, est alors totalement ramifiée. On désigne
par G le groupe de Galois de I’extension L/K et par G, son groupe d’inertie.

1.3. La C,-suite associte A v’ExtensioN L/K. — Soit ¢ la valua-
tion normalisée de L et soit = une uniformisante de L (c’est-a-dire, un
élément dont la valuation est égale a4 1). On définit 'application i, de G
dans ZU{x} par

—1 si s& Gy,
ig(s)={ ¢ ((s—1)m/m) si s€Gy— {1},
—+ o0 si S§=—I.

On sait (¢f. CL, lemme 1, p. 69) que t; ne dépend pas du choix de ’uni-
formisante .

Pour tout i€R, on note G; ’ensemble des éléments s de G tels que
ic(s) > ¢. On vérifie immédiatement que G, est bien le groupe d’inertie
de I'extension. Les G; forment une suite décroissante de sous-groupes
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invariants de G et G; est réduit a ’élément neutre pour i assez grand
(¢f. CL, prop. 1, p. 70). La famille des G; munit G d’une filtration dont
la fonction d’ordre est i;. Pour tout t €R, si i est le plus petit entier > 7,
on a G;=G;. Si ¢ est entier, le groupe G; s’appelle le i*™ groupe de
ramification de I’extension. Les sauts de la filtration (c’est-a-dire les entiers i
tels que G;5£ G.,,) s’appellent les nombres de ramification de I’extension.
Posons i,= o et désignons par iy, is, ..., i) les nombres de ramification
strictement positifs de I’extension, rangés par ordre croissant. On appelle
suite des nombres de ramification de I'extension la suite

LH<<ih<<...<0D.

Remarque. — On désigne parfois (cf., par exemple, CL, chap. IV) par i,
la fonction définie ci-dessus augmentée d’une unité. Mais, de toute facon,
c’est la fonction définie ici qu’'on prend comme fonction d’ordre de la
filtration de G.

Posons, pour j=o,1,...,A ;=G et I'\y = {1]. On obtient une
suite
(1) GorI,oIio...onLhohhy = {1}
de sous-groupes invariants de G, vérifiant I';52T;,, pour j=1,2, ..., A,
Prorosition 1.1. — Supposons e x =1. Alors le groupe G,=T, est

de type R, et la suite
(1) Iooio...ohooha={1}

est une Cp-sutte associée @ G,. De plus, si n désigne Uordre de T[Ty, le corps
résiduel de L, contient les racines n®™* de l’unité.

Démonstration (voir aussi [4]). — Il est clair que I'on peut supposer
I’extension totalement ramifiée. On a alors K = L, et G = G,. Le corps
résiduel k de K est aussi celui de L. Soit @ une uniformisante de L. On sait
(cf. CL, prop. 6 et 7, p. 74) que :

(1) Papplication s — s(m)/n définit par passage au quotient un iso-
morphisme 0, (indépendant du choix de =) de Go/G, sur un sous-groupe
du groupe multiplicatif k* de k;

(11) pour tout ¢ > o, 'application s — (s — 1) n/n"*! définit par passage
au quotient un isomorphisme 0; (dépendant du choix de 7) de Gi/Gi.
sur un sous-groupe du groupe additif de k.

Comme I';= G, et I'y= Gy, 0, est un isomorphisme de I';/T', sur un
sous-groupe de k*. On en déduit que I'\/T'; est cyclique d’ordre premier
a p et que si n désigne son ordre, k* contient les racines n""* de 1'unité.
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Pour j=1,2, ..., 4 on a I'=G, et I',= G, = G, Posons
o;="0,. On voit que p; est un isomorphisme de I';/I';,; sur un sous-
groupe du groupe additif de k. Par conséquent, I';/T';, est un groupe
abélien de type (p, p, ..., p). Le groupe I'; est donc un p-sous-groupe
invariant de I', et I'; est bien un groupe de type R, dont le p-groupe de
Sylow est I',.

Pour tout h dans I'; et pour tout = dans G;/Giy, on a (c¢f. CL, prop. 9,
p- 77) 0:(hth™*) =0,(h)"0;(7), ou encore

(2) p;(hth=)=0,(h)4ip;(7) pour 7el;/T;,,.

Si h appartient & I'y, ona 8,(k) = 1 et, par conséquent, p;(hth™)= p;(1).
On en déduit que, pour j > 1, I';/I';,, est contenu dans le centre de I', /T, ,.
Il est alors clair que I';/T;.; est un F,[I,/I']-module semi-simple. Si
et v/ sont deux éléments différents de l'unité de I';/I';,, 1l résulte de la
formule (2) que les F,[I'/I';]-modules simples qu’ils engendrent sont
isomorphes. Tous les sous-F,[I'y/T";]-modules simples non triviaux de I';/T';,,
sont donc isomorphes. :

C. Q. F. D.

La suite (1) [resp. (1')] est appelée la C,-suite (resp. C,-suite) assoctée
a Dextension.

Nous dirons que I’extension L/K est une bonne extension s’il existe un
sous-groupe H de G tel que G soit égal au produit semi-direct de H par I',.
On voit qu’alors H est canoniquement isomorphe au groupe G/I';. On pose
Ho= HnNT; on voit que I, est égal au produit semi-direct de H, par I';.

Fig. .

On vérifie immédiatement que, si le degré de ’extension résiduelle est
premier a p, 'extension L/K est une bonne extension.

L’extension L/K est appelée une C,-extension si elle est totalement
ramifiée et si elle a un et un seul nombre de ramification strictement
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positif. On voit que cela revient & dire que G =T, et que la C,-suite
associée a 'extension L/K est de la forme

G=T,>T,>T,=1{1}.

En particulier, le groupe G est alors de type C,.

L’extension L/K est appelée une C,-extension si c’est une bonne exten-
sion et si 'extension L/L, est une Cp-extension. On voit que la deuxiéme
condition revient & dire que la C,-suite associée a l’extension L/K est

de la forme
GDI‘()DIHDI‘z:{I}

Soit L/K une bonne extension. Pour j = 1, 2, ..., A, désignons par L.,
(resp. K;) le corps fixe du groupe I';,, (resp. H.T;). L’extension L;.,/K;
est galoisienne de groupe de Galois A;= H.T;/T';i,. On vérifie (c¢f. CL,
cor. a la prop. 3, p. 71 et prop. 2, p. 70) que 'extension L;.,/K; a un et
un seul nombre de ramification strictement positif et qu’il est égal a t;.
On en déduit que L;.,/K; est une C -extension. On vérifie immédiatement
que le groupe d’inertie de I’extension Lj,,/K; est A= H,.[;/T';, et

*ieme

que A, est le j*" groupe de type C, correspondant a la Cp-suite (1).

G
r0=Ho.I/
Iy /
H.I:j
, / H.Tj4
T
HO-I"+1
Tit1 e
/ i
/ Ho
{1
Fig. 3.
La famille des extensions L;.,/K;, pour j =1, 2, ..., A, est appelée

un systéme complet de C -ewtensions associées d Uextension L/K et L. /K;
est appelée la j®™ extension de ce systéme.
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Un tel systéeme n’est pas, en général, unique puisque les K; dépendent
du choix de H, mais, si L;,/K; et L /K désignent le ;™ terme de
deux systémes distincts, 1l est clair que leurs groupes de Galois sont iso-
morphes en tant que groupes filtrés.

Une extension totalement ramifiée est évidemment une bonne exten-
sion. Un systéme complet de C -extensions associées a I’extension L[L,
s’appelle un systéme complet de C,-extensions assoctées @ LK. On peut définir
un tel systéme que I’extension soit bonne ou non.

1.4. NoMBRES SUPERIEURS DE RAMIFICATION. — Pour i négatif, posons
(Go: Gi) = 1/(Gi: Gy). Considérons l'application ¢,x de R dans lui-
méme définie par ’

o1k (7) :f dz/(Gy: Gy).

La fonction .5 est une fonction continue, linéaire par morceaux et

croissante (¢f. CL, prop. 12, p. 80). Notons ¢, ’application réciproque.

Pour tout u€R, on pose G“= Gy, La famille des G* munit G d’une

filtration appelée la filtration supérieure de G. Pour j = o, 1, ..., A, posons
*iéme

u;j= 9.x(t;). Le nombre rationnel u; s’appelle le ;"™ nombre supérieur
de ramification de I’extension et la suite

0 =Uy < Uy <o . < Uy,

s’appelle la suite des nombres supérieurs de ramification de [Uextension.
Les u;, pour j > o, sont les sauts > o de la filtration supérieure de G.
Pour j =0, 1, ..., A, posons ¢;= (I',: I';.,). Posons n =e, et, pour

tout j, ¢, = e;/n. On voit que n est un entier premier a p et que e, = (I';:T;,4)
est une puissance positive de p. Il résulte immédiatement de la définition
que 'on a

Uy = 0;

w =1 Je;=1/n;

uj=1tifeo+ (L— i) fes+...+ ({— i) [ej

= (1/n) X[+ (=) /ey +...+ ({— 1) /e —1).

On en déduit que, pour j =1, 2, ..., A,
(3) e/‘llj——'l./‘: (ej/eo—— ej/ei)l}—i—. e (6/‘/81'_2— 61'/61‘_1)l.]'_1—{— (6;/61'_1— e,-/e,-) ij.

Si extension L/K est abélienne, les u; sont des entiers (théoréme de
Hasse-Arf, cf. CL, p. 84). En général, ce n’est plus le cas, mais il résulte
de la définition que les e;_,u; sont des entiers,
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Prorosition 1.2. — Soit L/K une C,-extension. Soit G son groupe de
Galots et soit t son unique nombre de ramification > o. Soit np” son degré,
avec (n, p) = 1, et soit m = m(G) Uentier défini dans 1.1. Alors :

(1) on a (i, n) = m;

(1) le nombre (p"—1) i[n est entier.

Démonstration. — Soit H un sous-groupe de G isomorphe a I'y/I,.
. Le groupe H est un groupe cyclique d’ordre n. Le p-groupe de Sylow
de G est I', et, pour tout t€l', — {1}, la formule (2) s’écrit

o (hth=) =0 (L)ps(¢) pour tout A dans H.

Comme ¢, est un isomorphisme de I'; sur un sous-groupe du groupe
additif du corps résiduel de K, on voit qu'un élément h de H est dans le
centralisateur de I', dans G si et seulement si 0;(h) =1.

Soit h, un générateur du groupe H. Il est clair que 0,(ho) est une racine
primitive n*"™ de D'unité. Posons d'=n/(n,1) et d=d(G) = n/m.
On voit que, pour h€ H, 0, (k) =1 si et seulement si h est une puissance
de hY. On doit donc avoir d'= d et, par conséquent, (n, i) = m, ce qui
démontre l’assertion (1).

Si P, est un sous-F,[H]-module simple de I', et s1 p™ désigne le nombre
de ses éléments, on sait (¢f. DAG, n° 6.1.2) que d divise p"—1.
Le groupe I', est d’ordre p”. Comme I, est produit direct de F,[H]-modules
simples isomorphes a P,, 'entier r, divise r. Par conséquent, d divise
p"—1. Comme m divise i, on voit que n = md divise (p"—1)i, d’ou
I’assertion (ii). C. Q. F. D.

Revenons au cas d’une extension finie galoisienne quelconque.

Prorosition 1.3. — Pour j =1, 2, ..., A, (e,.1u;— 1;)[n est entier.
Démonstration. — Posons ¢;= (I';:T;.,). On a g¢;=ejle;,=¢e)le,_,.

On voit que

(ej—yuj— i) /n=(1/n)<[ej_1i1+ (ej_1/€) (la— 1)) +. ..+ (€—1/€j—2) ({j—1 — {j—2) — {j,]
= (1/n)x<[(¢j-1/€)) (qi—1) Ti+ (€j—1/€y) (q2—1) Lt . .+ (']i—'i—l) -1

Soit (Lji/K});is,..,» un systéme complet de C,-extensions associées a
Iextension L/K. Pour tout entier p. compris entre 1 et j —1, il résulte
de l’assertion (ii) de la proposition 1.2, appliquée a L,.,/K;, que
(gu— 1) ty/n est-un entier naturel. La proposition résulte alors de ce que
les ¢;_,/e, sont aussi des entiers naturels, €. Q. F. D.
Ann. Ee. Norm., (4), IV, — Fasc. 3, 44
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2. Extensions modérément ramifiées.

2.1. Le groure H7(L/K, 1) D’UNE EXTENSION NON RAMIFIEE. — Soit p
un nombre premier. Soit K un corps quelconque et soit L une extension
finie galoisienne de K. Soit G le groupe de Galois de I’extension.
On note p/(L) le groupe des racines de 'unité, d’ordre premier a p,
contenues dans L. Il est clair que p/(L) est un sous-G-module du groupe
multiplicatif de L. Pour tout entier ¢ positif, on écrit H?(L/K, u’) au
lieu de H?(G, p/(L)). On a un homomorphisme naturel de H?(L/K, w’/)
dans H7(L/K).

Revenons au cas ou K est un corps local dont le corps résiduel est de
caractéristique p. Supposons de plus I'extension L/K non ramifiée. Soit K
(vesp. L) le corps résiduel de K (resp. L). Le groupe de Galois G de I’exten-
sion L/K s’identifie au groupe de Galois de I’extension résiduelle L/K
et les G-modules /(L) et p/(I.) s’identifient. Les groupes H?(L/K, 1)
et H?(L/K, p’) peuvent donc s’identifier.

Prorosition 2.1. — Supposons Uextension L|K non ramifiée. Alors un
élément de H1(L[K, ') s’annule dans H?(L/K) si et seulement s’il s’annule

dans H? (i/ f{)

Démonstration. — Si g = o, V’assertion est triviale. Supposons ¢ >>1.
Soit U; le groupe des unités de L et soit ¢ sa valuation normalisée. On a
la suite exacte de G-modules

14
1—>Up—>L"—~Z>o.

Le choix d’une uniformisante © de K permet, comme I’extension est non
ramifiée, d’identifier L* & U, XZ (produit direct de G-modules) et cette
suite est décomposée. On peut donc identifier H?(L./K) au produit direct
H1(G, U)X HY(G, 2).

Soit p I'idéal maximal de ’anneau des entiers de L et soit U, =1+ p.
On sait (c¢f. CL, lemme 2, p. 193) que, pour ¢ >1, H?(G, U]) = 0. Comme
on a la suite exacte de G-modules

1> U}~ Up—>L*>1,

on en déduit que I'application canonique de H?(G, U,) sur H7(L/K) est
un isomorphisme.
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L’assertion résulte alors trivialement de ce que I'image de H?(L/K, u’)

dans H?(L/K) est contenue dans H?(G, U,).

C. Q. F.D.

Remarque. — Si le corps résiduel est fini ou quasi-fini, et si ¢ >1,
H¢(L./K) est trivial et tout élément de H?(L/K, p’) s’annule dans H?(L/K).

2.2. EXTENSIONS MODEREMENT RAMIFIEES (ETUDE DIRECTE). — On dit
qu’une extension finie d’un corps local est modérément ramifiée si I'indice
de ramification de ’extension est premier a p et si I'extension résiduelle
est séparable. Lorsque I'extension est galoisienne, cela revient a dire que
son groupe d’inertie est d’ordre premier a p.

Soit M une extension finie galoisienne du corps local K et soit J le groupe
de Galois de l’extension. Supposons l’extension résiduelle séparable.
Soit A un sous-groupe invariant de J et soit L le corps fixe de A. Supposons

Pextension M/L totalement et modérément ramifiée. Soit n 'ordre de A.

iémes

On sait (¢f. n°1.3) que I, donc aussi L, contient le groupe i, des racines n
de 'unité et que 0, est un isomorphisme de A sur (.

Prorosition 2.2. — Soit G le groupe de Galois de Uextension LK. L’appli-
cation 0, est un G-isomorphisme de A sur ., et U'image par 0, de U'élément ¢
de H?(G, A) correspondant a la suite exacte

I>A—>J>G—>1

s’annule dans H*(L/K).

Démonstration. — Par transport de structure, il est clair que liso-
morphisme 6, est un G-isomorphisme. Il est immédiat que I'image cano-
nique de ¢ dans H?(J, A) est o. Par conséquent, I'image canonique de 0, (¢)
dans H?*(M/K) est o. Comme l’application canonique de H?(L/K) dans
H?*(M/K) est injective (cf. CL, prop. 6, p. 164), on en déduit que 0,(c)
s’annule dans H?(L/K).

C. Q. F. D.

2.3. CONSTRUCTION D’UNE EXTENSION MODEREMENT RAMIFIEE. — Soit K
un corps quelconque. Soit L une extension finie galoisienne de K. Soit G
le groupe de Galois de I’extension. Soit A un groupe fini abélien muni
d’une structure de G-module et soit J une extension de G par A définie
par une suite exacte
(4) 1->A—>J>G—>1.

Soit M une extension galoisienne de K contenant L. Soit J’ (resp. A')
le groupe de Galois de l’extension M/K (resp. M/L). Nous disons que
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Iextension M/K est associée & la suite (4) s’il existe un isomorphisme o
de A sur A’ et un isomorphisme ® de J sur J’ tels que le diagramme sui-
vant soit commutatif :

1I—>A —>J —>G—>1

b

1—> A — ) 5> G—>1

Revenons au cas ou K est un corps local, dont le corps résiduel est de
caractéristique p. ‘

Prorosition 2.3. — Soit L une extension finte galoisienne non ramifiée
du-corps local K. Soit G le groupe de Galois de Uextension L[K. Soit A un
groupe cyclique fini, d’ordre premier & p, muni d’une structure de G-module
et soit ’

(4 1>A—>J->G—>1

une suite exacte de groupes. Pour qu’il existe une extension galoisienne M
de K, contenant L., associée a la suite (4), telle que Uextension M/L soit tota-
lement et modérément ramifiée, il faut et il suffit qu’il existe un G-plonge-
ment y de A dans L* tel que Uimage par y de Uélément de H?(G, A) corres-
pondant a la suite (4) soit o dans H*(L/K).

Dans ces conditions, on peut choisir M pour que Uhomomorphisme 0,
attaché & Uextension coincide avec 7.

Démonstration. — Les conditions sont nécessaires d’aprés la propo-
sition 2.2. Montrons qu’elles sont suffisantes.

Soit n 1’ordre de A. L’existence de y entraine que L* contient le groupe u.,
des racines n*"* de I'unité et y est un G-isomorphisme de A sur @,.

Soit S une section de G dans J. Soit ¢ le cocycle de G a valeurs dans A
correspondant a S. Si y(¢) s’annule dans H?(L/K), il existe une appli-
cation A de G dans L* telle que, pour tout couple g, g’ d’éléments de G,
on ait y (e, o) = g(hy) Aty On a done g(hy)A A, = y(eh,) =1 et
I'application de G dans L* définie par g+> A, est un cocycle. Comme le
groupe H'(L/K) est réduit a I’élément neutre (« théoréme 90 » de Hilbert),
on en déduit qu’il existe un élément 7, de L* tel que, pour tout g dans G,
on ait g(m,) = A,.m,. Pour tout a dans K*, I'élément aw, a la méme
propriété. Comme ’extension L/K est non ramifiée, on peut choisir pour 7,
une uniformisante de L.

Soit = un élément d’une cloture algébrique de L vérifiant ©* = =,
et soit M = L(x). Comme 7, est une uniformisante de L, M est une exten-
sion totalement ramifiée de L de degré n et = est une uniformisante de M,



REPRESENTATIONS D’ARTIN. 349

Pour tout g dans G, notons S, I’élément de J correspondant a la section S.
Tout élément de J s’écrit de maniére unique sous la forme hS,, avec h€ A
et g€G. On vérifie immédiatement qu’ll existe un unique auto-
morphisme ®,; de M prolongeant g et appliquant = sur ¥ (h)A,7. On voit
tout de suite que ® est un isomorphisme de G sur un sous-groupe du groupe
des K-automorphismes de M. Comme l'ordre de G est égal au degré de
Iextension M/K, on voit que 'extension M/K est galoisienne. Il est immé-
diat qu’elle est associée & la suite (4) et que ’homomorphisme 6, attaché
a Pextension coincide avec 7.
C. Q. F. D.

3. Sur les automorphismes sauvagement ramifiés.

3.1. DEriniTioNs. PREMIERES PROPRIETES (cf. [6]). — Soit L un corps
local. Soit A ’anneau des entiers de L et soit p I'idéal maximal de ’anneau
des entiers de A. Soit k = A/[p le corps résiduel de L et soit p la caracté-
ristique de k. On suppose p 7 o. Soit C un systéme de représentants, conte-
nant o, de k dans L. On pose C* = C — {o .

Soit ¢ la valuation normalisée de L. On dit qu'un automorphisme s
de L est sauvagement ramifié (sous-entendu, relativement a C) s1 s agit
trivialement sur C et si, pour tout ¢ dans L*; on a ¢((s — 1) a) > ¢(a).
Il est clair que ’ensemble S" des automorphismes sauvagement ramifiés
de L forme un groupe.

Soit = une uniformisante de L. Pour tout s dans S*— {1}, on pose
i(s) = ¢((s —1)m) —1. Il est clair que i,(s) est un entier > o qui ne
dépend pas du choix de ©. On pose t,(1) = o0.

Pour tout entier positif 7, on note S} ’ensemble des éléments s de S"
qui vérifient i, (s) > ¢. L’ensemble S} est un sous-groupe invariant de S*
et la famille des S} munit S" d’une filtration dont la fonction d’ordre
est i;. De plus, on a S"'= S!. ,

" Pour tout s dans S}, on note 06;(s) I'image canonique dans k de
(s — 1)m/[n*t, L’élément 0;(s) dépend du choix de l'uniformisante =, et,
pour = fixé, 0; définit, par passage au quotient, un isomorphisme de S;/S},,
sur un sous-groupe du groupe additif de k.

Pour tout entier naturel j, désignons par O(j) le plus grand entier n
tel que p” divise j. Pour tout s dans S% l'entier i,(s/) ne dépend que
de O(j) et, s1 on pose i,(s”") = i, pourr > 0, on a i,.4 > i,, sauf sis” = 1.
En particulier, tout élément d’ordre fini de S* est d’ordre une puissance
de p, et, si k est fini, le groupe S* est un pro-p-groupe (limite projective

des SY/S;).
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+»
Tout élément a de L s’écrit sous la forme a=2 c;m/, avec c;€C.
»—w
Tout automorphisme s de S" est donc complétement déterminé par la
donnée de I’élément b, de p défini par b,=(s —1)n/m.

Pour tout entier n premier & p et pour tout élément b de U, = 1 + p,
1l existe un et un seul élément b’ de U] tel que b""= b. On pose b’ = b"".

Soit @ un élément de L tel que ¢(a) = n == o (mod p). Posons b = s(a)/a.
[’élément b appartient & U;. Il est clair qu’il existe une uniformisante =’
de L et un élément ¢ de C* tels que a = ¢n”". On a donc s(n'")/n""= b
et, par conséquent, s(n’) = n'b"". Tout élément s de S" est donc entie-
rement déterminé par la donnée de s(a)/a.

Soit G un sous-groupe fini de S" et soit K le corps fixe de G. L’exten-
sion L/K est galoisienne de groupe de Galois G. Comme les éléments de S*
laissent fixes les éléments de C, C est contenu dans K et K a le méme
corps résiduel & que L. L’extension L/K est donc totalement ramifiée.
Il est immédiat que, pour tout s dans G, is(s) = i.(s) et que la restric-
tion de 0; & G; n’est autre que I’application ; définie au n° 1.3.

Réciproquement, si L est une p-extension finie galoisienne totalement
ramifiée d’un corps local K et si on prend pour systeme de représentants C
un systéme contenu dans K, on voit que le groupe de Galois de I’extension
s’identifie 4 un sous-groupe de S*.

Soit e l'indice de ramification absolu de L. Si la caractéristique de L
est égale & p, on pose e =+ 00. Si e est fini, le groupe S* est fini. Comme
tout élément uw d’ordre p vérifie i (u) = e/(p — 1) (cf., par exemple,
infra, cor. a la prop. 4.2), on a S;;= {1 |, pour tout entier n strictement
supérieur & ¢/(p — 1). Si e =+ 00, il n’en est plus de méme. On vérifie
immédiatement que, pour tcut ¢ dans L, vérifiant ¢(a) = o (modp), et
pour tout b dans U, il existe un et un seul élément s de S" tel que

s(a)la = b.

Prorosition 3.1. — Soit ¢ un entier >>1. Soit s un élément de S} et
soit ¢ le relévement de 9;(s) dans C. Soit n un entier quelconque et soit a un
élément de p".

(1) On a

(s — 1) a=ncant (modpr+i+1),
En particulier, on a ¢((s — 1) a) >>n 4 i, avec égalité si et seulement st
v(a)=n, nL(s)=1 et nzo (modp).
(11) Pour tout entier j > o, on a

(s—1)a=n(n—+i)...(n+(—1)i)cd/an/! (modypn+it+t),
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En particulier, on a ¢((s — 1)a) > n + ji, avec égalité si et seulement si

g(a) = n, 1,(s) =1 et les entiers n, n 4+ i, ..., n+ (j — 1) ¢ sont premiers
a p.
Démonstration. — La deuxiéme assertion se déduit immédiatement de

la premiére par récurrence sur j.

On a s(n)==(1 + c¢’) (modp™*) et, par conséquent, pour tout [,
s(mt) = 7wl (1 + lem?) (modyphti+t),

~+ o0
Sia=Y a7,avecc,€C, on en déduit que (s — 1) @ = ncc, ™ (mod pm+*)

l=n
ou encore que (s — 1) a = nca’ (modp"****). Ona donc ¢((s — 1) a) > n 41,
avec égalité si et seulement si ¢(a) = n et nc = o (modp). La deuxiéme
condition revient a4 dire que n est premier & p et que c€(C*, ou encore
que i(s) = .

C. Q. F. D.

CoroLLAIRE. — Si e = 00, pour tout s dans S on a i(s?) > pi(s),
avec égalité si et seulement st i(s) = o (modp).

En effet, comme s»—1=(s —1)? (modp), on a (s* — 1)n= (s —1)’m.
Posons i(s) = 1. On a

(sP)+1=v((s—1)PT) et ¢ ((s —1)PT) > 1+ pi,

avec égalité si et seulement si les entiers 1, 1 43, ..., 14+ (p — 1)t
sont tous premiers & p, ce qui se produit si et seulement si p divise i.

Nous disons qu’un élément s de S* est régulier si i(s) est premier a p.

3.2. AutomoRrPHISMES D’ORDRE p. — Soit u un élément d’ordre p
de S* et soit K le corps fixe de u. L’extension L/K est une extension
cyclique de degré p, totalement ramifiée. En particulier, on voit que
tout élément a de L peut se mettre sous la forme

a="b-+j, avec bekK et v(B)=£o (modp).
Si e = -+ o0, il résulte du corollaire a la proposition 3.1 que w est régulier.

Si e est fini, on sait (cf., par exemple, infra, cor. a la prop. 4.2) que, si u
n’est pas régulier, alors i (u) =¢/(p — 1).

PropositioN 3.2. — Soit u un élément régulier, différent de 1, de S".
Posons © = 1, (u). Pour que u sott d’ordre p, il faut et il suffit qu’tl existe un
élément a de L qui vérifie v(a) =— 1 et (u—1)a=1 (modp~ "1,

)

S’il en est ainsi, 0;(u) est égal a U'image canonique de — 1/iat’ dans k.
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Démonstration. — La condition est nécessaire : Soit K le corps fixe de u
et soit b un élément de L vérifiant ¢(b) =— (p — 1) t. D’aprés la propo-
sition 3.1, on a ¢((u — 1)?'b) = 0. Comme

(u—1)yrt=14u—+...4ut (modp),
on a

Tryg(0) = (& — 1)P716 (modpe—lr—1)) et ¢(Trpx(6)) =o.

Posons b’ = b/Tr x(b). On a
v()=—(p—1)i et Trpx(b') =1.

Posons a = (u — 1)P*b'. D’aprés la proposition 3.1, on a ¢(a) = — 1.
Enfin, on a ’
(u—1)a=(u— 1)P1b'=Tryx(d) (modype—ir—1)ty;

done, (u — 1) a=1 (modpe P4,

/

La condition est suffisante car, si

(u—1)a=1 (mod pe—(p—1lt)

on a, d’aprées la proposition 3.1, (v — 1)?a= o0 (modp?). Comme
u?— 1= (u — 1)” (modp) on a

WP —1)a=(u—1)Pa (mod pe—?).
On a donc (u? — 1) a = o (mod p°~) et, par conséquent, i, (u?) e e/(p—1),

ce qui entraine u? = 1.
Enfin, soit ¢ le relévement de 6;(u) dans C. Si a est un élément de L

tel que ¢(a) = — i, il résulte de la proposition 3.1 que (u —1) a = — icar’
(modp). Si (v — 1) a =1 (modp>~ ), on en déduit que 0;(u) est égal
a I'image canonique de — 1/iaw’ dans k.
C. Q. F. D.
Remarque. — On pourrait aussi déduire ce résultat du fait bien connu

(cf.[3]) que L est le corps de rupture d’un polyndme d’Artin-Schreier a
coefficients dans K.

3.3. Le ecroupe S“®*. — Dans toute la suite de ce paragraphe, on
désigne par u un élément régulier d’ordre p de S*, par K le corps fixe de u
et on pose ¢ = i (u). On note ¢¢ la valuation normalisée de K.

Il est clair que 'ensemble S"* des éléments de S" qui commutent
avec u forme un sous-groupe de S". Si s est un élément de S"*, on vérifie
immédiatement que sa restriction s & K est un élément du groupe S*
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des automorphismes de K qui laissent fixe chaque élément de C. L’appli-
cation s - s est un homomorphisme de S"* dans S* dont le noyau est
le groupe cyclique engendré par u.

La norme de L. & K de © est une uniformisante 7z de K et il est immé-
diat que mg= =”(mod p**'). On note 0 l'application qui, a ¢ dans S7,
fait correspondre I'image canonique dans k de (¢ — 1)mg/n,"".

Pour tout entier naturel j, posons

xP s j<li,
(5) . Nj(z) = xr— (0;(u))r—'x si j=1,
— (0;(u))yr—tz si > 1.

Enfin, rappelons que la fonction ¢, x définie au n® 1.4 prend les valeurs

. ; i ji

WEDZ e —ifp s

Proposition 3.3. — Soit a un élément de L vérifiant
p(a) =—1 et (u —1)a=1 (modype—ir—1i),

Soit s un élément de S*. Posons i = i,(s). Pour que s et u commutent, il
faut (et, si e =00, il suffit) qu’il existe un élément b de K tel que
(s — 1)a= b (modyp* 7). S’tl en est ainsi, les conditions suivanies sont

réalisées :

(1) On a =1 (modp), ¢(b)=— (1t —7)/p et Uimage canonique
de bl =" dans k est 0,(s)[0;(u).

(1) On a
(6) i (8) = 9r/m (V)

et OF

YL/K

o (8) = Ni(8:(s)). En particulier, st i =i/, on a Végalité dans (6);
et, st 1 =1/, U'inégalité (6) est stricte si et seulement s’il existe un entier n
tel que 0;(s) = 0;(u").
Démonstration. — D’apreés la proposition 3.2, a existe. On a
us(a) —su(a)=(u—1)(s—1a—(s—1)(u—ri)a.
Il résulte de la proposition 3.1 que

(s—1)(u—1na=o (modpe—(p—1i+t),

Ann. Ec. Norm., (4), IV. — Fasc. 3. 45
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Si on pose (s —1)a=>b+4 B, avec b€K et ¢(3) =20 (modp), on a
(u—1)(—ne=(u—0p3 et V((lt—‘l)(s—I)a):V(5)+l'-
Si s et w commutent, on a donc
v(B)+ime—(p—-ni+i, dou  ¢(B)zme—pi+,

et la condition est nécessaire. St e =400, on a (s — 1) (u — 1) a = o.
St (s —1)a€K, on a (u—1)(s —1)a=o0, donc us(a) = su(a). Ceci
entraine que us = su et la condition est suffisante.

Supposons que s et u commutent. Soit b€Ktelque(s —1)a="b
(mod p ). On a

p((s—na)=—i+i<<e—pi+7, puisque e— (p —1)i>o0.
On en déduit que ¢(b) =— ¢ 4 t’. Comme l’extension L/K est totale-
ment ramifiée, on a donc t= ¢ (modp) et vx(b) =— (v — i/)/p. Soit ¢

(resp. d) le relevement de 0;(u) [resp. 0;(s)] dans C. D’aprés la propo-
sition 3.1, on a
(s —1)u=—idun® (mod p—i+-+1y,

Il résulte de la proposition 3.2 que — 1/ian’= c(modp). Comme
mx= 7" (mod p*') et comme (s — 1) a = b (mod p~*"*"), on en déduit
que b=d[cnl™"” (mod p~"*'), ou encore que I'image canonique
de b= ="” dans k est 0;(s)/0;(u).

Posons o’ —a =a’' 4+ o avec '’ €K et ¢(a) =0 (modp). On a

v((u—1)(a’—a))=v(a)+1.

Or u(a)=a-+ 1 (modp*—?~"%) et, par conséquent,

u(al) =ua’+1 (modype—(r=1iy,

Donc (v —1) (a — a) = o (mod p* #7"%). On en déduit que ¢(2) > e — pi,
autrement dit, a’=a” — a (modp*7).

Posons s(a) =a+ b+ 72 On a ¢(A)>>e—pi+i. Si on pose
s(a?) = a4 b4 1’ on voit que A" est de la forme A’ = A’ pu(a, b, 1),
ou (x, y, 3) est un polyndme homogene de degré p a coellicients dans Z,
de degré p — 1 relativement a chaque variable. Comme ¢(a) << ¢(b) << ¢(1),
on en déduit que

o(p(a, b, M) (p—1)e(a) +v¢(b)=—pi+ 1.
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Posons r = min{e — pi+ 1, ple—pt+i)}. On a
>

P> p(e—pi+7)

et
e(pp(a, b, ) =c+o(p(a, b, 1)) >e—pi+>r.

On a donc s(a?) = a?+ b? (modyp”). Or la congruence @’ = a? — a (mod p*7)
implique
(s—)d=(s—1)w—(s—1)u (mod pe—ri+iy,

Cette derniére congruence est vraie, a fortiori, modulo p’, et on en
déduit que
(s—1)d=0br—10 (mody”).

Soit n un entier =~ i (s). Soit d’ le relévement de 05 (s) dans C. Comme

ad=a’—a (modpe—ri),
on a g¢(a’) =— i. D’apres la proposition 3.1, on a donc
o ((§— 1) d) =i (5)—1 et F—1d=—iddrg (modpé+r+n),

en désignant par pg I'idéal maximal de 'anneau des entiers de K. On a

— 1fiami=c (modyp), o' = ar (modp—ri+') et mg= 7" (modpr+').

On en déduit que

)

(5§ —1) d' =—id' (— 1/icP nrt) mnr (modprln—ii+1)
ou que
(7) (s—1)d=d [crmri—n) (mod prir—il+ty,
Si i <i, ex(b’—b)=—i+i. On a p(—idi)<e—piti

puisque (p —1)t' <eet p(—i+1i) < ple — pt + ') puisque (p* —p) t < pe.
On a donc ¢(b? — b) < r et

k@) —i=vg((—1)d) =g (bFr —b)=— 141"
D’ou ix(s) = i’ = ok (7).
De plus, comme b=d/cn " (mod p~*"*'), on a
(§s— V) d=dr/crari= (mod prlir=ity,
En appliquant la formule (7) pour n = ¢/, on voit que

d'[cr mr\i= = dpr [cp mo(i=t) (modypri—i+1),
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ou encore que d'=d? (modyp). On a donc 6 (s) = (0;(s))?= N, (0:(s)).
St v >, ox(b? — b) =— (1 — ¢')[p. On a
— i+ i<<e—pi+U<<ple—pi+7), car e—pi+i=e—(p—1)i+ ({@"—1)>o.
On a donc ¢(b? — b) <r et
ix() —i=vg(E—1)a) =0g(bF—b) =— (i —1')/p.
Do ix(§) =i + (' — i)fp = pux(i)-

De plus, on a (5§ —1)a’ = —d[cn"" (mod p"~') et, si on pose
n =9¢.x(t'), la formule (7) montre que

—dfemi-t=d'[cPnri-m)  (modprin—i--i)
ou que —dfc = d'[c’ (mod p) ou encore que d'= —c”'d (mod p). On a

donc .
0% (5) =— (0: ()70 (s) = Nuv (02 (5)).

Sii =1, k(b — b)>>0. On a r> o0 et on en déduit tx(s) >t =@ x ().

De plus, on a b” — b= (d/c)? —d[c (modp). En appliquant la for-
mule (7) pour n =1, on voit que (d/c)”? —dfc=d'[c’ (modp) ou encore
d'=d? — ¢ 'd (modp). On a donc

0F (5) = (0:(5))7 — (9: () )P~ 0:(s) = Ni (0:(5)).
De plus, on voit que ix(s) =1, sauf si et seulement sif;(s) =o, c’est-
a-dire s’il existe un entier n tel que 0;(s) = n0;(u) = 0;(u").
C. Q. F.D.
Prorosition 3.4. — Soit s un élément de S* qui commute avec u. Posons
ly—=1i1(s), 0, =i, (s) et U, =ik (3).
Supposons les entiers iy, U, et i, finis et premiers a p. Alors on a
G>min{p(p —1) i+ by, e, e — (p —1) i+ piy }.
St p(p —1) t,+ to < min{e, e —(p — 1)1+ pis}, on a
L=p(p—1)i+b,

avec Végalité st et seulement si 1,4 (1 — i,)/p = o (modp). Dans ce cas,

on a
0,, (57) =— 0, (s) (08 (5))7.
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Démonstration. — Soit @ un élément de L tel que ¢(a) =—1 et
(u —1)a=1 (modyp* "), D’aprés la proposition 3.3, il existe un
élément b de K et un élément 3 de L, vérifiant ¢(B) > e — pi + i, tels
que (s —1)a =b + 8.

Comme s — 1= (s — 1)’ (mod p), on a
(?—1na=(—r1ra  (modpe).
Or (s —1)!a =(s —1)P'b+4 (s —1)P'3. D’aprés la proposition 3.1,
on a ¢((s —1)P*B)> e — pt + pto. On a donc
(p—1)a=(5—1)P"1b (modpminte—be—pitphly,

D’apres la proposition 3.1, comme ¢4 (b) =— (1 —1,)/p, on a

| o (5 —1)718) S (D i)+ (p — 1),
avec I’égalité si et seulement si — (i —i,)/p=71, (modp). On a donc

(=)o) >—i+i+pp—1)i,

avec 1’égalité si et seulement si v, + (i —i,)/p = o (modp). Comme
p((s¥ —1)a) =—1 4 11, on voit que

G>minf{p(p—1)iy+ 1y, e, e— (p—1)i+ piy}

et que, si p(p — 1)1, + 1o < min{e,e —(p — 1)t + plo}, on a

Up(p—1)i+&

avec I’égalité si et seulement si i, + (i — i)/p=o (modp).

Supposons que nous soyons dans ce dernier cas et désignons par ¢, d, d’
et d, les relévements respectifs dans C de 0:(u), 0,(s), O5(s) et 0,(s?).
D’aprés la proposition 3.1, on a

(P —1)a=E—1)P1b=1i,(2i}) ... (p —1) {ydPbnl V= —dr-1pglf=10

(modpr (—li—i)/p+(p—1)1)+1),

D’apres la proposition 3.3, bnl~"”=d[c (modp). Comme 7= 77 (modp?**),
on en déduit que

(s —1)a=— (d'P='d/c) m—i+i+plp—1i (modp—i+ictpp—1is+1),
D’aprés la proposition 3.1, (s — 1) = — id,at™ (modp"~**"). Comme,
d’apreés la proposition 3.2, ¢c=—1/iaw’ (modp), on en déduit que

(P —1) a= (dyfc)mi¢ (mod pi—i+1),
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Finalement, on voit que —dd"'[c=d,[c (modp), ouque d, = —dd"" (modyp),
c’est-a-dire que
0,,(57) = — 0;,(5) (O, 9)) .
C. Q. F. D.

CoROLLAIRE. — Soit s un élément de S* d’ordre p*. Posons
i, (s) = iy, ((s?) =1, et wy=iy+ (&, — i) /p.

Supposons que 1, < e[p*(p — 1) et que u, = pt,. Alors

01'1 (Sp) - (eia (S) )I)’—/1+1_

En effet, on sait (cf., par exemple, infra, prop. 4.1) que i, < e/p*(p — 1)
entraine 1,52 0 (modp) (puisque e/p® est I'indice de ramification absolu
du corps fixe de s). Posons u =s?. Comme t(u) =1,=1, (modp), on a
1:=£ o (modp) et u est régulier. On est dans les conditions d’application
de la proposition 3.4, avec t =1, et, d’aprés la proposition 3.3, 1, =1,
[en particulier, 7,=£ o (modp)].

Comme i, <e/p’(p —1) et comme p°—p-+1<p*(p—1), on a
(p>—p+1)in<<e. De méme, Iinégalité i,<<e[p’(p —1) entraine
L(p(p>—p—+ 1) —p) < e, ce qui peut encore s’écrire

(PP—p+ni<e—(p—1) ([)?—])+1)io+pl'0:e— (p —1) i+ piy.

Finalement, (p*> — p -+ 1) i, < min{e, ¢ — (p — 1)  + pio}.

Comme ¥, (1 — i,)/p =to+ (i1 — %)/p = uy=o0 (modp), on retrouve
que i, = (p>—p+ 1)1, et on a

0y, (s7) == — 04,(s) (0%, (8))7~".

D’apres la proposiiidn 3.3, 05 (s) =08(s)=(0,(s))", et, finalement,

01, (7)== — (O, ()" =7+,

Remarque. — Par une méthode analogue, on peut déduire de la propo-
sition 3.3 une minoration non triviale de i,(7), lorsque t est le commu-
tateur de deux éléments s et ¢ de S" qui commutent avec u. Ceci permet
d’obtenir une minoration non triviale de i;(7) lorsque © est le commuta-
teur de deux éléments s et ¢ du groupe de Galois G d’une extension finie
galoisienne totalement ramifiée d’un corps local K. Par exemple, lorsque
e = + 00, on trouve que, si i.(s) = i5(t), alors ig(7) > pig(s) + ig(t).
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4. Sur quelques extensions totalement ramifiées.

4.1. RAPPELS SUR LES CORPS LOCAUX A CORPS RESIDUEL ALGEBRIQUE-
MENT crLos. — Nous allons, dans ce paragraphe, utiliser les méthodes
de [11], que nous citerons CRAC. Rappelons briévement certains résultats.

Pour tout groupe profini H, muni.de sa topologie naturelle, on note H’

Padhérence de son groupe des commutateurs et H le quotient H/H'.
Soit

(8) 1> GL— GK—-*>J4>I

une suite exacte de groupes profinis, dans laquelle on suppose J fini.
Le groupe J opére de facon naturelle sur G, de la maniére suivante :

Soit s un élément de J et soit 4 un élément de G,. Soit s un relévement
de s dans G et soit ¢ un relévement de ¢ dans G,. On vérifie immédia-

tement que 'image sas™ de sas™ dans G, ne dépend pas du choix des
représentants s et a. On pose s(a) = sas~t.

L’injection canonique de G, dans Gy définit, par passage au quotient,
un homomorphlsme 1 de GI dans G,\ Le transfert est une apphcatlon
de G,\ dans GL que nous notons ¢; il est défini, par passage a la limite, a

partir de la définition usuelle du transfert dans le cas des groupes ﬁms.

Pour tout u dans G, posons N(u r[G . On vérifie facilement
cgel

que t.1 = N.

Soit E un corps local & corps résiduel algébriquement clos. Soit pg
I’idéal maximal de ’anneau des entiers de E et soit Uy le groupe des
unités de E. Posons Uy = U, et, pour tout entier n strictement positif,
Ui’ =1 + pi. Pour simplifier I’écriture, on écrit, pour tout entier n
positif, Ui au lieu de Uy’. La famille des Uj; munit U; d’une filtration.

Pour tout groupe proalgébrique B et pour tout entier n positif, on
désigne par =,(B) le n"*" groupe d’homotopie de B. Soit B, la compo-
sante connexe de B. Alors =,(B) =B/B, (¢f. [8], p. 35), ™ (B) s’appelle
le groupe fondamental de B (ibid., déf. 1,p. 38) et, pour t > 2, 7;(B) =1
(tbid., th. 2, p. 62). Si

>B' —>B->B">

est une suite exacte de groupes proalgébriques, et si B’ est connexe, on
a my(B’) =1 et, par conséquent, la suite exacte d’homotopie se réduit a

1 > 7 (B)—>m (B)—>m(B")—>1.
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Pour tout entier n positif, Ug est un groupe proalgébrique. Le
groupe 7, (Ug) s’identifie & un sous-groupe de m,(Uy) et la famille des =, (Uy)
munit 7, (Uy) d’une filtration. On voit que, pour tout n, Ui est connexe;
par conséquent, =, (Up/U;™") s’identifie & =, (Ug)/=, (Ug™").

Soit E une cloture algébrique de E et soit Gy le groupe de Galois de
I'extension E/E. Le groupe G, s’identifie au groupe de Galois de I’extension
abélienne maximale E., de E contenue dans E. Pour toute extension
galoisienne F de E, contenue dans E, notons g, le groupe de Galois de
extension F/E. Le groupe G; est encore la limite projective des
groupes gy, pour I parcourant I’ensemble des extensions finies abé-
liennes de E.

Si F est une extension finie abélienne de E, la filtration en numéro-
tation supérieure, définie au n® 1.4, munit gy d’une structure de groupe
filtré. Si F/ est une extension finie abélienne de E contenant F, pour tout
entier n, 'image canonique de giy dans g est gip (¢f. CL, prop. 14,
p. 81). On peut donc munir le groupe Gy d’une structure de groupe filtré.

Dans ces conditions (cf. CRAC, th. 1, p. 129 et 13g), il existe un iso-
morphisme naturel 0 de =, (Ug) sur G qui est un isomorphisme de groupes
filtrés.

Soit alors K un corps local a corps résiduel algébriquement clos et
soit K une cloture algébrique de K. Soit L une extension finie galoisienne
de K contenue dans K. Soit Gy (resp. Gy, J) le groupe de Galois de I’exten-
sion K/K (resp. K/L, L/K). On a la suite exacte

(8) 1—>Gp—>Gg—>J—>1.

Le groupe U, est un J-module; par transport de structure, on en déduit
une structure de J-module sur =, (U,) et 'application § définie ci-dessus
est un J-isomorphisme.

De plus lm]ectlon de Uy dans U, définit une injection j de m(U,\)
dans 7, (U,) qui applique =, (Uy) sur 7, (U.)’ (¢f. CRAC, prop. 4, p. 120).
De méme, la norme de U, dans U définit un homomorphisme N de 7, (U,)
dans 7, (Ug) et les deux diagrammes suivants sont commutatifs (¢f. CRAC,
prop. 7, p. 122) : ‘

m; (Ug) AN 7y (Uy)

0 0
(9) | |
GK %GL

71 (U) —> 7, (Ug)

’ 0 (]
(o) Lo
GL———Z—>-GK
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4.2. RAPPELS SUR LES p-EXTENSIONS ABELIENNES DES CORPS LOCAUX.

Proposition 4.1. — Soit p un nombre premier et soit L un corps local
& corps résiduel algébriquement clos de caractéristique p. Soit e Uindice de
ramification absolu de L. Pour tout n€R, posons P(n) = min { pn, n 4 e }.
Alors, pour tout entier n>> o, (7, (U))? est contenu dans =, (UL"). De plus :

(i) st n7=ef(p — 1), m(Ur") = (5, (Ug))P =, (UL");

(ii) si n =e/(p —1), le quotient de n,(UL"™) par (m,(Up))?P=,(Ur"™*"
est cyclique d’ordre p.

Démonstration. — 11 est clair que l'application Y définie par y(x) = a?
est un endomorphisme de groupes proalgébriques et que I’endomorphisme
de 7, (U.) induit par y est ’élévation a la puissance p™".

Si n# e/(p — 1), on sait (¢f. CRAC, prop. 6, p. 113) que Y applique U}
dans U™ et que la suite

.
1 Uptis Up S UP/UR W+ 5

est exacte. Comme U[™' est connexe, on en déduit la suite exacte

™
15 7 (Up+1) >, (Up) 28 o, (UP 0 /UP 01y s

Comme =, (Ur™[UL"™*") s’identifie a =, (UL")/=, (UL™*"), on en déduit que

my (UF ) = (7 (UP))P mr, (UF (041,

En particulier, (,(Up))” est contenu dans =, (U"™).

Sin=cel(p — 1), on sait (¢f. CRAC, prop. 6,p. 113) que Papplication 7,
qui applique U dans Up"™, définit par passage au quotient un épi-
morphisme de Up sur Up™[Ur™*' que le noyau de cette application
est un sous-groupe V de Uj contenant Ur™' et que le quotient V/Up*’
est cyclique d’ordre p. On a donc la suite exacte

1—>Up+' - V—Z/pZ —o.

Comme Up™' est connexe, on voit que 7,(V) peut s’identifier & Z/pZ.
Comme U} est connexe, la suite exacte

1> Vi Uz L UPe/UPm+1_s
donne naissance a la suite exacte d’homotopie

17 (V) = m, (Up) 2 o (UR 0/ UP 01y 5 B/ pZ 5 0.
Ann. Ec. Norm., (4), IV. — Fasc. 3. 46
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Comme =, (U;"”[UL"*") s’identifie & =, (U;"™)[n,(U;”*"), on en déduit
que (7,(Uf))? est contenu dans m,(Ul"™) et que le quotient de =, (Ur"™)
par (7, (Up))Pm, (UL"*") est cyclique d’ordre p. C. Q. F. D.

Prorosition 4.2. — Soit p un nombre premier et soit L un corps local
a corps résiduel de caractéristique p. Soit e Uindice de ramification absolu
de L. Soit M une p-extension finie abélienne totalement ramifiée de L et
soit G le groupe de Galois de Iextension muni de sa filtration supérieure
(cf. n° 1.4). Pour tout entier n>>o, posons P(n) = min{pn, n + e} et
désignons par P(G") le sous-groupe de G formé des puissances p* des
éléments de G". Alors, pour tout entier n > o, le groupe P(G") est contenu
dans G"". De plus,

(1) Si n # e/(p — I), GP(n)____ P(Gn) . GP(11)+1;
(i) si n=e/(p —1), le groupe G*™[P(G").G"™*"* est cyclique d’ordre p ou 1.

Démonstration. — Supposons d’abord le corps résiduel de L algébrique-
ment clos. Soit 0, I’épimorphisme canonique de =,(U,) sur G. Compte
tenu de ce que 0 est un épimorphisme de groupes filtrés, 1’assertion résulte
trivialement de la proposition 4.1. En particulier, dans le cas (i), 0, définit,
par passage au quotient, un épimorphisme ¢ de =, (Up")/(=, (Up))’=, (U7 ")
sur G""[P(G").G""*'. Ce dernier groupe est d’ordre p ou 1 suivant
que ¢ est injectif ou non.

Si le corps résiduel de L n’est pas algébriquement clos, considérons la
complétion L d’une cloture algébrique de L contenant M. On vérifie faci-
lement (cf. CRAC, Rem. 2, p. 139) qu’il existe un sous-corps L’ de L conte-
nant L qui est complet pour le prolongement de la valuation de L a L.,
dont le corps résiduel est algébriquement clos, et qui est tel que e, =1
(cect signifiant que, pour toute extension finie N de L, contenue dans L/,
on a ey, =1). En particulier, la valuation de L’ est discréte et L. et L'
ont méme indice de ramification absolu. Soit M’ le composé de 1./ et M.
On voit que I'extension M'/L’ est galoisienne et que les groupes de Galois
des extensions M/L et M’/L’ sont canoniquement isomorphes en tant que
groupes filtrés. C. Q. F.D.

CororrAIRE. — Si Peatension M|L est abélienne de type (p, p, ..., p)
et st n > o0 est un nombre supérieur de ramification de l’extension, on a

— ou bien o < n <ep/(p— 1) et n= o0 (modp);
— ou bien n =ep/(p — 1).

De plus, si e’ = e[(p — 1) est entier, le groupe GP*' est au plus d’ordre p.
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En effet, s’il existait un entier m, > o et £ e¢/(p — 1), tel que n = P(m)
soit un nombre supérieur de ramification et si s était un élément de
G"— G"*', 1l existerait, d’aprés (1), un élément ¢t de G tel que "= s (mod G"**)
et le groupe G/G™** ne serait pas de type (p, p, ..., p). On doit donc avoir
n < ep/(p — 1) [car sinon on aurait n = P(m)avecm =n — e % ¢/(p — 1)]
et, si n <ep/(p— 1), n== o0 (modp) [car sinon on aurait n = P(m)
avee m = nf/p # e[(p — 1)]. En particulier, si ¢/ = e/(p — 1) est entier,
on a Gr*'=/{1|. Par hypothése, P(G) =P(G)={1]| et lasser-
tion (i) montre que G"'/P(G”) G"“'*'= G est au plus d’ordre p.

ProrositioN 4.3. — Avec les hypothéses et les notations de la propo-
sition 4.2, supposons de plus extension M[L cyclique de degré p*, avec
A > o. Soient

U< Uy <...< U

les nombres supérieurs de ramification, >o, de Uextension. Alors on a

(@) uy=ep[(p—1) ou o<u,<ep[(p —1) et u,z=o0 (modp);
(b) pour j=1,2, ..., A —1 :
(1) st ui>ef/(p—1), ujr=u;4-e;
(i) si w;<ef(p —1),
ou bien u;., = pu;,
ou bien u;.,=ep/(p —1),
ou bien pu;<u;.<<ep/(p—1) et u;., 30 (modp).

Démonstration. — Pour j=1,2, ..., A, posons, comme au n® 1.3,
I')=G" et posons I, ={1}.

Désignons par M’ le corps fixe de I',. L’assertion (a) résulte du corol-
laire précédent appliqué a I'extension M'/L.

Soit s un générateur de I';. Alors s” est un générateur de P(I';) =T,
et il résulte de la proposition 4.2 que u;.>P(u;). St u;y=P(m),
avec m entier % e/(p —1), alors si t est un générateur de I';,, il résulte
de la proposition précédente qu’il existe un élément s de G™ et un élé-
ment ¢, de I';,, tels que t=s”{,. Posons t'=1t'. On voit que ¢’ est un
générateur de I';,, et que s?=1. Donc w;,>>m. 51 on avait u;>m, on
aurait u;,, = P(m) <P (u;), ce qui contredirait u;.,~> P (u;). On a donc :

ujr =P (u;)

st uj =P (m), auecrﬁentier#e/(pu—l), alors u;=m,
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St u;>e/(p—1), on a u;,>P(u;)=u;+e. Si on avait u;,,>u;+e,
on aurait u,., = P(m), avec m=wu;,—e>u;, ce qui est impossible.
Donc u;.s = u;+ e et I'assertion (i) du (b) est établie.

Si u;<<ef/(p—1), on doit avoir u;>>P(u;) =pu; Si on avait
Ui >ep/(p —1),onaurait u,, = P(m),avecm =u;., —e>e[(p —1) > u;,

~ce qui est impossible. On a donc pu;,=u;..~—ep/(p —1). Si on avait
pu;<uj<<epl/(p—1) avec uj,=o (modp), on aurait u;.,=P(m),
avec m=uj.[p> u;, ce qui est impossible. Les seuls cas possibles sont
bien ceux qui ont été énoncés dans I’assertion (1) du (b).

C.Q.F.D.

Remarque. — On trouvera dans la thése de E. Maus ([5], § 6) une démons-
tration de la proposition 4.3 (énoncée sous une forme légérement diffé-
rente), ainsi que des réciproques, dans le cas ou le corps résiduel de K
est fini ou quasi-fini).

4.3. EXTENSIONS DIEDRALES ET QUATERNIONIENNES GENERALISEES. —
Soit
I>A—>G—>J—>1

une suite exacte de groupes finis vérifiant les conditions suivantes :
(i) le groupe A est cyclique d’ordre 2* (A étant un entier > 2);
(11) le groupe J est cyclique d’ordre 2;
(iii) T’action de 1’élément s de J différent de 1 sur A est donnée par

at+>a~' pour tout @ dans A.

On vérifie immédiatement que I’on est dans I'un des deux cas suivants :

— ou bien G est le produit semi-direct de J par le sous-groupe inva-
riant A et G est isomorphe au groupe diédral d’ordre 2*';

— ou bien G est isomorphe au groupe des quaternions généralisé
d’ordre 2***.

Prorosition 4.4. — Soit K un corps local dont le corps résiduel est de
caractéristique 2. Avec les notations qui précédent, soit M une extension
galoisienne totalement ramifiée de K dont le groupe de Galois est G. Soit L
le corps fixe de A et soit e Uindice de ramification absolu de L.

(a) Si G est diédral, ou st 2> 3, les nombres supérieurs de ramification
de Uextension ML sont des entiers impairs.
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(b) St G est isomorphe au groupe des quaternions d’ordre 8, alors :

(1) ou bien les nombres supérieurs de ramification de Uextension M/L
sont des entiers itmpairs;

(11) ou bien le nombre de ramification de Uextension quadratique L[/K
est e et il existe un entier impair v, vérifiant v <<e, tel que les nombres supé-
rieurs de ramification de Uextension M/L sont i et 2¢;

(111) ou bien le nombre de ramification de Uextension quadratique L|K
est un entier impair u, vérifiant u <<e, et les nombres supérieurs de rami-
fication de Uextension M/L sont u et 2 u.

Démonstration (d’aprés J.-P. Serre). — Il est clair que, de la méme
maniére que pour la proposition 4.2, on peut se ramener au cas ou le
corps résiduel de K est algébriquement clos. Nous allons supposer qu’il
en est ainsi et commencer par établir deux lemmes.

Lemme 1. — Pour tout entier n>>o, soit t(Gg) U'image de Gg par le

transfert de Gy dans Gy. On a GI"=1t(Gy) G2,

Démonstration. — Comme 'extension L/K est de degré 2 et totalement
ramifiée, on a la suite exacte

ni1 in 12n 2n+1
1—> Uptt—Up— Ut /UM 1,

n+1

Comme Ug™ est connexe, on en déduit la suite exacte
1—>my (UgHt) = my (UR) - 7 (U2 /U 1.

2n 2n+1 2n 2n+41

Comme =, (U;"/U"") s’identifie a =, (U;")[=, (Ui"""), on voit que

7 (UF™) = j (7 (Ug)) 7 (UF™H).
Comme 0(m, (U")) = G" et 0(n, (U"))=Gi"", on a
Grr=0(m (Up)) GE+'.

L’assertion résulte alors de la commutativité du diagramme (g9) qui
montre que
0 (74 (UR)) = £ 0 (w0 (UR)) = ¢(G5).
C.Q.F.D.
Lemme 2. — Soit u Punique nombre de ramification de Uextension L[K.
Pour tout entter n positif, posons
n si nZLu,

! =
v () u—+2(n—u) sE n>u.

AL

Alors, pour tout entier n différent de u, on a Gy=i(G{")Gp*".



366 J.-M. FONTAINE.

Démonstration. — Pour tout entier ns<u, la norme applique Uy"
dans Uy et, par passage au quotient, on en déduit la suite exacte (cf. CRAC,

prop. 5, p. 130)

1> Upt+t s U U JUR 1.
Comme UY™*' est connexe, on en déduit la suite exacte
G (U)o (UFY) oy (U JULTY) o1
Comme =, (Ug/Ug"") s’identifie & =, (Ug)/=, (Ug""), on voit que
m (UR) = N(m (U7 ")) m, (UF).
Comme 0(%, (U)) =G et 0(r,(Ui™")) =Gy, on a
G = 0N(m, (Up™)) Gy,

L’assertion résulte alors de la commutativité du diagramme (g9') qui
montre que

0N (7, (UF™)) =i 0(m, (U7 ")) = i(Gy ™).
C.Q.F.D.
Suite de la démonstration de la proposition 4.4. — Soit 3 I'application
canonique de G, dans A. 11 est clair que § est un J-épimorphisme. Pour
tout = dans (A}L, on a donc '

B(s(x))=s(P(x))=Pp(z") ou encore B(N(ax))=1.
Ceci revient a dire que B est trivial sur le groupe N(G,) = #(G,).

| Remarque. — Inversement, on voit que, I'extension L/K étant donnée,
tout épimorphisme de G, sur A qui est trivial sur N(G,) définit une
extension galoisienne M de K dont le groupe de Galois est du type de G.]

Soit « I’épimorphisme canonique de G, sur G. Il est clair que le dia-
gramme suivant est commutatif

GK a)é
10 l‘ l\
( ) Y 8 \4

G[‘ S

On vérifie immédiatement que le transfert de G dans A est trivial si
et seulement si le groupe G est diédral. Par conséquent :
(a) si le groupe G est diédral, (b est trivial sur ((G,);

A

(b) si le groupe G est quaternionien, { est trivial sur #(G,) = N(G,).
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Fin de la démonstration dans le cas diédral. — Lorsque G est diédral, la
proposition 4.4 revient a affirmer que, pour tout entier n, B(GL ) =B(Gr).
Comme (3 est trivial sur ¢(Gy), il suffit de vérifier que G?™ est contenu

2n+1

dans t(G) .7, ce qui résulte du lemme 1.

Avant d’achever la démonstration dans le cas quaternionien, nous
allons établir deux autres lemmes.

Lemme 3. — St G est qualerntonten, pour lout enlier n, différent de u,
2n nest pas nombre supérieur de ramification de Uextension M/L.

Démonstration. — Le lemme revient a affirmer que, pour tout entier n,
différent de w, 3(G;")=3(G:"""). D’apres le lemme 1, Gi"=¢(Gy) G .
D’apres le lemme 2, si n£u, AK“—“—l(GL ") +7'. Comme tt=N, on en
déduit que -

(\’Il ( n\) l(GIII(+1> G';)‘/1+I‘

Comme ¢(Gp™') est contenu dans Gi"'* (cf. lemme 1, appliqué a n4-1),

. Ay A AL () ) ..
donc a fortiori dans G;""', on a G}"= N((;f“’)G,H' Comme [ est trivial
sur N, on a 3(G") =38(G). C.Q.F.D.

Lemme 4. — St G est qualernionien et si 2 u est nombre de ramification

de Uextension M/L, alors les autres nombres supérieurs de ramification de
Pextension sont < 2 u.

Démonstration. — Le lemme revient a affirmer que, si 3(G:*) contient
strictement 3(Gi*"), alors B(G2**) ={1].

D’aprés le lemme 1, 3(G*) = B8¢(Gy) B(G*). i B(G2*) contient stricte-
ment B(G:*""), on voit que 3¢(G}) n’est pas contenu dans B(G:*"). D’aprés
le lemme 1, t(é“') est contenu dans G}"f"”’, donc dans Gi“'. On en
déduit que B1(Gi™') est contenu dans 3(Gi“"'). Done, 3¢(GL*') est stricte-

ment contenu dans % ¢(Gf). Soit A’ I'image par le transfert de G dans A.
I1 est clair que A’ est le sous-groupe de A d’ordre 2. Il résulte de la commu-
tativité du diagramme (10) que, pour tout entier n positif, on a ou bien

51(Gy) =A’, ou bien 53¢(Gy) ={1}. Comme A est d’ordre premier, on a
donc nécessairement 3 L(G") Aetf t( ) ={1). D’ apres le lemme 1, on a
G =1(Gy) G Comme 31(Gi) = A’, onen dedult que 3(G2) = A’ “(G’"">.
S1 3( 2"") £ (1}, on aurait A’ C 3<G'”“>et parconsequent 3(G:)=8(G),
contrairement a I’hypothese. Donc 3( ) = {1}, C.Q.F.D.
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Fin de la démonstration dans le cas quaternioniten. — Si 2 u n’est pas
nombre supérieur de ramification, la proposition résulte du lemme 3.
Supposons que 2u soit nombre supérieur de ramificatiod de I’exten-
sion M/L. Avec les notations de la proposition 4.3, il résulte du lemme 4
que w, = 2 u. Appliquons le (b) de la proposition 4.3. Comme 2 u= o (mod2),
st on est dans le cas (11), c’est-a-dire si u,_,<<e, on a

(c1) ou bien cu=w,=2u_,;
(c2) ou bien 2u=w,=2e.

S1 on est dans le cas (1), c’est-a-dire si w,_,>>e, on a w,=u;_, +e.
Mais il résulte du corollaire a la proposition 4.2 appliqué a 'extension L/K
que u=e. Donc u,_,=2u —e="e. Par conséquent, u, ,=e et u,=2e.
On est dans le cas (¢ 2).

Supposons u,_,>u. Comme dans (¢1) on a w,_,=wu, on serait dans
le cas (¢ 2). On aurait donc u=-¢e et u;,_,>e. D’aprés la proposition 4.3,
on aurait uy=u,_, +e>2¢=2u. Donc, dans les deux cas, on a

(11) w1 = u<u,.

Soit i, (resp. t,) la fonction d’ordre de la filtration de G (resp. A) et
soit s le générateur du groupe de Galois J de ’extension quadratique L/K.
Soit ¢ = max(i,(3)) et soit ¢ un relévement de s dans G tel que i,(s) =1.

a5

On a o¢ux(t)=wu (¢f. CL, prop. 14, p. 81). Comme @yx=Py:°Prx
(¢f. CL, prop. 15, p. 81), on a oy.(Puk(i)) =u. Comme >0 (1) et
comme ¢y, est une fonction croissante, on en déduit que @y, (1)>>u.
Soient u,_, < i, les deux plus grands nombres de ramification de I’exten-
sion M/L. On a w_,=09y,.(tiy) et Dlinégalité (11) montre que
oun(l) >u>uw_ =9y, (). On en déduit que i>1_,, ou dque
t4+1>10.4. Donc A, CA,=A".

On sait (¢f. CL, prop. 10, p. 77) que, pour tout couple t, ¢’ d’éléments
de G, on a to(tt't7"¢"") 14 (t) + 16 (¢'). Pour tout a€G, on a donc

(12) lg(cacta) i+ ig(a) >i+1.

Soit G le quotient de G par A’. Pour tout ¢ dans G, notons ¢ son image
dans G. On sait (¢f. CL, cor. a la prop. 3, p. 71) que iE(t_)éiG(t). Pour
tout a€ G, a0 'a ' €A et la formule (12) montre que sac'a ' €A, CA'.
Doncgas*a =1 et G est abélien. Il est immédiat que ceci entraine A = 2.

Supposons que 2u =u,=12e. On a donc u=e et, d’apres (11), u,—_e.
Soit L' le corps fixe de A’. Comme le nombre de ramification d’une exten-
sion quadratique de K est —Ze (¢f. cor. a la prop. 4.2), on voit que, si
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on avait u, =e, ’extension biquadratique L’/K aurait un seul nombre
de ramification qui serait e, ce qui est impossible d’aprés le corollaire a
la proposition 4.2. On a donc u, <e et, d’aprés ce méme corollaire,
ui2 o (mod 2). On est donc dans le cas (i1) du (b) de la proposition 4.4.

Sinon, on a 2u=u,=2u,. On a donc u,=u et u,=2u. Comme
U, = u, 1l résulte du lemme 3 que w est impair et on est dans le cas (1i1)
du (b) de la proposition 4.4.

C.Q.F.D.

CoroLLAIRE. — Soit u le nombre de ramification de L|K. St G est diédral
ou st G est quaternionien d’ordre au moins 16, et si u < e, les nombres supé-
rieurs de ramification de Uextension M|K sont des entiers.

En effet, il résulte du corollaire a la proposition 4.2 que uz o (mod2).

Soient
Uy < Uy <...< Wy

les nombres supérieurs de ramification >0 de I'extension M/L. Posons
Uuy=o0 et woy=-+o. Il est immédiat que les nombres supérieurs de
ramification > o de l’extension M/K sont (¢f. CL, prop. 15, p. 81), si
ujéu<uj+i’

U<, <..<uZLu<u+ (Uj—u)/2<<...<u—+ (u—u)/2.

Comme u et les u; sont des entiers impairs, on voit que ces nombres sont
tous entiers (en fait, on vérifie facilement que I'on a toujours wu—=—1wu.).

Remarques :

(a) Lorsque K est de caractéristique p, on a toujours us£e. On est
donc dans les conditions d’application du corollaire précédent.

(b) Lorsque la caractéristique de K est nulle, il n’en est plus ainsi.
Nous allons donner un exemple de chacun des cas possibles lorsque u =e.

Prenons K =Q, et L =Q,(y2). Alors 'extension L/K est de degré 2,
totalement ramifiée et son unique nombre de ramification est u= 2.
L’indice de ramification absolu de L est e=2=wu. Soit 3 un épimor-
phisme de L* sur le groupe Z/2"Z tel que la restriction de 3 au groupe
des unités U, soit surjective. L’application de réciprocité associe a 3
une extension cyclique M de L de degré 2, totalement ramifiée. Les nombres
supérieurs de ramification de I’extension M/L sont les entiers n tels que
B(UL") £ B(Uf). On vérifie sans difficulté que 'extension M/K est galoi-
sienne de groupe de Galois G isomorphe au groupe diédral ou au groupe

Ann. Ec. Norm., (4), IV. — Fasc. 3. 47
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des quaternions généralisé d’ordre 2?“ si et seulement si B(N,x(L*)=o
et qu’alors G est isomorphe au groupe des quaternions généralisés si et

seulement si1 3(K*)s£o.

Le groupe K* (resp. L*) est le produit direct du Z-module libre engendré
par 2 (resp. y/2) et de Uy (resp. U,). Le groupe Uy (resp. U,) est le produit
direct du groupe cyclique d’ordre 2 engendré par —1 et du Z,-module
libre de rang 1 (resp. 2) engendré par 5 (resp. 12 et 5). Il est immé-
diat que N, (L*) est engendré topologiquement par 2, —1 et 25.

Désignons par 1 un générateur de Z/2Z.

— Définissons B par B(V2) =B(—1)=B(5)=0, B(1+2) =1.
On vérifie que I’extension M de K ainsi définie est une extension galoi-
sienne, de groupe de Galois isomorphe au groupe diédral d’ordre 2™,
et que les nombres supérieurs de ramification de I’extension M/L sont 1,

3, ..., 2A 1.

— Définissons p par B(y2)=0(—1)=0, B(5)=2"", B(14y2)=1.
On vérifie que 'extension M de K ainsi définie est une extension galoi-
sienne, de groupe de Galois isomorphe au groupe des quaternions géné-
ralisés d’ordre 2'*', et que les nombres supérieurs de ramification de
Iextension M/L sont

(1) si A=2 : 1 et 4;
(i1) si A>2 :1, 3, ..., 2A +1.

4.4, EXTENSIONS QUATERNIONIENNES.

Prorosition 4.5. — Soit K un corps local dont le corps résiduel k est de
caractéristique 2 et soit M une extension galoisienne totalement ramifiée

de K dont le groupe de Galots G est isomorphe au groupe des quaternions
d’ordre 8. Alors :

(1) ou bien les nombres supérieurs de ramification de Uextension M|K
sont des entiers;

(11) ou buen il existe un entier impair u tel que les nombres supérieurs de
ramification de Uextension L[K sont u et 3uf2. On a alors G = G, et Guss
est le centre de G. De plus, U'image par ¢, de G.|G... est stable par mulii-
plication par les racines cubiques de Uunité [en d’autres termes, k conlient
une racine cubique de Uunité ¢, différente de 1, et si ¢ est un élément non

nul de 0,(G.), on a ¢,(G.) ={o,c,cc,c*cl].

(L’application p, =10, a été définie au n° 1.3.)
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Démonstration. — Soit A’ le centre de G et soit M' le corps fixe de A’.
Il est clair que A’ est cyclique d’ordre 2. On voit que, si ¢’ désigne I'unique
générateur de A’, i;(A’) est égal au plus grand nombre de ramification ¢’
de I'extension. Si s€ G — A’, on a i4(s) <i', car s’=a" et i5(s) < i.(s*).
On en déduit que A'=G; et (¢f. CL, cor. a la prop. 3, p. 71) que les
nombres de ramification de I’extension biquadratique M'/K sont les nombres
de ramification de extension M/K qui sont <<i’. Soit ¢; I'indice de rami-
fication absolu de K. Il résulte du corollaire a la proposition 4.2 que

(@) ou bien M'/K a deux nombres de ramification distincts i, << i, et

on a
2 eg et L0 (mod2);

(b) ou bien M'/K a un seul nombre de ramification i, et on a

L <<2eg et LHZo (mod2).

— Dans le cas (a), extension M/K a trois nombres de ramification
L <<1,<<t distincts. Soit L le corps fixe de G,. Si on pose A=G, et
si on note J le groupe de Galois de I'extension L/K, on est dans la situa-
tion du (b) de la proposition 4.4, avec e = 2 ¢, le nombre de ramification
de lextension L/K étant t,. Comme 1, <<2¢,=¢, on n’est pas dans le
cas (i1). Comme i,<<i, et comme le plus petit nombre de ramification
de 'extension M/L est i,, on n’est pas dans le cas (111). On est donc dans
le cas (i) et les nombres supérieurs de ramification de ’extension M/L
sont des entiers impairs ¢ = 1,<< w. Comme ¢, est impair, les nombres
supérieurs de ramification de M/K qui sont ¢, &+ (v—1u)/2 et
1+ (w —1,)/2, sont entiers.

— Dans le cas (b), 'extension M/K a deux nombres de ramification
i,<<t' distincts et ses nombres supérieurs de ramification sont w =7,
et 9'=1,+4 (I'— i)/4. Soit A un sous-groupe de G d’indice 2 et soit L
son corps fixe. On est dans la situation du (b) de la proposition 4.4, avec
¢ = 2 ¢, le nombre de ramification de I’extension quadratique L./K étant ¢,,
tandis que les nombres supérieurs de ramification de l’extension M/L
sont u=1, et v=1,+ (¢"—¢)/2. St on est dans le cas (1), u et ¢ sont
des entiers impairs et, comme i, est impair, u =1, et

=0+ (=) /b=i,+ (v —1)/2
sont entiers. Le cas (i1) est impossible car ¢, = e.
Dans le cas (iii) enfin, on a ¢ =2u et, par conséquent,

V=u—+ (v —u)/2=23u/2.
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Soit alors (s, ) un systéme de générateurs de G,/G,., et soit s (resp. t)

un relévement de 5 (resp. ) dans G. Soit L, (resp. L) le corps fixe de s
(vesp. t). 11 est clair que les extensions M/L, et M/L, sont toutes deux
cycliques de degré 4, totalement ramifiées, avec u-et 2u comme nombres
supérieurs de ramification. L’indice de ramification absolu de M est 4e
et on a u<<4ef4. Comme s*=1t° il résulte du corollaire & la propo-
sition 3.4 que

6311(52) —_— (eu(‘g))‘l’—2+i:_ (Ou(t))22_2+1.

On a donc (0,(s))*= (0,(t))* ou encore (p,(s))*= (ps(£))*. Comme (s, t)
est un systéme de générateurs du groupe G./Gu.i, on a p,(s) o (t).
I1 existe donc une racine primitive cubique de 'unité ¢ du corps résiduel
telle que ¢, (t) =cpi(s) et on a
p1(st) =1 () + pu (£) =€ pu (5).
C.Q.F.D.

Cororratre. — Soit K un corps local dont le corps résiduel est de carac-
téristique 2 et ne contient pas les racines cubiques de Uunité. Soit M une
extension galoisienne de K, totalement ramifiée, de groupe de Galois iso-
morphe au groupe des quaternions d’ordre 8. Alors les nombres supérieurs
de ramification de Uextension sont des entiers.

(Cest évident puisque si ce ne sont pas des entiers, on a
01 (Gu) = {0, ¢, ec, ¢}, avec c3Zo;
et la racine primitive cubique de I'unité ¢ appartient donc au corps résiduel.

Remarque. — En revanche, si le corps résiduel contient les racines
cubiques de l'unité, les nombres supérieurs de ramification peuvent ne

pas étre entiers (¢f. [10], § 4).

CHAPITRE II.

REPRESENTATIONS D’ARTIN ET DE SWAN.

5. Rappels sur la théorie des représentations (cf. DAG, § 2).

Dans tout ce paragraphe, on désigne par E un corps de caractéris-
tique o, par E une cloture algébrique de E et par G un groupe fini.

Une fonction centrale 7 de G & valeurs dans E est appelée un caractére
de G (on dit parfois un caractére propre) s’il existe une représentation «
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de G par des matrices & coefficients dans E dont la trace est y. La repré-
sentation o est alors définie par ¥ & un isomorphisme prés.

Si y est un caractére, on appelle noyau de y le noyau de la représen-
tation définie par y et on dit que y est fidele si cette représentation est
fidele. On dit que y est absolument irréductible si la représentation est
irréductible sur E. :

Un caractére y de G est dit rationnel sur E s’1l existe une représen-
tation de G par des matrices a coefficients dans E dont le caractére est .
Par abus de langage, on dit aussi que la représentation définie par y est
rationnelle sur E.

Soit y un caractére absolument irréductible de G. Soit m le p. g.c. d.
des entiers n strictement positifs tels que ny soit rationnel sur E(y)
[on note E(y) le corps engendré sur E par les valeurs de y]. Alors, my est
rationnel sur E. L’entier m s’appelle 'indice de Schur de y sur E et se
note mg(y).

Soit ¢ un caractére de G. Pour que ¢ soit rationnel sur E, il faut et il
suffit que les conditions suivantes soient réalisées :

(1) le caractére ¢ est a valeurs dans E;

(i1) pour tout caractére absolument irréductible y de G, mg(y) divise
le produit scalaire (¢, ).

On dit qu'une algébre semi-simple est décomposée si c’est un produit
d’algébres de matrices sur des corps commutatifs.

L’algébre E [G] est semi-simple. Elle est décomposée si et seulement
si les indices de Schur sur E de tous les caractéres absolument irréduc-
tibles de G sont égaux a 1. Cela revient a dire que tout caractére de G a
valeurs dans E est rationnel sur E.

Soit ¢ un caractére de G a valeurs dans E et soit go=2aixi sa

décomposition canonique en somme de caractéres absolument irréduc- -
tibles ;. Soit n un entier >~1. On voit que n¢ est rationnel sur E si et
seulement si, pour tout i, mg(¢) divise na;. Soit mle p. g. c. d. des entiers n
tels que no est rationnel sur E. Alors, m¢ est rationnel sur E. L’entier m
s’appelle I'indice de Schur de ¢ sur E et se note my(9).

Si o est un caractére absolument irréductible de G a valeurs dans E,
les deux définitions de l'indice de Schur de 9 sur E coincident bien.
On notera que Von n’a défini I'indice de Schur sur E d’un caractére ¢ qui
n’est pas absolument irréductible que lorsque ¢ est a valeurs dans E.

Soit ¢ un caractére de G & valeurs dans E et soit F une extension finie

de E. Si ¢ est rationnel sur F, alors m;(p) divise le degré de l'exten-
sion F/E.
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6. Définition et décomposition canonique
des représentations d'Artin et de Swan.

Dans tout ce paragraphe et dans le suivant, les hypothéses et les nota-
tions sont celles du paragraphe 1.

6.1. DEFINITION.

a. Le cas d’une extension totalement ramifiée. — Supposons Dexten-
sion L/K totalement ramifiée. Considérons les fonctions de G a valeurs
dans Z définies par

ag(s) =— (ig(s) +1) si $FZ1,
(13) a6 (1) = Y, (i (5) +1);
$F1
swa($) =— ¢ () s sz,
(13) swe(n) ::21'“(5').

$F£1

On sait (¢f. CL, th. 1, p. 107) que a, est un caractére. La représentation
définie par ag, & un isomorphisme pres, s’appelle la représentation d’Artin
de Uextension L/K. On en déduit facilement que sw, est aussi un caractére.
La représentation définie par swg, & un isomorphisme prés, a été appelée
par Grothendieck la représentation de Swan de Uextension L[K (c¢f. [9],
n° 19.1). Soit u, le caractére de la représentation d’augmentation de G
(c’est-a-dire du quotient de la représentation réguliére par la représen--
tation unmté). On voit que a, et sw; sont liés par la relation

U= SWq—+ Ug.

Remarquons que
swe(1) = (erfeo— er/e)) i+ (erfe,— erfe) th+. ..+ (en/er—1 — er/er) b,
ou encore, d’apres la formule (3) du paragraphe 1,

(14) swe(1) = exun— .

b. Le cas général. — Revenons au cas général. Désignons par f le degré
de I’extension résiduelle. Soit G, (resp. L,) le groupe (resp. le corps)
d’inertie de I'extension. On définit la représentation d’Artin (vesp. de Swan)
de Pextension L/K comme la représentation de G induite par la repré-
sentation d’Artin (resp. de Swan) de ’extension L/L,.
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Il est clair que la restriction de i, & G, est ;.. Gomme tous les G; sont
invariants dans G, on en déduit que, si a; (resp. sw;) désigne le carac-
tére de la représentation d’Artin (resp. de Swan) de I’extension L/K, on a

st s& Gy,
g ——f(z¢(c)+|) si s€Gy—
a(;(é ==
/ (fa(8) +1) sl s==1;
SE G, 7{n}
o si s¢ Gy,
swe (s) = —Jlel(s) st s€Co—{r],
I Z c(s) = faawmn— 1) si S—I.
S€G—{1}

6.2. DECOMPOSITION CANONIQUE.

Prorosition 6.1. — Soient, pour j=—1,0,1, ..., A, r; le caractére
de G, défint par la representatwn réguliére de GO/F,H et v, le caractére
de G induit apr r;. Pour j=o,1,...,h, posons @;=r;—r;, et

o;=r,—r,_,. Alors :

(1) les fonctions ¢, (resp. @) sont des caractéres de G, (resp. G) deux &
deux orthogonaux et ¢ est induit par 9;;

(1) on a
(15) SWG‘):ZIII'(P/,
(16) a,= Y, (uj+1)9;
et
(5" swy :Zujq);-;
(16) ag :2(u,-+1)<p};

(111) pour‘\‘ tout j, u;9; et (u;41)9; [resp. u;¢; et (u;+1)9;] sont des
caractéres de G, (resp. de G).

Démonstration :

(i) Pour tout caractére absolument irréductible y de G,, désignons
par d, le degré de 7. Soit X; ’ensemble des caractéres absolument irré-
ductibles de G, dont le noyau contient I';,. Il est clair que r;= 5‘ d,y.

[EX

Comme X _, est contenu dans X}, on en déduit que o;=r;—r;_, = Z d,s.
' LEXj—Xj—
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est un caractére. L’orthogonalité des ¢; résulte de ce que les ensembles

]

X;— X1 sont deux & deux disjoints. Il est clair que les valeurs de ¢; sont

0 si s&l,
(17) Qi (s) =( —ej si sel;— 1T,
ej—ejy si sel’;.

*

Il est évident que ¢; est le caractére de G induit par ¢;. Il résulte des
valeurs de ¢; et de I'invariance de I'; et I';,, dans G que la restriction
a G, de ¢} est égale a fo;. L’orthogonalité des ¢} résulte alors immeédia-
tement de l'orthogonalité des ¢; et de la formule de réciprocité de

Frobenius.

(11) Soit L;., le corps fixe de I';,, et soit sw; (resp. a;) le caractére de G,
défini par la représentation de Swan (resp. d’Artin) de I'extension Lj.,/L,.

Comme sw,=o0, on a
A

SWe, = SW)\ZE (sw;— swj_y).
1

Pour tout s€ G, notons s son image canonique dans G/I';... Pour tout s
n’appartenant pas a I';,,, on a (cf. CL, cor. a la prop. 3, p. 71) :

l.G/Fj—i-t (E) == iG(S) .

Avec les notations du paragraphe 1, on a donc

— 81 S€EG,— T, sw;(s) =—1,(s) = swg,(s);

— s1 s€l’j,, sw;(s) = 2 I, (t) = eju;—1;, d’aprés (14), puisque

€6/l
t£1

(¢f. CL, cor. a la prop. 3, p. 71 et prop. 14, p. 81) le plus grand nombre
de ramification (resp. le plus grand nombre supérieur de ramification)
de V'extension L;.,/L, est 1; (resp. u;).

Comme u;=u; 4+ (t;— t;4)[ej_1, On voit que :

— st sel';—T},,

(sw;—swiy) (8) =— 0 — (ejmqUjmy — Uj—y) = — €;_, Uy ;
-_ Si SEFj+1,
(swj—swj) (8) = (eju;— ;) — (€jattjoa— i) = (¢j— €j1) ;.

On a donc
o si s¢ly,
(swi—swia) (§)=( — ety si sel;—T),

(cj~e,-_,)u,- si SGI‘j+1~
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X
On en déduit que sw; — sw;_, = u;9; et que, par conséquent, swﬂu=2 U;0;.
’ % ! !
Comme a;, = swg,+ ug, et comme uGD=2<p,-, on voit que aGD=Z(uj—]— 1)Q;.
. 0 0

Les formules donnant a, et sw; s’en déduisent trivialement.

(1)) Comme les ¢; sont des caractéres orthogonaux, le fait que a,,
et sw; sont des caractéres de G, entraine que w;9; et (u;-+1)0; sont
des caractéres de G,. Comme ¢ est induit par ¢;, u;¢;[resp. (u;+1)9;] est
induit par u; ¢;lvesp. (u;+ 1) 9,] et est donc un caractére de G.

C. Q. F. D.

Cororratre. — Soit E un corps de caractéristique o. Alors :

(1) on a mg(ag) = mg(swe);

(ii) Uentier my(sw;) est le p. p.c.m. des mg(u;9).

L’assertion (1) résulte de ce que a, et sw, différent par le caractére ug,
induit par u; qui est rationnel sur Q, donc a fortiort sur E. L’assertion (i1)
résulte de ce que les caractéres u;¢; sont orthogonaux et a valeurs dans Q,
donc dans E.

Remarque. — Si I’extension L/L, est abélienne, les u; sont des entiers
et les expressions (15) et (16') fournissent une interprétation des repré-
sentations d’Artin et de Swan qui sont alors rationnelles sur n’importe
quel corps de caractéristique o.

7. Rationalité des représentations d'Artin et de Swan.

Dans ce paragraphe, les hypothéses et les notations sont les mémes
que dans les paragraphes 1 et 6. En particulier, K est un corps local a
corps résiduel de caractéristique p % o, L est une extension finie galoi-
sienne de K et on suppose 1’extension résiduelle L/K séparable. Au groupe
de Galois G de I’extension L/K, on associe la suite

(]I) GDI‘()DI‘13---DI‘).DI‘7‘+1:{l}

de sous-groupes invariants de G.

On désigne par E un corps de caractéristique o.
Ann. Ec. Norm., (4), IV. — Fasc. 3. 48
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Lemme 1. — Sotent J et J' deux sous-groupes de G vérifiant I''CJ' CJ.
Posons f=(J:JNT,) et f,=(J:3'NL,). Alors, avec des notations
évidentes,

(1) la restriction de sw; a J' est (fiffy).swy;

(i) le caractére de J induit par swy est (J:J').(fy|f;).s;.

Démonstration. — Posons J,= JNT',. Le groupe J, est le groupe d’inertie
de P'extension associée a J. Comme i, (s) = i,(s) et comme i;(s) = o si
sel’', —I';, il résulte du n° 6.1 que

0 si sgly,
swy (8)={ —iG(s) si sely— {1},
exuy, — b si s—I.

Comme sw, est le caractére de J induit par sw, et comme les I';, pour
] >>1, sont invariants dans J, on en déduit que

o si sgly,
swy(s) = — fite($) si sely— {1},

fileawn—1B) st s=1

et on a des formules analogues pour sw,. L’assertion (i) est alors immé-
diate. Si on désigne par sw; le caractére de J induit par sw;, asser-
tion (i1) résulte de ce que, comme les I';, pour j>>1, sont invariants
dans J, on a, pour tout s€l’y, sw; (s) = (J: J') sw; (s).

C. Q. F.D.

7.1. Etupe pu cas p = 2. — Si p = 2, I, est un groupe de type R..
On sait (¢f. DAG, § 7, n® 4) que, pour tout caractére y de I', a valeurs
dans E, 27 est rationnel sur E. Par conséquent, my(swp ) est égal a 1
ou 2. Comme sw, est induit par swp,, il en est de méme de sw,. On a donc
S 1 siswg est rationnel sur E,

e ($We) :l 2 sinon

a. Réduction aux 2-extensions.

Prorosition 7.1. — Supposons p = 2. Soit P un 2-sous-groupe de
Sylow de G et soit N le corps five de P. Les assertions sutvantes sont équi-
valentes :

(1) la représentation de Swan de Uextension L[K est rationnelle sur E;

(11) la représentation de Swan de Uextension LN est rationnelle sur E.
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Démonstration. — Soit f = 2"f’, avec ' impair, le degré de I’extension
résiduelle et soit n=(I',:I'}). On a PNI'y=T, et, avec les notations
dulemme 1, f, =(P :I';) = 2’, tandis que f;= f. Enfin (G : P) = nf".

Il résulte du lemme 1 que le caractére de G induit par sw, est
(nf" X 2"|f) swe= n sw;. Si soy est rationnel sur E, il en est donc de méme
de n sw;. Comme n est impair, sw, est aussi rationnel sur E et (i1) implique (1).

Il résulte du lemme 1 que la restriction de sw; a P est (f/2") sw, = f'sw,.
Si sw, est rationnel sur E, il en est donc de méme de f’sw,. Comme f’
est impair, sovp est aussi rationnel sur IL et (i) implique (ii).

C. Q. F. D.

CoroLLAIRE. — St p = 2, les représentations d’Artin et de Swan de
Vextension L/K sont rationnelles sur toute extension de degré pair de Q..

En effet, on sait (cf. DAG, n° 4.2) que, s1 E est une extension de degré
pair de Q. et si P est un 2-groupe, 'algébre E [P] est décomposée.

b. Réduction aux extensions quaternioniennes. — Soit P un 2-groupe ct
soit 7 un caractére absolument irréductible de P. Soit n un entier > 2.
On dit que y est de type H, s’1l existe un sous-groupe H de P et un carac-
tére absolument irréductible £ de H, a valeurs dans Q(y), tels que les
conditions suivantes solent réalisées :

(1) le caractére y est induit par §;
(18) (i1) le quotient de H par le noyau H' de % est isomorphe au groupe des quaternions

généralisés d’ordre 27+,

Au corps E, on peut associer un nombre #(E) appartenant & NU{oo |,
supérieur ou égal a4 2, qui a la propriété suivante (c¢f. DAG, prop. 4.2) :

Soit P un 2-groupe et soit ¢ un caractére de P a valeurs dans E. Pour
que ¢ soit rationnel sur E, il faut et il suffit que, pour tout entier n satis-
faisant 2 = n < ¥ (E), et pour tout caractére absolument irréductible
de P de type H,, (9, 7) soit pair. ‘

Revenons a l’extension galoisienne L/K. Supposons que p = 2 et que
I’extension L/K soit une 2-extension. Soit K’ une extension de K contenue
dans L et soit L’ une extension de K’ contenue dans L. Soit n un entier > 2.
On dit que 'extension L'/K’ est une H,-extension associée a Uextension L/K
si Pextension K'/K est totalement ramifiée et si I’extension L'/K’ est
galoisienne, de groupe de Galois isomorphe au groupe des quaternions
généralisés d’ordre 2"**. On note G’ le groupe de Galois de I’extension L'/K'.
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Prorosition 7.2. — Supposons p = 2 et supposons que Uextension L|K
soit une 2-extension. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) la représentation d’Artin de Uextension LK est rationnelle sur E;

(i) pour tout entier n vérifiant 2 = n <t (E), pour toute H,-exten-
ston L'[K" associée a L|K, et pour tout caractére fidéle & de G, Uentier (ag., £)
est pair.

Démonstration. — Soit K’ un corps compris entre K et L et soit H le
groupe de Galois de ’extension L/K’. Soit " le degré de I’extension rési-
duelle associée a K'/K. Il existe un entier positif 2 tel que Ion ait (¢f. CL,
prop. 4, p. 108) :

(19) Resy(ag) =Aru—+ f'.an.

Comme ry; est rationnel sur Q, on en déduit que, si a; est rationnel
sur E, f'.a, lest aussi. 51 extension K'/K est totalement ramifiée, a; est
donc rationnel sur E. Soit H' un sous-groupe invariant de H et soit L’
le corps fixe de H'. Posons G = H/H'. On sait (¢f. CL, prop. 3, p. 108)
que, avec les notations de CL, on a ag, = al. (Si a, est le caractére d’une
représentation linéaire de H dans un espace vectoriel V sur G, alors a
est le caractére de la représentation de G’ définie par G[G'] Q¢m V.)

Si ay est rationnel sur E, a; I’est donc aussi. Soit n un entier vérifiant
2 =~ n < ¥(E). Supposons que G’ soit isomorphe au groupe des qua-
ternions d’ordre 2"*', Si £ est un carvactére fidéle de G’, £ est un carac-
tére de type H,. Si ag est rationnel sur E, (a;, £) doit donc étre pair
et (i) implique (i1).

Réciproquement, comme a; est a valeurs dans Q, donc dans E, pour
que a soit rationnel sur E, il (faut et il) suffit que, pour tout caractére
absolument irréductible 7 de G de type H,, avec 2 =~ n < ¥ (E), (aq, y) soit
pair. Soit 7 un tel caractére. Il existe un sous-groupe H de G et un carac-
tere £ de H tels que les conditions (18) soient satisfaites.

D’aprés la formule de réciprocité de Frobenius, on a (ag,%) = (Resy(ag), &)-
Soit K’ (resp. L) le corps fixe de H (resp. H') et soit [’ le degré de 'exten-
sion résiduelle associée a I'extension K’/K. D’aprés (19), on a

Resp(a@g) = Ary+ f.ay.

Donc (ag, 7)) = M(ru, ) + [ (an, £). Comme r, est rationnel sur E,
2 divise (ry, £) et la parité de (ag, y) est égale a celle de f'(ay, £). Si 'exten-
sion K'/K n’est pas totalement ramifiée, 2 divise ' et, par conséquent,
(ag, %) est pair. Sil’extension K'/K est totalement ramifiée, ’extension L'/K’
est une H,-extension associée a L/K. Comme ayu = af, et comme le
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noyau de £ est H’, il résulte de la formule de réciprocité de Frobenius
que (ag, &) = (anm, E). Si (aum, &) est pair, (ag,y) l'est aussi et (ii)
implique ().

C. Q. F. D.

¢. Le cas des extensions quaternioniennes.

Prorosition 7.3. — Supposons p = 2. Soit n un entier > 2. Supposons
le groupe de Galots G de Uextension L[K isomorphe au groupe des quater-
nions généralisé d’ordre 2"+'. Soit y un caractére absolument irréductible et

fidéle de G. Alors :
(1) st Veatension L[K est non ramifiée, (ag, 7) = 0;

(11) st Uextension L[K est ramifiée, (ag, 1) est pair su et seulement su le
plus grand nombre supérieur de ramification de Uextension est un entier.

Démonstration. — Soit A un sous-groupe cyclique de G d’indice 2.
Il est invariant dans G (son choix est d’ailleurs unique, sauf dans le cas
n = 2). Soit £ un caractére fidele de degré 1 de A et soit 7 le caractére
de G induit par £. 1l est clair que 7 est de type H,, que ses valeurs sont

J(5) = 0 si sgA,
L=V e () - (B(s) si oseA

et que tout caractére de G de type H, est de ce type.

Soit @ une racine primitive 2"-iéme de l'unité. Le corps Q{w 4 w™*)
est de degré 2”* sur Q et on en déduit que le caractére y a 2"* conjugués
distincts. Comme sw; est a valeurs dans Q, si ¢ est un caractére conjugué

de 7, on a (swg, ') =(swe, 7). S1 ¢ désigne le caractére de G qui est la
somme de tous les conjugués distincts de 7, on a donc (swg, @) = 2" (swy, 7).

Soit ¢ I'unique élément de G d’ordre 2. On vérifie facilement que

0 si se€fr, cl,
Q(s)=( —or? sl s=uc,
on—1 si s—=I.

On a donc

(swg, @) = 27 1r+) (25 tswe (1) — 2" Lswe (¢)) = 272 (swg (1) — swg(¢))
et

(swg, 1) = 27" (swe(1) — swe(c)).

Si Textension L/K est non ramifiée, on a a,= o. Par conséquent,
(ag, 7) = o et Dassertion (i) est établie.
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Supposons I'extension L/K ramifiée. Soit e son indice de ramification
et soit f le degré de I’extension résiduelle. Soit v, (resp. w) le plus grand
nombre (resp. nombre supérieur) de ramification de l’extension L/K.
Comme c est 'unique élément de G d’ordre 2, on a 7;(¢) = 1. La formule (14)
du n°® 6.1 montre que :

g swa (1) = f(enn— i),

[ swe(u) =— iy

Par conséquent, (swg, ) = 27"(f (s — ) —(— fu)) = 27" fesus. Comme
fei est le degré de ’extension, on a (swg, ) = 2 ws. On voit que (swg, %)
est pair si et seulement si w, est un entier. L’assertion (ii) résulte alors
de ce que (swg, ) et (ag ) ont la méme parité.

C. Q. F. D.

d. Une application.

Prorosition 7.4. — Supposons que p = 2 et supposons que le corps
réstduel de K ne contienne pas les racines cubiques de Uunité. Alors, les
représentalions d’ Artin et de Swan de Uextension LK sont rationnelles sur Q..

Démonstration. — Soit P un 2-sous-groupe de Sylow du groupe de
Galois G de 'extension et soit N le corps fixe de P. Soit k le corps résiduel

de K. L’extension” k(y1)/k étant de degré 2 et Pextension N/K étant
de degré impair, le corps résiduel de N ne contient pas les racines cubiques
de I'unité. 11 résulte donc de la proposition 7.1 qu’il suffit de démontrer
la proposition 7.4 lorsque I'extension L/K est une 2-extension. Comme
t(Q:) = 3 (¢f. DAG, n° 4.2), 1l suffit de montrer (¢f. propositions 7.2
et 7.3) que le plus grand nombre de ramification w, de toute H,-exten-
sion L’/K’ ramifiée associée & I’extension L/K est un entier. Si I’exten-
sion L'/K’ n’est pas totalement ramifiée, son groupe d’inertie est un sous-
groupe propre du groupe des quaternions usuels et est donc abélien.
Par conséquent, u; est entier. Si 'extension L'/K’ est totalement ramifiée,
le corps résiduel de K’, étant le méme que celui de K, ne contient pas
les racines cubiques de l'unité. Donc, d’aprés le corollaire a la propo-
sition 4.5, w, est un entier.
C. Q. F. D.

7.2. REDUCTION AUX BONNES EXTENSIONS. — Supposons mainte-
nant p = 2.

Soit f le degré de extension résiduelle L/K. On a f= (G:TI',). Pour
tout nombre premier ! choisissons un [-sous-groupe de Sylow G(l)

de G/I',. Soit G(l) l'image réciproque de G(I) dans G. Soit K(I) le corps
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fixe de. G(l). L’extension L/K(l/) est une extension galoisienne dont
Iextension résiduelle est une l-extension. Pour ! différent de p, I'exten-
sion résiduelle est donc de degré premier a4 p et Pextension L/K(I) est
une bonne extension (¢f. n° 1.3). Enfin, pour tout nombre premier [ ne
divisant pas f, on a évidemment G(l) = { 1 | et, par conséquent, G(l) =TI,
et K(l) = L,. Désignons par sw; le caractere de la représentation de
Swan de l'extension L/K(l).

Prorosition 7.5. — Supposons p = 2. Alors, mg(sw;) est le p. g.c. d.
de mg(swr,) el des my (swy)) pour | divisant f et différent de p.

Démonstration. — Pour tout nombre premier [ (y compris [ = p), soit my
Pindice de Schur de swq sur E et soit f; I'indice de G(!) dans G. Soit m
I'indice de Schur de sw; sur E.

Il résulte du lemme 1 que sw, est induit par sw,. Par conséquent,
comme my; sy est rationnel sur E, m,; sw; est rationnel sur E et m divise m;.
Done m divise le p. g. c. d. des my, pour tout .

D’apres le lemme 1, la restriction de sw, a G(l) est f,sw). Comme m. sw,
est rationnel sur E, m.f;sw, est rationnel sur E. Donc m, divise m.f,.
Comme [; est premier & [, on en déduit que la [-composante de m; divise
la [-composante de m. Par conséquent, le p. g. c. d. des m;, pour tout [,
divise m.

Finalement, m est le p. g. c.d. des my;, pour tout [. Pour achever la
démonstration de la proposition 7.5, il suffit donc d’établir le lemme
suivant :

Lemme 2. — Pour tout nombre premier | ne divisant pas f et pour | = p,
on a my(swy) = mg(swr,).

Démonstration. — Pour [ ne divisant pas f, c’est évident car sw ) = sw,.

Le groupe I', étant de type R,, avec p £ 2, l'indice de Schur sur K
de tout caractére de I'y, a wvaleurs dans E divise (I',: L)) (¢f. DAG,
prop. 7.1 et cor. a la prop. 6.6) et est donc premier a p. Par conséquent,
mg(swp,) est premier & p. Comme la restriction a I'y de sw(, est égale au
produit d’une puissance de p par swr,, on en déduit que mg(sw(,) = mg(swr,).

C. Q. F. D.
7.3. Répuction Aux (), -EXTENSIONS.
Prorosrrion 7.6. — Supposons p = 2. Supposons que Uextension L[K

soit une bonne extension. Soit (L;[K;)j=i,2,...,» un systéme complet de
C,-extensions associées a Uextension LJK. Soit sw’ le caractére de la repré-



384 J.-M. FONTAINE.

sentation de Swan de Vextension Lj, [K;. Alors my(swg) est le p. p.c. m.
des myg(sw’).

Démonstration. — D’apres le corollaire a la proposition 6.1, mg(swg)
est le p.p.c. m. des mg(u;0;) (cf. prop. 6.1 pour la définition des ¢;
et des ¢}). Il suffit donc d’établir le résultat suivant :

Lemme 3. — Pour tout ], on a my(sw;) = my(u;9;).

Démonstration. — Le caractére u;p; est le caractére d’une représen-
tation de G/I';,, et le caractére s’ est le carvactére d’une représentation
du sous-groupe A;= H.I';/T';,,. (Rappelons que le groupe H a été défini,
lors de l'introduction de la notion de « bonne extension » au n° 1.3,
comme un sous-groupe de G tel que G s’identifie au produit semi-direct
de H par I';.) Quitte & passer au quotient, on peut donc supposer que
Ijoi={1}. Soit f le degré de 1’extension résiduelle associée a L/K. Si on
pose H)=HnIy, on a f=(G:I)) = (H:H,). Il résulte de la for-
mule (17) du n° 6.2 et de Uinvariance de I'; dans A; que 1’on a [en posant
&= (0 1), ¢ =(Tu i 1)

0 si s¢ly,
uj9s(s) = — fujejy si sel;j— {1},
Suj(ej—ejy) si s=—1.
6

Ty=Ho T}

AJ:H.I'J'

AR

TN

Fig. 4.

Soit R, le caractére de la représentation réguliere de H,.T; et soit R;
le caractére de H,.I'; défimi par la représentation réguliére de H,.T;/T;.

Soit ®;= R;— R; et soit @’ le caractére de A; induit par ®@;. Il est clair
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que @’ est rationnel sur Q et, comme I'; est invariant dans A;, on voit
que ses valeurs sont [en posant n = (I,: I'y) =(H,: 1)]

0 si sgl,
O (s)= — fn ' si sel'; — {1},
fn(e;fej—y—1) s1 s—1.

Appliquons la proposition 6.1 a Pextension L;.,/K;. Cette extension a
un seul nombre de ramification > o qui est t; et son unique nombre supé-
rieur de ramification > o est ¢, x, (i;) = i;/n. La formule (15’) montre
donc que sw’ = (i;/n)®].

Posons ¢, , = e;,/n =(I', :T;). On voit que

swi=(i;/n)®;=¢;_ u;®;—(&;_,u;—i;/n) ®}.

Comme e,_, u;— i;/n est entier (cf. prop. 1.3) et comme ®; est rationnel

sur Q, on en déduit que my(sw/) = my(e,_, u;®’). llsuffit donc de montrer que

my (€;_u; @) = mg (1;97).

Comme la restriction de u;9} a A este,_, u;®;, mg(e,_, u;®’) divise my(u;9;).

Comme (G: A;) =e¢,_, et comme I'; est invariant dans G, le caractére
de G induit par ¢,_, u;®; este,_,u;9;. Donc mg(e,_, u;¢;) divise my(e,_, u;®7).

Or (cf. prop. 6.1) u;o; est un caractére de I'y & valeurs dans E et I',
est un groupe de type R,, avec p £ 2. Il en résulte (¢f. DAG, prop. 7.1
et cor. & la prop. 6.6) que my(u;p;) est premier & p. Comme u;g; est
induit par u;¢;, il en est de méme de my(u;¢;). Comme e, , est une
puissance de p, on a donc mg(e;_,u;9;) = me(u;9;) et mg(u;9;) divise
mg(e,_,u,;®7).

Finalement, my(e,_, u;®}) = my(u;9;).

C. Q. F. D.

7.4. LE CAS DES EXTENSIONS TOTALEMENT RAMIFIEES.

Tutorime 1. — Supposons p 3£ 2. Supposons Uextension L[K totale-
ment ramifiée. Soit (A))j=1,2,..,» un systéme complet de groupes de type C,
associés a G (¢f. n® 1.1). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) la représentation d’Artin (ou de Swan) de Uextension L[K est ration-
nelle sur E;

(11) Palgébre E [G] est décomposée;

(iii) pour j =1, 2, ..., A, Ualgébre E[A;] est décomposée.

Ann. Ec. Norm., (4), IV. — Fasc. 3. 49
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Démonstration. — L’équivalence des assertions (11) et (ii1) a été démontrée
dans DAG (§ 7, théoréme 5) et 1l est clair que (ii) entraine (i). Il suffit
donc de montrer que (1) implique (ii) ou (ii1) pour un choix particulier des A ;.

Commencons par le cas particulier ou I’extension L/K est une C,-exten-
ston (cf. n° 1.3). Soient alors P le p-sous-groupe de Sylow de G et ¢ 'unique
nombre de ramification > o de I'extension. Il est clair que les valeurs
de sw; sont

) si sgP,
swe(s) = —1 si seP— {1},

i(g—1) si s=1,

en désignant par ¢ ’ordre de P. Posons m(G) = m et d(G) = d (c¢f. n°1.1).
Soit f; la fonction centrale sur G a4 valeurs dans Z définie par

‘ 0 si sgP,
O (s) = —m si se€eP — {1}
G\dy 1 [ ]

m(g—1) sl §=1.

On sait (c¢f. DAG, prop. 6.4) que f; est un caractére de G, & valeurs dans Q,
et que O est rationnel sur E si et seulement si 'algébre E [G] est décomposée.
On voit que swz=/(t/m)0;. Comme i/m est un entier premier a d
(cf. prop. 1.2) et comme l’indice de Schur de 6, divise d (¢f. DAG, cor.
a la prop. 6.6), on en déduit que sw, est rationnel sur E si et seulement
si O Pest, donc si et seulement si I’algébre E [G] est décomposée.

Revenons au cas général. — Soit (Lj.1[K;)j=1,,...,n un systéme complet
de C,-extensions associées d ’extension L/K et soit A; le groupe de Galois
de I’extension L;,,/K;. La famille des A; est un systéme complet de groupes
de type C, associé a G. Soit sw’ le caractére de la représentation de Swan
de Pextension Lj,,/K;. Il résulte de la proposition 7.6 que, si sw, est
rationnel sur E, chaque s»/ est rationnel sur E. On vient de voir que
ceci entraine que I’algébre E[A;] est décomposée. Donc (1) implique (iii)
pour ce choix particulier des A;.

C. Q. F. D.

Etant donné un corps E de caractéristique o et un groupe G de type R,,
on sait a quelles conditions l’algébre E[G] est décomposée (¢f. DAG,
th. 4 et b). Le théoréme 1 résoud donc complétement le probléme de la
rationalité des représentations d’Artin et de Swan dans le cas ou p % 2
et ou 'extension est totalement ramifiée. Le résultat suivant avait été
conjecturé par Serre :
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Prorosition 7.7. — Soit k le corps résiduel de K et soit k, la fermeture
algébrique de F, dans k. Soit W(k,) le corps des vecteurs de Witt sur k,.
Soit L une extension finie galotsienne totalement ramifiée de K. Les repré-
sentations d’ Artin et de Swan de Uextension LK sont rationnelles sur W (k,).

Démonstration :

(a) 51 p £ 2, on sait (¢f. prop. 1.1) que k contient les racines n'*mes
de l'unité [avec n = ([, : I'y)]. Il en est donc de méme de k, et de W(k,).
On en déduit que I’algébre W (k,) [G] est décomposée (cf. DAG, § 6, cor. b
au th. 4 et § 7, th. b).

(b) Si p = 2 et si k contient les racines cubiques de 'unité, k, et W (k,)
les contiennent aussi. Le corps W (k,) est donc une extension de Q,(y1).
Les représentations d’Artin et de Swan de L/K sont rationnelles sur Q,(y/1)
(cor. a la prop. 7.1), donc a fortiort sur W(k,).

(¢) S1 p = 2 et s1 k ne contient pas les racines cubiques de 'unité, les
représentations d’Artin et de Swan de L/K sont rationnelles sur Q,
(prop. 7.4), donc a fortiort sur W (k,) qui est une extension de Q..

C. Q. F. D.

7.5. RATIONALITE SUR LE CORPS DES VECTEURS DE WitT. — Nous nous
proposons, pour terminer, de donner un résultat analogue a celui de la
proposition 7.7 qui soit valable dans le cas général.

TutorimE 2. — Soit K’ un corps local de caractéristique o qui a le méme
corps résiduel que K. Alors les représentations d’Artin et de Swan de Uexten-
ston L/K sont rationnelles sur K'.

Avant de démontrer ce théoréme, remarquons qu’il admet le corollaire
suivant :

CorROLLAIRE. — Supposons le corps résiduel K de K parfait. Alors les
représentations d’Artin et de Swan de Uextension L|K sont rationnelles sur

le corps des vecteurs de Wiit de K.

Démonstration du théoréme 2. — Remarquons que, lorsque p = 2, le
théoréme 2 se démontre de la méme maniére que la proposition 7.7.
Supposons donc p =~ 2. Nous allons décomposer la démonstration du
théoréme en trois parties.

(a) Un lemme préliminaire.
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Lemme 4. — Soit K’ un corps local de caractéristique o. Soit L' une exten-
ston finte galoisienne modérément ramifiée de K'. Soit J le groupe de Galots
de Uextension et soit A son groupe d’inertie. Soit v} un caractére de J induut
par un caractére £ de A. Alors, v est rationnel sur K’.

Démonstration. — Soit L, le corps fixe de A et soit G le groupe de Galois
de 'extension L;/K’. On a la suite exacte

1I>A—>J>G—>1.

Soit S une section de G dans J et soit ¢ le 2-cocycle de G a4 valeurs dans A
correspondant & S. On sait (prop. 2.3) que 0, est un G-isomorphisme
de A sur un sous-groupe du groupe multiplicatif de L, et qu’il existe une
application 1 de G dans L telle que, pour tout couple g, g’ d’éléments
de G, on a 0, (z, ) = g(hg) Aoy,

&gg

Il est clair qu’il suffit de démontrer le lemme lorsque & est de degré 1.
Il existe alors un entier i > o tel que £ = 0. Soit f le degré de I’exten-
sion L/K’. Le corps L, est un espace vectoriel de dimension f sur K’.
Nous allons faire opérer le groupe J sur L, de la maniére suivante :

— pour h€A, h.a =E(h)a

— pour g€G, S;.x =1, g(x);

— pour s€ J, de la forme s = hS,, avech€ A et g€G, hS,.a = h.(S,.a).

D’une part, S,.(h.a) = S,.(E(h)a) = A, g.(E(h)).g(«). Or

Sgh=S,h8;'S;=g(h)S, et Sgh.a=g(h).(Sg.2) =rE(g(h))g(a).

On en déduit que S,.(h.o) = S;h.a puisque £ = 0’ est, comme 0,, un
G-isomorphisme.

D’autre part, S,.(S,.%) = S,.(A, g (¢)) = A, g(A,) gg'(«). Or

SeSe = eg,6' Sge’ et - SgSp.a=cg.. (Sgp.a) =E(ege) Moprgg ().

On a donec S,.(S,.2) = S,S, .«

Comme, pour s€ J et pour « € K’; on a s.(ax) = a(s.a), on a ainsi muni L
d’une structure de K’ [J]-module. Soit 1’ le caractére de la représentation
de J ainsi définie. Pour h€A et g€G, 7' (hS,) est la trace de l'appli-
cation % — £(h) A, g(«). Or on vérifie que, pour tout % dans L;, la trace
de l’application o > A g(x) est 0 si g5£1 et Tryx (A) si g=1. On a done

0 si é’;éh
TUS) = Ty (5(R) =D E(ghg™)

8EG
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et le caractére 7', qui est rationnel sur K’, est égal au caractére 7 de J

induit par £.

C. Q. F. D.

(b) Le cas d’une C, -extension.

Lemme 5. — Le théoréme 2 est vrai dans le cas o Uextension LK est
une C,-extension.

Démonstration. — On a alors (¢f. n® 1.3) I''={1} et le groupe de

Galois de ’extension est le produit semi-direct d’un groupe H isomorphe
a G/I'; par le groupe P =1T,.

Faisons opérer G sur P de la maniére suivante :

— le groupe P opére sur lui-méme par les translations : s:7 > s5;

>
— le groupe H opére sur P par les automorphismes intérieurs :

h: oo hoh.

Go=T,

n={1}

Fig. 5.

On en déduit une représentation de G sur I’espace vectoriel des fonc-
tions sur P & valeurs dans Q. Soit ¢ le caractére de cette représentation.
Pour tout g dans G de la forme g = hs, avec h€ H et s€P, ¢(g) est égal
au nombre de solutions dans P de I’équation en chsg : ™' =5 ou "' =3s.
Soit H,= HANI', et soit H, le noyau de la représentation canonique
de H, dans P. On vérifie immédiatement que, pour tout h appartenant
a H,— H,, 'application & > o*' est un automorphisme de P. Soit ¢
Pordre de P. On voit que les valeurs de la restriction de ¢ & H,.P sont

1 pour seH,.P —H;.P,
9(s) =( o pour seH|.P—H,
q pour seHj.
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Soit  le caractére du quotient de la représentation définie par 9 par
la représentation unité de G. On voit que y est un caractére rationnel
sur Q et que les valeurs de la restriction de 7 a4 H,.P sont

o pour seH,.P—H|.P,
2(s)={( —1 pour seH;.P—H{,
qg—1 pour seH;.

Le groupe I'y= H,.P est de type C,. Posons m = m(I';) = (H, : 1). Soit &,

m

un caractére fidéle de degré 1 de I'y/P et soit £= Y E/.
=1
Montrons d’abord que le caractére v de G/P induit par % est rationnel
sur K'.

Soit L (resp. K) le corps résiduel de L (resp. K). Soit L, une extension
galoisienne non ramifiée de K’ telle que le corps résiduel de L, soit K-iso-
morphe a L. Si on les identifie, le groupe de Galois de ’extension L,/K’
est canoniquement isomorphe & G/I',. Soit ¢ I’élément de H*(G/T',, I'y/P)
associé a la suite exacte

1>Ty/P—>G/P->G/Iy—1.

L’image de ¢ par l’application 0, s’annule dans H?(L,/K) (¢f. prop. 2.2).
Donc 0, (¢) s’annule dans H’(i/f() et ausst dans H?(L,/K’) (cf. prop. 2.1).
On peut donc construire, d’aprés la proposition 2.3, une extension modé-
rément ramifiée 1" de K’ contenant L| qui est associée a la suite exacte

1—TI/P—>G/P—>G/Ty—>1

et dont le groupe d’inertie s’identifie a I',/P. Donc, d’apreés le lemme 4,
7 est rationnel sur K’.

Il est clair que la restriction de £ a I')/P = H,.P/P est le caractére
de la représentation réguliére de I',/P. Soit f le degré de I'extension rési-
duelle L/K. Comme I',/P et I',/P sont invariants dans G/P, on voit que

0 pour se&T,,
? pour sel'y— T,
n(s) = .

pour seI’y—P,

mf pour seP,

en notant encore 7 le caractere de G défini par 7.
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Soit 4 = y. Le caractére ¢ est rationnel sur K’ et ’on a

0 pour . s&P,
$(s) = —mf pour seP — {1}
mf(q-—1) pour s==1.

Soit i I'unique nombre de ramification > o de I’extension. Il résulte
de la définition de la représentation de Swan que les valeurs de sw, sont

0 pour s&P,
swe (8) = — /i pour seP — {1},
Ji(g—1) pour s=—I.

On a donc swg=(t/m)y. Comme i/m est un entier naturel (prop. 1.2),
on voit que sw; est aussi rationnel sur K’. C. Q. F. D.

(¢) Fin de la démonstration du théoréme 2. — Supposons d’abord que
Iextension L/K soit une bonne extension. Soit L;.,/K; une C, -extension
associée a L/K. Il est clair que le corps résiduel de K; est le méme que
celui de K, donc que celui de K’ et, d’apres le lemme 5, la représentation
de Swan de l'extension L;.,/K; est rationnelle sur K. Comme ceci est
vral pour tout j, il résulte de la proposition 7.6 que la représentation de
Swan de ’extension L/K est rationnelle sur K'.

Enfin, si I’extension L/K est quelconque, il existe une extension L
de K’ de degré f dont le corps résiduel est le méme que celui de L et swy,
est rationnel sur L;. Donc, my (swp,) divise f.

Soit [ un nombre premier divisant f différent de p. Soit, comme au n® 7.2,
G(l) un Il-sous-groupe de Sylow de G/I', et soit G(I) I'image réciproque
de G(I) dans G. Soit K(I) le corps fixe de G(I). L’extension L/K(l) est
une bonne extension. Il est clair qu’il existe une extension M, de K’ de
degré premier 4 | qui a méme corps résiduel que K(l). D’aprés ce qui
préceéde, sw; est rationnel sur M, et my (sw)) est premier a L.

On a vu que my (swy,) est premier & p. Comme my (swp,) divise [ et
comme pour tout nombre premier | divisant f et différent de p, my (swu)
est premier a [, le p. g. c. d. de my (swp,) et de ces my (swy) est égal a 1.
Il résulte alors de la proposition 7.5 que sw, est rationnel sur K'.

C. Q. F. D,
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