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B2 - Le cas e — \ 
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I n t r o d u c t i o n 

Soient p un nombre premier, k un corps parfait de caracteristique p, 
W — W{k) I 'anneau des vecteurs de Wit t a coefficients dans k et KQ son 
corps des fractions. 

Get article est la premiere partie d'un travail consacre a I 'etude des 
representations p-adiques du groupe de Galois d'un corps complet pour 
une valuation discrete K a corps residuel k. On y developpe des procedes 
pour construire toutes ses representations [du style de ceux qui etaient 
esquisses dans [Fo83b]; a ceci pres que, lorsque Ton rencontre un corps de 
caracteristique p, complet pour une valuation discrete, on evite de le rem-
placer par sa cloture radicielle; ceci per met d'introduire des techniques 
difFerentielles]; on essaiera ensuite de caracteriser les representations qui 
nous interessent plus particulierement, comme les representations cristal­
lines, de de Rham, de Hodge-Tate (cf., par.ex. op.cit), semi-stables 
([Bu88]) et d'en etudier quelques proprietes. 

Pour etre plus precis, soient K^^^ une cloture separable de K et GK — 
G3l(K^^^/K). Appelons representation Zp-adique de GK la donnee d'un 
Zp-mLodule de type fini muni d'une action lineaire et continue de GK-

II est prevu quatre chapitres: 

A. R e p r e s e n t a t i o n s p-adiques "generates" 

On se propose de construire des equivalences entre la categorie de toutes 
les representations p-adiques de GK et certaines categories d'objets "pure-
ment algebriques." 

Afin de decrire quelques-uns des resultats, fixons quelques notations: 
soient S — VF'[[7r]] I 'anneau des series formelles en une variable TT a co­
efficients dans W et Oe le separe complete de S'fl/Tr] — VF((7r)) pour la 
topologie p-adique. 

(a) Supposons A' de caracteristique p et choisissons une identification 
de I'anneau de ses entiers a S/pS^ ainsi qu'un relevement a du Froben-
ius absolu a S (lequel s'etend automatiquement a Oe)- Si M est un 
C7£:-module, notons M^ le O^r-module deduit de M par I'extension des 
scalaires a : Os —̂  Os- On construit (§A1 et A2) une equivalence entre la 
categorie des representations Zp-adiques de GK et celle des "<^-modules 
etales sur (9^:," i.e., des O^r-modules de type fini M , munis d 'un isomor-
phisme 
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(b) Supposons maintenant K de caracteristique 0 (et, pour simplifier, 
p ^2). Soit KoQ la Zp-extension cyclotomique de K contenue dans K = 
j^sep Q^ munit Tanneau S defini ci-dessus d'actions convenablement 
choisies d 'un Frobenius cr et de F = Gal(/^oo/^^) — ^p- (Par exemple, 
lorsque K = Ko{^), si x ^st le caractere cyclotomique, on pent choisir 
TT pour que 

a{l + TT) rr (1 -h 7r)P et 7(1 + TT) = (1 + 7r)^W). 

Ces actions s'etendent a Os et on construit (§A3) une equivalence en-
tre la categorie des representations Z^-adiques de GK et celle des ^'(f-T-
modules etales sur (9^:," i.e., des v^-modules etales sur Os munis en outre 
d'une action semi-lineaire de F, commutant a # . 

[Dans la suite de ce travail, on montrera que Ton pent , dans cette con­
struction, remplacer F par Gal{L/K), ou L est une extension galoisienne 
de K dont le groupe d'inertie est un groupe de Lie p-adique de dimension 
finie > 1. Cette generalisation semble utile pour difFerentes questions, 
notamment pour le calcul des nombres de Tamagawa p-adiques introduits 
par Bloch et Kato ([BK89]). 

C'est d'ailleurs en lisant cet article de Bloch et Kato que j ' a i com-
pris r interet qu'il y avait a ne pas remplacer k{{'K)) par sa cloture radi-
cielle: si S est le corps des fractions de Os, le module ^£/w des formes 
differentielles continues est un f-espace vectoriel de dimension 1 et on pent 
done "faire du calcul differentieP (en particulier, le <^-module associe a 
une representation p-adique est muni d'une connexion). 

II est clair que ces constructions sont des cas particuliers de construc­
tions beaucoup plus generates. On doit pouvoir remplacer les corps que 
Ton considere ici par des corps de fonctions de plusieurs variables ou cer-
taines de leurs completions. En particulier 

(i) la loi de reciprocite explicite enoncee au no. 2.4 doit se generaliser 
et eclairer d'un jour nouveau les travaux de Kato sur ce sujet ([Ka89]); 

(ii) ces constructions doivent se faisceautiser et pent etre donner une 
approche nouvelle des theoremes de comparaison entre cohomologies p-
adiques (cf. par exemple, [Fa88a] et [FM87]); on devrait ainsi obtenir des 
methodes plus analytiques et comprendre le lien entre ces theoremes et 
Pintegration p-adique developpee par Coleman ([Co82], [Co85], [Co87]); 
ces techniques devraient aussi etre utiles pour repondre a certaines des 
questions posees par Faltings dans [Fa88b].] 

B . R e p r e s e n t a t i o n s p-adiques de h a u t e u r finie 

(a) Appelons (p-module p-etale sur S la donnee d 'un 5-module de type 
fini, sans torsion ou avec seulement de lap-torsion, muni d'une application 
VF-lineaire 
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dont le conoyau est annule par un element de S — pS convenable. 
Soit q £ S — pS. Un <^-module p-etale sur S est dit de q-hauteur finie 

si Coker <^ est annule par une puissance de q. 
Dans le cas ou le corps K est de caracteristique p, une representation 

p-adique de GK ^st dite de g—hauteur finie si le <^-module etale qui lui est 
associe provient, par extension des seal aires, d'un ^p-module de g-hauteur 
finie sur 5 . 

Pour pouvoir etudier serieusement les representations de g-hauteur finie, 
on a besoin de connaitre quelques proprietes des (^-modules de g-hauteur 
finie et c'est Tobjet du §B1. 

(b) Lorsque K est de caracteristique 0, on a une notion de ^'cT-hauteui^^: 
dans cet article, on ne definit cette notion que lorsque e = 1, i.e., lorsque 
K — KQ. Dans ce cas on pent prendre pour anneau S Tanneau VF[[7ro]], 
avec TTQ = Ylae^ a#o((-^ ~̂ ^)'^^ ~ ^) (^^ ^ ^^^ comme au (b) ci-dessus, et 
[a] est le represent ant de Teichmiiller de a dans Zp). On pose q = TTQ -\- p 
et on introduit la categorie r $ M j : un objet de cette categorie est un 
(^-module sur S de g-hauteur finie, muni d'une action semi-lineaire et 
continue de T qui commute a Taction de (p et qui est triviale sur le quotient 
M / T T Q M . On dit qu'une representation p-adique V est de cr-hauteur finie 
si elle provient, en un sens evident, d'un objet M de cette categorie (la 
cr-hauteur de V est definie, en gros, comme le plus petit entier r tel que 
q'' annule M / $ ( M ^ ) ) . 

Dans le paragraphe B2, on se contente d'etudier quelques proprietes de 
la categorie I ^ M J , qui nous serous utiles dans la suite de ce travail. 

L'interet de cette notion de cr-hauteur, c'est qu'une representation de 
cr-hauteur finie < r est une representation cristalline (cf. [Fo83b]) a poids 
de Hodge-Tate G [—r, 0] (du moins lorsque la representation est sans p-
torsion; si, au contraire, elle est de p-torsion, alors c'est un sous-quotient 
d'une telle representation). 

II me semble (et cela n 'a pas I'air vraiment difficile) que, reciproquement, 
toute representation cristalhne, a poids de Hodge-Tate < 0 est de cr-
hauteur finie. Ces questions, ainsi que la description a partir d 'un objet 
de r * M J du <y9-module filtre assoocie a la representat ion cristalline cor-
respondantes sont rapidement discutees a la fin du §B2 qui termine cet 
article. 

[Dans la suite de ce travail, on commencera par etudier plus en detail 
cette correspondance entre representations de cr-hauteur finie et represen­
tat ions cristallines, y compris lorsque e > 1. On etudier a aussi quelques 
proprietes de ces representations; en particulier, on montrera qu'elles 
ne sont pas t rop ramifiees, generalisant ainsi des resultats d 'Abraskin 
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([Ab89]). 
On prevoit d 'aborder ensuite, dans un chapitre C, le probleme de 

la ^^classification^' des representations p-adiques. Lorsque K est de ca-
racteristique 0, I'objectif est, si V est une representation p-adique de GK 
de decrire en termes de son <^-r-niodule etale sur Os Tendomorphisme 
qui lui est associe par la theorie de Sen ([Se80]), en particulier de savoir 
reconnaitre les representations de Hodge-Tate; il est aussi de caracteriser 
les representations de de Rham et les representations semi-stables. On re-
marque que Oe est le complete, pour la topologie p-adique, de S[l/q]', tres 
grossierement, I'idee est que, si M est le </?-module etale sur O^ associe a 
une representation K, lorsque Ton ecrit la matrice de $ : Ma —̂  Af, par 
rapport a des bases convenables, plus la representation est "mechante," 
plus les denominateurs de ses coefficients sont mediants . Les premiers 
resultats obtenus rendent plausibles I'existence d'un analogue p-adique du 
theoreme de monodromie ^-adique de Grothendieck (i.e., il est possible 
que toute representation de de Rham soit "potentiellement semi-stable"). 

Enfin, on espere etudier, dans un chapitre D, les families de representa­
tions p-adiques, a Taide des ^p-F-modules etales sur Os. Mais il est pour 
le moins premature d'en parler!] 

Une partie de cet article a ete ecrite pendant un sejour au Max Planck 
Institiit fiir Mathematik que je voudrais remercier pour son hospitalite. Je 
voudrais remercier aussie S. Bloch and K. Kato pour les idees que m'ont 
donnees la lecture de leur preprint ([BK89], ainsi que B. Perrin-Riou et 
J . -P. Wintenberger pour de nombreuses discussions, et que le responsable 
de cette publication pour ses encouragements et sa patience infinie. 

Au congres de Nice en 1970, Alexandre Grothendieck avait evoque 
Texistence du "foncteur mysterieux" reliant cohomologie etale p-adique 
et cohomologie cristalline. Je voudrais dire ici quel plaisir cela a ete pour 
moi de travailler sur ce sujet et sur ses developpements. 

C o n v e n t i o n s 

Dans tout ce travail p est un nombre premier fixe. 

0.1. Pour tout groupe profini G, on appelle representation Qp-adique 
(resp. Ip-adique, resp. de p-torsion, resp. modulo p) de G la donnee d'un 
Qp-espace vectoriel de dimension finie (resp. d'un Z^-module de type fini, 
resp. d 'un Zp-module de longueur finie, resp. d'un Fp-espace vectoriel 
de dimension finie) V muni d'un homomorphisme continu de G dans le 
groupe des automorphismes de V. 

Les representations Qp-adiques (resp. Z^-adiques, de p-torsion, modulo 
p) de G forment, de maniere evidente une categorie abelienne Qp-lineaire 
(resp. Zp-lineaire, Zp-lineaire, Fp-hneaire) que Ton note RepQp(G) (resp. 
R e p z p ( G ) , R e p p_tor(G), R e p F p ( G ) ) . 
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Pour eviter de s'enliser dans les generalites, trivialites, banalites que 
Ton peut developper autour de ses definitions, on se contentera de dire 
que les operations usuelles de Talgebre lineaire font de ces categories des 
categories tannakiennes neutres ([Sa72], [DM82]) et de rappeler que le 
foncteur 

R e p 2 p ( G ) -^ RepQp(G) , 

qui a V associe Q^^Zp V, est essentiellement surjectif (si U est une repre­
sentation Qp-adique et si VQ est un reseau de U, alors V = IZgeG di^o) 

est encore un reseau de U] c'est done un objet de R e p z p ( G ) et Qp<S>ip V 

s'identifie a U). 

0.2. Si !F est un corps value, on note Oj^ I 'anneau de ses entiers (i.e., 
le sous-anneau de IF forme des elements de valuation > 0). 

Si A est un anneau de caracteristique p, on note indifferemment (p ou 
a le Frobenius absolu (x \-^ x^). 

Si A est un anneau commutatif quelconque, on note ^^(A) Tanneau 
des vecteurs de Wit t a coefficients dans A, et, pour tout n G N, Wn(A) 
Tanneau des vecteurs de Wit t de longueur n. Si a G A, on note [a] G W{A) 
son represent ant de Teichmiiller. 

A . R e p r e s e n t a t i o n s p - a d i q u e s " g e n e r a l e s " 

A l . Representations p-adtques des corps de caracterestique p 

1.1. Les (p-modules. Dans tout ce numero, (A, cr) est un couple forme 
d'un anneau commutatif A et d'un endomorphisme a de A. 

1.1.1. Pour tout A-module M , on note M^ le A-module A ^ ^ A ^ deduit 
de M par I'extension des seal aires cr. 

On appelle (p-module sur {A, a) (ou, s'il n 'y a pas de risque de confusion, 
(f-module sur A, ou meme (p-module) la donnee d'un A-module M muni 
d'une application 

(f \ M -^ M 

(T-semi-lineaire (i.e., additive et telle que (p[\x) = aX.(px). 

Se donner ip revient a se donner une application lineaire 

^:Ma-^ M ; 

il suffit de poser $(A ^ x) = X.(px. 

Un morphisme rj : M —^ N de ^-modules est une application A-lineaire 
qui commute a (p. 
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Les <;̂ -niodules sur A forment ainsi une categorie que Ton note ^MA,(T, 

ou ^MA, voire ^M, s'il n'y a pas de risque de confusion. 

1.1.2. On note A(7[<̂ ] I'anneau (non conimutatif si a ^^ id^) engendre 
par 4̂ et un element ^ soumis aux relations 

<̂ .A = cr(A).< ,̂ pour tout A G A. 

On note aussi A^ le sous-anneau de A forme des a tels que era — a. II 
est contenu dans le centre de Aa [̂ ] (et egal a ce centre si et seulement si 
(j^ ^ id^, pour tout entier m > 0). 

II est clair que la categorie $M^ s'identifie a la categorie des 74<7[<̂ ]-
modules a gauche. En particulier, elle est abelienne et A^- lineaire. 

1.1.3. La categorie ^MA est munie d'un produit tensoriel: si M et AT 
sont deux objets de ^Af^, le yl-module sous-jacent a M (g) iV est M 0 ^ N 
et (p{x ^ y) = (px 0 (py-

Ce produit tensoriel satisfait les proprietes usuelles d'associativite et de 
commutativite. 

On dispose aussi d'un "objet-unite": c'est A lui-meme avec (p — a; on 
voit que M 0 A et A 0 M s'identifient a M quelque soit Tobjet M de 
^MA 

Dans toute la suite, Vendomorphisme a de A sera note indifferemmeni 
a ou (p. 

1.1 A. Lorsque I'anneau A est noetherien, on dit qu'un <^-module M 
est etale si le A-module sous-jacent est de type fini et si $ est bijective 
(lorsque a est un automorphisme, il revient au meme de demander que (p 
soit bijective) et on note ^M^ ^ ou ^M^ la sous-categorie pleine de ^MA 
dont les objets sont les ^-modules etales. 

1.1.5. Proposi t ion. Supposons A noetherien et a-plat. Alors 

(i) la categorie ^MJf est abelienne; 

(ii) si Tj : M ^^ L est un morphisme de^M^, le noyau et le conoyau de 
rj dans la categorie ^MA sont encore etales. 

Preuve . II est clair que la deuxieme assertion implique la premiere. 
Montrons done la seconde: Soit A' (resp. Â ) le conoyau (resp. le noyau) 
de Tapplication lineaire sous-jacente. Alors K^ s'identifie au conoyau de 
M(j —» L(j et, grace a la platitude, N^ s'identifie au noyau. Dans le 
diagramme comutatif 

0 ^ A 

y / 

'a ^ M , — 

i 1 
/ y M — 

— y L 

— y 1 

a ^ Ka — 

[ i 
: y K — 

— y 0 

- ^ 0, 
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les lignes sont done exactes. Comme les deux fleches verticales du milieu 
sont des isomorphismes, il en est de me me des deux autres. 

1.1.6. P r o p o s i t i o n . Supposons A noetherien et cr-plat, integre et de 
dimension < 1. Supposons en outre que, pour tout ideal maximal m de 
A, rideal de A engendre par les ax, pour x £ m, est encore maximal. 
Alors, 

(i) pour qu'un (f-module N sur A, de type fini sur A, soit etale, il faut 
et il sufRt que ^ : N^ -^ N soit surjective; 

(ii) si 

0 -> M ' -> M - ^ M ' ' - ^ 0 

est une suite exacte courte de (p-modules sur A, M est etale si et seulement 
si M' et M" le sont. 

P r e u v e . Montrons (i). II est clair que la condition est necessaire. Mon-
trons qu'elle est suffisante. Si A '̂ = A'̂ tor et A'''' = N/N', on a un dia-
gramme commutatif 

0 ^ N' . N, . A :̂' . 0 

0 A '̂ Â  TV'' 0 

dont les lignes sont exactes. Si F est le corps des fractions de A, Papplica-
tion, qui k x E N" associe I ® x £ F 0 ^ A''" = A^^ est injective et 
(Np)^ est un F-espace vectoriel, de dimension finie egale a celle de N'J., 
qui s'identifie a F ^A N'^. Si ^ : Â ^ -^ Â  est surjective, il en est de 
meme de N'^ —» N"^ done aussi de {Np)(j -^ Np^ qui est done bijective. 
Comme N'^ s'injeete dans {Np)(j^ Tapplication N'^ —̂  N" est bijective. 
Par consequent N'^ —̂  N' est aussi surjective. On voit, par devissage, 
que I'hypothese faite sur A implique que A '̂ et N'^ sont des ^-modules de 
meme longueur finie, et Â ^ —> A '̂ est bijective. Finalement ^ : A^̂  -^ N 
est bien bijective. 

Montrons (ii). On a un diagramme commutatif 

0 > M'^ . Ma ^ M'^ . 0 

0 M' M M" 0 

done les lignes sont exactes. Si M' et M^' sont etales, les deux fleches 
verticales extremes sont des isomorphismes et il en est de meme de celle 
du milieu. Inversement, si M est etale, la fleehe verticale de droite est 
surjective; d'apres (i), M" est etale et la fleehe du milieu et celle de droite 
sont des isomorphismes, done aussi celle de gauche. 
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1.1.7. Supposons encore A noetherien et cr-plat. Alors ^M^ est une 
(8)-categorie (cf. [Sa72]). Autrement dit, 

- comme sous-categorie de ^ M ^ , elle est stable par produit tensoriel et 
contient robjet-unite; 

- elle admet un horn interne: si M et N sont deux objets de ^ M ^ , le A-
module sous-jacent a Hom{M,N) est L = CA{M,N)\ rhomomorphisme 
canonique L^ = A 0 ^ L -^ CA{Ma^N(j) est un isomorphisme (Bourbaki, 
Alg. Com., chap. 1, §2, prop. 11); on pent done identifier ces deux modules 
et definir 

par {^f)(x) = $( / (^~^(x))) , qui est bien bijective (son inverse ^ est 
definie par (%)(y) = ^'^gi^y))). 

Ces operations verifient les "proprietes usuelles." 

1.1.8. Soient Ai et A2 deux anneaux commutatifs munis d'un endomor-
phisme a et a : Ai -^ A2 un homomorphisme commutant a a. Pour tout 
^-module M sur Ai, le A2-module a*(M) = A2 ^ A ^ ^ a une structure 
naturelle de <^-module sur A2^ On obtient ainsi un foncteur additif 

a* .^MA^ ^^MA2 

Si Ai et A2 sont noetheriens et cr-plats, a* transforme <^-module etale 
en <^-module etale. 

1.2. Representations p-adiques et (p-modules. Dans la suite de ce para-
graphe, E est un corps de caracteristique p et E^^^ est la cloture radicielle 
de E. Pour tout n G Z, on pose 

E^""^ = {x e E'^'^lxP'' e EJ et E' = E^^\ 

On suppose (ce n'est pas essentiel) que E'/E est une extension finie. 
On choisit une cloture separable E^^^ de E et on pose GE — Ga].{E^^^/E). 

On se propose d'expliciter difFerentes variantes de la classification des 
representations p-adiques de GE en termes de <^-modules. 

1.2.1. Soit S un corps complet pour une valuation discrete, de caracteris­
tique 0, absolument non ramifie (i.e., tel que p engendre I'ideal maximal 
de Oe), de corps residuel E. Soient S^r une extension algebrique non 
ramifee de S dont le corps residuel est separablement clos (on pent prendre 
pour S le corps des fractions de I'henselise strict de Oe dans une cloture 
algebrique de S) et Snr le complete de ^nr- On choisit une E'-identification 
du corps residuel de £̂ nr îvec E^^^. Alors GE s'identifie a Gal(5nr/^) et 
opere par continuity sur Snr-

1.2.2. Si V est une representation Zp-adique de GE, on pose 
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De{V)^[o^^^®^^v)' 

On peut considerer Ds comme un foncteur covariant additif (c'est meme 
un 0-foncteur) de la categorie des representations p-adiques dans celle des 
O^r-modules. 

1.2.3. Remarque. La notation Ds traduit le fait que ce foncteur ne 
depend pas, a isomorphisme unique pres, du choix du couple forme de 
^nr et d'une identification de GE a Gal(£^nr/^)-

1.2.4. Proposition. Conservons les hypotheses et notations qui pre­
cedent. 

(i) Pour toute representation 2p-adique V de GE, VappUcation naturelle 

est un isomorphisme et Ds{V) est un Oe-module de type Rni qui a les 
memes facteurs invariants que V; 

(ii) le foncteur Ds est exact et fidele. 

Preuve. Pour les representations modulo p, cela resulte formellement de 
ce que H^{GE.E'^^) = E et H^GE.GLniE'^'^)) = {1} ([Se68], chap. X, 
prop. 3). Le cas des representations de p-torsion s'en deduit par devissage 
et le cas general par passage a la limite. 

1.2.5. Supposons maintenant I'anneau Oe muni d'un endomorphisme de 
Frobenius, i.e., d'un endomorphisme 

(T(OU (f) : Oe -^ Oe 

verifiant ax = x^ (mod p). On note encore (p son unique extension a 
Oenr î̂ ŝi que son extension par continuite a O^ . 

L'unicite du prolongement de a implique que (p commute a Taction de 
GE et, pour toute representation Zp-adique V, De{V) a une structure 
naturelle de ^-module sur Oe-

1.2.6. Proposition. Conservons les hypotheses et notations qui 
precedent. 

(i) Pour toute representation Zp-adique V de GE, I^e{V) est etale; 

(ii) le foncteur 

De: Repzp(GB)^$Mg^ 

induit une ^^-equivalence de categories; 

(iii) le foncteur Ve, qui, au (f-module etale M, associe 

VeiM)=(0^^^®OsM)^^^ 
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est un quasi-inverse de Ds. 

Preuve . Observons d'abord que Os est noetherien et que a : Os —^ Os 
est fini et plat (si {ei)i<i<d designent des elements de Os relevant une 
base de E sur E^~^\ alors Oe est un module libre sur (T{OC) de base les 

La demonstration se ramene alors a verifier que pour tout (^-module 
etale M, I'application naturelle 

est un isomorphisme. 
Le cas ou M est tue par p est bien connu et pent se voir ainsi: si 

{'^j)i<j<d est une base du dual M* de M, on pent ecrire 

l<l<d 

OU la matrice des aj^i est une matrice, a coefficients dans E, inversible. 
Alors V = Ve{M) s'identifie au Fp-espace vectoriel des applications 

£'-lineaires de M* dans E^^^ qui commutent a (p, ou encore au sous-Fp-
espace vectoriel de (^E^^^Y forme des (ajj)i<;<<i verifiant 

Autrement dit, si A = E[Xi,X2,... ,Xd]/{X^ - Y^O'j/Xi)i<j<d, 

V= H o m ^ _ a l g e b r e s ( A ^ ^ ^ P ) . 

Comme A est une £'-algebre etale de rang p^, V a, p^ elements et est 
done un Fp-espace vectoriel de dimension d = diuiE M. 

L'application O^ (8)2« VsiM) —> O-^ ®o^ M se reduit a 

E'^^^^^V ^CE{M\E'^^). 

Comme ces deux E'̂ ^^ -̂espaces vectoriels ont la meme dimension, il suf-
fit de prouver que cette application est injective, ou encore que toute 
famille d'applications lineaires de M* dans E^^"^ qui commutent a <̂  et sont 
lineairement independantes sur Fp restent lineairement independantes sur 
E^^"^. Sinon, il existerait un entier r > 2 tel que ce soit vrai pour toute 
famille ayant strictement moins de r elements, et 771, 772, • • • , ^r G V̂ , 
lineairement independants sur Fp, a:i, ^2, . . . , a:̂  G E^^"^ tons differents 
de 0 tels que ^Xir}i = 0. Quitte a diviser par xi, on pent supposer 
Xi = 1; en appliquant (p, on trouve que Ton a aussi Yl^^Vi — Oj ^^ ^^-
tranchant ces deux egalites, on trouve une relation de dependance entre 
moins de r elements de V, done xf = xi^ pour tout i et les Xi G Fp, d'ou 
une contradiction. 
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Le cas ou M est de p-iorsion s'en deduit par devissage et le cas general 
par passage a la limite. 

1.2.7. Remarques. (a) La proposition ci-dessus a, bien sur, une version 
contravariante. A toute representation de p-torsion V de GE^ on pent 
associer 

Dl{V) = {De{V)r = H o m c ^ (V ,̂ W ^ ^ n r ) • 

On obtient ainsi un foncteur contravariant additif de la categorie 
Repp_tor(G£;) dans la categorie des <^-modules etales de p-torsion, in-
duisant une anti-equivalence entre ces deux categories; un foncteur quasi-
inverse est fourni par 

n ( M ) = {Ve{M)y = Hom*jjf ( M . ^ n r / O f n r ) • 

On pent proceder de meme avec les representations Zp-adiques sans 
p-torsion (en posant 

Dl{V)= H o m G ^ ( F , O j ^ J et Vl{M) ^ Hom^M ( M , 0 ^ J ) . 

On pent traiter ces deux types de representations p-adiques (sans p-torsion 
et de p-torsion) simultanement via le formalisme de s categories derivees). 

(b) Ces enonces impliquent des enonces analogues pour les repre­
sentations Qp-adiques. Soit ^ M ^ la sous-categorie pleine de la categorie 
des <^-modules sur 8 dont les objets sont les D qui sont de dimension 
finie en tant que ^-espaces vectoriels et qui sont de pente 0, i.e., tels qu'il 
existe un C^^r-reseau de D, stable par (p, qui est etale. C'est une sous-
categorie pleine de la categorie des </?-modules etales sur S, stable par a 
peu pres tout ce que Ton pent imaginer; en particulier, c'est une categorie 
abelienne. 

Le foncteur, que Ton note encore Ds^ qui a toute representation p-

adique V de GE associe (^nr 0Qn V)^^ y induit une (^-equivalence de 

categories entre RepQp(G£;) et ^ M ^ (un quasi-inverse etant fourni par 

D H-̂  V^^D) = (^nr ^ ^)v?=i)- On a egalement des versions contravari-
antes 

D}(V) = HorriG^ ( y , 4 r ) et V}{D) = Hom^j,^ ( £ > , 4 r ) • 

1.3. Comparaison avec le cas des corps parfaits 

1.3.1. PoSOnS F = E^^"^ et J = (^sep^rad ^ ^ ^lQj.g jp ^g^ ^^ ^Qj.pg 

parfait, F est une cloture algebrique de F tout autant que de E, Taction 
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de GE s'etend de maniere unique a F , ce qui permet d'identifier GE a 
GF = Gal (F/F) . 

II existe alors, a isomorphisme unique pres, un et un seul corps value 
complet !F absolument non ramifie, de corps residuel F: c'est le corps 
des fractions de I'anneau Oj^r = W{F) des vecteurs de Witt a coefficients 
dans F. Le corps j^ir s'identifie, pour sa part, au corps des fractions de 
O^ — W{F). II y a egalement unicite de la fagon de relever le Frobenius 
de F a W{F). 

Restreinte aux representations de p-torsion, I'equivalence fournie par 
D:P (resp. Tanti-equivalence fournie par ITjr) n'est rien d'autre que la 
classification habituelle des schemas en groupes finis etales sur F, annules 
par une puissance de p via leurs modules de Dieudonne covariants (resp. 
contravariants) (cf., par exemple, [De72], chap. Ill, §6). 

1.3.2. Le fait d'avoir un Frobenius sur Os nous permet A'identifierOs a 
un sous-anneau de W{E). En eff'et, comme Oe est sans p-torsion il existe 
un et seul homomorphisme 

tel que, pour tout a ^ Os, les composantes fantomes de w{a) soient 
(a, <^a,... , <^^a,...) (cf., par exemple, Bourbaki, Alg. Comm. chap. IX, 
§1, exer. 14). En composant w avec la projection de WiOs) sur W{E) 
induite par la projection de Oe sur £", on obtient une application injective 
de Os dans W{E) qui fournit I'identification cherchee. 

De meme O^ s'identifie a un sous-anneau de WiE^^"^). Ces identifi-
cations sont compatibles entre elles et compatibles aussi avec Taction de 
(f et de GE-

Le_s inclusions W{E) C WiE'^"^) = W{F) et W{E^^^) C W(E) = 
W(F) donnent alors un sens a I'enonce suivant: 

1.3.3. Proposi t ion. Pour toute representation Zp-adique V, Vhomo-
morphisme naturel 

W (E'^"^) ^o^ DsiV) -^Djr{V) 

est un isomorphisme. 

Preuve . Supposons d'abord V tuee par p, et soit (ei)i<j<d une base de 
Dyr{y) sur F. Lorsque Ton ecrit les €{ comme des combinaisons lineaires 
a coefficients dans E d'elements de F , il n'y a qu'un nombre fini de co­
efficients qui interviennent et il existe un entier r tel que les (p^ei appar-
tiennent a I'image de I'application consideree. Comme les (p^Ci forment 
encore une base de D:P{V), I'application est surjective. Le fait que ce 
soit un isomorphisme resulte alors de ce que dim£;£)^(F) = diuiFDjri^V) 
(= dimpp V). 
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La surjectivite dans le cas general resulte de la surjectivite mod p. 
Lorsque V est de p-torsion, I'injectivite resulte alors de ce que les deux 
modules consideres ont la meme longueur. Le cas general s'en deduit par 
passage a la limite. 

A2. Le cas des corps locaux de caracteristique p 

Dans tout ce paragraphe, E est un corps de caracteristique p, muni 
d'une valuation discrete pour laquelle il est complet. On note k son 
corps residuel, que Ton suppose parfait. On pose W = W{k) et KQ = 
Frac W = W[l/p]. 

2.1. Generahtes 

2.1.1. On choisit un corps S comme au n*' 1.2.1 et un relevement de 
Frobenius sur Oe- La proposition 1.2.6 ramene Tetude des representations 
p-adiques de GE a celle des (^-modules etales sur Os. 

2.1.2. Reprenons les notations du n° 1.3. Le complete E de E est 

aussi celui de E^^"^. Notons F (resp. F^^) C E I'adherence de F (resp. la 

fermeture algebrique de F). 

On a des inclusions 

O^^^ C W (E^^^) C W(E) CwCTjcw(fY 

donnant, lorsque Ton prend les elements fixes par GE, 

Os C W{E) C W{F) (1W(F):=:W ( F ) . 

En outre, Os (resp. W{F)^ resp. W^F)) est I'anneau des entiers d'un 
corps 8 (resp. .F, resp. Q) complet pour une valuation discrete a corps 
residuel de caracteristique p et O^ (resp. W{E), resp. W{F^^)) est 
I'anneau des entiers du complete d'une extension maximale non ramifiee 
de ce corps, le groupe de Galois de cette extenison s'identifiant a GE-

Le foncteur Dc (resp. Dj:^ resp Dg) induit done une equivalence entre 
la categorie des representations Z^-adiques de GE et la categorie des ip-
modules etales sur Os (resp. W{F)^ resp. W{F))] le foncteur VE (resp. 
Vj- resp. Vg) est un quasi-inverse. Le resultat suivant est immediat (cf. 
prop. 1.3.3): 

2.1.3. Proposi t ion. {^\) Le foncteur 

M v-^ W{F) ®o^ M fresp. M i-> W{F) ®Os M\ 

induit une equivalence entre la categorie des (p-modules etales sur Os et 
celle des (p-modules etales sur W{F) (resp W{F)). 
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(ii) POUT toute represeDtation Zp-adique V de GE, ies applications na-

tmelles W{F) ®Os DeiV) -* Dj:{V) et WiF) ®o£ DeiV) -^ Dg{V) sont 

des isomorphismes. 

(iii) Pour toute representation Zp-adique V, Vindusion naturelle 

Dg{V) = (W (P^') ®zp F)""^ C [W (f) ®zp vY'^ 

est une egalite. 

2.2. Representations p-adiques et connexions 

2.2.1. Remarquons que, si Ton choisit n E Os relevant une uniformisante 
TT de E, alors Os s'identifie au separe complete pour la topologie p-adique 
de I 'anneau W{{7r)) des series formelles a coefficients dans W. Autrement 
dit I'application 

K)ne2 -^Xl^"^" 
definit une bijection entre Tensemble des families indexees par Z d'elements 
de W (resp. de KQ a denominateurs bornes) tels que la suite des a _ ^ 
tende p-adiquement vers 0 lorsque m y-^ +00 d'une part et Os (resp. £) 
d'autre part . 

Remarquons aussi que choisir un relevement de Frobenius revient a 
choisir un relevement air dans Os de TT .̂ 

2.2.2. On voit que le 5-espace vectoriel Ct^ des /Co-difFerentielles conti­
nues de £ est un ^-espace vectoriel de dimension un engendre par d\og(7r) — 
ir'^dir et le Of-module QQ^ des M^-difFerentielles continues de Os s'iden-
tifie au sous-(9£:-module de Qs engendre par d\og{7r). 

2.2.3. Si a; = (X^o^n^")-^log(^) ^ ^SJ on pose Res^(a;) = GQ. En fait, 
ResTT est independant du choix de TT, i.e., d'un element de Os dont I'image 
dans E est une uniformisante. Cela pent se voir ainsi: soit TTI un autre 
choix. On constate que tout to E Cls pent s'ecrire LOQ -f ciod\og{7r), ou 
ao G K et u;o est dans I'adherence de I'image de d : S —^ Qs. Comme 
ReS;ri(^o) = ReS;r(^o) = 0? il suffit de verifier que Res7ri(c?iog(7r)) = 1. 

Mais on pent ecrire 

TT = C7ri77(l-f p a ) , avec c e W*, rj — 1 e wi.W {TTI] , a^Oe. 

On a alors c/iog(7r) •= d\og{'^i)-\-r]^ .dr]-\-{\-\-pa)~^ .d(l-{-pa). II est clair que 
Res^j(77~^.c/77) = 0; comme {l-\-pa)~^.d(l-\-pa) — d{\og{l-\-pa)) G Im d, 
son residu est egalement nul. D'ou le resultat. 

Dans la suite, pour tout a; G fi^:, on pose Res(c<;) = Res7r(u;). Bien 
sur, si cj G ^o^, alors Res(u;) G W. 
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2.2.4. Le 0<^ - module Qo-^ des i^-difFerentielles continues de Oc-
c-nr £nr ^n r 

s'identifie a (9^ ^Oc^Oc ^^ ̂ st un (9<̂  -module libre de rang un entendre 
par (iiog(7r). 
Proposi t ion. Soit F une representation Zp-adique de GE ^t soit M — 
De(y). 

(i) II existe sur le Os-module M une et une seu le connexion 

V : M ^ M (^ Qo^ 

par rapport a laquelle (p est horizontale, i.e., telle que V o (p = (p o\/, 
(ii) Si V est sansp-torsion, le W-module W^j V s^identifie au module 

des "sections horizontales de M au-dessus de O^ ," i.e., 

W^ i/=r|xe(9^^^(S)M|Vx = o}. 

Preuve . II est clair que toute connexion sur M s'etend de maniere unique 
en une connexion sur Ocr 0 M et que la connexion etendue commute a 
(f si et seulement si c'etait deja le cas de la connexion initiale. Mais on a 

i-nr ^ c-nr ^ 

et, pour tout i; G V̂ , si V(l 0 t') = CJ, on doit avoir (pu = a;, d'ou a; = 0 
(car (pa est divisible par p pour tout a 6 fio-- ? done (puj est divisible par 

p, pour tout a; G M 0 ^o^ ? C[ui est separe pour la topologie p-adique). 

On doit done avoir V(A 0 t;) = f 0 c/A, quelque soit A G Oc^ et v ^ V, 
d'ou Passertion (i). 

L'assertion (ii) resulte alors immediatement de ce que le noyau de 

d:0^ -^Qo^ 
e, ^ r 

est W. 

2.2.5. Remarque. Oublions un instant que Ton a choisi un Frobenius 
sur Oe et supposons le corps residuel fini avec p^ elements, de sorte que 
/\o est une extension finie non ramifiee de Qp. On voit (en reprenant 
les arguments developpes ci-dessus avec r = cr̂  et i/̂  = <̂^ a la place de 
a et (p) que Ton a un foncteur additif exact et pleinement fidele de la 
categorie des representations /i'o-lineaires de dimension finie de GE dans 
la categorie des 5-espaces vectoriels de dimension finie M, munis d'une 
connexion 

V : M - ^ M 0 £ : Q 5 / X o -

L'image essentielle consiste en les objets M tels que, si Ton choisit un 
automorphisme continue r de Os qu i releve cr̂ , il existe un Frobenius 
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de pente 0 qui est horizontal relativement a V (si c'est vrai pour un 
choix du relevement de a^, c'est vrai pour tous). Les experts devraient 
reconnaitre des objets bien connus, et le redacteur rougit de son ignorance! 

2.3. L'isomorphisme de Coleman 

2.3.1. Soit S' = (p~^S (on pent, par exemple, voir S' comme un sous-
corps de W{E^^^)[l/p]). C'est une extension de degre p de 5, et c'est done 
encore un corps value complet, qui reste absolument non ramifie (au sens 
que p engendre I'ideal maximal de I'anneau des entiers), mais I'extenison 
S^/£ n'est pas non ramifiee, car I'extension residuelle E'/E est purement 
inseparable. 

Pour tout X E £^ on note Â <̂ (x) (resp. T^p{x)) la norme (resp. la trace) 
de ^' a ^ de ip~^x. 

2.3.2. Proposition. Soit\-\-pOe (resp. {0'^)N(P=I) 1^ sous-groupe 
du groupe 0 | des unites de Os forme des x tels que x = l(mod p) (resp. 
Nip{x) — x). Alors C^ est le produit direct de 1 -hpOs par {0'^)N^P = I-

Preuve . Dans la suite exacte 

0-^l-\-pOe ^O'^^E* ^0, 

1 + pOs est stable par N(p qui induit I'identite sur E*. En prenant les 
elements fixes par Â ^̂ , on obtient une suite exact 

-^{l+pOe)/iN^-l)(l + pO£). 

Mais, si 2/ 6 Of, on a T^{y) ^ O(mod p) et, pour tout entier r > 1, 

N^ (1 + p'-y) = 1 + p'-T^iv) = 1 (mod p'+^) . 

On en deduit que (1 +pC?f)w^=i = il+pO£)/{N^ - 1){1 + pOe) = 0, 
done que 

est un isomorphisme, et la proposition en resulte. 

2.3.3. On note 

Col :E*^{Ol)j,^^, 

I'isomorphisme reciproque. C'est done I'unique section de la projection de 
0 J sur E* qui verifie N^p{Co\{x)) = Col(ar), pour tout x. On verra dans 
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la deuxieme partie que Col peut etre interprete comme une generalisation 
de risomorphisme de Coleman ([Co79], th. A, voir aussi [BK89], th. 2.2). 
II joue aussi le role de rhomomorphisme de Teichmiiller dans ce contexte; 
on prendra garde toutefois que, si Ton identifie O^ a un sous anneau de 
W{E) comme au n^ 1.3.2, et si, pour tout a? G ^ , on note \x\ G W{Ei) son 
representant de Teichmiiller, alors en general Col(a?) ^ \x\ (on a cependant 
Tegalite si x G ^). 

2.3.4. Proposition. Soit x E S et u £ E*. Pour tout m G N, on a 

Res{(p'^{x).dio^{Col{u))) = (f"^ {Res{x.diog{Col{u)))). 

P reuve . II suffit de le prouver pour m — I. 
Pour toute A'o-algebre topologique A, notons QA le A-module des A ô-

difFerentielles continues de A. 
On dispose d'un operateur "trace" 

tr : Q.S' —^ ^^ , 

que Ton peut definir ainsi: Soient ^ une racine primitive p-ieme de 1 
appartenant a une extension algebrique de £' et C = G^^{^'[C]/^[C])' 
L'application naturelle Qs/ -^ ^£'[C] ^^^ injective et nous permet d'identi-
fier Qs'y a un sous-^'-espace vectoriel de ^^'[Q. De meme Q^ s'identifie 
a un sous-f-espace vectoriel de ^5[^]. Pour tout u G ^£'[0, tr(a;) := 
Ylg^c ^i'^) ^ (^^'[C])^ ~ ^^[C]- ^̂  ^̂ ^ ^̂ ^̂ ^ ^^^' si a; G ^s', alors tr(a;) G 

On voit que, pour tout u G E*, tr(<^~-^(c/iogCol('w))) = d\ogCo\{u). 
Comme, pour tout x E S et tout to' G ^s', on a ti{x.Lj') = x.tr(a;'), la 
proposition resulte du lemme suivant: 

2.3.5. Lemme. Pour tout a; G ^£, on a Res(tr(<^~^u;)) = <^~ (̂Res a;). 

Preuve. L'application ip~^ est un isomorphisme de S sur S^ qui, en 
tant qu'homomorphisme de A-algebre, est cr~^-semi-lineaire. Avec des 
notations evidentes, on a done Res£:/(<^~^u;) = ip~^(Res£{u)). Le lemme 
se deduit done du resultat suivant: 

2.3.6. Sous-lemme. (i) Pour tout to' G 0,s', on a 

Res5(tr(a;')) == Res£:/(a;')); 

(ii) pour tout to E Q^s, on a 

Ress'{Lo) = p.Res£{u)). 

2.3.7. Preuve. Montrons la deuxieme assertion: Soit TT' G OS' un 
relevement d'une uniformisante du corps residuel E' de £' (qui est une ex­
tension radicielle de degre p de E"). Comme TT'̂  releve une uniformisante 
de £", on voit que, si 
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est le polynome minimal de TT' sur S^ et si Ton pose TT = —ao, alors TT releve 
une uniformisante de E et les a^, pour 1 < i < p — 1, sont divisibles par 
p dans O^/. On peux done ecrire 

TT =: 7r'^.(l + pa), avec a G C?^/. 

Comme tout cj E ^f pent s'ecrire a; = CJQ + aô îog?'') avec UJQ dans 
I'adherence de I'image de d et ao G î Oj ^t comme la formule est evidente 
pour cjo, il sufBt de verifier que Res£:/(ciiog7r) = p. Mais c'est clair car 

diogTT = p.diogTr' 4- <i(log(l 4- pa)) 

et le residu de d(log(l + pet)) est nul. 
Montrons alors la premiere asssertion: pour tout f̂ G C, on a Res£:/(^a;') 

= , Res£:/(c<;'), par consequent Res£:/(tr(a;')) = [£' : S].'Kess'{<j^') = 
p.Ress'{(^'). Comme on vient de voir que Ton a aussi Res£/(tr(u;')) = 
p.Res£(tr(a;')), on a bien Pegalite cherchee. 

2.4. Lot de reciprocHe explicUe 

2.4.1. Soit 

6s : Oe -^ Homcont {Gl\lp) = Homcont (GE^IP) 

rhomomorphisme defini par 

6eia){g) = {g-l){a), 

pour a E Os et g E G^ (ou a est une solution dans ^<^ , ou dans 

W{E^^^), OU encore dans W(E), cela revient au meme, de {(p—l){a) = a). 
On a Homcont(G£;, Zp) = Ext̂ x^ (Zp, Zp) et il resulte de Pequi-

valence entre (^-modules etales et representations p-adiques (proposition 
1.2.6. ci-dessus) que Ss est surjective et induit un isomorphisme 

h : Os/if - l)(Of) -> Homcont {G%', Ip) . 

2.4.2. Supposons maintenant le corps residuel k de E fini. Pour tout u G 
E*, notons QU G G^ Pelement fourni par Pisomorphisme de reciprocite 
(cf. par exemple, [Se68], chap. XIII, §4). Si x G O^: et t/ G £"*, posons 

[x,u) = Ss{x){gu) G Zp. 

Remarquons enfin que KQ — Frac W est une extension finie de Qp et 
que, pour tout aeW, Trj^Q/Qp(a) G Zp. 
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2.4.3. Proposition. Avec les hypotheses et les notations qui precedent, 
si X E Os et u £ E*, on a 

[x, u) = TFK^^/QP {Res(x.diog{Col{u)))). 

Preuve. On va deduire cette proposition des lois de reciprocite explicites 
de Witt ([Wi37]): si z G Wn{E) et si w E E\ notons [z,u)n G Z/p"Z C 
Wn(E) Telement defini par 

oil ^„ G WniE^'"') verifie ^{U) ~U^z. 
Si Ton pose Oe^n — Oe/p^^ on disp ose d'un homomorphisme 

Wn-l :Wn(E)^Oe,n, 

a savoir celui qui a (ZQ, zi,... ^ Zn-i) associe X2o<j<n-i P^ -i^jY ? ^^ 
Zj designe un relevement quelconque de Zj dans Oe,n- Alors {op, cii., 
Satz 18), si 2; G Wn{E) et si u est une unite de Oe^n relevant ti G ^*, on 
a 

[z,u)n = Tr (Res r̂ {wn-i{z).u~^du)) , 

oil Tr (resp. ResTr) est I'application induite par reduction mod p^ de 
T^^w/ip (resp. Res). 

La proposition revient a prouver que, pour tout n, si x^n designe 
1'image de x £ Os C W{E) dans Wn{E), on a 

[x<n^y')n= Trvv/Zp (Res(x.c?iog(Col(t/)))) mod p". 

Comme Wn-i{x^ri) n'est autre que la reduction mod p" de ^""^(x), et 
comme pour tout A G VF, TTw/ip{^^~^{^)) = ^Tr^y/z (A), cela resulte 
la proposition 2.3.4. 

A3 . Le cas des corps locaux de caracteristique 0 

Dans tout ce paragraphe, K est une cloture algebrique fixee de Â o-
Pour toute extension L de A"o contenue dans A", on pose GL = Gcd{K/L). 

On note C le complete de A pour la topologie p-adique usuelle (sur 
lequel GKQ opere par continuite). 

3.1. Le corps Fr R et quelques-uns de ses sous-amieaux 

3.1.1. Dans ce numero, KQ = Ko(^) et on note Â co C K la Zp-
extension cyclotomique de A'o si p :^ 2 et A"00 = UA'o( V^) si p = 2. 

Pour toute extension algebrique L de Â o contenue dans A', on pose 
HL = Gl n GK^^ ^L = GL/HL ((l^i est done un groupe isomorphe a Zp 
si L/KQ est finie, sauf peut-etre si p = 2, auquel cas il pent aussi etre 
isomorphe a Z2 x (Z/2Z)). 
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3.1.2. Rappelons la definition de Tanneau R introduit dans [Fo77] 
(cf., par ex., [Fo83a], n° 3.6). En tant qu'ensemble, R (resp. Fr R) 
est forme des families x = {x^^^)nei d'elements de Oc (resp. C) verifiant 
(^^(n+iy _ ^(n) pQ^j. ^Q^^ n £ l . On definit sur R Taddition et la multi­
plication par les formules 

(x2/)(") = ^('^)yW et (x + y)^''^ lim (x^+"^)-f y ( "+^ ) ) . 
mi-»-co \ / 

Cela munit R d'une structure d 'anneau. Choisissons un ideal a de Oc 
strictement contenu dans I'ideal maximal et contenant p. L'application, 
qui k X £ R associe la suite des reductions mod a des x^^\ pour n G N, 
definit un isomorphisme canonique 

R c=i lim .proj .nGNO^/^ 

(chaque application de transition etant I'elevation a la puissance p) que 
nous utilisons pour identifier ces deux anneaux (en particulier cette 
limite projective ne depend pas du choix de a; le choix habituel est I'ideal 
engendre par p). 

Soit k le corps residuel de Oc, qui est done une cloture algebrique de 
k. Pour tout a G ^, on note [a] son representant de Teichmiiller dans 

W{k) C Oc' L'application, qui a a G ^ associe {[a^ ])n£ii est un 
homomorphisme d 'anneaux et nous permet de considerer R comme une 
^-algebre (done a fortiori comme une fc-algebre). 

L'anneau R est un anneau parfait de caracteristique p, integre, et 
Fr R s'identifie bien a son corps des fractions. 

Si Vp est la valuation de C normalisee par Vp{p) = 1, on pose v{x) — 
Vp{x^^^)^ pour tout X G Fr i?. L'application v est une valuation de Fr R^ 
qui est complet, son anneau des entiers est R et son corps residuel est k. 

Le groupe GKQ opere par fonctorialite sur Fr R. 

3.1.3. On choisit un generateur du "Zp(l) multiplicatif," i.e., un element 
e = (6^^))nGN G R tel que 6̂ )̂ = 1 et e<̂ )̂ ^̂  1. C'est un element du Q^-
espace vectoriel des unites de l 'anneau R congrues a 1 modulo son ideal 
maximal. 

On pose alors 

aGFp 

(ou, rappelons-le, [a] G Zp est le representant de Teichmiiller de a). 

3.1.4. On note S(KQ) (resp. E(KQ)) I 'adherence dans R (resp. dans 
Fr R) de la sous-A:-algebre de R engendree par e (resp. de son corps des 
fractions). 
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On voit que E(KQ) est un corps value complet, a valuation discrete, de 
corps residuel Ar, que S(KQ) est Tanneau de ses entiers et que e — 1 en est 
une uniformisante. En particulier e appartient au Zp-module des unites de 
S{KQ) congrues a 1 modulo Tideal maximal, et E{KQ) est stable par GKQ 
(si X ' GKQ -^ 2* designe le caractere cyclotomique, on a g(€) = 6^(^)) et 
independant du choix de e. 

Le groupe fini F ; = G31{K'Q/KO)= Ga\{KooKo/^OO) opeiesm E{K'Q), 

avec action triviale sur le corps residuel. On note EQ le corps fixe et So 
I'anneau de ses entiers. L'extension E(KQ)/EO est une extension cyclique 
de degre p—l totalement ramifiee. On voit que TTQ = 1+ tj:E{K' )/EQ{^) € 
£"0. Un calcul facile montre que i;(7ro) = P = {p — l).v{€ — 1), i.e., que TTQ 
est une uniformisante de EQ. 

En particulier, on a montre: 

3.1.5. Proposition. Avec les notations qui precedent, soit So (resp. 
Eo) radherence dans R (resp. dans Fr R) de la sous-k-algebre de R 
engendree par TTQ (resp. de son corps des fractions). Alors So et EQ 
sont independants du choix de 6, stables par GKQ et fixes par HKQ = 
Gai(A'/A'oo)- On a ^(TTQ) = p, Eo est un corps value complet, a valuation 
discrete, a corps residuel k; Vanneau So est Vanneau de ses entiers et TTQ 
en est une uniformisante. 

3.1.6. Theoreme. Le corps Fr R est algebriquement clos. La fer-
meture algebrique Eo et la fermeture separable E^^ de Eo dans FTR 
sont denses dans FvR et stables par GKQ- L^action induite de HKQ sur 
El ^^ est Eo-lineaire et identifie HKQ a Ga\{El^^/Eo). Pour tout sous-
group e ferme H de HKO ? (Fr R)^ est le complete de la cloture radicielle de 
(EQ^^)^ (en particulier, (Fr R) ^0 est le complete de la cloture radicielle 
de Eo = k{{7to))). 

3.1.7 Preuve . Posons ( = e(^) et, pour tout n, K^ = /^(e^")). Soit An 
le quotient de Tannneau des entiers de Kn par Tideal a„ == (^ — l)OKn • 
On voit que pour tout n > 2, tout g E Ga\{Kn/Kn-i) et tout x G OKU^ 
{g — l)x E an. Comme par ailleurs p E. Gn^ I'application qui k x ^ Oxn 
associe I'image dans An-i de ^OTK^/X^_^{X) est un homomorphisme 
d'anneaux dont le noyau contient an- Par passage au quotient, on ob-
tient done un homomorphisme d'anneaux An —> ̂ n - i - L'anneau A = 
lim.proj.An est Tanneau des entiers du corps des normes de Pextension 
{UKn)/I< introduit dans [FW79] et etudie dans [Wi83]. 

Par ailleurs, I'inclusion de Oxn dans Oj^ peimet d'identifier chacun des 
An a un sous anneau de Oj^/iC ~ ^)^Jc ^ ^c/a en notant a I'ideal de 
Oc engendre par C — 1; via cette identification, Tapplication de transition 
de An dans An-i est juste Televation a la puissance p. Autrement dit 
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I'anneau A s'identifie a un sous-anneau de R. II est facile de voir qu'alors 
A = k[[€ — 1]] = S(KQ), done que le corps des normes de I'extension 
(UKn)/K est E{K'Q). II resulte alors du theoreme 3.1.2 de [Wi83] que 
EQ est le corps des normes de Textension. Le theoreme resulte alors de 
[op. cit. , cor. 4.3.4]. 

3.1.8. Pour toute extension finie K de A'o contenue dans K, on note 
p^^' le degre de 1 'extension Koo H K/KQ, on pose 

et on note S{K) I 'anneau des entiers de E{K) (lorsque A' = A^Q, les 
notations sont compatibles avec celles du n° 3.1.3). C'est une extension 
finie de EQ. Si A C L, E{K) C E{L) et [E{L) : J^(A)] = [L : A ] , le 
degre d'inseparabilite etant p^^~^^. Si I'extension L/K est galoisienne, 
E(L)/E{K) est normale et le groupe de ses automorphismes s'identifie a 
Gal(AAoo/AVi^oo) = HK/HL. _ 

Enfin, si L est une extension algebrique de KQ contenue dans A , on 
note E{L) la reunion des E{K) pour A parcourant les extensions finies 
de Ao contenues dans L. 

3.2. Le corps W-j^{Fv R) et quelques-uns de ses sous-anneaux 

3.2.1. Les anneaux W{R) et W{Fi R) spnt_des Py(fc)-algebres. Si A 
est une extension finie de K contenue dans A , ou I 'anneau de ses en-
tiers, et si k' est le corps residuel de cette extension, on pose WA{R) — 
A^w(k')^^{R) et WA(FT R) = A(^w(k')W{Fi R). Si L est une extension 
algebrique de A'o contenue dans A , on note Wi,(Fr R) la limite inductive 
des WK{FT R)^ pour K parcourant les extensions finies de Â o contenues 
dans L. 

On voit que WKQ(FT R) = W{FT R)[l/p] est un corps value complet de 
caracteristique 0, absolument non ramifie, de corps residuel Fr R, dont 
I 'anneau des entiers est W(FT R). 

Le fermeture algebrique de AQ dans WK^{FI R) s'identifie a I'extension 
maximale non ramifiee de Â o contenue dans K. On en deduit que pour 
toute extension algebrique L de A' contenue dans A', WL{FV R) est un 
corps, extension algebrique de WKQ (FTR) dont I'anneau des entiers est 
Wo^i^T R). 

Le Frobenius (p agit sur Fr R (par x h-> x^) et par fonctorialite sur 
WKO{FV R). Les sous-anneaux W{R), W{FT R) et WKoiR) = W(R)[l/p] 
sont stables par (p. 

L'action naturelle de GKQ sur A et sur WKQ{FT R) s'etend en une action 

sur W^^(Fr R). Un grand nombre de ses sous-anneaux sont stables par 

GKQ] si A C i C A , WL(Fr R) est stable par GL (et aussi par GKQ si 
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L/KQ est galoisienne). 

3.2.2. Dans W{R), [e] appartient au Zp-module des unites congrues a 
1 modulo r ideal maximal. On pose TT̂  = [e] — 1 G W{R). 

Pour tout n E N, Wn{R) (resp. W„(Fr R)) s'identifie, en tant qu' en­
semble a R^ (resp. (Fr R)^) et on le munit de la topologie produit 
(avec la topologie definie par la valuation sur R et Fr R). On munit 
W{R) et W{Yi R) de la topologie de la limite projective et WKQ{F^ R) = 
\J p~'^W{Fv R) de la topologie de la limite inductive. 

Notons S{KQ) (resp S(KQ)) Tadherence dans W(R) (resp. dans 
WKQ(P^ R)) du sous-anneau (resp. du sous corps) engendre par W et 

II est immediat que la reduction mod p de S{KQ) s'identifie a S{KQ) 
et que S{KQ) s'identifie a Tanneau des series formelles en la variable TT̂  a 
coeflftcients dans W. Le corps S{KQ) est un corps value complet, absolu-
ment non ramifie, dont le corps residuel s'identifie a E{KQ) et I 'anneau de 
ses entiers est le separe complete de W{{'K^)) pour la topologie p-adique. 

Si ^ G GKQ ) on a g-K^ — {^-\- TT^)^^^^ — 1; on a aussi (fw^ — {\-\- TT^Y — 1. 

On en deduit que S{KQ) et S{KQ) sont independants du choix de e, stables 
par GKQ et (f. 

On pose So = ( 5 ( / i ^ ) ) ^ ^ o et So = {S{K'o)f^o . En particulier S{K'Q)/SO 
est une extension cyclique, de degre p—\. On pose 

a€Fp 

On voit que TTQ = ^^e{K')/So{'^^) ^^ ^^ I'image de TTQ dans R n'est autre 

que TTQ. 

La propostion suivante est alors immediate: 

3 .2 .3 . P r o p o s i t i o n . Soit TTQ G W{R) defini par 

aefp 

Alors Fadherence So de la sous-W-algebre de W{R) engendree par TTQ 
s'identifie a Fanneau des series formelles en TTQ a coefficients dans W. 
Le separe complete de W{{7ro)) pour la topologie p-adique s'identifie a 
Vanneau des entiers OSQ d'un sous-corps ferme So de WKQ{F^ R), Qui 
est un corps absolument non ramifie dont le corps residuel est EQ. Les 
anneaux So, OSQ, Gt So sont des sous-anneaux de WKQ(FI^ R), stables par 
(f et GKOJ independants du choix de e. 

3.2.4. Remarque. Soit i le generateur de Zp(l) associe a e (i.e., t est e 
mais on pense a lui additivement !). Soit Ko{{t)) le corps des fractions 
du separe complete de I'anneau /io '^ip SymzpZp(l) pour la topologie 
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^-adique (qui est in depend ante du choix de t). Ce corps est muni d'une 
action naturelle de GRQ et de (p (on pose <p(^cini^) = J2^{^ri)p^i^)' 
L'anneau S{KQ) s'identifie a une sous-l^-algebre de Ko{{t)) en identifiant 
[e] a e* (c'est independant du choix de e, du moment que le choix de i est 
coherent avec e); cette identification est G/^-Q-equivariante. On a done 

TTe =e^ - I . 

On a ^0 C Ko{{t)f''^ = Ko{{iP-^)). On voit que 

7ro-(p-l). J2 ^"/ '̂-
n>0, ( p - l ) l n 

On remarquera que SQ et Oso "refusent" de se plonger dans Ko{{i)). 

3.3. Les (f-T-modules 

3.3.1. On reprend les hypotheses et notations du n° 1.1 et on suppose 
en outre que l'anneau A est muni d'une action d'un groupe F, compatible 
avec la structure d'anneau et commutant a Tendomorphisme cr. 

On appelle (f-T-module sur A la donnee d'un <^-module sur A muni 
d'une action semi-lineaire de F commutant a Faction de (p. 

Ces ^-F-modules sur A forment, de maniere evidente, une categorie 
abelienne T^MA, munie d'un produit tensoriel. Le foncteur "oubli de 
Faction de F" est un (8)-foncteur exact et fidele de T^M^ dans ^M^. Si 

F ' ^ F 

est un homomorphisme de groupes, F' agit par transport de structure sur 
A et on a un (g)-foncteur exact et fidele 

" transport de structure" : T^MA -^ T'^MA ; 

le foncteur "oubli de Faction de F" est le cas particulier correspondant a 
choisir F' = {1}. 

3.3.2. Supposons maintenant A et F munis d'une topologie pour laquelle 
ils sont separes et complets et que F opere continument sur A. Supposons 
egalement A cr-plat et noetherien. 

Par definition, un cp-T-moduk eiale sur A est un <^-F-module M sur 
A, dont le <^-module sous-jacent est etale et sur lequel Faction de F est 
continue (il n'y a pas d'ambiguite sur la topologie de M car un <^-module 
etale est en particulier de type fini sur A). 

Beaucoup des discours que I'on pent tenir sur les (^-modules etales 
s'etendent aux <^-F-modules etales. En particulier ceux-ci forment une 
(8)-categorie abelienne que nous notons T^M^^-
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3.4. Representations p-adiques de GK 

3.4.1. On fixe une extension finie K de A'o contenue dans K. On ecrit 
E, S, G, H, r au lieu de ^(A^, 5(A), GK. HK, TK s'il n'y a pas de 
risque de confusion. 

On note £^ — ^"^ I'adherence, dans WKQ{^^ -R), de I'extension maxi-
male non ramifiee de S contenue dans ce corps. L'anneau de ses entiers 
est I'adherence de I'henselise strict de Os dans W{FY R). 

Le groupe H s'identifie au groupe GE — Gal{E^^^/E). On pose 

SoiK) = (S""")" , SiK) = ¥'"'•" (^o(A')) = (^"'•'^ {£'"'))" 

(lorsque K = A'Q, cette notation est compatible avec celle du n° 3.2.2); on 
note (!?5Q(A) (resp. Os{K)) Tanneau des entiers de So{K) (resp. 8{K)). 
On a ^o(A^o) = S{I<o) = SQ. On ecrit 8, Oe au lieu de ^(A) , Oe{K) s'il 
n'y a pas de risque de confusion. 

On pent appliquer la proposition 1.2.6 et le foncteur Ds induit une 
0-equivalence entre representations Zp-adiques de H et <^-modules etales 
sur Os-

3.4.2. Mais on a beaucoup mieux: Si V est une representation Zp-adique 
de G, le (^-module etale sur Oe 

De{V)=(o^^,®z^v)" , 

est muni d'une action semi-lineaire continue de G/H — F, i.e., a une 
structure naturelle de </?-F-module etale sur Os-

De meme, si M est un ^-F-module etale sur Oe. le groupe G opere 
continument sur O^nr ^o^ M et le Zp-module de type fini 

Ve{M)=(o-^,®OeM)^^^ 

est stable par G. 
Le resultat suivant est immediat: 

3.4.3. Theoreme. Le foncteur De induit une <S>-equivalence entre les 
categories Hepj (G) etT^M^ . Le foncteur Ve est un quasi-inverse. 

3.4.4. Remarques. (a) Bien sur, dans tout ce qui precede, on pent 
travailler avec £Q{K) a la place &e £ — S{K). Si r = r^ , le ^-F-module 
etaleD£:(F) sur Oe est canoniquement isomorphe kDeQ(^K){^). ^^ comme 
O^-module via la restriction des scalaires (p~^ : OeQ(K) —^ Oe{K) (via 
I'isomorphisme A0x i-̂  (p^(X).(p^(x)^ si A E ^~^{Oe{K)) et x G De(K){^))' 

(b) Soient AQ C K C L C A", avec L et A' extensions finies de AQ. Si 
V est une representation Zp-adique de GR, on a 
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Inversement, si ron suppose en outre L/K galoisienne, D£^L^(V) est 
muni d'une action semi-lineaire de H(L/K) := HK/HL. Si Ton pose r = 
rt-VK, on a {EL)"^^I^) = <P-'{EK) et 'p-'iO£^K))®Oe^K^D£^K)iV) = 

(c) Notons roM^ la categoric des ^-F-modules sur £ qui peuvent s'ob-
tenir en rendant p-inversible a partir d'un ^-F-module etale sur Os- On 
voit que c'est aussi la categorie des f-espaces vectoriels de dimension finie, 
munis d'une structure de <^-r-module, dont le ^-module sous-jacent est 
de pente 0 (cf. Al.2.7). 

Pour tout objet D de cette categorie, Vs{D) = (^nr 0 D)ip=i est un 
Qp-espace vectoriel de dimension finie sur lequel GK opere. Le fonc-
teur Vs definit une (^-equivalence entre la categorie r$M^ et la categorie 
RepQp(Gi<') et le foncteur 

est un quasi-inverse. 
II est parfois commode d'utiliser le foncteur contravariant VJ et son 

quasi-inverse D^^ definis par 

V*e{D) = VeiD*) = Hom*^ [D,£„r) 

et D*,(V)=D£{V*)= Home^ ( l / ,^nr) . 

3.4.5. L'operateur de monodromie: Soient V une representation p-
adique de GK, MQ = D£Q(V) et M = Ds{V). Comme on Ta vu au n® 
2.1.5., il existe sur MQ une unique connexion 

V : Mo -^ Mo^Qo^ ^r.. 

telle que V o <̂  = ^ o V., et il est clair que V commute a Taction de F. 
D'autre part, QQ^ .^. est un (^^^(x)-module libre de rang 1 de base 

^iog(H)- Autrement dit Fapplication 

a®t -^ ad\og{[€]) 

(ou t est le generateur de Zp(l) associe a e comme au n° 3.2.4) definit un 
isomorphisme canonique de 05Q(;^)-modules 

Le choix de e permet alors de definir un operateur (fonctoriel) 
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N : Mo -^ Mo, 

en posant Vx = Nx.d\og{[€]). 
On voit que Â  est M^-lineaire, verifie 

N(p = p(pN, Ng = x{9)9N, pour tout g eG 

et N{Xx) = X.Nx + NX.x, si X e Os^, x e MQ (et ou, dX = A^A.diog([e]). 
On pent faire la meme chose pour M , a condition de remplacer 0 5 Q ( K ) 

par Osi^K) et rfiog(H) par p" ' '^rfiog(H). 
II semble que, dans le cas d'une representation p-adique potentiellement 

semi-stable ([Bu88]), N soit lie a Toperateur de monodromie qui opere sur 
"la realisation de de Rham" de cette representation (cf. 11°). 

B . R e p r e s e n t a t i o n s jp-adiques de h a u t e u r finie 

B l . Le cas d'egale caracterisiique: les (p-modules de hauteur finie 

1.1. Conventions 

1.1.1. Dans tout ce paragraphe, on note S un anneau local regulier de 
dimension 2, complet, de caracteristique 0, a corps residuel parfait k de 
caracteristique p, muni d'un Frobenius, i.e., d'un endomorphisme 

y?(zr: a) : S ^^ S 

verifiant (px = a:P(mod p). 
Si ms designe Tideal maximal de 5,1'existence d'un Frobenius implique 

que p ^ m | . Si Ton pose W = W{k) et si Ton choisit w G rns tel que 
ms = (p, TT), Tanneau S s'identifie a Tanneau VF|7r| des series formelles 
en TT a coefficients dans W. Le Frobenius est determine par (pw (qui pent 
etre a priori n ' importe quelle serie formelle congrue a TT̂  mod p): on a 

<f(j2^n^'") =Y^(^M{^^T. 

ou a est le Frobenius usuel sur W ( tout ce qu'on va faire dans la suite est 
independant du choix de TT, qui permet seulement d'ecrire tout explicite-
ment) . 

1.1.2. On note 5^^) le localise de S en p, Os sa completion et £ le 
corps des fractions de Os. 

Pour tout entier n > 1, on pose Os n = Oe/p^Os — '5'(p)/p"5'(p) et 
5„ = 5/p"5. 

Le corps E est un corps complet pour une valuation discrete, absolument 
non ramifie, dont le corps residuel est £" = Fr 5 i == ^((TT)) , si ^ designe 
I'image de TT dans S\, 
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1.2. Modules de type fini sur S 

1.2.1. Les ideaux premiers de hauteur 1 de 5 sont tous principaux. II 
y a 

- d'une part I'ideal engendre par p, 
- d'autre part, les ideaux de la forme (P(7r)), ou P est un polynome, a 

coefficients dans W, irreductible unit aire, dont tous les coefficients autre 
que celui du terme de plus haut degre sont divisibles par p. 

Nous disons qu'un 5-module est elementaire indecomposable s'il est 
libre de rang un ou isomorphe a S/p^, ou p est un ideal premier de 
hauteur 1 de 5 et n un entier > 1. 

Un 5-module est dit elementaire s'il est somme directe d'un nombre fini 
de modules elementaires indecomposables. Dans une telle decomposition, 
la multiplicite de chaque facteur indecomposable est bien determinee. 

1.2.2. Proposition. Si N est un S-module de type fini, il existe un 
S-module elementaire M et une application S- lineaire 

r}:N-^M, 

dont le noyau et le conoyau sont des S-modules de longueur finie (on dit 
souvent que Â  est "quasi-isomorphe" a M). De plus, M est unique a 
isomorphisme pres. 

Preuve . C'est un resultat bien connu, qui est a la base de la theorie 
d'lwasawa (cf., par exemple, [Se58] ou [La78], Thm. 3.1). 

1.2.3. Corollaire. Soit N un S-module de type Sni sans torsion. II 
existe des S-modules libres de type fini L et M et des applications S-
lineaires injectives 

L-^ N et N -^ M 

dont le conoyau est annule par une puissance de p. 

Preuve . Soit 

7]: N -^ M 

une application 5-lineaire, a noyau et conoyau de longueur finie, de Â  
dans un 5-module elementaire M. On pent ecrire M = M' 0 Mp.tor, ou 
M' est un module elementaire sans p-torsion. Comme Â  est sans torsion, 
T] est injective, de meme que son compose avec la projection de M sur 
M', ce qui montre que M = M', i.e., que M est sans p-torsion. 

Soit r un entier tel p^ annule Coker 77. L'application, qui a x E M 
associe I'unique y E N tel que 'r]{y) — p^x^ definit un isomorphisme de M 
sur un sous-module L de N. Mais alors L et M sont a la fois elementaires 
et sans torsion, done libres. 
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1.2.4. Proposition. Soil N un S-module de type fini sans torsion. 
Alors Af — Os <S>s N est un Os-module libre de rang fini, Vapplication 
de N dans J\f, qui a x associe I ^ x est injective. Si Von s'en sert pour 
identifier N a un sous-S-module de Af, N[l/p] HAf es t un S-module libre 
de rang fini. 

Preuve. Soient L -^ N —^ M comme dans le corollaire 1.2.3. On a un 
diagramme commutatif 

L > N y M 

Oe 0 5 L y Oe Os Â  > Oe 0 5 M 

ou les fleches horizontales du haut sent injectives par definition, celles du 
bas par platitude et les fleches verticales extremes parce que L et M sont 
libres. On en deduit I'injectivite de la fleche verticale du milieu et le fait 
que Os 0 5 L, Ô r 0 5 M et done aussi Oe 0 5 N sont des C7£:-modules libres 
de rang fini egal au rang d de M sur S. Si Ton utilise ces injections pour 
identifier tons ces modules a des sous-5-modules de Ai = Oe 0 5 M, on 
voit que 

Âo = N[l/p]nAf = M[l/p]nAfc M[l/p] n A^ = M 

est un 5-module de type fini. Par construction, Papplication 

No/pNo -^ N/pM 

est injective et NQ/PNQ est un C7^-module de type fini sans torsion, done 
libre. Si e i , e2 , . . . , e^ sont des elements de NQ qui relevent une base 
de No/pNo, les ê  engendrent NQ et sont lineairement independants. lis 
constituent done une base de Âo qui est bien libre. 

1.2.5. On dit qu'un 5-module M est sans p'-torsion si, pour tout x E M 
tel que Ann (x) ^ 0, il existe m G N tel que Ann (x) = p^S. 

Si M est un 5-module de p-torsion, M est sans p'-torsion si et seulement 
s'il est sans 7r-torsion. Un 5-module elementaire M est sans p'-torsion si 
et seulement s'il est de la forme 

M ~ 5 ' ' e ( ® „ g M ( 5 „ / " ) , 

ou d et les d^ sont des entiers presque tous nuls. 

1.2.6. Remarquons que si M est un 5-module de type fini sans p'-torsion 
et tue par p, c'est un module de type fini, sans torsion sur Si — k[TT\\ il 
est done libre sur 5i , done elementaire. La proposition suivante permet 
alors de ramener, par devissage, un certain nombre de questions sur les 
S'-modules de type fini sans p'-torsion au cas ou ceux-ci sont element aires. 
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1.2.1. Proposition. Soit M un S-module de type fini, sans p'-torsion. 
Pour tout i G N, soit 

Mi = {xeM\3reN tel que if x G p*M} . 

Alors Mi est independent du choix de TT, chaque quotient Mi/Mi^i est 
un Si-moduIe libre et, pour i sufRsamment grand, Mi est un S-module 
libre. 

Preuve. Si TT' est un autre element de S tel que ms = (p,TT'), on pent, 
quitte a multiplier TT par une unite supposer que TT' = 7r(mod p). On a 
done w'^ = 7r^(mod p*) des que p*~^ divise r et Mi est bien independant 
du choix de TT. 

Chaque Mi/Mi^i est tue par p et sans 7r-torsion. C'est done bien un 
5i-module libre. 

Soit T) : M —^ L une applieation lineaire de M dans un 5-module 
libre, telle que le noyau et le eonoyau sont de p-torsion. Cette applieation 
permet d'identifier M[l/p] a L[l/p]. Par ailleurs, si Ton definit les Li 
eomme les M^, on a Li — p^L. 

Notons Mi (resp Li) C M[\/p] Tensemble des p~* 0 x, pour x G Mi 
(resp. Li). On a Li = L et les Mi forment une suite eroissante de 
sous-5-modules de L, qui est done stationnaire. 

Si Ton ehoisit i tel que p*M est sans p-torsion et Mi = M^^i, on a 
Mi^i — pMi, done Mi/pMi est hbre sur Si et Mi est libre sur S. 

1.2.8. Remarque. Si M est un S'-module de type fini sans p'-torsion, il 
en est evidemment de meme de Ker p* et de M/Ker p*. En partieulier, 
les Ker pYKer p*"̂ ^ sont elementaires. 

1.2.9. Comme a : S -^ S est fidelement plat, 

M ^ M^ =S<S)s M 
a 

est un foneteur exaet et fidele de la eategorie des 5-modules de type fini 
dans elle-meme. 

Proposition. Si M est un S-module de type Rni, sans p'-torsion, alors 
Ma est aussi sans p'-torsion. 

Preuve . Par devissage, la proposition 1.2.7 nous ramene au eas ou M est 
element aire; il suffit de le verifier lorsque M est element aire indecompo­
sable, auquel eas e'est trivial. 

1.3. Les (p-modules p-eiales 

1.3.1. Nous disons qu'un v^-module M sur S est p-eiale si c'est un 5-
module de type fini, sans p'-torsion , et si le (^-module M(p) = 5(p) 0 5 M 
est etale. On note ^ M J ^ la sous-categorie pleine de la eategorie des 
<^-modules sur S dont les objets sont eeux qui sont p-etales. C'est une 
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categoric additive, Z^-lineaire, qui n'est pas abelienne. Le foncteur M H-̂  
M(p) est un foncteur additif, exact et fidele de ^ A f | dans ^Af|* . 

1.3.2. Remarque. Soit ^Ms^p la categoric suivante: 
- un objet est un couple {N, M) forme d'un ^-module etale TV sur 
Sfp) et d 'un "5-reseau" M de A'', i.e., d 'un sous-5-module de type fini M 

de N tel que I'application naturelle 5(p) 0 5 M -^ N est un isomorphisme 
(il revient au meme de se donner un 5-module de type fini M sans p ' -
torsion et une structure de ^-module sur N = ^(p))] 

- un morphisme de {Ni,Mi) dans {N2,M2) est un morphisme de (p-
modules a : Ni -^ N2 tel que a{Mi) C M2. 

La categoric ^Mi s'identific alors a la sous-categoric plcine de ^Ms,p 

formee des (AT, M ) tels que <f{M) C M . 

1.3.3. P r o p o s i t i o n . Soit M un (p-module sur S, qui est un S-moduIe 
de type Bni, sans p'-torsion. Considerons les assertions suivantes: 

(i) le (f-module M est p-etale; 

(ii) il existe q E S, non divisible par p, qui annule M/^{Ma); 

(iii) rapplication $ : M^ -^ M est injective. 
Alors (i) <^ (ii) => (iii). Si M est de p-torsion, les trois assertions sont 
equivalentes. 

P r e u v e . D'apres la proposition 1.2.9, M^ est aussi sans p'-torsion et dans 
le carre commutatif 

M, . (M,),„ = («„))„ 

1 1 
M > Mf^p^ 

les fleches horizontales sont des injections. Ceci nous permet d'identifier 
M (resp. Ma) a un sous-5-module de M(p) (resp. de (M(^p^)a)-

L'implication (ii) => (i) resulte de ce que, si q E S n'est pas divisible 
par p, alors q est inversible dans 5(p). Inversement, si M est p-etalc et si 
xi,X2,' • • ,Xd engendrent M comme 5-module, il existe yi , y2, • • • ,yd G 
(M(p))^ tels que ^yj = Xj. Mais il existe q £ S — pS tel que qi/j G M^^ 
pour tout j . Done ^(M^j) contient le sous-5-module engendre par les 
^{qi/j) = qxj et M/<^{M(j) est annule par q. 

Si M est p-etale, I'injectivite de <̂  : {M(j,^)(j —> M(̂ p) implique celle de 
Ma -^ M et (i) => (iii). Si M est de p-torsion, et si ^ : Ma -^ M est 
injective, il en est de meme de (M(p))<7 —̂  ^(p) Q^i ^st done bijective 
puisque source et but sont des S'(p)-modules de meme longueur finie; on 
a done bien (iii) => (i) dans ce cas. 

1.3.4. Si M est un (p-mod\i\e p-etale sur 5 , on appelle hauteur de M et 
on note h{M) I'ideal Ann ( M / ^ ( M ^ ) ) . 
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1.3.5. Proposition. Soit 

0 -^ M' -> M ^ M " -^ 0 

une suite exacte de (p-modules sur S dont les S-modules sous-jacents sont 
de type £ni et sans p'-torsion. Alois M est p-etale si et seulement si M' 
et M" le sont. S'il en est ainsi, h{M') D h{M), h{M") D h{M) et la suite 

0 -> M 7 ^ ( M ; ) -> M/^ (M^) -^ M"l^ (M'J) -^ 0 

est exacte. 

Preuve. Avec des notations evidentes, on a un diagramnie commutatif 

X 

0 

1 

i 

1 

M„ 

M 

A 

1 i 
0 0 

0 

X 

M'l 

M" 

K" 

0 

dont toutes les lignes et les colonnes sont exactes. 
Si M' et M" sont p-etales, il existe q', q" E S — pS tels que q' annule 

A' et q" annule A''; alors q'q" annule A et M est p-etale. 
Supposons M p-etale. II existe q E S — pS qui annule A; il annule 

a fortiori A" et M " est p-etale. D'apres la proposition precedente, ^ : 
M'J —^ M" est injective, done X = 0. Le result at est alors evident. 

1.3.6. Soient M un v^-module p-etale sur 5, M' un sous-<^-module de M 
et M" — M/M' le (^-module quotient. On dit que M' est un sous-objet 
strict de M ou que M" est un quotient strict de M si M' et M" sont tons 
deux p-etales. Ceci revient done a demander que M" soit sans p'-torsion. 

Remarquons que, avec les notations de la proposition 1.2.7, si M est un 
<;̂ -module p-etale sur 5, les Mt sont des sous-objets stricts de M, chaque 
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Mi^i etant un sous-objet strict de M,. La proposition 1.2.7 implique 
done que tout <^-module p-etale pent se fabriquer par un nombre fini 
d'extensions successives de (^-modules p- etales element aires. 

1.4. Les foncteurs j * et j ^ 

1.4.1. On note j : S —^ Oe I'inclusion. Si M est un <^-module sur S, 

f{M) = Oe^sM = Oe ^s^^^ {S(p) 0 5 M) 

et le lemme de Nakayama implique que, si M est de type fini et sans 
p'-torsion, alors M est p-etale si et seulement si j*{M) est etale. 

Comme Os est plat sur S, le foncteur j * est exact; sa restriction a la 
categorie des ^-modules sur S qui sont p-etales, est un foncteur exact et 
fidele, que nous notons encore 

Nous allons voir que ce foncteur admet un adjoint a droite. Pour cela, 
pour tout <^-module ^f sur Of, notons Fs{Af) Tensemble des sous-5-
modules de type fini de Af, stables par (p. 

1.4.2. Theoreme. (i) Soit Af un (p-module etale sur Os- Alors, si 
N € Fs{Af)f N est p-etale sur S et rapplication naturelle Os 0 5 N —^ J\f 
est injective. En outre 

j.{Af) = UNeFs(Ar)N 

est encore dans Fs{Af). 

(ii) Pour tout objet J\f de^M^ , j*j*Af —>• J\f est un monomorphisme; 
c^est un isomorphisme si M est de p-torsion. 

(iii) Si Af est un objet de^M^ , sans p-torsion, alors j^^Af est libre sur 
S, de rang inferieur ou egal au rang de Af sur Os et j^j^cAf —̂  Af est un 
isomorphisme si et seulement si 

rangs {j*Af) = range^ (Af). 

(iv) Les foncteurs j * et j ^ sont adjoints (i.e., si M est un objet de ^M^ 

et Af un objet de ^MQ on a 

Eom {M,j,Af)= Eom(rM,J^)). 

Remarquons que, si A '̂i, N2 E Fs{Af), alors Ni + ^̂ 2 aussi. En parti-
culier, j*(A/') est un <^-module sur S. On pent done au moins considerer 
j * comme un foncteur additif 

et il est clair que ce foncteur est exact a gauche. 
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1.4.3. Lemme. Si J\f est de p-torsion, alors Fs{J\f) contient un (p-
module No sur S qui engendre Af en tant que Os-module. 

Preuve. Choisissons des elements e i , e2 , . . . ,6^ E A/' et des entiers 
n i , n 2 , . . . ,nrf > 1 tels que Ann (e^) = p^^ Oe et Af = ®i<j<dO£^nj-ej. Si 
n est le plus grand des nj, on pent trouver une matrice A — {<^j/)i<j/<d 
a coefficients dans Os^n telle que 

et le fait que Af est etale implique que la matrice A est inversible. 
Choisissons q E ms fl (5 — pS) tel que (pq = gP(mod p") (comme 

(fir ~ 7r^(mod p), on pent prendre, par exemple, q = TT^ ). 
Comme Os^n = Sn[l/q], il existe un entier s tel que tons les q^aj^i E Sn-

Si je choisis r tel que (p — l)r > s, on a 

et il suffit de prendre pour No le sous-5-module engendre par les q^Cj. 

1.4.4. Lemme. Les assertions (i) et (ii) sont vraies lorsque J\f est tue 
par p. 

Preuve. Commengons par remarquer que jV est un E- espace vectoriel 
de dimension finie d. Tout objet de Fs{Af), comme n'importe quel sous­
es £;-module de type fini de Af, est un C^^^-module libre de rang < c? et 
Tapplication Os 0 5 N -^ Af est injective. Elle identifie done Oe <S>s ^ a 
un sous-O^r-module de Af stable par (p, qui est done etale et N est bien 
p-etale. 

Soit No un element de Fs{Af) contenant une base (ej)i<j<^ de Af sur 
Os^i = E. Soit C = A^Af. Si e = ei A 62 A . . . A e^, il existe une unite r] 
de Si = OE et un entier m tels que (pe = ir^rje. On en deduit que, pour 
tout s' E N, il existe une unite ifg de OE telle que 

^ (e ) = TT V "̂  "̂  "^ ^ -Tlse. 

Soient Â 'i le sous-5-module de Af engendre par les Cj et r un entier tel 
que (p— l)r > m. Monirons que, si N E Fs{Af), alors N C 7r""''+^7Vi: 

Quitte a remplacer N par N -^ Ni, on pent supposer que les Cj E N. Si 
A'' (jt. TT'^'^^Ni, on pourrait trouver a:i,a:25- - - ,Xd ^ E^ avec I'un des Xj 
egal a 7r~'' tels que x = '^ XjCj E N. Quitte a changer la numerotation, on 
pent supposer que Xd = T^~^. On aurait done y = eiAciA.. .Acd-i Ax ^ 
L = A^AT, qui est un sous-O^j-module libre de rang un de £, stable par 
(p. Mais ce n'est pas possible car y ~ 7r~^e, done, pour tout s E N, 

et les (p^{y) engendrent C comme 5-module. 
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Par consequent, toute suite croissante d'elements de Fs(Af) est station-
naire. Done i*(A/') est un objet de Fs{J^) et est bien p-etale. La double 
inclusion Â i C i*(A/') C 7r~^'^^Ni montre que j*(A/') est un sous-0£;-
module du £'-espace vectoriel de dimension finie Af, contenant une base 
de E et ayant son rang egal a la dimension de AT, et 

est bien un isomorphisme. 

1.4.5. Lemme. Les assertions (i) et (ii) sont vraies lorsque Af est de 
p-torsion. 

Preuve. Pour tout Â  G Fs{Af), Tinjectivite de I'application Os <S>s N -^ 
M resulte de ce que c'est injectif lorsque Ton se restreint au noyau de la 
multiplication par p; en particulier Oe 0 s ^ s'identifie a un sous-objet de 
M et est done etale et N est bien p-etale. Comme S est noetherien, pour 
achever de prouver (i), il suffit de verifier que ji,{N) est un 5-module de 
type fini. 

On va proceder par recurrence sur le plus petit entier n tel que p^J\f = 0. 

La suite exacte 

0 —> Ker p —> M —^ Im p —̂  0 

induit une suite exacte 

0 —̂  i*(Ker p) -^ j*(A') -^ i*(Im p). 
D'apres le lemme precedent, j*(Ker p) est un 5-module de type fini; il en 
est de meme, par hypothese de recurrence de j*(Im p), et done aussi de 

Pour (ii), on remarque que, d'apres le lemme 1.4.3, I'application 

est surjeetive, tandis que I'injectivite resulte de (i). 

1.4.6. Lemme. Les assertions (i), (ii) et (iii) sont vraies lorsque Af 
est sans p-torsion. 

Preuve. Soient Afi = J\f/pAf^ Q la projection de M sur Mi et Ni la 
somme des ^(A'') pour N G Fs{M). II est clair que Ni C i*(A/i); c'est 
done un O^j-module libre de rang r inferieur ou egal au rang d die M sur 
Oe. 

Soit M G Fs{M) tel que la projection de M sur A'̂ i est surjeetive (il est 
clair qu'un tel M existe). Soient (ej)i<;<r des elements de M relevant 
une base de Ni et P le S'-module libre engendre par les Cj. Montrons que 
M = P. Pour cela, pour tout n G N, posons M" = {p~'^M)nAf] les M"^ 
forment une suite croissante d'elements de Fs{Af) verifiant g{M^) = Ni. 
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Si X G M, on fabrique, de proche en proche des suites Xz E P et yi E M* 
telles que 

done X — ^p^Xi G P' Ceci prouve que jit.{Af) = P , et les assertions (ii) 
et (iii) en resultent. 

Si Â  G Fs{Af), N C P; I'application Oe^sN ^ Oe 0 5 P est injective, 
done aussi son compose avec Tapplication Oe^sP -^ J^\ ceci nous permet 
en particulier d'identifier Os^sN kun sous-objet de J\f qui est done etale, 
d'apres la proposition Al.1.6 et iV est bien p-etale. 

1.4.7. Terminons la demonstration du tkeoreme: Les assertions (i) et 
(ii) ont deja ete verifiees lorsque, ou bien Af est de p-torsion, ou bien A/* 
est libre. Le cas general s'en deduit en considerant la suite exacte 

L'assertion (iii) vient d'etre prouvee. Enfin, Tassertion (iv) est evidente. 

1.4.8. Si N est un objet de ^ M J ^ , on dit que Â  est normal si 

est un isomorphisme. 
Pour tout objet Â  de ^Aft , j*j*{N) est normal; on Tappelle le nor­

malise de N. 

1.4.9. On dit qu'un 9?-module etale Af sur Os est de S-hauteur finie si 
j*j*Af -^ Af est un isomorphisme. II revient au meme de dire qu'il existe 
un objet N de ^AfJ tel que j*iV est isomorphe a Af. Tout y?-module 
etale sur Os n'est pas de 5-hauteur finie, mais le theoreme 1.4.2 montre 
que tons ceux qui sont de p-torsion le sont. 

La sous-categorie pleine ^Af J (5) de ^MQ formee des <^-modules de 

5-hauteur finie est I'image essentielle du foncteur j * : ^Mi —^^M^ . 
1.5. La q-hauteur 

1.5.1. On note N I'ensemble qui est Tunion disjointe de N et de I'en-
semble des r" ,̂ pour r G N. On munit N d'une relation d'ordre total en 
convenant que, pour tout r G N, 

r < r"̂  < r + 1. 

1.5.2. Soit q E S — pS. Si M est un <^-module p -etale non nul sur 5, 
on note hq{M) et on appelle q-hauteur de M Telement de NU{H-OO} ainsi 
defini: si M/^{M<j) n'est annule par aucune puissance de g, hq(M) = 
-f-oo; sinon, soit r G N le plus petit entier tel que q^ annule M/^{Ma)\ 

- si M n'a pas de quotient strict (cf. n° 1.3.6) non nul M' tel que 
V?(MO C q'M', alors hq{M) = r; 
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- sin on hq{M) = r"^. 

1.5.3. Si u est une unite de 5 , on a huq{M) = hq{M), pour tout 
^-module p-etale non nul M sur S. 

Soit M un ^-module p-etale non nul sur 5 . Si M est de p-torsion, il est 
de g-hauteur finie. Dans le cas general, on pent trouver des ideaux pre­
miers {c{i)i<i<d de hauteur 1 de 5 , des entiers rii > 1, et une application 
S'-lineaire 

M/^(M,)->ei<,<,5/(q,r*' 

a noyau et conoyau de longueur finie. Alors M est de ^-hauteur finie si 
et seulement si q appartient a chacun des q .̂ 

1.5.4. On note $AfJ(g) la sous-categorie pleine de ^Af J formee des 
objets de g-hauteur finie. Pour tout r G N, on note ^M^g(q) (resp. 
^M5^.Qj.(g)) la sous-categorie pleine de ^M'g formee des objets de q-

hauteur < r (resp. et de torsion). D'apres la proposition 1.3.5, pour tout 
r G N, tout sous-objet strict et tout quotient strict d'un </?-module p-etale 
sur S de gf-hauteur < r"*" est encore de g-hauteur < r"*". On verifie facile-
ment que ceci reste vrai lorsque Ton remplace r"^ par r, i.e., que si M est 
tel que M/^M^^ est tue par g^, alors, si M n ' a pas de quotient strict non 
nul M' tel que ^{M') C q^M', il n ' a pas non plus de sous-quotient strict 
non nul satisfaisant cette propriete. 

1.5.5. La restriction de j * a ^M'^(q) admet un adjoint a gauche ji: 
si Af est un objet de ^ M ^ , et si Etq{J\f) designe I'ensemble des sous-5-

^s 
modules de Af stables par (p qui sont des yp-modules p-etales de c|f-hauteur 
finie, on prend 

JKAf) = UNeEtqi^)N. 

C'est bien un 5-module de type fini car c'est un sous-module de j^{Af). 
Si J\f est de p-torsion, on a jl{M) = j*{Af). 

Si M est sans torsion, jt{M) est un S-module lihre. Pour le prouver, 
il suffit de verifier que, pour tout Â  E Etq{M), il existe N' G Etq(J\f) 
qui contient N et est un 5-module fibre. Mais N s'identifie a un sous-5-
module du (/?-module J\f' = Os^s ^ etale sur Oe- D'apres la proposition 
1.2.4, iV' = N[l/p]f]Af' est un 5-module libre. II est clair qu'il est stable 
par cp et contient N. II existe un entier s tel que p^ N' C A ,̂ done N' 
isomorphe a un sous-^-moduJe de N est p-etale, en particulier N^/^(N^^) 
est tue par un element a E S — pS. Par ailleurs, on voit que si q^ annule 
N/^{Na), q'^p^ annule N'/^{N'^). Done N'/^{N'^) est annule par une 
puissance de q. 

On dit que M est de q-hauieur finie si j*j*{Af) = M (ce qui est toujours 
le cas si M est de p-torsion). II revient au meme de dire qu'il existe un ob­
je t N de^M'g{q) tel que j*A/" est isomorphe aM. S'il en est ainsi, on note 
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hq (Af) et on appelle g-hauteur de Af la plus petite des ^-hauteurs de tels 
N. On note aussi ^M^ (S, q) (resp. $Af^ (5, q)) la sous-categorie pleine 
de<Mf J (5) formee des objets de ^-hauteur finie (resp. de g-hauteur < r). 
Ce sont des sous-categories stables par sous-objet et quotient. 

1.5.6. Pour tout a G 5, on note (a) Tideal engendre par a. 

Proposition. Supposons q irreductible, (TT) stable par a et (TTT £ (q). 
Alors, pour tout objet N de^M^{q)j le conoyau de 

N^ Norq{N):=Jtr{N) 

est annule par une puissance de w. II est meme de longueur finie, s'il 
existe un ideal premier non nul de S, different de (TT) et (q) contenant CTTT. 

Preuve . Soit M — ^oiq{N). Avec des notations evidentes, on a un 
diagramme commutatif 

0 

X 

Na Ma M'l 

4" •4' 4' 

N y M y M" 

V 

0 

L" 

0 

dont toutes les lignes et les colonnes sont exactes. 
Pour tout S'-module A de type fini et de torsion, notons Ass(A) Ten-

semble des ideaux premiers q de 5 tels qu'il existe x G A, dont I'annulateur 
est q. C'est aussi Tensemble des ideaux premiers qui contiennent I'annula­
teur d'un module elementaire "quasi-isomorphe" a A (cf. n° 1.2.2). 

Comme Os 0 5 M" = 0, M" est de p'-torsion, done aussi M'^. Par 
hypothese L' et L sont de g-torsion, done X et L" aussi. On en deduit 
que Ass(M'0 U {(g)} = Ass{M'J) U {{q)}. 

Si q' et q" sont deux ideaux premiers de hauteur 1, distincts de 5, les 
ideaux premiers de hauteur 1 qui divisent crq' sont distincts de ceux qui 



288 JEAN-MARC FONTAINE 

divisent crq''. On en deduit que, si Ass(M' ' ) = {(c{i)i<i<d}, Ass{M'J) est 
Tunion disjointe des 

Q^ = {ideaux premiers de hauteur 1 de 5 divisant crq^}. 

Si (TT) G A S S ( M " ) , disons (TT) = (q^), on doit done avoir Qd — 

{(T),(g)} 
Soit d! — d—1 si (TT) G A S S ( M " ) , = d sinon. Pour achever la demonstra­

tion, il suffit de verifier que d' — Q. Pour 1 < i < d', Qi doit avoir un seul 
element. S\ d' ^ Q/\\ existerait done un entier r > 1 tel que cr^(\i C qi , 
ce qui contredit le lemme suivant: 

1.5.7. L e m m e . Soit r > 1. Sous les hypotheses de la proposition qui 
precede (TT) et (p) sont les seuls ideaux premiers de hauteur I de S stables 
par a^. 

P r e u v e . Soit q un ideal premier de S stable par cr^, different de (TT) et 
p. L'anneau quotient 5 /q est une VF-algebre finie et plate, integre, munie 
d'un endomorphisme a^ verifiant cr^{x) = x^ (mod p). On en deduit que 
5 /q s'identifie a I'anneau W =^ W(k') des vecteurs de Wit t a coefficients 
dans une extension finie k' de k. Mais il existe A G 5 tel que cr''(7r) = ATT, 
et il est clair que A n'est pas une unite. Si p designe la projection de 5 sur 
S'/q, on a ^(TT) ^ 0, et il existe un entier m et une unite u G W tels que 
^(TT) = p'^u; done aussi une unite v de W telle que cr^(^(7r)) = v.g{7r). 
Mais a^(g{7r)) = ^((7^(7r)) =: ^(A)^(7r) et ^(A) n'est pas une unite. 

1.6. Relevement des modules de q-hauteur finie 

1.6.1. T h e o r e m e . Soit q un element de S dont Fimage dans Si est 
une uniformisante. Soit ^ G N. Tout oh jet de ^Mg{q) est quotient d^un 
oh jet de^Mg{q) sans torsion. 

1.6.2. Supposons d'abord que q est un element quelconque de 5 — pS. 
Si M est un <^-module sur 5 , sans g-torsion, on definit la q-filtration sur 
M(j et la q-filtration conjuguee sur M en posant, pour tout i G N, 

F ; M ^ = {xe M^l^x G q'M} et Cf M = q ' \ ^ {F'^M) . 

On a F^M, = M , , q.F'^M, C F'^-^'M, C F^M, et CfM C C ^ ^ M . 
Si M est un <^-module p-etale non nul, dire qu'il est de ^-hauteur finie 

equivaut a dire que C / M — M , pour i assez grand. Si r est le plus petit 
des i tel que c'est vrai, la ^-hauteur de M est r s'il n'existe pas de quotient 
strict non nul M " de M tel que F^M'J = M'J, et r+ sinon. 

1.6.3. Supposons maintenant q comme dans le theoreme et soit M un 
</?-module p-etale sur 5 , annule par p; posons M = i*{M) = M/TTM — 
M/qM et Ma = Maji^Ma — M^/qMa. Ce sont des ^-espaces vectoriels 
de meme dimension finie. Pour tout i G N, notons F^Ma I'image de 
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F^Ma dans JI^ et Cf M Timage de Cf M dans M . Posons aussi gr^^M^r = 

F ^ M ^ / F ^ + ^ M ^ et g r fM =: Cf'M/Cf_J^ (en convenant que Cljd =:= 0). 

Si r G N, alors M est dans ^M''^^ (q) si et seulement si C^M = M. 

1.6.4. L e m m e . Conservons les hypotheses et notations ci-dessus. 

(i) Pour tout i G N, il existe une unique application k-Iineaire 

Car,-: g r ; M . - g r?M 

telle que le diagramme 

F\Ma ^ F^M 

CaTj 

gr^M^ y grfM 

soit commutatif. 

(ii) Si M est un objet de ^Af^ (g), on a gr* M^^ = 0, pour i > r et 

Car := eo<i<r Car,- : gr^M^ -^ gr?M 

est un isomorphisme. 

[La notation Car t raduit le fait que cet isomorphisme semble jouer dans 
ce contexte un role analogue a Tinverse de Tisomorphisme de Cartier.] 

P r e u v e . Montrons (i). L'unicite de Car, est evidente. Son existence 
revient a verifier que le noyau de I'application composee 

F'^M, - ^ - ^ F^m . g r fM, 

qui contient F^'^^M, contient aussi (qM^) fl F^M^, ce qui est clair car 
I'image par g"*^ de ce sous-5-module est contenu dans F^_^M. 

Enfin, I'application Car est surjective par construction, et I'assertion 
(ii) resulte immediatement de ce que dimjt Ma = dimj^ gr^M. 

1.6.5. Prouvons le iheoreme: Soit r Tunique entier tel que Q G {r,r"^} 
et soit M un objet de ^Mg{q). 

(a) Supposons M annule par p et reprenons les notations du n° 1.6.3. 
Choisissons une base (ej) i<j<^ de M adaptee a la filtration conjuguee, 
i.e., telle que, si ij designe le plus peti t entier i tel que Ej G CfM, alors 
CfM soit le sous-^-espace vectoriel de M de base les ey, avec ij < i. Pour 
chaque j , choisissons aussi un relevement ej de ij dans Cf. M et notons e' 

Tunique element de Ma tel que ^e'j = q^ tj. II resulte du lemme precedent 

que les images des e'j dans Ma forment une base de Ma\ par consequent. 
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les ej forment une base de M sur Si tandis que les e'- forment une base 
de M(j sur 5 i . Autrement dit, si Ton ecrit 

l<i<d 

la matrice des aj^i est inversible dans 5*1. 

Choisissons alors des relevements ctj^i des aj^i dans S et notons (ej)i<j<<i 
la base canonique de N = S^, Alors les e', = T ^j,i 'S> ei E Nfj forment 
une base de N^ sur 5 . On munit AT d'une structure de (^-module en 
posant ^ij — q^^ ej. L'application 5-lineaire de N sur M qui envoie ê  
sur ej identifie M a un quotient du <^-module sans torsion N. II est clair 
que A'' est un objet de ^ M ^ (q). Enfin, si A '̂ est un sous-objet strict 
non nul de Â  tel que A^" = N/N' est non nul et verifie (pN" C q^ N", 
alors M " = N/{N' -h pN) est un quotient strict non nul de M verifiant 
(pM" C q^M"\ done si M est dans ^ M ^ ( g ) , alors Â  aussi. 

(b) Passons maintenant au cas general. Pour tout S'-module N de type 
fini sans p'-torsion, on definit, comme dans la proposition 1.2.7, 

Â j = {a? G Â  I 3 r G N tel que TT̂ 'X G p ' A ^ } . 

Pour I suffisamment grand Mi est sans torsion, et il suffit de fabriquer 
une suite 

M = M ° ^ M^ ^ . . . ^ M* ^ . . . 

de morphismes surjectifs dans la categorie # M | ( g ) telle que, pour tout i, 
la projection de M* sur M^ induise une application injective de Ml^^ sur 
Mtor dont r image est exactement (Mt)tor-

On procede par recurrence sur i, le cas 2 = 0 etant clair. Supposons 
2 > 0 et soit A/'* le quotient de M*"^ par (M*"^) i . C'est un objet de 
* M | ( g ) tue par p et (a) nous permet de realiser AT* comme la reduction 
modulo p d 'un objet U de $ M | ( ^ ) qui est lib re comme S'-module. On 
verifie immediatement que le produit fibre M* = M*~^ x^i U convient. 

1.7. Les modules de petit hauteur 

1.7.1. Pour tout r G N, soit ^Af5 (TT) (resp. #Af^(7r)) la sous-categorie 

pleine de ^M^g{7r) (resp. 4WI(f̂  (S, TT)) formee des objets M tues par p. 

T h e o r e m e . Tout objet de la categorie ^Af^~ (TT) est normal Cette 

categorie est abelienne, la restriction de j * a ^ M ^ ~ (TT) est pleinement 

fidele et induit une equivalence entre cette categorie et ^M^^ (TT). La 
restriction de j * est un quasi-inverse. 
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P r e u v e . Toutes ces assertions resultent facile me nt de la premiere. II suffit 
done de verifier que, si M est un objet de ^Af^~ (TT) et si A^ = j^j*M, 
alors rinclusion M ^^ N est une egalite. 

Remarquons (cela ne nous sera utile que si Ml<b{Ma) n 'est pas annule 
par 7r^~^) que Ton pent supposer k algebriquement clos (sinon, si k est une 
cloture algebrique de A:, et si 5 i = ^ 0 5 i , on voit que, avec des notations 
evidentes, k®M est un objet d e ^ M ^ (TT); si on avait M 7̂  TV, on aurait 

k<S>M ^ k<S>N C Nor (Ar0M)) . _ 

Supposons M ^ N\ posons L - N/M, M = M/^M^, N = N/^Na, et 

notons X le noyau de M —^ N. On a un diagramme commutatif 

0 

X 

X 

1 i 
M^ y Na ^ La 

M y N ^ L 

1 i 
M y N 

I 1 
0 0 

dont toutes les lignes et les colonnes sont exactes. 
Comme Si — A:[[7r]] et comme L est un 5i-module non nul de longueur 

finie, il existe un entier c/ > 1, des entiers r i > r2 > . . . > r^ > 1 et des 
elements e i , 6 2 , . . . ,ed E L tels que Ann(ej) = (^'^O et L = 0 i<i<d5ief . 

On a alors L^ = ^i<i<dSiA 0 e,- et on voit que Tannulateur de 1 0 ê  
est (TTP^*). En particulier TT̂ ^ (g) ei est un element de X dont Tannulateur 
est (7f(^~^^^i). On a done dans M un element qui n'est pas annule par 
TT^"^, ce qui regie le cas ou M/^{Ma) est tue par TT^"^. 

Dans le cas general, on remarque que tons les n doivent etre egaux a 1. 
En outre, le noyau de ^ : L^ ^^ L, qui contient TTL^^ doit etre TTL^J, car 
sinon il y aurait un element de M qui ne serait pas annule par TT^"^. On 
en deduit que <̂  est surjective; comme L est annule par TT, cela revient a 
dire que, sur le <^-module L, ^ est bijective. S i, pour tout f, on choisit 
un relevement e[ de ei dans iV, on voit que Ton pent ecrire 
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i^e\ = ^aije'j -f 6,-, 

ou les 6j G M et la matrice des a ĵ est une matrice carree inversible a 
coefficients dans k. 

Soit M = M/TTM] c'est un Ar-espace vectoriel de dimension finie que 
I'on pent considerer comme un ^-module sur k. 

Si 6j designe Timage de bi dans M, le systeme d'equations 

a une solution dans k\ en effet, si Ton choisit une base de M sur /?, 
on obtient des equations etales (grace au fait que la matrice des aij est 
inversible) qui ont une solution (puisque Ton a suppose k algebriquement 
clos). 

II est immediat que Ton pent relever les xi en des xi G M de fagon que 

^Xi - ^aijXj = hi. 

Autrement dit, quitte a remplacer e'- par e^- — xi, on pent supposer que 
les hi sont nuls. Mais alors, si on pose e'l — ire'-, on voit que le sous-S*!-
module M' de M engendre par les e'/ est un facteur direct de M stable 
par yp, done est un sous-objet strict de M. Comme 

on a <p(Mlj) — 7r^~^M^. Done, M' est un sous-objet strict, et a fortiori 
un sous-quotient strict, non nul verifiant (p{M'^) — 7r^~^M^ ce qui con-
tredit (1.5.4) le fait que M est dans ^A^5~ (TT) et non seulement dans 

1.7.2. Le theoreme precedent implique que, si M est un objet de 
^M'g(q)^ admettant une filtration 

M = M^D M^ D "-M' D M*+^ D • • • 

telle que fl M* = 0 et chaque M^/M^'^^ est un <^-module p-etale de q-
hauteur < p— 1, alors M est normal. En outre la sous-categorie pleine 
de $Af J(g) formee de tels M est abelienne. On en deduit en particulier 
la proposition suivante: 

1.7.3. Proposition. Soient g G 5 — pSj e{q) le plus grand entier 
e > 0 tel que TT^ divise rimage de q dans Si et r £ N verifiant r.e(q) < 
(p — 1)"*". Alors, tout objet de ^M^g{q) est normal, la categorie ^M^g{q) 
est abelienne, la restriction de j * a^M^g{q) est pleinement Gdele et induit 
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une equivalence entre cette categorie et ^MQ (S,q); la restriction de j * 
est un quasi-inverse. 

1.8. Representations de hauteur finie 

1.8.1. Dans ce n°, on reprend les notations du §A2. On note en outre 
R Tanneau des entiers de E; on ecrit Fr R au lieu de E. On a done 
Oc^ C WCFi R). On pose RQ = R^E et on note Fr RQ = (Fr R)^E 
son corps des fractions. On sait ([Ax70]) que Fr RQ est le complete de la 
cloture radicielle de E = ^((TT)) et que RQ est I'anneau de ses entiers. 

On pose aussi 

A+ = W{R) n O^^^ C W{Fv R) 

et Bj = A+[l/p] = WK.iR) n ^nr C WK,{FT R). 

Pour tout Zp-module M et tout entier n > 1, on pose Mn — M/p'^M et 
Moo = lim.ind. Mn = {%/Ip) (g) M. En particulier, O^ ^ = £nr/0^ , 

W{R)oo = WK,iR)/W{R) et Al^ = Bj/A^ 
On choisit q E S — pS tel que Vimage de q dans Si est une uni-

formisante. 

1.8.2. Pour tout <^-module A sur 5, on note Fs{h) (resp. Et^(A)) 
Tensemble des sous-5-modules de type fini de A, stables par (̂ , qui sont 
p-etales (resp. et de ^-hauteur finie). On pose 

j * A = UiV6F5(A)A^ et jlK = Uue EtqiA)N. 

On a J** A C j*N, avec Tegalite si A est de p-torsion. Si A est separe 
pour la topologie p-adique et sans p-torsion, jt(A[l/p]) = (jlA)[l/p] et 
i*(A[l/p]) = 0 ; A ) [ 1 / P ] . Si A' C A et si i ,A (resp. j | A ) C A', alors 
j^A' = j^A (resp. jiA' = j*A). Si A est une 5-algebre et si (p est 
un endomorphisme de la structure d'anneaux, jlA et j^A sont des sous-
anneaux. 

(a) Proprietes de A J 

1.8.3. Proposi t ion, (i) On a i*(Fr R) = E^^^ nR= O^sip-

(ii) Pour tout entier n > I, j^Wn(FT R) = A'^^; 

(iii) Les anneaux jiW{FT R) et J^W{FT R) sont contenus dans A J et 
denses dans A^. 

(iv) Pour tout n > 1, A+^ s'identiGe a Wn{R) Pi O^ ^(C Wn(Fr R)). 

1.8.4. Lemme. Pour tout entier n > 1, j*Wn(Fv R) - Wn{R) fl 
Osnv^n Gt Papplication naturelle j*Wn-\-i{R) —^ j*Wn{R) est surjective. 



294 JEAN-MARC FONTAINE 

Preuve . Soit N G Fs{Wn(PT R)). On va commencer par montrer, suc-
cessivement que A'' C Wn{R)y puis que Â  C O^ ^ = Ofnr.n (ces deux 
assertions prouvant Tinclusion j*VF„(Fr R) C Wn{R) ^0£^j.^n) ^t qu'il 
existe N' G Fs{Wn+i{Fv R)) dont Timage dans PVn(Fr R) est AT, ce qui 
prouvera la surjectivite. 

Tout d'abord, Â  -f S'n-l G Fs{Wn{FT R)). Le sous W'(iJ)-module de 
VFn(Fr R) engendre par AT + 5n.l est un Wn(^)-module L de type fini 
stable par (p contenant Wn{R)] si L 7̂  Wn{R)y on pourrait trouver x E L 
de la forme x = (0 ,0 , . . . ,0,c) avec c ^ i2 et le sous-W„(iJ)-module 
engendre par les (p^x = (0 ,0 , . . . ,0,c^ ) n'est pas de type fini, et on a 
hienN CWn{R). 

Si J\f = Os 0 5 A'̂ , rinclusion de Â  dans H^n(Fr R) se prolonge en une 
application O^-lineaire t commutant k (p de Af dans PVn(Fr R). Si J^ 
est un O^r-module de longue ur r, Hom$.M(^j W^n(Fr R)) est un groupe 
abelien fini d'ordre p^ [si (ej)i<j<d sont des elements non nuls de Af tels 
que Af — ^OsCj, et si p^^Os est Tannulateur de Cj, on pent ecrire 

^Cj = ^2 ^jA^i^ ^vec {aj^t) G GLn {Oe), 

et on voit que I'ensemble des solutions, dans ^^(Fr R)^ du systeme d'e-
quations 

p^j Xj = 0 et ^Xj — 2_]cLj/^£, pour 1 < i < c?, 

a exactement p^ ^J = p^ elements]. 
Mais p^ est aussi I'ordre de FJ(A/') = Hom^M(-A/', C^^^r.n); Tinclusion 

Hom4^iif(A/', Ofnr n) C B.oni^M{J^jWn{Fi R)) est done une egalite et 
teV*^{Af)doncNcOe^r.n^ 

D'apres le theoreme 1.6.1, il existe un objet M de ^Af J(^) sans torsion 
tel que N s'identifie au quotient de M par un sous objet strict M'. 

La suite exacte courte 

O - ^ M ' - ^ M - ^ A T ^ O 

induit une suite exacte courte de (^-modules etales sur Oe 

^-^Oe^s M' -^0£®s M -^Oe^sN -^ 0. 

On a i G VJ((9£:05 A/'). L'exactitude du foncteur VJ implique que cette 
application se releve en un homomorphisme de Os ®s M dans Oc^ 
Son image est un <^-module A''' quotient de M sans p'-torsion et c'est 
done un objet de ^M'g^q) dont la reduction mod p""*"̂  est un element de 
Et5(M^n+i(Fr R)) = Fs{Wn+i{FT i?)), dont Timage dans Wn(Fr R) est 
bien N, 

II ne reste plus qu'a montrer que I'inclusion j^Wn{FT R) C Wn{R) H 
^^nr,n ^st uue egalite et nous allons le faire par recurrence sur n. 
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Si n =: 1, il s'agit de verifier que R Ci Os^^^^i = O^sep C i*(Fr R). 
Mais O^sep = U OLJ pour L parcourant les extensions finies separables 
L de E et il suffit de verifier que chaque OL E: FS{FT R). Mais, c'est un 
5i-module libre de rang fini, Tapplication x ® y ^-^ x^ y definit un iso-
morphisme de {OL)(7 sur un sous-anneau de (P~^{OL) et $ : (C7L)<7 -^ OL 

devient, via cet isomorphisme, le Frobenius usuel; comme il est injectif, 
OLGF5(Fr R). 

Si maintenant n > 2, on a une suite exacte courte de 5-modules 

0 -^ Fr iZ -^ Wn(Fr R) -^ W^n-i(Fr R)-^ Q 

^n-l. 
(ou la premiere application est celle qui envoie x sur (0 ,0 , . . . , 0, x^ ) — 
p^~^x, X etant un relevement quelconque de x dans Wn(Fr R)). On en 
deduit un diagramme commutatif 

0 ->j*Fr R -^ j.WniFv R) ^ j.Wn-i{Fi R) -^ 0 

II i II 
0 ^ O^sep -^Wn{R) n Osnr,n —Wn-l{R) H Osnr,n-l 

dont les lignes sont exactes; la fleche verticale du milieu est done bien une 
egalite. 

1.8.5. Terminons la preuve de la proposition 1.8.3.: Soit N G 
FS{W{FT R)). Pour tout n, son image dans VFn(Fr R) est contenue dans 
i*PVn(Fr R) = Wn(R) nO^ ; il en resulte que Â  C W(R) D O^ done 

que j:^l^(Fr i?), et a fortiori jtW{FT R) sont contenus dans A^. 
Par ailleurs, A^npW{Fv R) = pA^ et A^^ s'envoie injectivement dans 

Wn(R) n Oc^ . Pour achever la demonstration, il suffit de verifier que 
riiomomorphisme compose 

JtWiFv R)^At^ W„iR) n O-^^^ = i . W„(Fr R) 

est surjectif, ou encore qu'il existe M G Etg(P^(Fr R)) dont Timage dans 
Wn(Fr R) est N. Si Ton choisit M comme dans la demonstration du 
lemme ci-dessus, on voit que Ton pent trouver un homomorphisme de (p-
modules t : O^ 0s ^ ^ W{FT R) relevant t. L'image M de M par t est 
un quotient de M sans torsion; c'est bien un element de Etg(VF(Fr R)) 
qui releve N. 

(b) Representations de p-torsion 

1.8.6. On a vu (1.4.2 et 1.5.3) que la sous-categorie pleine $ M ^ ^^^ 
(resp. ^M'g J.QJ.) de la categorie des ^-modules etales sur Oe (resp. p-
etales sur S) formee des objets de p-torsion est une sous-categorie de 
$M+^(5,g)(resp. de*M+(<?)). 
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Rappelons (n° Al.2.7) que, le foncteur F J qui a un tel -^-module M sur 
Os associe 

n{M)= Hom<,M(M,05, , ,oo) 

induit une anti-equivalence entre ^Af^ ^^j . et la categorie Rep^.torlG^;) 

des representations de GE de p-torsion, un quasi-inverse etant 

m{V)= H o m G e ( K , 0 £ „ „ „ o ) . 

Pour tout objet M de $ M J j . ^ ^ , on pose 

n ( M ) = H o m * M 5 ( M , 4 ^ ) . 

II resulte de la proposition 1.8.3 que Ton a aussi 

n ( M ) = Hom*Af5(M,Py(i^)oo) 

= Hom*Af5(M,M/(Fr ii;)oo). 

Pour tout objet V de Repp.tor(G£;), on pose 

D*s{V)= H o m G ^ ( y , v l + ^ ) . 

II est immediat que VJ est un foncteur contravariant additif exact et 
fidele de ^Mi ^^^ dans Repp.tor(G^£j)) qui s'identifie a V^ o j * et que Z>J 
est en foncteur contravariant additif pleinement fidele (mais non exact) 
de Repp.tor(G£;) dans ^ M J ^^^, qui s'identifie a j ^ oD}. 

En particulier, si r G N est tel que r,e{q) < p — 1, D*g induit une 
anti-equivalence entre la categorie abelienne des <^-modules p-etales de 
torsion, de g-hauteur < r et une sous-categorie pleine de la categorie des 
representations de GE de p-torsion, stable par sous-objet et quotient. 

(c) Representations Qp-adiques 

1.8.7. PosonsA^o= Fv^c W et SRQ = Ko ^w S = S[l/p]. 
Si M est un ^-module sur 5 , MKQ — Ko<^w ^ ^ ime structure naturelle 

de 99-module sur SKQ- Si M' et M " sont deux (^-modules sur 5 , on a 

H o m * M ( M ; , ^ , M ^ J -Qp(S)z^ Horn*Af ( M ' , M ' ' ) • 

On note I S ^ M J ^ (resp. I s ^ M j ( g ) , I s$M^(^ ) ) la sous-categorie pleine 

de la categorie des v^-modules sur SKQ formee des N tels qu'il existe un 

objet M de ^Mt (resp. ^ M J ( ^ ) , ^ M ^ ( g ) ) et un isomorphisme de M^Q 

sur A .̂ On definit la ^-hauteur d'un objet de Is<Mf J (g) comme la plus 

peti te des ^-hauteurs des M tels que MKQ — N. 
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Si M est un objet de Is^AfJ^, ^{M) = S <S>SK ^ ^st un objet de 

^M^. On obtient ainsi un foncteur additif, exact et fidele de I S ^ M J 

dans ^M£. 
Le foncteur j * (resp. ^1) est un adjoint a droite de j * (resp. de sa 

restriction a ls^M'g{q)). 

1.8.8. Rappelons (Al.2.7) que le foncteur 

M ^ Ve{M) = ^x e ?nr ^£ M \ (px = x^ 

induit une equivalence entre RepQp(G£;) et la categorie ^ M | des S-
espaces vectoriels de dimension finie munis d'un Frobenius de pente 0, 
le foncteur V i-^Z>£:(F) = (^nr ^Qp V)^E etant un quasi-inverse. 

On dit qu'une representation Qp-adique de GE est de S-hauteur finie 
(resp. de q-hauieur finie) siD£{V) Test, et, dans ce dernier cas, on appelle 
q-hauteur de V celle de D£{V). 

Pour tout objet M de Iŝ ^AfJ , on pose 

\rs{M)= Eom^MsiM^BJ) et VsiM) = (iTsiM))'; 

ce sont des objets de RepQp(GjE;). De meme, pour toute representation 
Qp-adique V de GE, on pose 

D*siV) = Eoma^ (M,5+) et DsiV) = (5+ (8)Qp vf^ =£>s(V^*) 

(lesp.lTs^^iV) = EomG^iMJtWKoi^ ,R)) et Ds^V) = ITs^.iV*)) ; 

ce sont des objets de Is^JWj (resp. Is^M^(q)). 
La proposition suivante est immediate: 

1.8.9. Proposi t ion, (i) Pour tout objet M dels^Mi, on aVg{M) = 
Hom*M5(M,i*PyKo(Fr R)) = Eom^Ms{M,£nr) = H o m ^ ^ {M,WKQ{R)) = 
Eom^Mg{M, WKQ(FY R)); si M est dans Is^M^{q), on a aussi V*s{M) = 
Eom^MsiMJlWKoi^v R)). 

(ii) OnaVs=Veoj\Ds=j.oDe et Ds^q = jl oDe. 

(iii) Pour toute representation Qp-adique V de GE, DS{V) (resp. 
Ds,q{V)) est un Sx^-^^odule libre de rang fini inferieur ou egal a la di­
mension de V sur Qp; on a Fegalite si et seulement si V est de S-hauteur 
finie (resp. de q-hauteur finie). 

1.8.10. Remarques. (i) On a bien sur des resultats plus precis lorsque 
Ton se restreint aux <^-modules ou aux representations de g-hauteur < 
r. Remarquons en particulier que la proposition 1.7.3 montre que, si 
r.e{q) < p — 1, la categorie ls^M^g{q) est abelienne et que Vs induit une 



298 JEAN-MARC FONTAINE 

equivalence entre cette categorie et celle des representations Qp-adiques 
de ^-hauteur < r. 

(ii) Si Ton suppose satisfaites les conditions de la proposition 1.5.6, et si 
en outre, on suppose qu'il existe un ideal premier non nul q de 5, distinct 
de (TT) et de (g), divisant (CTTT), il resulte facilement de cette proposi­
tion que la categorie Is#MJ(g) est abelienne, la restriction de j * (resp. 
Vs) a cette categorie etant un foncteur pleinement fidele induisant une 
equivalence entre cette categorie et la sous-categorie pleine de ^M^ dont 
les objets sont de g'-hauteur finie (resp. la categorie des representations 
Qp-adiques de GE de g-hauteur finie). 

(d) Le diciionnaire covariant 

1.8.11. Supposons maintenant Ihdeal (TT) de S stable par a et an E. {q). 
Si M est un S'-module sans 7r-torsion, A'g (8)5 M s'identifie a un sous-

Aj-module de Aj[l/7r] (S>s ^' Si M est un objet de #AfJ(g), on pose 
Vs{M) = {x e A'^[l/7r] 0 5 M I 3 r G N avec TT^'X £ A'^ 0S M et 
(p^TT^x) = (cr7r)^a:}. 

On voit que Vs est un foncteur exact et fidele de <^M'g{q) dans 
Repzp(G^). 

1.8.12. Proposi t ion. Soit M un objet cfe^AfJ(g). 

(i) Si M est de p-torsion^ V'^{M) s'identifie a 

(VsiM))* ~ Fo/n2p(F5(M),Qp/Zp). 

(ii) Le (p-module M[l/p] est dans Is^M'^{q) et 

Vs{M[l/p])=Vs{M)[l/p]. 

Preuve . Soit M = j*{M) = Os 0 5 M. Si M est de p-torsion, on voit 
que Vs{M) s'identifie a Ve{M) tandis que V*s{M) s'identifie a FJ(A^), 
dou (i). L'assertion (ii) s'en deduit par passage a la limite. 

1.8.13. Si 1̂  est une representation de GE de p-torsion, il existe M dans 
^Mj(g) tel que V c:^ Vs{M). On appelle q-hauteur de V la plus petite 
des g-hauteurs de tels M. Le theoreme 1.6.1 implique le result at suivant: 

Theoreme. Toute representation V de p-torsion de GE Gst isomorphe a 
un sous-quotient d'une representation Qp-adique V de GE q-hauteur finie. 
On peut choisir V de meme q-hauteur que V. 

B2. Les cas e — 1 

Dans ce paragraphe, on reprend les hypotheses et notations du para-
graphe A3, avec K — KQ. On pose TT = TTQ, et on note E le corps i((7r)). 



REPRESENTATIONS p-ADIQUES DES CORPS LOCAUX 299 

Ceci nous permet de reprendre aussi les notations du paragraphe Bl. On 
pourra verifier qu'elles ne se contredisent pas. 

En particulier, S = W[7r} C W{R), q = Tr + p. Comme au §A3, on note 
Os (C W{Fr R)) le separe complete pour la topologie p-adique de S[l/q] 
et S le corps des fractions de Os. On pose F = TK — Ga,l{Koo/J^)- On 
pose aussi SK = S[l/p] = K ®w S. 

2.1. Les ip-T-modules de hauteur finie 

2.1.1. Soient Ai et A2 deux anneaux commutatifs. On suppose chacun 
d'eux munis d'un endomorphisme note a et d'une action de F commutant 
a celle de a. Soit a : Ai —^ A2 un homomorphisme d'anneaux commutant 
a cr et a F. Si M est un (^-module sur Ai, on a defini au n^ A.1.1.6, 
a*{M) — A2 ®Ai ^ qui est un ^-module sur A2; si M est un (p-T-
module, Faction de F s'etend par semi-linearite a a*{M)y ce qui fait que 
a* pent aussi etre considere comme un foncteur covariant additif 

2.1.2. On note j : S ^ Os Finclusion et i : S = W[7r} -> Ŵ  la 
reduction mod TT. Remarquons que i n'est autre que la restriction a S 
de Fhomomorphisme 9c : t^I^Te] —> W, qui est Funique homomorphisme 
de V7-algebres qui envoit [e] sur 1. On voit que 6ej done a fortiori i 
commute a Faction de <̂  et F (ce dernier groupe agissant trivialement sur 
W). Comme il en est de meme de j , pour tout ^-F-module M sur 5, 
j*{M) (resp. i*{M)) a une structure de 9?-F-module sur Os (resp. W), 

Si M est un <^-F-module sur 5, on dit que Vaciion de F sur M est 
i-unipoiente si F opere trivialment sur i*{M), 

2.1.3. Soit 5 ' = (p'^iS) C W{R). L'application 0^ se prolonge en un 
homomorphisme d'anneaux, commutant a GK 

en envoyant [e'] sur €^^\ On voit que le noyau de la restriction de 9^ = 
9 o (f~^ a 5 est Fideal engendre par q, qui est done aussi stable par F 
(mais pas par (p). 

On note MWlf J la sous-categorie pleine de la categorie des ^p-F-modules 
sur S dont les objets sont p-etales, de ^-hauteur finie et tels que Faction de 
F est i-unipotente et PMf Ĵ ^̂ . la sous-categorie pleine de F ^ M j formee 
des objets de jp-torsion. Ce sont des categories additives Z^-lineaires. 

On note I S F ^ M J la categorie Qp-hneaire deduite de F^Af J "en rendant 
p inversible." On pent la voir aussi comme la sous-categorie pleine de la 
categorie des <^-F-modules sur SK formee des M tels qu'il existe un objet 
A'' de r$Af^ et un isomorphisme de N^ = K <Sfw ^ sur M. 

2.1 A. Si M est un objet d e l ^ M J , on dit qu'un sous-<;^-F-module de M 
(resp. un quotient) est strict si le <^-module sous-jacent Fest (cf. n° 1.3.6). 
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On definit la hauieurh(M) € N d'un objet M deV^M^ (resp. IsI^MJ) 
comme etant la g-hauteur du v^-module p-etale de g-hauteur finie sous-
jacent (cf. n^ 1.5.2. et 1.8.7). On voit que, ici encore, si M est dansFMf J 
et si r > 0 est le plus petit entier tel que q^ annule M/^(Ma)j 

- si M n'a pas de quotient strict (dans la categorie P^Mj) non nul M " 
tel que ^M'J) C q''M", alors h = r; 

- sin on h = r^. 
Pour tout r G N, on note T^M'^g (resp. I^Af^t^j., resp IsI^M^) la 

sous-categorie pleine de P^Af J (resp. r^AfJ^^j., resp. IsPMf J ) formee 
des objets de hauteur < r. 

2.1.5. Pout tout ^-F-module A sur 5, on note Fcr(A) (cr = cristallin) 
I'ensemble des sous-5-modules de type fini de A, stables par <̂  et F, qui 
sont des objets de I^Af J et on pose 

Proposition, (i) Pour tout objet M deV^M^, j*{M) est un (p-T-module 

etale sur Oe • I/^ foncteur 

j* : r$M+ -^ r$Mg^ 

est exact et fidele. 
(ii) Pour tout (p-T-module M etale sur Os, Jl^M est un objet d e l ^ M j . 

(iii) Les foncteurs j * et jl^ sont adjoints. 

(iv) Pour tout objet Af de T^M^ , j*Jl^M -^ M est un monomor-
phisme. Si Af est sans torsion, j^^Af est un S-module libre de rang 
inferieur ou egal au rang de Af sur Os et Papplication j*j^^Af —̂  Af 
est un isomorphisme si et seulement si ces deux rangs sont egaux. 

Demonst ra t ion . Ce sont des consequences immediates du theoreme 
1.4.2, sauf peut-etre le fait que, si Af est sans torsion, alors j^^Af est libre 
sur S. Pour cela, il suffit de remarquer que, si N E Fcr{Af), il existe 
N' G Fcr{Af) qui contient Â  et qui est libre. On a deja vu au n*̂  1.5.5 que 
si Af' - Oe 0 5 N, al ors A '̂ = N[\lp]r\Af' s'identifie a un sous- S'-module 
libre de Af contenant N^ stable par (p et de g-hau teur finie. II est clair 
que N' est stable par F, et il suffit de verifier que Faction de F sur A '̂ est 
i-unipotente. Si s est un entier tel que p^ N' C A ,̂ comme i*{N') est un 
FP^-module libre, la multiplication par p^ induit par passage au quotient, 
une application injective de i'{N') dans i*{N) et F opere trivialement sur 

z*(^')-
2.1.6. On dit qu'un objet Af de FMf^ est de cr-hauteur finie s'il 
est dans Fimage essentielle de j * et on appelle alors cv-hauteur de Af la 
plus petite des hauteurs des N dans r $ M j tels que j * N ĉ  Af. On note 
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T^MQ ^J. (resp. F M f ^ ^j.) la sous-categorie pleine de T^M^ formee 

des objets de cr-hauteur finie (resp. < r ) . 
La categorie r ^ M j n'est pas abelienne, parce que rapplicat ion injective 

n'est pas toujours un isomorphisme. 
On a toutefois le resultat suivant: 

2.1.1. P r o p o s i t i o n . Pour tout objet N de r$Af^~ , rapplication 

N —^ j ^ ^ o j*N est un isomorphisme. Pour tout r £ N verifiant r < 

p — 1, la categorie F ^ M ^ est abelienne, j * induit une equivalence entre 

cette categorie et T^MQ ^^ et la restriction de j ^ ^ a T^M^ ^^ est un 

quasi-inverse. Si M est dansT^M^Q ^^, les inclusions naturelles j^^{^f) C 

ji{^J') C 3*{M) sont bijectives. 

P r e u v e . Cela resulte immediatement de la proposition 1.7.3. 

2.1.8. La situation est nettement plus agreable lorsque Ton travail a 
isogenie pres. Rappelons (cf. A3.4.4) que Ton a note T^M^ la categorie 
des ^-F-modules sur S de dimension finie sur S dont le ^p-module sous-
jacent est de pente 0. 

II est clair que la correspondance M i—> j*{M) = £ 05^^ M definit un 
foncteur additif 

f : I s r a M j - > r a M ^ , 

et que j ^ ^ definit un adjoint a droite. 
On dit qu'un objet Mi de T^M^ est de cr-hauteur finie si I'application 

est un isomorphisme et on appelle alors cr-hauieur de M. la hauteur de 

Jl^i-M)' On note T^M^^^ la sous-categorie pleine de IXfeM^ formee des 

objets de cr-hauteur finie et, pour tout r G N, IX^M^ ^^ la sous-categorie 

pleine de I^M^^^. formee des objets de cr-hauteur < r. Les categories 

obtenues sont stables par somme-directe, sous-objet, quotient. 

2 .1 .9. T h e o r e m e . (i) Pour tout objet N d e l s I ^ M j , rapplication 

est un isomorphisme. 
(ii) Pour tout objet M de F^Af^, on a dim^ j ^ A ^ < dim^: A^, avec 

Vegalite si et seulement si M est de cr-hauteur finie. 

(iii) La categorie I s P M f J est abelienne et le foncteur 
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est pleinement fidele et induit une equivalence entre ces deux categories. 
La restriction de j ^ ^ aT^Af^ ^^ est un quasi-inverse. 

P r e u v e . Compte-tenu de ce que I'on sait deja, la seule chose a prouver 
est (i). Posons M = Ji^j*iN)] Tapplication TV ^^ M est injective et nous 
notons M" le conoyau. 

On a vu au n°2.1.2 que I'ideal de 5 engendre par TT est stable par a. 
Avec les notations du n°2.1.3, on voit que 6'(air) = ^(TT) = 2(7r) = 0, 
done que air appartient au noyau de 6' qui est I'ideal engendre par q. On 
pent done appliquer la proposition 1.5.6 et il existe un entier r tel que TT̂  
annule M". 

On se convainc facilement qu'il existe un caractere, d'ordre infini 

tel que, pour tout g ET, ^(TT) = T]{g).7r (mod TT^) (en fait rj est la puissance 
(p— l)-ieme du caractere cyclotomique). 

Pour tout 5-module A, i*(A) = A/TTA et la suite exacte 

induit une suite exacte 

0 - ^ M'^{rj) --^ e{N) -^ e{M) -> M ' V T T M ' ' - ^ 0, 

compatible avec Taction de F. Par hypothese, Faction de F est triviale sur 
i*{N) et i*{M). Elle doit done I'etre aussi sur M"I'KM" et se fait via ry"-̂  
sur M^'. Si celui-ci n 'etait pas nul, on aurait Ann ( M " ) = (TT''), avec r 
un entier > 1. La multiplication par TT^'^ induirait alors une application 
non nulle 

mais e'est impossible puisque F agit sur le premier / \-espaee vectoriel via 
rf~^ et via ry~^ sur le second. 

2.2. Representations de GK de CT - hauteur fime 

(a) Representations Qp-adiques 

2.2.1. Si M est un objet de I sPMf J , les Qp-espaces vectoriels Vs{M) 
et V*g{M) definis au n° 1.8.8 sont munis d'une action naturelle de GK-
De meme, si V est une representation Qp-adique de GK^ 

Ds.criV) = JTDsiV) et Dl,,iV) = j^'ITsiV) 

sont des objets de IsF^AfJ. 
Disons qu'une representation Qp-adique V de GK est de cr-hauteur 

finie s'il existe M dans I s P M / ^ tel que V ~ Vs{M). Ces representations 
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forment une sous-categorie pleine RepQ ^cr(^^) ^^ ^^P^piGx), stable 
par sous-objet, quotient, somme-directe, produit tensoriel. 

La proposition suivante resulte de la proposition 1.8.9 et du theoreme 
2.1.9: 

2.2.2. Proposition, (i) Pour toute representation Qp-adique V de 
GKI Ds,cr{y) ^st un SK-module libre de rang fini inferieur ou egal a la 
dimension de V sur Q^; on a Fegalite si et seulement si V est de cr-hauteur 
finie. 

(ii) Le foncteur 

est pleinement fidele et induit une equivalence entre ces deux categories, 
la restriction du foncteurDs^cr a R e p i CJ,{GK) ^n etant un quasi-inverse. 

Si V est une representation Qp-adique de GKJ de cr-hauteur finie, on 
appelle cv-hauteur de V la cr-hauteur de Ds^cr{V). Pour tout r G N, on 
note HepQ ^^J,{GK) la sous-categorie pleine de Rep Q criGx) formee des 
V de cr-hauteur < r. 

(b) Representations Tp-adiques 

2.2.3. Les resultats du n°1.8 ont une traduction evidente en termes de 
representations Zp-adiques de GK et de ^-F-modules. Contentons-nous 
de remarquer que, si M est un objet de I ^ M J (resp. et de p-torsion), le 
Zp-module Vs{M) (resp. V*s{M)) defini au nn.8.11 (resp. 1.8.6) a une 
structure naturelle d'objet de Repzp(G/<'). 

Disons qu'une representation Zp-adique V de GK est de cv-hauteur finie 
si elle est isomorphe a un sous-quotient d'une representation Qp-adique V 
de GK de cr-hauteur finie et appelons alors cr-hauteur de V le plus petit 
r G N tel que Ton puisse choisir V de hauteur r. Notons R e p J CAGK) 

(resp. Hepj ^J.{GK)) la sous-categorie pleine de Repzp(Gi<:) formee des 
V de cr-hauteur finie (resp. < r). 

La proposition suivante resulte facilement des n°s 1.8.10, 1.8.12 et 2.1.7: 

2.2.4. Proposition. Soit r G N verifiant r < p — 1. La restric­
tion du foncteur Vs induit une equivalence entre les categories ^TM^^ et 

R-ep^2p,cr(GK)-

2.3. Le lien avec les representations cnstallines (resultats et questions) 

2.3.1. Appelons (cf. [FL82], Section 1) (p-module filtre positif sur W la 
donnee d'un PF-module D muni 

- d'une part, d'une filtration decroissante {FpD)i^f^y par des sous-W^-
modules, verifiant F^D = D et Di^N^p^ = 0; 

- d'autre part, d'une famille 
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^; -.F^D^D 

d'applications cr-semi-lineaires verifiant (Pp{x) = p.(p]^^{x)j pour tout x G 

Ces (^-modules filtres positifs sur W forment, de maniere evidente, une 
categoric Zp-lineaire que nous notons MFy^. 

Notons MFIY' la sous-categorie pleine de MF^ formee des D tels que 
le WP -̂module sous-jacent est de type fini, les F!^D sont des facteurs directs 
et D — Yl^pi^p^)' C'est une categorie abelienne {op cit., prop. 1.8). 

Notons MF'j^ la sous-categorie pleine de MFjy formee des D tels que 
les FpD sont des A'-espaces vectoriels (les (p^ sont alors determines par 
(p =z (p^^ via <Pp{x) = p~^(px). C'est une categorie additive Qp-lineaire 
et la sous-categorie pleine MFj^ formee des D que Ton pent obtenir, 
par extension des scalaires de 1^ a A', a partir des objets de MFy/ est 
abelienne. 

Pour tout objet D de MF^/ (resp. AfF;^"^), on appelle hauteur de 
D I'element de N ainsi defini: soit r le plus petit entier > 0 tel que 
Fp'^^D = 0]si D n'a pas de quotient non nul D' tel que F^D' = D', alors 
la hauteur de D est r; sinon, c'est r"^. 

Pour tout r G N, on note MF^ (resp. MFj^^) la sous-categorie pleine 
de MF^^ (resp. MFj^^) formee des D de hauteur < r. 

2.3.2 Si C designe le complete de A, on dispose d'un homomorphisme 
continu surjectif de VF-algebres 

e : W{R) -^ Oc : 

(n) 
an-c'est celui qui a (xo,a:i,. . . , x„, . . . ) associe ^ p ^ x „ . Notons A^ns 1 

neau (souvent note W^^{R), cf. [Fo83a], n°3.6) qui est le separe complete 
pour la topologie p-adique de I'enveloppe a puissances divisees de W{R) 
relativement a I'ideal Ker 9 et, pour tout i G N, FiPAcris I'adherence de 
la i-eme puissance divisee du pd-ideal correspondant. L'anneau Acris est 
sans p-torsion et s'identifie a un sous-anneau de ^^^g = K ^w ^cris = 
Acris[l/p]- L'action de GK et celle de (p s'etendent de maniere naturelle 
a ylcris et a S^is- On munit alors Acns (resp. 5^is) d'une structure 
d'objet de MF^^ (resp. MF^), compatible avec Taction de GK^ en posant 
F;A^r,s = {xe F iPAens | ^X G P ^ e n s } et F;B^^^ = K ^w F iP '^cns • 

2.3.3. Pour toute representation Q^-adique V de G^, posons 

rappelons ([Fo83b], §5) que c'est un A'-espace vectoriel de dimension 
finie, inferieure ou egale a la dimension de V sur Qp, muni d'une struc-
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ture naturelle d'objet de MF^. Nous disons que V est cristalline posi­
tive si ces deux dimensions sont egales. Notons R e p i cris(^^) ^̂  ^^^^ 
categorie pleine de RepQ (Gi<:) formee des representations cristallines 
positives. 

Alors {loc, cit.), R e p i cris(^^) ^̂ ^ stable par sous-objet, quotient, 0 , 

(g). Par restriction, D^^^^ induit une equivalence entre RepQ ^cns(^^) ^̂  
une sous-categorie pleine MFj^ de MFjf^, stable par sous-objet, quo­
tient, 0 , 0 , dont les objets sont appeles les (p-modules filtres admissihles 
sur K. La correspondance 

D ^ y c r i s ( i ^ ) ={xe F^ {Bens ^ D) \ ifX = x} 

(oil 5cris peut-etre defini comme Tanneau obtenu a partir de 5^-g en 
rendant TT inversible) est un quasi-inverse. 

Si V est dans R e p i cris(^-K')5 appelons hauteur cristalline de V la 
hauteur de D^^-^^{V). De meme, disons qu'une representation Z^-adique 
V de GK est de hauteur cristalline finie si elle est isomorphe a un sous-
quotient d'une representation Qp-adique cristalline positive V et appelons 
alors hauteur cristalline de V la plus petite des hauteurs cristallines de 
tels V. Pour tout r G A ,̂ on note RepQ^ cris(^-ft:) (resp. RepJ^ ^nsC^i^)) 
la sous-categorie pleine de RepQ cris(^^) (̂ *esp. Ilepzp{GK)) formee 
des V de hauteur cristalline < r. 

2.3.4. Rappelons enfin que Ton conjecture que tout objet de MFj^'^ est 
admissible et que Ton sait que c'est vrai pour tout objet de MFjf~ . Cela 
resulte de la proposition suivante, essentiellement contenue dans ([FL82] 
thm. 3.3 et 6.1): 

Proposi t ion. Soit r < p — I. Pour tout objet D de MF^f, 

Vcns{D) ^ [x e F^ (Acns ^W D) \ (^^(x) = x] ( - r ) 

(ou (—r) designe la "torsion a la Tate" usuelle) est un objet de 

^^Pz cris(^^)- ^^ correspondance D i-̂  Vcns{D) induit une equivalence 

entre MF{^' et Rep^2^,,,,3(Gx). 

2.3.5. Soit M un objet de ^Mj(g) (resp. Is^Af J(g)). Alors D = 
z*(M) = M / T T M a une structure naturelle d'objet de MF^ (resp. MF^): 
pour tout i G N, on definit F^D comme etant I'image du sous-5-module 
F^M forme des x tels que (px £ q^M (attention: il faut prendre I'image de 
F^M et non I'image du sous-S'-module F^M^ de M^ defini au n° 1.6.2); si 
X G FpD est I'image de x G F^M^ on definit <Pp{x) comme etant I'image 
de q~'^<px (il est immediat que c'est independant du choix du relevement; 
comme q = p (mod TT), on a bien (Pp(x) = p<Pp'^^{x) si a! G F^'^^D). 
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II est clair que Fon peut considerer i* comme un foncteur additif exact, 
de^M^{q) (resp. Is^Mj(g)) dans AfF^ (resp. M F j ) . 

2.3.6. En composant avec le foncteur "oubli de Taction de F" on obtient 
une recette fonctorielle pour cissocier un (^-module filtre sur W (resp. sur 
K) a tout objet de PMfJ (resp. I S P ^ M J ) . Dans la deuxieme partie de 
ce travail, nous prouverons le result at suivant: 

Theoreme. (i) Pour tout objet M de IsF^AfJ, r ( M ) est un objet de 

MF^^'^ et la, hauteur de i*{M) est egale a celle de M. 

(ii) Le foncteur 

r : Isr$M+ - . MF^^'+ 

est pleinement fidele et induit une equivalence entre I S T ^ M J et une sous-

categorie pleine de MF^' stable par sous-objet et quotient. 

(iii) Les foncteurs 

Vs^Veoj* et l ^ c n s o r : I s r e A f + - . R e p Q ^ ( G K ) 

sont naturellement equivalents. 

En particulier, toute representation Qp-adique de cr-hauteur finie est 
de hauteur cristalline finie (et la cr-hauteur de cette representation est 
egale a sa hauteur cristalline). 

II ne me parait pas tres difficile de prouver et il me semble done raison-
able de conjeciurer que la reciproque est vraie, autrement dit que le fonc­
teur 

2* : Isr$M+ ^ MF^^'-^ 

est essentiellement surjectif. 
Pour prouver simultanement cette conjecture et celle qui affirme que 

tout objet de MFj^ est admissible, il suffirait de verifier que tout objet 
de MFj^'^ est dans Timage essentielle de f*. 

2.3.7. Comme on le verra dans la deuxieme partie de ce travail, on 
dispose de resultats partiels dans cette direction (qui donnent en outre 
une autre demonstration des resultats de [FL82]): 

Proposition, (i) Pour tout objet D deMFff~ il existe M dans IsV^M^ 
tel que D ~ i*{M). 

(ii) Pour tout objet M deT^M^f^, i*{M) est un objet de MF{^~^, 
dont la hauteur est egale a celle de M; en outre i* induit une equivalence 
entre T^M^g~^ et MF{y^^. Les foncteurs 

Vs^Veoj"^ et Fcrisoi* : m M + - . R e p 2 ^ ( G x ) 

sont naturellement equivalents. 
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Principales notations 

0 

0.1: RepQp(G), Repip(G), Repp.tor(G), RepFp(G). 

0.2: 0:F, W„iA), WiA), [a], ip, a. 

A 

1.1: M„, ^MA,O =^MA = * M , A^[p], A„, *Af^'. 

1.2 E''^, ^(") , E^'P, GE, S, Snr, Snr, De, Ve, IT,, V}, iM°. 

2.0: Jb, W, Ko, K. 

2.3: N^, T^, Col. 

2A:6^[x,u). 

3.0: K,GL,C. 

3.1: R, X, EQ, SO-

3.2: WA{R), T „ SO, SO, ^O-

3.3:r^M^,r*Af^', 5, H,T. 

3.4: r*M^. 

B 

1.3: *M+p. 

1 .4 : i* , i . , *M+^(5) . 

1.5: N, *M+(g), *JlfJ(<?), ^M^s.torC?). J*> ^Mi^{S,q), *A/^^(5,g). 

1.6: F^M„, C/M, Car. 

1.7: e(<z). 

1.8: A+, B+, ^oo, Is*Af, ^ 5 , l?s, Dsg, V*s, ITg, ITg^ 

2 1: isTOAf, r*jif+, r$M+^„„ isr*M+, i - , r$M+^ ,„ r$M+„. 
2.2: R e p + p „ ( G K ) , R^p+tor , crCCic),-D*S,cr-

2.3: ylcris, ^cris.oc, S+i^, MF{^-^, JlfF^+, MF^^'+, Repii3(G*), 
Rep; . t , , (Gx) . 
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