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Introduction

Soient p un nombre premier, £ un corps parfait de caractéristique p,
W = W(k) Panneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k et Kg son
corps des fractions.

Cet article est la premiére partie d’un travail consacré a Vétude des
représentations p-adiques du groupe de Galois d’un corps complet pour
une valuation discrete K a corps résiduel k. On y développe des procédés
pour construire toutes ses représentations [du style de ceux qui étaient
esquissés dans [Fo83b]; & ceci prés que, lorsque I’on rencontre un corps de
caractéristique p, complet pour une valuation discréte, on évite de le rem-
placer par sa cloture radicielle; ceci permet d’introduire des techniques
différentielles]; on essalera ensuite de caractériser les représentations qui
nous intéressent plus particulierement, comme les représentations cristal-
lines, de de Rham, de Hodge-Tate (cf., par.ex. op.cit.), semi-stables
([Bu88]) et d’en étudier quelques propriétés.

Pour &tre plus précis, soient KP une cléture séparable de K et Gx =
Gal(K*?/K). Appelons représentation Z,-adique de Gk la donnée d’un
Z,-module de type fini muni d’une action linéaire et continue de Gg.

Il est prévu quatre chapitres:

A. Représentations p-adiques “générales”

On se propose de construire des équivalences entre la catégorie de toutes
les représentations p-adiques de Gk et certaines catégories d’objets “pure-
ment algébriques.”

Afin de décrire quelques-uns des résultats, fixons quelques notations:
sotent S = W][[r]] 'anneau des séries formelles en une variable 7 & co-
efficients dans W et Og le séparé complété de S[1/x] = W((x)) pour la
topologie p-adique.

{a) Supposons K de caractéristique p et choisissons une identification
de Panneau de ses entiers & S/pS, ainsi qu’un relévement o du Froben-
ius absolu & S (lequel s’étend automatiquement & Og). Si M est un
O¢-module, notons M, le Og-module déduit de M par Pextension des
scalaires o : Qg — Og¢. On construit (§A1 et A2) une équivalence entre la
catégorie des représentations Z,-adiques de Gk et celle des “p-modules
étales sur O¢,” i.e., des Og-modules de type fini M, munis d’un isomor-
phisme

M, - M.
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(b) Supposons maintenant K de caractéristique 0 (et, pour simplifier,
p # 2). Soit Ko la Z,-extension cyclotomique de K contenue dans K =
K¢, On munit anneau S défini ci-dessus d’actions convenablement
choisies d’un Frobenius o et de T' = Gal(Kw/K) ~ Z,. (Par exemple,
lorsque K = Ko(¥/1), si x est le caractére cyclotomique, on peut choisir
T pour que

o(l+7m) =147 et y(1+7)=(1+m)X).

Ces actions s’étendent & Of et on construit (§A3) une équivalence en-
tre la catégorie des représentations Zy-adiques de Gk et celle des “p-I*-
modules étales sur O¢,” i.e., des p-modules étales sur O¢ munis en outre
d’une action semi-linéaire de I', commutant a &.

[Dans la suite de ce travail, on montrera que ’on peut, dans cette con-
struction, remplacer T' par Gal(L/K), ot L est une extension galoisienne
de K dont le groupe d’inertie est un groupe de Lie p-adique de dimension
finie > 1. Cette généralisation semble utile pour différentes questions,
notamment pour le calcul des nombres de Tamagawa p-adiques introduits
par Bloch et Kato ([BK89]).

C’est d’ailleurs en lisant cet article de Bloch et Kato que j’ai com-
pris Dintérét qu’il y avait & ne pas remplacer k((7)) par sa cléture radi-
cielle: si & est le corps des fractions de Og, le module Q¢ des formes
différentielles continues est un £-espace vectoriel de dimension 1 et on peut
donc “faire du calcul différentiel” (en particulier, le p-module associé a
une représentation p-adique est muni d’une connexion).

Il est clair que ces constructions sont des cas particuliers de construc-
tions beaucoup plus générales. On doit pouvoir remplacer les corps que
P’on considére ici par des corps de fonctions de plusieurs variables ou cer-
taines de leurs complétions. En particulier

(i) la loi de réciprocité explicite énoncée au no. 2.4 doit se généraliser
et éclairer d’un jour nouveau les travaux de Kato sur ce sujet ([Ka89]);

(i1) ces constructions doivent se faisceautiser et peut étre donner une
approche nouvelle des théoremes de comparaison entre cohomologies p-
adiques (cf. par exemple, [Fa88a] et [FM87]); on devrait ainsi obtenir des
méthodes plus analytiques et comprendre le lien entre ces théorémes et
Vintégration p-adique développée par Coleman ([Co82], [Co85], [Co87]);
ces techniques devraient aussi étre utiles pour répondre a certaines des
questions posées par Faltings dans [Fa88b)].]

B. Représentations p-adiques de hauteur finie

(a) Appelons p-module p-étale sur S la donnée d’un S-module de type
fini, sans torsion ou avec seulement de la p-torsion, muni d’une application
W-linéaire
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$: M, — M,

dont le conoyau est annulé par un élément de S — pS convenable.

Soit ¢ € S — pS. Un g-module p-étale sur S est dit de g-hauteur finie
si Coker ® est annulé par une puissance de q.

Dans le cas ot le corps K est de caractéristique p, une représentation
p-adique de Gk est dite de g—hauteur finie si le ¢-module étale qui lui est
associé provient, par extension des scalaires, d’'un ¢-module de g-hauteur
finie sur S.

Pour pouvoir étudier sérieusement les représentations de g-hauteur finie,
on a besoin de connaitre quelques propriétés des p-modules de g-hauteur
finie et c’est ’objet du §B1.

(b) Lorsque K est de caractéristique 0, on a une notion de “cr-hauteur”:
dans cet article, on ne définit cette notion que lorsque e = 1, 1.e., lorsque
K = K. Dans ce cas on peut prendre pour anneau S ’anneau W{[nq]],
avec mg = zaeF,,a¢0((1+ 7)lel — 1) (ot 7 est comme au (b) ci-dessus, et
[a] est le représentant de Teichmiiller de a dans Z,). On pose ¢ = 7g +p
et on introduit la catégorie F®ME: un objet de cette catégorie est un
p-module sur S de g¢-hauteur finie, muni d’une action semi-linéaire et
continue de I' qui commute & P’action de ¢ et qui est triviale sur le quotient
M /7M. On dit qu’une représentation p-adique V est de cr-hauteur finie
st elle provient, en un sens évident, d’un objet M de cette catégorie (la
cr-hauteur de V est définie, en gros, comme le plus petit entier 7 tel que
q" annule M/®(M,)).

Dans le paragraphe B2, on se contente d’étudier quelques propriétés de
la catégorie I‘QM;, qui nous serons utiles dans la suite de ce travail.

L’intérét de cette notion de cr-hauteur, c’est qu’une représentation de
cr-hauteur finie < r est une représentation cristalline (¢f. [Fo83b]) & poids
de Hodge-Tate € [—r,0] (du moins lorsque la représentation est sans p-
torsion; si, au contraire, elle est de p-torsion, alors c’est un sous-quotient
d’une telle représentation).

Il me sembile (et cela n’a pas ’air vraiment difficile) que, réciproquement,
toute représentation cristalline, & poids de Hodge-Tate < 0 est de cr-
hauteur finie. Ces questions, ainsi que la description & partir d’un objet
de T®M ¥ du p-module filtré assoocié & la représentat ion cristalline cor-
respondantes sont rapidement discutées a la fin du §B2 qui termine cet
article.

[Dans la suite de ce travail, on commencera par étudier plus en détail
cette correspondance entre représentations de cr-hauteur finie et représen-
tations cristallines, y compris lorsque € > 1. On étudiera aussi quelques
propriétés de ces représentations; en particulier, on montrera qu’elles
ne sont pas trop ramifiées, généralisant ainsi des résultats d’Abraskin
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([Ab89)).

On prévoit d’aborder ensuite, dans un chapitre C, le probleme de
la “classification” des représentations p-adiques. Lorsque K est de ca-
ractéristique 0, 'objectif est, si V est une représentation p-adique de Gg
de décrire en termes de son p-I'-module étale sur Og ’endomorphisme
qui lui est associé par la théorie de Sen ([Se80]), en particulier de savoir
reconnaitre les représentations de Hodge-Tate; il est aussi de caractériser
les représentations de de Rham et les représentations semi-stables. On re-
marque que O est le complété, pour la topologie p-adique, de S[1/¢]; trés
grossierement, ’idée est que, si M est le p-module étale sur O associé a
une représentation V', lorsque ’on écrit la matrice de ® : M, — M, par
rapport & des bases convenables, plus la représentation est “méchante,”
plus les dénominateurs de ses coefficients sont méchants. Les premiers
résultats obtenus rendent plausibles I’existence d’un analogue p-adique du
théoréme de monodromie ¢-adique de Grothendieck (i.e., il est possible
que toute représentation de de Rham soit “potentiellement semi-stable”).

Enfin, on espére étudier, dans un chapitre D, les familles de représenta-
tions p-adiques, a Vaide des ¢-T'-modules étales sur Og. Mais il est pour
le moins prématuré d’en parler!]

Une partie de cet article a été écrite pendant un séjour au Max Planck
Institut fiir Mathematik que je voudrais remercier pour son hospitalité. Je
voudrais remercier aussie S. Bloch and K. Kato pour les idées que m’ont
données la lecture de leur preprint ([BK89], ainsi que B. Perrin-Riou et
J.-P. Wintenberger pour de nombreuses discussions, et que le responsable
de cette publication pour ses encouragements et sa patience infinie.

Au congrés de Nice en 1970, Alexandre Grothendieck avait évoqué
Pexistence du “foncteur mystérieux” reliant cohomologie étale p-adique
et cohomologie cristalline. Je voudrais dire ici quel plaisir cela a été pour
moi de travailler sur ce sujet et sur ses développements.

Conventions
Dans tout ce travail p est un nombre premier fixé.

0.1.  Pour tout groupe profini G, on appelle représentation Q,-adique
(resp. Z,-adique, resp. de p-torsion, resp. modulo p) de G la donnée d’un
Q,-espace vectoriel de dimension finie (resp. d’un Z,-module de type fini,
resp. d’'un Z,-module de longueur finie, resp. d’un F,-espace vectoriel
de dimension finie) ¥V muni d’un homomorphisme continu de G dans le
groupe des automorphismes de V.

Les représentations Qp-adiques (resp. Z,-adiques, de p-torsion, modulo
p) de G forment, de maniére évidente une catégorie abélienne Q,-linéaire
(resp. Zp-linéaire, Z,-linéaire, Fp-linéaire) que I'on note Repg, (G) (resp.
Repz,(G), Rep p-tor(G), Repr,(G)).
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Pour éviter de s’enliser dans les généralités, trivialités, banalités que
Pon peut développer autour de ses définitions, on se contentera de dire
que les opérations usuelles de 1’algebre linéaire font de ces catégories des
catégories tannakiennes neutres ([Sa72], [DM82]) et de rappeler que le
foncteur

Repz,(G) — Repq, (G),

qui a V associe Qy®z, V, est essentiellement surjectif (si U est une repré-
sentation Q,-adique et si Vj est un réseau de U, alors V = deG g(Vo)
est encore un réseau de U; c’est donc un objet de Repz, (G) et @@z, V
s’identifie a U).

0.2.  Si F est un corps valué, on note Or I'anneau de ses entiers (i.e.,
le sous-anneau de F formé des éléments de valuation > 0).

Si A est un anneau de caractéristique p, on note indifféremment ¢ ou
o le Frobenius absolu (z — zP).

Si A est un anneau commutatif quelconque, on note W(A) 'anneau
des vecteurs de Witt a coefficients dans A, et, pour tout n € N, W,(A)
I’anneau des vecteurs de Witt de longueur n. Sia € A, on note [a] € W(A)
son représentant de Teichmuller.

A. Représentations p-adiques “générales”

Al. Représentations p-adiques des corps de caractérestique p

1.1. Les p-modules. Dans tout ce numéro, (A, o) est un couple formé
d’un anneau commutatif A et d’un endomorphisme o de A.

1.1.1. Pour tout A-module M, on note M, le A-module A, M déduit
de M par 'extension des scalaires o.

On appelle p-module sur (A, o) (ou, 8’il n’y a pas de risque de confusion,
¢-module sur A, ou méme @-module) la donnée d’un A-module M muni
d’une application

e:M-M
o-semi-linéaire (i.e., additive et telle que p(Az) = oA.pz).
Se donner ¢ revient a se donner une application linéaire
d: M, - M,

il suffit de poser ®(A Q@ z) = A.px.
Un morphisme  : M — N de p-modules est une application A-linéaire
qui commute a .
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Les ¢-modules sur A forment ainsi une catégorie que 'on note ®M 4 ,,
ou M 4, voire ®M, s’il n’y a pas de risque de confusion.

1.1.2. On note A,[p] I'anneau (non commutatif si ¢ # ida) engendré
par A et un élément ¢ soumis aux relations

p.A=0(A).p, pourtout A€ A

On note aussi A? le sous-anneau de A formé des a tels que oa = a. 11
est contenu dans le centre de A,[p] (et égal & ce centre si et seulement si
o™ # id4, pour tout entier m > 0).

1l est clair que la catégorie ®M 4 s’identifie & la catégorie des A,{p]}-
modules & gauche. En particulier, elle est abélienne et A- linéaire.

1.1.3. La catégorie ®M 4 est munie d’un produit tensoriel: si M et N
sont deux objets de ®M 4, le A-module sous-jacent 8 M Q N est M Q4 N
et o(z @ y) = vz ® py.

Ce produit tensoriel satisfait les propriétés usuelles d’associativité et de
commutativité.

On dispose aussi d’un “objet-unité”: c’est A lui-méme avec ¢ = o; on
voit que M @ A et A ® M s’identifient & M quelque soit objet M de
DM 4.

Dans toute la suite, I’endomorphisme o de A sera noté indifféremment

o ou .
1.1.4. Lorsque l’anneau A est noethérien, on dit qu’un ¢-module M
est élale si le A-module sous-jacent est de type fini et si & est bijective
(lorsque o est un automorphisme, il revient au méme de demander que ¢
soit bijective) et on note <I>Mff’a ou @M% la sous-catégorie pleine de ®M 4
dont les objets sont les ¢-modules étales.

1.1.5. Proposition. Supposons A noethérien et o-plat. Alors

(i) la catégorie ®M% est abélienne;

(ii) sin: M — L est un morphisme de ®M%, le noyau et le conoyau de
n dans la catégorie ®M 4 sont encore étales.

Preuve. 1l est clair que la deuxiéme assertion implique la premiére.
Montrons donc la seconde: Soit K (resp. N) le conoyau (resp. le noyau)
de application linéaire sous-jacente. Alors K, s’identifie au conoyau de
M, — L, et, grace & la platitude, N, s’identifie au noyau. Dans le
diagramme comutatif
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les lignes sont donc exactes. Comme les deux fleches verticales du milieu
sont des isomorphismes, 1l en est de méme des deux autres.

1.1.6. Proposition. Supposons A noethérien et o-plat, intégre et de
dimension < 1. Supposons en outre que, pour tout idéal maximal m de
A, I'idéal de A engendré par les oz, pour £ € m, est encore maximal.
Alors,

(i) pour qu’un p-module N sur A, de type fini sur A, soit étale, il faut
et il suffit que ® : N, — N soit surjective;

(ii) st
0—-M —-M-—->M'—-0

est une suite exacte courte de p-modules sur A, M est étale si et seulement
si M' et M" le sont.

Preuve. Montrons (i). Il est clair que la condition est nécessaire. Mon-
trons qu’elle est suffisante. Si N/ = Ny, et N’ = N/N’, on a un dia-
gramme commutatif

0 N’ N, N 0
| | |
0 N’ N N 0

dont les lignes sont exactes. Si F est le corps des fractions de A, ’applica-
tion, qui & * € N” associe 1 @ & € F @4 N’ = Np est injective et
(Ng)s est un F-espace vectoriel, de dimension finie égale a celle de Ny,
qui s’identifle & F ®4 NJ. Si ® : N, — N est surjective, il en est de
méme de NJ — N’ donc aussi de (Np), — N, qui est donc bijective.
Comme N/ s’injecte dans (N#),, application N7 — N’ est bijective.
Par conséquent N, — N’ est aussi surjective. On voit, par dévissage,
que Phypothése faite sur A implique que N’ et N/ sont des A-modules de
méme longueur finie, et N/ — N’ est bijective. Finalement ® : N, — N
est bien bijective.
Montrons (ii). On a un diagramme commutatif

0 M M, MY — 0
0 M’ M M" —— 0

donc les lignes sont exactes. Si M’ et M” sont étales, les deux fleches
verticales extrémes sont des isomorphismes et il en est de méme de celle
du milieu. Inversement, si M est étale, la fleche verticale de droite est
surjective; d’aprés (i), M" est étale et la fleche du milieu et celle de droite
sont des isomorphismes, donc aussi celle de gauche.
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1.1.7. Supposons encore A noethérien et o-plat. Alors <I>Mf;t est une
®-catégorie (cf. [Sa72]). Autrement dit,

— comme sous-catégorie de ®M 4, elle est stable par produit tensoriel et
contient I’objet-unité;

- elle admet un hom interne: si M et N sont deux objets de ®M | le A-
module sous-jacent & Hom (M, N) est L = La(M, N); 'homomorphisme
canonique L, = A®4 L — La(M,,N,) est un isomorphisme (Bourbaki,
Alg. Com., chap. 1, §2, prop. 11); on peut donc identifier ces deux modules
et définir

®:L,—~ L

par (®f)(z) = ®(f(®~!(z))), qui est bien bijective (son inverse ¥ est
définie par (¥g)(y) = 7' (9(2y)))-
Ces opérations vérifient les “propriétés usuelles.”

1.1.8. Solent A; et A5 deux anneaux commutatifs munis d’un endomor-
phisme o et « : A} — A un homomorphisme commutant a ¢. Pour tout
p-module M sur A;, le Az-module o*(M) = A2 ®4, M a une structure
naturelle de p-module sur A;. On obtient ainsi un foncteur additif

oz* Z(DAIA1 —>(PMA2.

Si A; et A, sont noethériens et o-plats, a* transforme ¢-module étale
en @g-module étale.

1.2.  Représentations p-adigques el p-modules. Dans la suite de ce para-
graphe, F est un corps de caractéristique p et E™9 est la cloture radicielle
de E. Pour tout n € Z, on pose

EW ={ce E™a?" € B} et E =EW.

On suppose (ce n’est pas essentiel) que E'/E est une extension finie.

On choisit une cléture séparable £ de E et on pose Gg = Gal(E**P/E).
On se propose d’expliciter différentes variantes de la classification des
représentations p-adiques de G en termes de ¢-modules.

1.2.1. Soit £ un corps complet pour une valuation discréte, de caractéris-
tique 0, absolument non ramifié (i.e., tel que p engendre I'idéal maximal
de O¢), de corps résiduel E. Solent &, une extension algébrique non
ramifée de & dont le corps résiduel est séparablement clos {on peut prendre
pour & le corps des fractions de ’hensélisé strict de Og dans une cloture
algébrique de &) et &,; le complété de &£,;. On choisit une E-identification
du corps résiduel de &, avec E%P. Alors G s’identifie & Gal(&nr/E) et

opere par continuité sur &,,.

1.2.2. SiV est une représentation Z,-adique de Gg, on pose
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De(v) = (05, @2, V) "

On peut considérer Dg comme un foncteur covariant additif (¢’est méme
un ®-foncteur) de la catégorie des représentations p-adiques dans celle des
O¢-modules.

1.23. Remarque. La notation D¢ traduit le fait que ce foncteur ne
dépend pas, a isomorphisme unique prés, du choix du couple formé de
Eor et d’une identification de Gg & Gal(€,,/€).

1.2.4. Proposition. Conservons les hypothéses et notations qui pré-
cédent.
(1) Pour toute représentation Z,-adique V de Gg, I’application naturelle

Ogm Ros Dg(V) — Ogm ®Zp 14

est un isomorphisme et Dg(V) est un Og-module de type fini qui a les
mémes facteurs invariants que V;

(ii) le foncteur Dy est exact et fidéle.

Preuve. Pour les représentations modulo p, cela résulte formellement de
ce que HY(Gg, E*%P) = E et H'(Gg,GLn(E*?)) = {1} ([Se68], chap. X,
prop. 3). Le cas des représentations de p-torsion s’en déduit par dévissage
et le cas général par passage & la limite.

1.2.5. Supposons maintenant I’anneau Og muni d’un endomorphisme de
Frobenius, i.e., d’un endomorphisme
aglou @) : 0 — Of¢

vérifiant oz = z? (mod p). On note encore @ son unique extension 3
Og,, alnsl que son extension par continuité a 0/\ .

L’unicité du prolongement de ¢ implique que <p commute a ’action de
Gg et, pour toute représentation Z,-adique V, Dg(V') a une structure
naturelle de p-module sur Of.

1.2.6. Proposition. Conservons les hypothéses et notations qui
précédent.
(1) Pour toute représentation Z,-adique V de Gg, De(V') est étale;
(i1) le foncteur

Dt : Repg,(Gi) —"I’Mgg

induit une ®-équivalence de catégories;
(1i1) le foncteur V¢, qui, au p-module étale M, associe

Ve(M) = (Oﬁm R0, M)

p=1
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est un quasi-inverse de Dg.

Preuve. Observons d’abord que Q¢ est noethérien et que o : O — O¢
est fini et plat (si (e;)1<i<a désignent des éléments de O relevant une
base de E sur E(-1 | alors Of est un module libre sur o(O¢) de base les
6,’).

La démonstration se ramene alors & vérifier que pour tout ¢-module
étale M, I’application naturelle

Oz ©1, Ve(M) — O Qo M

est un isomorphisme.
Le cas ot M est tué par p est bien connu et peut se voir ainsi: si
(j)1<j<d est une base du dual M* de M, on peut écrire

pu; = E aj e,

1<e<d

olt la matrice des a, ¢ est une matrice, a coeflicients dans E, inversible.

Alors V = V¢(M) s’identifie au Fp-espace vectoriel des applications
E-linéaires de M* dans E** qui commutent & ¢, ou encore au sous-F,-
espace vectoriel de (E5%P)? formé des (z;)1<j<a vérifiant

]};-’ = Zaj,wg.
Autrement dit, si A = E[X1, Xa,..., Xa)/(X] = Y a;,eXe)1<5<a,
V = Hom E—algtbres (A» ESép) .

Comme A est une E-algébre étale de rang p%, V a p? éléments et est
donc un Fp-espace vectoriel de dimension d = dimg M.
L’application Oz ®z, Ve(M) — Oz ®o, M se réduit a
nr nr

E*P @, V — Lp (M*, E*P).

Comme ces deux E®P-espaces vectoriels ont la méme dimension, il suf-
fit de prouver que cette application est injective, ou encore que toute
famille d’applications linéaires de M* dans E*P qui commutent & ¢ et sont
linéairement indépendantes sur F, restent linéairement indépendantes sur
E*®_ Sinon, il existerait un entier r > 2 tel que ce soit vrai pour toute
famille ayant strictement moins de r éléments, et 5y, 1, ..., 7 € V,
lindairement indépendants sur Fp, z1, z2, ..., 2, € E%P tous différents
de 0 tels que Y z;m; = 0. Quitte & diviser par z;, on peut supposer
z7 = 1; en appliquant ¢, on trouve que ’on a aussi Y zfn; = 0; en re-
tranchant ces deux égalités, on trouve une relation de dépendance entre
moins de r éléments de V, donc 2! = z;, pour tout ¢ et les z, € F,,, d’ou
une contradiction.
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Le cas ou M est de p-torsion s’en déduit par dévissage et le cas général
par passage a la limite.

1.2.7. Remarques. (a) La proposition ci-dessus a, bien sir, une version
contravariante. A toute représentation de p-torsion V de Gg, on peut
associer

D:*:(V) = (Dg(V))* = HomGE (V» gﬂr/ognr)'

On obtient ainsi un foncteur contravariant additif de la catégorie
Rep,-tor{(GE) dans la catégorie des yp-modules étales de p-torsion, in-
duisant une anti-équivalence entre ces deux catégories; un foncteur quasi-
inverse est fourni par

Vi(M) = (Ve(M))" = Homanm (M, Enr/ Ok, ) -

On peut procéder de méme avec les représentations Z,-adiques sans
p-torsion (en posant

Dy(V) = Homgy (V,0z ) et Vi(M)= Homen (M0 )).

On peut traiter ces deux types de représentations p-adiques (sans p-torsion
et de p-torsion) simultanément via le formalisme de s catégories dérivées).

(b) Ces énoncés impliquent des énoncés analogues pour les repré-
sentations Q,-adiques. Soit 8MY la sous-catégorie pleine de la catégorie
des p-modules sur £ dont les objets sont les D qui sont de dimension
finie en tant que £-espaces vectoriels et qui sont de pente 0, i.e., tels qu’il
existe un QOg-résean de D, stable par ¢, qui est étale. C’est une sous-
catégorie pleine de la catégorie des p-modules étales sur £, stable par a
peu prés tout ce que ’on peut imaginer; en particulier, ¢’est une catégorie
abélienne.

Le foncteur, que I'on note encore Dg, qui a toute représentation p-
adique V de Gg associe (&nr ®q, V)CE, induit une ®-équivalence de
catégories entre Repq, (Gr) et ®M} (un quasi-inverse étant fourni par
D — V(D) = (fm ® D)y=1). On a également des versions contravari-
antes

Dy(V)= Homgy (V,&) et V(D) =Homan (D.&).

1.3. Comparaison avec le cas des corps parfaits

1.3.1. Posons F = E™ et F = (E*®)* = E. Alors F est un corps
parfait, ' est une cléture algébrique de F' tout autant que de E, 'action
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de Gg s’étend de maniére unique & F, ce qui permet d’identifier Gg a
Gr = Gal(F/F).

Il existe alors, a isomorphisme unique prés, un et un seul corps valué
complet F absolument non ramifié, de corps résiduel F: c’est le corps
des fractions de 'annean O = W(F) des vecteurs de Witt & coefficients
dans F'. Le corps fnr s’identifie, pour sa part, au corps des fractions de
0/\ = W(F). 1l y a également unicité de la fagon de relever le Frobenius
de Fa W(F).

Restreinte aux représentations de p-torsion, ’équivalence fournie par
Dy (resp. lanti-équivalence fournie par D% ) n’est rien d’autre que la
classification habituelle des schémas en groupes finis étales sur /', annulés
par une puissance de p via leurs modules de Dieudonné covariants (resp.
contravariants) (cf., par exemple, [De72], chap. III, §6).

1.3.2. Le fait d’avoir un Frobenius sur Og nous permet d’identifier Qg a
un sous-anneau de W(E). En effet, comme O¢ est sans p-torsion il existe
un et seul homomorphisme

w: 0 — W(0¢)

tel que, pour tout a € Of, les composantes fantémes de w(a) soient
(a,pa,...,¢"a,...) (cf., par exemple, Bourbaki, Alg. Comm. chap. IX,
§1, exer. 14). En composant w avec la projection de W{(O¢) sur W(E)
induite par la projection de O¢ sur F, on obtient une application injective
de O¢ dans W(FE) qui fournit I'identification cherchée.

De méme Op s identifie & un sous-anneau de W(E®¢P). Ces identifi-
cations sont compatlbles entre elles et compatibles aussi avec ’action de
w et de Gg.

Les inclusions W(E) C¢ W(E™) = W(F) et W(E*P) c W(E) =
W (F) donnent alors un sens a 1’énoncé suivant:

1.3.3.  Proposition. Pour toute représentation Z,-adique V, ’homo-
morphisme naturel

W (E™) ®o, De(V) — D#(V)
est un isomorphisme.

Preuve. Supposons d’abord V tuée par p, et soit (e;)1<i<q une base de
Dz (V) sur F. Lorsque l'on écrit les e; comme des combinaisons linéaires
a coefficients dans E d’éléments de V, il n’y a qu’un nombre fini de co-
efficients qui interviennent et il existe un entier r tel que les y"e; appar-
tiennent a I'image de P’application considérée. Comme les ¢"¢e; forment
encore une base de Dx(V), Papplication est surjective. Le fait que ce
soit un isomorphisme résulte alors de ce que dimg Dg (V') = dimp Dx(V)
(: dime V)
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La surjectivité dans le cas général résulte de la surjectivité mod p.
Lorsque V est de p-torsion, I'injectivité résulte alors de ce que les deux
modules considérés ont la méme longueur. Le cas général s’en déduit par
passage a la limite.

A2. Le cas des corps locauz de caractéristique p

Dans tout ce paragraphe, E est un corps de caractéristique p, muni
d’une valuation discréte pour laquelle il est complet. On note k son
corps résiduel, que l'on suppose parfait. On pose W = W(k) et Koy =
Frac W = W[1/p)].

2.1. Généralités

2.1.1. On choisit un corps £ comme au n° 1.2.1 et un reléevement de
Frobenius sur O¢. La proposition 1.2.6 raméne I’étude des représentations
p-adiques de Gg a celle des y-modules étales sur Og.

2.1.2. Reprenons les notations du n° 1.3. Le complété E de E est
aussi celui de E*¢P. Notons F (resp. ﬁal) C E P’adhérence de F (resp. la
fermeture algébrique de F ).

On a des inclusions

, — ~al TS
O CW (E*®) cW(E)cW (F ) cw (E),

donnant, lorsque ’on prend les éléments fixes par Gg,

Os C W(E) CW(F)CW (ﬁ) -W (ﬁ) .

En outre, O (resp. W(F), resp. W(ﬁ)) est ’anneau des entiers d’un
corps &€ (resp. F, resp. G) complet pour une valuation discréte a corps
résiduel de caractéristique p et Og  (resp. W(E), resp. W(ﬁal)) est
Panneau des entiers du complété d’une extension maximale non ramifiée
de ce corps, le groupe de Galois de cette extenison s’identifiant & Gg.

Le foncteur D¢ (resp. Dr, resp Dg) induit donc une équivalence entre
la catégorie des représentations Z,-adiques de Gg et la catégorie des -
modules étales sur O (resp. W(F), resp. W(F)); le foncteur Vg (resp.
Vr resp. Vg) est un quasi-inverse. Le résultat suivant est immédiat (cf.
prop. 1.3.3):

2.1.3. Proposition. (i) Le foncteur
M W(F)@o, M (resp. M — W(F) o, M)

induit une équivalence entre la catégorie des p-modules étales sur Og et
celle des p-modules étales sur W(F) (resp W(F')).
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(ii) Pour toute représentation Z,-adique V' de GEg, les applications na-
turelles W(F) ®o, De(V) — Dz(V) et W(F)®o, De(V) — Dg(V) sont
des isomorphismes.

(iit) Pour toute représentation Z,-adique V', I'inclusion naturelle

Dg(V) = (W (ﬁa]) ®1, V) °r C (W (%) ®1z, V) oE

est une égalité.

2.2.  Représentations p-adiques et connezions

2.2.1. Remarquons que, si [’on choisit 7 € O relevant une uniformisante
# de E, alors O¢ s’identifie au séparé complété pour la topologie p-adique
de ’anneau W((r)) des séries formelles a coefficients dans W. Autrement
dit I’application

(a")nel - Z an7r"

définit une bijection entre ’ensemble des familles indexées par Z d’éléments
de W (resp. de Ky & dénominateurs bornés) tels que la suite des a_,,
tende p-adiquement vers 0 lorsque m + +o0o0 d’une part et Og (resp. &)
d’autre part.

Remarquons aussi que choisir un relévement de Frobenius revient a
choisir un reléevement o7 dans Qg de #P.

2.2.2. On voit que le £-espace vectoriel Q¢ des Ky-différentielles conti-
nues de £ est un £-espace vectoriel de dimension un engendré par dig(7) =
77 d7 et le Og-module Qp ¢ des W-différentielles continues de O s’iden-
tifie au sous-Og-module de Q¢ engendré par diog().

2.23. Siw = (3 a,m").dieg(m) € Q¢, on pose Res,(w) = ap. En fait,
Resy est indépendant du choix de 7, i.e., d’un élément de Og dont I'image
dans F est une uniformisante. Cela peut se voir ainsi: soit 7; un autre
choix. On constate que tout w € Qg peut s’écrire wy + aodig(7), ol
ag € K et wp est dans ’adhérence de U'image de d : £ — Qg. Comime
Resy, (wo) = Resy(wo) = 0, il suffit de vérifier que Resy, (diog(7)) = 1.

Mais on peut écrire

m=cmn(l+pa), avec ceW*, n—-1e€m.Wm], «€ O¢.

On a alors dieg(7) = dlog(ﬂ'l)+n1.dn+(1+pa)'1.d(1+pa). Il est clair que
Res,, (n~1.dn) = 0; comme (1+pa)~t.d(1+pa) = d(log(1+pa)) € Im d,
son résidu est également nul. D’ou le résultat.

Dans la suite, pour tout w € ¢, on pose Res(w) = Resy(w). Bien
str, si w € Qo,, alors Res(w) € W.
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224. Le (’)A - module QoA des W-différentielles continues de O~

Enr
s’identifie & 0 ®o£ Q0o, et est un (9,\ -module libre de rang un engendré

par diog(7).
Proposition. Soit V' une représentation Z,-adique de Gg et soit M =
De(V).

(1) 1l existe sur le Og-module M une et une seu le connexion

V:M— Moo,

par rapport a laquelle ¢ est horizontale, i.e., telle que Vo = po V.

(ii) Si V' est sans p-torsion, le W-module W ®z,, V' s’identifie au module
des “sections horizontales de M au-dessus de OE r,” Le.,
n

WeV={ze0; ®MVz=0}.

Preuve. Il est clair que toute connexion sur M s’étend de maniére unique
en une connexion sur OA ® M et que la connexion étendue commute a

@ s1 et seulement si ¢ etalt déja le cas de la connexion initiale. Mais on a
Oz ®o, M =0z ®z1,V,

et, pour tout v € V, si V(1 ® v) = w, on doit avoir pw =w, d’ot w =0
(car pa est divisible par p pour tout @ € Qo.. , donc pw est divisible par
Em‘
p, pour tout w € M ® Qo,g , qui est séparé pour la topologie p-adique).
nr
On doit donc avoir V(A ® v) = v ® dA, quelque soit A € (’)gn et v eV,
r
d’ou lassertion (i).
L’assertion (ii) résulte alors immédiatement de ce que le noyau de

d: (’)gnr — Qo

Enr
est W.

2.2.5. Remargue. Oublions un instant que 'on a choisi un Frobenius
sur O¢ et supposons le corps résiduel fini avec p” éléments, de sorte que
Ky est une extension finie non ramifiée de Q,. On voit (en reprenant
les arguments développés ci-dessus avec 7 = ¢ et ¢ = ¢” a la place de
o et ) que Pon a un foncteur additif exact et pleinement fidéle de la
catégorie des représentations Ko-linéaires de dimension finie de Gg dans
la catégorie des E-espaces vectoriels de dimension finie M, munis d’une
connexion

ViM-—-MQeQ¢ Qé‘/KO'

L’image essentielle consiste en les objets M tels que, si 'on choisit un
automorphisme continue 7 de Qg qu i reléve 67, il existe un Frobenius
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v. M, - M

de pente 0 qui est horizontal relativement & V (si c’est vrai pour un
choix du relévement de o", c¢’est vrai pour tous). Les experts devraient
reconnaitre des objets bien connus, et le rédacteur rougit de son ignorance!

2.3. L’isomorphisme de Coleman

2.3.1. Soit & = ¢~ 1€ (on peut, par exemple, voir £& comme un sous-
corps de W(E™%)[1/p]). C’est une extension de degré p de &, et c’est donc
encore un corps valué complet, qui reste absolument non ramifié (au sens
que p engendre I'idéal maximal de ’anneau des entiers), mais ’extenison
&' [€ n’est pas non ramifiée, car I’extension résiduelle E'/E est purement
inséparable.

Pour tout z € &, on note Ny, (z) (resp. Ty,(z)) la norme (resp. la trace)
de & 4 & de p1z.

2.3.2.  Proposition. Soit 1+ pO¢ (res p. (Of)N,=1) le sous-groupe
du groupe O} des unités de O¢ formé des z tels que z = 1(mod p) (resp.
Ny(z) = ). Alors O} est le produit direct de 1 + pO¢ par (Of )N, =1

Preuve. Dans la suite exacte
0—14p0; -0 — E* —0,

1 4 pOg¢ est stable par N, qui induit 'identité sur £*. En prenant les
¢éléments fixes par N,, on obtient une suite exact

(1+pO0¢)n,=1 = (Of)n,=1 — E7
— (14p0¢) [ (Ny — 1) (14 p0O¢) .
Mais, si y € Og, on a Ty,(y) = 0(mod p) et, pour tout entier r > 1,
No(1+py)=1+4pTe(y) =1 (mod p'th).

On en déduit que (1 + pOg)ny=1 = (1 + pOs)/(Ny — 1)(1 4 pOs) = 0,
donc que

(Og )Nq):l — B
est un isomorphisme, et la proposition en résulte.
2.3.3. On note
Col + B* = (OF)y, 1

I'isomorphisme réciproque. C’est donc 'unique section de la projection de
O sur E* qui vérifie N,(Col(z)) = Col(z), pour tout z. On verra dans
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la deuxieme partie que Col peut étre interprété comme une généralisation
de Pisomorphisme de Coleman ({Co79], th. A, voir aussi [BK89], th. 2.2).
Il joue aussi le role de ’homomorphisme de Teichmiiller dans ce contexte;
on prendra garde toutefois que, si U'on identifie Og & un sous anneau de
W(E) comme au n° 1.3.2, et si, pour tout & € E, on note [z] € W(FE) son
représentant de Teichmiiller, alors en général Col(z) # [z] (on a cependant
Pégalité si z € k).

2.3.4. Proposition. Soit ¢ € £ et u € E*. Pour tout m € N, on a

Res (¢™(x).diog(Col(u))) = ¢™ (Res (z.diog(Col(u)))) .

Preuve. Il suffit de le prouver pour m = 1.

Pour toute Kg-algebre topologique A, notons £25 le A-module des Kjy-
différentielles continues de A.

On dispose d’un opérateur “trace”

tr :le — Qg,

que l’on peut définir ainsi: Soient { une racine primitive p-iéme de 1
appartenant & une extension algébrique de &' et C = Gal(&'[¢]/€[()).
L’application naturelle Qg — $g/[¢] est injective et nous permet d’identi-
fier Q¢:, & un sous-&'-espace vectoriel de Q¢ De méme Qg s’identifie
& un sous-£-espace vectoriel de Qgpy. Pour tout w € Qg tr(w) =
dec g(w) € (le[(])c = Qgpep- It est clair que, si w € Q¢ alors tr(w) €
Qe.

On voit que, pour tout u € E*, tr(p™ " (diogCol(u))) = diog Col (u).
Commne, pour tout & € £ et tout w’ € Q, on a tr(zw’) = z.tr(w’), la
proposition résulte du lemme suivant:

2.3.5. Lemme. Pour toutw € Q¢, on a Res(tr(p~'w)) = p~1(Res w).

Preuve. L’application ¢~ ! est un isomorphisme de £ sur & qui, en

tant qu’homomorphisme de K-algebre, est o~ !-semi-linéaire. Avec des
notations évidentes, on a donc Resg/ (¢~ w) = ¢! (Resg(w)). Le lemme
se déduit donc du résultat suivant:

2.3.6. Sous-lemme. (i) Pour toutw’ € Q¢/, 0n a
Resg(tr(w')) = Resg(w'));
(ii) pour tout w € Q¢, on a
Resg(w) = p.Resg(w).

2.3.7. Preuve. Montrons la deuxiéme assertion: Soit 7/ € Og un
relevement d’une uniformisante du corps résiduel E de £’ (qui est une ex-
tension radicielle de degré p de E). Comme #'? reléve une uniformisante
de E, on voit que, si
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Xp+ap_1X”_1+...+a1X+a0

est le polynome minimal de 7’ sur £, et si I'on pose m = —ay, alors 7 reléve
une uniformisante de E et les a;, pour 1 < j < p — 1, sont divisibles par
p dans Og/. On peux donc écrire

7 =7?.(1+ pa), avec a € O¢:.

Comme tout w € ¢ peut s’écrire w = wg + agdigm, avec wo dans
P’adhérence de I'tmage de d et ag € Ky, et comme la formule est évidente
pour wg, il suffit de vérifier que Resg: (diogm) = p. Mais c’est clair car

diog™ = p.diogm’ + d(log(1 + pa))

et le résidu de d(log(1 + pa)) est nul.

Montrons alors la premiére asssertion: pour tout g € C, on a Resg/(gw’)
= , Resg/(w'), par conséquent Resg/(tr(w’)) = [ : E]Resgr(w’) =
p.Resg/(w’). Comme on vient de voir que ’on a aussi Resg/(tr(w’)) =
p.Resg(tr(w’)), on a bien 1’égalité cherchée.

2.4. Lot de réciprocité explicite
2.4.1. Soit
be : Og — Homeont (GF,Z,) = Homont (GE,Zp)
I’homomorphisme défini par
be(a)(g) = (9 — 1)(a),

pour a € Of et ¢ € G¥ (ol @ est une solution dans (’)é\m, ou dans

W (E®P), ou encore dans W(E), cela revient au méme, de (p—1)(a) = a).

On a Hom cont(GE, Zp) = ExthepZP(GE) (Zp,Z,) et il résulte de I’équi-

valence entre ¢-modules étales et représentations p-adiques (proposition
1.2.6. ci-dessus) que 6 est surjective et induit un isomorphisme

5¢ 1 Og/(p ~ 1)(Og) — Hom cont (G‘I';b,l,,) .
2.4.2. Supposons maintenant le corps résiduel k£ de F fini. Pour tout u €

E*, notons g, € G% I’élément fourni par 'isomorphisme de réciprocité
(cf. par exemple, [Se68], chap. XIII, §4). Si z € O¢ et u € E*, posons

[z,u) = 8£(2)(gu) € Zp.

Remarquons enfin que Ky = Frac W est une extension finie de Q, et
que, pour tout a € W, Tri/q, (a) € Z,.
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2.4.3. Proposition. Avecles hypothéses et les notations qui précédent,
siex €Og etue E*,ona

(z,u) = Trgy/qp, (Res(z.diog(Col(u)))) .

Preuve. On va déduire cette proposition des lois de réciprocité explicites
de Witt ([Wi37]): si z € W, (E) et si v € E*, notons [z,u), € Z/p"Z C
W, (E) Vélément défini par

[Z;u)n = Ggu (gn) —&n,

ol &, € W, (E*P) vérifie p(£,) — &n = 2.
Si PPon pose O, = O /p™, on disp ose d’un homomorphisme

Wney ! Wn(E) - OE,n;

. . N . N -1- N
& savoir celui qui & (29, 21,... ,2n—1) associe 20<j<n—1 p7.(z]-)pn ! , ol

Z, désigne un relevement quelconque de z; dans Og . Alors (op. cut.,
Satz 18), si z € W, (E) et si 4 est une unité de O¢ ,, relevant u € E*, on
a

[z,u), = Tr (Res,r (wn_l(z).ﬁ_ldﬂ)) ,

ou Tr (resp. Resy) est 'application induite par réduction mod p” de
Trwz, (resp. Res).

La proposition revient a prouver que, pour tout n, si z¢, désigne
Pimage de z € Og C W(E) dans W,,(F), on a

[£<n,u)n = Trwyz, (Res (2.diog(Col(u)))) mod p”.

Comme wy,_1(Z<n) n'est autre que la réduction mod p* de "~ 1(z), et
comme pour tout A € W, Trwyz, ("' (X)) = , Trwyz, (1), cela résulte
la proposition 2.3.4.

A3. Le cas des corps locauz de caractéristique 0

Dans tout ce paragraphe, K est une cléture algébrique fixée de K.
Pour toute extension L de Ky contenue dans K, on pose G = Gal(K/L).

On note C le complété de K pour la topologie p-adique usuelle (sur
lequel G, opére par continuité).

3.1, Le corps Fr R et quelques-uns de ses sous-anneaux

3.1.1.  Dans ce numéro, K = Ko(%/1) et on note Koo C K la Z,-
extension cyclotomique de Kg si p # 2 et Ko, = UKg( 2:/1) sip=2.

Pour toute extension algébrique L de K; contenue dans K, on pose
Hp =G NGk, 'L =Gr/Hy (qui est donc un groupe isomorphe & Z,
si L/ Ky est finie, sauf peut-étre si p = 2, auquel cas il peut aussi étre
isomorphe & Zy x (Z/22)).
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3.1.2. Rappelons la définition de 1’anneau R introduit dans [FoT7]
(cf., par ex., [Fo83a], n° 3.6). En tant qu’ensemble, R (resp. Fr R)
est formé des familles x = (:r,("))nel d’éléments de O¢ (resp. C) vérifiant
(z(n*+1yP = (") pour tout n € Z. On définit sur R l'addition et la multi-
plication par les formules

(@)™ =2My™ et (z4+4)™ lim (zn+m)+y(n+m>)” ,

Cela munit R d’une structure d’anneau. Choisissons un idéal ¢ de O¢
strictement contenu dans 'idéal maximal et contenant p. L’application,
qui & z € R associe la suite des réductions mod a des (™), pour n € N,
définit un isomorphisme canonique

R~ lim .proj.,enOf/a

(chaque application de transition étant ’élévation & la puissance p) que
nous utilisons pour identifier ces deux anneaux (en particulier cette
limite projective ne dépend pas du choix de a; le choix habituel est I'idéal
engendré par p).

Soit k le corps résiduel de O¢, qui est donc une cloture algébrique de

k. Pour tout a € k, on note [a] son représentant de Teichmiiller dans
W(k) C O¢. L’application, qui & a € k associe ([¢® " ])nez, est un
homomorphisme d’anneaux et nous permet de considérer R comme une
k-algebre (donc a fortiori comme une k-algébre).

L’anneau R est un anneau parfait de caractéristique p, intégre, et
Fr R s’identifie bien a son corps des fractions.

Si v, est la valuation de C normalisée par v,(p) = 1, on pose v(z) =
vp(a:(o)), pour tout * € Fr R. L’application v est une valuation de Fr R,
qui est complet, son anneau des entiers est R et son corps résiduel est k.

Le groupe Gk, opere par fonctorialité sur Fr R.

3.1.3. On choisit un générateur du “Z,(1) multiplicatif,” i.e., un élément
€= (M)pen € R tel que ¢@ =1 et (V) # 1. Cest un élément du Q,-
espace vectoriel des unités de I’anneau R congrues 4 1 modulo son idéal
maximal.

On pose alors

e 3
a€Fp
(ou, rappelons-le, [a] € Z,, est le représentant de Teichmiiller de a).

3.14.  On note S(K}) (resp. E(K})) Padhérence dans R (resp. dans
Fr R) de la sous-k-algébre de R engendrée par ¢ (resp. de son corps des
fractions).
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On voit que E(K}) est un corps valué complet, & valuation discréte, de
corps résiduel k, que §(K()) est ’anneau de ses entiers et que € — 1 en est
une uniformisante. En particulier € appartient au Z,-module des unités de
S(K}) congrues 4 1 modulo I'idéal maximal, et E(Ky) est stable par Gk,
(si x : Gk, — Z; désigne le caractére cyclotomique, on a g(¢€) = eX(9)) et
indépendant du choix de .

Le groupe fini F}; = Gal(Ky/Ko) = Gal(Ko K(/Keo) opére sur E(Ky),
avec action triviale sur le corps résiduel. On note Fy le corps fixe et So
Panneau de ses entiers. L’extension E(Kj)/Ey est une extension cyclique
de degré p—1 totalement ramifiée. On voit que g = 1+ brE(K))/Eg (e) €
Ey. Un calcul facile montre que v(#g) = p = (p — 1).v(e — 1), i.e., que 7o
est une uniformisante de Fj.

En particulier, on a montré:

3.1.5.  Proposition. Avec les notations qui précédent, soit So (resp.
Eq) I'adhérence dans R (resp. dans Fr R) de la sous-k-algébre de R
engendrée par %y (resp. de son corps des fractions). Alors §0 et Ey
sont indépendants du choix de ¢, stables par Gk, et fixes par Hg, =
Gal(K/Ko). On av(%g) = p, Eq est un corps valué complet, & valuation
discréte, a corps résiduel k; 'anneau §0 est 'anneau de ses entiers et Tg
en est une uniformisante.

3.1.6. Théoréme. Le corps Ir R est algébriquement clos. La fer-
meture algébrique Ey et la fermeture séparable Egép de Ey dans FrR
sont denses dans FrR et stables par Gk,. L’action induite de Hg, sur
Ej P est Eo-linéaire et identifie Hg, a Gal(Egép/Eo). Pour tout sous-
groupe fermé H de Hk,, (Fr R)H est le complété de la clture radicielle de
(E(S)ép)H (en particulier, (Fr R)HKO est le complété de la cléture radicielle
de EO = k((%o)))

3.1.7  Preuve. Posons { = ¢(!) et, pour tout n, K,, = K(¢™). Soit 4,
le quotient de ’annneau des entiers de K,, par I'idéal a, = (¢ — 1)Ok,, .
On voit que pour tout n > 2, tout g € Gal(K,/Kn-1) et tout z € Ok,,,
(9 — Dz € a,. Comme par ailleurs p € a,, ’application qui & z € Ok,
associe I'image dans A,_; de Norg,/k, ,(z) est un homomorphisme
d’anneaux dont le noyau contient a,. Par passage au quotient, on ob-
tient donc un homomorphisme d’anneaux A, — A,_;. L’anneau A =
lim .proj.A,, est anneau des entiers du corps des normes de ’extension
(UKp)/K introduit dans [FWT79] et étudié dans [Wi83].

Par ailleurs, I'inclusion de Of,, dans O permet d’identifier chacun des
Ay & un sous anneau de Ox/(¢ — 1)Ox = O¢/a en notant a I'idéal de
O¢ engendré par { — 1; via cette identification, ’application de transition
de A, dans A,_; est juste 1’élévation a la puissance p. Autrement dit
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I’anneau A s’identifie & un sous-anneau de R. Il est facile de voir qu’alors
A =kl[le-1}] = §(K0), donc que le corps des normes de ’extension
(UK,)/K est E(K{). 1l résulte alors du théoréme 3.1.2 de [Wi83] que
Ej est le corps des normes de 'extension. Le théoréme résulte alors de
[0p. cit. , cor. 4.3.4].

3.1.8.  Pour toute extension finie K de K, contenue dans K, on note
p % le degré de 1 ’extension K, N K /Ky, on pose

e = (55%)") = (o (5)

et on note S(K) Panneau des entiers de E(K) (lorsque K = K}, les
notations sont compatibles avec celles du n°® 3.1.3). C’est une extension
finie de Fy. Si K C L, E(K) C E(L) et [E(L) : E(K)] = [L : K], le
degré d’inséparabilité étant p"=~"%¥. Si I’extension L/K est galoisienne,
E(L)/E(K) est normale et le groupe de ses automorphismes s’identifie &
Gal(LKo/KKo)= Hg/HL.

Enfin, si L est une extension algébrique de K, contenue dans K, on
note E(L) la réunion des E(R) pour K parcourant les extensions finies
de Ky contenues dans L.

3.2.  Le corps Wg(Fr R) et quelques-uns de ses sous-anneauz

3.2.1.  Les anneaux W(R) et W(Fr R) sont des W(k)-algebres. Si A
est une extension finie de K contenue dans K, ou ’anneau de ses en-
tiers, et si &’ est le corps résiduel de cette extension, on pose Wx(R) =
A®wnW(R) et Wa(Fr R) = A®w )W (Fr R). Si L est une extension
algébrique de Ko contenue dans K, on note Wi (Fr R) la limite inductive
des Wi (Fr R), pour K parcourant les extensions finies de K contenues
dans L.

On voit que Wk, (Fr R) = W(Fr R)[1/p)] est un corps valué complet de
caractéristique 0, absolument non ramifié, de corps résiduel Fr R, dont
Panneau des entiers est W(Fr R).

Le fermeture algébrique de Ko dans Wi (Fr R) s’identifie a extension
maximale non ramifiée de Ky contenue dans K. On en déduit que pour
toute extension algébrique L de K contenue dans K, Wi (Fr R) est un
corps, extension algébrique de Wk, (FrR) dont ’anneau des entiers est
WOL (Fl‘ R)

Le Frobenius ¢ agit sur Fr R (par ¢ — 2P) et par fonctorialité sur
Wk, (Fr R). Les sous-anneaux W(R), W(Fr R) et Wg,(R) = W(R)[1/p]
sont stables par ¢.

L’action naturelle de G, sur K et sur Wk, (Fr R) s’étend en une action
sur Wg(Fr R). Un grand nombre de ses sous-anneaux sont stables par

Gky;si K CLC K, Wr(Fr R) est stable par G (et aussi par Gr, s
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L/Kq est galoisienne).

3.22. Dans W(R), [e] appartient au Z,-module des unités congrues a
1 modulo I'idéal maximal. On pose 7. = [¢] — 1 € W(R).

Pour tout n € N, W,(R) (resp. W, (Fr R)) s’identifie, en tant qu’ en-
semble & R™ (resp. (Fr R)™) et on le munit de la topologie produit
(avec la topologie définie par la valuation sur R et Fr R). On munit
W(R) et W(Fr R) de la topologie de la limite projective et Wk (Fr R) =
U p "W (Fr R) de la topologie de la limite inductive.

Notons S(Kj) (resp £(K()) Padhérence dans W{R) (resp. dans
Wk, (Fr R)) du sous-anneau (resp. du sous corps) engendré par W et
Te.

1l est immédiat que la réduction mod p de S(K}) s’identifie 3 S(K}
et que S(K{) s’identifie & 'anneau des séries formelles en la variable 7, a
coefficients dans W. Le corps £(K{) est un corps valué complet, absolu-
ment non ramifié, dont le corps résiduel s’identifie & E(K{) et ’anneau de
ses entiers est le séparé complété de W((w.)) pour la topologie p-adique.

Sig € Gk, onagrm =(1+ m)X(9) —1; on a aussi 7, = (14+7)P —1.
On en déduit que S(K}) et £(K}) sont indépendants du choix de ¢, stables
par Gk, et ¢.

On pose Sy = (S(K(')))HKO et & = (S(K(’,))HKO. En particulier £(K3)/&o
est une extension cyclique, de degré p — 1. On pose

Mo = —p + Z [e)fel,

aEFp

On voit que 7y = tl‘g(K(I))/gO(ﬂ'E) et que 'image de my dans R n’est autre
que 7g.
La propostion suivante est alors immédiate:

3.2.3. Proposition. Soit 7y € W(R) défini par

mo=—p+ 3 [,

aer

Alors I'adhérence Sy de la sous-W-algébre de W(R) engendrée par mg
s’identifie a 'anneau des séries formelles en my a coeflicients dans W.
Le séparé complété de W((mp)) pour la topologie p-adique s’identifie a
I’anneau des entiers Og, d’un sous-corps fermé & de W (Fr R), qui
est un corps absolument non ramifié dont le corps résiduel est Ey. Les
anneaux So, O¢,, et & sont des sous-anneaux de Wk, (Fr R), stables par
¢ et Gk, indépendants du choix de e.

3.24.  Remarque. Soit t le générateur de Z,(1) associé a € (i.e., t est ¢
mais on pense a lui additivement !). Soit Ky((t)) le corps des fractions
du séparé complété de l'anneau Ko ®z, Symz,Z,(1) pour la topologie
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t-adique (qui est indépendante du choix de t). Ce corps est muni d’une
action naturelle de Gk, et de ¢ (on pose (3 ant") = Y o(as)p"t").
L’anneau S{K}) s’identifie & une sous-W-algébre de Ko((t)) en identifiant
[e] & €' (c’est indépendant du choix de ¢, du moment que le choix de ¢ est
cohérent avec €); cette identification est Gk -équivariante. On a donc

T, =e' —1.
On a Sy C Ko((£))*%0 = Ko((t*=1)). On voit que
7o =(p—1). Z " /nl.

n>0,(p—1)In
On remarquera que & et Og, “refusent” de se plonger dans Ko((¢)).

3.3. Les p-TI'-modules

3.3.1.  On reprend les hypothéses et notations du n°® 1.1 et on suppose
en outre que ’anneau A est muni d’une action d’un groupe T, compatible
avec la structure d’anneau et commutant a I’endomorphisme o.

On appelle p-T-module sur A la donnée d’un ¢-module sur A muni
d’une action semi-linéaire de I' commutant & [’action de ¢.

Ces @-T-modules sur A forment, de maniére évidente, une catégorie
abélienne I'®M 4, munie d’un produit tensoriel. Le foncteur “oubli de
laction de I'” est un ®-foncteur exact et fidele de I'®M 4 dans M 4. Si

| R

est un homomorphisme de groupes, I’ agit par transport de structure sur
A et on a un ®-foncteur exact et fidele

“ transport de structure” : T®M 4 — I'®M 4;

le foncteur “oubli de Paction de I'” est le cas particulier correspondant &
choisir I = {1}.

3.3.2.  Supposons maintenant A et I munis d’une topologie pour laquelle
ils sont séparés et complets et que I' opere continiiment sur A. Supposons
également A o-plat et noethérien.

Par définition, un @-I'-module étale sur A est un p-I'-module M sur
A, dont le p-module sous-jacent est étale et sur lequel ’action de I est
continue (il n’y a pas d’ambiguité sur la topologie de M car un p-module
étale est en particulier de type fini sur A).

Beaucoup des discours que 'on peut tenir sur les ¢-modules étales
s’étendent aux o-I'-modules étales. En particulier ceux-ci forment une
®-catégorie abélienne que nous notons I'OPM%.
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3.4.  Représentations p-adiques de Gg

3.4.1.  On fixe une extension finie K de K contenue dans K. On écrit
E, S, G, H, T au lieu de E(K), S(K), Gk, Hg, 'k ¢’il n’y a pas de
risque de co,r\lfusior}\.

On note £ = £ I'adhérence, dans Wk (Fr R), de I’extension maxi-
male non ramifiée de £ contenue dans ce corps. L’anneau de ses entiers
est ’adhérence de ’hensélisé strict de Og dans W(Fr R).

Le groupe H s’identifie au groupe Gg = Gal(E**®/E). On pose

&alK) = (E)", &) = 7= (&) = (7% (&))"

(lorsque K = K}, cette notation est compatible avec celle du n° 3.2.2); on
note Og,(K) (resp. Og(K)) 'anneau des entiers de &(K) (resp. £(K)).
On a &(Kop) = E(Kop) = &. On écrit £, O¢ au lieu de £(K), Og(K) s’il
n’y a pas de risque de confusion.

On peut appliquer la proposition 1.2.6 et le foncteur D¢ induit une
®-équivalence entre représentations Z,-adiques de H et ¢p-modules étales
sur O¢.

3.4.2.  Mais on a beaucoup mieux: Si V est une représentation Z,-adique
de G, le p-module étale sur O¢

De(v) = (Ogue 02, V) |

est muni d’une action semi-linéaire continue de G/H = T, i.e., a une
structure naturelle de ¢-I'-module étale sur O¢.
De méme, si M est un ¢-I'-module étale sur Og¢, le groupe G opére
continiiment sur Oz, ®o, M et le Z,-module de type fini
Vg(M) = (Oz:m. Rog M) om1
est stable par G.
Le résultat suivant est immédiat:

3.4.3. Théoreme. Le foncteur Dg induit une ®-équivalence entre les
catégories Repgz, (G) et I@Mgg. Le foncteur V¢ est un quasi-inverse.

3.44. Remarques. (a) Bien siir, dans tout ce qui précéde, on peut
travailler avec & (K) & la place de £ = E(K). Sir = rgk, le ¢-I-module
étale Dg (V') sur O¢ est canoniquement isomorphe a Dg,(x)(V), vu comme
O¢-module via la restriction des scalaires =" : Ogyxy — Og(K) (via
I'isomorphisme A®z — ¢"(X).¢"(z),s1 A € ™" (Og(k)) et z € De(xy(V)).

(b) Soient Ko C K C L C K, avec L et K extensions finies de K. Si
V est une représentation Z,-adique de Gk, on a
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Dey(V) = Oe(r) ®0g iy Dex)(V)-

Inversement, si l'on suppose en outre L/K galoisienne, Dgy(V) est
muni d’une action semi-linéaire de H(L/K) := Hg/Hy. Sil’on pose r =
rr,— 7k, on a (EL)HEK) = o= (Ek) et 9™ (Og(x)) ©0 ¢ sy De(y (V) =
(De(ry(V)HEKD,

(c) Notons T®M? la catégorie des ¢-I'-modules sur £ qui peuvent s’ob-
tenir en rendant p-inversible & partir d’un p-I'-module étale sur Og. On
voit que c’est aussi la catégorie des £-espaces vectoriels de dimension finie,
munis d’une structure de ¢-I-module, dont le p-module sous-jacent est
de pente 0 (cf. A1.2.7).

Pour tout objet D de cette catégorie, Vg (D) = (fm ® D)p=1 est un
Qp-espace vectoriel de dimension finie sur lequel G opére. Le fonc-
teur V¢ définit une ®-équivalence entre la catégorie T®M? et la catégorie
Repgq, (Gk) et le foncteur

Ds:V i (e?m@»v)GK

est un quasi-inverse.
Il est parfois commode d’utiliser le foncteur contravariant V3 et son
quasi-inverse D} définis par

Vi(D) =Vs(D") = Homaw (D, )
et Dp(V)=Dg(V*)= Homg, (V,Em).
3.4.5. L’opérateur de monodromie: Soient V une représentation p-

adique de Gg, Mo = D¢y (V) et M = De(V). Comme on I’a vu au n°
2.1.5., il existe sur My une unique connexion

V. My — M ®Qo£0(K)

telle que Vo = o V., et il est clair que V commute & ’action de T'.
D’autre part, QOEO(K) est un Og(x)-module libre de rang 1 de base

diog([€]). Autrement dit application
a®t — adig([e])

(ou t est le générateur de Z,(1) associé & € comme au n° 3.2.4) définit un
isomorphisme canonique de Og(x)-modules

Oco(x) @ Ly (1) = Qog -

Le choix de € permet alors de définir un opérateur (fonctoriel)
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NZM()—>M(),

en posant Vr = Nz.dig([¢]).
On voit que N est W-linéaire, vérifie

Ne =ppN, Ng=x(g)gN, pour tout g € G

et N(Az) = ANz + Nz, si € O¢y, z € My (et o, dX = NA.djeg([e]).
On peut faire la méme chose pour M, 4 condition de remplacer O¢q()
par Og (k) et diog(le]) par p™ K diog([€]).
Il semble que, dans le cas d’une représentation p-adique potentiellement
semi-stable ([Bu88]), N soit lié & 'opérateur de monodromie qui opere sur
“la réalisation de de Rham” de cette représentation (cf. 11°).

B. Représentations p-adiques de hauteur finie
B1l. Le cas d’égale caractéristique: les p-modules de hauteur finie

1.1.  Conventions

1.1.1.  Dans tout ce paragraphe, on note S un anneau local régulier de
dimension 2, complet, de caractéristique 0, a corps résiduel parfait £ de
caractéristique p, muni d’un Frobenius, 1.e., d’un endomorphisme

pl=0):S— S

vérifiant gz = 2P(mod p).

Si mg désigne I'idéal maximal de S, I’existence d’un Frobenius implique
que p ¢ m%. Si 'on pose W = W(k) et si l'on choisit # € mg tel que
mg = (p,w), anneau S s’identifie & 'anneau W[x] des séries formelles
en 7 a coefficients dans W. Le Frobenius est déterminé par pr (qui peut
étre a priori n’importe quelle série formelle congrue & 7 mod p): on a

# (D ant) =3 o (an) (o),

ol o est le Frobenius usuel sur W (tout ce qu’on va faire dans la suite est
indépendant du choix de 7, qui permet seulement d’écrire tout explicite-
ment).

1.1.2.  On note S, le localisé de S en p, O¢ sa complétion et £ le
corps des fractions de O¢.

Pour tout entier n > 1, on pose O, = O¢/p"O¢ = S)/p" S(p) et
Sp = S/p"S.

Le corps £ est un corps complet pour une valuation discréte, absolument
non ramifié, dont le corps résiduel est E = Fr Sy = k((%)), si 7 désigne
I'image de = dans ;.
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1.2.  Modules de type fini sur S

1.2.1.  Les idéaux premiers de hauteur 1 de S sont tous principaux. Il
ya

— d’une part I’idéal engendré par p,

— d’autre part, les idéaux de la forme (P()), ou P est un polynome, a
coefficients dans W, irréductible unitaire, dont tous les coeflicients autre
que celui du terme de plus haut degré sont divisibles par p.

Nous disons qu’un S-module est élémentaire indécomposable sl est
libre de rang un ou isomorphe & S/p™, ol p est un idéal premier de
hauteur 1 de S et n un entier > 1.

Un S-module est dit élémentaire s’il est somme directe d’un nombre fini
de modules élémentaires indécomposables. Dans une telle décomposition,
la multiplicité de chaque facteur indécomposable est bien déterminée.

1.2.2. Proposition. Si N est un S-module de type fini, il existe un
S-module élémentaire M et une application S- linéaire

n:N—-M,

dont le noyau et le conoyau sont des S-modules de longueur finie (on dit
souvent que N est “quasi-isomorphe” & M). De plus, M est unique a
isomorphisme prés.

Preuve. C’est un résultat bien connu, qui est a la base de la théorie
d’Iwasawa, (cf., par exemple, [Seb8] ou [La78], Thm. 3.1).

1.2.3. Corollaire. Soit N un S-module de type fini sans torsion. Il
existe des S-modules libres de type fini L et M et des applications S-
linéaires injectives

L—-N et N-M
dont le conoyau est annulé par une puissance de p.
Preuve. Soit
n:N—-M

une application S-linéaire, a noyau et conoyau de longueur finie, de N
dans un S-module élémentaire M. On peut écrire M = M' & M, tor, 00
M’ est un module élémentaire sans p-torsion. Comme N est sans torsion,
7 est injective, de méme que son composé avec la projection de M sur
M’, ce qui montre que M = M’ i.e., que M est sans p-torsion.

Soit 7 un entier tel p” annule Coker 5. L’application, qui 4 * € M
associe I'unique y € N tel que n(y) = p"z, définit un isomorphisme de M
sur un sous-module L de N. Mais alors L et M sont a la fois élémentaires
et sans torsion, donc libres.
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1.2.4. Proposition. Soit N un S-module de type fini sans torsion.
Alors N' = O¢ ®©s N est un Qg-module libre de rang fini, I'application
de N dans N, qui & x associe 1 ® z est Injective. Si l’on s’en sert pour
identifier N & un sous-S-module de N', N[1/p]NN es t un S-module libre
de rang fini.

Preuve. Soient . — N — M comme dans le corollaire 1.2.3. On a un
diagramme commutatif

L _— N _— M

! ! l

Oc®sL —— O ®@s N —— Os@s M

ol les fleches horizontales du haut sont injectives par définition, celles du
bas par platitude et les fleches verticales extrémes parce que L et M sont
libres. On en déduit Pinjectivité de la fleche verticale du milieu et le fait
que O ®s L, Oc®s M et donc aussi g @5 N sont des Og-modules libres
de rang fini égal au rang d de M sur S. Si’on utilise ces injections pour
identifier tous ces modules a des sous-S-modules de M = Og ®s M, on
voit que

No=N[1/p|NN = M[1/p)NN C M[l/p|"M =M
est un S-module de type fini. Par construction, ’application
N()/pNg — ./V/p./\f

est injective et Ny/pNy est un Og-module de type fini sans torsion, donc
libre. Si eq,e9,...,eq sont des éléments de Ny qui relevent une base
de No/pNy, les e, engendrent Ny et sont linéairement indépendants. Ils
constituent donc une base de Ny qui est bien libre.

1.2.5.  On dit qu’un S-module M est sans p'-torsion si, pour tout z € M
tel que Ann (z) # 0, il existe m € N tel que Ann (x) = p™S.

Si M est un S-module de p-torsion, M est sans p’-torsion si et seulement
s’il est sans w-torsion. Un S-module élémentaire M est sans p’-torsion si
et seulement s’il est de la forme

M=~Se (eane~ (Sn)d") :

ou d et les d,, sont des entiers presque tous nuls.

1.2.6. Remarquons que si M est un S-module de type fini sans p’-torsion
et tué par p, c’est un module de type fini, sans torsion sur S; = k[#]; il
est donc libre sur S;, donc élémentaire. La proposition suivante permet
alors de ramener, par dévissage, un certain nombre de questions sur les
S-modules de type fini sans p’-torsion au cas oli ceux-ci sont élémentaires.
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1.2.7. Proposition. Soit M un S-module de type fini, sans p’-torsion.
Pour tout i € N, soit

Mi={zeM|IreN tel que Tz epM}.

Alors M; est indépendant du choix de =, chaque quotient M;/M;,, est
un S;-module libre et, pour i suffisamment grand, M; est un S-module
Iibre.

Preuve. Si 7' est un autre élément de S tel que mgs = (p, '), on peut,
quitte & multiplier 7 par une unité supposer que #' = m(mod p). On a
donc 7" = n"(mod p') dés que p'~! divise r et M; est bien indépendant
du choix de .

Chaque M;/M;,; est tué par p et sans w-torsion. C’est donc bien un
S1-module libre.

Soit  : M -- L une application linéaire de M dans un S-module
libre, telle que le noyau et le conoyau sont de p-torsion. Cette application
permet d’identifier M[1/p] & L[1/p]. Par ailleurs, si 'on définit les L;
comme les M;, ona L; = p*L.

Notons M; (resp L;) C M[1/p] 'ensemble des p~* ® z, pour z € M;
(resp. L;). On a L; = L et les M; forment une suite croissante de
sous-S-modules de L, qui est donc stationnaire.

Si ’on choisit i tel que p*M est sans p-torsion et M; = M;41, on a
Miy1 = pM,, donc M;/pM; est libre sur S; et M; est libre sur S.

1.2.8.  Remarque. Si M est un S-module de type fini sans p’-torsion, il

en est évidemment de méme de Ker p* et de M/Ker p*. En particulier,
les Ker p*/Ker p**t! sont élémentaires.

1.2.9. Comme o : § — § est fidélement plat,
M—~M,=SQs M

est un foncteur exact et fidele de la catégorie des S-modules de type fini
dans elle-méme.

Proposition. Si M est un S-module de type fini, sans p’-torsion, alors
M, est aussi sans p’-torsion.

Preuve. Par dévissage, la proposition 1.2.7 nous rameéne au cas oti M est
élémentaire; il suffit de le vérifier lorsque M est élémentaire indécompo-
sable, auquel cas c’est trivial.

1.3. Les p-modules p-élales

1.3.1.  Nous disons qu'un ¢-module M sur S est p-étale si c’est un S-
module de type fini, sans p’-torsion , et si le p-module My =S ®@s M
est étale. On note QM;W la sous-catégorie pleine de la catégorie des
p-modules sur S dont les objets sont ceux qui sont p-étales. C’est une
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catégorie additive, Z,-linéaire, qui n’est pas abélienne. Le foncteur M

M(yy est un foncteur additif, exact et fidele de <I>M p dans QMS( y

1.3.2.  Remargque. Soit ®M s, la catégorie suivante:

— un objet est un couple (N, M) formé d’un p-module étale N sur

S(p) et d’un “S-réseau” M de N, i.e., d’un sous-S-module de type fini M
de N tel que application naturelle S(;) ®s M — N est un isomorphisme
(il revient au méme de se donner un S-module de type fini M sans p'-
torsion et une structure de p-module sur N = M(,));

— un morphisme de (N1, M;) dans (N3, M2) est un morphisme de ¢-
modules o : Ny — N3 tel que a(M,) C Ma.

La catégorie (I>M+p s’identifie alors a la sous-catégorie pleine de ®M s ,,
formée des (N, M) tels que (M) C M.

1.3.3. Proposition. Soit M un ¢-module sur S, qui est un S-module
de type fini, sans p'-torsion. Considérons les assertions suivantes:

(i) le p-module M est p-étale;

(it) il existe ¢ € S, non divisible par p, qui annule M /d(M,

(iii) Papplication ® : M, — M est injective.
Alors (i) < (i) = (ill). Si M est de p-torsion, les trois assertions sont
équivalentes.

Preuve. D’aprés la proposition 1.2.9, M, est aussi sans p’-torsion et dans
le carré commutatif

M; —— (MU)(p) = (M(P))a

l !

M — Mp)

les fleches horizontales sont des injections. Ceci nous permet d’identifier
M (resp. M,) a un sous-S-module de M(,) (resp. de (M(,))s)-

L’implication (ii) = (i) résulte de ce que, si ¢ € S n’est pas divisible
par p, alors q est inversible dans S(;). Inversement, si M est p-étale et si
z1,Z3,...,2q engendrent M comme S-module, il existe y1,y2,... ,yd €
(M(p))os tels que ®y; = z;. Mais il existe ¢ € S — pS tel que qy; € M,,
pour tout j. Donc ®(M,) contient le sous-S-module engendré par les
®(qy;) = qz; et M/P(M,) est annulé par q.

Si M est p-étale, Vinjectivité de @ : (M(p))s — M(p) implique celle de
M, — M et (i) = (iii). Si M est de p-torsion, et si ® : M, — M est
injective, il en est de méme de (M(p))s — M(p) qui est donc bijective
puisque source et but sont des S(;)-modules de méme longueur finie; on
a donc bien (iii) = (i) dans ce cas.

1.34. Si M est un p-module p-étale sur S, on appelle hauteur de M et
on note h(M) I'idéal Ann (M/®(M,)).
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1.3.5. Proposition. Soit
0—M —-M-—-M'—0

une suite exacte de p-modules sur S dont les S-modules sous-jacents sont
de type fini et sans p’-torsion. Alors M est p-étale si et seulement si M’
et M" le sont. S’il en est ainsi, h(M') D h(M), h(M") D h(M) et la suite

0— M /®(M))— M/®(M,) — M"]®(M)])—0
est exacte.

Preuve. Avec des notations évidentes, on a un diagramme commutatif

0
0 0 X
0 M M, MU — 0
|
0 M’ M M —— 0
l |
0 X A A A" ——— 0
| | l
0 0 0

dont toutes les lignes et les colonnes sont exactes.

Si M’ et M" sont p-étales, il existe ¢’, ¢ € S — pS tels que ¢’ annule
A’ et ¢ annule A”; alors ¢’q” annule A et M est p-étale.

Supposons M p-étale. Il existe ¢ € § — pS qui annule A; il annule
a fortiori A” et M" est p-étale. D’aprés la proposition précédente, ® :
M} — M" est injective, donc X = 0. Le résultat est alors évident.

1.3.6. Soient M un ¢-module p-étale sur S, M’ un sous-¢-module de M
et M" = M/M' le p-module quotient. On dit que M’ est un sous-objet
strict de M ou que M est un quotient sirict de M si M’ et M" sont tous
deux p-étales. Ceci revient donc & demander que M" soit sans p-torsion.

Remarquons que, avec les notations de la proposition 1.2.7, si M est un
p-module p-étale sur S, les M, sont des sous-objets stricts de M, chaque
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M;y; étant un sous-objet strict de M;. La proposition 1.2.7 implique
donc que tout p-module p-étale peut se fabriquer par un nombre fini
d’extensions successives de ¢p-modules p- étales élémentaires.

1.4.  Les foncteurs 3* et j,
1.4.1. Onnote j: S — O l'inclusion. Si M est un p-module sur S,

JF'(M)=0s®s M = O¢ @5,y (Sp) ®s M)

et le lemme de Nakayama implique que, si M est de type fini et sans
p/-torsion, alors M est p-étale si et seulement si j*(M) est étale.

Comme Og¢ est plat sur S, le foncteur j* est exact; sa restriction a la
catégorie des p-modules sur S qui sont p-étales, est un foncteur exact et
fidele, que nous notons encore

jeME — <I>M§,‘8.

Nous allons voir que ce foncteur admet un adjoint a droite. Pour cela,
pour tout p-module N sur Of, notons Fs(N) I'ensemble des sous-S-
modules de type fini de NV, stables par .

1.4.2.  Théoréme. (i) Soit N' un p-module étale sur Og. Alors, si
N € Fs(N), N est p-étale sur S et I’application naturelle Oz ®s N — N
est injective. En outre

Jx(N) =UnergnyN

est encore dans Fs(N).

(i) Pour tout objet N de QM%g, 7*J+N — N est un monomorphisme;
c’est un isomorphisme si N est de p-torsion.

(iii) Si N est un objet de <I>M(é9“£, sans p-torsion, alors j. N est libre sur

S, de rang inférieur ou égal au rang de N sur O¢ et j*j,N — N est un
isomorphisme si et seulement si

rangs (xN') = rango, (N).
(iv) Les foncteurs j*‘ et j. sont adjoints (i.e., si M est un objet de ‘I’M:is:,p
et A un objet de QM‘Z;E on a
Hom (M, j,N') = Hom (j*M,N)).

Remarquons que, si Ny, No € Fs(N), alors Ny + N, aussi. En parti-
culier, j,(N) est un ¢-module sur S. On peut donc au moins considérer
j« comme un foncteur additif

Jx :«)M‘f-;g — M.

et il est clair que ce foncteur est exact a gauche.
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1.4.3. Lemme. Si N est de p-torsion, alors Fs(N') contient un ¢-
module Nq sur S qui engendre N en tant que Qg-module.

Preuve. Choisissons des éléments ej,es,...,eq € N et des entiers
ni,ng,... ,nq > 1tels que Ann (e;) = p"i O et N = @1<j<aO¢ n,-€;. Si
n est le plus grand des n;, on peut trouver une matrice A = (a;¢)1<j ¢<d
a coefficients dans O¢ ,, telle que

pe; = E aje€e,

et le fait que N est étale implique que la matrice A est inversible.
Choisissons ¢ € mg N (S — pS) tel que pg = ¢?(mod p") (comme
o7 = 7P(mod p), on peut prendre, par exemple, ¢ = 7rpn_1).
Comme O¢ , = Sp[1/4], il existe un entier s tel que tous les anM € S,.
Si je choisis 7 tel que (p—1)r > s, on a

0(g7e,) =) q"Vaj.q" ey,
et il suffit de prendre pour Ny le sous-S-module engendré par les ¢"e; .

1.4.4. Lemme. Les assertions (i) et (ii) sont vraies lorsque N est tué
par p.

Preuve. Commengons par remarquer que N est un F- espace vectoriel
de dimension finie d. Tout objet de Fg(N), comme n’importe quel sous-
O g-module de type fini de AN, est un Og-module libre de rang < d et
I’application Q¢ @s N — N est injective. Elle identifie donc Q¢ ®s N &
un sous-Og-module de N stable par ¢, qui est donc étale et N est bien
p-étale.

Soit Ng un élément de Fs(N) contenant une base (e;)1<;<q de N sur
O¢1=FE. Soit £L = ANN. Sie=e; Aey A...NAeg, il existe une unité 7
de S; = Of et un entier m tels que we = 7™ ne. On en déduit que, pour
tout s € N, il existe une unité n, de Of telle que

(pa(e) - Wm(1+P+P2+- 'H’s_l)

Soient Ny le sous-S-module de A engendré par les e; et r un entier tel
que (p — 1)r > m. Montrons que, st N € Fg(N), alors N C == "t N:

Quitte a remplacer N par N + Ny, on peut supposer que les e; € N. Si
N ¢ ==t Ny, on pourrait trouver z1,%,... ,z4 € E, avec 'un des x;
égalam " telsquex = ) zje; € N. Quitte & changer la numérotation, on
peut supposer que x4 = 7~ ". On aurait donc y = e; AejA...Aeg_1 Az €
L = A®N, qui est un sous-Qg-module libre de rang un de £, stable par
. Mais ce n’est pas possible car y = 7~ "e, donc, pour tout s € N,

—rp® +m(14p+p2 4. Ap° )

Mse.

Py =m

et les ¢*(y) engendrent £ comme S-module.

Ts€
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Par conséquent, toute suite croissante d’éléments de Fs(N') est station-
naire. Donc j,(N) est un objet de Fs(N) et est bien p-étale. La double
inclusion Ny C ju(N) C #~"*'N; montre que j.(N) est un sous-Og-
module du F-espace vectoriel de dimension finie A, contenant une base
de E et ayant son rang égal a la dimension de N, et

FTiN) = N
est bilen un isomorphisme.

1.4.5. Lemme. Les assertions (1) et (ii) sont vraies lorsque N est de
p-torsion.

Preuve. Pour tout N € Fs(N), I'injectivité de I’application Qg @5 N —
N tésulte de ce que c’est injectif lorsque 1’on se restreint au noyau de la
multiplication par p; en particulier Og ®¢ N s’identifie 4 un sous-objet de
N et est donc étale et N est bien p-étale. Comme S est noethérien, pour
achever de prouver (1), il suffit de vérifier que 7.(N) est un S-module de
type fini.

On va procéder par récurrence sur le plus petit entier n tel que p" A = 0.

La suite exacte

0—Ker p— N —Imp—0
induit une suite exacte
0 — ju(Ker p) — jx(N) — ju(Im p).

D’aprés le lemme précédent, j,.(Ker p) est un S-module de type fini; il en
est de méme, par hypothése de récurrence de j.(Im p), et donc aussi de
e (N).

Pour (ii), on remarque que, d’aprés le lemme 1.4.3, Papplication
JTiN) = N
est surjective, tandis que Pinjectivité résulte de (i).

1.4.6. Lemme. Les assertions (i), (ii) et (iii) sont vraies lorsque A
est sans p-torsion.

Preuve. Soient N; = N /pN, g la projection de N sur N; et N; la
somme des g(N) pour N € Fs(N). Il est clair que Ny C j.(N7); Cest
donc un Og-module libre de rang r inférieur ou égal au rang d de N sur
Oe.

Soit M € Fg(N) tel que la projection de M sur Ny est surjective (il est
clair qu'un tel M existe). Soient (ej)i<;<, des éléments de M relevant
une base de N; et P le S-module libre engendré par les e;. Montrons que
M = P. Pour cela, pour tout n € N, posons M" = (p™"M)NN; les M"
forment une suite croissante d’éléments de Fg(N') vérifiant g(M™) = Ny.
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Si z € M, on fabrique, de proche en proche des suites z, € P et y; € M?
telles que

=g +pzi+...+p" teu_1 4 p yn;

donc z = Y p'z; € P. Ceci prouve que j,(N) = P, et les assertions (ii)
et (iii) en résultent.

Si N € Fs(N), N C P;application O ®s N — O¢ Qs P est injective,
donc aussi son composé avec ’application O¢g®s P — N; ceci nous permet
en particulier d’identifier O ® ¢ N & un sous-objet de A qui est donc étale,
d’apres la proposition A1.1.6 et N est bien p-étale.

1.4.7.  Terminons la démonstration du théoréme: Les assertions (i) et
(ii) ont déja été vérifiées lorsque, ou bien N est de p-torsion, ou bien N
est libre. Le cas général s’en déduit en considérant la suite exacte

0—- (N)p-tor — N — N/(N)P-tOI' — 0.
L’assertion (iii) vient d’étre prouvée. Enfin, 'assertion (iv) est évidente.

1.4.8. Si N est un objet de {’M}:p, on dit que N est normal si

N — j.j%(N)

est un isomorphisme.
Pour tout objet N de <I>M:’§p, J+»3*(N) est normal; on l'appelle le nor-
malisé de N.

1.4.9. On dit qu’un p-module étale N sur O¢ est de S-hauteur finie si
J*7«N — N est un isomorphisme. Il revient au méme de dire qu’il existe
un objet N de <I>M;p tel que j*N est isomorphe & A. Tout p-module
étale sur Og n’est pas de S-hauteur finie, mais le théoréme 1.4.2 montre
que tous ceux qui sont de p-torsion le sont.

La sous-catégorie pleine <I>M$S (S) de DM o formée des p-modules de
S-hauteur finie est I'image essentielle du foncteur j* :QM;P — Mgg.
1.5.  La g-hauteur

1.5.1.  On note N ’ensemble qui est I’union disjointe de N et de ’en-
semble des r*, pour » € N. On munit N d’une relation d’ordre total en
convenant que, pour tout r € N,

r<rt <r4 1.

1.5.2. Soit ¢ € S —pS. St M est un p-module p -étale non nul sur S,
on note hy(M) et on appelle g-hauteur de M I’élément de NU {+c0} ainsi
défini: si M/®(M,) n’est annulé par aucune puissance de ¢, hy(M) =
+00; sinon, soit € N le plus petit entier tel que ¢" annule M/®(M, );

- si M n’a pas de quotient strict (cf. n° 1.3.6) non nul M’ tel que
e(M') C q"M’, alors hy(M) = r;
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- sinon hy(M) = rt.

1.5.3.  Si u est une unité de S, on a hy, (M) = hy(M), pour tout
p-module p-étale non nul M sur S.

Soit M un p-module p-étale non nul sur S. Si M est de p-torsion, il est
de g-hauteur finie. Dans le cas général, on peut trouver des idéaux pre-
miers (q;)i<i<a de hauteur 1 de S, des entiers n; > 1, et une application
S-linéaire

M/®(M,) — ®1<.<aS/ (4;)™

a noyau et conoyau de longueur finie. Alors M est de ¢g-hauteur finie si
et seulement si ¢ appartient a chacun des q,.

1.54.  On note ®MZ () la sous-catégorie pleine de <I>M+ formée des

objets de g-hauteur finie. Pour tout r € N, on note QM %(q) (resp.
®M7% . (9)) la sous-catégorie pleine de <I>M+ formée des objets de ¢-
hauteur < r (resp. et de torsion). D’aprés la proposmon 1.3.5, pour tout
r € N, tout sous-objet strict et tout quotient strict d’un p-module p-étale
sur S de g-hauteur < r* est encore de g-hauteur < r*. On vérifie facile-
ment que ceci reste vrai lorsque l'on remplace r* par r, i.e., que si M est
tel que M/®M, est tué par q", alors, si M n’a pas de quotient strict non
nul M’ tel que p(M') C ¢"M’, il n’a pas non plus de sous-quotient strict
non nul satisfaisant cette propriété.

1.5.5.  La restriction de j* a @M}'(q) admet un adjoint & gauche j!:
si A est un objet de QM?}S, et si Et (V) désigne I’ensemble des sous-S-
modules de A stables par ¢ qui sont des p-modules p-étales de g-hauteur
finie, on prend

JEN) = Une mrgay V-

C’est bien un S-module de type fini car c’est un sous-module de j, (V).
Si N est de p-torsion, on a ji(N) = j.(N).

Si N est sans torsion, j3(N) est un S-module hbre. Pour le prouver,
il suffit de vérifier que, pour tout N € Et,(N), il existe N’ € Et,(N)
qui contient N et est un S-module libre. Mais N s’identifie a un sous-S-
module du p-module N/ = O¢ ®s N étale sur O¢. D’apres la proposition
1.24, N’ = N[1/p]N N’ est un S-module libre. Il est clair qu’il est stable
par ¢ et contient N. Il existe un entier s tel que p N’ C N, donc N’
isomorphe & un sous-p-module de N est p-étale, en particulier N'/®(N})
est tué par un élément o € S — pS. Par ailleurs, on voit que si ¢" annule
N/®(N,), ¢"p* annule N'/®(N)). Donc N'/®(N,) est annulé par une
puissance de q.

On dit que A est de g-hauteur finie si 3*jI(N) = N (ce qui est toujours
le cas si V est de p-torsion). Il revient au méme de dire qu’il existe un ob-
jet N de ®M ¥ (q) tel que j* N est isomorphe & V. S’il en est ainsi, on note
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hy(N') et on appelle g-hauteur de A la plus petite des g-hauteurs de tels
N. On note aussi <I>M2',£ (S,q) (resp. ®Mp, (S, q)) la sous-catégorie pleine

de QMgs (S) formée des objets de g-hauteur finie (resp. de g-hauteur < 7).
Ce sont des sous-catégories stables par sous-objet et quotient.

1.5.6. Pour tout a € S, on note (a) I'idéal engendré par a.

Proposition. Supposons ¢ irréductible, (7) stable par o et om € (g).
Alors, pour tout objet N de ®M%(q), le conoyau de

N — Nory(N):=jij*(N)

est annulé par une puissance de w. Il est méme de longueur finie, s’il
existe un idéal premier non nul de S, différent de (7) et (q) contenant or.

Preuve. Soit M = Norg(N). Avec des notations évidentes, on a un
diagramme commutatif

!
!

MY — 0

!

M —— 0

!

L// —_— 0

o<——b«<~—§(——§(——o

i
T
y
|

dont toutes les lignes et les colonnes sont exactes.

Pour tout S-module A de type fini et de torsion, notons Ass{A) I’en-
semble des idéaux premiers g de S tels qu’il existe z € A, dont ’annulateur
est q. C’est aussi I’ensemble des idéaux premiers qui contiennent I’annula-
teur d’un module élémentaire “quasi-isomorphe” & A (cf. n° 1.2.2).

Comme O ®s M" = 0, M" est de p'-torsion, donc aussi MY. Par
hypothése L’ et L sont de g-torsion, donc X et L” aussi. On en déduit
que Ass(M")U{(q)} = Ass(M;)U{(q)}-

Si q’ et g” sont deux idéaux premiers de hauteur 1, distincts de S, les
idéaux premiers de hauteur 1 qui divisent g’ sont distincts de ceux qui
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divisent oq”. On en déduit que, si Ass(M") = {(q;)1<i<a}, Ass(M)) est
Punion disjointe des

Q; = {idéaux premiers de hauteur 1 de S divisant oq;}.

Si (w) € Ass(M"), disons (m) = (q4), on doit donc avoir Q4 =
("), (9)}

Soit d' = d—1si(7) € Ass(M"),= d sinon. Pour achever la démonstra-
tion, il suffit de vérifier que &’ = 0. Pour 1 <7 < d’, Q; doit avoir un seul
élément. Si d' # 0, il existerait donc un entier » > 1 tel que 6"q; C g4,
ce qui contredit le lemme suivant:

1.5.7. Lemme. Soit r > 1. Sous les hypothéses de la proposition qui
précéde () et (p) sont les seuls idéaux premiers de hauteur 1 de S stables
paro’.

Preuve. Soit q un idéal premier de S stable par o7, différent de (7) et
p. L’anneau quotient S/q est une W-algebre finie et plate, intégre, munie
d’un endomorphisme ¢” vérifiant o (z) = o (mod p). On en déduit que
S/q s’identifie a 'anneau W' = W (k') des vecteurs de Witt & coeflicients
dans une extension finie k' de k. Mais il existe A € S tel que ¢"(7) = An,
et il est clair que A n’est pas une unité. Si p désigne la projection de S sur
S/q, on a p(m) #£ 0, et il existe un entier m et une unité u € W’ tels que
o(m) = p™u; donc aussi une unité v de W' telle que 0" (o(7)) = v.o(7).
Mais 0" (o(7)) = (o™ (7)) = o(A)o(7) et p(A) n’est pas une unité.

1.6. Relévement des modules de q-hauteur finie

1.6.1. Théoréme. Soit ¢ un élément de S dont I'image dans S est
une uniformisante. Soit p € N. Tout objet de ®M$(q) est quotient d’un
objet de ®M%(q) sans torsion.

1.6.2. Supposons d’abord que ¢ est un élément quelconque de S — pS.
Si M est un ¢-module sur S, sans g-torsion, on définit la ¢-filtration sur
M, et la g-filtration conjuguée sur M en posant, pour tout ¢ € N,

FiM, = {a:EMgld):c EqiM} et CIM=q"'.® (quM)

Ona F(?Ma =M,, ¢.F;M, C FHM, C FqiM(, et CIM C C{ M.

Si M est un p-module p-étale non nul, dire qu’il est de ¢g-hauteur finie
équivaut a dire que Cf{M = M, pour ¢ assez grand. Si r est le plus petit
des 7 tel que c’est vrai, la g-hauteur de M est r s’il n’existe pas de quotient

strict non nul M" de M tel que F; M = M/, et r* sinon.

1.6.3.  Supposons maintenant ¢ comme dans le théoreme et soit M un
p-module p-étale sur S, annulé par p; posons M = *(M) = M/7M =
M/qM et M, = M,/mM, = M,/qgM,. Ce sont des k-espaces vectoriels
de méme dimension finie. Pour tout ¢ € N, notons F;M‘, Pimage de
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F; M, dans M, et C’fﬁ P'image de C{ M dans M. Posons aussi grflﬁa =

FiM,/Fi*'M, et griM = C{M |C{_; M (en convenant que C%, M = 0).
Si7 €N, alors M est dans <I>Alg+ () si et seulement si CIM = M.

1.6.4. Lemme. Conservons les hypothéses et notations ci-dessus.

(i) Pour tout i € N, 1l existe une unique application k-linéaire
Car; : grz—ﬂo — griM

telle que le diagramme

FiM, FiM

! !

griM, —— gtfM

soit commutatif.
(i1) Si M est un objet de @M? (¢),on a gr;—lﬁg =0, pouri>r et

Car = @o<i<r Car; : gréﬂo — giM
est un isomorphisme.
[La notation Car traduit le fait que cet isomorphisme semble jouer dans
ce contexte un role analogue & I'inverse de Pisomorphisme de Cartier.]

Preuve. Montrons (i). L’unicité de Car, est évidente. Son existence
revient a vérifier que le noyau de application composée

F'M, = FIM gl 7,

qui contient F;+1M, contient aussi (¢M,) N F;M,, ce qui est clair car
Vimage par ¢7'® de ce sous-S-module est contenu dans F! | M.

Enfin, Papplication Car est surjective par construction, et assertion
(ii) résulte immédiatement de ce que dimy M, = dimy; griM.

1.6.,5.  Prouvons le théoréme: Soit r Punique entier tel que ¢ € {r,r*}
et soit M un objet de ®MZ(q).

(a) Supposons M annulé par p et reprenons les notations du n® 1.6.3.
Choisissons une base (&;)1<j<q de M adaptée a la filtration conjuguée,
i.e., telle que, si ¢; désigne le plus petit entier ¢ tel que &, € C'Z_M, alors
C{M soit le sous-k-espace vectoriel de M de base les €;, avec ¢; < ¢. Pour

chaque j, choisissons aussi un relevement e; de &; dans C}. M et notons e
j

Punique élément de M, tel que @e;. = qii e;. Il résulte du lemme précédent
que les images des 63- dans M, forment une base de M, ; par conséquent,
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les e; forment une base de M sur S; tandis que les eg forment une base
de M, sur S;. Autrement dit, si 'on écrit

e = E a, ¢ @ eg, avecles aj € 55,
1<e<d

la matrice des a; ¢ est inversible dans S;.

Choisissons alors des relevements a; ¢ des a; ¢ dans S et notons (&;)1<;<d
la base canonique de N = S%. Alors les é} =) aje®é € N, forment
une base de N, sur 5. On munit N d’une structure de p-module en
posant ®é; = q'7é;. L’application S-linéaire de N sur M qui envoie é,
sur e; identifie M a un quotient du p-module sans torsion N. Il est clair
que N est un objet de <I>Mg+(q). Enfin, si N’ est un sous-objet strict
non nul de N tel que N” = N/N’ est non nul et vérifie pN” C ¢"N",
alors M” = N/(N' + pN) est un quotient strict non nul de M vérifiant
eM" C q"M"; donc si M est dans ®M%(q), alors N aussi.

{b) Passons maintenant au cas général. Pour tout S-module N de type
fini sans p/-torsion, on définit, comme dans la proposition 1.2.7,

N,={z € N|3reN tel que W’xepiN}.

Pour i suffisamment grand M; est sans torsion, et il suffit de fabriquer
une suite

M=M - M!'— . M —

de morphismes surjectifs dans la catégorie 8M%(q) telle que, pour tout ,
la projection de M* sur M° induise une application injective de M} . sur
Mo dont Pimage est exactement (M;)ior.

On procéde par récurrence sur i, le cas i = 0 étant clair. Supposons
i > 0 et soit N* le quotient de M*~! par (M*~1);. C’est un objet de
®M(g) tué par p et (a) nous permet de réaliser N* comme la réduction
modulo p d’un objet L* de ®M(g) qui est libre comme S-module. On
vérifie immédiatement que le produit fibré M* = M*~! x .; L' convient.

1.7.  Les modules de petit hauteur

1.7.1.  Pour tout r € N, soit ®M’;, () (resp. ®M;()) la sous-catégorie
pleine de ®M5(m) (resp. BMp, (S, 7)) formée des objets M tués par p.

Théoréme. Tout objet de la catégorie <I>M’_'§Il(7r) est normal. Cette
catégorie est abélienne, la restriction de j* a QM@;I(W) est pleinement

fidéle et induit une équivalence entre cette catégorie et QM%—I(W). La
restriction de j, est un quasi-inverse.
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Preuve. Toutes ces assertions résultent facilement de la premiere. Il suffit
donc de vérifier que, si M est un objet de QM%;I(W) et si N = 5, M,
alors 'inclusion M — N est une égalité.

Remarquons (cela ne nous sera utile que si M/®(M,) n’est pas annulé
par 77~ 2) que ’on peut supposer k algébriquement clos (sinon, si k est une
cloture algébrique de k, et si S, =k® 5’1, on voit que, avec des notations
évidentes, k ® M est un objet de <I>M1’ (x); si on avait M # N, on aurait

k®M #k®N C Nor(k® M)).
Supposons M # N, pOosons L=N/M, M= M/®M,, N= N/ON,, et
notons X le noyau de M — N.Onaun diagramme commutatif

0
0 0 X
| l
0 M, N, L, 0
|
0 M N L 0
|l
0 X M N
! !
0 0

dont toutes les lignes et les colonnes sont exactes.

Comme S; = k[[7]] et comme L est un S;-module non nul de longueur
finie, il existe un entier d > 1, des entiers 7y > ro > ... > ry > 1 et des
éléments ey, e3,... ,eq4 € L tels que Ann(e;) = (7™*) et L = ®1<i<aS16.

On a alors L, = ©1<i<aS1-1 @ ¢; et on voit que 'annulateur de 1 ® ¢;
est (#P%). En particulier 7™ ® e; est un élément de X dont ’annulateur
est (#(P~11). On a donc dans M un élément qui n’est pas annulé par
#P~2 ce qui régle le cas olt M/®(M,) est tué par 7P~ 2.

Dans le cas général, on remarque que tous les r; doivent étre égaux a 1.
En outre, le noyau de & : L, - L, qui contient wL,, doit étre wL,, car
sinon il y aurait un élément de M qui ne serait pas annulé par 7771. On
en déduit que P est surjective; comme L est annulé par =, cela revient a
dire que, sur le ¢p-module L, ¢ est bijective. S i, pour tout i, on choisit
un relévement e} de e; dans N, on voit que l’on peut écrire
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goe:- = Za,:je; + b;,

ol les b, € M et la matrice des a,; est une matrice carrée inversible a
coefficients dans k.

Soit M = M/wM; c’est un k-espace vectoriel de dimension finie que
I’on peut considérer comme un ¢-module sur %.

Si b, désigne 'image de b, dans M, le systéme d’équations

Ppr; — Zaij:ij = i),’

a une solution dans k: en effet, si ’on choisit une base de M sur k,
on obtient des équations étales (grace au fait que la matrice des a;; est
inversible) qui ont une solution (puisque ’on a supposé k algébriquement
clos).

Il est immédiat que 'on peut relever les #; en des z; € M de fagon que

pr; — Za,-jxj = b,‘.

Autrement dit, quitte & remplacer e} par ei — z;, on peut supposer que
les b, sont nuls. Mais alors, si on pose e = me}, on voit que le sous-Si-
module M’ de M engendré par les e}’ est un facteur direct de M stable
par ¢, donc est un sous-objet strict de M. Comme

" _ _p-—1 N
pe;, =T E a”ej,

on a ¢(M.) = n?P~* M. Donc, M’ est un sous-objet strict, et a fortior:
un sous-quotient strict, non nul vérifiant ¢(M.) = 7# =1 M/ ce qui con-
tredit (1.5.4) le fait que M est dans QM’;II(W) et non seulement dans

M ().

1.7.2. Le théoreme précédent implique que, si M est un objet de
®M £ (g), admettant une filtration

M:MODMlj...M‘:)MH“lD...

telle que N M*? = 0 et chaque M*/M*! est un yp-module p-étale de g-
hauteur < p — 1, alors M est normal. En outre la sous-catégorie pleine
de ®M £ (g) formée de tels M est abélienne. On en déduit en particulier
la proposition suivante:

1.7.3. Proposition. Soient ¢ € S — pS, e(q) le plus grand entier
e > 0 tel que 7° divise I'image de ¢ dans S) et r € N vérifiant r.e(q) <
(p— 1)*t. Alors, tout objet de ®M’;(q) est normal, la catégorie ®M'y(q)
est abélienne, la restriction de j* a ®M7%(q) est pleinement fidéle et induit
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une équivalence entre cette catégorie et ®Mp, (S,9); la restriction de ji
est un quasi-inverse.

1.8.  Représentations de hauteur finie
1.8.1. Dans ce n°, on reprend les notations du §A2. On note en outre

R Panneau des entiers de E; on écrit Fr R au lieu de E. On a donc

0z C W(Fr R). On pose Ry = RCE et on note Fr Ry = (Fr R)°E

son corps des fractions. On sait ([Ax70]) que Fr Ry est le complété de la

cloture radicielle de E = k((%)) et que Ry est Panneau de ses entiers.
On pose aussi

AY =W(R)NO; C W(Fr R)
et BE = A¥[1/p] = Wiy (R) N Enr C Wiy (Fr R).

Pour tout Z,-module M et tout entier n > 1, on pose M, = M/p" M et
My = limind. M, = (Q,/Z,) ® M. En particulier, (’)E:nr o= Sm./(’)a]r,
W(R)oo = Wk, (R)/W(R) et A;,oo = B¥ /AL

On choisit ¢ € S — pS tel que image de q dans S, est une uni-
formisante.

1.8.2.  Pour tout p-module A sur S, on note Fg(A) (resp. Etz(A))
I’ensemble des sous-S-modules de type fini de A, stables par ¢, qui sont
p-étales (resp. et de g-hauteur finie). On pose

JxA = UNnerg)N et jIA =Upere,a)N.

On a jIA C j.N, avec I’égalité si A est de p-torsion. Si A est séparé
pour la topologie p-adique et sans p-torsion, j{(A[1/p]) = (FA)[1/p] et
J«(A[1/p]) = (G«A)[1/p]. Si A’ C A et si j.A (resp. jiIA) C A/, alors
JeA” = juA (resp. JIA’ = jiA). Si A est une S-algebre et si ¢ est
un endomorphisme de la structure d’anneaux, jZA et j,A sont des sous-
anneaux.

(a) Propriétés de AL
1.8.3.  Proposition. (i) On a j.(Fr R) = E¥°P N R = Opeep.

(ii) Pour tout entier n > 1, j.W,(Fr R) = A} ;

(iii) Les anneaux jiW(Fr R) et j.W(Fr R) sont contenus dans A} et
denses dans A7

(iv) Pour tout n > 1, AZ  s’identifie 8 W,,(R)N Oz (C W,(Fr R)).

’ or,

1.8.4. Lemme. Pour tout entier n > 1, j,Wo(Fr R) = W,(R) N
Oc¢nr,n €t Papplication naturelle j.Wy41(R) — j. W, (R) est surjective.
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Preuve. Soit N € Fg(W,(Fr R)). On va commencer par montrer, suc-
cessivement que N C W,(R), puis que N C Oz n = Oturn (ces deux
assertions prouvant Iinclusion j,W,(Fr R) C Wy (R) N Otne.n) €t quiil
existe N € Fs(Wy4+1(Fr R)) dont V'image dans W,,(Fr R) est N, ce qui
prouvera la surjectivité.

Tout d’abord, N + S,.1 € Fg(W,(Fr R)). Le sous W(R)-module de
Wa(Fr R) engendré par N + S,.1 est un W,,(R)-module L de type fini
stable par ¢ contenant W,(R); si L # W,(R), on pourrait trouver z € L
de la forme z = (0,0,...,0,c) avec ¢ ¢ R et le sous-W,(R)-module
engendré par les o™z = (0,0,... ,O,C”m) n’est pas de type fini, et on a
bien N C WL(R).

Si N = 0O¢ ®s N, l'inclusion de N dans W, (Fr R) se prolonge en une
application Og¢-linéaire ¢ commutant & ¢ de N dans W,(Fr R). Si ;N
est un Og-module de longue ur r, Homgy (N, W, (Fr R)) est un groupe
abélien fini d’ordre p” [si (e;)1<;j<a sont des éléments non nuls de N tels
que N = @0O¢ej, et si p'i O¢ est Pannulateur de e;, on peut écrire

<I>ej = Zaj,geg, avec (a]’g) € GL, (05),

et on voit que I’ensemble des solutions, dans W, (Fr R), du systéme d’é-
quations

piz; =0 et &z, = Zaj,zl‘l, pour 1<j<d,

a exactement pz i = p" éléments].

Mais p" est aussi l'ordre de Vi(N) = Homaem (N, Ogp. »); linclusion
Homaem(N,O¢prn) C Homem(N, W, (Fr R)) est donc une égalité et
¢t €VE(N) done N C Ogypmn-

D’aprés le théoréme 1.6.1, il existe un objet M de ®ME(q) sans torsion
tel que N s’identifie au quotient de M par un sous objet strict M’.

La suite exacte courte

0—M —-M-—->N-—>0
induit une suite exacte courte de w-modules étales sur O¢
0—-0e@sM —0s@s M — Og®s N — 0.

Ona: €V;(O:®sN). L’exactitude du foncteur V7 implique que cette
application se reléve en un homomorphisme de O¢ ®s M dans Ofm,n e
Son image est un ¢-module N’ quotient de M sans p’-torsion et c’est
donc un objet de ®M% (¢) dont la réduction mod p"*+! est un élément de
Ety(Wn41(Fr R)) = Fs(Wn41(Fr R)), dont 'image dans W,(Fr R) est
bien N.

Il ne reste plus qu’a montrer que l'inclusion j,W,(Fr R) C W,(R) N
Og,r,n est une égalité et nous allons le faire par récurrence sur n.
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Sin =1, il s’agit de vérifier que RN Ogpr1 = Opsgp C Ju(Fr R).
Mais Ogsep = U Of, pour L parcourant les extensions finies séparables
L de E et il suffit de vérifier que chaque O € Fs(Fr R). Mais, ¢’est un
S1-module libre de rang fini, ’application z ® y — xp_ly définit un iso-
morphisme de (O ), sur un sous-anneau de ¢~ (Op) et @ : (Or)y, — Of,
devient, via cet isomorphisme, le Frobenius usuel; comme il est injectif,
Or € Fs(Fr R).

Si maintenant n > 2, on a une suite exacte courte de S-modules

0-—Fr R— W,(¥r R) - W,_1(Fr R) — 0

. . . . -1
(ot la premiére application est celle qui envoie z sur (0,0,... ,0, 2" )=

p"~ 1%, # étant un relévement quelconque de z dans W,(Fr R)). On en
déduit un diagramme commutatif

0 —jFr R — juWo(Ft R) — jWaar(Ff R) — 0

I l I
0 — OEsép —>Wn(R) n Ogm.'n -*Wn_l(R) NO¢gprin—1

dont les lignes sont exactes; la fleche verticale du milieu est donc bien une
égalité.
1.8.5. Terminons la preuve de la proposition 1.83.: Soit N €
Fs(W(Fr R)). Pour tout n, son image dans W,(Fr R) est contenue dans
5«Wa(Fr R) = W,(R) NOz i ilen résulte que N C W(R)N O, donc
que j,W(Fr R), et a fortiori j{W(Fr R) sont contenus dans A} .

Par ailleurs, Ag NpW(Fr R) = pA:é et A;n s’envole injectivement dans
WL(R)N Og, . .- Pour achever la démonstration, il suffit de vérifier que

’homomorphisme composé
JIW(Fr R) — ALY — W,(R) ﬂ(f)gm . = W Wa(lr R)

est surjectif, ou encore qu’il existe M € Et (W (Fr R)) dont I'image dans
W,.(Fr R) est N. Si lon choisit M comme dans la démonstration du
lemme ci-dessus, on voit que 'on peut trouver un homomorphisme de -
modules i : Of ®s M — W(Fr R) relevant «. L’image M de M par i est
un quotient de M sans torsion; c’est bien un élément de Et (W (Fr R))
qui releve N.

(b) Représentations de p-torsion

1.86. On a vu (1.4.2 et 1.5.3) que la sous-catégorie pleine QMfgtg’tor
(resp. QM;p,zor) de la catégorie des yp-modules étales sur Og (resp. p-
étales sur S) formée des objets de p-torsion est une sous-catégorie de

<I>M(';‘€ (S, q) (resp. de ®M¥(q)).
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Rappelons (n® A1.2.7) que, le foncteur Vi qui & un tel p-module M sur
O¢ associe

Vi(M)= Homam (M,0f 00)

induit une anti-équivalence entre <I>Mf9t€’tor et la catégorie Repp-tor(GE)
des représentations de Gg de p-torsion, un quasi-inverse étant

D:(V) = Homgy (V,0¢y,00) -
Pour tout objet M de <I>M'§’p’tor, on pose
5(M)= Homens (M, A%,,) .

1l résulte de la proposition 1.8.3 que l'on a aussi

VE(M) = HomQMS (M) W(R)OO)
= HomQMS(M, O~ )

Enr,o0

= Hom.;MS(M, W(FI‘ R)oo)

Pour tout objet V' de Rep,.toc(GE), on pose
Dy(V) = Homgy (V,4%,,).

I est immédiat que V% est un foncteur contravariant additif exact et
fidele de QM;"p’tor dans Rep,.ior(GE), qui s’identifie & V} o j* et que DY
est en foncteur contravariant additif pleinement fidéle (mais non exact)
de Repp-tor(GE) dans QM;yp‘tor, qui s’identifie & j. o Dj.

En particulier, si 7 € N est tel que re(g) < p— 1, D% induit une
anti-équivalence entre la catégorie abélienne des p-modules p-étales de
torsion, de g-hauteur < r et une sous-catégorie pleine de la catégorie des
représentations de Gg de p-torsion, stable par sous-objet et quotient.

(c) Représentations Qp-adiques

1.8.7.  Posons Ko = Frac W et Sk, = Ko ®w S = S[1/p].
S1 M est un p-module sur S, Mg, = Ko®w M a une structure naturelle
de p-module sur Sk,. Si M’ et M" sont deux y-modules sur S, on a

Homm g (M;{O,M;go) = Q, ®z, Homap (M, M").

On note ISQM;p (resp. Is®M?(q), IsbM7%(g)) la sous-catégorie pleine
de la catégorie des p-modules sur Sk, formée des N tels qu’il existe un
objet M de <I>M§,p (resp. ®M{ (q), ®M7(q)) et un isomorphisme de M,
sur N. On définit la ¢-hauteur d’un objet de Is‘DMg(q) comme la plus
petite des g-hauteurs des M tels que Mg, ~ N.
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Si M est un objet de ISQM;p’ J*(M) = & @sg, M est un objet de
®M?. On obtient ainsi un foncteur additif, exact et fidéle de ISQMEP
dans ®M2.

Le foncteur j. (resp. ji) est un adjoint & droite de j* (resp. de sa
restriction & Is®MY (q)).

1.8.8. Rappelons (A1.2.7) que le foncteur
M r—»Vg(M) = {:L‘ €§Hr®gM | pz = q;}

induit une équivalence entre Repq,(GE) et la catégoric MY des &-
espaces vectoriels de dimension finie munis d’un Frobenius de pente 0,
le foncteur V — Dg(V) = (Enr ®Qp V)CE étant un quasi-inverse.

On dit qu’une représentation Q,-adique de G est de S-hauteur finie
(resp. de g-hauteur finie) si D¢ (V') 'est, et, dans ce dernier cas, on appelle
q-hauteur de V celle de Dg(V).

Pour tout objet M de IS@M;}), on pose

V(M) = Homan, (M,Bf) et Vs(M)=(V5(M))";

ce sont des objets de Repr(G’E). De méme, pour toute représentation
Qp-adique V de G, on pose

5(V) = Homgy (M,B}) et Ds(V)= (B} ®q, V)% = D5(V")
(vesp. D% (V) = Homgy (M,jiWk,(Fr ,R)) et Ds (V)=Ds (V*));

ce sont des objets de ISQM}”p (resp. Is®M ¥ (q)).
La proposition suivante est immédiate:

1.8.9. Proposition. (i) Pour tout objet M de ISQM+YP’ onaVs(M) =
Homeu (M, j Wi, (Fr R)) = Homaarg (M, €n:) = Homan o (M, Wi (R)) =
Homan o (M, Wk, (Fr R)); si M est dans Is®M}(q), on a aussi V5(M) =
Homan (M, ji Wiy (Fr R)).

(i) OnaVs =Vgoj*, Ds=jsoDs et Dsy = ¥ oDsg.

(i) Pour toute représentation Qp-adique V de Gg, Dgs(V) (resp.
Ds (V') est un Sk,-module libre de rang fini inférieur ou égal a la di-

mension de V sur Qp; on a I'égalité si et seulement si V est de S-hauteur
finie (resp. de q-hauteur finie).

1.8.10. Remarques. (i) On a bien sir des résultats plus précis lorsque
Pon se restreint aux ¢-modules ou aux représentations de g-hauteur <
r. Remarquons en particulier que la proposition 1.7.3 montre que, si
r.e(q) < p— 1, la catégorie Is®M7(q) est abélienne et que Vg induit une
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équivalence entre cette catégorie et celle des représentations @p-adiques
de ¢g-hauteur < r.

(11) Si Pon suppose satisfaites les conditions de la proposition 1.5.6, et si
en outre, on suppose qu’il existe un idéal premier non nul q de .S, distinct
de (m) et de (¢), divisant (o7), il résulte facilement de cette proposi-
tion que la catégorie Is®M Y (g) est abélienne, la restriction de j* (resp.
Vs) a cette catégorie étant un foncteur pleinement fidéle induisant une
équivalence entre cette catégorie et la sous-catégorie pleine de ®M% dont
les objets sont de g-hauteur finie (resp. la catégorie des représentations
Qp-adiques de Gg de ¢g-hauteur finie).

(d) Le dictionnaire covariant

1.8.11.  Supposons maintenant {déal (7) de S stable par o et o7 € (g).

Si M est un S-module sans 7-torsion, A; ®s M s’identifie a un sous-
At-module de A¥[1/7] ®s M. Si M est un objet de ®M}(q), on pose
Vs(M) = {z € Ak[1/r) ®s M |3r € N avec 77z € A} @5 M et
p(n72) = (o) z}.

On voit que Vs est un foncteur exact et fidele de ®MF(¢) dans
Repz,(GE).
1.8.12.  Proposition. Soit M un objet de ®M{(q).

(1) Si M est de p-torsion, V(M) s’identifie &

(Vs(M))* := Homgz,(Vs(M),Q,/Zp).
(ii) Le p-module M[1/p] est dans Is®M ¥ (q) et

Vs (M[1/p]) =Vs(M)[1/p].
Preuve. Soit M = j*(M) = Og ®s M. Si M est de p-torsion, on voit
que V(M) s’identifie & V(M) tandis que V(M) s’identifie & Vi (M),

dodu (i). L’assertion (ii) s’en déduit par passage 4 la limite.

1.8.13.  Si V est une représentation de Gg de p-torsion, il existe M dans
‘DM}'(q) tel que V ~ Vg(M). On appelle g-hauteur de V la plus petite
des g-hauteurs de tels M. Le théoreme 1.6.1 implique le résultat suivant:

Théoréme. Toute représentation V de p-torsion de Gg est isomorphe a
un sous-quotient d’une représentation Q,-adique V de Gg ¢-hauteur finie.
On peut choisir V de méme q-hauteur que V.

B2, ILescase=1

Dans ce paragraphe, on reprend les hypothéses et notations du para-
graphe A3, avec K = Kj. On pose T = mp, et on note E le corps k((7)).
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Ceci nous permet de reprendre aussi les notations du paragraphe B1. On
pourra vérifier qu’elles ne se contredisent pas.

En particulier, S = W[r] C W(R), ¢ = 7+p. Comme au §A3, on note
O¢ (C W(Fr R)) le séparé complété pour la topologie p-adique de S[1/q]
et £ le corps des fractions de Og. On pose I' = Ty = Gal(Ko/K). On
pose aussi Sk = S[1/p]= K Qw S.

2.1.  Les p-I'-modules de hauteur finie

2.1.1.  Soient A; et A; deux anneaux commutatifs. On suppose chacun
d’eux munis d’un endomorphisme noté o et d’une action de I' commutant
a celle de ¢. Soit @ : Ay — Ay un homomorphisme d’anneaux commutant
aoetal. Si M est un p-module sur A;, on a défini au n° A.1.1.6,
a*(M) = Ay ®4; M qui est un p-module sur Ay; si M est un ¢-I-
module, I’action de T s’étend par semi-linéarité & o*(M), ce qui fait que
o* peut aussi étre considéré comme un foncteur covariant additif

o ZMMAI —-)NMAQ.

212. Onmnote j : S — Of linclusion et i : S = Wir] — W la
réduction mod w. Remarquons que i n’est autre que la restriction a S
de I’homomorphisme 8, : W[r.] — W, qui est I'unique homomorphisme
de W-algebres qui envoit [¢] sur 1. On voit que 8., donc a fortiori ¢
commute & Paction de ¢ et T' (ce dernier groupe agissant trivialement sur
W). Comme il en est de méme de j, pour tout ¢-I'-module M sur S,
J*(M) (resp. i*(M)) a une structure de p-I'-module sur Og (resp. W).

Si M est un @-I'-module sur S, on dit que laction de I' sur M est
i-unipotente si I' opére trivialment sur ¢*(M).

2.1.3.  Soit &' = p~1(S) c W(R). L’application 6. se prolonge en un
homomorphisme d’anneaux, commutant & Gg

9:8 — K(¥1),

en envoyant [¢/] sur ¢(1). On voit que le noyau de la restriction de §' =
B op~! a S est I'idéal engendré par ¢, qui est donc aussi stable par T'
(mals pas par ¢).

On note T®M ¥ 1a sous-catégorie pleine de la catégorie des ¢-I'-modules
sur S dont les objets sont p-étales, de ¢g-hauteur finie et tels que I’action de
T’ est i-unipotente et I\IPM}” tor 12 sous-catégorie pleine de I‘QM; formée
des objets de p-torsion. Ce sont des catégories additives Z-linéaires.

On note IsT®M{ la catégorie Q,-lindaire déduite de I®M} “en rendant
p inversible.” On peut la voir aussi comme la sous-catégorie pleine de la
catégorie des p-I-modules sur Sk formée des M tels qu’il existe un objet
N deT®MY et un isomorphisme de Ng = K @w N sur M.

2.14. 51 M est un objet de I‘<I>M}', on dit qu’un sous-¢-T-module de M
(resp. un quotient) est strict si le p-module sous-jacent lest (cf. n°1.3.6).
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On définit la hauteur h(M) € N d’un objet M deI®M? (resp. IsT®MY)
comme étant la g-hauteur du ¢p-module p-étale de ¢-hauteur finie sous-
jacent (cf. n°1.5.2. et 1.8.7). On voit que, ici encore, si M est dans T®M
et si » > 0 est le plus petit entier tel que ¢" annule M/®(M,),

—si M n’a pas de quotient strict (dans la catégorie I‘QM;) non nul M’
tel que (M) C ¢"M", alors h = r;

- sinon h = rt.

Pour tout r € N, on note I®M7 (resp. T®MY% ., resp IsTOMY%) la
sous-catégorie pleine de T®MY (resp. T®MY, , resp. IsT®M}) formée
des objets de hauteur < 7.

2.1.5.  Pout tout ¢-I'-module A sur S, on note Fe.(A) (cr = cristallin)
I’ensemble des sous-S-modules de type fini de A, stables par ¢ et T', qui
sont des objets de I‘QM}' et on pose

I A = Uner,(a)N.

Proposition. (i) Pour tout objet M deI‘QMg, J*(M) est un o-T'-module
étale sur Og. Le foncteur

J*TeM} — oM,

est exact et fidéle.

(ii) Pour tout -I'-module N étale sur Og, jSN est un objet de TOMY .

(iii) Les foncteurs j* et j<¥ sont adjoints.

(iv) Pour tout objet N de I‘QM%S, J ISN — N est un monomor-
phisme. Si N est sans torsion, jS*N est un S-module libre de rang
inférieur ou égal au rang de N sur O et Iapplication j*jSN — N
est un isomorphisme si et seulement si ces deux rangs sont égaux.

Démonstration.  Ce sont des conséquences immédiates du théoreme
1.4.2, sauf peut-étre le fait que, si N est sans torsion, alors jS"A est libre
sur S. Pour cela, il suffit de remarquer que, si N € F(N), il existe
N’ € Fer(N) qui contient N et qui est libre. On a déja vu au n°1.5.5 que
siAN = 0g®s N, alors N' = N[1/p]N AN’ s’identifie 4 un sous- S-module
libre de A contenant N, stable par ¢ et de g-hau teur finie. Il est clair
que N’ est stable par T, et il suffit de vérifier que 'action de I sur N’ est
i-unipotente. Si s est un entier tel que p N’ C N, comme *(N') est un
W-module libre, la multiplication par p® induit par passage au quotient,
une application injective de ¢*(N') dans i*(N) et I opére trivialement sur
i*(N').

2.1.6. On dit qu’un objet N de I‘QM%S est de cr-hauteur finze s'il
est dans I'image essentielle de j* et on appelle alors cr-hauteur de A la
plus petite des hauteurs des N dans I‘<DM}L tels que j*N ~ N. On note
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I‘(I>M(*5£,Cr (resp. T®Mp
des objets de cr-hauteur finie (resp. < r).
La catégorie I“I>M_Jgr n’est pas abélienne, parce que ’application injective

) la sous-catégorie pleine de I‘<I>Mf,§£ formée

N = j&oj*N

n’est pas toujours un isomorphisme.
On a toutefois le résultat suivant:

2.1.7. Proposition. Pour tout objet N de I‘<I>M§_1, Papplication
N — jSf o j*N est un isomorphisme. Pour tout » € N vérifiant r <
p — 1, la catégorie '®M?; est abélienne, j* induit une équivalence entre
cette catégorie et I‘QM’O£ o €t la restriction de ji' a I‘QM%E o €st un
quasi-inverse. Si N est dans T®My, .., les inclusions naturelles JEWNV) C

JHN) C j«(N) sont bijectives.
Preuve. Cela résulte immédiatement de la proposition 1.7.3.

2.1.8.  La situation est nettement plus agréable lorsque l’on travail a
isogénie prés. Rappelons (cf. A3.4.4) que I'on a noté P®M2 la catégorie
des @-I'-modules sur £ de dimension finie sur £ dont le ¢p-module sous-
jacent est de pente 0.

Il est clair que la correspondance M +— j*(M) = £ ®s,, M définit un
foncteur additif

7* . IsT®M{ — MOM?,

et que j<' définit un adjoint a droite.
On dit qu'un objet M de TPM? est de cr-hauteur finie si Papplication
JTIEM) = M
est un isomorphisme et on appelle alors cr-hauteur de M la hauteur de
& (M). On note I‘<I>Mg"cr la sous-catégorie pleine de T®MY formée des
objets de cr-hauteur finie et, pour tout r € N, I'®M7 . la sous-catégorie

pleine de I‘<I>Mg or formée des objets de cr-hauteur < r. Les catégories
obtenues sont stables par somme-directe, sous-objet, quotient.

2.1.9. Théoréme. (i) Pour tout objet N de ISI‘QM}', Papplication
N — 35 (N)
est un isomorphisme.
(i) Pour tout objet M de T®M2, on a dimg j&M < dimg M, avec

I’égalité si et seulement si M est de cr-hauteur finie.
(iii) La catégorie IST®MY est abélienne et le foncteur

7 IsTeM} — TeMf
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est pleinement fidéle et induit une équivalence entre ces deux catégories.
La restriction de j&* éNM}'CF est un quasi-inverse.

Preuve. Compte-tenu de ce que I’on sait déja, la seule chose & prouver
est (i). Posons M = j$*5*(N); Papplication N — M est injective et nous
notons M’ le conoyau.

On a vu au n°2.1.2 que l'idéal de S engendré par 7 est stable par o.
Avec les notations du n°2.1.3, on voit que #'(o7) = 6(7) = i(w) = 0O,
donc que o appartient au noyau de 8’ qui est 'idéal engendré par ¢. On
peut donc appliquer la proposition 1.5.6 et il existe un entier r tel que 7"
annule M,

On se convainc facilement qu’il existe un caractére, d’ordre infin:

n: T — W*

tel que, pour tout g € T, g(r) = n(g).7 (mod 7?) (en fait 7 est la puissance
(p — 1)-iéme du caractére cyclotomique).
Pour tout S-module A, i*(A) = A/7A et la suite exacte

0->N-M-oM' =0
induit une suite exacte
0 — M.,,,,(n) — l*(N) — l*(M) — M”/WM” — 0’

compatible avec I’action de I'. Par hypothése, 'action de T" est triviale sur
i*(N) et i*(M). Elle doit donc I’étre aussi sur M”/rM" et se fait via p~?!
sur M}. Si celui-ci n’était pas nul, on aurait Ann (M") = (7"), avec r
un entier > 1. La multiplication par #”~! induirait alors une application
non nulle

(M”/ﬂ'M”) (T’r—l) — M‘rlrl;

mais c’est impossible puisque I' agit sur le premier K-espace vectoriel via

7”1 et via n! sur le second.

2.2.  Représentations de Gg de cr-hauteur finze
(a) Représentations Qp-adiques
2.2.1.  Si M est un objet de IsT®M{ | les Q,-espaces vectoriels Vis(M)

et V(M) définis au n° 1.8.8 sont munis d’une action naturelle de Gg.
De méme, si V' est une représentation @p-adique de G,

Ds,r(V) = ji'Ds(V) et Do (V) =5 "D5(V)
sont des objets de IsT®MY .

Disons qu’une représentation Qp-adique V de Gg est de cr-hauteur
finie 8’1l existe M dans IsI‘QM}' tel que V ~ Vs(M). Ces représentations
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forment une sous-catégorie pleine Repap’cr(GK) de Repg,(Gk), stable
par sous-objet, quotient, somme-directe, produit tensoriel.

La proposition suivante résulte de la proposition 1.8.9 et du théoréeme
2.1.9:

2.2.2. Proposition. (i) Pour toute représentation Q,-adique V de
Gk, Dscc(V) est un Sg-module libre de rang fini inférieur ou égal 3 Ia
dimension de V sur Qp; on a I’égalité si et seulement si V est de cr-hauteur
finie.

(ii) Le foncteur
Vs : IsST8MY — Repg, .. (Gk)

est pleinement fidéle et induit une équivalence entre ces deux catégories,
la restriction du foncteur Ds ¢ & Repap (Gk) en étant un quasi-inverse.

Si V est une représentation @p-adique de Gg, de cr-hauteur finie, on
appelle cr-hauteur de V la cr-hauteur de Dg (V). Pour tout r € N, on
note Repy, (Gk) la sous-catégorie pleine de Rep ap’cr(G’ k) formée des
V de cr-hauteur < r.

(b)  Représentations Z,-adiques
2.2.3.  Les résultats du n°1.8 ont une traduction évidente en termes de
représentations Z,-adiques de Gg et de @-I-modules. Contentons-nous
de remarquer que, si M est un objet de T®MF (resp. et de p-torsion), le
Z,-module V(M) (resp. V5(M)) défini au n°1.8.11 (resp. 1.8.6) a une
structure naturelle d’objet de Repz,(Gk)-

Disons qu’une représentation Z,-adique V de Gk est de cr-hauteur finie
si elle est isomorphe & un sous-quotient d’une représentation Qp-adique V
de Gi" de cr-hauteur finie et appelons alors cr-hauteur de V' le plus petit
r € N tel que I'on puisse choisir ¥V de hauteur r. Notons Rep}'y +(GK)
(resp. RepZ, ..(Gk)) la sous-catégorie pleine de Repz,(Gk) formée des
V de cr-hauteur finie (resp. < r).

La proposition suivante résulte facilement des n°s 1.8.10,1.8.12 et 2.1.7:

2.2.4. Proposition. Soit r € N vérifiant r < p — 1. La restric-
tion du foncteur Vg induit une équivalence entre les catégories BT'M7% et

Repz, (Gk)-
2.3.  Le lien avec les représentations cristallines (résultats et questions)
2.3.1.  Appelons (cf. [FL82], Section 1) p-module filtré positif sur W la
donnée d’un W-module D muni

— d’une part, d’une filtration décroissante (F;D)ieN, par des sous-W-
modules, vérifiant FISJD =Det ﬂ;eNF;D =0;

— d’autre part, d’une famille
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<p;;:F;D—+D

d’applications o-semi-linéaires vérifiant go;;(:z:) = p.cp;;*’l(:c), pour tout z €
F;‘HD.

Ces yp-modules filtrés positifs sur W forment, de maniére évidente, une
catégorie Z,-linéaire que nous notons MF7}, .

Notons MF@,"’ la sous-catégorie pleine de MF‘,*V formée des D tels que
le W-module sous-jacent est de type fini, les F; D sont des facteurs directs
et D= Ego;,(F’fD). C’est une catégorie abélienne (op cit., prop. 1.8).

Notons MF} la sous-catégorie pleine de MF7, formée des D tels que
les F, D sont des K-espaces vectoriels (les ¢, sont alors déterminés par
¢ = ¢p, via <pi,(:c) = p~ipz). Clest une catégorie additive Q,-linéaire
et la sous-catégorie pleine MngJr formée des D que 'on peut obtenir,
par extension des scalaires de W & K| a partir des objets de MF&’,’F est
abélienne.

Pour tout objet D de MF€",+ (resp. MF&’*’), on appelle hauteur de
D Pélément de N ainsi défini: soit r le plus petit entier > 0 tel que
FPT“D = 0; si D n’a pas de quotient non nul D’ tel que Fy D' = I, alors
la hauteur de D est r; sinon, c’est r+.

Pour tout 7 € N, on note MF{,“f (resp. MF’;{) la sous-catégorie pleine
de MF{,{,+ (resp. MF§(+) formée des D de hauteur < r.

2.3.2  Si C désigne le complété de K, on dispose d’un homomorphisme
continu surjectif de W-algebres

8 :W(R)— O¢:

c’est celui qui a (zg,2y,...,2y,...) associe Zp"zgn). Notons A ’'an-
neau (souvent noté WPF(R), cf. [Fo83a], n°3.6) qui est le séparé complété
pour la topologie p-adique de ’enveloppe 4 puissances divisées de W(R)
relativement & I'idéal Ker 6 et, pour tout i € N, Fill Acyjs ’adhérence de
la i-éme puissance divisée du pd-idéal correspondant. L’anneau Ay est
sans p-torsion et s’identifie & un sous-anneau de B:‘ns = K Qw Acis =
Ams{l/p). L’action de Gk et celle de ¢ s’étendent de maniére naturelle
4 Aems et & BY,. On munit alors Acns (resp. BJ;,) d’une structure
d’objet de M Fy}, (resp. M F}}), compatible avec Paction de Gk, en posant
F;Acris = {13 € FiliAcrls | pT € piAcns} et F;B+ = K ®w FiliAcns-

cris

2.3.3.  Pour toute représentation Q,-adique V' de Gk, posons
G
DE.(V) = (B, ®q, V)

rappelons ([Fo83b], §5) que c’est un R-espace vectoriel de dimension
finie, inférieure ou égale a la dimension de V sur @), muni d’une struc-
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ture naturelle d’objet de MF} Nous disons que V est cristalline posi-
tive si ces deux dimensions sont égales. Notons Repap‘CrlS (Gk) la sous
catégorie pleine de Repgq,(Gk) formée des représentations cristallines
positives.

Alors (loc. cit.), Rep&p ,cris(GK) est stable par sous-objet, quotient, &,
®. Par restriction, D} _ induit une équivalence entre Repap’ms(G;{) et
une sous-catégorie pleine MF}d’+ de MF{?’, stable par sous-objet, quo-
tient, @, ®, dont les objets sont appelés les p-modules filtrés admassibles
sur K. La correspondance

D+ Vaig(D) = {-’lf EFO (Bens ® D) | 30.73—.’1:}

(o Beris peut-étre défini comme l’anneau obtenu a partir de BCrls en
rendant 7 inversible) est un quasi-inverse.
Si V est dans Repap,ms(GK), appelons hauteur cristalline de V la

hauteur de Dj'nS(V). De méme, disons qu’une représentation Z,-adique
V de G est de hauteur cristalline finie si elle est isomorphe 4 un sous-
quotient d’une représentation Q,-adique cristalline positive V et appelons
alors hauteur cristalline de V' la plus petite des hauteurs cristallines de
tels V. Pour tout 7 € N, on note Repgy, ,s(Gk) (resp. Rep’ip,ms(GK))
la sous-catégorie pleine de Repap’ms(GK) (resp. Repz,(Gk)) formée

des V de hauteur cristalline < r.

2.34. Rappelons enfin que ’on conjecture que tout objet de MF@+ est

admissible et que P’on sait que c’est vrai pour tout objet de MFﬁp_l. Cela
résulte de la proposition suivante, essentiellement contenue dans ([FL82]
thm. 3.3 et 6.1):

Proposition. Soit r < p— 1. Pour tout objet D de MF%T,
Vcrls(D) = {1 € F;; (ACl‘ls Sw D) I @;(l‘) = .’L’} (_7')

(ou (—r) désigne la “torsion a la Tate” usuelle) est un objet de
Repz, cs(Gk ). La correspondance D +— Veng(D) induit une équivalence

entre MF} et Repz, ris(Gk)-

2.3.5.  Soit M un objet de ®M¥(q) (resp. Is®ME(g)). Alors D =
i*(M) = M/mM a une structure naturelle d’objet de MF;, (resp. MF}):
pour tout 7 € N, on définit F,;D comme étant I'image du sous-S-module
Fy M formé des 2 tels que pZ € ¢' M (attention: il faut prendre I'image de
F;M et non I'image du sous-S-module F; M,, de M, défini au n°1.6.2); si
z € F,D est 'image de & € F; M, on définit ¢} (x) comme étant 'image
de ¢~z (il est immédiat que c’est indépendant du choix du relévement;
comme ¢ = p (mod =), on a bien ¢ (z) = pgo;,“(:c) si z € FHID).
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11 est clair que ’on peut considérer i* comme un foncteur additif exact,
de ®M Y (q) (resp. Is®M}(q)) dans MF}, (resp. MF};).

2.3.6. En composant avec le foncteur “oubli de ’action de I'” on obtient
une recette fonctorielle pour associer un ¢-module filtré sur W (resp. sur
K) 4 tout objet de T®M Y (resp. IsT®MY). Dans la deuxiéme partie de
ce travail, nous prouverons le résultat suivant:
Théoréme. (i) Pour tout objet M de IsST®M}, i*(M) est un objet de
MF?{d'+ et la hauteur de i*(M) est égale a celle de M.

(ii) Le foncteur

& IsTOME — MF3Y

est pleinement fidéle et induit une équivalence entre IsI‘<I>M§ et une sous-
catégorie pleine de MF??’+ stable par sous-objet et quotient.
(iii) Les foncteurs

Vs,Veoj* et Vegoi® : IsSTOM} — Repg, (Gk)
sont naturellement équivalents.

En particulier, toute représentation Q,-adique de cr-hauteur finie est
de hauteur cristalline finie (et la cr-hauteur de cette représentation est
égale a sa hauteur cristalline).

Il ne me parait pas trés difficile de prouver et il me semble donc raison-
able de conjecturer que la réciproque est vraie, autrement dit que le fonc-
teur

& IsTOME — MF5

est essentiellement surjectif.

Pour prouver simultanément cette conjecture et celle qui affirme que
tout objet de MF};‘*' est admissible, il suffirait de vérifier que tout objet
de MF{%*" est dans 'image essentielle de *.

2.3.7. Comme on le verra dans la deuxiéme partie de ce travail, on
dispose de résultats partiels dans cette direction (qui donnent en outre
une autre démonstration des résultats de [F182]):

Proposition. (i) Pour tout objet D debe{{”’_1 il existe M dans IsT®M ¥
tel que D ~ i*(M).

(ii) Pour tout objet M de T®M%™', i*(M) est un objet de MFLF ™!,
dont la hauteur est égale a celle de M ; en outre i* induit une équivalence
entre PFOM?% " et MFF ™. Les foncteurs

Vs,Veoj" et Veisoi* :T8M{ — Repg, (Gk)

sont naturellement équivalents.
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