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Séminaire DELANGE-~PISOT-POITOU . 6=01
(Théorie des nombres)
lle annde, 1969/70, n° 6, 13 p. 15 décembre 1969

UN RESULTAT DE SEN SUR LES AUTOMORPHISMES DANS LES CORPS LOCAUX

par Jean=Marc FONTAINE

Dans [ 3], Shankar SEN établit un résultat, conjecturé par GROTHENDIECK, qui géné-
ralise le théordme de Hasse-Arf pour les extensions cycliques. La premidre partie
de cet exposé est consacrée 3 la démonstration de ce théordme. C'est donc un démar—

quage des premidres pages de [3].

Dans la deuxiéme partie, on énonce, sans démonstration, un certain nombre de ré-
sultats sur les automorphismes dans les corps locaux qui précisent le théordme de

Sen. Dans la troisiéme partie, on démontre 1l'un de ces résultats.

1. Généralisation du théorétme de Hasse~Arf.

Soit K un corps local, c'est-i-dire un corps muni d'une valuation discrete pour
laguelle il est complet. Soit A 1'anneau des entiers de K , soit M 1'idéal
maximal de A , et soit k = A/M 1le corps résiduel. On suppose que %k est de ca=
ractéristique p non nulle. On note v 1la valuation de K normalisée de telle

sorte que v(K) =2 .

Supposons, pour le moment, k parfait. Soit o un automorphisme sauvagement ra-
mifié de K , c'est-i~dire un automorphisme de K tel que v((oc = 1)x) > 1 pour

tout x dans A . On est dans 1l'un des deux cas suivants :

Ou bien la caractéristique de K est nulle. L'anneau A est alors une extension
finie totalement remifide de W(k) , anneau des vecteurs de Witt & coefficients
dans K . L'automorphisme o induit l'identité sur k ; on en déduit que la restric-
tion de o & W(k) est l'identité et, par conséquent, que o est d'ordre fini.

Ou bien la caractéristique de K est p . Le corps K est alors isomorphe 2 un

corps de séries formelles sur k , et o peut 8tre dlordre fini ou infini.

Dans les deux cas, il existe une section multiplicative f , et une seule, de k
dans A . Comme ¢ dinduit 1'identité sur k , of est encore une section de %k
dens A . Comme of est une application multiplicative, on voit que of est enco=
re une section multiplicative de k dans A , et, d'aprés l'unicité de cette sec—

tion, on a of =f . 8i on pose C = f(k) , on voit que o vérifie la propriété :

(S) 11 existe un systime de représentants C de k dans A, contenant 0 , tel

que oc =c¢ , pour tout ¢ dans C .
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C'est, en fait, la seule propriété que 1l'on utilisera et, dans toute la suite de
ce paragraphe, K est un corps local dont le corps résiduel est de caractéristique
p non nulle, et o est un automorphisme de K vérifiant (S). Il est clair que,

pour tout entier u , o vérifie aussi (S).

Soit 1™ une uniformisante de 1'anneau des entiers A de K (c'est—éedire un

é1ément dont la valuation est égale & 1 ). On pose

v((c - 1)/m) , si o#1 ,
(1) i(o) =

+<b, Si G'-:lo

w0
Si 7! est une autre uniformisante de A , elle est de la forme m' =2 cu ™ ’
1
avec ¢ € T ,et ¢, #0 . On &
% 1

v((oc - 1)m) =i(e) + 1 ,
tandis que
v((o - 1)) > v((c - 1)m) , pour u > 1 .

On en déduit que i(o) est indépendant du choix de T .

+1 (mod Mi+2)

i+2)

Si o(ﬂ) =T o+ ani
M) =m o+ uaﬂl+1 (mod M

s avec a € C , on voit que, pour tout entier y,

. Par conséquent :

On a i(ou) = i(c) si p ne divise pas u . Plus généralement, soit po
plus grande puissance de p qui divise y j; en appliquant ce qui précéde & o ’
on voit que i(d") ne dépend que de O0(n) .

ona i(d®) >i(c) si p divise b, et, plus généralement, i(op') > i(c*) si
0(u?) > 0(u) en appliquant cect & GPO(M)

3i on pose i(ou) = iO(u) » on obtient ainsi une suite d'entiers positifs

(2) ip<i; <i, <. <i <.,

strictement croissante tant que in #+ o 3 on 1l'appelle la suite des nombres de

ramification de 1'automorphisme o . Le théordme de Hasse=Arf se généralise de la

manidre suivante (ce résultat n'était commu que pour o d'ordre fini) :

THEOREME 1. - Soit o un automorphisme de K vérifiant (S). Pour tout entier n

strictement positif, on a

N1 n
(3) i(® ) =1i(c®) (mod p™)

((3) signifie que, ou bien les deux membres sont finis et la congruence est satis—

faite, ou bien 1'un des deux membres au moins est infini).




6-03

Avant de démontrer ce théortme, nous allons établir trois lemmes.

LEMME 1. - Pour tout entier y dans Z , il existe un élément X, de K tel

que v(xu) =u, et v((c~- l)xh) =p + i(d™) .

Démonstration. -~ Soit m une uniformisante de A . Si u > 0 , posons

p~1 i
x = [l o(m) .
M0

On a v(xu) = « D'autre part, o(xu)/xu = ?(n)/m , donc
(o - 1)xu = xn.(c“ - )n/m et v((o - 1)xu) =pu+ i(d™) .
Si p <0, il suffit de poser %, = 1/x_u .

LEMME 2. - Tout élément x de K peut s'écrire sous la forme

40

X= 2 X
(4) w=v(x)

expression dans lagquelle chaque xn s Ou bien a la propriété du lemme 1, ou bien

est nul.

Démonstration. - Il est clair que tout x de K peut s'écrire sous la forme

Xx= 2 ¢ x ,ohchaque x a la propriété du lemme 1, et ol chaque ¢ est
u;V(X) (S &) H o
dans C . Il résulte alors de la propriété (S) que chaque c, % vérifie bien les

conditions exigées de xu dans 1'énoncé du lemme.

1

el
LEMME 3. - Soit n un entier strictement positif tel que inrl =i(c?P ) soit
fini. Si, pour tout entier j strictement compris entre 0 et n, les congruen-

ces ij—l =i, (mod pJ) sont satisfaites, alors les entiers p + i(cu) , avec

O(u) <n , sont tous distincts. Ils sont aussi différents de in-l

Démonstration.

si 0(A) =0(u) , alors i(o™) = i(o®) 5 domc, si A + i(o") = p+il®), r=yp.

si 0(A) # o) , alors O(A = u) = minfo(r) , 0(u)} . Or, par hypothése,
O(i(ck) - i(o")) > minfo(r) , O(u)} si ce minimum est strictement inférieur & n .
On a donc A + i(oh) #u + (™) .

si 0(u) <n , alors o1, _; = 1(d")) >0(u) et i, i) A
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Démonstration du théortme 1. = On procdéde par récurrence. Supposons gque, pour

tout automorphisme T de K vérifiant (S), et pour tout entier j strictement
compris entre O et n , on ait

/ Pj-l Pj J
i{r ) = i(m™ ) (mod p?) .

Supposons qu'en revanche il existe un automorphisme o de K vérifiant (8) tel

Ne1 n
que i(oP ) # i(op ) (mod pn) + On va en déduire une contradiction.

L'hypotheése de récurrence appliquée & o montre que inrl = in (mod pn-l) )

On en déduit que, si on pose s = in-l - in , On a 0(s) =n -1 . Le lemme 1, ap=-
pliqué & 1'automorphisme & et 3 llentier s , montre qu'il existe un élément 2z

de K tel que v(z) =s et v({cf - 1)z) = s+ i(c®®) =8 + io=1 ..

Soit x=(1+ 0+ eue + op_l)z . 0na 140+ 0o + L= (o - 1)p-1 (mod p) .
Comme, pour tout élément u de K , v((c ~ 1)u) > v(u) ,onvoit que v(x)>v(z)=s.

Posons y=(c~1)x.0na y=(f = 1)z ; donc v(y) =1

n=1
Appliquons le lemme 2 & x . On a
40

X = Z

R avec v(x)=p ou x =0 .
u=V(X) (] .

bd

M

Posons = - 1)x . Alors
v, (o = 1) ,

y=2 yu ’ avec v(yu) = | + i(ou) s si xn n'est pas nul .

On peut encore écrire

y = y. o+ v,
Olp)zm *  ofw)<a ¥
Pour O(p) >n, v(yu) = + 1O(M) U+ i, > s + i, = in—l car, si yu n'est

pas nul,  est strictement supérieur & s puisque v(x) >s .

On doit donc avoir v( > v ) = in-l « Dans cette somme les v(y ) =W + i(o“) ’
o(p)<m ¥ s
pour xn non nul, sont tous distincts d'aprés la premiére partie du lemme 3. La

valuation de la somme est donc égale au minimum des  + i(o™) pour O(u) <n et
x non nul. I1 doit donc exister un entier yu vérifiant O(M) <n tel que
W+ i(d*) = in—l » Ce qui contredit la deuxiéme partie du lemme 3.

Ce Qo Fo D.
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2. Propriétés des nombres de ramification (énoncé de résultats).

Avec les notations du paragraphe précédent, si o est un automorphisme de K

vérifiant (S), et si on pose

Yo =1

(5)

u
n

. . . . . n

le théoréme 1 revient & dire que les u, sont des entiers rationnels. La suite

(6) uy <y <u, <.l <u <.

s'appelle la suite des nombres supérieurs de ramification de o . La connaissance

des i~ est équivalente 2 celle des W

Etant donnée une suite strictement croissante d'entiers positifs, on peut se de-
mander & quelle condition il existe un automorphisme o de K vérifiant la condi-
tion (S) dont c'est la suite des nombres supérieurs de ramification. Pour plus de
commodité, nous supposerons désormeis que le corps résiduel k de K est parfait.
Tous les automorphismes envisagés vérifisront (S), ce qui revient alors & dire
qu'ils sont sauvagement ramifiés.,

Lorsque le corps local K est de caractéristique O , les automorphismes sauva=—
gement ramifiés sont d'ordre fini, et le probléme peut se ramener & celui de la dé-
termination des nombres de ramification des p-extensions cycliques totalement ra-
mifiées des corps locaux de caractéristique O . Cette détermination a été étudide
par E. MAUS ([2], § 6).

Lorsque X est de caractéristique p # 0 , cl'est-3-dire lorsque K est un corps
de séries formelles, il existe des automorphismes d'ordre fini, et d'autres d'ordre

infini. On peut démontrer les résultats suivants.

PROPOSITION 2.1. = Soit

!
(61) Uy <u; <eee <u L <u

une suite finie croissante d'entiers strictement positifs. Pour qu'il existe un au-

tomorphisme sauvagement remifié d'ordre fini de K , dont la suite (6') soit la

suite des nombres supérieurs de ramification, il faut et il suffit que les condi-

tions suivantes soient réalisdes :

(1) u, #0 (mod p)
O 9

(P)
(ii) pour j =1, 2, oo , n, uj = puj_l
ou uj > puj_1 et ‘uj # 0 (mod p) .
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Soit FS(K) le groupe des automorphismes sauvagement remifiés de K . Si o et

T sont des éléments de FS(K) , On pose
. -1
(7) d(o , 7) =ilor ) .

On vérifie facilement que, si ™ est une uniformisante de K ,
d(c ’ T) = v(on - Tﬂ) ~ 1
Lt'application 4 a toutes les propriétés d'une distance, et munit FS(K) d'une

structure de groupe ultramétrique complet. On a alors les rdésultats suivants.

PROPOSITION 2.2. -~ Soit ¢ wun automorphisme sauvagement ramifié de K d'ordre

infini. Pour que ¢ soit limite d'automorphismes d'ordre fini, il faut et il suf-

fit que les nombres supérieurs de ramification de o vérifient (P) pour tout n .

PROPOSITION 2.3. = Soit

"
(6m) Uy <u; <u, <. <u <.l

une suite infinie croissante d'entiers strictement positifs. Pour qu'il existe un

automorphisme o sauvagement ramifié de K , qui soit limite d'automorphismes

d'ordre fini tel que la suite (6M) soit la suite des nombres supérieurs de remifi-

cation de o , il faut et i1 suffit gue, pour tout n, wu vérifie (P).

PROPOSITION 2,4. = Supposons p # 2 . Soit ¢ un automorphisme sauvagement rami-

fié de K gqui n'est pas limite d'automorphismes d'ordre fini. Soit n, le plus

petit entier positif tel que le nombre supérieur de ramification u, de o ne
0

vérifie pas (P). Alors, il existe un entier positif e +tel que, pour tout entier

n strictement supérieur 3 n, , les nombres supérieurs de ramification de o vé-

rifient u -uU =€ .
—— T+l n

Soit E un corps local dont le corps résiduel est de caractéristique p . Soit

(Fn)nEN une famille d'extensions galoisiennes de E telle que @

Pour tout =n , Fh/E est une extension cyclique totalement ramifiée de degré pn 3

Pour tout n, F_  est contenue dans F .
n n+1
o]
Soit F=U Fn . L'extension F/E s'appelle une TI'-extension totalement ramifiée.
1

On peut définir la suite des nombres supérieurs de ramification

u, <u, <u <“.<%<.u

0 1 2

d'une telle extension. Clest une suite strictement croissante d'entiers positifs.
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Si on cherche & quelles conditions il existe une TI'-extension totalement ramifiée
d'un corps local E , dont la suite des nombres supérieurs de ramification soit une

suite donnée, on trouve :

Si E est de caractéristique p , les conditions de la proposition 2,3 ;

Si E est de caractéristique O , des conditions analogues & celles de la propo-
sition 2.4 : il doit exister un entier n, tel que la suite des U, vérifie les
conditions de la proposition 2.4, l'entier e n'étant plus arbitraire mais dési-

gnant 1'indice de ramification absolu de E ; de plus, u, et o doivent
0 0

remplir certaines conditions supplémentaires (cf. [2], § 6,et [5]). Clest ce qui

fait 1'intérdt du théordme suivant.

THéOREME 2. = Soit E un corps local & corps résiduel fini contenu dans le corps

résiduel de K . Soit F une TI'—extension totalement ramifide de E . Alors il

existe un automorphisme sauvagement ramifié o de K , dont la suite des nombres

supérieurs de ramification est la méme que celle de 1'extension F/E .

BEn fait, il paralt raisonnable de penser que les conditions suffisantes de la
proposition précédente sont aussi nécessaires. Dans tous les cas particuliers que
jlai étudiés, les conditions sur uno et unc)+1 , qui sont contenues implicitement
dens le théoréme précédent sans 1'8tre dans la proposition 2.4, étaient satisfaites.
Quant au fait que je n'ai pas pu démontrer la proposition 2.4, pour p =2, il
semble que cela soit plut8t d0 & la nature de la démonstration qu'a une différence

réelle dans les résultats.

3. Démonstration du théoréme 2.
3.1. - Rappelons tout d'abord le résultat suivant (ef. [17).

PROPOSITION 3.1. = Soit L wun corps local & corps résiduel parfait de caractéris-

tique p non nulle. Soit L' une extension cyclique totalement ramifide de degré

P gg_ L . Soit 1 1le nombre de ramification de 1l'extension L'/L . Soit v la

valuation de L normalisée de telle sorte que v(L) =2 . 50it e = v(p) 1'indice

de ramification absolu de L (fini ou non). Alors :

- Ou bien i = ep/(p - 1) s et L' est le corps de rupture d'un polyndme de

P ~ o, avec oe L et via) =1 ;
- Oubien O0<i<ep/(p=-1), i#0 (modp) , et L' est le corps de rupture

Kummer P(£)

d'un polyndme d'Artin-Schreier P(g) = §p ~§~-w0, avec el et vie) = =1 .

Nous allons déduire de cette proposition le lemme suivant.
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LEMME 1. - Avec les hypothéses et les notations de la proposition 3.1, soit x

une uniformisante de L , et soit v' la valuation de L' normaligée de telle

sorte que v(Lt) =2 . Alors il existe une uniformisante x' de L' telle que

vi(x-xP) 3p+ (p-1)i .

Démonstration. = Soit S wun systéme de représentants, contenant 0 , de k ,

corps résiduel de L , dans L . L'ensemble sP = {sp l s € S} est encore un sys-
téme de représentants de k damns L . Supposons qu'il existe une uniformisante Xy
de L , et une uniformisante x6 de L', telles que 1l'on ait
v = 5P 3o+ (o= DL
L'uniformisante x peut s'écrire
X= 2 ci xg R avec c €8 et c, £0 .
n>1
Posons x' = 2 c, Xén . L*élément =x' est une uniformisante de L' . Comme, pour

n>1
Jg=1,2, o0 yp~=1, (?) est divisible par p , et comme v!(p) = ep , la

formule du bindme montre que
- P = P _ 1P ep
x - x' = ;El cn(xo x4 ) (mod ﬁp+ )
d

en désignant par p 1'idéal maximal de 1'anneau des entiers de L' . Comme
p+6pp+ (p=~1)i, on en déduit que vi(x - x'?) >p + (p = 1)i . I1 ne reste

donc plus qu'd établir l'existence de x. et x! .

0 0
a) 51 i = ep/(p = 1) : Il résulte de la proposition 3.1 qu'il existe une unifor-
nisante X, de L , et une uniformisante xé de L', telles que Xy = xép 3 on a
done

(v) 8. i< ep/(p = 1) : I1 résulte de la proposition 3.1 qu'il existe un élément
6 de I', et un élément o de L, tels que 6° =8 =0 et v'(8) = =i . L'é1é=

ment © est donc de la forme 1/ax61 s Ou x6 est une uniformisante de L' et a

un élémmt de S . On a alors 1/&° xépl - 1/ax.(’)l =& . L'élément o est donc de

la forme 1/af x% » 00 X, est une uniformisante de L . On a

v'(xgl - xé-pl) = v’(ap_l Xé-l) =<1 .

Comme i # O (mod p) , si X, = Xép + B, alors



-1 _ _,»~pi _ ._,p(-i-1)
Xy, =X, 1%, B+ eoe o

On en déduit que vi() = p(i+1) ==1 , ou encore que v!'(B) =p + (p - 1)i .

Coe Qo Fu Do

3.2, = Soit K un corps locel de caractéristique p , et soit k son corps rési-
duel. Soit X une uniformisante de K . Alors on peut identifier K et le corps
des séries formelles k(X)) . L'anneau A des entiers de K est l'amneau k[[X]],
et son idéal maximal p est 1'idéal engendré par X . A tout élément o de p,
on peut associer un élément o du groupe FS(K) des automorphismes sauvagement

ramifiés de K , et un seul, défini par

o(X) =x(1 + o) ,

It

(8)

o(a) = a s pour tout a dans k ;

et réciproquement, tout élément de FS(K) est de cette forme, et on a

(9) i(o) =v(2) ,

en désignant par v la valuation normalisée de K .

Si k! est une extension de k , et si K' = k(X)) , tout élément de FS(K) se
prolonge d'une maniére, et d'une seule, en un élément de FS(K') qui a le méme
nombre de ramification. Il suffit donc de démontrer le théordme 2 lorsque E et K

ont méme corps résiduel k fini.

3.3. - Soit (Lj)jeN une famille de corps locaux ayant tous k comme corps ré-
siduel. Soient, pour'zout entier positif j , Aj 1'anneau des entiers de Lj ’
P 1'idéal maximal de Aj » S5 une section de k dans A, , vy la valuation

J

fication absolu de Lj . On suppose que les ej tendent vers 1'infini.

de Ly normalisée de telle sorte que vj(Lj) =2, 6,= vj(p) 1'indice de rami-

Pour tout entier positif Jj , choisissons une uniformisante nj de Aj s 6T un

entier positif mj inférieur ou égal 2 ej s de telle maniére que la suite

(10) mo ,ml 9 oo ,mj g e

soit une suite croissante dl'entiers tendant vers 1l'infini.
Pour tout Jj , tout élément o de Aj s'écrit d'une manidre, et d'une seule,

sous la forme

@
(11} o= 2 s.le )n% ’ avec, pour tout £, ¢, €k .
g=0 9 43 .
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Pour tout couple d'entiers positifs j et j! vérifiant j > j' , considérons

3!
1'application eg de A, dans A, définie par

(12) eJ (o) = 5.4 (e, )n s si a= 3 sj(cz)ng' )
z:o E £=0

X 3t
L'application 69 définit, par passage au quotient, un épimorphisme e? de

v m, m,,
1'anneau valué Aj = Aj/pjJ sur Aj Ab’/Fb' » indépendant du ch01x des sec-
tions Sj et Sj' « On obtient ainsi un systeme projectif (AJ ’ 63 ) , et sa li-

mite est un anneau de séries formelles que 1l'on peut identifier & A

(13) A =x[[X]] = 1im 1\.; .

Si Gj est un automorphisme sauvagement ramifié de Lj , et si

-]

c(ﬂ)— s.(c

)z
zlaz,a"

N*
= (c c, J),(’EN* c k¥~ . Par passage au

quotient, Uj définit un automorphisme cJ de Aj . Si on a défini un automor-

alors cj est entiérement déterminé par c

phisme Uj pour tout entier j , la famille des 65 définira un automorphisme du

gysteme projectif, donc de A , si, et seulement si,

(14) viel, ¢ pour L =1, 2, eee ,m, -1

2,5+1 = %2,3 7 3

I1 est alors immédiat que la suite des nombres de ramification de o = lim o est

la limite de la suite des nombres de ramification de Gj .

3¢4s = Soit E un corps local de corps résiduel k fini. Soit q = pr le nom=-
bre des éléments de k . Soit F une I'-extension sauvagement ramifide de E .
Soit
1o < 11 < 12 < eee < ln < oo

la suite des nombres de ramification de 1l'extension, et soit

u <u <u < oo < u < .
0 1 2 n ter

la suite des nombres supérieurs de ramification de 1'extension.

Soit, pour tout entier positif n , En l'unique extension de degré pn de E
contenue dans F . Si T est un automorphisme qui engendre le groupe de Galois de
l'extension En/E , la suite des nombres supérieurs de ramification de Tn est

(ef. [4], proposition 14, p. 81, et remarque 1, p. 83)

s e < .
uo<u1 < un-l



6=-11

L'extension En+1/En est une extension cyclique de degré p , dont 1'unique nombre

de ramification est in (cf. [4], proposition 2, p. 70, et corollaire a la propo—

sition 3, p. 71).

Soit vﬁ la valuation normalisée de En , et soit eﬁ 1'indice de ramification

absolu de E . Ona e! = pn e!
n n 0

dans chaque E_, une uniformisante x
n n

positif, on ait

(15) -

1
v (X n+1

n+l'"n

Soit 8 une section de k dans

=E_. T. = X_. 3 s, =

16 L.
(16) 5= By

=e’

Avec les notations de 3.3, on a ey rj =P

te des mj tend vers l'infini.

LEMME 2. - On a v, ng4

J+1(nj -mi ) zall+ mj)

Démonstration. - On a

e % (P
T, = TT: = .
J J+1l 4=0 ri+d

Comme, pour tout entier strictement positif ¢

rj

&
xrj+2+1

. I1 résulte du lemme 1 que 1l'on peut choisir,

de telle meniére que, pour tout entier n

) Zp+ (p-11i, .

E . Pour tout entier J positif, posons

eé s, ot alors mj‘$ ej s et la sui-

L2+1

) .

4

ebpour p=1,2, vea ,p =1,

)
p divise (ﬁ ) » 11 résulte de la formule du binéme que
a r~1 D pz q+ej+l
T3 7T Ty T zzo (Rpjag = Fpgeger)  @odpg, 7)o
Or q + ej+1 z,q(l + mj) , et
)
_ D P
vj+1((xrj+£ er+z+1) )
_ b 4 r(+1)=(ri+e+1) _,
=P vj+1(xrj+z X£j+z+1) =P P Vrj+z+1(xrj+z - x£j+z+1)
r~1 ™~1
=p (x ) >p (p+ (p=-1) )

! -
Vrj+a+1 Frj+e

rj+i+1

Tri+d

d'aprés (15). Comme, pour tout entier £ positif,

re—1 .
p (p+ (p- l)lrj+z

) > alt + (p - l)irj/p) = g1 + mj) ,



6=12

- -2
on a vj+l(ﬁj nj+l) > q(1 + mj) .

C. Q,o Fo Do

3¢5. = Choisissons, pour chague entier j positif, un automorphisme Gj de Lj

de la maniére suivante :
o, est 1'identité sur Ly

Si Oy s Ty 9 *eo s Gj sont choisis, on prend pour o5 un générateur du grou~-

-1
pe de Galois de 1'extension Lj/E , dont la restriction & Lj-l est S
Pour achever la démonstration du théoréme 2, il ne reste plus qu'a établir le

lemme suivant.

LEMME 3., - Avec les notations de 3.3, on a

pour £ =1, 2 4, sese ,m, =1

V3 c, . =c
d s j

4, 3+1 2,5 ?

d o.

, \
3+l 541 ° D'aprés le lemme 2, on a

Démonstration. = Posons ﬂJ =1

vj+l(aj+l) >/q_(l + mj) -
Or
o.(m.) = ¥ sle, I = T sle )l s, W= 5 s )nﬂq (mod q(l+m3))
Mais
q q(lﬂna)
U (TT ) = (TJ+1( J) = Gj+l( J+l) J+1( J+J.) = (Gj+1(ﬂj+l)> (moo. p,]"}'l ) .

I1 résulte encore de la formule du bindme que

- £ >q - = q 4q +eip1
(03+1( J+l \zéﬁ s(e ,j+1) J+i/ ﬂéﬁ (S(Cz, +1)) J+l (mod p3+1 )
Comme g + e. . >q(l+m,), on voit alors que
J+1 J
' q(1+m )
3 )= 5 (s(e, . )2t (mod py,, 7).
ﬂéi £,J J+l 231 L,3+1 J+1
Comme <. > g, dédui =c = -
eJ+1 ,q_m:J s On en deduit que cz,j cﬁ,j_‘_1 s pour 4 1,2, ¢euy mj 1.
Or les ¢, . apparti 3 i 316 . = ¢4
Z,Jfl ppartiemnent & k qui a q éléments. On a donc cﬂ,j+l cﬁ,j+1
et, par conséquent, cz’j = Cz,j+1 pour j =1, 2, «.,. , m.j - 1.

C. Q- F. D.
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