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Introduction

0.1. Soit K un corps local de caractéristique 0, a corps résiduel parfait de
caractéristique p=0, soit K une cloture algebrique de K et soit C le complété
de K. L’action de G=Gal(K/K) se prolonge par continuité & C. N
Soit szypn(K) (ou p,.(K) est le groupe des racines de l'unité de K
neN
d’ordre divisible par p”, application de transition étant I’élévation a la puis-
sance p-iéme). Cest un Z -module libre de rang 1 sur lequel G opére linéaire-
ment et continGment. Pour tout Z -module M, muni d’une action linéaire de
G, et pour tout ieZ, on pose

M(@))=M®, T®

(avec la convention que T®"=Z et que, si j>0, T® ' est le dual de T%").

Si V est une «représentation p-adique», ie. un Q,-espace vectoriel de

dimension finie avec action linéaire et continue de G, on sait ([7], prop. 4) que
2. dimg (C @, V)(i)¢=dimg, V; on dit que ¥ est de Hodge-Tate, si on a
iel
'égalite.
0.2. Si X est une variété projective non singuliére définie sur K, une conjecture
de Tate affirme que la cohomologie étale p-adique de X x K est de Hodge-
Tate. Lorsque X est une variété abélienne, cette conjecture a été demontrée
par Tate dans le cas ou X a bonne réduction et par Raynaud dans le cas
général: c’est une conséquence du travail de Tate sur les groupes p-divisibles
[9] et du théoréme de réduction semi-stable ([10], Exposé 9, th.3.6 et
prop. 5.6).

0.3. Si Oy (resp. Ug) est 'anneau des entiers de K (resp. K), le module Q
=0,,(0f) des O-différentielles (de Kahler) de O¢ est un Og-module de tor-
sion, muni d'une action semi-linéaire de G, dont la structure est trés simple:
I'application @ g-linéaire

& O ®g 1y (K)— Q2
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. . de o ‘ . .
qui & a® ¢ associe o — est surjective; si b désigne un générateur de la différente
€

absolue de K et si ¢, est une racine primitive p-iéme de l'unité, le noyau de g
est forme des elements de Ox®, n, »(K) annulés par (g, —1)-b. Par passage a
la limite, & nous permet d’ identifier C(l) et V,(Q)= HomZP(Qp, Q).

Ces résultats sont des cas particuliers de resultats plus généraux, de nature
entiérement €élémentaire, qui font I'objet des §1 et 2.

0.4. Dans le §3, on en donne une application & une nouvelle démonstration du
théoreme de Tate et Raynaud; celle-ci a I'avantage de n’utiliser ni la notion de
groupe p-divisible, ni celle de modéle de Néron et encore moins le théoréme de
réduction semi-stable. L’idée en est trés simple: soit X une variété abélienne

sur K et soit T,(X)=Ilim X ,.(K) son module de Tate; il est bien connu que
m

tout revient & montrer l'existence d’une application K-linéaire injective de
H°(X.Q))dans HomZE[G](Tp(X), C(1)); choisissons un prolongement propre Z
de X sur SpecC; on dispose d’un accouplement

HOZ, QL) x X (K)— Q:

Cest celui qui, A (w, u), avec weH(Z, QL) et ue X (K) identifié a Z'(C), associe
I'image réciproque u*{w) de « par u; 'application K-linéaire cherchée s’en
déduit, par passage a la limite et extension des scalaires, en utilisant I'identifi-
cation de V,(Q) a C(1).

0.5. Dans le §4, on montre que, si J est un schéma en groupes commutatif, fini
et plat, de rang une puissance de p, sur Spec;, on a «presque» une décompo-
sition canonique de (x®; J(Uk) en somme directe de deux Og-modules (qui
généralise la décomposition de Hodge-Tate du module de Tate des groupes p-
divisibles). De fagon précise, si B’ désigne I'algébre affine du dual de Cartier de
J, on sait que J(Of) s'identifie & un sous-groupe du groupe multiplicatif de
I'anneau Og®,, B'; l'application, qui a ueJ(Ox) associe la différentielle loga-

. d Lo . . .
rithmique J/—leQaK((ﬁK ®,B'), induit, par extension des scalaires, une applica-
u
tion O g-linéaire )
o5 Og ®Z,,J((0IZ)HQ0K((9K Qe B
dont le noyau est tué par un élément ae0, non nul, indépendant de J (avec
les notations du n°® 0.3, on peut prendre a=(g, —1)-b). Comme

Qo (O ® 6 B)=(Og By L0y (B) D (2 B0, B,

ceci fournit la «presque-décomposition» annoncée. On peut «presque» décrire
Iimage de ¢,, ie. exhiber un sous-Og-module de Q, (0x®, B’) qui contient
I'image de ¢, et est tel que le conoyau est tué par a. On peut aussi expliquer
comment les applications ¢; et ¢, sont lices (ot J' est le dual de Cartier de J).

0.6. Dans le §5 enfin, on retrouve de deux maniéres différentes la décomposi-
tion de Hodge-Tate de C®; T,(H), ou T,(H) est le module de Tate d’un
groupe p-divisible H sur Og:
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- d'une part, en transposant aux groupes p-divisibles ce qui a été fait au §3
pour les variétés abéliennes;

- d’autre part, par passage a la limite, a partir de ce qui a été fait au §4
pour les schémas en groupes finis.

L’intérét de cette derniére construction est que (contrairement a la premiére
et a la construction originale de Tate) elle fournit une décomposition a priori
de C®,,7T,(H) en somme directe de deux sous-C-espaces vectoriels stables par
G. Comme on connait I'action de G sur chacun d’eux, les résultats généraux de
la théorie de Hodge-Tate permettent ensuite de dire que la décomposition
fabriquée est celle de Hodge-Tate.

A Torigine de ce travail, il y a de nombreuses discussions avec Bill Messing
et cet article lui doit beaucoup; je voudrais 'en remercier ici'; le §4 a pour
origine une question de Jean-Pierre Wintenberger que je remercie également.

§1. Le Module des Différentielles

1.1. Dans ce paragraphe et dans le suivant, K est un corps local, i.e. un corps
complet pour une valuation discréte, a corps résiduel parfait k de caractéristi-
que p#0, K, est une cloture séparable de K, G=Gal(K/K), C le complété de
K, (sur lequel G opére par continuité).

On suppose donnés un sous-corps K, de K tel que I'extension K/K, soit
finie séparable, totalement ramifiée, et un sous-corps fermé E de K, contenant
une uniformisante = de K, a corps résiduel k,, fini.

On est donc dans Pune des deux situations suivantes:

- ou bien K est de caractéristique 0, donc contient Q,,, E est une extension
finie de Q, contenue dans K, K, est le sous-corps de K obtenu en adjoignant
une uniformisante de E au corps des fractions des vecteurs de Witt a coeffi-
cients dans k;

- ou bien K est de caractéristique p, E=k;((x)), K, =k((%)).

1.2. On note v la valuation de C normalisée par v(m)=1 et, pour tout sous-
corps L de C, @, le sous-anneau de L formé des éléments de valuation =0;
pour tout sous-(,-module a de L, libre de rang 1, (en particulier, pour tout
idéal principal de ¢,), on note v(a) la valuation d’'un générateur quelconque de
a (noter que v(a) détermine a).

1.3. On se donne un groupe formel de Lubin-Tate, I, pour E. Rappelons ([4]
ou [1], chap. VI, §3) que I'(X, Y)eO[[X, Y]] est une loi de groupe formel a 1

paramétre telle que l'application Y ¢, X+»c¢, induise un isomorphisme de
i=1

End, (I') sur @g. L’ensemble I'(Og) des homomorphismes continus (de ¢

algébres) de O, [[X]] dans O a alors une structure naturelle de ¢z-module.

Le module de Tate T (I )Zlinlljr"(@l(s) de I' s’identifie a I'ensemble des

suites (u,),.y d’¢léments de I'(Oy ) vérifiant u,=0 et u, , =7u,, pour tout n
C’est un ¢ -module libre de rang 1 sur lequel G opére linéairement et contini-

! Je voudrais remercier aussi le département de mathématiques de 'Université de Californie a

Irvine pour son hospitalité
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ment; cette action définit donc un caractére continu y, de G a valeurs dans le
groupe des unités Ug de Og: on a

gw)=yr(g)-u, pour ueT(I), geG.

Enfin, le module @, des différentielles invariantes de I, ie. des formes
différentielles de la forme a(X)d X, avec a(X)eO[[XT], vérifiant

a(I'(X, Y)dT (X, Y)=a(X)d X +o(Y)dY,

est un Op-module libre de rang 1.

L4. Soit Q=0 (O ) le module des Uy-différentielles (de Kihler) de 'anncau
O, (autrement dit le Oy -module engendré par les da, pour aeCy , avec les
relations )
da=0 si aely,
dla+b)y=da+db, si a, beCOy_,
d(aby=a-db+b-da, si a, beCUy).

1.5. Pour toute forme différentielle w=u(X)d X, avec a(X)eC[[X]], et tout
uel' (O ), on note u*(w) I'élément u(a(X))-d(u(X)) de Q.

Proposition 1. Lapplication I'(Og ) x ;- Q, qui a (u,) associe {u,w)=u*(w)
est Op-bilinéaire et vérifie {gu,w) =g({u, ), pour tout geG, uel (O ), wew,.

Démonstration. La linéarité par rapport a la deuxiéme variable et la compatibi-
lité avec les actions de G sont évidentes. Le fait que <{u+u,w)={u,w)
+ U, w) résulte de ce que w est invariante. Le fait que {au, w)=a{u,w), pour
tout aeCy résulte de ce que, si w=a(X)dXew,, on a a(d ¢;X)-d(} ¢; X
=c,-a(X)dX, pour tout Og-endomorphisme Y ¢;X' de I' (ce qui se déduit
facilement du n°® 3.3 du chap. VIde [4]). O

1.6. Si I'on fait opérer G trivialement sur @, K, ®,, T.(I') ®,, o a une structu-
re de K-espace vectoriel de dimension 1, muni d’une action semi-linéaire et
continue de G. Tout élément aeK ®, T, (I ®,, w; peut sécrire (de maniére
non unique) sous la forme 7 "a®@u@w, avec reN, aely , u=(u,),NeT (),
wewp; il résulte facilement de la proposition précédente que I'élément
a-u¥(w)ef ne dépend que de « et pas de la maniere de I'écrire sous la forme ci-
dessus. On voit aussi que I'application

Ckr=¢ K®g, T(IN @, 0r—Q
qui A T"a@u@ w associe a-uX(w) est Oy -linéaire et commute a laction de G.
Théoréme 1. (i) Lapplication & est surjective.
(ii) Soit q le cardinal de kg, Dy g la différente de 'extension K/K et
ag p={aeKJv(a)2 —v(Dgx,)—1/g— 1)}

Alors le noyau de ¢ est le sous-0y -module ag @ T, (IN®@ o, de K, T,(IN® w;.
La démonstration de ce théoréme est Pobjet du §2. Donnons-en dés mainte-
nant quelques applications:
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Corollaire 1. Soit ay ; Padhérence de oy, dans C. On a des isomorphismes
canoniques

(1) QZ(KS/GK,[')®(9ET1':(F)®(OEQ)[',

dfn

2) T(Q)= HomaE(E/(OE, Q)= aK,I’ R, T.(I R Or»

(3) V(2= Homg,(E, Q)= C®,, T,(N®q,0r

de Oy -modules (resp. O.-modules, C-espaces vectoriels), qui commutent a l'action
de G.

Le premier isomorphisme résulte du théoréme 1 et de ce que
K5® Tn(r) ®Q)r/a[<,[ ® TAF)@Q)[

s'identifie a (K /ax )@ T,(I')® w;. Le second et le troisiéme s'en déduisent par
passage a la limite. [

Remargues. 1) Si on choisit un générateur du ¢ -module w;, on en déduit des
isomorphismes Q~(K /ag ;) ®,, T,(I),
T(Q) =~ @6, T et V,(Q~C®, T,

T

2) Si on choisit de plus un générateur de T (I'), on obtient des isomorphi-
smes (de Oy -modules, resp. ¢c-modules, C-espaces vectoriels) Q~K Jay ,,
T.(Q)=~ag ; et V (Q~C, tels que, pour tout geG, si I'image de w est o, 'image

de gw est y;(g)-ga.

1.7. Les résultats qui précédent s’appliquent en particulier au cas ou K est de
caractéristique 0 (K =K est alors une cléture algébrique de K) et ou I est le
complété formel a lorigine G,, du groupe multiplicatif G,,. On a alors E =Q,,
q=p, Ko=Frac(W(k)) et on peut choisir z=p. Le Z,-module w, a alors un
générateur canonique qui est 'unique forme différentielle w telle que u*(w)
=du/ju, pour tout ueG,(K) (identifié aux unités de (). Le module de Tate
T,(N=T,G,)=T,n,.) sidentific au Z,-module, libre de rang 1, formé des
suites (g,),.y d’¢léments de K vérifiant ¢,=1 et &  =¢, pour tout n. Le
caractére y, est le caractére cyclotomique y (qui donne laction de G sur
e (K)).

Si, pour tout Z,-module M, muni d’'une action Z-linéaire de G, on pose
M()=M®,,T,G,), les resultats ci-dessus se réenoncent:

Théoréme 1'. Supposons K de caractéristique 0, soient K,=Frac(W(k)), Dk, la
différente de lextension K/K, v la valuation de C normalisée par v(p)=1,

ag ={aeK|v(@)Z —v(Dgy,)— 1/p— D},

i, Padhérence de ag dans C. Alors

(i) Lapplication &: K(1)—Q, qui @ p~"a®(g,),.n (avec reN, aely) associe
a-defe, est Og-linéaire et commute d laction de G, elle est surjective et son
noyau est ag(1);

(i) Papplication ¢ induit des isomorphismes canoniques Q~(K/a)(1), T,(Q)
=Hom(Q,/Z,, Q)= (1) et V,(@=Hom,,(Q,,2)=Q,®,, T,(@=C(1). O



384 J.-M. Fontaine

1.8. Remarque. Soit K une extension finie de Q, de degré ef, ou f désigne le
degre de I'extension résiduelle et e l'indice de ramification absolu et soit I' un
groupe formel de Lubin-Tate pour K. Si n est une uniformisante de K, T,(I')
s'identifie a T,(I) et est un Ox-module libre de rang 1. On sait (cf. [6], 1II, A4
et AS) que Hom(,K[G]( o) (9((1)) est un ¢p-module libre de rang 1. Si ¢ en est
un générateur et si ¢ (resp to) est un générateur de T,(I) (resp. Z,(1)=T,(G,)),
alors @(t)=a®t, avec ael, et a est détermine, indépendamment du choix des
trois générateurs, modulo les unités de K. En particulier, si v, désigne la
valuation de C normalisée par v(K*)=2Z, vg(a) est un invariant de I

Proposition 2. Avec les hypothéses et les notations qui précédent, vy(a) est l'uni-

que nombre rationnel s vérifiant 0=s<1 et s=——— (mod1).
p

e

-1 p—1
Démonstration. 11 est clair que T (2) s'identifie a T,(€2). Si 'on choisi un
générateur de w;, le corollaire 1 au théoréme 1 et le théoréme 1’ fournissent
des isomorphismes

Tp(Q):ax,r®cKTp(r) ct TP(Q):GK(I),

d’ou un isomorphisme de 8y ;®,, T,(I) sur dg(l) qui, avec des notations
évidentes, induit un isomorphisme de 0. ®,, T,(I') sur (a;‘,&,\)(l). Cela fournit
une nouvelle démonstration du fait que Homy, ,(T,(I), (1)) #0 et cela prou-

ve l'existence d’un Oy[G]-homomorphisme y: T,(I')— C(1) tel que

Yt

)=b®¢t,, avec
LK(b) ( } aK) UK(aK,I‘) + UK(aK)-

Pour le calcul de vg(dg ), on a K=K,=E, donc vg(Dg)=0 et g=p’,
d'o vy (g )= —1/(p" —1)

Pour le calcul de vy(dg), K, est I'extension maximale non ramifiée de Q,
contenue dans K, on a donc Dy, =Dy q,; sl 'on observe que vy=e-v, avec v
la valuation normalisée par v(p)=1, on a donc

vglag)= —vg(Dgjo,) —e-(L/(p—1)) d'ou
1 e 1

4
UK(b)=pf—_1—;)tTwbK(bK/QF)Z-p—fj_;j(mOd1)

et la proposition en résulte. [

§2. Démonstration du Théoréme 1

On conserve les hypothéses et notations du paragraphe précédent. Si K'c L
sont des extensions finies séparables de K, on note Q,, (C,) le ¢;-module des

x-différentielles de I'anneau O et d; .. O, —Q, (0;) l'application canoni-
que On noté d: Oy — Q lappllcatlon canonique.

2.1. Les résultats suivants sont bien connus (cf. [5], chap. I, prop. 8, 12, 14 et
th. 1):
Lemme 1. Soient K'c L des extensions finies séparables de K.

(i) Il existe un élément de O, qui I'engendre en tant que Oy .-algébre; si b est
un tel élément et si P est le polynéme minimal de b sur K', I'idéal de O, engendré
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par P'(b) est la différente D, ;. de Pextension L/K’. Le O -module Q, (0O,) est
engendré par d; i.b et son annulateur est D ;..

(ii) Lextension L/K' est non ramifiée si et seulement si Dy, =0, ou encore
si et seulement si Q, (0, )=0.

(iii) Si L est une extension finie séparable de L, on a D, . =D, ;- Dy . U

2.2. Lemme 2. Soient K'c K" c L des extensions finies séparables de K, et soit
v Papplication canonique de Q, () dans Q,, (). Alors v est surjective et,
pour tout weQ, (0,),

v(Ann(v(w))) =max {0, v(Ann(w)) ~ v(Dg.. )}
En particulier, v est un isomorphisme si K"/K' est non ramifiée.

Démonstration. Soit b un élément engendrant ¢, comme U.-algébre; c’est a
fortiori un générateur de ¢, comme 0. -algébre, et le lemme | montre que
dy b (resp. dy x.b) engendre le U;-module @, _(O,) (resp. Q,_.(C,)), dou la
surjectivité.

Si w=a-dy b est un élément non nul de Q,_(¢,), il résulte du lemme 1
que v(Ann(w))=uv(D x)—v(a); on a v(w)=a d, g b et, toujours d'apres le
lemme 1,

c(Ann(v(@)) = max {0, (D x.) — o(@)};

comme Dy =Dy Doy on @ v(Pp ) =0(Dy ) —0 (Do) et
v(Ann(v(w))) =max {0, v(Ann(w)) — (Vg g} O

2.3. Lemme 3. Soit L une extension finie séparable de K et soit b une uniformi-
sante de L. Le (O -module Q, (O,) est engendré par d; ,b.

Démonstration. Si K’ est l'extension maximale non ramifiée de K contenue
dans L, b engendre O; en tant que Uy-algebre et, d'apres le lemme 1, d; b
engendre Q (€). Mais, d’aprés le lemme 2, I'application canonique de 2, _(¢))
dans Q,_(¢,) est un isomorphisme et d, b, qui est I'image réciproque de
dyx-b engendre Q, (€)). O

2.4. Lemme 4. Soient L= 1 des extensions finies séparables de K. Lapplication
de Q, (O,) dans Q, (C,.) induite par linclusion de O} dans O, est injective. Plus
précisément, pour tout e, (O,), si a désigne lannulateur de w, 'annulateur de
Pimage de w est 0. -q.

Démonstration. Par dévissage, on peut supposer que l'extension L/L est soit
non ramifiée, soit totalement ramifiée.

Si L/L est non ramifiée, choisissons une uniformisante b de L. D’aprés le
lemme 1, si o est un élément non nul de Q, (O)), il s'écrit m=a-d; b avec
acCy, et, si a=Ann(w), on a v(a)=v(D ) —v(a). Son image dans Q, (O, est
a-d;.b et, comme b est aussi une uniformisante de L, on a, pour tout ce(,,,
ca-d; xb=0 si et seulement st v(ca)Zv(D, )=v(Dy ), puisque D,
=D, Dk et Dy =0,. La valuation de I'annulateur o’ de a-d, b est
donc o(D, x)~v(a)=0v(a) et on a bien a'=0,, -a.

Si L/L est totalement ramifiée, choisissons une uniformisante b’ de L et soit
P(X)=a,+a, X+...4a, (X" '+X" le polyndbme minimal de b’ sur L; cest
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un polynéme d’Eisenstein et b= —aq, est une uniformisante de L. Si @ est un
élément non nul de Q, (O,), il sécrit donc w=a-d b, avec acl;, et la
valuation de lannulateur a de w est v(D, ) —v(a). L'image ' de w dans
Q,,(O) est ' =a-d;xb. Comme b=a,b'+a,b*+...+b", on a

dyeb=(a,+2a,b' + ... +nb" ) d b =P (B)-dy b,

Dou w'=P'(b)-a-d, b et si ceOp, on a cw'=0 si et seulement si
v(c-P'(b)-a)Zv(Dy. x); comme v(P'(b)=v(Dy,,;) et comme Dy, =D, - Dy,
cela revient a dire que v(c)zv(D)—v(a)=v(a) et on a encore Ann(w’)
=0, -a []

2.5. 11 est clair que Q=QQK(@KS)=Hﬂ Q4. (¢}), pour L parcourant les exten-

sions finies de K contenues dans K. Le lemme précédent montre que I'applica-
tion canonique de Q, (O;) dans Q est injective et nous lutilisons pour
identifier Q,_ (¢,) a un sous-¢,-module de Q.

Le lemme précédent montre aussi, que pour tout weQ, si L est une
extension finie de K telle que weQ, (O,), et si a désigne I'annulateur de
considéré comme ¢lement de Q (C,), alors Ann(w), annulateur de w dans Q,
est Oy -a. En particulier c’est un idéal principal de Oy , de valuation égale a
celle de a.

Lemme 5. Soient w, w'eQ. Pour quil existe ceUy_ tel que o' =cw, il faut et il
suffit que Ann(w)c< Ann(w’).

Démonstration. 1l est clair que la condition est nécessaire. Montrons qu’elle est
suffisante: C’est clair si @' =0. Supposons donc w'+0 (ce qui entraine Ann(w)
# 0y, donc w+0). Choisissons une extension finie L de K telle que o,
w'eQ, (Op). Si b est une uniformisante de L, on peut écrire w=a-db, o
=a'-db, avec q, d'el);.

Soit r=v(D, ). D’aprés le lemme 1, v(Ann(db))=r; comme w et ' sont
*£0, on a v(@<r et v{d)<r et v(Ann(w))=r—v(a), v(Ann(®))=r-—uv(a).
L’hypothese implique r—v(a)=r—wv(a’), donc v(a)=v(a) et il existe cel, tel
que a@'=ca, donc tel que W' =cw. O

2.6. Lemme 6. Soit Q(,:Qw,(o((ﬁ,(s). Lapplication canonique v de Q, dans Q est
surjective et son noyau est formé des éléments annulés par Dy . Plus
précisément, si wefd,, on a

v(Ann(v(w)))=max {0, v(Ann(w)) — U(DK/KD)}.
Démonstration. Cela résulte, par passage a la limite, du lemme 2. []

2.7. Lemme 7. Soit o, un générateur de w; et soit u=(u,),.N Un générateur de
T.(I'). Pour tout entier r=0, on a

v(Ann{u¥(w,))) =max {0, r —;1—_1—:1—— U(DK/KO)} .

Démonstration. Le lemme 6 permet de supposer K=K, et on peut aussi
supposer r= 1.
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Si I'on choisit une coordonnée X pour I 'algébre affine de I' est O [[X]]
et w, est de la forme a(X)d X, avec a(X) un élément inversible de ¢ [[X]].

Posons n, =u,(X), E,=E(zn,) et K,=K(n,). On sait ([1], Chap. VI, §3 et [5],
Chap. XV, §2) que E,/E est une extension abélienne totalement ramifiée et que
n, est une uniformisante de E,; en outre, si U (resp. U"™) désigne le groupe des
unités de Oy (resp. des unités de ¢ congrues 4 1 mod="), Gal(E,/E), muni de
sa filtration par les groupes de ramification supérieure, s’identifie au quotient
U/U” (muni de la filtration induite par les U®). Un calcul classique de
ramification (utiliser la proposition 4 et le paragraphe 3 du chap. IV de [5])
montre que v(Dy ;) =r—1/(g—1) (cela peut aussi se montrer par récurrence sur
r, en utilisant les formules explicites qui donnent x, en fonction de =, , ,).

Comme 7 est aussi une uniformisante de K=K, n, est encore une unifor-
misante de K,. Comme le polynéme minimal de =, sur K n'est autre que le
polynéme minimal de 7, sur E, on a v(Ann(dn,))=v(Dy, ) =r—1/(g—1), mais
u¥(we)=o(rm,)dn, ou ofn,) est une unité; on a donc aussi

v(Ann (¥ (o) =r — /(g — 1)

Remarque. Comme u¥(wy)=n-u¥_,(w,), il aurait suffi en fait de démontrer le
résultat pour une valeur de r telle que r—1/(¢—1)>0. Si g=+2 (a fortiori si p
#+2), on peut prendre r=1 (et 'extension E /E est alors modérément ramifiée);
si ¢g=2, on peut prendre r=2.

2.8. Fin de la Démonstration du Théoréme 1. Choisissons, comme dans le lem-
me 7 un générateur w, de @, et un générateur u de T (I).
Soit weQ. Choisissons un entier r suffisamment grand pour que

1
v(Ann(w))gr—MT—U(ZDK/KO). Draprés le lemme 7, Ann(u}(wy)) < Ann(w) et,
q—
d’apres le lemme 5, il existe ceCy_ tel que w=c-u’(w,). On a donc
o=E{n""c®@uw,) et est bien surjective.

Tout élément ac K, ® T,(I') ® w, s'écrit, de maniere unique, sous la forme a
@u®w, avec aeK, Choisissons un entier r suffisamment grand pour que

1
@——Tw;(bx/,{o) et a,=n"acO; . Alors, d’apres le lemme 7, {(0)=a, - uf(m)
q—

est nul si et seulement si v(ar)gr——l—v(fDK,KU) ou encore si et seulement si

1 .
v(a)= —j—u(DK/KO) et le noyau est bien a; [ ® T (IN® w;-
q—

§3. Application aux variétés abéliennes

Dans toute la suite de cet article, on conserve les hypothéses et notations du
§1, on suppose en outre K de caractéristique 0 et K=K est une cl6ture
algébrique de K.

3.1. Soit X une variété projective non singuliere sur K. Une conjecture bien
connue de Tate ([8], p. 58) peut étre précisée en disant que la cohomologie
étale p-adique de X x K est de Hodge-Tate et que, pour tout ieN, tout jeZ, le
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K-espace vectoriel des éléments fixes par G de C(j) ®QPHQI(X x K, Q,) est nul
si j<0 ou >i et s'identific canoniquement, et fonctoriellement en X, a
H' =X, Q) si 0<j<i (voir [3], appendice, pour un énoncé en forme).

Lorsque X est une variété abélienne, H* (X x K, Q,) s'identifie a I'algébre des
formes multilinéaires alternées sur le module de Tate

T,(X)=Hom,(Q,/Z,, X (K))
et la cohomologie de Hodge

e (X) = (é) HAX, 94))

iZ0 \j=0
s'identifie a I'algébre extéricure de
Hijoage(X) = H'(X, 0) @ HO(X, Qy)

(ou Oy=0y est le faisceau structural et Q, =0y, le faisceau des formes
différentielles). La conjecture de Tate, dans ce cas, se raméne alors au résultat
suivant:

Théoréme 2 (Tate, Raynaud). Soit X une variété abélienne sur K. Il existe des
applications K-linéaires bijectives, canoniques et fonctorielles en X

px: H'(X,05)—Hom, (T,(X), C),
Px H(X, Qy)—Homy, [G]( (X) C(1)).

3.2. Nous nous proposons d’utiliser le théoréme 1° pour donner une nouvelle
démonstration de ce résultat. Commengons par donner un énoncé apparem-
ment plus faible:

Théoréme 2'. ! existe une application K-linéaire injective, fonctorielle en X,
px: H(X,Qy)—Homy (T, (X), C(1)).

Rappelons briévement comment le théoréme 2’ entraine le théoréme 2: Soit d la
dimension de X. Le théoréme 2’ implique que dimgHomg /(7,(X), C(1))2d4,
avec égalité si et seulement si p$ est un isomorphisme. Si X' est la variété abé-
lienne duale de X, il résulte du fait que 7,(X) s'identifie a Homg (7,(X"),Z (1))
et de linjectivité de p%. que dim, Hom, [(,](T (X), C)zd. Comme la somme de
la dimension de Homyg ;(7,(X), C(1)) et de celle de Hom, ,(T,(X), C) est
inférieure ou égale au rang du Z,-module libre T,(X) ([7], prop. 4), qui est 24,
chacune de ces dimensions est égale adet pg est un isomorphisme. Enfin
I'isomorphisme p} s’obtient, modulo des identifications bien connues, en pre-
nant la bijection réciproque de la transposée de p%.. [

Le reste de ce paragraphe est consacré a la démonstration du théoréme 2:
on construit p% aux n* 3.3 et 3.4 et on démontre qu’elle est injective aux n° 3.5
a3

3.3. Soit & un schéma propre et de type fini sur Spec@, qui prolonge X, ie.
tel que 2" X0, SpecK s'identifie 4 X (si ¢: X — Py’ est un plongement de X
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dans un espace projectif, on peut prendre pour 2 I'adhérence schématique du
compose de ¢ avec la fléche canonique de Py dans Py ).

Si u: SpecOr— % est un point de Z'(0) et si @ est une section globale du
faisceau Q, des différentielles de &, I'image réciproque u*(w) de w par u est un
élément de Q,_(0f)=9. On en déduit un accouplement

HO(Z, Q) x X (0g)—Q:

C'est celui qui a (w,u) associe {w,u) =u*(w). Il est clair qu’il est O -linéaire en
la premiére variable et vérifie <{w,gu)=g(w,u)), si geG, weH’(Z,Q,),
ueZ{(Og).

Par construction, H°(X, Q) sidentific 8 K ®,, H*(Z,Q,) et Z(O) & X (K),
ce qui fait que Z'(¢g) est muni d’une structure de groupe abélien (méme si &
n’a pas de structure de schéma en groupes).

Proposition 3. I existe un entier r =0 tel que

(i) la restriction de lapplication o—1®w de HY(Z,Q,) dans H(X,Qy) a
p-HY(Z,Q,) est injective;

(i) si wep™ HYUX,Q,) et si u,, u,eZ (Og)=X(K), on a

{ou, +u,y=L{w,u)+{wu,).

Démonstration. 11 suffit de montrer, pour chacune des propriétés (i) et (ii),
l'existence d’un entier r qui la vérifie.

(i) Le noyau de w—1®@w est le sous-O -module de torsion de H°(Z, Q2,).
Comme H°(Z,€,) est de type fini, sa torsion est bornée et p"- H*(Z, Q,) est
sans torsion pour r suffisamment grand.

(i) Soit % un schéma propre et de type fini sur Spec®, qui prolonge
X x X tel que les trois fléches évidentes de X x X dans X, la premiére projection
pr,, la deuxiéme projection pr, et la multiplication m, se prolongent en des
fleches pr, 4, pry4 ¢t m, de % dans & (si ¢: X x X —P¢ est un plongement de
X x X dans un espace projectif, il suffit de prendre pour # I'adhérence schéma-
tique du morphisme composé

X x X PP o X o} X x X Pl x X X X x ).

On sait que toute forme différenticlle de H°(X,Qy) est invariante et, par
conséquent, si we HO(Z', Qy,), priy(w)—mi(w)+ priy(w) appartient au noyau de
la fléche canonique de H°(#,Q,) dans H°(X x X,Qy, ), ie. & H(#,Q,),,.
Ici encore, la torsion est bornée; si p" annule H®(#%,Q,),., on a donc
mi(w) = pr,(w)+ pri, (w), pour tout wep™- HO(Z, Qy).

Soient u; et u, des points de # (Cg) qui prolongent des points u, , et u,y de
X (K); soit v le point de #(0) qui prolonge le morphisme

SpecK — ™, SpecK x Spec K —X2X , ¥ » X,
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ON & U; =PI4 0, U, =PI, U et U, +u,=my, v, de sorte que uf(w)="v*(prf,(v)),
u3 (@) =v*(pry (w)) et

(g +uy)* (@) = v¥ (M () = v*(prfy (0) + pr3y (w)) =uT (W) + u3(w),
si wep”- HY(Z,Qy). O

3.4. En conservant les notations du n° précédent, on a donc défini un

accouplement B
PHYZ, Q) x X (K) - @,

C-lincaire en la premicre variable et Z[G]-linéaire en la seconde, ou encore
une application Oy-linéaire de p"- H*(Z, Qy) dans Homy (X (K), Q).
Si I'on pose V,(X)=Homg(Z [p~ '], X(K)), comme on a

V,(Q=Homg (Q,, Q) =Homz(Z[p~'].Q)

(puisque € est un Z -module de torsion), cette application induit une applica-
tion Oy-linéaire de p"-H°(Z,Q,) dans Homy(V,(X),V,(82)), d'ou, par exten-
sion des scalaires, une application K-linéaire

Px=Px.a, HX,Q)=K®, 0" HX,2y) — Homg,(V,(X), V,(Q)).

Il est clair que, pour tout we H°(X, Qy), la restriction de py(w) a T,(X) est Z,-
linéaire, d’ou une application K-linéaire

szpX,EE.r: HO(Xs QX)_> HomZP[G](Tp(X)v VI;(Q))

Proposition 4. Les applications py et py définies ci-dessus ne dépendent ni du
choix de & ni de celui de I'entier v. Elles dépendent fonctoriellement de X.

Démonstration. 11 suffit de vérifier les assertions concernant gy. L’'indépendance
par rapport a r, pour & fixé, est évidente. Si 2, et %, sont deux prolonge-
ments, propres et de type fini, de X et si r est un entier suffisamment grand,
Pégalité py 4 ,=Px x,, €st évidente si 'un des Z; domine l'autre (i.e. si I'iden-
tit¢ de X se prolonge en un morphisme de 'un des %; sur lautre); le cas
général s’en déduit en faisant intervenir l'adhérence schématique %5 du
morphisme

X XXX T, XD,

Vérifier que la dépendance par rapport a X est fonctorielle signifie vérifier
que, si ¢: X, — X, est un morphisme de variétés abéliennes, le diagramme

HY(X ,, Q¢ )— Homg,(V,(X,), V,(Q))

l

HO(XDQXI)

Homy, 6, (V,(X ), V,(Q)),

n

ou toutes les fléches sont les fléches évidentes, est commutatif. Mais cest
immeédiat, si 'on prend soin de choisir des prolongements %, et %, de X, et
X, tels que ¢ se prolonge en un morphisme de %, dans %,. [
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3.5. Comme V,(Q) s’identifte, par le théoréme 1’ a C(1), il suffit, pour achever
la démonstration du théoréme 2/, d’établir le résultat suivant:

Propesition S. Lapplication py, définie au n° précédent, est injective.
Démonstration. 11 suffit d’¢tablir les deux lemmes suivants:
Lemme 1. Lapplication jy, définie au n° précédent, est injective.

Lemme 2. Lapplication de Homy;,(V,(X), C(1)) dans Homy(T,(X), C(1)), in-
duite par Tinclusion de T,(X) dans V,(X) est injective.

3.6. Commengons par établir un autre lemme:

Lemme 3. Soit X une variété projective de dimension d sur K et soit u un point
non singulier de X, rationnel sur K. Il existe un prolongement propre X de X sur
SpecOy tel que le séparé complété de l'anneau local en le point fermé de I
adhérent a u soit un anneau de séries formelles en d variables a coefficients dans
Og.

Démonstration. Supposons X donnée comme sous-variéte de P¢. Quitte a faire
un changement de coordonnées, on peut supposer que u est le point de
coordonnées homogénes (1,0,0,...,0). Soit [ Tlidéal homogéne de
K[X4 Xy, ..., X,] définissant X; comme u est non singulier, quitte & changer
la numérotation des X ;, on peut supposer qu’il existe F, F,, ..., F,_,el tels que

la matrice
A

((/F" (1,0 0))
Xd+j U 1<i,jSn—d

soit inversible. Quitte 4 remplacer X,, ,X,.5....X, par des combinaisons
linéaires, on peut méme supposer que cette matrice est la matrice-unité. Si J
désigne T'idéal de K[X,, X ,..., X,] engendré par les X, pour i=1,2,....d, et
par les X, X, pour i, j=1, et si r, est le degré de F,, on a donc

F=Xy"'-X,,; (modJ), pouri=12, ..., n—d

Soit 7 une uniformisante de ¢; pour i=1,2,...,n—d, choisissons un entier
s; tel que n F,eCx[ X, Xy, ..., X, ]; choisissons enfin un entier s vérifiant s>,

pour tout i. Posons
Xo=X0

X;=r**X,, pour i=12..,4,
X,=n X pour i=d+1,...,n

On voit que n"F,=7""*G,, ou G, est un polyndme homogéne en les X &
coefficients dans € vérifiant
(%) G=X7"1 X, (modr- O [ X5, XY, ..., X, ]).

d+i

Le choix des coordonnées homogenes X, X', ..., X, définit, de maniére
évidente, un plongement de P{ dans P;_. Prenons pour 4 ladhérence schéma-
tique de X dans Py, correspondant a ce plongement et soit @ le point fermé de
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Z adhérent a u. 1l est clair que les ¢, =X}/X}, pour i=1,2,...,d, engendrent
Fidéal maximal de Oy , modulo son carré et que, compte-tenu de (%), 7 et les &,
engendrent I'idéal maximal de 0y, modulo son carré. On voit alors que Oy
est 'anneau des séries formelles K[[¢&,,&,,...,,]] en d variables & coeff1c1ents
dans K et que Cx’u*(ﬁ (¢, 85..,6,0) O

3.7. Démonstration du Lemme 1. Revenons a notre variété abélienne X et choi-
sissons un point u rationnel sur K (par exemple, l'origine). Choisissons un
prolongement propre & de X sur Spec(’, comme dans le lemme 3, de sorte
que, si # est le point fermé de % adhérent a u, @X‘ﬁzwk[[él,éz,...,fd]],
anneau des séries formelles en d variables a coefficients dans ;. Notons
Q;‘;{‘“(@Xﬁ) le 0y ,module des «(-différentielles continues» de Oy ; (ie. la
solution du probléme universel habituel pour les dérivations continues; c'est
donc un @X ~module libre admettant d&,,d¢,,...,d&, comme base). On voit
que Papplication canonique de p"- H*(Z', Q,) dans Q“"“‘((OX .) est injective.

L’ensemble des homomorphismes continus de @y , dans ¢ s’identifie a un
sous-ensemble de Z(0r)=X(K); comme X(K) est un groupe p-divisible (au
sens ¢lémentaire), le lemme 1 résulte du lemme suivant:

Lemme 4. Pour toute forme différentielle «continue» non nulle

d
w= Z ai(Cvl’éz’ ""id)'d&:i de QZ’/T[((QK[[élﬂ529 "'Jéd]])i
i=1
d
il existe X{,x,,...,x,€mg, idéal maximal de Ug, tel que Y a,(x;,X,,...,X,) - dx;
i=1

soit un élément non nul de Q.

Commengons par vérifier le lemme lorsque d=1, w étant donc de la forme

20

w=0a(f)-d¢&, avec a(é)= Z a;&', une série formelle non nulle en la variable ¢ 2
i=0
coefficients dans (. Soit v la valuation de K normalisée par r(K*)=Z et

sojient
s=infv(a,;),
ieN

i, =le plus petit entier tel que v{g; ) =s.

Pour tout xemy, vérifiant v(x)<ig', on a v(x(x))=s+i,-v(x)<s+1. Si
I'on choisit pour x une uniformisante d’une extension finie L de K contenue
dans K vérifiant (D, )Zs+1, lannulateur de dx est Og- Dk (cf. §2) et
a(x)-dx+0. O

Le cas général résulte alors du lemme suivant:

Lemme 5. Soient o,(&,,¢5, ..., 8oy 04(81, &5, ..., &) d séries formelles en les

variables ¢, &,, ..., &, a coefficients dans un anneau commutatif intégre infini R,

non toutes nulles. 1l existe des séries formelles ¢, @,, ..., @, en une variable &, d
d

coefficients dans R, sans terme constant, telles que Y a (@, 0,,...,0,). @ (ou
i=1
@; dérive la dérivée formelle par rapport a & de ,) soit un élément non nul de

R[[£T



Formes Différentielles et Modules de Tate des Variétés Abéliennes sur les Corps Locaux 393
Démonstration. Choisissons les ¢; de la forme ¢,=a;&+b,%, avec les a, et les

b,eR. Si on pose A=) a(@,...,0,). ¢}, on a
A=) a(a E+b, &2 a4 b8 (a+2b,8). Sioo= Z & s

m=20

avec o, ,, homogene de degré m en les ¢, et si r est le plus petit entier tel qu'il
existe j avec o; ,#0, on a

=(Zai'ai.r(a17"' am) ¢+ (Za I (PR |

do; ,
+2.2bja; (ay, .. a)+ ) aby 5 (al,...,ad))oi Tl
J ij

J
- Si 25 (8,85, .., E)+0, on peut, comme R est infini, trouver

a;,a,,.. ad tels que Y a;-2; (a,,....,a,)*0 et on a alors 240 quelque soit le
choix des b,.

- Si Zé #,(E, &y 8 =0, mais Y &, (81,85, ., E) 0, on peut

trouver al,az, o ag tels que Y a0, 1 (ay, ..., a)#+0 et A0 si on choisit les
b, =0.

- Enfin, si ) &0, (&), ..., ¢0=0¢et Y & oy, (¢),...,E)=0, on voit, en
dérivant la premiére identité par rapport a ¢;, que, pour tout j,

O(j_r(élr' 9Cd)+2€ 61,...,6)20.

On a alors

aai.r r+1
/“[Zb ( Aay, o a)+3 a; e (al,...,ad))]~€ +...
i ‘=

Zb o (ay, ) &4

Choisissons un entier j tel que o;,(¢,,...,¢)#%0. On peut trouver
a,d,,...,a,€R tels que a; (a,,...,a)*0 et, si on prend b;=1 et les autres b,
nuls,ona A+0. J

3.8. Démonstration du lemme 2. Pour tout groupe abélien H, posons V,(H)
=Hom,(Z[p~'], H). Si I'on note J le quotient X (K)/X ,..(K), c'est un groupe
uniquement p-divisible et la suite exacte

0 X,(K) = X(K)—J -0

induit une suite exacte
0—-V,(X,=(K K)—V (X)) —>J —0.

Comme V(X ,.(K K)) = Q,®z,T,(X), le noyau de la fléche canonique de
HomZ[G](V (X) () dans HomZ[G](T (X), C(1)) s'identifie & Homyg,(J, C(1)).
Mais X (K) est la réunion des X (L) pour L parcourant les extensions finies
galoisiennes de K contenues dans K, donc J=|{JJ¥ pour H parcourant les
sous-groupes ouverts invariants de G. Si v:J—C(l) est un Z[G]-
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homomorphisme, on a, pour tout sous-groupe ouvert invariant H de G, v(J")
=(C(1)* =0 (cf. [9], prop. 8), donc v(J)=Jv(J*)=0et v=0. [J

§4. «Décomposition de Hodge-Tate» des Schémas en Groupes Finis

4.1. Soit J un schéma en groupes commutatifs, fini et plat sur Specy et soit B
son algébre affine. On a donc J=SpecB, la multiplication m;: JxJ—J est
induite par la comultiplication mj: B— B®, B et I'¢lément-neutre du groupe
s'identifie 4 ’homomorphisme d’augmentation ¢*: B— ;.

Si B! (resp. B?) désigne le noyau de ¢f (resp. le carré de I'idéal B'), et si M
est un 0g-module, on appelle

- espace tangent de J a valeurs dans M le Og-module t,(M)
=%,,.(B*/B* M) des applications (y-linéaires de B'/B* dans M,

- espace cotangent de J d valeurs dans M le O-module

*(M)=M ®,, (B'/B?).

Si S est une Og-algébre et si M est un S-module (en particulier si M =S),
t,(M) et t¥(M) ont une structure naturelle de S-modules.

On remarquera que, pour un schéma en groupes fini, B'/B* est un -
module de longueur finie et qu’en particulier ¢,(0) =0.

4.2. Si A est un anneau commutatif et R une A-algébre, associative, commuta-
tive et unitaire, nous notons I, , I'idéal de R® R, noyau de I'application de
R®,R dans R induite par la multiplication et x—X la projection de I,, sur
Ig,4/I%,4- Rappleons que le R-module Q,(R) des A-différentielles de 'anneau R
s'identifie au quotient Iy ,/I%,, ol

- pour tout xeR, dx=1Qx—-x®1,

- pour tout xeR, tout yelg ,, x-7=(x®1)-y.

4.3, Revenons au schéma en groupes J considéré au n°4.1. On note w, le O-
module des différentielles invariantes de J. C'est donc le sous-Og-module de
Q,, (B) formé des w vérifiant

* py — 7% 3%
mj;o=Iijo+i;w

(ou i}, i%: B—B®,, B sont défines par if(b)=b®1 et i5(b))=1®@b et ouT'on a
noté¢ de la méme maniere les applications de @, _(B) dans Q, (B®,,B) dédui-
tes de m¥, it et i¥ par fonctorialité).

Rappelons (cf., par exemple, [2], prop. 8.1, p. 53) comment on peut identi-
fier @, a t¥ (Of): le diagramme

J—2 7

6‘l Jv
IJxJ—E5TxJ

(ot d(x)=(x,x), v(x)=(x,0), u(x,y)=(x,y—x)) est commutatif. Il induit donc
sur les algébres affines un diagramme commutatif
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B __B

produit ]A ]A dy ® e}

B® B« —B®, B

(si ¢¥: B— B est 'endomorphisme de B qui correspond a la fléche x> —x
dans J, on a uf(h®c)=(b®1) (cF ®id)(m¥ (), si b, ceB); les fléches horizon-
tales sont des isomorphismes et les fléches verticales sont surjectives. Les
noyaux de ces derniéres, i.e. I, et B®, B' sidentifient donc. On en déduit
une identification de

Qo B =1y, /50, SUr B®q, B'/B*=B®q,t} (0.

On vérifie que, dans cette identification, w; correspond a t*(0) (identifié & un
sous-0x-module de B®,, t7(0) par 'application x+—1® x).

Remarque. On ne change pas l'identification de w,; a t¥(0) si I'on remplace
simultanément dx=1®x—x®1 et p(x,y)=(x,x—y) par dx=x®1—-1Q@x et
ulx, yy=(x, y—x), grace & deux changements de signe qui se compensent.

4.4. Pour tout ¢g-module M, soit Der,, (B, M) le module des (/x-dérivations de
B dans M (ou la structure de B-module de M est définie par bx=¢¥(b)- x, pour
tout beB, tout xeM).

D’aprés la propriéte universelle du module des différentielles, Der,, (B, M)
s'identifie au module Z(Q,, (B), M) des applications B-linéaires de Q, _(B)
dans M. Comme Q,,(B) s’identifie 4 B®,, w;, Dery (B, M) s'identifie aussi au
module des applications (-linéaire de @, dans M, ou encore a t;(M).

Soit B’ I'algébre affine du dual de Cartier J' de J. Cest donc le ¢ -module
des applications (/y-linéaires de B dans ¢/, la multiplication étant définie par

(uv)(x)=u®v)(mtx), siuveB et xeB,
et la comultiplication m}. par
myu)(x®@y)=u(xy), siueB" et Xx,yeB.

Si M est un ¢y-module, nous notons g, (M) le noyau de I'application
5J,’M: M®, B—-M®, B ®,B définie par

Oy =1dy @ (i —m¥. +i%).

Lorsque I'on identifie M ®,, B a %, (B, M), on voit que g, (M) s’identifie au
sous-module de .%,, (B, M) formé des u qui vérifient

u(xy)=e5(x)u(y)+ej(y)u(x), pour tout x,yeB,
autrement dit a Der, (B, M) ou encore a ¢,(M).

4.5. On sait que le groupe J(O) s'identifie au sous-groupe du groupe multipli-
catif (O ®,, B')* des éléments inversibles de I'anneau Ux®,, B’ formé des x
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vérifiant m*x=x® x [ou
m*: Og®g B’ = (g ®¢ B) O (U @ B)

désigne la comultiplication dans I'algébre affine de J' X, ¢, Spec @, autrement
dit est 'application composée

Og®g, B

iso.can.

idog ®@mj

Or @, B @y, B
(Og B, B) B (O B, B

L’application x+—dx/x définit un homomorphisme de (Og®,, B)* dans
Qy (O ®, B'), dol par extension des scalaires, une application ¢ g-linéaire

Gy Og®2,J(0g)— Q0 (O ®, B,

qui commute aux actions évidentes de G =Gal(K/K).

Or on a Q, (Og®, B)=(0;® 2, (BYDL®, B) (ol, rappelons-le Q
=Q4, (Og)). Du fait que, pour tout xeJ{Og), on a m* x=x® x résulte facile-
ment que

- l'image du composé de ¢, avec la projection sur Oy ®,, Q,, (B) est
contenue dans O¢ ®,, o, qui s'identifie (n° 4.3) & t5(C);

- I'image du composé de ¢; avec la projection sur Q®,, B’ est contenue
dans x,.(€2) qui s'identifie (n® 4.4) 4 1,(Q).

Finalement, on obtient ainsi une application ¢ ¢-linéaire

Pr=93@ @) Ug®y J ()~ 3 (U D1,(Q)
qui commute bien slir aux actions évidentes de G.

4.6. Nous nous proposons de montrer que ¢, est «presquun isomorphismey,
1.e. que l'exposant du noyau et du conoyau de ¢, sont bornés indépendamment
de J et que la transposée de ¢, (ou J' est toujours le dual de Cartier de J) est
«le presqu’isomorphisme» réciproque.

Pour cela, nous allons commencer par donner une autre description de ¢},
puis une autre description de ¢9.

4.7. Pour tout wew, et tout ueJ (), soit u*(w) 'image réciproque de w par u
(autrement dit, si 'on identifie J(¢) & 'ensemble des homomorphismes de la
Oy-algebre B dans O, u*(w) est la forme différentielle €Q, (0) image de
wew,;<=Q, (B) par lapplication de Q, (B) dans Q, (COf) déduite de u par
fonctorialité).
L’application
(u, wy—u*(w)

de J(Ug) x @, dans Q est Z -linéaire en la premicre variable et Oy-linéaire en la
seconde. Elle induit une application Z,-linéaire de J(Of) dans &, (w,, )
=t,(Q), d’ou, par extension des scalaires, une application (g-linéaire

Myt Og®az,J(Og) > 1,(Q).
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Proposition 6. On a 5} =

Démonstration. L’application u—1®u identifie J(O) a un sous-Z ,-module de
(9K®z J(Og) et il suffit de vérifier que, pour tout ueJ(Og), on a bien n}(u)

'—(pJ( )
On a t,(Q)=%,, (B'/B*, Q)c %, (B', Q) et il suffit de vérifier que, pour tout
uel(Og), tout beB*, on a

1; W) (b) = (u)(b).

Soit (b);,_,, ., une base de B comme (g-module et soit (b);_, la
base duale de B’. Si I'on con51dere u comme un homomorphisme de B dans

O, il sidentifie a 1'élément Z ub)®b; de Ox®, B et u~' sidentifie a
i b)®b; (on adopte prlaxilsmrement la notation multiplicative pour
i§ groupe J(Og)). Avec ces notations, ¢} (u) s'identifie a 'image dans Q®,, B’ de
QCu ' )R (1®ub)—ub)®1)® b))
eI¢E,¢K®@KB’C(9K®@K(OK ®¢, B
En particulier, pour tout beB', ¢} (u)(b) est la projection sur Q de

Z(b b )b)-(w (b)) ® “(bj) —u~'(b;) “(bj)® Delgg o,

Comme Z(b’ b)(b)-u~ (b)ub)=(u"'u)b)=¢}(b)=0, ¢} (u)(b) est aussi la pro-
jection de Z(b )(b)-u~ ' (b)@u(b).
Soit, d’ autre part, A I'application composée

iso.can incl

B! Pl ,pupg2_ teem ., Q. (B).

Alors (cf. n® 4.3), A(b) est la projection sur Q,_(B) de
(o7 ®idg)omy)(b)el e, = B®,, B.

L'application u®u: B&q, B— 0g®, O envoie Iy, dans [, , et induit,
par passage aux quotients, I'application de €, (B) dans @ déduite de u par
fonctorialité. Par conséquent, n}(u)(b) est la projection sur Q de
u®u)((c} ®idg) o m¥)(b)el, ., OU encore de (u~ ' @u)(m¥(b)). Comme

u'=Yu"'(b)®b; et u=) u(b)®bj, on a, avec des conventions évidentes,

(@~ @u)(mj (b)) Zu‘l (b) @ u(by) - (b;® b)) (m3 (b)).
On a
(b; @) (mF (b)) =(bb))(b) et nju)b)
est bien 'image dans Q de Z(b;b})(b)-u“(bi)@u(bj). O

iJ

4.8. Si u: B— (g est un élément de J(Og) et si ) 0, @b,ex,(Q=Q®,, B, on
ose
P (L 0@b)=Yub)o
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On a ainsi défini une application Z -linéaire
1y J(Og) > Lop2,(2), Q).

En tant que Og-module, Q est isomorphe (non canoniquement) & K/Oy et
est donc dualisant pour les @g-modules de longueur finie. Comme o,(Q)
s'identific a

1 ( Q=L (BB Q)= (0 ®, (B'/B'?),Q),

Lo (2,(2),Q) sidentifie & Og®,, (B"'/B'?)=t%(0Ug). Ceci nous permet de
considérer #9 comme une application Z linéaire de J(Og) dans t5(0g); nous
notons encore de la méme maniére I'application @g-linéaire

N3t Og®gq,J(Og) > 13.(Og)
déduite par extension des scalaires.
Proposition 7. On a % =¢9.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que n9(u)=¢%(u), pour tout ueJ(Of). Si on
conserve les notations du n°® précédent, on a u=Zu(bi)®b§,
u='=> u='(b)®b; et pY(u) est 'image dans Og ® Q,, (B)) de

a=u" ' (b)®b® (Y ulb)®(1®b;~b;®1)
€0 R Ip 10, CO0xQp B &y, B
Comme 1=1@1=u""u=Yu""(b)u(b)@b;b;, ona a=u'—1, avec

raw iy

LJ

=Y u " b)ub)®b @b,
iJj

D’autre part Papplication de B’ dans B'!/B’2

B idp —z3" B,l proj. B,I/B,Z

induit, par extension des scalaires, une application Og-linéaire de O ®,, B’
dans Ogx®B'!/B'?=1t%(0g) et on voit que n%(u) n'est autre que I'image de
Y u(b) ®b; par cette application.

Soit alors A’ I'application composée

B’ idpr —eJ ,B'! proj. B I/B,Z iso.can. o, incl. Q@K(B').
Si T'on identifie maintenant t%(Ug) & Ox®,, ©; <Ug®,, 2, (B), alors n§(u)
=Y u(b)@ A (b).
On voit que 4'(b)) est la projection sur Q, (B’) de
((oF ®idg)om¥) (b)) — ey (b)elp =B &g B';
donc que 59(u) est 'image, dans Ox ®,, 2, (B) de

B=Yulb)® (o} ®idy)om)(b) — Y u(b) -5 (b)).
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Ona f=pf—1, avec
B=3ub)® (o} ®idy)om}) (b)),
car Zu(b,.)o8}‘,(b;)=8}",(2u(bi)®b’i)=£}",(u):1 {ou P'on a encore noté &* l'appli-

t
cation Og-linéaire de Ox®,, B dans (p déduite de &} par extension des
scalaires).
11 suffit donc de vérifier que ' =o'. L’application

P Og®p B ® B'—Og @, B' Qg B,

définie par p(a®b' @ )=a®@ ok (b)® ¢, est un automorphisme et il suffit de
verifier que p(f)=p(a).
Or on a p(f)=) u(b,) ® m*.(b}). Mais

u=Yu(b) @b, =Y u"'(b)®@c*(b)
et Pégalité m*u=u®u s'écrit
Zu ) @mE(B)=Q u ' (b)®c(b)@1)-(Fub)@1Qb),
Oou encore

Y u(b)®@m¥.(b Zu ') ub)@ak(b) @b,

cest-a-dire p(f)=p().

4.9. Proposition 8. Le diagramme

(O ®,J (U)X (g ®q, T (O) —22 > (0 D 1,(Q D5 (U D 1,.(2)
(K/O)(1) ——

[- ou 6 est la fléche déduite par extension des scalaires de la fléche 0,:
J(Og) x J'(Og)— n,. induite par la dualité de Cartier (on a

Og @z, lpe =g ®y,(Q,/Z,)(1)=(K/Ug)(1)),

- ou & est la fléche déduite par passage au quotient de [lapplication &:
K(1)— Q définie au n° 1.6, th. I’ (le noyau ag(1) de & contient Og(1)),
- ou, avec des notations évidentes, v(a', A,a, )= A(a)+ A'(a’)] est commutatif.

Démonstration. 11 suffit de vérifier la commuttivité du diagramme

J(O) xJ'(Og)— "2 25 (0) @ 1,(Q D 5 (0g) D 1,.(Q)

diog
Py — L.
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Conservons les notations des n® précédents et soient ueJ(UOg), veJ'(0g). On
considére u comme I'élément Y u(b)®@b; de Ox®,, B et v comme un homo-
morphisme de B’ dans (OK Si (¢, x (pJ )(u, u) (a@,4,a,1), alors

- d'une part @' =)= u(b)@b) - (X u(b)-db)), tandis que 2'=¢]}.(v)
=n}.(v) (prop. 6) s’identifie a l’appllcatlon o ¥ (w); d’ou

X(@)=(Yu(b) o))" (Z Jdu(b));

- dautre part, A=¢;(u) (Zu(b ®b)~1- (Y du(b)®b), tandis que a
=@%(v)=n%v) (prop. 7) s'identifie a l’appllcatlon Y w;®bi—>Y v(b)w; dou

Ala)y=(Lu(b) v®)) =" (L v(b) du(by).

On a donc

(v-(@; x @), )= u(b)v )"1'(Zu ; )+ Y v(b) du(b,)
_dlog Zu i ( 1og(90(“ U) D

4.10. Si lapplication & était un isomorphisme, la proposition 8 signifierait que
@, est un isomorphisme et que la transposée de ¢;. est son inverse. En fait, il
intervient ici deux modules dualisant différents, (K/0f)(1) et Q, pour les Og-
modules de longueur finie.

Aussi, si M est un Og-module de longueur finie, nous posons M’
=Ze (M (K/(OK)(I)) , M*=%,.(M,Q) et nous notons &,,: M'— M* Tapplica-
tion induite par &: (K/0g)(1)— Q.

Si M et N sont deux Og-modules de longueur finie, et si a: M — N est une
application Og-linéaire, nous notons o': N'—> M’ et a*: N*— M* les applica-
tions deéduites par fonctorialité. Le diagramme

N/ a M/

N* ax_ M*

in

est commutatif.

Revonons au schéma en groupes J. Il est clair que (0x®, J'(Og)) sidenti-
fie a Oxg®, J(Og) tandis que (tF(0g))* s’identifie a ¢,(Q) et (t,(2)* a t3(0g).
La proposition 8 peut alors se reformuler ainsi:

Théoréme 3. Pour tout schéma en groupes commutatifs J, fini et plat sur SpecOy,
les diagrammes

Ox®5,J(O)— " o 1300 @ 1,(D— 2" (0, ®,,T (O

150. can, $0¢®z,7'(Of)
(O ®, 9 (O
et
(L) x(93) ?;@0;

0k ®,,J(Og)

(t, QY DT (Og)

S ()@ Sk 0g) iso.can.

(t, (Q)* D (7 (O)*

(O D1,(Q)

sont commutatifs. [
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1
Corollaire. Soit a un élément de Oy vérifiant u(a):—-1+ v(Dgk,) (ou v est la
p—

valuation de K normalisée par v(p)=1). Alors le noyau et le conoyau de

@0 Og®z,J(Og) = 17(Og) D 1,(Q)
sont tués par a.

Démonstration. 1.e noyau de & est formé des éléments de (K/0g)(1) tués par a
{th. 1’ du n° 1.6) et on en déduit que, pour tout ¢g-module M de longeur finie,
le noyau et le conoyau de &,, sont tués par a et lassertion résulte alors
immédiatement du théoréeme. []

4.11. Remarque. 11 est facile de vérifier directement, i.e. sans utiliser les proposi-
tions 6 et 7 que le noyau de ¢, est tué par a:

Soient I'=J(O) et I''=J"(0g). L’anneau Oy ®, B’ s’identific 4 une sous-Og-
algeébre de lalgébre 0% des fonctions sur I" & valeurs dans (f; d’ou une
application Og-linéaire de Q,, (O ®,, B) dans Q, (0F)=Q". Si on note @, le
compos¢ de ¢, avec cette application, le noyau de ¢; est contenu dans celui
de @, et il suffit de montrer que a-ker ¢, =0.

Choisissons une «base» de I, ie. des éléments e},¢),...,¢,, non nuls de I”
tels que I” soit la somme directe des groupes cycliques engendrés par les ).
Soit p* I'exposant de I et soit p*~", avec 0<¢;<s, lordre de ¢

Lorsque I'on identifie Ux®,, B' @ un sous-anneau de O, I' sidentifie au
sous-groupe Homy(I", pu,..) du groupe multiplicatif de ¢%. Si on choisit une
racine primitive p*-iéme de l'unité ve@g, I est engendré par les e, pour i

=1,2,...,m, définis par
, 1 si iz},
ei(ej):{

£ o . .
v =]

Sixy, Xy ...,X,EZL, 0n a inel:o si et seulement si, pour tout i, p*~" divise x;.

Soit a=) b;®e, avec les belf, un élément de Ox®L On a &,(x)
=(0)er> avec w,=Y b(de,(u)/e;(w); en particulier w,=b;p"-(dv/v). Si
aeker@,, on doit donc avoir p"b,e Ann(dv/v), pour tout j. D’aprés le lemme 7

1 1
du §2, on a u(Ann(dv/v))=s—p—1——u(fDK/K0) (on peut supposer Szb—l

+v(Dg k), sinon il n’y a rien a démontrer); on a alors v(ab)=s—t;, donc ab;

est divisible par p*~"v qui est 'ordre de ¢; et aa=0. []

§5. Applications aux Groupes p-Divisibles

5.1. Rappelons (cf. [9], §2) qu'un groupe p-divisible (ou de Barsotti-Tate) sur
0y de hauteur h (ou heN) est la donnée s’un systéme inductif H=(H,i,),.5 OU
(1) H, est un schéma en groupes commutatifs, fini et plat, sur Specy, de
rang p"*;
(i) pour tout neN, i, est un morphisme de H, dans H,,, qui identifie H,
au noyau de la multiplication par p” dans H,__ .
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Lalgébre affine R, de H, est séparée et complete pour la topologic
p-adique, ce qui fait que I'on peut aussi bien considérer H, comme un schéma
en groupes formel sur Spf@,. On peut alors associer a H le schéma en
groupes formel affine H=£n H,, dont lalgébre affine est la @g-algebre profinie
R=1<iERn. Le groupe H(Og) des points de H & valeurs dans O est formé

des homomorphismes continus de R dans 0. Il a une structure naturelle de
Z -module et son sous-groupe de torsion n'est autre que H(@K)=gn H,(Cg).
Le module de Tate T,(H) de H est la limite projective des H,(0) (I'applica-

tion de transition de H, . ,(0f) dans H,(0g) étant induite par la multiplication
par p); il s’identifie a

Homg,(Q,/Z,. H(Og))=Homy (Q,/Z,, H(Cy)).

Cest un Z,module libre de rang h sur lequel G opére linéairement et
continiiment.

5.2. La multiplication m,: H x H— H est induite par la comultiplication mi;:
RA>R®E,KR et Iélément-neutre du groupe s'identifie & Ihomomorphisme
d’augmentation &f: R— 0.

Si R! (resp. R?) désigne le noyau de &} (resp. adhérence du carré de l'idéal
RY), et si M est un Ox-module, on appelle espace tangent de H a valeurs dans
M le Ox-module t,(M)=%, (R'/R* M) et espace cotangent de H a valeurs
dans M le Og-module tf;(M)=M @, _(R'/R?).

Si S est une (g-algebre et si M est un S-module, ¢, (M) et t(M) sont des S-
modules; comme R!'/R? est un (x-module libre de rang la dimension d de H,
si M est un S-module libre de rang 1, t5(M) et t}(M) sont des S-modules libres
de rangd.

5.3. Le dual (de Serre) de H est le groupe p-divisible H'=(H, i,),.5 OU

(1) H, est le dual de Cartier de H,,

(i) i,: H,—H,,, se déduit par dualit¢ de la fléche de H,,, dans H,
induite par la multiplication par p.

54. On note Z,(—1) le dual (comme Z,-module) de Z,(1)=T,(G,,); c’est donc
un Z -module libre de rang 1 sur lequel G opére par multiplication par le
caractére y~'. Pour tout Z,-module M avec action linéaire de G, on pose
M(-1)=M®, Z,(-1).

On sait, depuis Tate ([9], cor.2, p.180), qu'il existe un isomorphisme
canonique (de C-espaces vectoriels avec action de G), fonctoriel en H, de
i (CO)® 5 (C(—1)) sur Hom, (7,(H), C).

Nous nous proposons, dans ce paragraphe,

(i) de rappeler (n°5.5) la construction de I'isomorphisme de Tate, que nous
noterons Oy r,,.;

(i) de transposer (n°5.6 et 5.7) ce qui a été fait au §3 pour les variétés
abéliennes pour obtenir un «autre» isomorphisme y ¢ o1

(iii) de déduire (n°5.8 a 5.10), par passage a la limite, des résultats du
paragraphe 4 un troisieme isomorphisme 0 ;.

(iv) de montrer (n° 5.11 & 5.13) que Oy 1,0 = Oy former = O fini-
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Tout comme le théoreme 2 du §3, les constructions de Oy .. €t O rormer
utilisent, de maniére essentielle, les résultats généraux de Tate sur la décompo-
sition de Hodge-Tate, & savoir le fait que, si T est un Z -module libre de rang
fini, avec action linéaire et continue de G, et si

(C®,,T)°=(C®, T,
(C®sz)1 ={xeC®,, T|gx=yx(g) x, pour tout geG},

alors Tapplication canonique de (C®(C®, 1)) B(COLIC®,,T)') dans
C®yg, T est injective (cf. [7], prop. 4, p. 122).

La construction de O ,; au contraire fournit une décomposition a priori
de Hom, (T,(H),C) en somme directe de deux sous-C-espaces vectoriels sta-
bles par G, 'un se trouvant étre isomorphe a une somme directe de copies de
C et lautre a une somme directe de copies de C(1).

5.5. 81 H'=(H,,i,),.n est le dual de H et si I{T’=Ii4r>nH;l, on sait que H,(0Og)
s’identifie &
Hom(ﬁE(H;x®@K(9K’”p"):Hom(ﬁc(H; ®@K(9C'!‘pn)a
donc que T,(H) s'identifie & Hom, (H ®,, Oc ft,-) (00 ju,.. = lim ).
On en déduit un accouplement

T,(H) %15 (O) >ty (OFC,

P

d’ou une application C-linéaire, commutant a laction de G, de r4(C) dans
Hom, (T,(H), C), qui, par restriction & 5 (K), donne une application K-
linéaire
O Tare ty(K)—Homg 6,(T,(H), C).

Tate montre ([9], prop. 11, step 5) que 6}, 1, est injective. La théorie de la
décomposition de Hodge-Tate, un argument de dualité et un comptage de
dimensions montrent (par un raisonnement entiérement analogue a celui déve-
loppé au n°® 3.2) que

(1) 0} tare €St un isomorphisme;

(i) le K-espace vectoriel dual de Homy, 4(T,(H), C) sidentifie a
Homy ,(7,(H), C(1)) et 'isomorphisme reciproque de la transposée de

()III’.Tate: IH(K)—)HomZP[G](Tp(H/)a C)
fournit donc un isomorphisme de K-espaces vectoriels
Ot acet t5(K)— Homg i6,(T,(H), C(1);

(ili) en composant 0} 1. avec Tinclusion de Hom, (7,(H),C) dans
Hom, (T,(H),C) et en étendant les scalaires, on obtient une application C-
linéaire, commutant a I'action de G,

Olli,Tate,C: [H’(C) - HOI’DZP(TP(H), C)

qui est injective;
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(iv) de méme Homy (7, (H), C(1))(—1) s’identifie & un sous-K-espace vec-
toriel de Hom, (T,(H), C) par fonctorialité, 67, Tate induit une application K-
linéaire de t;“,(K(——l)) dans Hom, (7,(H), C), d’ou, par extension des scalaires,
une application C-linéaire, commutant a 'action de G,

H?I,Tatc.(‘: t;k{(C( - 1))4) HomZP(Tp(H)s C)

qui est injective;
(v) l'application

OH Tate_elli Tate, C(B@H Tate,C* tH (C)C_Bt (C(_l))HHomZ (T (H) )

est un isomorphisme.

5.6. Soit toujours R lalgebre affine du groupe formel ﬁzhi)lHn et soit
QeM(R) le R-module des O-différentielles «continues» de R (i.e. la solution du
probléme universel habituel pour les dérivations continues; si R, désigne 'alge-
bre affine de R, c’est aussi la limite projective des £, (R )

Soient m¥: R—>R®,, R la comultiplication et 11,12 R—»R@m R les appli-
cations définies par i*(x)=x®1 et i*(x)=1 ®x si 'on note de la méme
maniére les applications de Q¢"(R) dans Q§™(R ®@KR) déduites de m}, i¥ et i%
par fonctorialité, le module w, des différentielles invarantes de H est le sous-
Og-module de Q2" (R) forme des w qui vérifient

() =17 (@) + % (o).
On a un accouplement
wy x H(Og)— Q:

c’est celut qui a (w,u) associe 'image réciproque {w,u>=u*{(w) de w par u. 1l
est Ox-linéaire en la premicére variable et Z,[G]-linéaire en la sedonde et induit
donc une appllcatlon Oy-linéaire de wy dans Hom, [G](H( &) Q). Si V,(H)
—HomZP(Q H((O ) et V,(Q)= Homzp(Q Q), on en dedult par fonctorialité,
une application (QK—lméaire de wy dans Homg ,(V,(H),V, () et, par exten-
sion des scalaires, une application K-linéaire

Put K®g wy—Homg (V,(H), V,(Q)),
et, par restriction, une application K-linéaire

Pt K®g, 05— Homg )(T,(H),V,(Q)).
Il est clair que jy et p, dépendent fonctoriellement de H.
Proposition 9. Lapplication py définie ci-dessus est injective.

C'est la méme démonstration que celle de la proposition 5 du §3. Nous ne la
refaisons pas. [7]

5.7. On sait que oy s'identifie a ¢§;(0) (cela se passe comme pour les schémas
en groupes finis, voir le n°4.3), donc que K ®,, wy s'identifie a t};(K). Comme,
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par le théoréme 1', V,(Q) s’identifie & C(1), p, s’identific a une application K-
linéaire
0% cormet: t7(K)—>Homg (6(T,(H), C(1)).

En procédant comme au n° 5.5, on voit que

(1) 0% tormer €St UN isomorphisme;

(i) par dualité, ..., I'application 8} ;.. induit un isomorphisme

Gfll,formel: L (K)— Homzp[(;](Tp(H)’ C);

(i) par torsion par Z,(—1) de 0 ;m €t par extensions des scalaires, on
obtient un isomorphisme

BH,formel = Bllf,forrnel,('@ HI(')I,formcl,C: tH'(C) @ t;}(c( - 1))“’ HomZP(Tp(H)9 C)

5.8. Conservons les notations des n® précédents. Pour tout neN, le morphisme
H,— H de schémas en groupes formels induit une application -linéaire de
t3(Ox) dans tf; (O).

Proposition 10. - Pour tout neN, la suite

0 135(0) —Z— 15(0) — 1}, (0,)—0
est exacte.

Démonstration. Comme t5(0y) est un € g-module libre, la multiplication par p"
est injective.

Soit u la projection de R sur lalgébre affine R, de H,; on a u(R')=R],
idéal d’augmentation de R, et, par conséquent l'application canonique de
th(Ox)=R'/R? dans t}; (0x)=R,/R; est surjective.

Soit 2: R— R T'homomorphisme induit par la multiplication par p" Le
noyau de u est I'adhérence R-A(R') de I'idéal de R engendré par A(R%) et, pour
achever la démonstration, il suffit de vérifier que p~'(R?)=A(R')+ R

On a A(R')ckerpcp™'(R?) et u(R*)=R2, donc R*cu~*(R2), d'ou linclu-
sion Z(R")+R*cpu~'(R}).

Enfin, u~!'(R2)=R?+keru; comme R=0; ®R",

kerpu=R-A(R\)=A(R")+R'-A(R");

comme A(R)+R? est fermé A(R')<Ai(R')+R? et, comme A(R)<R!,
R'-A(RY) est contenu dans R2, de méme que son adhérence puisque R? est
fermé; finalement, on a bien u~'(R?)<A(R")+R% [

5.9. Pour tout neN, on dispose (cf. n®4.5) d’'une application Og-linéaire

Pn,=Pn, D 0, Ox®z,H,(0)— 1, (Ox) D ty,(Q).
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Il est immédiat que le diagramme

‘PH

Ox®z,H,, (O ——th,,(Og)
o v
Og®z H(Og)—— 15, (Ug),

ou la fleche verticale de gauche est déduite par extension des scalaires de la
multiplication par p et la fleche verticale de droite est déduite par fonctorialité
de «l'inclusion» de H) dans H, , est commutatif.

Il résulte de la proposition 10 que &, (Ug) =0g @y, th;, (Of) s'identifie au
conoyau de la multiplication par p" dans t};.(C), donc que

lim £, (0)=lim £, (00)/p" 5 () = lim 3O /" ) =15, (0 ).

Comme l(iﬂ(ﬁ,tébsz,,((OK) 0:®,,T,(H), on obtient, par passage a la limite,
une application @ -linéaire, commutant & I'action de G,
Py 6+ @c®zPTp(H)"lf1'(@c)~
De méme, il est immédiat que le diagramme

Ok ®z,,Hn+ 1 (@K)A“’ Iy, 1(9)

Ok ®g, Ho(Og) — 1, (Q),

ou la fléche verticale de gauche (resp. de droite) se deduit par extension des
scalaires (resp. par fonctorialité) de la multiplication par p, est commutatif.

Notons Q, le noyau de la multiplication par p" dans Q. Comme H, est tué
par P, on a ty (D=t (2)=L. (15 (Ox). Q)= L (15(04). Q) (daprés la
proposition 10) =%, _(t5(0), 2,). On en déduit que

limey (Q)=1im £, (t5(0c), Q)= L, (t5(00), T,(2) = t,,(T,(2))
(ot T,(@)=Homy (Q,/Z,, Q).

On obtient donc, par passage a la limite, une application @ -linéaire,
commutant a l'action de G,

Pioc: Oc®z, T,(H)— (T, (Q).
Proposition 11. Lapplication
P00 =P11,0c® Phroct Uc ®z,T,(H)— t5.(00) @ t5(T,(£2)),
définie ci-dessus, est injective et son conoyau est un O-module de longueur finie.

Démonstration. Cela résulte immédiatement du corollaire au théoréme 3 (cf.
n°4.10) et de ce que O ®7,T,(H), 15.(Oc) et t5(T,(R2)) sont des 0 ~modules
libres de rang fini.
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5.10. En étendant les scalaires de 0 a C et en utilisant le théoréme 1’ pour
identifier C®,,.T,(2)=Q, ®,, T,()=V,(€) & C(1), on obtient un isomorphisme

Pr=0a® oy C®z, T,(H)— ()@ t(C(1)).

L’isomorphisme 0y ;.; est, par définition, I'application C-linéaire transposée de
Pu-

5.11. Proposition 11. Pour tout groupe p-divisible H sur Oy, on a Oy 1,
=0H,f0rmel=9H,fini'

Démonstration. En prenant les invariants par G, 0y ;.. induit un isomorphisme
1 .
0H,fini~ iy (K)— Homzp[c](Tp(H): ).

De méme, en tordant par Z (1) et en prenant les invariants par G, 0 ¢, induit
un isomorphisme
gg,fini: t;kI(K)HHomZp[G](Tp(HL C(1).

Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que, pour i=0, I,

- d'une part, 0} 1o =04 finis

- dautre part’ eii_fcrmelzgil,fini'

Pour tout K-espace vectoriel M, nous notons M? son dual et, pour toute
application K-linéaire Ai: M — N, 1¢: N* — M sa transposée.

Il résulte facilement de la proposition 8 (n°4.9) que 0}, ,; est I'isomorphis-
me réciproque de (0. )" et Oy i, Uisomorphisme réciproque de (0% ;..)"
Par construction, 0y 1, est I'application réciproque de (0 1)’ €t 03 rormer
I'application réciproque de (03 rorme)’. Pour achever la démonstration de la
proposition, il suffit donc de vérifier les deux lemmes suivants:

1 _ !
Lemme 1. On a 0y 1, =0y i

0 - A0
Lemme 2. On a 0y ¢orme = O fini-

5.12. Démonstration du Lemme 1. Par restriction, ¢, induit un isomorphisme
Pr.ot (C®, T,(H)) = (1 (C)® 1 (C(1)° =1.(K),

qui est la restriction de ¢y a (C®,, T,(H))°.

Pour démontrer le lemme, il suffit de vérifier que, pour tout Aet, (C)
=(t§,(C))" et tout ueT,(H), on a

gé,Tate,C(i)(u) = )‘((p?{(u))
On peut bien sir se restreindre & Aety {(.). Mais tH,(@C)=lggtH.(@K/p"@K)

s’identifie a h(_m,i/’ai(@,((@gum, Og/p"Op).

Soit 2=(4,),en> aveC A,€ZL (Og@wy,,O0/p"Of) et soit u=(u,), N, avec
u,eH,(0g). Si R, désigne l'algebre affine de H|, et si on identifie H,(0f) a un
sous-groupe du groupe multiplicatif de 0 ®,, R;, on voit que
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(i) A@n(w) est la limite des 4,(@% (u,)=A4,(dq u,/u,) (o0
d@;z: O ®g R, 2 A0g ®p Ry =0g ®0KQQK(R;)

est la différentiation);

(i) Si m,. désigne le schéma en groupes, sur Spec Uy, noyau de la multi-
plication par p" dans le groupe multiplicatif, son algébre affine est
Ox[x,1/(xF"=1), avec le coproduit défini par m*(x,)=x,®x,; lapplication
ara-(dx,/x,) définit un isomorphisme de Ox/p"COx sur Ox®,, v, .; dou un
accouplement

H (O X Ly (O Ry, 0y, Og/P"Og)— Og/p" O

qui, a (u,, 2,) associe A,(d, u,/u,); on voit que 0} 1, (A)(u) est bien la limite
des 4,(d, u,/u,), dou le lemme. [

5.13. Démonstration du Lemme 2. Pour tout C-espace vectoriel M, muni d’'une
action de G, posons

M'={xeM|gx=y(g) x, pour tout geG}.
Alors ¢y induit un isomorphisme
Pn.1t (C®z, T,(H) — (1 (C)® t5(C()' =14 (K (1)),

qui est la restriction de ¢ 4 (C®, T,(H))".
On a t4(K(1)=Z(t5(K), K(1) = L (t5(K), C(1)) et, pour démontrer le
lemme, il suffit de vérifier que, pour tout ueT,(H) et tout weij(K), on a

0?{, formel(w)(u) = (pll-l (U)(CO)

11 suffit de le vérifier lorsque wetf;(€f). Si 'on identifie t}(0y) & oy et C(1) &
V,(Q), on a, avec des notations évidentes, 0} romei(®)() = (U (w)),.n. Mais @y
s’identifiec a liﬂgu,," et si w, désigne I'image de w dans @y , on a

G?I,formel(w)(u) = (u:: (wn))neN'

Par construction, ¢y u)(w)=(¢y, (1,)(®,),n. Mais, daprés la proposition 6
(n°4.7), j; =n}, , donc :

ou ) w)=ui(w,), dou egu)w)=u(@)en O
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