e cham Applications de I’Analyse & la Géométrie

Cours 2 Extrema des fonctions de deux variables réelles

e Quelques exemples
o(x,y) = ax+by+c, fonction affine

flx,y) =x*+)y?
g(x,y) =x*—y?
h(x,y) =xy .
$(x, ) = xy 5.
X<ty

e Formule de Taylor a I’ordre un

On se donne une fonction de deux variables R?> D D > (x, y) — f(x, y) € R et un point (a, b)
qui appartient a I’ensemble de définition D. On suppose f différentiable au point (a, b). Alors
on a le développement suivant, encore appelé “formule de Taylor au premier ordre” :

fla+h btk = fla, b)+‘3—§(a, b)h+3—§( b)Yk + || (h, k) || €(h, k), ot e(h, k), est une

fonction qui tend vers zéro si le point (4, k) tend vers zéro.

e Dérivée d’une fonction composée (i)

On se donne une fonction de deux variables R? D D 3 (x,y) — f(x,y) € R définie sur D et
deux fonctions R>7+—— X(r) et R>¢+—— Y (t) de telle sorte que pour tout #, (X(¢),Y(r)) € D.
Alors la fonction composée g(1) = f(X(¢),Y(¢)) est bien définie pour tout 7. De plus, si f est
différentiable sur D et si les fonctions X et Y sont dérivables sur R, alors la fonction g elle est

(o dg df dx df dy
derlvable sur R et E = x(X(t),Y(t)) E—i—a—y(X(f),Y(t)) E
oo d _df d _9f
En particulier, d—tf(x—I—th, y) = 8—x(x—|—th, y)h et d—tf(x,y+tk) = a—y(x,y—f—tk) k.

e Dérivée d’une fonction composée (ii)
Si les fonctions X et Y sont fonctions non pas d’une seule, mais de deux variables u et v, la

composée g(u,v) = f(X(u,v),Y(u,v)) est différentiable si les fonctions f, X et Y le sont et
dg _df 8X+8f dy dg df 8X+8f Y

N0 T 9x u dy du’ dv _ dx dv  dy v’
d d
Exemple des coordonnées polaires : g(r, ) = f(rcos 0, rsin8). Calculer 8_g et £ en fonc-
r
d d
tion des dérivées partielles —f et —f de la fonctin f.
dx  dy

e Intégration par parties a 1’ordre deux.
Soit @ : [0, 1] — R une fonction trois fois continuement dérivable sur ’intervalle [0, 1]. On

a alors la relation (1) = @(0) + ¢'(0) + +3 / 0" (1) dr.

Francois Dubois, 28 février 2017.
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e Formule de Taylor a I’ordre deux pour une fonction d’une variable réelle

Soit y une fonction assez réguliere (au moins deux fois dérivable) d’une variable réelle. On a
alors le développement de Taylor a I’ordre deux lorsque 0 est “petit” :
Y(x+0)=y(x)+y'(x)0+3y"(x)0>+|60]|>€(6), ol € est une fonction qui tend vers zéro
si O tend vers zéro.

e Extrema d’une fonction d’une variable réelle

Onsedonne a € R, 1 >0cet f :la—mn,a+n[—> R une fonction définie au voisinage de a
deux fois dériable en a. On suppose que f admet un minimum (local) au point a : f(x) > f(a),
Vx€la—mn,a+n[. Alorsona f'(a)=0cet f’(a) >0

Réciproquement, si f’(a) =0 et f”(a) > 0, alors la fonction f a un minimum local en a: on a
Iinégalité f(x) > f(a), Vx €la—n, a+ n| si le nombre strictement positif 1 est choisi assez
petit.

e Dérivées partielles secondes
On suppose la fonction de deux variables R? D> D > (x,y) — f(x,y) € R différentiable en

: : : : J
tout point (x,y) € D. De plus, on supppose que les deux fonctions dérivées partielles of et

ox

d . . .
of existent sur I’ensemble de définition D de f. On se donne enfin un point (a, b) € D ot les

dy

0
fonctions —f et —f sont différentiables.

dx  dy
- . o oy : d (of
Théoreme de Schwarz. Dans les conditions precedentes les dérivées partielles > (8_> (a, b)
X\Oy
d d /0 d
07y < 8f) (a, b) sont égales : e (a_;c> (a,b) = B ( 8§> (a, b). On la note indifféremment
2% f 9% f
b b).
Attention aux hypotheses du résultat précédent : la fonction s proposée en exemple dans
d
cette Note admet les dérivées partielles secondes croisées suivantes : B < ;) (0,0) =
X \oy
8 ds
8 ( o )(0 0) = 1. Elles sont différentes [exercice !].
y

e Formule de Taylor a I’ordre deux pour une fonction de deux variables réelles

On suppose (pour simplifier les hypotheses) que la fonction f : D — R a des dérivées par-
tielles d’ordre 1 et d’ordre 2 qui sont toutes des fonctions continues sur ’ensemble de défi-
nition D. Alors, au voisinage de chaque point (a, b) € D, il existe une fonction €(h, k) qui

tend vers zéro si (h, k) tend vers zéro de sorte que f(a+h,b+k) = f(a, b)+§—£(a, b) h+
af o f 2 *f 2*f 2 2
Sy(@b ks (5L (@b F25 (@b ko S (@ D) ) 4| (R (0 ).

e  Un extremum définit un point critique

On suppose que [ : D — R dispose de dérivées partielles continues au voisinage du point
(a,b) € D. Si la fonction f admet un minimum (local) ou un maximum (local) en au point
(a,b), c’est a dire si f(x,y) > f(a,b),V(x,y)eD telque a—n <x<a+netb—1m<

2
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y<b+mn pour n >0 assez petit pour un minimum et f(x,y) < f(a,b) dans les mémes
conditions pour un maximum, alors le point (a, b) est un “point critique” de la fonction f: on

af af

—(a, b b) =0.

2 Srlab) =5 (a.b)

e Minimum et maximum d’une fonction de deux variables réelles

Dans les mémes conditions que ci-dessus, si de plus f admet des dérivées partielles secondes

au point (a, b), alors on a pour un minimum
92 2 2 2
o°f o°f 2_(9°f o°f
@) 20 e (Feh) < (Fan) (5 (“’Zb>>'
d

a—x];(a, )< 0 et

Dans le cas d’un maximum, on a les inégalités suivantes :

9% f 2 (9%f 0% f
b)) < (55@n) (530@b).
(axay (a, ) dx? 7(a,0) dy? (a,)
Si la fonction f a un point critique sans qu’aucune des conditions sur les dérivées partielles

du second ordre vues ci-dessus ne soient satisfaite, on dit que le point (a, b) est un “point col”
pour la fonction f.

Pour les trois fonctions f, g et h proposées en exemple au début de cette Note, le point (0, 0)
est un point critique. C’est de plus un minimum pour f et un point col pour les fonctions g et A.

e Conditions suffisantes de minimum et maximum d’une fonction de deux Variezlbles réelles

f af °f
a—x(a b) = FN 82(a b)>0

0% f 2 /9%f 9’ f . .
et < Ix 0y (a, b)) < (W(a, b)) ( )2 (a, b)), alors la fonction f admet un minimum local
aupoint (a,b): f(x,y) > f(a,b), V(x, y) eDtelquea—n<x<at+netb—m<y<b+n

Réciproquement, si1’on a d’une part ——(a, b) =0 et d’autre part,

82
pour 1 > 0 assez petit. On remarque que 1’on a alors forcément . {(a b) > 0.
d d 92
De méme, si I’on a d’une part a—f(a, b) = 8f (a,b) = 0 et d’autre part, I J;(a b) <0 et
X y

2 2 2 2
<8ax§y (a, b)) < <88 ]zc(a b)> <(a97‘§(a, b)) [remarquer ici que c’est la meme inégalité que

dans le cas d’un minumum !], alors la fonction f admet un maximum local au point (a, b):
flxy) < fla,b), V(x,y) €D telque a—n <x<a+mnetb—1n<y<b+n pour n>0

2
assez petit. Dans ce cas du maximum, on a alors nécessairement y J;(a b) < 0.
e Point col

On suppose que la point (a,b) € R? est un point critique pour la fonction f : a—(a, b) =

d

8;0 (a,b) = 0. On suppose que les dérivées partielles secondes de f en (a,b) ne sont pas
d° 2 d° ok

toutes nulles. Si de plus, on a I’inégalité <8x§y (a, b)) > (a—x];(a, b)) (a—y];(a, b)), le

point (a, b) n’est ni un maximum, ni un minimum, mais un “point col” : la fonction f n’est ni

supérieure, ni inférieure au nombre f(a, b) au voisinage de (a, b).

C’est le cas par exemple des fonctions g et & proposées en exemple au point (0, 0).




