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Devoir 4
a rendre pour la séance numéro 13, le 21 mai 2019

Expression du Laplacien en coordonnées polaires

On se donne un repeére orthonormé direct (O ey, e5) du plan affine euclidien &. Un point
M a@{aire du plan a des coordonnées cartésiennes x, y dans le repere (O; e;ez) de sorte
que OM = xej + yes. Il a aussi des coordonnées polaires (r, §) de sorte que x = r cosf et
y =1 sin6.

On se donne une fonction f de R? dans R ayant des dérivées partielles continues jusqu’a
I’ordre 2. Le Laplacien Af de la fonction f est la fonction de deux variables définie par
Af(w,y) = 54+ 54

1) Calculer le laplacien de la fonction f(z, y) = 2% + y*

&et or

2) Sachantque r? = z°+y?, montrer que les dérivées partielles gy Sont respectivement

égalesa ¥ = cosf et ¥ = sind.

3) De méme, partant de la relation tanf = ¥ , montrer que Pona 2 = —% — _Lging et
x 832 r,~2 T
_899 =L = L cosd.

On exprime f en coordonnées polaires ; il existe donc une fonction g(r, 6) de sorte que
f(z, y) = g(r, 0). De fagon plus précise, la fonction ¢ satisfaita g(r, 6) = f(r cos@, r sin@).
4)  Que vaut la fonction g si f(z, y) = 2* + y*>? Méme question pour fi(z, y) = L.

5) Montrer avec la regle de dérivation des fonctions composées et les résultats des questions
2)et3)que1’onag—£ ZCOSH% — % sin@% et g—i :sin9%+% COSH%

6) Afin de dériver une nouvelle fois par rapport a x la premicre expression et par rapport
a y la seconde, montrer en utilisant les relations précédentes pour des fonctions bien choisies,

que 'on a Z(cosf) = Lsin®6, 2(Lsinf) = —3 sin6 cosb, %(sin@) = L cos’f et
a%(% cos@) = _7«% sinf cos 6.
7) A partir des relations % aaz(cosé’——— sin § 22 ) et ng gy(smﬁ +— cos 0 %4 )

de la regle de dérivation d’un produit et des relations proposées a la question 6), en dedulre les
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expressions de — et y2 et fonction de r, 6, 5 500 530 359 €L 5g9- Attention, chacun
des résultats pour % et gy’; comporte cinq termes !
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8) Déduire de la question précédente que Af(z, y) =+ % (r %) + %
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Frangois Dubois, 07 mai 2019.



