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Applications de I’Analyse da la Géométrie
et Intfroduction a I’Algébre Linéaire

Cours 11 Dérivée seconde et conditions d’exiremum

e Dérivation des fonctions composées : un premier cas.

On se donne une fonction de deux variables R? > D 3 (x, y) —> f(x, y) € R définie sur D et
deux fonctions R > ¢+ X () et R3¢+ Y (¢) de telle sorte que pour tout ¢, (X(¢),Y(t)) € D.
Alors la fonction composée g(t) = f(X(t), Y(z)) est bien définie pour tout ¢.

Si f est continue sur D et si les fonctions X et Y sont continues sur R, alors la fonction
composée g est une fonction continue sur R.

De plus, si f est différentiable sur D et si les fonctions X et Y sont dérivables sur R, alors la
fonction g elle est dérivable sur R et % = %(X(t),Y(t)) %—}f + %(X(r),Y(t)) %.

o Exemple de dérivation de fonctions composées

La relation % (f(X(0),Y(1))) = g—f(X(t), Y(1)) %—f + g—{,(X(t), Y(1)) % se découvre par le cal-
cul algébrique si on choisit par exemple une fonction f polyndmiale de degré deux :
f(x,y)=px+qy+r+ % yX2+0xy+ % £y?. On sait que de facon générale,

%(a, b)y=p+vya+6b et %(a, b) = qg+da+eb. Donc en particulier,

F (X0, Y1) =p+yX(D)+6Y (1) et F(X(1),Y(1)) = g+ X(1) +&Y ().

La fonction composée g(¢) a donc pour expression :

g)=pX(t)+qY(t)+r+ % yX(1)?+6X(1)Y (1) + % €Y (1)%. Onla dérive avec les régles usuelles
qui permettent de prendre en compte les fonctions composées a une variable :

E o p g Xy X() 45 (X (1) L+ LKy (1)) +eY(r) L. On factorise X et L

?j—f = (p +yX(1) +6Y(t)) % + (q +0 X(1) +8Y(t)) %. On peut donc, compte tenu du calcul fait

plus haut, réecrire cette expression sous la forme % = g—ﬁ(X(t),Y(t)) ‘11—); + g—j;(X(t),Y(t)) %.

Et I’expression que nous venons d’obtenir est en fait trés générale.

e Dérivation des fonctions composées : un second cas

On se donne une fonction de deux variables R?> > D 3 (x, y) — f(x,y) € R et deux autres

fonctions de deux variables RZ D A3 (u, v) — X(u,v) eR et R D A3 (u,v) — Y(u,v) €R

de sorte que pour tout (u, v) € A, (X(u,v), Y (u,v)) € D. Alors la fonction composée g(u, v) =

f(X(u,v),Y(u,v)) estbien définie sur A.

Si f est continue sur D et si les fonctions X et Y sont continues sur A, alors la fonction

composée g est une fonction de deux variables continue sur A.

De plus, si f est différentiable sur D et si les fonctions X et Y sont différentiables sur A,

alors la fonction composée g(u, v) = f(X(u, v), Y(u, v)) est différentible sur A et les dérivées
0g _0f 09X L 0f 9y . 98 _0f 9X , Of oY

partielles se calculent comme suit : 22 = 2= 5 + 3y ou L 3y = ax av T3y av-
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Exemple des coordonnées polaires g(r, 8) = f(r cos6, r sind). On peut calculer g—f et % en

fonction des dérivées partielles g—f et % de la fonction f. C’est un exercice laissé au lecteur.

e Matrice jacobienne

L . af
On regroupe les dérivées partielles - et

bienne de f aupoint (x, y): Jr(x,y)= (g—ﬁ g—{) C’est une matrice a une ligne et deux colonnes
pour cette fonction scalaire f de deux variables. On fait de méme pour la fonction composée g:

Jo(u,v) = (g—i g—f) et pour la fonction de deux variables “XY” qui regroupe les deux fonctions

Z—J; au sein d’une matrice J¢(x, y), la matrice jaco-

X(u,v) et Y(u,v): lamatrice Jxy estdans ce cas une matrice a deux lignes et deux colonnes :

X X
dg _ Of 9x | Of 9y _0f ax L of oy > .
Jxy(u,v) = (gy gy) Les relations 6 = %x ou T3y ou t =%x ov T3y gy S expriment
u v

sous la forme suivante : J,(u, v) =Jr(x, y) - Jxy(u, v). La matrice jacobienne de la composée
est égale au produit des matrices jacobiennes de chacune des deux fonctions.

e Formule de Taylor a I’ordre un pour les fonctions d’une seule variable

Nous avons vu lors du chapitre sur les courbes paramétrées que si I’on dispose d’une fonction
f de R dans R définie “au voisinage” du réel a € R (c’est a dire dans un intervalle de la forme
la—n,a+n[ avec n > 0) et dérivable au point a e R,ona: f(a+h) = f(a)+f'(a) h+|h|e(h),
ou &(h) tend vers zéro si h tend vers zéro. C’est le développement de Taylor de la fonction f
au point a.

e Formule de Taylor a I’ordre un pour les fonctions de deux variables

On se donne une fonction de deux variables R> > D 3 (x, y) — f(x, y) € R etun point (a, b)
qui appartient a I’ensemble de définition D et tel qu’un carré la—n,a+n[xX]|b-n,b+n|
centré en (a, b) est complétement inclus dans D: Ja—-n,a+n[xX]|b—n,b+n[c D. On
suppose f différentiable au point (a, ). Alors on a le développement suivant, encore appelé
“formule de Taylor au premier ordre” :

fla+h,b+k) = f(a, b)+%L(a, b) h+§f(a b) k + || (h, k) || e(h, k),

ou &(h, k) est une fonction qui tend vers le point (0, 0) si (%, k) tend vers (0, 0).

e Dérivées partielles secondes et matrice hessienne

On suppose la fonction de deux variables R> > D 3 (x, y) — f(x,y) € R différentiable en

tout point (x,y) € D. Alors les deux fonctions dérivées partielles —f: et af sont aussi des

fonctions de D dans R. On se donne enfin un point (a, b) € D ou les fonctlons g_f et aj;

sont différentiables. On dispose alors de quatre dérivées partielles secondes : g—x(%)(a, b),
%(%)(d, b), f—x(al)(a b) et %(%)(a, b). On les regroupe dans la matrice hessienne :

3
2(55) (@, b) %(g—i”)(a, b)
Z(G) @b A(G) @b

seconde n’est plus un nombre, mais une matrice !

H(a,b) = Pour les fonctions de deux variables, la dérivée

e Théoreme de Schwarz : égalité des dérivées partielles croisées

On suppose la fonction f: D +—— R différentiable sur D. Alors les deux dérivées partielles

(9f of

a5 ©t
ay

fonctlon f est deux fois différentiable au point (a, b).

sont définies de D dans R. Si elles sont différentiables au point (a, b), on dit que la
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Sila fonction f est deux fois différentiable au point (a, b), les dérivées partielles (% (%) (a, b)
et 8y(6x)(a b) sont égales : —(%)(a, b) = ;—y(g—f)(a, b). On note indifféremment %(a, b)

ou m(a, b). En d’autres termes, si la fonction f est deux fois différentiable au point (a, b),
la matrice hessienne H(a, b) en ce point est une matrice symétrique.
Attention aux hypotheses du résultat précédent : la fonction s définie par s(0, 0) =0 et

s(x,y)=xy xz ; si (x,y) # (0,0) admet les dérivées partielles secondes croisées différentes
a I’origine : 6x(6y)(0 0) # ay( 95)(0, 0) [exercice !].

e Formule de Taylor a I’ordre deux pour une fonction d’une variable réelle

On se donne une fonction f de R dans R définie au voisinage du réel a € R deux fois dérivable
dérivable au point a € R. On a la formule de Taylor a I’ordre deux :
fla+h)=f(a)+f'(a)h+% f”(a) h*+|h|*&(h) et la fonction £(h) tend vers zéro si h tend
vers zéro.

e Formule de Taylor a I’ordre deux pour une fonction de deux variables réelles

On se donne une fonction de deux variables R> > D 3 (x, y) — f(x, y) € R etun point (a, b)
qui appartient a I’ensemble de définition D et comme plus haut, tel qu’un carré
la-n,a+n[x]b—n,b+n[ centré en (a, b) est inclus dans D.

On suppose f différentiable dans ce pavé |a—n,a+n[Xx]b—n,b+n| et les dérivées par-
tielles g—f et 6f différentiables au point (a, ). Alors on a la formule de Taylor a I’ordre deux
suivante :

fla+h, b+k) = f(a, b)+§§( b) h+ 4k (a, b) k
[ ! (a, b)h* +2 5= af 5 (a, b)hk+ (a b)k*|+ || (h, k) 11> &(h, k),
ou &(h, k) est une fonction qui tend vers le point (0, 0) si (h, k) tend vers (0, 0).

On remarque qu’on peut écrire le terme du second ordre dans la relation précédente sous forme
d’un produit de trois matrices, dont la matrice hessienne :

SL(a, by +2 2k (a, b) hk+ 54 (a, b k* = (h k) H(a, b) (Z)

e Conditions nécessaires de minimum d’une fonction d’une variable réelle

On se donne a € R, n >0 et f :]la—n,a+n[—> R une fonction définie au voisinage de a
deux fois dériable en a. On suppose que f admet un minimum (local) au point a :

f(x) = f(a), Vx€la—n,a+n[. Alorsona f'(a)=0 et f”(a) > 0.

e  Un minimum définit un point critique

On suppose que f : D — R dispose de dérivées partielles continues au voisinage du point
(a, b) € D. Si la fonction f admet un minimum (local) au point (a, b), c’est a dire si

f(x,y) < f(a, b) pour tout point (x,y) € D telque a—n<x<a+netb—n<y<b+n pour
n > 0 assez petit, alors le point (a, b) est un “point critique” de la fonction f: g—f:(a, b)=0 et
91 (a,b) =0.

dy

Dans le cas d’un maximum, f(x,y) > f(a, b), Y(x,y) € D tel que
a-n<x<a+netb-—n<y<b+n.On aalors également 3—£(a, b)=0 et Z—J;(a, b) =0.
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e Conditions nécessaires de minimum a I’ordre deux d’une fonction de deux variables réelles
Dans les mémes conditions que ci-dessus, si de plus f admet des dérivées partielles secondes
au point (a, b), alors on a pour un minimum
ngf(a, b) h2+2 (a b)h k+ (a b) k? > 0 pour tout (k, k) € R?. Cette famille d’inégalités
est équivalente aux deux relatlons suivantes :
2L b)20 et (2L(a, b)) (5h(a, b)) - (ks (a. b)) 2
e Conditions nécessaires de maximum a I’ordre deux pour deux variables réelles
Dans le cas d’un maximum au point (a, b), c’est a dire f(x, y) > f(a, b) pour tous les points
(x y) au Voisinage de (a, b), on a nécessairernent

(a b) h? +2 (a b)hk + (a b) k? < 0 pour tout couple (&, k) € R%. Cette famille

d 1negahtes est equlvalente aux deux inégalités : W(a, b) <0 et

(%(a, b)) (%{(a, b)) - (axay( b)) > (. On remarque qu’une seule des deux inégalités a
changé entre le cas du minimum et celui du maximum.

e Condition suffisante de minimum pour une fonction d’une variable réelle

On se donne a € R, n >0 et f :]Ja—n,a+n[—> R une fonction définie au voisinage de a
deux fois dériable en a. On suppose que la dérivée premiere est nulle en a: f’(a) =0. On
suppose également que la dérivée seconde strictement positive au pointa : f”(a) > 0. Alors la
fonction f admet un minimum (local) au point a: il existe 8 > 0 assez petit de sorte que pour
tout & tel que |h| <O,0ona f(a+h) > f(a).

On note I'importance de 1’inégalité stricte pour la dérivée seconde au point a. Si la dérivée
seconde est nulle, on ne peut a priori rien dire, comme pour la fonction f(x) = x> au point
a=0.

e Condition suffisante de minimum pour une fonction de deux variables réelles

On suppose que f : D — R dispose de dérivées partielles a—f et af différentiables au voisi-

nage du point (a, b) € D. On suppose d’une part que ﬁ(a b) = O et gJ; (a, b) =0 et d’autre

part que ZZ—J;(a, b) >0 et (ijg(a, b)) (ijz(a, b)) - ( (a, b)) > 0 (avec des inégalités
X Oox dy 6x8y

strictes !). Alors la fonction f admet un minimum local au point (a, b): il existe 6 > 0

de sorte que si le point (x, y) satisfait aux inégalités a—60 <x <a+0 et b—0 <y <b+0,

alors f(x,y) > f(a, b). On remarque sous les hypotheses précédentes, on a alors forcément

327{(61, b) > 0.

Par exemple, la fonction p(x, y) = % (x%+y?) satisfait les hypotheses précédentes au point (0, 0)

etona p(x,y) > p(0,0) pour tout (x,y).

e Condition suffisante de maximum pour une fonction de deux variables réelles

Toutes choses égales par ailleurs si on suppose ‘;T{(a, b) <0 et

( == a, b)) (%(a, b)) - ( - a) _(a, b)) > 0 (toujours avec des inégalités strictes), alors la fonc-

tion f admet un maximum local au point (a, b) et f(x,y) < f(a, b) dés que le point (x, y)

est assez proche du point (a, b).

On remarque que dans ce cas, on a alors nécessairement a -5 (a b) <O.
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e Point col, ou point selle
On suppose que le point (a, b) € R? est un point critique pour la fonction f : 3f ~(a,b) =

et af (a, b) =0. On suppose qu’on a 1’inégalité (ZZT];(a, b)) (gZTJ;(a, b)) - (axay (a b))
Alors le point (a, b) n’est ni un maximum, ni un minimum, mais un “point col” : la fonctlon
f n’est ni supérieure, ni inférieure au nombre f(a, b) au voisinage de (a, b).

C’est le cas par exemple des fonctions g(x, y) =x>—y? et h(x, y) =xy au point (0, 0).

En résumé, si on a un point critique tel que le déterminant de la matrice hessienne est strictement
négatif, alors on a un point col. Si ce déterminant est strictement positif, on a un point de
minimum pour (327‘];(61, b)) >0 et un point de maximum pour ((327‘];(61, b)) < 0. Dans les autres
cas, il faut aller plus loin dans le développement de Taylor que 1’ordre deux qui a été exposé
lors de cette lecon.

Exercices

e Extrema d’une fonction polynomiale [d’apres Nathalie Zanon]
On pose f(x,y)=4x3+4xy>+x>+y*> —4x.

0 o U oy 8f

a) Calculer les dérivées partielles 3 x> dxoy

ordre un, puis les dérivées partielles

et a_y2 d’ordre deux de cette fonctlon.

b)  Quels sont les points critiques de la fonction f, c’est a dire les points (x, y) € R? pour
lesquels on a simultanément %(x, y)=0et %(x, y)=07?

¢) Pour chacun de ces points, déterminer s’il s’agit d’'un maximum, d’un minimum ou d’un
point col. [(%, 0) minimum, (- %, 0) maximum, [( -z +‘/_) points cols]
e Extrema d’une fonction polynomiale [d’apres Nathalie Zanon]

On pose f(x,y)=x>y+6y>—4xy+x>—4x.

af *f  0f

6f
et d’ordre un, puis les dérivées partielles Frofil

a) Calculer les dérivées partielles

et #26 d’ordre deux de cette fonction.

b)  Quels sont les points critiques de la fonction f, c’est & dire les points (x, y) € R? pour
lesquels on a simultanément %(x, y)=0et %(x, y)=07?

¢) Pour chacun de ces points, déterminer s’il s’agit d’un maximum, d’un minimum ou d’un
point col. [(2, é) minimum, (6, —1) point col, (=2, —1) point col]
e Uncas de non égalité des dérivées partielles croisées

On pose s(x, y) = xyx2+ > si (x,y) #(0,0) et 5(0,0)=0.

a) En passant en coordonnees polaires (x =r cosf et y =r sinf), montrer que la fonction s
est continue en z€ro : sa limite, pour (x, y) tendant vers le point (0, 0), est nulle.

b) Calculer les dérivées partielles ‘%(x y) et 92 (x y) lorsque (x,y) # (0, 0).

¢) Enrevenant a la définition d’une dérivée partlelle montrer que 3s (0,0) =0. De la méme
fagon, montrer que 35 (0,0)=0.

d) Calculer la limite de I’expression —( $(0,y)—25(0, 0)) lorsque y tend vers zéro.

e) En déduire la valeur de la dérivée partielle seconde (% (%) (0,0).

)
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f) Calculer la limite de I’expression )lc (g—; (x,0)— g—;(O, 0)) lorsque x tend vers zéro.

g)  En déduire la valeur de la dérivée partielle - (g—;) (0,0).
h) Les fonctions % et ‘3—; sont-elles différentiables au point (0, 0) ?

e  Méthode de d’ Alembert pour I’équation des ondes

On cherche a déterminer I’expression générale d’une fonction f(x, y) réguliere solution de

2 2
I’équation des ondes : ZTJZC — % =0. Onpose u =x+y, v =x—y eton introduit la fonction
g(u,v) définie par g(u,v) = f(x,y).
. af of O%f 92 . .
a) Calculer les dérivées partielles 7 By G et 57 ©n fonction des dérivées partielles de
la fonction g.

b) Exprimer la combinaison '327]20 - 327’; en fonction des dérivées partielles de la fonction g.
c¢) Résoudre par intégrations successives I’équation obtenue.

d) En déduire qu’une solution générale f(x, y) de I’équation des ondes peut se décomposer
sous la forme f(x,y) = ¢(x+y)+y¥(x—y), ou les fonctions d’une seule variable ¢ et ¢ sont
arbitraires.

e) Vérifier que si la fonction f est de la forme f(x,y) = ¢(x+y)+¢¥(x —y), elle est bien

solution de I’équation des ondes.



