| CNham  Analyse et Calcul Matriciel

Cours 6 Séries entieres

e Quelques exemples

i l—x+x24+ ..+ (=D, |y <1 (série géométrique)
et = Z %x”, xeC (exponentielle)
n>0""
sinx:x—xg+%—...+(—1)k%+..., xeC (sinus)
cosx:1—%2—#%—...4—(—1)"(;:!—|—..., xeC (cosinus)
2 k+1

In(1+x) :x—%-l-...-l—(—l)

— 4., <1 (logarithme)

e Définition

On se donne une suite réelle ou complexe a, pour n € IN. La série entiere associée s’ écrit
Y emanZ'. Une question naturelle est de savoir pour quelles valeurs du nombre complexe z

cette série de fonctions converge ou diverge.

e Somme et produit

On a par définition ( Z anx") + ( Z bux") = Z (an+by)x" et
nelN nelN nelN

n

(Zanx”)( Z bmx’”): Zcpxp et cp = Z anbm:Zajbn_j.
nelN melN peIN n>0,m>0,n+m=p j=0

e Disque de convergence

Soit zg un nombre complexe tel que la suite a, z;; est bornée. Alors pour tout nombre complexe

z tel que |z| < |zo/, la série entiere Y, oy, 2" est absolument convergente.

On se donne une série entiere arbitraire ) ,cnanx". Il existe R avec 0 < R < 4o de sorte

que si |z| <R, lasérie Y, can" est absolument convergente et si |z| > R, la série },cnan2”

diverge. Le nombre R (éventuellement égal a 4-oo) s’appelle le rayon de convergence de la série

Y eNanx".

e Calcul du rayon de convergence. Si la suite |a,| a une limite (éventuellement infinie) pour

n tendant vers 1’infini, alors % =1lim,_ e \anﬁ.

e Convergence normale. Si le rayon de convergence R est strictement positif et si & est un

réel tel que 0 < o0 < R, la série Y ,cna, 2" converge normalement pour tout z tel que |z| < a.

o  Série dérivée. Les séries ¥ ,,cnan2" et Yo 10,21 ont méme rayon de convergence.

e Convergence uniforme sur un rayon. On suppose le rayon de convergence R strictement

positif. On se donne un nombre complexe zo tel que |z9| = R et on suppose que la série

Y ewanzg est convergente. Alors la convergence est uniforme sur tout le rayon [0, z9] =

{tzo, 0 <t <1}.

On en déduit que la somme de la série alernée 1 — % o (=DF Fll + ... estégale aIn2.
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