Chapitre 1

Systéemes dynamiques

1) PLACEMENT FINANCIER

° On dépose une quantité d’argent uy a la banque a 'instant top = 0 et
on place cet argent a un taux r > 0. On sait qu’en vertu de la loi des intéréts
composés, la masse monétaire disponible au temps ¢ > 0 est donnée par une
relation telle que

1) w®) =" tuy, t>0.
La relation (1) utilise la fonction exponentielle IR 5 0 —— expf € IR,
fonction “élémentaire” bien connue dont une valeur approchée est disponible
sur toutes les calculettes. Nous insistons ici sur le fait que I’'augmentation du
de la masse d’argent u durant le temps dt est proportionnelle a u :

du
2 — = ru, t>0,
et que si I'on ajoute a la relation dynamique (2) le fait qu’au temps initial la
quantité u est connue, id est

(3) u(0) = wug

alors le systeme (2) (3) composé de I’équation d’évolution (2) et de la con-
dition initiale (3) définit completement la fonction w(t) aussi bien qu’avec
la relation (1).

Y

° Nous remarquons enfin que si le temps ¢ croit de plus en plus (c’est a
dire t — 400), la quantité wu(t) croit aussi vers +oo puisque 7 est stricte-
ment positif. On dit qu’il y a explosion en temps infini pour le systeme
dynamique (2) (3). Mais on sait que l'infini de la richesse reste a jamais
lointain !

2)  RETOUR A L’EQUILIBRE

° On change le signe de r, on pose

(4) r:—)\z—%, A>0. T>0.
La dynamique (2) s’écrit alors

(5) %—I-)\u:(), t>0,

dt
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et la solution du systéme dynamique composé de (5) et de la condition
initiale (3) s’écrit

6)  ult) = e Muy, t>0.

) Pour t — 400, la solution (6) du systeme (5) (3) tend vers zéro, valeur
constante, ponctuelle, dans ’espace des états IR du systeme dynamique. On
parle alors de point attracteur ou de convergence vers un point fixe.

3)  OSCILLATEUR HARMONIQUE

° Un systeme mécanique simple composé d’une masse m suspendue a un
ressort de raideur k > 0 est supposé avoir une abscisse x nulle lorsqu’il est
a 1’équilibre. Si au temps ¢t = 0, on I’écarte de sa position d’équilibre d’une
valeur xgy et avec une vitesse initiale vy, c’est a dire

dx
—(0) = wvo,
dt( ) 0
I'écart x(t) suit au cours du temps ¢ > 0 une évolution dynamique donnée
par la relation classique
2

d“x

La structure de ce modele mathématique est analogue a celle du cas vu
précédemment. On dispose d’une condition initiale (7) formée ici de deux
équations scalaires et d’'une équation d’évolution dynamique comportant des
dérivées secondes.

(7) z(0) = o,

) La solution du systeme (7) (8) est classique ; on pose

0  w=qlo,

et la fonction t — x(t) est donnée par la relation
v
(10) z(t) = x0 cos(wt) + — sin (wt), t>0.
w
On constate que la fonction ¢ —— x(t) est périodique de période T = 277’
Si on introduit la vitesse y(¢) au moyen de la relation

dx
11 t) = —
o = 5
on obtient facilement
(12) y(t) = wvg cos(wt) — wxg sin (wt), t>0.
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Pour ¢ > 0, le point (x(t), y(¢)) appartient a un espace IR x IR “abstrait”
formé d’élongations et de vitesses, appelé “espace des phases”. Le point
(z(t), y(t)) reste sur une ellipse dont I’équation s’obtient sans difficulté a
partir des relations (10) et (12) en extrayant coswt et sinwt :

1 2 1 2 VE N\ 2
(13) (xox—l—ﬁvoy) —I—E(vox—xoy) = (x(2)+—0) .

Pour cette raison, on dit que le comportement asymptotique du systeme (7)
(8) est celui d’un cycle limite.

° L’emploi d’équations différentielles d’ordre deux (ou plus) est peu agréa-
ble en pratique, d’autant que la solution (13) est particulierement simple dans
le plan de phase (z, y). On introduit donc le vecteur colonne u(t) selon :

(14) u = (;”) . u(t) e RY?

ot IR%2 désigne 'espace des vecteurs colonnes & deux lignes. La relation
(8) peut alors se réécrire sans difficulté m ‘3—3{ + kx = 0, compte tenu de la
relation (11). On constate alors que 1’évolution du vecteur u est donnée par

du 0 1
avec une condition initiale qui prend la forme plus globale
(16)  w(0) = wy, wy = <§0) e R"“2.
0

Le systeme masse-ressort (1’oscillateur harmonique) a une évolution qui s’écrit
sous la forme d’une équation différentielle ordinaire du premier ordre portant
sur une inconnue vectorielle (& deux composantes) jointe a une condition
initiale également vectorielle. On remarque que la solution (14) du systeme
(15) (16) est donnée par les deux équations scalaires (10) et (12), relations
qu’on peut exprimer aussi sous la forme

17 u@) = tAeuy,  t>0,

en introduisant ’exponentielle de la matrice tA wia la relation classique

=1
(18) etA:ZE(tA)'“, £>0.
k=0
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4)  SATELLITE

° L’apparition de cycles limites, de fonctions périodiques dans 1’évolution
dynamique d’une variable n’est pas limitée aux dynamiques linéaires vues
jusqu’ici. Elles existent également pour des dynamiques non linéaires, comme
en témoigne ’exemple suivant, qui décrit le monde a une plus grande échelle.
Une masse m > 0 placée au point x = (z1, 72, v3) € IR? est soumise A la
force d’attraction d’une planete, supposée fixe dans ce modele, de masse M
située en x = 0. La force d’attraction F' est donnée par la “loi de I'attraction
universelle”

mM x
(19) F = —k —
EAES
ot k>0 et | o |= /2?+22+22 De plus, 'évolution dynamique du
vecteur xz(t) est décrite par I’équation d’évolution fondamentale
(20) Lo p s
m— = F, >0.
dt?
° La condition initiale porte maintenant sur la position zy et la vitesse
initiale wvg:
dx
(21) z(0) = xg, E(O) = vp.

Comme z(t) € IR3, c’est encore le cas pour ‘fi—f et le bon cadre mathématique

pour ce probleme composé de I’équation d’évolution (20) (19) et de la condi-
tion initiale (21) est de chercher un vecteur u(t) = (z, 9£)* qui appartient
a IR*S (ou plus précisément & l'espace IRY3\ {0} x IR"3 puisque la position
x = 0 est exclue de ce modele simple qui remplace la planete par un objet
ponctuel de masse M ). Nous posons donc

(22)  w= (z,9)", flu) = (y,—k:M|5|3>t € R

et ’équation d’évolution du satellite prend maintenant la forme générale
(23) (31—1; = f(u), u(t) € RYC.

La condition initiale (21) s’écrit aussi

(24) uw(0) = ug = (29, vg) € R"C.
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) Le systeme dynamique (23) (24) est non linéaire car la fonction
RY® 5 u — f(u) € RY® n’est pas lindaire. En effet, f(u+v) # f(u)+ f(v)
et f(Au) # A f(u) en général. Cette non linéarité est due au coefficient non
constant —k M /| z | devant le vecteur & au membre de droite de la relation
(22). La solution w(t) du systeme (23) (24) ne s’obtient pas par ne simple
exponentielle de matrice comme dans le cas linéaire (15). Il est d’ailleurs
légitime de se poser la question de l’existence d’une solution du systeme
d’équations (23) (24), ainsi que celle de son unicité. Nous y reviendrons.

° Nous constatons que le mouvement d’un satellite est décrit mathémati-
quement par un systeme dynamique (23) (24) posé naturellement en dimen-
sion six. Si nous ne disposons pas de relation aussi simple que (13), nous
savons (depuis Johannes Kepler, Astronomia Nova, 1609) que si I’énergie ini-
tiale E(ug), définie par

(25)  E(up) = = |wp® —

est plus petite que Ey = 0, alors le mouvement est elliptique. La trajectoire
x(t) suit une ellipse dont I'origine occupe 1'un des foyers et le mouvement est
périodique. Lorsque t tend vers l'infini, le systéme dynamique (23) (24) fait
apparaitre un cycle limite.

5) EXPLOSION EN TEMPS FINI

) Si on se donne un systeme dynamique tel que (23) (24), la question
de l'existence d’une solution wu(t) pour t tendant vers +oo est une bonne
question. En effet, lorsque la fonction f(e) est linéaire, id est lorque

(26) flu) = Aeu, u € R»™

avec une matrice A carrée d’ordre m, la solution du systeme

du m
(27) { 3 - W, u®)eR”

u(0) = wuo, ug € RH™
est donnée par une série du type de celle de la relation (18) :
28)  w() = eeny, >0

qui est toujours bien définie quel que soit I'instant ¢ > 0. Par contre, lorsque
la fonction f n’est pas linéaire, un modele scalaire aussi simple que

dz 5
z(0) = 0



Frangois DuBoIS

n’est pas défini pour tout temps t strictement positif ! En effet, la solution de
(29) [au moins pour des temps ¢t > 0 assez petits, et la question de 1'unicité
reste posée || est donnée par la fonction tangente :

(30) x(t) = tgt,

ainsi que le montre un calcul élémentaire laiss¢ au lecteur. Pour t > 7,
la solution du systéme dynamique (29) n’est plus définie. Il y a explosion

en temps fini puisque x(t) tend vers +oo si t tend vers § par valeurs

inférieures. Au dela de t = 7, ce n’est plus I’équation (29) qui permet de

définir la fonction “tangente”, mais le rapport “sinus” sur “cosinus”.

6) ATTRACTEUR DE LORENZ

° Nous avons vu qu’un systéeme dynamique de la forme (27), posé dans un
espace de dimension finie m (m est un entier qui vaut I'unité pour I'exemple
du placement financier, le retour a 1’équilibre ou I’explosion en temps fini, qui
vaut deux pour l'oscillateur harmonique et six pour le satellite) peut avoir
plusieurs types de comportements quand le temps croit de plus en plus :

* explosion en temps fini : u(t) n’est plus défini pour t > T, ou T > 0 est
un temps caractéristique du systéme dynamique (27), par exemple parce que
u(t) tend vers 'infini pour ¢ — T par valeurs inférieures.

* explosion en temps infini : w(t) est bien défini quel que soit ¢ > 0, mais
lorsque t tend vers l'infini, u(t) tend également vers l'infini.

* attraction vers un point fixe : w(t) est défini pour tout ¢ > 0, et u(t)
tend vers une valeur limite u,, lorsque t tend vers I'infini.

* cycle limite : comme plus haut, mais u(¢) devient petit a petit une fonction
périodique (de période T > 0) lorsque t tend vers I'infini.

° On pourrait penser que ces comportements asymptotiques sont généri-
ques et permettent de “décomposer” la solution wu(e) de tout systeme dy-
namique (27) lorsque le temps croit vers 'infini. Il n’en est rien. Les réflexions
modernes (1960) sur le chaos et la turbulence ont permis de mettre en évidence
des systemes dynamiques dont I'écriture algébrique est tres simple avec un
comportement lorsque ¢ croit vers 400 qui n’entre dans aucune des catégories
précédentes. L'un des exemples les plus fameux est dii & Lorenz, météorologue
anglais, en 1963. Son “attracteur de Lorenz” s’écrit avec seulement trois
équations différentielles non linéaires couplées :

10
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( dx
— = —P P
élt r+ ry
(31) <d—i:r9:—y—a:z
dz _ —bz +x
Cdar v
Pour des parametres P, r, et b fixés selon les valeurs numériques
8
(32) P =10, r = 28, b:§

et une condition initiale (z¢, Yo, 20) donnée par exemple par
(33) $0:1, y():Zo:O,

Iévolution de u(t) = (z(t), y(t), 2(t))* reste bornée dans 'espace tridi-
mensionnel. Le vecteur u(t) ne tend vers aucun point fixe, ne se rapproche
d’aucun cycle limite, devient tres difficile a prédire lorsque t — oo et
a ce propos, Lorenz avait évoqué le mouvement d’une mouette qui peut af-
fecter I’évolution globale du systeme des équations de la météorologie. On
concoit donc que “prédire le temps qu’il fera demain” est un probleme scienti-
fiquement tres difficile ! Toutefois, le point w(t) ne remplit pas tout I'espace
lorsque t croit ; il se rapproche d’un “attracteur étrange” > qui est un objet
géométique complexe. Son étude détaillée sort bien entendu du cadre de cours
d’introduction.

7)  THEOREME DE CAUCHY-LIPCHITZ

° Nous terminons ce chapitre par ’énoncé (sous une forme simplifiée) du
résultat fondamental pour la théorie des systemes dynamiques. On se donne
un entier m (la dimension de “I’espace de configuration” du systéeme étudié),
une fonction continue f de IR®™ & valeurs dans IR%™

(34) R"™ > u s f(u) € R"™

qu’on suppose lipchitzienne : il existe une constante K > 0 indépendante de
u et v de sorte que si | u | désigne la norme euclidienne du vecteur u, c’est
a dire

(35) |u| = u € RY™
on a l’estimation
(36) | fv) = fu)| < K Jv—ul, YuveR"",

11
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On se donne aussi un “point” ug € IR"™ et on cherche u(t) € IR"™ de sorte
que

du o
B = Jw, @ eR:
(38) u(0) = wuo, up € RY™.
Le théoreme de Cauchy-Lipchitz, qui utilise de maniere essentielle que ’ensem-
ble des nombres réels est “complet”, id est n’a pas de trou, ou encore qu’une
“série” telle que (18) est convergente, affirme que sous les hypotheses précéden-
tes, et en particulier 'hypothese (36), qu’il existe une constante 7" > 0 (qui
dépend de K) de sorte que pour tout ¢ € [0, T, le systéme dynamique (37)
(38) possede une solution unique u(t).

FD, mars 2003, février 2005.
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