Chapitre 3

Erreur de troncature

1) PROBLEMATIQUE

o Nous cherchons a connaitre les solutions ¢ —— wu(t) de 1’équation
différentielle
du
1 — = f(u), t>0
0 S = W)
au moins de maniere approchée aux instants
(2) tF = kAt keIN, At>0 fixé.

Pour cela, nous avons a notre disposition les quatre schémas proposés au
chapitre précédent (et il en existe aussi beaucoup d’autres !) qui fournissent
une valeur approchée u* & l'instant t*. Nous notons ukAt la valeur numérique
approchée avec le schéma numérique pour un pas de temps At. Nous cher-

chons a comparer cette valeur approchée ukAt a la valeur exacte wu(t®).

° Plus précisément, fixons T > 0 relativement “grand” devant le temps
caractéristique 7 de variation des solutions de I’équation (1). L’écart entre
la solution exacte et cette valeur approchée est notée e’gt :

Nous voulons que cet écart reste “petit”, ce pour tous les instants discrets
k At jusqu’au temps 7. On introduit donc I’erreur 6(At) :
(4)  0(At) = sup |k,
0<kAt<T
et on souhaite que J§(At) soit “petit” pour At “assez petit”. En d’autres

termes, on souhaite que §(At) tende vers zéro lorsque le pas de temps At
tend vers zéro.

° Comment aborder I’étude de ce probleme 7 En effet, si on sait a prior:
calculer ukAt avec l'algorithme associé au schéma numérique (et sa mise en
ceuvre sur ordinateur), on ignore tout de u(kAt), valeur de la solution exacte
de I'équation (1) & linstant discret t*. L’astuce conmsiste & renverser les
roles, ce qui conduit a la notion d’erreur de troncature. Nous verrons en
fin de chapitre que si le schéma est stable, I'erreur de troncature donne une

bonne estimation de l'erreur d(At).
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2)  ScHEMA D’EULER EXPLICITE

° Nous écrivons ce schéma
1

(5) At (u" Tt — uF) — f(u¥) = 0.

A partir d’'une valeur u* & linstant discret kAt, le schéma d’Euler ex-
plicite reconstitue une valeur w**1! qui veut étre une valeur approchée de
u((k + 1)At). Imaginons qu’on parte de la valeur exacte u(kAt) i.e. qu'on
suppose u® = wu(kAt). Le schéma numérique (5) calcule une valeur u**!
différente de u((k + 1)At), puisque le schéma numérique (5) n’est qu’une
approximation de la relation exacte

. RSN,
©) (4 DAY — u(kAn) — /kAt Flu(t)dt = 0.
o Nous injectons u* = u(t*), valeur exacte dans le schéma (5). Nous
avons alors u*™! = u(k At) + At f(u(kAt)) # 0, soit en d’autres termes
1 1
(7) At (u((k +1)At) — u(kAt)) — th(u(kAt) # 0.

La solution exacte de I’équation (1) n’est en général pas solution du schéma
numérique (5). C’est cet écart qu’'on appelle “erreur de troncature”. Nous
définissons cette erreur de troncature 7 autour d’un temps t > 0 arbitraire,
d’un pas de temps de temps At > 0 quelconque également et pour une
solution wu(e) de I’équation différentielle (1). Nous posons pour le schéma
d’Euler explicite :

8)  T(At t;uls) = Ait (u(t+ At) — u(t)) — f(u(?)).

Cette erreur de troncature mesure “en quoi le schéma est mal vérifié pour une
solution exacte de I’équation a résoudre”. Si elle est grande, on a peu d’espoir.
Si elle est “petite”, tres petite pour At assez petit, on imagine que le schéma
“simule bien” I’équation (1) et qu’en conséquence c’est 'erreur 0(At) qui
sera petite !

o Méme si on ne connait pas la solution u(e) de I’équation (1), on peut
faire le développement limité de l'erreur de troncature 7 (At, t; u(o))
lorsque le pas de temps At tend vers zéro. Grace a la formule de Taylor

du 1, ,d%u
(9) u(t+ At) = u(t) + AtE(t) + 5 At @(t) + O(A).

Si u(e) est assez réguliere, nous tirons de (8) :
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du At d?u
10)  T(AL tsul) = |SE@0) — fa@)| + 5 SE@) + o),

dt 2 dt
ce qui constitue un développement limité de ’erreur de troncature. Puisque
u(e) est solution du systeme dynamique (1), le premier terme du membre
de droite de la relation (10) est nul. Nous en déduisons, puisqu’a priori

d?u /dt? est non nul :

(11) T (At t;u(e)) = O(AY).

° Nous avons mis en évidence l'ordre asymptotique de convergence de
'erreur de troncature du schéma d’Euler explicite. Il est de la forme O(At!),
avec la valeur “unité” comme exposant de At. Pour cette raison, on dit que
le schéma d’Euler explicite est d’ordre 1.

3) ScHEMA D’EULER IMPLICITE

° Nous procédons pour le schéma d’Euler implicite

1
comme pour le schéma d’Euler explicite. Nous introduisons une solution
u(e) de I’équation (1), et injectons le valeurs u(t) et u(t+ At) dans I'expres-
sion (12) du schéma, remplacant le temps discret t* = kAt par le temps
continu ¢t :

1

(13)  T(Attu(e) = o (ult+ A0 — u(t)) — F(ult+Ar).
Nous définissons ainsi 'erreur de troncature du schéma d’Euler implicite. Afin
de connaitre son comportement asymptotique pour At tendant vers zéro,
nous avons besoin de développer f(u(t+ At)). Nous 'effectuons au troisieme
ordre de précision.

Lemme 1. Développement limité.
Pour ¢t +—— u(t) réguliere et u — f(u) réguliere, nous avons

flut+ At) = f(ut) + At%f’(u(t))+
FEE S ) + 5 (a0 SE) 7 w) + o).

dt
o Preuve du lemme 1.
Nous écrivons la formule de Taylor pour f(u(t)+v), pour un infiniment petit
v a priori arbitraire :

(14)
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(15)  flu(t) +v) = f(u@®)) + v f(u) + %f”(u(t)) + O(v”)

puis nous particularisons v compte tenu du développement donné en (9) :

(16) = At d—u( t) + = N du (t) + O(A#?)
v dt 2 de? '
On a donc
I, 1 du 3
an 5o = <Ata> + O(A#)

(18) O(v®) = O(At?).
On injecte les relations (16)
marque que [ (u(t+ At)) =

a (18) au sein du développement (15). On re-
Fu(t) +v+O(A%)) = f(u(t)+v) +O(A),

donc 1 L
_ au 2
Flu(t+ At)) = flu(t)) + (At =+ At dtz)f(u(t))+
1 du " 3
(Ata> F(u(t) + O(AL),
ce qui constitue exactement le développement (14) annoncé. ]
o Avec la définition (13) de l'erreur de troncature et le développement
(14), on a
du At d%u du

T (At t;ule)) = — + — — — t At — f'(u(t At?

(At tiue) = S+ S-S = |[f®) + At F ()] + 0(a)

_ (fi_? — ) + (5 S - S ) + oar).

Si u(e) est solution de I'équation différentielle (1), on a %% = f(u(t)) et
par dérivation par rapport au temps de cette identité :

S = 2 (Fa) = reS

donc le développement de ’erreur de troncature s’écrit

(19) T (At t; ule)) = —% (;lng + O(At?)

ce qui montre que le schéma d’Euler rétrograde est d’ordre 1.

26



ERREUR DE TRONCATURE

4)  ScHEMA DE CRANK-NICOLSON

o C’est en quelque sorte la “moyenne” entre les deux schémas d’Euler (5)
et (12) :

o (0 =) L) ) = 0,

De maniere analogue aux deux autres schémas, on introduit une solution de
I'équation différentielle (1), on remplace u* par u(t) et u**! par u(t + At)
dans lexpression (20) du schéma, et le résultat obtenu définit lerreur de
troncature :

(20)

u(t + At) — u(t 1
1) T(an () = “CEED U ) + e An)]
° Le développement limité de l'erreur de troncature (21) du schéma de

Crank-Nicolson s’obtient en rapprochant les développements (9) et (14). Nous

obtenons :
du At d?u At? d3u

T(Attue) =+ 5 2+ 5 08 + O(At?)
d At? d?
5 [F) + f) + a5 @) + S S f )
1 du 2
+5 (M 2) i) ]| + o)
d At 1d? d
| T@nrue) = [Fosam)] + 5[ - G rwo)
e L L ) - (Y ] + o)
6 de3 4 de? 4 \dt '
o Nous constatons que le terme constant du développement (22) est nul

car u(e) est solution de I’équation (1). Quand on dérive une fois cette relation,
Nnous avons :

d?u du
23 — = fl(u(t) e —
() Sy o= fu)eS
ce qui montre que le coefficient du terme en At dans le développement (22)
est nul, donc que le schéma de Crank-Nicolson est au moins d’ordre deux. Par
dérivation en temps de la relation (23), nous avons

d3u du 2 d?u
24 — = f(u(t <—> "(u(t)) —
(24) g = L w®) () ) s

donc le coefficient de At? dans le développement (22) vaut (

_ 1 du.
12 de3

1
6
il est en général non nul. Nous retenons
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1 d3
(25) T (At t; ule)) = 13 HT; At? + O(At?*),  Crank Nicolson
et Uerreur de troncature du schéma de Crank-Nicolson tend vers zéro comme

O(At?). On dit pour cette raison qu'il est d’ordre deux.

5) SCHEMA DE HEUN

° On rappelle que ce schéma prend la forme
Ly k 1 k k k
E(u Ty ) — 5 {f(u ) + f(u*+ At f(u ))} = 0.

L’erreur de troncature se définit comme dans les cas précédents

T (At t; ule)) = Ait (U(tkﬂ) - “(tk))

(26)

(27) 1 k k k
— 3 [Fh) + F(ult) + At fu(th))] .
° Pour déterminer 'ordre de ce schéma, on développe 'erreur de tron-

cature (27), sans oublier les relations (1), (23) et (24) qui lui sont dérivées.

De maniere analogue au lemme 1, on a la relation (15), a appliquer avec
v = At f(u(t)) cette fois, pour lequel nous avons % = ATtQ (f(u(t))? et

O(v3) = O(At?). 11 vient
F(u(t®) + At f(u(t®)) = flut) + Atf(u(t))ef (u(t))

(28) AR (u(D)ef (u(t))? + O(AF).

On reporte cette expression au second membre de la relation (27) et on tient
compte du développement (9). Il vient

T (AL, t; u(e)) = % + % % + O(A?) — f'(u(t))
[P ) F) + S ) F)’] + 0(ar)
- (At 1 u(e) = S - Fun) + 5 [Sr — 7o) fu)
+ A2 (é% — 7)) Fu()?) + O(Ar)

Le terme constant dans le développement (29) est identiquement nul compte
tenu de la relation (1). Le terme en At l'est également compte tenu des
relations (23) et (1). On a aussi suite a (24) :
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3’LL 2 2
(B0) T = ) (Fe) + ()’ Fu)
donc
1 " 2
| T@R L) = {—Efl<u<t>>f i)+

< (7))

et le coefficient du terme d’ordre deux dans le développement (31) est en
général non nul. Le schéma de Heun est d’ordre deux.

flu(®) | a2 + oar)

6) DEFINITION GENERALE

° Dans le cas d’'un schéma général qui s’écrit par exemple sous la forme

(32) i <uk;+1 _uk;) _ (I)(uk:, uF L (k) f(uk;+1)) — 0,

nous définissons 'erreur de troncature 7 (At, t; u(.)) par la relation

) {T(At,t;u(o)) = Ait(u(HAt)—u(t))
—®(u(t), ult+At), f(u)), f(u(t+ At)))

pour une solution u(e) de I’équation (1).

) On dit que le schéma (32) est consistant avec I’équation (1) lorsque
lerreur de troncature 7 définie a la relation (33) tend vers zéro si At tend
vers zéro. On peut vérifier sans peine que c’est le cas si et seulement si la
fonction ® est continue et satisfait a

(34) ®(u,u, f(u), fu) = flu), Vu.

On dit que le schéma (32) est d’ordre p si l'erreur de troncature (33) admet
le développement

(35) T (At, t; u(s)) = O(A)

lorsque At tend vers zéro.

29



FrANCOIS DUBOIS

7)  ERREUR ET ERREUR DE TRONCATURE

° Nous illustrons sur un exemple un résultat général qui énonce qu’un
schéma stable et consistant est alors convergent. Nous fixons A > 0 et
étudions I’équation modele

d

u
36 — 4+ Au =0 t>0.

Nous la discrétisons avec un schéma d’Euler explicite pour un pas de temps
At :
k+1

1
(37) A (bt —uk,) + Auk, = 0.

L’erreur de troncature est définie par

1
(38) T (At t; ule)) = A (u((k + 1)At) — u(kAt)) — Au(kAt)
et on a vu a la relation (10) qu'on a
At d?u 9
(39) T (AL, t; u(e)) = 5 @(t) + O(At?).
o Comme 2 la relation (3), nous introduisons lerreur €%, par

(40) e, = uk, — u(kAt).
On soustrait la relation (38) de (37). Il vient
1
(41) et — )+ Ak, = T(AL kAt; ule))

Al

et 'erreur ekAt vérifie une équation analogue a celle du schéma numérique,

avec comme source (au membre de droite) l'erreur de troncature.

° On suppose 0 < kAt < T avec T fixé. On peut donc majorer uni-
formément la dérivée seconde ¢ 3 t2 %(t) sur cet intervalle :

d2
(42) W(kAt)\S C, Vk € IN tel que kAt < T'.
On tire alors de (39) et (42)
(43) | T(At, kAt u(s)) | < CAt, kAt < T.
° On suppose de plus que le schéma d’Euler est stable, propriété qui est

vérifiée si le pas de temps n’est pas choisi trop grand :
(44) 0 < MNAt < 1.

On peut alors écrire la relation (41) sous la forme
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(45) At = (1-XNAt) e, — At | T(At kAt; ule)) | .

On tire alors de la relation (44) : 0 <1— AAt <1 et en prenant les valeurs
absolues de part et d’autre de (45) :

| el [ < ek, | + AL | T (AL kAL u(s)) |,

donc en tenant compte de la relation (43) :

(46)  [eat' | <k | +CAE, kAL <T.

° On écrit la chaine d’inégalités (46), depuis €}, = 0 jusqu’a EZt' Il vient
k k—1 2

e | < lexy [ +CAL
k—1 k—2 2

leae | Slex” | +CAL

|€1At | < | ‘fOAt | +C A

Puis on ajoute toutes ces inégalités, ce qui est possible grace a la stabilité
(44). On en déduit, puisque kAt < T :

(47) |k, | < CkA? < CTA¢.

Nous venons d’établir que ’erreur est majoré par une constante multipliée
par At. Elle est d’ordre un en At tout comme 'erreur de troncature. Si nous
introduisons l'erreur §(At) comme a la relation (4), on tire de la relation (47)
I’estimation

(48)  8(At) < CTAt,

ce qui confirme bien le résultat établi.

FD, mars 2003, février 2005, mai 2008.
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