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Algébre linéaire et géométrie

Cours 10  Intégrale curviligne

e Rappels sur les courbes de 1’espace euclidien orienté

On se donne une courbe I de I’espace R>: [a, b] > ¢+ M(t) € R3. Lalongueur L de ’arc de
courbe entre les points M(a) et M(b) est donnée par L = f: l %” | dr. L’abscisse curviligne s
est la longueur le long de la courbe. On a % =|| %/1 | et la relation “évidente” L = [i* ds.

e Intégrale curviligne

On se donne une fonction f de trois variables R 3 (x, y, z) — f(x,y,z) € R que I’on peut
considérer en particulier comme définie sur la courbe I' : ' > M — f(M) € R. Lintégrale
curviligne [p f(M(s))ds se définit tout d’abord pour la fonction f(M)=1: [-1lds=L, la
longueur de I’arc de courbe.

Pour une fonction quelconque, on utilise le paramétrage [a, b] >t — M(t) € R? ; on définit
I'intégrale curviligne [ f(M(s))ds de la fonction f le long de la courbe I' par la relation
Jr f(M(s))ds = [, Uf’ f(M(1)) % dr. Cette derniere intégrale ordinaire ne dépend pas du paramé-
trage choisi sur la courbe I'.

Par exemple, si I désigne le quart du cercle centré a 1’origine, de rayon R et dans le quadrant
x>0,y >0, I'intégrale curviligne I = [ xds se calcule en paramétrant le cercle par 1’angle

6 € [0,%]: 1= [T (Rcos 0) (RAO) = R2.

e Circulation d’un champ de vecteurs

Un champ de vecteurs @ est une fonction a valeurs vectorielles définie pour (x,y,z) € R3
ou une partie de R3. On a donc ®(x,y,z) = X(x,y,2)e1 +Y(x,y,2)es +Z(x, y, 2) e3, rela-
tion que I’on peut écrire aussi ®(M) = X(M)e; +Y(M)ey + Z(M)es. La circulation y du
champ de vecteurs ® le long de la courbe I est égal a I’intégrale curviligne du produit scalaire
(P(x,y,2), %) sona y= [ (PM), L) ds = [ (P(M), dM). Cette intégrale peut aussi se
calculer en explicitant le produit scalaire : Y= [-(X(x,y, z)dx+Y (x,y, z)dy+Z(x, y, z) dz).
Par exemple a deux dimensions d’espace pour le champ ®(x,y) = xe; +yes et I' le demi-
cercle centré sur I’origine, de rayon R et tels que y > 0, on a (®(M), dM) = 0 et la circulation
est nulle.

Pour le champ EIVD(x, y) = —yej +xep le long du méme demi-cercle I, on a

(®(M), dM) = R2d6 et la circulation est égale & 7 RZ.

e Rappels de calcul différentiel pour les fonctions de trois variables

On se donne une application y définie “au voisinage” de X € R3. On dit que y est différen-
tiable au point X € R? si il existe une application linéaire tangente dy/(X) de R> dans R qui &
tout vecteur H € R associe le nombre dy(X).H € R et une application € qui tend vers zéro
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silanorme de H € R? tend vers zéro de sorte que w(X +H) = w(X)+dy(X).H+ |H| e(H).
Localement, la fonction y ressemble a une fonction affine.

Si la fonction y est différentiable au point X, elle est continue en ce point.

Si la fonction y est différentiable au point X, elle a des dérivées partielles %—Z(X ), a—y(X ) et
aa""( ) etpour H="hje;+hyey+hzes,ona

dy(X).H = %/(X Yhi + %—Z’(X ) ho + %—lZV(X ) h3. Cette relation peut s’écrire sous forme conden-
sée comme une égalité de différentielles : dy(X) = a"/ dx —I— dy + 57 o ~dz.

Attention ! Si la fonction y de deux variables pour ﬁxer les idées admet des dérivées par-
tielles %—I)’C’(X ) et %‘;’ (X) au point X, elle peut ne pas étre continue, comme le montre 1’exemple
classique y(x,y) = (y—x);w si (x,y)#(0,0) et w(0,0)=0.

Le théoreme de dérivation des fonctions composées montre que la fonction f de R dans R qui
s’écrit f(t) = w(x(z), y(t), z(t)) est dérivable si y est différentiable et si les fonctions

t — x(t), t — y(t) et t —> z(t) sont dérivables. On a alors ((11—]; = %‘)’: %f + %‘5 g—f + %‘g gf

Cette relation S obtient formellement a partir de la différentielle

dy(X) = dx + dy + 5 v —dz et en divisant ensuite formellement par dr.

° Clrculatlon d’un champ de vecteurs qui dérive d’un potentiel

Dire que le champ de vecteurs ® dérive du potentiel y revient a dire que ses trois composantes
sont les dérivées partielles de la fonction y: ®(M) = %—Z(M Jer + %—‘;’(M) ex+ %—Z’(M )es. On
écrit aussi CID( )= Vly( ), en introduisant le vecteur symbolique gradient

V= ax e+ ay e+ 8 e3. Avec cette hypothese, la circulation le long de la courbe I' qui va du
point A au point B s’exprime comme une simple différence :

JF(@0), M) = [ §(y(M(s))ds = [} aw(s) = w(B)~ w(4). En effer,

G0, y(0.20) = FE+ T E+ &

De plus, une telle circulation ne dépend pas de la courbe I' mais seulement des deux points A
et B aux extrémités.

e Formes différentielles a deux dimensions d’espace

La notion de forme différentielle permet d’enrichir le cadre mathématique proposé plus haut.
On se place ici dans le cas de deux dimensions spatiales pour simplifier I’exposé. Une forme
différentielle @ = X(x,y)dx+ Y (x,y)dy peut étre vue comme une application linéaire qui
dépend du point (x,y): ©.H =X (x,y)h; +Y(x,y)hy si H= hje; + hyep. Surtout, si on
pose ®(x,y) = X(x,y)e; +Y(x,y)es, on peut écrire aussi @ = (P(M), dM) et I'intégrale de
contour [ @ est en fait une intégrale curviligne.

Une forme différentielle est exacte si et seulement si il existe une fonction différentiable y
telle que @ = dy. En d’autres termes, X = %—‘)’C’ ety = %—‘;’: le champ de vecteurs ¢ dérive du
potentiel y. Alors [f @ = w(B) — w(A). Sila courbe I est fermée, c’est a dire si B= A, alors

$ o= [r @ =0. Si une forme différentielle est exacte et la fonction y assez réguliere, alors le

d 0
(a—l;’) = (%(a—'i’) entraine %X = %’;

Une forme différentielle @ = X (x, y)dx+ Y (x, y)dy est fermée si et seulement si %—}yf = ‘3—1; en
tout point oul les fonctions X et Y sont définies. Le résultat précédent exprime que si une forme

théoreme de Schwarz d’échange des dérivées partielles %

différentielle est exacte, alors elle est fermée.
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e  Une forme différentielle célebre

Pour (x, y) différent de (0, 0), on pose @ = — iyz dr+ 57 o dy. Cette forme différentielle est
fermée : a% (- )ﬁyz) =2 ()ﬁyz) Elle n’est pas exacte car lorsqu’on I’intégre le long d’un
cercle de rayon R centré sur ’origine, on trouve § @ = 2 7. Pourtant, si on introduit ’angle 6
des coordonnées polaires du plan, c’est a dire tel que x =rcos0 et y=rsinf, on a

tanf = )XC On différentie cette relation et on obtient apres une ligne de calcul d6 = @. L’appa-

rente contradiction vient du fait que I’angle 6 n’est pas une fonction définie sur le plan R? tout

entier. La relation @ = d@ reste locale et I’intégrale curviligne ¢ @ peut étre non nulle si la
courbe le long de laquelle on integre tourne autour de 1’origine.

e Flux d’un champ de vecteurs dans le cas de deux dimensions spatiales

Pour une courbe plane, le vecteur tangent T = % = ‘3—’;61 + %ez est de norme unité et le
vecteur normal n est obtenu en le faisant tourner d’un angle +%: n= —d— s el + & 3, - Le

flux @ du champ de vecteurs ®(M) =X(M)e; +Y(M)e; est I'intégrale curv111gne du produit
scalaire (®(M),n). Ona @ = [ (P(M), n)ds, intégrale qu’on peut écrire également

¢ = Jp(~Xdy+¥d).

Par exemple, le flux du champ & =xe; +ye; le long du cercle de centre 1’origine et de rayon R
est égal & —2 TR>.

e Choix d’orientation de la normale

Avec I’exemple précédent, le champ de vecteurs @ est “sortant” du cercle de centre O et de
rayon R alors que la normale n est “entrante” et pointe dans la direction exactement opposée.
On choisit donc souvent une autre convention pour le signe du vecteur normal, dite de la “nor-
male extérieure”. Pour I’exemple précédent, le flux change de signe et devient positif.

e  Variation du vecteur tangent dans un changement de coordonnées

On se donne une application réguliere y qui transforme le plan R? en un autre plan euclidien
que I’on note encore R? ici pour fixer les idées :

R? 3 (%,9) — y(X,7) = X(X,y)e; + Y (X, y) ez € R%. On peut considérer cette appllication y
comme un changement non linéaire de coordonnées. Un point . M d’une courbe T se transforme
en M=y (M) e y([)=T. Alors la direction tangente T= ‘gg le long de T se transforme avec
I’aide de la différentielle dy (M) du changement de coordonnées y et devient une direction
colinéaire 2 dy(M).T tangente a la courbe I'. Le vecteur tangent 7 le long de la courbe
image T est a la fois colinéaire 2 dy(M).7 et de norme unité : 7= % dy(M).7.

e  Variation du vecteur normal dans un changement de coordonnées

Le vecteur normal n s’obtient en tournant le vecteur tangent T d’un angle % Si on
note J = det(dy(M)) le déterminant de la différentielle de W, on a 7 = 1 ds > (dy( V)t.n) et
cette relation est valable quelle que soit la convention d’orientation de la normale.
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Exercices

e Arc de parabole

On se donne dans le plan euclidien la parabole d’équation y = x> et les points A(—1, 1) et
B(2,4) sur cette parabole.

Calculer I'intégrale curviligne I = [£ (xydx+ (x+y)dy).

e Demi-cercle

Dans le plan euclidien, on considere le demi-cercle I' de centre I’origine, de rayon R > 0 et tel
que y > 0.

Calculer I'intégrale curviligne I = [i-((x —y)dx+ (x+y)dy).

e Demie ellipse

02n se 2donne a >0 et b > 0. Dans le plan euclidien, on considere la demie ellipse I d’équation
;‘—2 + Z—z =1 telle que y > 0 qui permet d’aller du point A de coordonnées (a, 0) au point B de
coordonnées (—a, 0).

a) Calculer I'intégrale curviligne I = [ (—ydx+xdy).

b) Calculer le flux du méme champ de vecteurs le long de la méme demie ellipse, c’est a dire
I'intégrale curviligne ¢ = | f (—ydy —xdx).

e Demie cardioide

On se donne a > 0 et dans le plan euclidien, la cardioide d’équation p = a(1+cos0) en
coordonnées polaires.

a) Etudier et dessiner cette cardioide. On précisera en particulier la tangente au point d’angle 7
et de rayon vecteur p (7).

On introduit la forme différentielle @ = (x+y)dx+ (x—y)dy.

b) Montrer que le forme différentielle  est fermée.

¢) Montrer que la forme différentielle @ est exacte, c’est a dire qu’il existe une application
différentiale y définie sur R? et a valeurs dans R de sorte que @ = dy.

d) Préciser une valeur possible pour la fonction .

On se donne ’origine O et le point A qui correspondent respectivement aux points de la car-
dioide d’angles 6 = et 6 =0.

e) Quelles sont les coordonnées cartésiennes des points O et A?

f) Calculer I'intégrale curviligne f(‘;‘ (0]

g) Cette intégrale dépend-elle de la courbe qui relie les points O et A?



